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1. Введение и вспомогательные результаты

Настоящая заметка возникла в связи с [8]. В ней показывается, что простые наблюдения,
касающиеся сходимости связных локально конечных вершинно-симметрических графов, в со-
четании с одним способом построения графов Кэли с тривиальным стабилизатором вершины,
а также некоторыми известными результатами делают возможным указать в пространстве
связных локально конечных вершинно-симметрических графов изолированный бесконечный
граф Кэли (и, следовательно, изолированный бесконечный унимодулярный граф, что отвечает
на вопрос из [8]) и неизолированный граф Кэли, который изолирован от множества связных
вершинно-симметрических конечных графов.

Под графом в этой заметке понимается неориентированный граф без петель и без крат-
ных ребер. Если Γ — граф, то V (Γ) — множество его вершин, E(Γ) — множество его ре-
бер, dΓ(., .) — обычное расстояние (метрика, если Γ связен) на V (Γ), Aut(Γ) — группа авто-
морфизмов графа Γ (рассматриваемых как подстановки на V (Γ)). Далее, если x ∈ V (Γ), то
Γ(x) = {y ∈ V (Γ) : {x, y} ∈ E(Γ)} — окрестность x в Γ, BΓ(x, r) = {y ∈ V (Γ) : dΓ(x, y) ≤ r},
где r ∈ R, — шар радиуса r с центром x графа Γ, Gx, где G ≤ Aut(Γ), — стабилизатор вер-
шины x в группе G. Кроме того, 〈X〉Γ, где X ⊆ V (Γ), — подграф графа Γ, порожденный X.
Граф Γ вершинно-симметричен, если Aut(Γ) транзитивна на V (Γ). Для группы G и системы
ее порождающих M = M−1 6∋ 1 через ΓG,M обозначается граф Кэли группы G, построенный
по M .

Пусть G — множество всех (классов изоморфных) связных локально конечных вершинно-
симметрических графов, наделенное следующей метрикой ρ(., .): для Γ1,Γ2 ∈ G,Γ1 6∼= Γ2,
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ρ(Γ1,Γ2) = 2−n, где n = max{m ∈ N ∪ {0} : 〈BΓ1
(x1,m)〉Γ1

∼= 〈BΓ2
(x2,m)〉Γ2

, x1 ∈ V (Γ1), x2 ∈
V (Γ2)} (здесь и далее N — множество целых положительных чисел). Во многом обязанное
своим появлением работам [9] и [1] метрическое пространство связных локально конечных
вершинно-симметрических графов G существенно используется в [2; 3]. Далее в этом разделе
при описании простых свойств пространства G мы во многом следуем [2, п. 1]1 и [3, § 2].

Нам будет удобно зафиксировать следующую ситуацию, возникающую при сходимости в G

последовательности (Γi)i∈N к Γ.

(*) (Γi)i∈N — последовательность графов из G, сходящаяся к Γ ∈ G, x ∈ V (Γ), xi ∈ V (Γi)
для i ∈ N, ϕi для i ∈ N — изоморфизм 〈BΓ(x, ni)〉Γ на 〈BΓi

(xi, ni)〉Γi
, отображающий x в xi,

где ni ∈ N и ni → ∞ при i → ∞.

Предположим, что имеет место (*). Тогда, если y1, . . . , yk, z1, . . . , zk — вершины графа Γ
такие, что для бесконечного множества значений i существует автоморфизм gi графа Γi, отоб-
ражающий ϕi(yj) в ϕi(zj) для всех 1 ≤ j ≤ k, то существует такой автоморфизм g графа Γ,
что g(yj) = zj для всех 1 ≤ j ≤ k. Отсюда следует, что для произвольного фиксированного
r ∈ N для всех достаточно больших i группа ϕ−1

i Aut(Γi)xi
ϕi идуцирует на BΓ(x, r) подгруппу

группы, индуцируемой Aut(Γ)x на BΓ(x, r). В частности, если для некоторого r ∈ N поэле-
ментный стабилизатор BΓ(x, r − 1) в Aut(Γ)x действует тривиально на BΓ(x, r), то для всех
достаточно больших i поэлементный стабилизатор BΓi

(xi, r − 1) в Aut(Γi)xi
действует триви-

ально на BΓi
(xi, r). Поскольку (в силу вершинной транзитивности Aut(Γ) и Aut(Γi)) последние

условия эквивалентны соответственно точности действия Aut(Γ)x на BΓ(x, r − 1) и точности
действия Aut(Γi)xi

на BΓi
(xi, r − 1), то справедливо следующее утверждение.

Предложение 1. Если Aut(Γ)x — конечная группа, то для всех достаточно больших i
имеем Aut(Γi)xi

. Aut(Γ)x. В частности, если Aut(Γ)x = 1, то Aut(Γi)xi
= 1 для всех

достаточно больших i.

Последовательность (gi)i∈N, где gi ∈ Aut(Γi) для i ∈ N, (ϕi)i∈N-сходится к g ∈ Aut(Γ),
если для произвольной вершины y графа Γ и всех достаточно больших i (вершины ϕi(y)
и ϕi(g(y)) определены и) gi(ϕi(y)) = ϕi(g(y)) (см. [3, § 2]). Далее, пусть Gi ≤ Aut(Γi) для
всех i ∈ N. Тогда автоморфизм g графа Γ называется (ϕi)i∈N-предельным для (Gi)i∈N, если
для некоторой возрастающей последовательности натуральных чисел (it)t∈N найдутся такие
git ∈ Git , что последовательность (git)t∈N (ϕit)t∈N-сходится к g (см. [3, § 2]). Вообще говоря,
множество (ϕi)i∈N-предельных для (Gi)i∈N автоморфизмов графа Γ не является подгруппой
группы Aut(Γ). Однако, как легко заметить, справедливо следующее утверждение.

Предложение 2. Предположим, что имеет место (*) и Gi ≤ Aut(Γi), i ∈ N, — вершинно-

транзитивные группы. Тогда группа Aut(Γ) содержит вершинно-транзитивную подгруппу,

состоящую из (ϕi)i∈N-предельных для (Gi)i∈N автоморфизмов графа Γ. Более того, существу-

ют такая возрастающая последовательности натуральных чисел (it)t∈N и такая вершинно-

транзитивная подгруппа G группы Aut(Γ), что для каждого g ∈ G найдутся git ∈ Git, t ∈ N,

для которых последовательность (git)t∈N (ϕit)t∈N-сходится к g.

В качестве следствия получаем

Предложение 3. Если (Γi)i∈N — последовательность графов Кэли из G, сходящаяся к

Γ ∈ G, то Γ также является графом Кэли. Другими словами, в G графы Кэли групп образу-

ют замкнутое подмножество.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем предполагать (без потери общности), что для (Γi)i∈N и Γ
выполняется (*). Тогда, если Γi есть граф Кэли группы Gi, то Γ есть граф Кэли группы G, для

1Пользуясь случаем, укажем на имеющиеся в [2] опечатки: на с. 150 в строке 14 вместо “изоморфно”
должно быть “содержит подгруппу, изоморфную”, а в строке 23 вместо ∼= должно быть ..
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которой имеется последовательность натуральных чисел (it)t∈N с указанным в предложении 2
свойством.

Формулировке предложения 4 предпошлем определения (см. [7]). Подмножество группы
называется дискриминирующим, если оно не содержит 1 и имеет непустое пересечение с каж-
дой неединичной нормальной подгруппой группы. Группа, обладающая конечным дискри-
минирующим подмножеством, называется конечно дискриминируемой. По [7, Proposition 2.2]
группа изолирована тогда и только тогда, когда она конечно определена и обладает конечным
дискриминирующим подмножеством. (Определение изолированной группы см. в [7]; однако в
дальнейшем нами используется, по существу, лишь указанная характеризация таких групп.)

Предложение 4. Пусть G — изолированная группа, порожденная конечным множе-

ством M = M−1 6∋ 1. Предположим, что стабилизатор вершины графа ΓG,M в группе

Aut(ΓG,M ) тривиален. Тогда граф ΓG,M изолирован в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что, напротив, имеется последовательность
(Γi)i∈N связных вершинно-симметрических графов, сходящаяся к Γ := ΓG,M , причем Γi 6∼= Γ
для всех i ∈ N. Далее мы используем применительно к (Γi)i∈N и Γ обозначения из (*), при-
чем предполагаем, что x есть вершина 1 графа Кэли ΓG,M (и следовательно, окрестность x в
графе Γ есть M).

Поскольку Aut(Γ)x = 1, то согласно предложению 1 для всех достаточно больших i, ска-
жем, для всех i > i0, где i0 ∈ N, имеем Aut(Γi)xi

= 1 и, следовательно, Γi является графом Кэли
группы Gi := Aut(Γi), построенным по некоторой системе ее порождающих Mi = M−1

i 6∋ 1.
Для таких i будем, не теряя общности, считать, что xi есть вершина 1 графа Кэли ΓGi,Mi

(и
следовательно, окрестность xi в графе Γi есть Mi). Из Aut(Γ)x = 1 следует, кроме того, что
Aut(Γ) совпадает с группой левых сдвигов G и является единственной вершинно-транзитивной
группой автоморфизмов графа Γ. Согласно предложению 2 это влечет существование такой
возрастающей последовательности натуральных чисел (it)t∈N, где i1 > i0, что для каждого
g ∈ G найдутся git ∈ Git , t ∈ N, для которых последовательность (git)t∈N (ϕit)t∈N-сходится к g.

Пусть M = {h1, . . . , hd}. Для каждого 1 ≤ s ≤ d пусть hs,t ∈ Git , t ∈ N, таковы, что последо-
вательность (hs,t)t∈N (ϕit)t∈N-сходится к hs. Ясно, что Mit = {h1,t, . . . , hd,t} для всех достаточно
больших t. Далее, для произвольного произведения hj1 . . . hjk , где j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , d}, после-
довательность (hj1,t . . . hjk,t)t∈N (ϕit)t∈N-сходится к hj1 . . . hjk . В частности, если hj1 . . . hjk = 1,
то для всех достаточно больших t имеем hj1,t . . . hjk,t(xit) = xit , что с учетом тривиальности
стабилизатора xit в Git для всех t ∈ N влечет hj1,t . . . hjk,t = 1 для всех достаточно боль-
ших t. В силу конечной определенности изолированной группы G отсюда следует, что для
всех достаточно больших t отображение hs 7→ hs,t, 1 ≤ s ≤ d, продолжается до гомомор-
физма группы G на группу Git . Предположим, что для бесконечного множества значений
t ∈ N эти гомоморфизмы определены и имеют нетривиальное ядро. Тогда, поскольку изоли-
рованная группа G имеет конечное дискриминирующее подмножество, найдется произведение
hj1 . . . hjk , где j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , d}, принадлежащее этим ядрам для бесконечного множества
значений t ∈ N, но отличное от 1. Для бесконечного множества значений t ∈ N имеем, следова-
тельно, hj1,t . . . hjk,t = 1. Но последовательность (hj1,t . . . hjk,t)t∈N (ϕit)t∈N-сходится к hj1 . . . hjk .
Поэтому hj1 . . . hjk(x) = x, что влечет hj1 . . . hjk = 1, а это противоречит выбору hj1 . . . hjk .
Таким образом, для всех достаточно больших t имеется изоморфизм группы G на группу Git ,
отображающий M на Mit , а потому и изоморфизм графа Γ = ΓG,M на граф Γit = ΓGit

,Mit
.

Полученное противоречие завершает доказательство предложения 4.

В заключение этого раздела сделаем несколько замечаний относительно модулярных функ-
ций для графов и свойства унимодулярности (ср. [4]). Пусть Γ ∈ G. Тогда группа Aut(Γ),
наделенная естественной топологией поточечной сходимости, хаусдорфова и локально ком-
пактна. В частности, для произвольной замкнутой подгруппы H группы Aut(Γ) на σ-кольце,
порожденном всеми компактными подмножествами группы H, определена (однозначно с точ-
ностью до вещественного положительного постоянного множителя) левоинвариантная мера
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Хаара µH , а на H определена модулярная функция ∆H (являющаяся гомоморфизмом груп-
пы H в мультипликативную группу положительных вещественных чисел), причем для произ-
вольных x ∈ V (Γ) и h ∈ H имеем 0 < µH(Hx) < ∞ и

∆H(h) = µH(Hh−1(x))/µH(Hx) = |Hh−1(x) : Hh−1(x) ∩Hx|/|Hx : Hh−1(x) ∩Hx|

= |Hh−1(x)(x)|/|Hx(h
−1(x))| = |Hx(h(x))|/|Hx(h

−1(x))|. (1)

Замкнутая подгруппа H группы Aut(Γ) называется унимодулярной, если ∆H всюду на H
принимает единичное значение; граф Γ называется унимодулярным, если группа Aut(Γ) уни-
модулярна. Если H — вершинно-транзитивная замкнутая группа автоморфизмов графа Γ и
x ∈ V (Γ), то H порождается компактной подгруппой Hx (на которой ∆H всюду принимает
единичное значение) и произвольным набором элементов {hi : i ∈ I} группы H таким, что
Γ(x) = {hi(x) : i ∈ I}. Следовательно, в этом случае унимодулярность H эквивалентна выпол-
нению равенства ∆H(hi) = 1 для всех i ∈ I, что с учетом (1) эквивалентно, в свою очередь,
совпадению для каждой Hx-орбиты на Γ(x) ее длины с длиной спаренной с ней (в группе H)
Hx-орбиты на Γ(x). (Напомним, что если H — произвольная вершинно-транзитивная группа
автоморфизмов графа Γ, x ∈ V (Γ) и Y — Hx-орбита, то спаренной с Y (в группе H) Hx-
орбитой называется Hx-орбита Y ∗ = {h−1(x) : h ∈ H и h(x) ∈ Y }.) Замечая, кроме того,
что для произвольной вершинно-транзитивной группы H автоморфизмов графа Γ и x ∈ V (Γ)
стабилизатор x в замыкании H в группе Aut(Γ) имеет на Γ(x) те же орбиты, что Hx, получаем
справедливость утверждения (1) следующего предложения.

Предложение 5. (1) Пусть Γ ∈ G и x ∈ V (Γ). Если H — вершинно-транзитивная груп-

па автоморфизмов графа Γ, то ее замыкание в Aut(Γ) тогда и только тогда является уни-

модулярной группой, когда длина каждой Hx-орбиты на Γ(x) совпадает с длиной спаренной

с ней (в группе H) Hx-орбиты на Γ(x).
(2) Если Γ ∈ G и H ≤ G — вершинно-транзитивные замкнутые группы автоморфизмов

графа Γ, то из унимодулярности H следует унимодулярность G. В частности, если Γ ∈ G

допускает вершинно-транзитивную замкнутую унимодулярную группу автоморфизмов, то

Γ унимодулярен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение (1) предложения доказано выше. Докажем утвер-
ждение (2). Пусть Γ ∈ G и H ≤ G — вершинно-транзитивные замкнутые группы автоморфиз-
мов графа Γ, причем H унимодулярна. Согласно (1) для x ∈ V (Γ) длина каждой Hx-орбиты
на Γ(x) совпадает с длиной спаренной с ней (в группе H) Hx-орбиты на Γ(x). Но каждая
Gx-орбита на Γ(x) есть объединение некоторого набора Hx-орбит на Γ(x), причем спаренная
с ней (в группе G) Gx-орбита на Γ(x) есть объединение Hx-орбит на Γ(x), спаренных с Hx-ор-
битами из этого набора (в группе H). Поэтому длина каждой Gx-орбиты на Γ(x) совпадает с
длиной спаренной с ней (в группе G) Gx-орбиты на Γ(x), что согласно (1) влечет унимодуляр-
ность группы G. Предложение доказано.

З а м е ч а н и е 1. Вершинно-транзитивная замкнутая группа автоморфизмов унимоду-
лярного графа Γ ∈ G (например, регулярного дерева валентности 3) может не быть унимоду-
лярной.

Следствием предложения 5 является унимодулярность графа Γ ∈ G, являющегося графом
Кэли или, более общо, допускающего вершинно-транзитивную дискретную группу автомор-
физмов.

2. Способ получения графов Кэли

с тривиальным стабилизатором вершины

Предложение 7 настоящего раздела дает весьма общий способ построения графов Кэли с
тривиальным стабилизатором вершины в группе всех автоморфизмов графа. Предложение 6
используется при доказательстве предложения 7.
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Предложение 6. Пусть F — свободная группа со свободными порождающими x1, x2, и

пусть

D := {x1, x
−1
1 , x2, x

−1
2 , x21, x

−2
1 , x1x2, x

−1
2 x−1

1 , x42, x
−4
2 }.

Обозначим через ∆ подграф графа ΓF,D, порожденный шаром радиуса 2 с центром в 1 гра-

фа ΓF,D. Тогда автоморфизмы графа ∆, стабилизирующие вершину 1, поэлементно стаби-

лизируют множество ∆(1) = D.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Хотя здесь можно было ограничиться указанием, что справед-
ливость утверждения предложения несложно устанавливается непосредственной проверкой,
мы приведем соответствующие аргументы.

Смежными с вершиной 1 в графе ∆ являются следующие вершины:

x1, для которой ∆(x1) ∩∆(1) = {x−1
1 , x21, x1x2};

x−1
1 , для которой ∆(x−1

1 ) ∩∆(1) = {x1, x2, x
−2
1 };

x2, для которой ∆(x2) ∩∆(1) = {x−1
1 };

x−1
2 , для которой ∆(x−1

2 ) ∩∆(1) = {x−1
2 x−1

1 };

x21, для которой ∆(x21) ∩∆(1) = {x1};

x−2
1 , для которой ∆(x−2

1 ) ∩∆(1) = {x−1
1 };

x1x2, для которой ∆(x1x2) ∩∆(1) = {x1};

x−1
2 x−1

1 , для которой ∆(x−1
2 x−1

1 ) ∩∆(1) = {x−1
2 };

x42, для которой ∆(x42) ∩∆(1) = ∅;
x−4
2 , для которой ∆(x−4

2 ) ∩∆(1) = ∅.

Отсюда следует, что каждый автоморфизм графа ∆, стабилизирующий вершину 1, остав-
ляет на месте следующие множества: {x1, x

−1
1 }, {x2, x

2
1, x

−2
1 , x1x2}(= {((∆(x1)∩∆(1))∪(∆(x−1

1 )∩
∆(1))) \ {x1, x

−1
1 }), {x42, x

−4
2 }, {x−1

2 , x−1
2 x−1

1 }.

Предположим, что некоторый автоморфизм a графа ∆ стабилизирует вершину 1, но ме-
няем местами вершины x1 и x−1

1 . Тогда a также меняет местами множества ∆(x1) ∩ ∆(1)
и ∆(x−1

1 ) ∩ ∆(1) и потому меняет местами множества {x21, x1x2} и {x2, x
−2
1 }. В частности,

a(x2) ∈ {x21, x1x2}. Но в графе ∆ имеется не проходящий через 1 путь длины 3, начинающийся
в x2 и заканчивающийся в x42, и в то же время отсутствует не проходящий через 1 путь дли-
ны 3, начинающийся в одной из вершин x21, x1x2 и заканчивающийся в одной из вершин x42, x

−4
2 ,

что противоречит a-допустимости множества {x42, x
−4
2 }. Таким образом, каждый автоморфизм

графа ∆, стабилизирующий вершину 1, оставляет на месте каждую из вершин x1, x
−1
1 , а пото-

му и каждое из множеств (∆(x1)∩∆(1))\{x−1
1 } = {x21, x1x2}, (∆(x−1

1 )∩∆(1))\{x1} = {x2, x
−2
1 }.

Итак, с учетом предыдущего каждый автоморфизм графа ∆, стабилизирующий вершину 1,
оставляет на месте следующие множества:

{x1}, {x
−1
1 }, {x2, x

−2
1 }, {x21, x1x2}, {x

4
2, x

−4
2 }, {x−1

2 , x−1
2 x−1

1 }. (2)

Далее, поскольку в графе ∆ имеется не проходящий через 1 путь длины 3, начинающийся
в x2 и заканчивающийся в x42, но отсутствует не проходящий через 1 путь длины 3, начинаю-
щийся в x−2

1 и заканчивающийся в одной из вершин x42, x
−4
2 , то с учетом (2) заключаем, что

каждый автоморфизм графа ∆, стабилизирующий вершину 1, оставляет на месте следующие
множества:

{x1}, {x
−1
1 }, {x2}, {x

−2
1 }, {x21, x1x2}, {x

4
2, x

−4
2 }, {x−1

2 , x−1
2 x−1

1 }. (3)

Таким образом, для доказательства предложения 6 остается показать, что каждый автомор-
физм графа ∆, стабилизирующий вершину 1, стабилизирует вершины x21, x1x2, x

−1
2 , x−1

2 x−1
1 ,

x42, x
−4
2 .

Поскольку в графе ∆ имеется не проходящий через 1 путь длины 2, начинающийся в x1 и
заканчивающийся в x21, но отсутствует не проходящий через 1 путь длины 2, начинающийся в
x1 и заканчивающийся в x1x2, то с учетом (3) заключаем, что каждый автоморфизм графа ∆,
стабилизирующий вершину 1, оставляет на месте каждую из вершин x21, x1x2.
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Предположим, что имеется такой стабилизирующий вершину 1 автоморфизм a графа ∆,
что a(x42) = x−4

2 . Согласно (3) при этом a стабилизирует вершину x2. Так как в графе ∆ имеется
единственный не проходящий через 1 путь длины 3, начинающийся в x2 и заканчивающийся в
x−4
2 , а именно путь (x2, x

−3
2 , x−4

2 x−1
1 , x−4

2 ), и имеется не проходящий через 1 путь (x2, x
2
2, x

3
2, x

4
2)

длины 3, начинающийся в x2 и заканчивающийся в x42, то отсюда следует, что a(x22) = x−3
2 .

Но x−3
2 ∈ ∆(x−4

2 ), а a−1(x−3
2 ) = x22 6∈ ∆(x42) = a−1(∆(x−4

2 )). Полученное противоречие означает,
что каждый автоморфизм графа ∆, стабилизирующий вершину 1, оставляет на месте каждую
из вершин x42, x

−4
2 .

Наконец, предположим, что имеется такой стабилизирующий вершину 1 автоморфизм a
графа ∆, что a(x−1

2 ) = x−1
2 x−1

1 . Как было показано, a стабилизирует вершину x−4
2 . Так как в

графе ∆ имеется единственный не проходящий через 1 путь длины 3, начинающийся в x−1
2 x−1

1

и заканчивающийся в x−4
2 , а именно путь (x−1

2 x−1
1 , x−1

2 , x−5
2 , x−4

2 ), и имеется не проходящий
через 1 путь (x−1

2 , x−2
2 , x−3

2 , x−4
2 ) длины 3, начинающийся в x−1

2 и заканчивающийся в x−4
2 ,

то отсюда следует, что a(x−2
2 ) = x−1

2 . Но x−1
2 ∈ ∆(1), а x−2

2 6∈ ∆(1). Полученное противоречие
означает, что каждый автоморфизм графа ∆, стабилизирующий вершину 1, оставляет на месте
каждую из вершин x−1

2 , x−1
2 x−1

1 .
Предложение 6 доказано.

З а м е ч а н и е 2. Указанное в предложении 6 множество D отнюдь не является исклю-
чительным. Можно привести примеры других множеств с подобными свойствами.

Предложение 7. Пусть группа G порождается множеством M = {g1, g
−1
1 , g2, g

−1
2 }, где

g21 6= 1 6= g22 и g2 6∈ {g1, g
−1
1 }, причем обхват графа ΓG,M больше 20. Положим

M1 := {g1, g
−1
1 , g2, g

−1
2 , g21 , g

−2
1 , g1g2, g

−1
2 g−1

1 , g42 , g
−4
2 }.

Тогда стабилизатор вершины графа ΓG,M1
в группе Aut(ΓG,M1

) тривиален (и, следовательно,

Aut(ΓG,M1
) совпадает с группой левых сдвигов на элементы из G).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть F — свободная группа со свободными порождающи-
ми x1, x2. Каждая вершина x графа Кэли ΓF,X , где X = {x1, x

−1
1 , x2, x

−1
2 }, есть значение

однозначно определенного свободно несократимого слова Wx(x1, x−1
1 , x2, x

−1
2 ) над алфави-

том X. Каждой вершине x шара радиуса 8 с центром 1 графа ΓF,X сопоставим вершину
Wx(g1, g

−1
1 , g2, g

−1
2 ) графа ΓG,M . В силу условий предложения 7 это отображение индуциру-

ет изоморфизм ϕ подграфа графа ΓF,X , порожденного шаром радиуса 8 с центром 1 гра-
фа ΓF,X , на подграф графа ΓG,M , порожденный шаром радиуса 8 с центром 1 графа ΓG,M ,
такой, что ϕ(1) = 1 и ограничение ϕ на шар радиуса 2 с центром 1 графа ΓF,D, где D =
{x1, x

−1
1 , x2, x

−1
2 , x21, x

−2
1 , x1x2, x

−1
2 x−1

1 , x42, x
−4
2 }, есть изоморфизм порожденного этим шаром

подграфа графа ΓF,D на подграф графа ΓG,M1
, порожденный шаром радиуса 2 с центром 1 гра-

фа ΓG,M1
. Согласно предложению 6 отсюда следует, что каждый автоморфизм графа ΓG,M1

,
стабилизирующий вершину 1, поэлементно стабилизирует ее окрестность M1 в графе ΓG,M1

.
Так как для связного вершинно-симметрического графа тривиальность действия стабилиза-
тора вершины в группе всех автоморфизмов графа на окрестности этой вершины влечет три-
виальность стабилизатора вершины, то предложение 7 доказано.

З а м е ч а н и е 3. Имеются также другие весьма общие способы построения связных
локально конечных графов Кэли групп с тривиальным стабилизатором вершины в группе
всех автоморфизмов графа (см., например, [12] и [11]).

3. Некоторые приложения

В [8] ставится вопрос о наличии в G изолированных бесконечных связных локально конеч-
ных вершинно-симметрических унимодулярных графов. Ответ на него содержится в следую-
щей теореме. (Напомним, см. конец разд. 1, что графы Кэли из G унимодулярны.)
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Теорема. В G имеется изолированный бесконечный граф Кэли (и, следовательно, имеет-

ся изолированный бесконечный связный локально конечный вершинно-симметрический граф

с унимодулярной группой автоморфизмов).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства теоремы достаточно указать изолирован-
ную бесконечную группу G, обладающую такой системой порождающих M = {g1, g

−1
1 , g2,

g−1
2 }, где g21 6= 1 6= g22 и g2 6∈ {g1, g

−1
1 }, что обхват графа Кэли ΓG,M больше 20. Действитель-

но, тогда согласно предложениям 7 и 4 граф Кэли ΓG,M1
, где M1 := {g1, g

−1
1 , g2, g

−1
2 , g21 , g

−2
1 ,

g1g2, g
−1
2 g−1

1 , g42 , g
−4
2 }, обладает требуемым в теореме свойством.

В качестве группы G можно взять, например, группу Р. Томпсона, имеющую обозначе-
ние F . Действительно, согласно [7, Proposition 5.14] группа F изолирована, а из [5] следует
наличие у F такой (явно указываемой в [5]) системы порождающих M = {g1, g

−1
1 , g2, g

−1
2 }, где

g21 6= 1 6= g22 и g2 6∈ {g1, g
−1
1 }, что обхват графа Кэли ΓF,M больше 20.

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 4. Для доказательстве теоремы (точнее, для нахождения такой конечной
системы порождающих X = X−1 6∋ 1 группы Р. Томпсона F , что стабилизатор вершины гра-
фа ΓF,X в группе Aut(ΓF,X) тривиален) можно вместо предложения 7 использовать теорему 1.1
из [11] (хорошо известно, что группа F не имеет кручения).

Сходным образом, используя известные результаты, можно показать, что существует

неизолированный в G граф Кэли (и, следовательно, связный локально конечный вершинно-

симметрический унимодулярный граф), который не является пределом связных вершинно-

симметрических конечных графов. Покажем, что таковым является, например, граф Кэли
ΓG,M1

группы Баумслага — Солитера G = BS(m,n) = 〈g1, g2 : g1g
m
2 g−1

1 = gn2 〉, где целые поло-
жительные взаимно простые числа m,n таковы, что n > m > 7 и m+ n > 18, построенный по
системе порождающих M1 := {g1, g

−1
1 , g2, g

−1
2 , g21 , g

−2
1 , g1g2, g

−1
2 g−1

1 , g42 , g
−4
2 }. Хорошо известно,

что G — бесконечная неразрешимая группа (причем g21 6= 1 6= g22 и g2 6∈ {g1, g
−1
1 }). При этом

второй коммутант группы G — свободная группа (см. [10]), и следовательно, ряд коммутан-
тов G(k), k = 0, 1, 2, . . ., группы G (где G(0) = G и G(k) = [G(k−1), G(k−1)] при k > 0) строго
убывает и имеет единичное пересечение. Кроме того, согласно [13, Proposition 2] обхват графа
Кэли ΓG,M , где M = {g1, g

−1
1 , g2, g

−1
2 }, равен min{m + n + 2, 2m + 6} > 20. Согласно предло-

жению 7 стабилизатор вершины графа ΓG,M1
в группе Aut(ΓG,M1

) тривиален, а Aut(ΓG,M1
),

следовательно, совпадает с группой левых сдвигов на элементы из G.

Для каждого i ∈ N пусть Gi := G/G(i), M1,i := {g1G
(i), g−1

1 G(i), g2G
(i), g−1

2 G(i), g21G
(i),

g−2
1 G(i), g1g2G

(i), g−1
2 g−1

1 G(i), g42G
(i), g−4

2 G(i)}. Ясно, что последовательность графов Кэли
(ΓGi,M1,i

)i∈N сходится к графу Кэли ΓG,M1
. Из тривиальности стабилизатора вершины гра-

фа ΓG,M1
в группе Aut(ΓG,M1

) согласно предложению 1 следует тривиальность стабилизатора
вершины графа ΓGi,M1,i

в группе Aut(ΓGi,M1,i
) (и совпадение Aut(ΓGi,M1,i

) с группой левых
сдвигов на элементы из Gi) для всех достаточно больших i. С учетом того, что Gi 6∼= G для всех
i ∈ N (действительно, в отличие от группы G группа Gi разрешима), это влечет Aut(ΓGi,M1,i

) ∼=
Gi 6∼= G ∼= Aut(ΓG,M1

) для всех достаточно больших i, а потому и ΓGi,M1,i
6∼= ΓG,M1

для всех до-
статочно больших i. Таким образом, граф ΓG,M1

является пределом отличных от него связных
вершинно-симметрических графов.

С другой стороны, предположим, что граф ΓG,M1
является пределом последовательно-

сти (Γi)i∈N связных вершинно-симметрических конечных графов. Тогда, поскольку стабили-
затор вершины графа ΓG,M1

в группе Aut(ΓG,M1
) тривиален и группа G конечно определена,

из предложений 1 и 2 следует, что для всех достаточно больших i граф Γi является графом
Кэли конечной факторгруппы группы G. Но конечная факторгруппа группы G является ме-
тациклической (или циклической) группой, а обхват графа Γi для всех достаточно больших
i совпадает с обхватом графа ΓG,M1

и, следовательно, больше 20. Полученное противоречие
(см., например, [6, Theorem 7]) завершает доказательство.
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