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Изучаются периодические группы вида G = F ⋋ 〈a〉 с условиями CF (a) = 1 и |a| = 4. Отображение
a : F → F по правилу t → ta = a−1ta есть автоморфизм группы F без неподвижных точек (регу-
лярный автоморфизм). Конечная группа F разрешима, и ее коммутант нильпотентен (Д. Горенстейн и
И.Херстейн, 1961). Локально конечная группа F разрешима, и ее второй коммутант содержится в цен-
тре Z(F ) группы F (Л. Г.Ковач, 1961). Неизвестно, всегда ли локально конечна периодическая группа F

(вопрос 12.100 П.В. Шумяцкого из “Коуровской тетради”). В работе доказаны следующие свойства групп.
Для π = π(F ) \ π(CF (a2)) группа F π′-замкнута, подгруппа Oπ′(F ) абелева и содержится в Z([a2, F ])
(теорема 1). Группа F , не имеющая бесконечных элементарных абелевых a2-допустимых подгрупп, ло-
кально конечна (теорема 2). В не локально конечной группе F есть не локально конечная a-допустимая
подгруппа, факторизуемая двумя локально конечными a-допустимыми подгруппами (теорема 3). Для лю-
бого натурального числа n, кратного нечетному простому числу, указаны примеры не локально конечных
периодических групп с регулярным автоморфизмом порядка n.
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Введение

В работе изучаются свойства периодических групп, допускающих регулярный автомор-
физм (автоморфизм без неподвижных точек [1]) порядка 4. В 1961 г. Д. Горенстейн и И.Херс-
тейн доказали [2], что конечная группа с регулярным автоморфизмом порядка 4 разрешима,
а ее коммутант нильпотентен. В том же году Л. Г.Ковач [3] установил, что второй коммутант
локально конечной группы, допускающей регулярный автоморфизм порядка 4, содержится в
ее центре. Давно известно, что периодическая группа F с регулярным автоморфизмом поряд-
ка 2 абелева [4–6], а с регулярным расщепляющим автоморфизмом порядка 3 нильпотентна
[7–9]. Но если порядок регулярного автоморфизма не является степенью числа 2, то F не обя-
зана быть локально конечной (см. предложение 6 и пример 1) даже в случаях порядка 3 и 6.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований,
проект №19-01-00566 A.
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В 1992 г. П.В.Шумяцкий записал в “Коуровскую тетрадь” [10] под номером 12.100 такой
вопрос: всякая ли периодическая группа с регулярным автоморфизмом порядка 4 является

локально конечной? Изучаемые в работе группы удовлетворяют условиям этого вопроса.
Итак, пусть F — бесконечная периодическая группа, допускающая регулярный автомор-

физм a порядка 4, C = CF (a
2), π = π(C) — множество простых делителей порядков элементов

из C и π′ = π(F ) \ π. Доказаны следующие свойства группы F .

Теорема 1. Группа F π′-замкнута, и подгруппа Oπ′(F ) содержится в Z([a2, F ]).

Теорема 2. Группа F с конечными a2-допустимыми элементарными абелевыми подгруп-

пами локально конечна.

Из теорем 1, 2 и результатов работ [2; 3] (см. предложения 2, 3 ниже) вытекает

Следствие. Группа F без бесконечных a2-допустимых элементарных абелевых p-под-

групп для всех p ∈ π(C) локально конечна, и ее второй коммутант содержится в Z(F ).

Теорема 3. В не локально конечной группе F есть не локально конечная a-допустимая

подгруппа, факторизуемая двумя локально конечными a-допустимыми подгруппами.

1. Определения, используемые результаты, примеры

Пусть F — группа и a — автоморфизм группы F . Образ элемента f ∈ F под действием
автоморфизма a обозначаем через fa. Автоморфизм a называется регулярным, или автомор-

физмом без неподвижных точек, если fa 6= f для любого f ∈ F \ {1} = F#; автоморфизм a

называется расщепляющим, если ffa . . . fa|a|−1

= 1. Инволюцию i группы G называем изоли-

рованной в G, если для любого элемента g ∈ G порядок произведения iig нечетен. Собствен-
ная подгруппа H группы G называется сильно вложенной в G, если в H есть инволюция
и для каждого элемента g ∈ G \ H в подгруппе H ∩ Hg инволюций нет. Множество про-
стых делителей порядков элементов непустого множества X ⊆ G# обозначаем через π(X), а
в случае X = {b} — через π(b). Пусть π — некоторое множество простых чисел. Элемент b
группы F называется π-элементом, когда π(b) ⊆ π. Следуя Б.Фишеру [11; 12], группу F на-
зываем π-замкнутой, если произведение любых двух π-элементов в F есть π-элемент, т. е.
максимальная нормальная в F π-подгруппа Oπ(F ) состоит из всех π-элементов группы F . На
протяжении всей работы p и q — простые нечетные числа, m и n — натуральные числа. Далее,
yX = {x−1yx | x ∈ X}, [y, x] = y−1x−1yx — коммутатор элементов y и x, [y,X] — подгруппа, по-
рожденная всеми коммутаторами [y, x]. Инволюция i бесконечной группы G называется почти

регулярной, если ее централизатор CG(i) конечен [13]. Остальные определения и обозначения
можно найти в [1; 14].

Предложение 1 [4–6; 15, лемма 2.20]. Периодическая группа F , допускающая регулярный

автоморфизм i порядка 2, абелева, и f i = f−1 для любого f ∈ F .

Д.Горенстейн и И.Херстейн в [2] доказали фундаментальный для наших исследований
результат.

Предложение 2 [2, теоремы 1 и 2]. Конечная группа F , допускающая автоморфизм по-

рядка 4, оставляющий на месте только единичный элемент из F, разрешима, а ее комму-

тант F ′ нильпотентен.

Из предложения 2 и работы Л.Г.Ковача (см. [3, введение]) вытекает следующий результат:

Предложение 3. Если локально конечная группа допускает регулярный автоморфизм

порядка четыре, то ее второй коммутант содержится в ее центре.
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Предложение 4 (теорема Шункова, [13]). Периодическая группа с почти регулярной ин-

волюцией локально конечна, почти разрешима и обладает 2-полной частью.

Предложение 5 [16; 15, теорема 2.14]. Если в периодической группе G есть конечная си-

ловская 2-подгруппа, то все силовские 2-подгруппы в G конечны и сопряжены.

Покажем существенность условия |a| = 4 в вопросе 12.100 из [10] и теоремах 1, 2.

Предложение 6. Периодическая группа F c регулярным автоморфизмом a порядкa

|a| 6= 2k и циклическими абелевыми подгруппами не обязана быть локально конечной.

В качестве доказательства данного предложения укажем в голоморфах групп Новикова —
Адяна B = B(2, n) = 〈b, d〉 [17] элементы a соответствующих порядков, действующие сопря-
жением на подгруппе F = 〈dB〉 регулярно (без неподвижных точек).

П р и м е р 1. Если |a| = m — нечетное число, то выберем n = mk ≥ 665 и a ∈ 〈b〉. В
силу известных свойств групп B(2, n) [12] отображение f → fa = a−1fa является регулярным
автоморфизмом группы F . Отметим также, что при m = n данный автоморфизм группы F
является расщепляющим, а при m = 3 не является расщепляющим.

Если |a| = 2km, где m — нечетное число и m > 1, то выберем n = mp, где p — простое число
вида 1 + r2k. Элемент a ищем в виде a = a1a2, где a1 — элемент порядка m из подгруппы 〈b〉,
а элемент a2 — автоморфизм группы B(2, n), централизующий подгруппу 〈b〉 и действующий
на подгруппе 〈d〉 как автоморфизм порядка 2k. Ввиду кратности ϕ(n) числу 2k (ϕ — функция
Эйлера) и свободы группы B(2, n) в многообразии групп периода n [18] такой автоморфизм a2
существует. Элемент a = a1a2 из Hol(B(2, n)) имеет нужный порядок 2km и содержится в
нормализаторе подгруппы F . Поскольку все инволюции в группе G = F ⋋ 〈a〉 сопряжены и

элемент a1 действует на CF (a
2k−1

2 ) регулярно, то и a действует на F без неподвижных точек.
Отметим здесь, что при m = 3 автоморфизм a группы F имеет порядок 6 и не является
расщепляющим.

Заметим, что отображение t : a → b−1, b → a продолжается до автоморфизма порядка 4
группы B(2, n), который ввиду теоремы 2 и предложения 4 не является регулярным. Приведем
различные простейшие примеры разрешимых ступени 2 групп F .

П р и м е р 2. Пусть C и Q — абелевы группы без инволюций и кручения, R = C ⋋ 〈a〉,
где |a| = 4 и ca = c−1 для любого c ∈ C, и X = Q ≀ R = V ⋋ R — прямое сплетение групп Q
и R с базой сплетения V . Пусть собственная нормальная в X подгруппа N содержит CV (a

2),
G = X/CV (a

2) = F ⋋ 〈a〉, где F = V C/N и a = aN . Тогда элемент a имеет порядок 4 и
действует сопряжением на F регулярно. Если C и Q — p-группы и C бесконечна, то груп-
па F разрешима, локально нильпотентна, но не нильпотентна. Если C — квазициклическая
p-группа, S — ее подгруппа порядка p, Q — p′-группа и N = CV (S)CV (a

2), то F — группа
Фробениуса с абелевым ядром V/N и дополнением CN/N ; она метаабелева, но не локально
нильпотентна.

Рассмотрим пример 3-ступенной разрешимой группы F минимального порядка.

П р и м е р 3. Пусть P = 〈b, d〉 — неабелева группа периода 7 и порядка 73 — свободная
группа ранга 2 многообразия двуступенно нильпотентных групп периода 7 [18]. В силу относи-
тельной свободы группы P отображения a : b → d−1, d → b и c : b → b2, d → d4 продолжаются
до автоморфизмов a и c группы P , при этом |a| = 4, |c| = 3 и D = 〈a, c〉 = 〈c〉 ⋋ 〈a〉, ca = c−1.
Подгруппа F = P ⋋ 〈c〉 голоморфа Hol (P ) 3-ступенно разрешима и a : f → fa — регулярный
автоморфизм группы F .

2. Предварительные леммы

Пусть F — периодическая группа, допускающая регулярный автоморфизм a порядка 4.
В силу регулярности автоморфизмы a и a2 группы F внешние, образуем группу G = F ⋋ 〈a〉.
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Положим A = 〈a〉, i = a2, C = CF (i), R = CG(i), N = {b ∈ F | bi = b−1} и через J обозначим
множество инволюций группы G.

Утверждения лемм данного раздела доказывались и передоказывались многократно при
различных дополнительных условиях. Автор считает безнадежным и нецелесообразным по-
иск первоисточников таких утверждений и ссылок на них с неизбежными пояснениями. Так,
например, утверждения лемм 2, 3 в классе (локально) конечных групп верны при любом по-
рядке автоморфизма a, а в классе периодических групп для выделенных в примере 1 порядков
|a| = 3 и |a| = 6 эти утверждения, очевидно, неверны. Поэтому доказательства лемм 1–10 в
данном разделе приведены полностью и в них не используются результаты из [2–9], так как
они были доказаны при более сильных предположениях.

Лемма 1. Подгруппа C абелева, C = {c ∈ F | ca = c−1}, R = C ⋋A, R∩ J = {i}, группа F
не содержит инволюций, инволюция i изолирована в G, J = iF ⊆ iF и подгруппа A = 〈a〉
является силовской 2-подгруппой группы G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию отображение a : C → C по правилу c → ca является
регулярным автоморфизмом порядка 2 группы C. По предложению 1 ca = c−1 для любого
элемента c ∈ C и C — абелева группа без инволюций. Отсюда следуют равенства C = {c ∈
F | ca = c−1}, R = C ⋋ A и J ∩ R = {i}. Из свойств конечных групп диэдра выводим, что
F не содержит инволюций, A — силовская 2-подгруппа группы G, J = iF ⊆ iF и порядок
элемента ik нечетен для любой инволюции k ∈ J , т. е. инволюция i изолирована в G.

Лемма доказана.

Лемма 2. Для любого элемента f ∈ F элемент af сопряжен в подгруппе 〈a, f〉 с элемен-

том a, aG = aF , автоморфизм f → fa является расщепляющим автоморфизмом группы F
и отображение t → [a, t] биективно на подгруппах F и F ∩ 〈a, f〉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ F . Из леммы 1 и предложения 5 следует, что силов-
ская 2-подгруппа S из циклической подгруппы 〈af〉 сопряжена в G с подгруппой A. Поскольку
CF (a) = 1, то CF (af) = 1, (af)4 = 1, 〈af〉 — силовская 2-подгруппа в G и aG = aF . В частности,
автоморфизм f → fa является расщепляющим, поскольку равенство (fa−1)4 = 1 равносильно
равенству ffa . . . fa3 = 1. По предложению 5 подгруппы A и 〈af〉 сопряжены в 〈a, f〉. Следо-
вательно, af = at для подходящего элемента t ∈ F ∩ 〈a, f〉, f = [a, t] и отображение t → [a, t]
биективно.

Лемма доказана.

Лемма 3. Для любой нормальной в G собственной в F подгруппы T элемент a = aT дей-

ствует на фактор-группе F = F/T без неподвижных точек. Если F 6= TC, то a индуцирует

на F регулярный расщепляющий автоморфизм порядка 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если f ∈ F и (aT )f = aT , то для некоторого элемента t ∈ T
имеем af = at, и в силу леммы 2 at = ax для подходящего элемента x ∈ T . Отсюда fx−1 ∈
CF (a) = 1 и f = x ∈ T . Это доказывает первое утверждение леммы. Если x−1ixT = iT , то
ввиду лемм 1 и 2 ix = it для подходящего t ∈ T , xt−1 = c ∈ C и xT = cT ∈ CT/T , что
доказывает второе утверждение леммы.

Лемма доказана.

Лемма 4. (1) Имеют место включение C ≤ NF (N), равенство N = iJ и разложения

G = RJ = RN и F = CN. |Rx ∩ J | = |Cy ∩N| = 1 для любых элементов x ∈ G и y ∈ F .

(2) Если b, d, bd ∈ N или b, d, bd ∈ N, то bd = db, так что для любого элемента b ∈ N
#

выполняются равенства bN ∩N = {b}, bF ∩N = bC .

(3) Если B — подгруппа в G и B ⊆ N, то B абелева и NF (B) = (CG(B) ∩N)⋋NC(B).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Равенства iJ = N и J = iN и включения C ≤ R ≤ NF (N)
вытекают из определений множеств J и N и подгрупп C и R.

По лемме 1 R ∩ J = {i} и инволюция i изолирована в G, значит, для любого элемента
g ∈ G \ R инволюции i и ig сопряжены в группе диэдра D = 〈i, ig〉 при помощи инволюции t
из D : i = igt. Отсюда Rg = Rt, G = RJ = RJi = RN и F = CN. Если j, k ∈ J и Rj = Rk, то
c = jk ∈ C и cik = c−1, что невозможно ввиду нечетности |jk|.

Далее, из b, d, bd ∈ N имеем d−1b−1 = (bd)−1 = (bd)i = bidi = b−1d−1 и bd = db. Аналогично,
из b, d, bd ∈ N получаем b−1d−1b = (b−1db)i = bd−1b−1, b2d−1 = d−1b2, и поскольку 〈b2〉 = 〈b〉 по
лемме 1, то bd = db. Отсюда bN ∩N = {b}, и ввиду разложения F = NC имеем bF ∩N = bC .
Наконец, из доказанного выше следует справедливость п. (3) леммы.

Лемма доказана.

Лемма 5. Подгруппа 〈N〉 = [a2,N] нормальна в G, G = [a2,N]C, F ′ ≤ [a2,N] и G′ = F .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, G′ ≤ F , в силу леммы 1 имеем [a,C] = C и [a2,N] =
〈N〉, по лемме 4 справедливо равенство F = CN, и, значит, G′ = F .

Пусть f1, f2 — произвольные элементы из F . По лемме 4 имеем f1 = b1c1, f2 = b2c2,
где c1, c2 ∈ C, b1, b2 ∈ N. Применяя формулы (10.2.1.2), (10.2.1.3) из [19, с. 171] и равенство
[c1, c2] = 1 (см. лемму 1), получаем

[f1, f2] = [b1c1, f2] = [b1, f2]
c1 ][c1, f2], [b1, f2] = [b1, c2b2] = [b1, c2][b1, b2]

c2 ,

[c1, f2] = [c1, c2b2] = [c1, b2][c1, c2]
b2 = [c1, b2] и [f1, f2] = [b1, c2]

c1 [b1, b2]
c2c1 [c1, b2].

Поскольку C ≤ NG(N), то C ≤ NG(〈N〉) и коммутаторы [b1, c2]
c1 , [b1, b2]

c2c1 , [c1, b2] содержатся
в 〈N〉. Следовательно, [f1, f2] ∈ 〈N〉, F ′ ≤ 〈N〉 и 〈N〉 нормальна в G. Наконец, для произвольных
элементов c ∈ C и b ∈ N коммутатор [a2, cb] = [a2, b][a2, c]b = b−1, и, значит, выполняется
равенство 〈N〉 = [a2, F ].

Лемма доказана.

Лемма 6. Для любых элементов b ∈ N
# и c ∈ C подгруппа L = 〈ac, b〉 есть конечная

группа Фробениуса с абелевым ядром Fb = 〈b, bac〉 и дополнением 〈ac〉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 1 имеем (ac)2 = i, ac ∈ aC , ac ∈ NG(N), b(ac)
2

=
bi = b−1 и b(ac)

3

= (bac)−1. По лемме 2 (b(ac)−1)4 = 1, значит, bbacb(ac)
2

b(ac)
3

= bbac · b−1(bac)−1 =
1, bbac = bacb и, следовательно, подгруппа Fb = 〈b, bac〉 абелева. Значит, каждый элемент f ∈ Fb

представим в виде f = bkdm, где d = bac ∈ N, 1 ≤ k,m ≤ |b| (в том числе и в случае Fb = 〈b〉)
и f i = b−kd−m = f−1. Так как по лемме 1 в Fb нет инволюций, то L = Fb ⋋ 〈ac〉 — конечная
группа Фробениуса с ядром Fb и дополнением 〈ac〉.

Лемма доказана.

Лемма 7. Для любого элемента b ∈ N
# подгруппа Tb = T = 〈bC , baC〉 нильпотентна

класса ≤ 2, iT ′ инвертирует фактор-группу T/T ′, T ∩ R ≤ Z(T ), R ≤ NG(T ), и T — прямое

произведение своих силовских p-подгрупп Td, где 〈d〉 — силовская p-подгруппа в 〈b〉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 6 имеем bbac = bacb для любого c ∈ C. Отсюда baC ⊆
CG(b) и baC ⊆ CG(b

c) для каждого c ∈ C. Значит, подгруппы K = 〈bC〉 и Ka = 〈bCa〉 = 〈baC〉
поэлементно перестановочны, в частности Z = K ∩Ka ≤ Z(T ).

Понятно, что Ki = K, (Ka)i = Ka, и если подгруппа K абелева, например, в случае
K = Ka, то T — абелева группа, инвертируемая инволюцией i. Если K неабелева, то K 6= Ka,
(Ka)a = K, a ∈ NG(Z), и по лемме 3 a = aZ индуцирует регулярный автоморфизм порядка 4

на фактор-группе T = T/Z. Имеем T = K ×K
a
, и ввиду леммы 1 CK(i) = 1. Так как K

i
= K,

то i = iZ инвертирует подгруппы K, K
a
, по предложению 1 фактор-группа T абелева, и,
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значит, T нильпотентна класса ≤ 2. Отсюда выводим, что π(T ) = π(b), i инвертирует фактор-
группы T/T ′ и T/Z и T ∩ C = Z ∩ C. Ввиду леммы 1 и доказанного выше R ≤ NG(Z) и
R ≤ NG(T ) ∩NG(C ∩ T ).

Ввиду нильпотентности подгруппы Tb и ее порождаемости множеством Tb ∩ bG она разла-
гается в прямое произведение подгрупп Td.

Лемма доказана.

Согласно лемме 7 множества TbC и Hb = TbCA являются подгруппами в G, ряд

1 ≤ (C ∩ Tb) ≤ Z(Tb) ≤ Tb ≤ TbC ≤ Hb (2.1)

состоит из нормальныx в Hb подгрупп, и все его факторы абелевы. При этом, если группа Tb

абелева, то Hb = Tb ⋋ R, а если группа Tb неабелева, то (C ∩ Tb) ≤ Z(TbC), фактор-группа
T b = Tb/(C ∩ Tb) абелева и Hb = Hb/(C ∩ Tb) = T b ⋋R, где R = R(C ∩ Tb)/(C ∩ Tb).

Лемма 8. Для любого элемента b ∈ N
# подгруппа Hb разрешима, локально конечна,

сильно вложена в G (если Hb 6= G), и ее второй коммутант нильпотентен класса ≤ 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Разрешимость группы Hb следует из существования ряда (2.1),
а локальная конечность — из теоремы Шмидта [20, теорема 23.1.1]. Ввиду лемм 1 и 7 H ′

b =
TbC = F ∩Hb, а второй коммутант совпадает с Tb = 〈bC , baC〉, который нильпотентен класса
≤ 2 по лемме 7. Если G 6= Hb, то из R = CG(i) ≤ Hb и равенства J ∩Hb = iHb (см. леммы 1, 4)
следует сильная вложенность подгруппы Hb в G.

Лемма доказана.

Для уточнения строения подгрупп Lg = 〈a, ag〉 (g ∈ F \ C) введем обозначения

Lg = 〈a, ag〉, g = cb ∈ F \ C = CN
#, c ∈ C, b ∈ N

#,

Fg = F ∩ Lg, Cg = C ∩ Fg, Qg = Lg ∩ Tb, Zg = Qg ∩ C.

Лемма 9. Подгруппа Lg конечна, b, c, g ∈ Lg = Fg⋋A, Fg = Qg〈c〉, подгруппы Qg и Zg нор-

мальны в Lg, Zg ≤ Z(Fg), Qg нильпотентна класса ≤ 2 и Lg ∩N ⊆ Qg. Если, дополнительно,

группа Tb абелева или подгруппа Qg абелева, то Qg ⊂ N и Fg = Qg ⋋ 〈c〉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, Lg ≤ Hb, и в силу леммы 8 подгруппа Lg конечна.
Далее,

(ag)2 = ig = b−1c−1icb = b−1ib = ib2, b2 ∈ Fg,

и ввиду леммы 1 b ∈ Lg. Значит, ac = bagb−1 ∈ Lg, согласно лемме 1 c2 = [a, c] ∈ Lg и c, g ∈ Lg.
Поскольку b, c, g ∈ Qg〈c〉 и подгруппа Qg〈c〉 a-допустима, то Fg = Qg〈c〉 и Cg = (Qg ∩ C)〈c〉.
Применение лемм 7, 8 и свойств ряда (2.1) дают остальные свойства, в том числе и включение
Lg ∩ N ⊆ Qg. Действительно, из d ∈ Lg ∩ N следует dQg = (dQg)

i = d−1Qg, и поскольку в
Fg/Qg ≃ Cg/(Qg ∩ Cg) инволюций нет, то d ∈ Qg.

Пусть группа Qg абелева. Учитывая, что Qg = 〈b〈c〉⋋〈a〉〉 и bi = b−1, получаем Qg ⊂ N,
Cg ∩Qg = 1 и Fg = Qg ⋋ 〈c〉.

Лемма доказана.

Положим X = {b ∈ N | |bC | < ∞}.

Лемма 10. Подгруппа 〈a,X,C〉 локально конечна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, Xa = X и C ≤ NG(X). Пусть b1, . . . , bn — произволь-
ные элементы из X и V = CR(b1)∩. . .∩CR(bn). По теореме Пуанкаре (см. [20, упражнение 2.4.7;
14, теорема I.2.7.3]) подгруппа V имеет конечный индекс в R и, значит, содержит нормальную
в R подгруппу D = ∩x∈RV

x конечного индекса. Рассмотрим подгруппу K = 〈R, b1, . . . , bn〉.
Поскольку D ≤ CK(br) (r = 1, . . . , n) и подгруппа D нормальна в R, то D нормальна и в K.
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Согласно леммам 2 и 3 в фактор-группе K = K/D элемент aK имеет порядок 4 и действует

на подгруппе (K ∩ F )/D регулярно. Пусть c ∈ (K ∩ F )/D и ci = c. Поскольку D ≤ C и F не
содержит инволюций (см. лемму 1), то c ∈ C. Следовательно, централизатор CK(i) конечен, и
в силу теоремы Шункова (см. предложение 4) группа K локально конечна. По теореме Шмид-
та группа K локально конечна, и ввиду произвольности элементов b1, . . . , bn ∈ X локально
конечна и группа 〈a,X,C〉.

Лемма доказана.

Для доказательства теоремы 3 нам понадобится лемма 6 из [2], доказательство которой
дословно переносится на бесконечные группы.

Лемма 11 [2, лемма 6]. Если K, M — a-инвариантные подгруппы из F , нормализуемые

подгруппой C, то KMC — a-инвариантная подгруппа из F .

3. Доказательство теорем и следствия

Ввиду предложений 2, 3 доказываемые теоремы 1–3 и следствие работы для конечных
групп верны. Поэтому на протяжении раздела будем считать, что группа G = F ⋋ 〈a〉 беско-
нечна.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Из лемм 4 и 9 следует, что π(F ) = π(C)∪ π(N). Со-
гласно лемме 5 имеем π(F/[a2, F ]) ⊆ π(C), и доказательство теоремы 1 завершает следующее
утверждение.

Лемма 12. Для q ∈ π(N) \ π(C) множество Nq всех q-элементов из N (вместе с едини-

цей) есть абелева нормальная в G подгруппа, Nq ≤ Z([a2, F ]) и q /∈ π(F/Nq).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть t /∈ R, b ∈ Nq и d = t−1bt = cb′, где c ∈ C, b′ ∈ N (см.

лемму 4). Очевидно, Ld = 〈a, d〉 = Fd ⋋ A, где Fd = 〈d, da, da
2

, da
3

〉. Из леммы 9 и условия
q /∈ π(C) следует, что Fd = Qd — конечная q-группа. Следовательно, Fd ∩ C = 1, инволюция i
инвертирует Qq, d ∈ Nq и t ∈ NG(Nq). Поскольку R ≤ NG(Nq), то NG(Nq) = G. Поэтому
для любых d ∈ N и b ∈ Nq выполняется включение d−1bd ∈ Nq, и по лемме 4 db = bd.
Следовательно, 〈Nq〉 ≤ Z(〈N〉) = Z([a2, F ]).

Лемма доказана.

Теорема 1 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Пусть b — p-элемент из N и Tb — группа из лем-
мы 7. По леммe 7 Tb — абелева или нильпотентная класса 2 p-группа периода |b|. По [14, тео-
рема 13.5.4] центр Z = Z(Tb) есть прямое произведение циклических групп, и ввиду условий
теоремы, Z — конечная группа. Очевидно, каждая максимальная абелева подгруппа в Tb со-
держит Z и ввиду леммы 7 a2-допустима. В силу конечности периода группы Tb и известной
теоремы Блэкберна [21, теорема 4.1] группа Tb и множество bC конечны. Отсюда следуют ко-
нечность множества bC для любого элемента b ∈ N и равенство N = X. Ввиду лемм 10 и 4
группа F локально конечна.

Теорема 2 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия. Как замечено выше, π(F ) = π(C) ∪ π(N) = π ∪ π′.
По теореме 1 F π′-замкнута, ее характеристическая подгруппа Oπ′(F ) = T абелева. Если
CT = F , то фактор-группа F/T абелева (см. лемму 1), и F локально конечна по теореме
Шмидта. Если F 6= CT , то a = aT индуцирует на фактор-группе F = F/T регулярный
расщепляющий автоморфизм порядка 4, при этом CF (a

2) = C = CT/T (см. лемму 3), и
очевидно, что π(F ) = π(C). Пусть P — элементарная абелева a2-допустимая p-подгруппа
из F . Ее полный прообраз P в F метаабелев, локально конечен и a2-допустим. В силу леммы 4
CP (T ) = S × T и P = CP (T )(C ∩ T ), где S и C ∩ P — конечные элементарные абелевые
a2-допустимые подгруппы, конечные по условиям следствия. Значит, подгруппа P конечна, и
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группа F локально конечна по теореме 2. По теореме Шмидта группа F локально конечна, и
применение предложения 3 завершает доказательство следствия.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Пусть группа F не локально конечна. Ввиду лем-
мы 11 и теоремы Шмидта [20, теорема 23.1.1] a-допустимая подгруппа 〈N〉 не локально ко-
нечна, и, значит, для некоторых элементов b1, . . . , bn ∈ N группа M = 〈a, b1, . . . , bn〉 бесконеч-
на. По лемме 8 подгруппы Hb1 , . . . , Hbn локально конечны. В силу леммы 5 все множества
M2 = Hb1Hb2 , M3 = M2Hb3 , . . . , Mk = Mk−1Hbk являются подгруппами в F . Очевидно, для
некоторого k ≤ n группа Mk не локально конечна и является произведением двух локально
конечных a-допустимых подгрупп Mk−1 и Hk (M1 = H1).

Теорема 3 доказана.
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