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В работе рассматривается важный с точки зрения приложений класс задач выпуклого программирова-
ния с возможно несовместной системой ограничений. Такие постановки характеризуются как несобствен-
ные задачи выпуклой оптимизации. В силу частоты появления подобных задач актуальной становится
проблема разработки их теории и численных методов коррекции (аппроксимации). Под коррекцией по-
нимается построение близких в определенном смысле разрешимых моделей, решение которых определя-
ется как обобщенное решение исходной несобственной задачи. В данной работе корректирующие задачи
строятся на основе минимизации некоторой функции штрафа от ограничений. Для откорректированной
задачи в условиях возможного неточного задания информации о функциях исходной модели применяется
один из стандартных способов регуляризации некорректных задач оптимизации — метод квазирешений.
Устанавливаются условия и оценки сходимости предлагаемых процедур.
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Введение

При математическом моделировании конкретных постановок из области экономики, управ-
ления и проектирования часто возникают оптимизационные задачи с несовместной системой
ограничений. Модели с противоречивыми ограничениями составляют (см. [1]) важнейший
класс несобственных задач (НЗ) линейного и выпуклого программирования (ВП). По при-
чине частоты возникновения НЗ особое значение приобретают вопросы теории и численного
анализа подобных задач. В первую очередь требуется произвести оптимальную коррекцию
НЗ, т. е. построить близкие в определенном смысле разрешимые задачи, решение которых
принимается за обобщенное решение НЗ.

Одной из распространенных причин появления несовместности в ограничениях является
неточное задание исходных данных. Если информация о функциях в задаче носит приближен-
ный характер, то такие постановки типичны для теории некорректных экстремальных задач
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(см. [2–5]). Поэтому представляется естественной попытка использовать при коррекции НЗ
идею регуляризации некорректных моделей. В качестве примера работ, где для анализа за-
дач с противоречивыми ограничениями применялись известные методы регуляризации, можно
указать [6–9].

В настоящей работе для НЗ ВП строится общая задача оптимальной коррекции путем
вариации правых частей ограничений относительно минимума некоторой функции штрафа.
В основу построения метода аппроксимации положена идея метода квазирешений (см. [3]) —
стандартного способа регуляризации некорректных задач оптимизации. Определяются усло-
вия и оценки сходимости предлагаемых методов.

1. Несобственная задача ВП, метод квазирешений

Рассмотрим задачу ВП

min{f0(x) | x ∈ X}, (1)

где X = {x | f(x) ≤ 0}, f(x) = [f1(x), . . . , fm(x)], fi(x) — выпуклые функции, определенные
на R

n, i = 0, 1, . . . ,m. Обозначим через L(x, λ) = f0(x) + (λ, f(x)) функцию Лагранжа для
задачи (1), x ∈ R

n, λ ∈ R
m
+ . Будем считать, что X = ∅, Λ 6= ∅, где

Λ = {λ ∈ R
m
+ | inf

x
L(x, λ) > −∞}.

Такие задачи с противоречивыми ограничениями характеризуются в [1] как НЗ ВП 1-го рода.
Они наиболее часто встречаются в практике математического моделирования экономических
ситуаций и отмечаются следующим свойством: если вместо X в (1) взять множество Xξ = {x |
f(x) ≤ ξ}, ξ ∈ R

m
+ , такое, что Xξ 6= ∅, то inf{f0(x) | x ∈ Xξ} > −∞.

Введем меру несовместности системы ограничений задачи (1) как

ϕ̄ = inf
x
ϕ(x), (2)

где ϕ(x) = ω(f+(x)), ω(z) — выпуклая функция, определенная на R
m
+ и такая, что

ω(0) = 0, ω(z) > 0 (∀z ∈ R
m
+ , z 6= 0). (3)

Пусть значение ϕ̄ в (2) достигается в точке x̄ ∈ R
n : ϕ̄ = ϕ(x̄). Очевидно, что множество X в

(1) непусто тогда и только тогда, когда ϕ̄ = 0. Поэтому естественным является определение
оптимальной коррекции для НЗ ВП (1) в виде задачи

min{f0(x) | x ∈ X̄}, (4)

где X̄ = {x | ϕ(x) ≤ ϕ̄}.
Если ϕ̄ = ϕ(x̄) = 0, то задачи (1) и (4) совпадают, в противном случае решение задачи (4)

будем считать обобщенным (аппроксимационным) решением НЗ ВП (1). Таким образом, для
существования обобщенного решения задачи (1) требуется, чтобы 1) X̄ 6= ∅; 2) нашлась точка
x̄ = argmin{f0(x) | x ∈ X̄}.

Примерами функции ϕ(x)=ω(z(x)), удовлетворяющей условиям (3), могут служить ω1(z)=

‖z‖1 =
m
∑

i=1

zi, ω2(z) = ‖z‖22 =
m
∑

i=1

z2i , ω3(z) = ‖z‖∞ = max
1≤i≤m

zi. Если ϕ̄ = ϕ(x̄) = ω(f+(x̄)), то

можно определить коррекцию НЗ ВП (1) в виде

min{f0(x) | x ∈ Xξ̄}, (5)

где ξ̄ = f+(x̄). Нетрудно показать, что при выборе ϕ(x) = ‖f+(x)‖2 задачи (4) и (5) совпадают.
Если же в качестве ϕ(x) взять ‖f+(x)‖1 или ‖f+(x)‖∞, то справедливо включение Xξ̄ ⊂ X̄ .
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Пусть в задаче (1) вместо функций fi(x) известны их приближения f ε
i (x) такие, что

|f ε
i (x)− fi(x)| ≤ ε (6)

для любого x ∈ R
n, ε > 0, i = 0, 1, . . . ,m. В этом случае задача коррекции (4) примет вид

min{f ε
0 (x) | x ∈ X̄ε}, (7)

где X̄ε = Argmin
x

ϕε(x), ϕε(x) = ω(f ε+(x)), функция ω(z) определена на множестве R
m
+ и

удовлетворяет условиям (3).
Для того чтобы с помощью анализа возмущенной задачи (7) получить решение задачи кор-

рекции (4), необходимо применить некоторый метод регуляризации для некорректных задач
оптимизации. Привлечем для этой цели идеологию известного метода квазирешений (см. [3]).

Выберем вначале стабилизатор задачи (1) как выпуклую функцию Ω(x), определенную
на R

n, для которой
1) Ω(x) ≥ 0 (∀x);
2) множество QC = {x | Ω(x) ≤ C} ограничено при всех C таких, что QC 6= ∅.
Ограничения возмущенной задачи (1) будем агрегировать с помощью некоторой штрафной

функции Pε(x). Обычно в качестве такой функции рассматривается Pε(x) =
m
∑

i=1

(f ε+
i (x))p, p ≥ 1.

Метод квазирешений (см. [3]) состоит в отыскании приближенного решения xεδRd задачи

min
x

{Φε(x,R) = f ε
0 (x) +RPε(x) | x ∈ Sd},

где Φε(xεδRd, R) ≤ Φ̄ε
d(R) + δ, Φ̄ε

d(R) = inf
x∈Sd

Φε(x,R), Sd = {x | Ω(x) ≤ d}, R > 0, d > 0, δ ≥ 0.

Требуется найти согласование параметров ε, R, δ и d такое, чтобы точки xεδRd приближали
решение задачи (4), т. е. решали бы НЗ ВП (1) в обобщенном смысле.

2. Разрешимая задача оптимальной коррекции

Рассмотрим вначале случай, когда функции fi(x) в задаче (1) известны точно, т. е. когда
в (6) ε = 0. Сведем задачу (7) к проблеме минимизации штрафной функции

min
x

{Fd(x, r) = f0(x) +Rϕ(x) + ρ (Ω(x)− d)+}, (8)

где r = [R, ρ] > 0, d > 0, функция ϕ(x) удовлетворяет условиям (3).
Предположим, что задача (4) имеет решение. Данное утверждение будет иметь место,

например, когда ϕ(x) = P (x) =
m
∑

i=1

f+p

i (x), p ≥ 1, и множество Xξ = {x | f(x) ≤ ξ} непусто и

ограничено для некоторого ξ = ξ0.
В самом деле, пусть Xξ0 6= ∅. Тогда непустыми и ограниченными будут и множества Xξ при

ξ > ξ0. Пусть x0 ∈ R
n, X0 = {x | ϕ(x) ≤ ϕ(x0)}, x′ ∈ X0. Тогда ϕ(x0) ≥ ϕ(x′) =

m
∑

i=1

f+p

i (x′) ≥

f+p

i (x′), i = 1, . . . ,m. Отсюда fi(x
′) ≤ f+

i (x′) ≤ p
√

ϕ(x0), т. е. x′ ∈ Xξ̃, где ξ̃ = [ξ̃1, . . . , ξ̃m] ∈
R
m
+ , ξ̃i = max{ξ0i , p

√

ϕ(x0)}, ξ0i — i-я компонента вектора ξ0, i = 1, . . . ,m. Так как X0 ⊂
Xξ̃, то множество X0 ограничено. Тогда ϕ̄ = inf

x
ϕ(x) = min

x∈X0
ϕ(x), что влечет разрешимость

задачи (4).
Исследуем связь между задачами (4) и (8).

Теорема 1. Пусть в задаче (1) f0(x) ≥ f̃ > −∞ (∀x ∈ R
n), задача (4) разрешима в точке

x̄. Тогда для любых r > 0 и d > 0 существует решение xrd задачи (8). Любая предельная точка

последовательности {xrd} при R → ∞, ρ > 0, d ≥ Ω(x̄) решает задачу (4).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим множество

Mrd = {x | Fd(x, r) ≤ Fd(x
0, r)},

где x0 — произвольная фиксированная точка R
n. Для x′ ∈ Mrd имеем

f0(x
′) +Rϕ(x′) + ρ (Ω(x′)− d)+ ≤ f0(x

0) +Rϕ(x0) + ρ (Ω(x0)− d)+. (9)

Отсюда
ρ (Ω(x′)− d) ≤ f0(x

0)− f0(x
′) +Rϕ(x0) + ρ (Ω(x0)− d)+.

Поэтому, если d ≥ Ω(x0), то Ω(x′) ≤ d +
f0(x

0)− f̃

ρ
+

R

ρ
ϕ(x0), если d < Ω(x0), то Ω(x′) ≤

Ω(x0) +
f0(x

0)− f̃

ρ
+

R

ρ
ϕ(x0). Следовательно, Mrd ⊂ Qrd = {x | Ω(x) ≤ C(x0, r, d)}, где

C(x0, r, d) =
f0(x

0)− f̃

ρ
+

R

ρ
ϕ(x0) + max{d, Ω(x0)}. Из ограниченности множества Qrd сле-

дует ограниченность Mrd, а поскольку inf
x
Fd(x, r) = min

x
{Fd(x, r) | x ∈ Mrd}, то для каждых

r > 0 и d > 0 существует точка xrd = argmin
x

Fd(x, r).

Положим в неравенстве (9) x0 = x̄, x′ = xrd. Если d ≥ Ω(x̄), получим

Ω(xrd) ≤ d+
f0(x̄)− f̃

ρ
, ϕ(xrd) ≤ ϕ̄+

f0(x̄)− f̃

R
, f0(xrd) ≤ f0(x̄) +R(ϕ̄− ϕ(xrd)) ≤ f0(x̄).

Отсюда следуют ограниченность последовательности {xrd} для любого r > 0, существование
предельной точки x̃ при R → ∞ и ρ > 0 и выполнение неравенств ϕ(x̃) ≤ ϕ̄, f0(x̃) ≤ f0(x̄).

Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть в задаче (1) f0(x) ≥ f̃ > −∞ (∀x ∈ R
n), задача (4) разрешима в

точке x̄, xrd = argmin
x

Fd(x, r), d ≤ Ω(x̄), R → ∞, ρ = ρ0, где 0 < ρ0Ω(x̄) ≤ ε0, ε0 — заданная

точность. Тогда для любой предельной точки x̃ последовательности {xrd} справедливо: x̃ ∈
X̄, |f0(x̃)− f0(x̄)| ≤ ε0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим в неравенстве (9) x0 = x̄, x′ = xrd (существование xrd
гарантировано теоремой 1). Имеем

f0(xrd) +Rϕ(xrd) + ρ (Ω(xrd)− d) ≤ f0(x̄) +Rϕ̄+ ρ (Ω(x̄)− d),

из чего следует

Ω(xrd) ≤ Ω(x̄) +
f0(x̄)− f̃

ρ
; (10)

ϕ(xrd) ≤ ϕ̄+
f0(x̄)− f̃

R
+

ρ

R
Ω(x̄); (11)

f0(xrd) ≤ f0(x̄) + ρΩ(x̄). (12)

Из неравенства (10) при ρ = ρ0 вытекают ограниченность последовательности {xrd} и суще-
ствование предельной точки x̃. Из (11) при R → ∞ получаем x̃ ∈ X̄, а из (12) следует оценка
|f0(x̃)− f0(x̄)| ≤ ε0.

Теорема доказана.
З а м е ч а н и е. Можно несколько усилить условия теоремы 2, потребовав ограничен-

ности допустимого множества X̄ задачи (4). Пусть R → ∞, ρ → 0. Тогда можно указать

значения R̄ и ρ̄ такие, что
f0(x̄)− f̃

R
+

ρ

R
Ω(x̄) ≤ D = const при R ≥ R̄, 0 < ρ ≤ ρ̄. Функ-

ция ϕ(x) выпуклая, поэтому из ограниченности X̄ будет следовать ограниченность множества
XD = {x | ϕ(x) ≤ ϕ̄+D}. Из неравенства (11) вытекает, что xrd ∈ XD для R ≥ R̄, ρ ≤ ρ̄. Пусть
x̃ — предельная точка для {xrd} при R → ∞, ρ → 0. Тогда в силу (11) и (12) справедливо
x̃ ∈ X̄ и f0(x̃) = f0(x̄).
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3. Случай неразрешимости задачи оптимальной коррекции

В утверждениях, сформулированных выше, существенное значение имела разрешимость
оптимальной коррекции (4). Для этого требовалось выполнение двух условий: 1) чтобы непусто
было множество X̄, 2) чтобы имела решение x̄ задача (4): f0(x̄) ≤ f0(x) (∀x ∈ X̄). Попробуем
отказаться от этих условий.

Рассмотрим случай, когда ϕ̄ = inf
x
ϕ(x) не достигается. Применим для отыскания ϕ̄ неко-

торый монотонно убывающий итерационный метод для минимизации функций многих пере-
менных: ϕ(xk) ց ϕ̄ (k → ∞). Зафиксируем номер k̄ так, чтобы ϕ(xk̄) − ϕ̄ ≤ δ̄, где δ̄ > 0 —
заданная точность. В качестве оптимальной коррекции для НЗ ВП (1) положим задачу

min{f0(x) | ϕ(x) ≤ ϕ(xk̄), Ω(x) ≤ d}, (13)

где Ω(x) — как и прежде, некоторый стабилизатор, d ≥ Ω(xk̄).
Задача (13) всегда имеет некоторое решение x̄k. Очевидно, что в случае разрешимости

задачи оптимальной коррекции (4) и достаточно больших k̄ и d точка x̄k будет хорошим при-
ближением для решения (4).

Выпишем для задачи (13) функцию Лагранжа

Lk(x;λ, µ) = f0(x) + λ (ϕ(x) − ϕ(xk̄)) + µ (Ω(x)− d),

где λ ≥ 0, µ ≥ 0. Предположим, что функция Lk(x;λ, µ) имеет в области R
n × R+ × R

1
+

седловую точку [x̄k; λ̄k, µ̄k]. Заметим, что это предположение гарантированно выполняется,
если считать d > d̄ = max{Ω(xk̄),Ω(xk̄+1)}. В этом случае точка xk̄+1 будет удовлетворять
условию Слейтера для задачи (13), что обеспечивает существование седловой точки.

Из определения седловой точки [x̄k; λ̄k, µ̄k] следует неравенство

f0(x̄k) ≤ f0(x) + λ̄k (ϕ(x)− ϕ(xk̄)) + µ̄k (Ω(x)− d), (14)

справедливое для всех x ∈ R
n и d > d̄.

Исследуем связь между задачами (8) и (13).

Теорема 3. Пусть в задаче (8) R > λ̄k, ρ > µ̄k, d > d̄. Тогда задача (8) разрешима в

некоторой точке xrd и справедливы оценки:

ϕ(xrd) ≤ ϕ̄+ δ̄; (15)

Ω(xrd) ≤ d+
R− λ̄k

ρ− µ̄k
δ̄; (16)

f0(xrd) ≤ f0(x̄k) +Rδ̄. (17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем ограниченность множества Mk
rd = {x | Fd(x, r) ≤

Fd(x̄k, r)} для любых достаточно больших R, ρ и d. Пусть x′ ∈ Mk
rd. Тогда

f0(x
′) +Rϕ(x′) + ρ (Ω(x′)− d)+ ≤ f0(x̄k) +Rϕ(x̄k) + ρ (Ω(x̄k)− d)+. (18)

Учитывая, что Ω(x̄k) ≤ d, из (18) и (14) получим

ρ (Ω(x′)− d)+ ≤ f0(x̄k)− f0(x
′) +R(ϕ(x̄k)− ϕ(x′))

≤ λ̄k (ϕ(x
′)− ϕ(xk̄)) + µ̄k (Ω(x

′)− d) +R(ϕ(x̄k)− ϕ(x′)).

Так как ϕ(x̄k) ≤ ϕ(xk̄) ≤ ϕ̄+ δ, из последнего неравенства имеем

(ρ− µ̄k)(Ω(x
′)− d)+ ≤ (R − λ̄k)(ϕ(xk̄)− ϕ(x′)) ≤ (R− λ̄k) δ̄, (19)



194 В.Д.Скарин

Ω(x′) ≤ d+
R− λ̄k

ρ− µ̄k
δ̄. (20)

В силу (20) справедливо включение

Mk
rd ⊂ Qk (r, d, δ̄) =

{

x | Ω(x) ≤ d+
R− λ̄k

ρ− µ̄k
δ̄
}

для любых R > λ̄k, ρ > µ̄k, d > d̄. Из ограниченности множества Qk (r, d, δ̄) следует существо-
вание точки xrd = argmin

x
Fd(x, r).

Поскольку xrd ∈ Mk
rd, то полагая в рассуждениях выше x′ = xrd, сразу получаем из (19),

(20) оценки (15) и (16). Оценка (17) следует из (18) и (15):

f0(xrd) ≤ f0(x̄k) +R(ϕ(x̄k)− ϕ(xrd)) ≤ f0(x̄k) +Rδ̄.

Теорема доказана.

Следствие 1. Любая предельная точка x̃ последовательности {xrd} при R > λ̄k, d > d̄

и ρ → ∞ допустима в задаче (13) и приближает f0(x̄k) — оптимальное значение (13) — с

точностью |f0(x̃)− f0(x̄k)| ≤ Rδ̄.

4. Метод коррекции в условиях приближенного задания функций

Далее предположим, что функция ϕ(x) в задаче (4) есть функция квадратичного штрафа:

ϕ(x) = ‖f+(x)‖2 =
m
∑

i=1

f+2

i (x). В разд. 1 уже отмечалось, что в этом случае задачу (4) можно

представить в виде (5): min{f0(x) | x ∈ Xξ̄}, где ξ̄ = f+(x̄), x̄ = argmin
x

ϕ(x), ‖ξ̄‖ = min{‖ξ‖ |
Xξ 6= ∅}.

Если инфимум в (2) недостижим, то определим последовательность {xk}, для которой
lim
k→∞

ϕ(xk) = ϕ̄. Зафиксируем, как и ранее, номер k̄ так, чтобы ϕ(xk̄)− ϕ̄ ≤ δ̄, δ̄ > 0. Положим

ξk = f+(xk̄) и рассмотрим аналог задачи (13)

min{f0(x) | x ∈ Xk ∩ Sd}, (21)

где Xk = {x | f(x) ≤ ξk}, Sd = {x | Ω(x) ≤ d}.
Пусть вместо fi(x) в задаче (1) известны функции f ε

i (x), удовлетворяющие неравенствам (6),
i = 0, 1, . . . ,m. Тогда задача (8) примет вид

min
x

F ε
d (x, r), (22)

где F ε
d (x, r) = f ε

0 (x) +Rϕε(x) + ρ (Ω(x)− d)+, ϕε(x) =
m
∑

i=1

(f ε+
i (x))2, r = [R, ρ] > 0, d > 0.

Лемма 1. Пусть в задаче (1) f0(x) ≥ f̃ > −∞ (∀x ∈ R
n). Тогда задача (22) разрешима

для любых r > 0, d > 0 и ε ≥ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим множество Mrd = {x | Fd(x, r) ≤ Fd(x
0, r)}, где

Fd(x, r) — из (8), x0 — фиксированная точка из R
n. При доказательстве теоремы 1 было

показано, что множество Mrd ограничено для любых r > 0, d > 0.
Из неравенств (6) следует |f ε+

i (x)− f+

i (x)| ≤ |f ε
i (x)− fi(x)| ≤ ε. Тогда

|ϕε(x)− ϕ(x)| =
∣

∣

∣

m
∑

i=1

[(f ε+

i (x))2 − (f+

i (x))2]
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

m
∑

i=1

(f ε+

i (x)− f+

i (x))× (f ε+

i (x) + f+

i (x))
∣

∣

∣
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≤ ε

m
∑

i=1

(f ε+
i (x) + f+

i (x)) ≤
m
∑

i=1

(2εf ε+
i (x) + ε2). (23)

Заметим, что в (23) слагаемые в последней сумме могут иметь вид (2εf+

i (x) + ε2). Краткости
ради в дальнейшем будем применять обозначения s = [r, d, ε], r > 0, d > 0, ε ≥ 0, Fs(x) =
F ε
d (x, r). Рассмотрим равенство

Fd(x, r) = Fs(x)− f ε
0 (x) + f0(x) +R(ϕ(x)− ϕε(x)).

Из (23) вытекает
m
∑

i=1

(2εf ε+
i (x) + ε2) ≤

m
∑

i=1

(f ε+
i (x))2 + 2mε2 = ϕε(x) + 2mε2. Поэтому

Fd(x, r) ≤ Fs(x) + ε+Rϕε(x) + 2Rmε2

= 2Fs(x) + ε− f ε
0 (x) + 2Rmε2 − ρ (Ω(x)− d)+ ≤ 2Fs(x) + 2ε+ 2Rmε2 − f̃ .

Обозначим Ms = {x | Fs(x) ≤ Fs(x
0)}. Пусть x′ ∈ Ms. Тогда Fd(x

′, r) ≤ 2(Fs(x
0) + Rmε2)− f̃ ,

т. е. Ms ⊂ Mrd(C1) = {x | Fd(x, r) ≤ C1(x
0, r, d, ε)}, где C1(x

0, r, d, ε) = 2(Fs(x
0) + Rmε2) − f̃ .

В силу ограниченности Mrd будет ограничено и множество Mrd(C1), а вместе с ним и Ms. Но
inf
x

Fs(x) = min
x∈Ms

Fs(x), поэтому существует точка xs = argmin
x

Fs(x) для любых s = [r, d, ε],

r > 0, d > 0, ε ≥ 0.
Лемма доказана.

Оценим связь между задачами (21) и (22).

Теорема 4. Пусть выполнены условия леммы 1, x̄k — решение задачи (21) и d ≥ Ω(x̄k).
Справедливы соотношения:

‖f ε+(xs)− ξk‖2 ≤ B(x̄k, ε, R); (24)

Ω(xs) ≤ d+B1(x̄k, ε, R); (25)

f ε
0 (xs)− f0(x̄k) ≤ Rδ̄ + εB2(x̄k, ε, R), (26)

где

B(x̄k, ε, R) =
f0(x̄k)− f̃ + 2ε

R
+ 4ε‖ξk‖1 +mε2 +

1

R2
,

B1(x̄k, ε, R) =
1

ρ
(R‖ξk‖2 + 2Rε‖ξk‖1 +Rmε2 + f0(x̄k)− f̃ + 2ε),

B2(x̄k, ε, R) = ε(4R‖ξk‖1 + 2RmB1/2(x̄k, ε, R) +mε+ 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения точки xs вытекает

f ε
0 (xs) +Rϕε(xs) + ρ (Ω(xs)− d)+ ≤ f ε

0 (x̄k) +Rϕε(x̄k), (27)

где ϕε(x) = ‖f ε+(x)‖2. Учитывая (23), имеем

ϕε(x̄k)− ϕ(x̄k) = ‖f ε+(x̄k)‖2 − ‖f+(x̄k)‖2 ≤ 2ε‖ξk‖1 +mε2. (28)

Поэтому из (27) следует

R(ϕε(xs)− ‖ξk‖2) ≤ f0(x̄k)− f̃ + 2ε+ 2Rε‖ξk‖1 +mRε2. (29)

Так как lim
k→∞

ϕ(xk) = ϕ̄, то lim
k→∞

(▽ϕ(xk), x− xk) ≥ 0, и, следовательно,

(▽ϕ(xk), x− xk) ≥ − 1

R2
(∀x ∈ R

n, R > 1, ∀k). (30)
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В силу выпуклости функций fi(x) справедливо

(▽ϕ(xk), x− xk) = 2
m
∑

i=1

f+

i (xk)(▽fi(xk), x− xk)

≤ 2

m
∑

i=1

ξki [fi(x)− fi(xk)] = 2(ξk, f(x))− 2‖ξk‖2,

где ξki — i-я компонента вектора ξk (i = 1, . . . ,m). Отсюда с учетом (30) получаем

(ξk, f(xk))− ‖ξk‖2 ≥ − 1

2R2
(∀x ∈ R

n). (31)

Далее оценим
‖f ε+(xs)− ξk‖2 = ‖f ε+(xs)‖2 + ‖ξk‖2 − 2(ξk, f

ε+(xs))

≤ ‖f ε+(xs)‖2 + ‖ξk‖2 − 2(ξk, f
+(xs)) + 2ε‖ξk‖1,

что вместе с (31) дает

‖f ε+(xs)− ξk‖2 ≤ ‖f ε+(xs)‖2 − ‖ξk‖2 + 2ε‖ξk‖1 +
1

R2
. (32)

Применим в (32) оценку (29). Тогда

‖f ε+(xs)− ξk‖2 ≤
f0(x̄k)− f̃ + 2ε

R
+ 4ε‖ξk‖1 +mε2 +

1

R2
,

т. е. имеет место соотношение (24).
Запишем неравенство (27) следующим образом:

ρ (Ω(xs)− d)+ ≤ R(ϕε(x̄k)− ϕε(xs)) + f ε
0 (x̄k)− f ε

0 (xs).

Отсюда и из (28) следует

ρ (Ω(xs)− d)+ ≤ R(‖ξk‖2 + 2ε‖ξk‖1 +mε2) + f0(x̄k)− f̃ + 2ε.

Поэтому

Ω(xs) ≤ d+
R

ρ
(‖ξk‖2 + 2ε‖ξk‖1 +mε2) +

f0(x̄k)− f̃ + 2ε

ρ
,

т. е. выполняется оценка (25).
Далее из (27) и (28) имеем

f ε
0 (xs)− f ε

0 (x̄k) ≤ R(ϕε(x̄k)− ϕε(xs)) ≤ R(ϕ(x̄k)− ϕε(xs)) + 2Rε‖ξk‖1 +Rmε2. (33)

Так как (f ε+
i (xs)+ ε)2 ≥ f+2

i (xs), то ‖f ε+(xs)‖2 +2ε‖f ε+(xs)‖1 +mε2 ≥ ‖f+(xs)‖2 = ϕ(xs) ≥ ϕ̄.
Поэтому из (33) с учетом (24) получаем

f ε
0 (xs)− f0(x̄k) ≤ R(ϕ(x̄k)− ϕ̄) + 2εR‖f ε+(xs)‖1 +Rmε2 + 2εR‖ξk‖1 +Rmε2 + ε

≤ Rδ̄ + 2εR

m
∑

i=1

(ξki +
√

B(x̄k, ε, R)) + 2εR‖ξk‖1 + 2Rmε2 + ε

= Rδ̄ + ε(4R‖ξk‖1 + 2Rm
√

B(x̄k, ε, R) + 2Rmε+ 1).

Этим доказана оценка (26).
Теорема доказана.
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Лемма 2. Пусть функция Лагранжа Lk(x;λ, µ) = f0(x) + λ(ϕ(x) − ϕ(xk̄)) + µ(Ω(x) − d)
для задачи (21) имеет седловую точку [x̄k; λ̄k, µ̄k] в области R

n ×R
1
+ ×R

1
+. Тогда задача (22)

разрешима для любых R > λ̄k, ρ > µ̄k, d > 0 и ε ≥ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (23)

|ϕε(x)− ϕ(x)| ≤
m
∑

i=1

(2εf ε+

i (x) + ε2) ≤
m
∑

i=1

(f ε+

i (x))2 + 2mε2 = ϕε(x) + 2mε2 (∀x ∈ R
n).

Поэтому

Fd(x, r) = f0(x) +Rϕ(x) + ρ(Ω(x)− d)+ ≤ f0(x) +R(2ϕε(x) + 2mε2) + ρ(Ω(x)− d)+

= 2Fs(x) + f0(x)− 2f ε
0 (x) + 2Rmε2 − ρ(Ω(x)− d)+ ≤ 2Fs(x)− f0(x) + 2ε+ 2Rmε2.

Оценим слагаемое −f0(x) с помощью неравенства (14). Получим

Fd(x, r) = 2Fs(x)− f0(x̄k) + λ̄k(ϕ(x)− ϕ(xk̄)) + µ̄k(Ω(x)− d) + 2ε+ 2Rmε2

≤ 2Fs(x)− f0(x̄k) + λ̄kϕ(x) + µ̄k(Ω(x)− d) + 2ε+ 2Rmε2.

Положим r̃ = [R− λ̄k, ρ− µ̄k], r̃ > 0. Тогда из последнего неравенства следует

Fd(x, r̃) = f0(x) + (R − λ̄k)ϕ(x) + (ρ− µ̄k)(Ω(x)− d)+ ≤ 2Fs(x)− f0(x̄k) + 2ε(1 +Rmε).

Обозначим Ms(x
0) = {x | Fs(x) ≤ Fs(x

0)}, где x0 — произвольная фиксированная точка из R
n.

Возьмем x′ ∈ Ms(x
0). Тогда

Fd(x
′, r̃) ≤ 2Fs(x

0)− f0(x̄k) + 2ε(1 +Rmε).

В теореме 3 была доказана ограниченность множества Mrd = {x | Fd(x, r) ≤ Fd(x
0, r)} для

R > λ̄k, ρ > µ̄k, d ≥ Ω(xk̄). Поэтому будет ограниченным и множество Mr̃d = {x | Fd(x, r̃) ≤ C2}
для r̃ > 0, d ≥ Ω(xk̄), где C2 = C2(x

0, r, d, ε) = 2Fs(x
0) − f0(x̄k) + 2ε(1 + Rmε). Так как

Ms(x
0) ⊂ Mr̃d, то множество Ms(x

0) ограничено, и, следовательно, существует точка xs =
argmin

x
Fs(x) = argmin{Fs(x) | x ∈ Ms(x

0)}.
Лемма доказана.

Теорема 5. Пусть выполнены условия леммы 2, x̄k и xs — решения задач (21) и (22)
соответственно, d ≥ Ω(xk̄), R > λ̄k, ρ > µ̄k. Справедливы соотношения

‖f+(xs)‖ ≤ D(ε,R, x̄k, λ̄k), (34)

где

D(ε,R, x̄k, λ̄k) =
(

‖f+(x̄k)‖2 +
2ε

R− λ̄k
(1 +R‖ξk‖1 +Rmε) +

ε2R2m

(R− λ̄k)2

)1/2
+

εR
√
m

R− λ̄k
;

Ω(xs) ≤ d+
R− λ̄k

ρ− µ̄k
δ̄ +

2ε

ρ− µ̄k
(1 +R‖f+(x̄k)‖1 +R

√
mD(ε,R, x̄k, λ̄k) +Rmε); (35)

f0(xs) ≤ f0(x̄k) +Rδ̄ + 2εR(‖ξk‖1 +
√
mD(ε,R, x̄k, λ̄k) +mε) + 2ε. (36)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения точки xs и условия d ≥ Ω(x̄k̄) имеем

f ε
0 (xs) +Rϕε(xs) + ρ(Ω(xs)− d)+ ≤ f ε

0 (x̄k) +Rϕε(x̄k).

Тогда
R(ϕε(xs)− ϕε(x̄k)) + ρ(Ω(xs)− d)+ ≤ f0(x̄k)− f0(xs) + 2ε. (37)

Из оценок (23) следует

ϕε(x̄k) < ϕ(x̄k) + 2ε‖f+(x̄k)‖1 +mε2, ϕε(xs) > ϕ(xs)− 2ε‖f+(xs)‖1 −mε2,

т. е.
ϕε(x̄k)− ϕε(xs) < ϕ(x̄k)− ϕ(xs) + 2ε‖ξk‖1 + 2ε‖f+(xs)‖1 + 2mε2. (38)

Поэтому с учетом неравенства (14) из (37) получаем

R(ϕε(xs)− ϕε(x̄k)) + (ρ− µ̄k)(Ω(xs)− d)+ ≤ λ̄k(ϕ(xs)− ϕ(x̄k)) + 2ε, (39)

и далее из (38) —

(R− λ̄k)(ϕ(xs)− ϕ(x̄k)) ≤ 2ε+R(2ε‖f+(xs)‖1 + 2ε‖f+(x̄k)‖1 + 2mε2),

т. е.
(R− λ̄k)(‖f+(xs)‖2 − ‖f+(x̄k)‖2) ≤ 2ε(1 +R

√
m‖f+(xs)‖+R‖ξk‖1 +Rmε).

Отсюда

(

√

R− λ̄k ‖f+(xs)‖ −
εR

√
m

√

R− λ̄k

)2

≤ (R− λ̄k)‖f+(x̄k)‖2 + 2ε(1 +R‖ξk‖1 +Rmε),

что после извлечения квадратного корня и деления на
√

R− λ̄k приводит к оценке (34).
Далее оценим величину (Ω(xs)− d)+. Из (39) и (38) имеем

(ρ− µ̄k)(Ω(xs)− d)+ ≤ λ̄k(ϕ(xs)− ϕ(x̄k))−R(ϕε(xs)− ϕε(x̄k)) + 2ε

≤ (R − λ̄k)(ϕ(x̄k)− ϕ(xs)) + 2ε+ 2εR(‖f+(xs)‖1 + ‖f+(x̄k)‖1 +mε).

Так как ϕ(x̄k) ≤ ϕ(xk̄) ≤ ϕ̄+ δ, то отсюда при ρ > µ̄k получаем

Ω(xs) ≤ d+
R− λ̄k

ρ− µ̄k
δ +

2ε

ρ− µ̄k
(1 +R‖f+(x̄k)‖1 +R

√
m‖f+(xs)‖+Rmε)

≤ d+
R− λ̄k

ρ− µ̄k
δ +

2ε

ρ− µ̄k
(1 +R‖f+(x̄k)‖1 +R

√
mD(ε,R, x̄k, λ̄k) +Rmε),

т. е. справедлива оценка (35).
Из неравенства (37) вытекает f0(xs) − f0(x̄k) ≤ R(ϕε(x̄k) − ϕε(xs)) + 2ε. Отсюда с учетом

(38) и (34) получаем оценку (36)

f0(xs)− f0(x̄k) ≤ R(ϕ(x̄k)− ϕ(xs)) + 2εR(‖f+(x̄k)‖1 + ‖f+(xs)‖1 +mε) + 2ε

≤ Rδ̄ + 2εR(‖ξk)‖1 +
√
m‖f+(xs)‖+mε) + 2ε

≤ Rδ̄ + 2εR(‖ξk)‖1 +
√
mD(ε,R, x̄k, λ̄k) +mε) + 2ε.

Теорема доказана.

Следствие 2. Пусть в задаче (22) R > λ̄k, ρ > µ̄k, d ≥ Ω(x̄k), ε → 0. Тогда любая

предельная точка x̃ последовательности {xs} удовлетворяет соотношениям

f+(x̃) ≤ ξk, Ω(x̃) ≤ d+
R− λ̄k

ρ− µ̄k
δ̄, f0(x̃) ≤ f0(x̄k) +Rδ̄.
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Заключение

В работе продолжены исследования автора относительно возможности применения клас-
сических методов регуляризации некорректных экстремальных задач с целью построения ме-
тодов оптимальной коррекции несобственных задач линейного и выпуклого программирова-
ния. Ранее предлагались подходы к коррекции НЗ ВП на основе стандартного метода невязки
(см. [8]) и метода стабилизирующих функций Тихонова (см. [9]). В настоящей работе рас-
сматриваются методы коррекции НЗ ВП, использующие идеологию метода квазирешений.
Исходная задача ВП с возможно несовместной системой ограничений заменяется аппроксими-
рующей задачей, которая получается в результате минимизации некоторой функции штрафа
как сложной функции от невязок ограничений. Такой подход обобщает естественные случаи
коррекции вектора правых частей ограничений относительно минимума той или иной век-
торной нормы. Построенная задача подвергается регуляризации по методу квазирешений, что
позволяет снять многие вопросы, связанные с существованием решений возникающих задач,
в частности, в условиях приближенного характера информации о функциях исходной про-
блемы. Помимо общей конструкции функции внешнего штрафа особое внимание уделяется
классическому варианту — квадратичной штрафной функции.
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