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Введение

Один из важных видов топологической полноты был введен Э. Хьюиттом и Л. Нахбином
в [1]. Пространство X называется вещественно полным, если оно гомеоморфно замкнутому
подпространству пространства R

τ для некоторого кардинального числа τ . В литературе веще-
ственно полные пространства иногда называют Q-пространствами, или вещественно компакт-
ными пространствами (realcompact space), или R-полными пространствами, или пространства-
ми Хьюитта — Нахбина [1–4].

Полным по Дьедонне называют пространство, полное относительно максимальной равно-
мерной структуры, совместимой с его топологией. Полные по Дьедонне пространства харак-
теризуются как гомеоморфные образы замкнутых подпространств произведений метрических
пространств [3].

Кардинал τ называют измеримым по Уламу, если на множестве мощности τ существует
максимальная центрированная система с пустым пересечением, пересечение любого счетного
семейства которой не пусто.

В системе ZFC (Цермело — Френкеля) аксиом теории множеств можно считать, что из-
меримых кардиналов не существует. При этом предположении каждое полное по Дьедонне
пространство вещественно полно. Обратное верно всегда.

Заметим, что пространство Cp(X) непрерывных вещественнозначных функций, определен-
ных на тихоновском пространстве X, c топологией поточечной сходимости вещественно полно
в том и только том случае, если Cp(X) полно по Дьедонне. Это следует из того, что число
Суслина пространства Cp(X) счетно [2; 5].
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В работах [5–8] были исследованы связи между расширениями типа Хьюитта и простран-
ствами строго τ -непрерывных функций.

Отображение f : X → Y называется строго τ -непрерывным, если для каждого множества
A ⊂ X такого, что |A| ≤ τ , найдется непрерывное отображение g : X → Y , для которого
g|A = f |A (т. е. f(x) = g(x) при всех x ∈ A) [5]. При Y = R пространство всех строго τ -непре-
рывных функций на пространстве X с топологией поточечной сходимости обозначают через
(τ)Cp(X) [8].

О п р е д е л е н и е 1. Слабой функциональной теснотой tY (X) пространства X будем
называть наименьший бесконечный кардинал τ такой, что каждое строго τ -непрерывное отоб-
ражение f : X → Y непрерывно.

При Y = R получаем слабую функциональную тесноту tR(X) пространства X [5].

Напомним, что A ⊂ X есть множество типа Gτ в X, если существует семейство γ открытых
в X множеств такое, что A =

⋂

γ и |γ| ≤ τ .

Множество A ⊂ X называют τ -расположенным в X, если для каждой точки x ∈ X \ A
найдется множество P типа Gτ в X такое, что x ∈ P ⊂ X \A.

Числом Хьюитта — Нахбина пространства X называют кардинал q(X) = min{τ : X τ -
расположено в βX}+ ℵ0. Известно, что q(X) = ℵ0 в том и только том случае, если простран-
ство X вещественно полно [5].

А.В.Архангельский доказал, что для любого тихоновского пространства X выполняется
равенство tR(X) = q(Cp(X)) [5, теорема II.4.16].

В работе [8] О. Г.Окунев определяет для каждых топологического пространства X и кар-
динального числа τ расширение, обобщающее понятие расширения Хьюитта νX.

О п р е д е л е н и е 2. τ -расширением Хьюитта пространства X называется простран-
ство ντX = {x ∈ βX : каждое множество типа Gτ в βX, которое содержит точку x, имеет
непустое пересечение с X} в топологии подпространства βX.

Очевидно, что νℵ0
X совпадает с расширением Хьюитта νX и X ⊆ ντX ⊆ νλX при λ ≤ τ .

Ясно также, что ντX = X, если q(X) ≤ τ .

О. Г.Окунев доказал, что для тихоновского пространства X пространства (τ)Cp(X) и
ντCp(X) гомеоморфны [8, теорема 2].

В этой работе мы исследуем свойство τ -расположенности и число Хьюитта — Нахбина для
широкого класса пространств отображений, включающего пространства Bα(X,Y ) бэровских
отображений класса α ∈ [0, ω1]. В частности, мы получим критерий вещественной полноты
и свойства линделёфовости для пространства B(X) бэровских функций, определенных на
тихоновском пространстве X.

Основные определения и обозначения. Все рассматриваемые в этой работе топологи-
ческие пространства являются бесконечными и тихоновскими. Все пространства отображений
подразумеваются наделенными топологией поточечной сходимости.

Для топологических пространств X и Y через Y X будем обозначать множество {f : f :
X → Y } всех отображений пространства X в пространство Y .

О п р е д е л е н и е 3. Пусть X и Y — топологические пространства и F (X,Y ) ⊆ Y X .
Отображение f : X → Y будем называть строго τ -F -отображением, если для каждого множе-
ства A ⊂ X такого, что |A| ≤ τ , найдется отображение g ∈ F (X,Y ), для которого g|A = f |A.

Множество всех строго τ -F -отображений в пространстве Y X будем обозначать через
(τ)F (X,Y ).

О п р е д е л е н и е 4. Пусть X и Y — топологические пространства и F (X,Y ) ⊆ Y X .
Слабой функциональной теснотой tY,F (X) пространства X будем называть наименьший бес-
конечный кардинал τ такой, что каждое строго τ -F -отображение f принадлежит F (X,Y ).

Основные обозначения можно найти в работах [3; 9; 10].



О расширении Хьюитта и τ -расположенности функциональных пространств 179

1. Основные результаты

Лемма 1.1. Пусть X — топологическое пространство, Y — топологическое простран-

ство с псевдохарактером, равным τ , и F (X,Y ) ⊆ Y X . Если tY,F (X) ≤ τ , то пространство

F (X,Y ) τ -расположено в Y X .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть g ∈ Y X \F (X,Y ). Из условия tY,F (X) ≤ τ следует, что су-
ществует A ⊂ X такое, что |A| ≤ τ и g|A 6= f |A при всех f ∈ F (X,Y ). Рассмотрим отображение
сужения π : Y X → Y A, т. е. π(h) = h|A для всех h ∈ Y X .

Множество Z = π(F (X,Y )) τ -расположено в Y A, так как |A| ≤ τ и Y имеет псевдохарактер,
равный τ (все одноточечные подмножества Y A имеют тип Gτ ). Так как π(g) = g|A /∈ Z и
{π(g)} — множество типа Gτ в Y A, то P = π−1(π(g)) — множество типа Gτ в Y X и g ∈ P ⊂
Y X \ F (X,Y ).

Лемма доказана.

Лемма 1.2. Пусть X и Y — топологические пространства и F (X,Y ) ⊆ Y X . Если F (X,Y )
τ -расположено в Y X , то tY,F (X) ≤ τ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть g ∈ (τ)F (X,Y ) и P — любое множество типа Gτ в Y X

такое, что g ∈ P . Пусть P =
⋂

{Wα : α < τ}, где Wα — открытое множество в Y X для каждого
α < τ . Так как g ∈ Wα, то для каждого α < τ существует базисная окрестность Sα точки g
такая, что g ∈ Sα ⊆ Wα. Здесь

Sα = 〈g, x1,α, . . . , xn(α),α, V1,α, . . . , Vn(α),α〉 :=

{f ∈ Y X : f(xi,α) ∈ Vi,α для каждого i = 1, . . . , n(α)},

где xi,α ∈ X и Vi,α — открытое множество в пространстве Y такое, что g(xi,α) ∈ Vi,α для
i = 1, . . . , n(α) и n(α) ∈ N. Очевидно, что g ∈

⋂

α<τ Sα ⊆ P .

Пусть A =
⋃

α<τ{x1,α, . . . , xn(α),α}. Тогда |A| ≤ τ и g ∈ {f ∈ Y X : f |A = g|A} ⊂ P .

Так как g ∈ (τ)F (X,Y ), существует h ∈ F (X,Y ) такое, что h|A = g|A. Тогда h ∈ P . Итак,
P ∩ F (X,Y ) 6= ∅ для любого множества P типа Gτ в Y X , содержащего g. Так как F (X,Y )
τ -расположено в Y X , заключаем, что g ∈ F (X,Y ). Следовательно, tY,F (X) ≤ τ .

Лемма доказана.

Теорема 1.1. Для топологического пространства X, вещественно полного простран-

ства Y со счетным характером и плотного подмножества F (X,Y ) ⊆ Y X выполняется

равенство q(F (X,Y )) = tY,F (X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим τ = tY,F (X). По лемме 1.1 пространство F (X,Y ) τ -
расположено в Y X . Произведение любого числа вещественно полных пространств является
вещественно полным [3, теорема 3.11.5]. Следовательно, вещественно полное пространство
Y X ℵ0-расположено в β(Y X) [2]. Пространство F (X,Y ) τ -расположено в β(Y X) [5, предло-
жение 4.9]. Значит, q(F (X,Y )) ≤ tY,F (X).

Положим λ = q(F (X,Y )). Произведение любого числа пространств счетного характера
является московским пространством, т. е. любое канонически замкнутое множество предста-
вимо в виде объединения Gδ-множеств [10, cледствие 6.3.15]. Следовательно, Y X — московское
пространство и F (X,Y ) λ-расположено в Y X [5, предложение II.4.13]. Применяя лемму 1.2,
заключаем, что tY,F (X) ≤ λ.

Таким образом, tY,F (X) ≤ q(F (X,Y )) и, значит, q(F (X,Y )) = tY,F (X).

Теорема доказана.
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Следствие 1.1. Для топологического пространства X, вещественно полного простран-

ства Y со счетным характером и плотного подмножества F (X,Y ) ⊆ Y X слабая функ-

циональная теснота tY,F (X) пространства X счетна в том и только том случае, когда

пространство F (X,Y ) вещественно полно.

Следующая теорема является обобщением теоремы Окунева, но по сути использует идею
доказательства теоремы 2 из работы [8] для функционального пространства Cp(X).

Теорема 1.2. Для топологического пространства X, топологического пространства Y
с весом не больше, чем τ и плотного подмножества F (X,Y ) ⊆ Y X пространства (τ)F (X,Y )
и ντF (X,Y ) гомеоморфны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что

(τ)F (X,Y ) =
⋂

{πA(F (X,Y ))× Y X\A : A ⊂ X, |A| ≤ τ},

где πA : Y X → Y A — проекция для каждого A ⊂ X. Заметим, что w(πA(F (X,Y )) ≤ τ ,
q(πA(F (X,Y )) × Y X\A) ≤ τ и q((τ)F (X,Y )) ≤ τ . Осталось доказать, что F (X,Y ) C-вложено
в (τ)F (X,Y ). Пусть g : F (X,Y ) → R — непрерывная функция. Так как F (X,Y ) — плотное
подмножество в Y X и Y — пространство с весом, не превосходящем τ , мы можем применить
факторизационную теорему [10, следствие 1.7.4]. Тогда найдутся множество A ⊂ X с |A| ≤ τ
и непрерывная функция ϕ : πA(F (X,Y )) → R такие, что g = ϕπA. Очевидно, что отображение
p = ϕπA : πA(F (X,Y ))× Y X\A → R непрерывно, и так как (τ)F (X,Y ) ⊂ πA(F (X,Y ))× Y X\A,
то требуемое продолжение функции g построено.

Теорема доказана.

2. Приложение для бэровских отображений

Для топологических пространств X и Y определим классы бэровских отображений. Пусть
B0(X,Y ) := C(X,Y ) — множество непрерывных отображений пространства X в Y . Множе-
ство Bα(X,Y ) состоит из всех поточечных пределов сходящихся в пространстве Y X последо-
вательностей отображений классов < α. B(X,Y ) := Bω1

(X,Y ) =
⋃

α<ω1
Bα(X,Y ) — простран-

ство бэровских отображений. Если Y = R, то Bα(X) := Bα(X,R) и B(X) := Bω1
(X,R).

Для пространства Bα(X,Y ) бэровских отображений класса α определение строго
τ -Bα-отображения имеет следующий вид.

О п р е д е л е н и е 5. Отображение f : X → Y будем называть строго τ -бэровским

класса α, если для каждого множества A ⊂ X такого, что |A| ≤ τ , найдется отображение
g : X → Y бэровского класса α, для которого g|A = f |A.

О п р е д е л е н и е 6. Слабой Bα-теснотой tY,Bα
(X) пространства X будем называть

наименьший бесконечный кардинал τ такой, что каждое строго τ -бэровское отображение f :
X → Y класса α является бэровским отображением класса α, т. е. f ∈ Bα(X,Y ).

Следствием теоремы 1.1 является следующее утверждение.

Теорема 2.1. Для топологического пространства X, вещественно полного простран-

ства Y со счетным характером и α ∈ [0, ω1] выполняется равенство q(Bα(X,Y )) = tY,Bα
(X).

Следствие 2.1. Для топологического пространства X, вещественно полного простран-

ства Y со счетным характером и α ∈ [0, ω1] слабая Bα-теснота tY,Bα
(X) пространства X

счетна в том и только том случае, когда пространство Bα(X,Y ) вещественно полно.

В частности, при Y = R получаем такое следствие теоремы 2.1.
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Следствие 2.2. Для топологического пространства X и α ∈ [0, ω1] выполняется равен-

ство q(Bα(X)) = tBα
(X).

Следствием теоремы 1.2 для бэровских отображений является следующее утверждение.

Теорема 2.2. Для топологического пространства X, топологического пространства Y
с весом не более чем τ и α ∈ [0, ω1] пространства (τ)Bα(X,Y ) и ντBα(X,Y ) гомеоморфны.

Следствие 2.3. Для топологического пространства X, α ∈ [0, ω1] и τ ≥ ℵ0 простран-

ства (τ)Bα(X) и ντBα(X) гомеоморфны.

О п р е д е л е н и е 7. Пусть X и Y — топологические пространства. Пространство X бу-
дем называть Y-z-нормальным, если X — T1-пространство и для любых дизъюнктного семей-
ства F1, . . . , Fk нуль-множеств пространства X и точек y1, . . . , yk пространства Y существует
непрерывное отображение f : X → Y такое, что f(Fi) = yi для каждого i = 1, . . . , k.

Лемма 2.1. Пусть X является Y -z-нормальным для некоторого топологического про-

странства Y , F — нуль-множество пространства X и a, b ∈ Y . Тогда отображение f :
X → Y такое, что f(F ) = {a} и f(X \F ) = {b}, является бэровским отображением первого

класса.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как F — нуль-множество пространства X, множество X \F
функционально открыто в X и X \ F =

⋃∞
j=1 Sj , где Sj — нуль-множества пространства X и

Sj ⊂ Sj+1 для j ∈ ω. Так как X — Y -z-нормальное пространство, для любого j ∈ ω существует
fj ∈ Cp(X,Y ) такое, что fj(F ) = {a} и fj(Sj) = {b}. Осталось заметить, что отображение
f = lim

j→∞
fj является бэровским отображением первого класса и f(F ) = {a}, f(X \ F ) = {b}.

Лемма доказана.

Теорема 2.3. Пусть Y — топологическое пространство счетного псевдохарактера и

X — Y -z-нормальное пространство. Тогда (ℵ0)B2(X,Y ) = Y X .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ Y X , A = {ai : i ∈ ω} ⊂ X и y ∈ Y . Для каждой
точки a ∈ A зафиксируем множество Za := f−1(f(a)). Так как Y — тихоновское простран-
ство со счетным псевдохарактером, множество {f(a)} — нуль-множество в пространстве Y .
Следовательно, Za — нуль-множество в пространстве X.

Рассмотрим отображения fn : X → Y такие, что fn|Za = f(a) и

fn

(

X \
⋃

a∈{a1,...,an}

Za

)

⊆ {y} для всех a ∈ {a1, . . . , an} и каждого n ∈ ω.

По лемме 2.1 отображение fn ∈ B1(X,Y ) для каждого n ∈ ω. Рассмотрим отображение g :=
lim fn при n → ∞. Отображение g определено во всех точках X, и, значит, g ∈ B2(X,Y ).
В силу произвольности отображения f и множества A получаем, что Y X ⊆ (ℵ0)B2(X,Y ).

Теорема доказана.

Следствие 2.4. Пусть X — тихоновское пространство. Тогда (ℵ0)B2(X) = R
X .

Таким образом, вещественная полнота пространства Bα(X) (α ≥ 2) влечет (теоремы 1.1 и
1.2) вырожденность пространства X, выражающуюся в равенстве Bα(X) = R

X .

Напомним, что топологическое пространство X называется линделёфовым, если из любого
открытого покрытия пространства X можно выделить счетное подпокрытие. Хорошо извест-
но, что любое линделёфовое пространство вещественно полно [3, теорема 3.11.12] и нормально
[3, теорема 3.8.2].
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Теорема 2.4. Пусть X — G-z-нормальное пространство, где G — некомпактное топо-

логическое пространство со счетной базой и α ∈ [2, ω1]. Тогда линделёфовость простран-

ства Bα(X,G) эквивалентна счетности пространства X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что Bα(X,G) — линделёфово пространство. То-
гда Bα(X,G) вещественно полно и по теореме 2.3 Bα(X,G) = GX . Отсюда следует, что про-
странство GX нормально. Так как G — некомпактное пространство, то GX — нормальное
пространство тогда и только тогда, когда X счетно [11].

Если X счетно, то GX — пространство со счетной базой (сепарабельное метризуемое), а
значит, наследственно линделёфово. Следовательно, пространство Bα(X,G) линделёфово.

Теорема доказана.

В качестве следствия получаем результат, доказанный А.В.Пестряковым в работе [12].

Следствие 2.5. Пусть X — тихоновское пространство и α ∈ [2, ω1]. Тогда линделёфо-

вость пространства Bα(X) эквивалентна счетности пространства X.

В частности, линделёфовость пространства бэровских функций на тихоновском простран-
стве X эквивалентна счетности пространства X.

В о п р о с 1. Существует ли некомпактное топологическое пространство со счетной ба-
зой G и несчетное G-z-нормальное пространство X такие, что B1(X,G) линделёфово?

Ослаблением вопроса 1 может быть следующий вопрос.

В о п р о с 2. Существует ли некомпактное топологическое пространство со счетной ба-
зой G и несчетное G-z-нормальное пространство X такие, что B1(X,G) нормально и веще-
ственно полно?
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