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Изучается конечная группа G, обладающая следующим свойством: для каждой ее максимальной под-

группы H существует подгруппа H1 такая, что |H1| = |H| и H1 ∈ F, где F — формация всех нильпотент-

ных групп или всех сверхразрешимых групп. Доказано, что если F = N — формация всех нильпотентных

групп и группа G ненильпотентна, то |π(G)| = 2 и в G есть нормальная силовская подгруппа. Для

формации F = U всех сверхразрешимых групп и разрешимой группы G с рассматриваемым свойством
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мальна в G. Если G — неразрешимая группа и для каждой максимальной подгруппы в G существует

сверхразрешимая подгруппа такого же порядка, то каждый неабелев композиционный фактор группы G
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Введение

Рассматриваются только конечные группы. Множество всех простых делителей порядка
группы G обозначается через π(G).

Хорошо известно строение группы, у которой все максимальные подгруппы нильпотент-
ны [1]. Такие ненильпотентные группы называются группами Шмидта. Известно также строе-
ние несверхразрешимой группы, у которой все максимальные подгруппы сверхразрешимы [2].
Простые группы, у которых все максимальные подгруппы разрешимы, перечислены Томп-
соном [3]. Разрешимые группы, не принадлежащие насыщенной формации F, у которых все
максимальные подгруппы принадлежат F, также достаточно хорошо исследованы [4, § 24].
Авторами [5] исследованы группы, в которых каждая максимальная подгруппа нильпотент-
на или проста, и группы, в которых каждая максимальная подгруппа сверхразрешима или
проста.

В настоящей статье изучается конечная группа G, обладающая следующим свойством:
для каждой ее максимальной подгруппы H существует подгруппа H1 такая, что |H1| = |H|
и H1 ∈ F, где F — формация всех нильпотентных групп или всех сверхразрешимых групп. До-
казано, что если F = N — формация всех нильпотентных групп и группа G ненильпотентна,
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то |π(G)| = 2 и в G есть нормальная силовская подгруппа. Для формации F = U всех сверх-
разрешимых групп и разрешимой группы G с рассматриваемым свойством доказывается, что
либо G сверхразрешима или 2 ≤ |π(G)| ≤ 3; при |π(G)| = 3 группа G имеет силовскую баш-
ню сверхразрешимого типа; при |π(G)| = 2 или G имеет нормальную силовскую подгруппу,
или для наибольшего p ∈ π(G) некоторая максимальная подгруппа из силовской p-подгруппы
группы G нормальна в G. Если G — неразрешимая группа и для каждой максимальной под-
группы в G существует сверхразрешимая подгруппа такого же порядка, то каждый неабелев
композиционный фактор группы G изоморфен PSL2(p) для некоторого простого числа p и
все такие значения p перечислены.

1. Обозначения и вспомогательные результаты

Используемая терминология соответствует [6]. Через Sn и An обозначаются симметриче-
ская и знакопеременная группы степени n соответственно, а Zm — циклическая группа поряд-
ка m. Если m и n — натуральные числа, то (m,n) обозначает их наибольший общий делитель.
Запись M < G (M ⋖ G) означает, что M — собственная (максимальная) подгруппа груп-
пы G. Полупрямое произведение подгрупп A и B с нормальной подгруппой A обозначается
через A⋊B. S(G) — наибольшая разрешимая нормальная подгруппа группы G.

Лемма 1. В разрешимой группе максимальная подгруппа наибольшего порядка нормаль-

на.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся индукцией по порядку группы. Пусть G — раз-
решимая группа и K — ее максимальная подгруппа наибольшего порядка. Предположим, что
KG = 1. Тогда G = N ⋊K, где N — минимальная нормальная подгруппа в G. Если x ∈ G \K,
то

K ∩Kx < K, N(K ∩Kx) < G, KKx 6= G,

|G| = |K||N | > |KKx| =
|K||Kx|

|K ∩Kx|
, |K ∩Kx||N | > |K|.

Теперь подгруппа N(K ∩Kx) имеет порядок больший, чем порядок подгруппы K. Получили
противоречие. Поэтому наше допущение неверно и KG 6= 1. По индукции подгруппа K/KG

нормальна в G/KG, значит, K нормальна в G.

Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть G — сверхразрешимая группа и натуральное число k делит |G|. Тогда

в группе G существует подгруппа H порядка k.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем лемму индукцией по порядку группы G. Так как груп-
па G сверхразрешима, то любая ее максимальная подгруппа имеет простой индекс. Поэтому
для каждого p ∈ π(G) индекс максимальной в G подгруппы, содержащей p′-холлову подгруппу
из G, равен p. Если k = |G|, то искомой подгруппой будет вся группа G. Если k 6= |G|, то в G
найдется максимальная подгруппа M такая, что k делит |M |. Так как M сверхразрешима, то
по индукции в M найдется подгруппа H порядка k.

Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть в группе G для каждой максимальной подгруппы H1 имеется сверх-

разрешимая подгруппа H такая, что |H| = |H1|. Если N — нормальная подгруппа группы G,

то в фактор-группе G/N для каждой максимальной подгруппы M1/N найдется сверхразре-

шимая подгруппа M/N такая, что |M/N | = |M1/N |.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M1/N — произвольная максимальная подгруппа в G/N .
По условию в группе G найдется сверхразрешимая подгруппа K, для которой |K| = |M1|.
Поскольку |M1/N | делит |KN/N | и KN/N ∼= K/K ∩N сверхразрешима, то в KN/N имеется
по лемме 2 подгруппа M/N порядка M1/N .

Лемма доказана.

Рассмотрим множество R неабелевых групп PSL2(p) (p — простое число), удовлетворяю-
щих одному из условий:

(1) p2 − 1 ≡ 0 (mod 5), p2 − 1 ≡ 0 (mod 16) и одно из чисел p± 1 делится на 120;

(2) p2 − 1 ≡ 0 (mod 5), p2 − 1 6≡ 0 (mod 16) и одно из чисел p± 1 делится на 60;

(3) p2 − 1 ≡ 0 (mod 16), p2 − 1 6≡ 0 (mod 5) и одно из чисел p± 1 делится на 24;

(4) p2 − 1 6≡ 0 (mod 5), p2 − 1 6≡ 0 (mod 16) и одно из чисел p± 1 делится на 12.

Отметим, что R 6= ∅. Например, группа PSL2(239) удовлетворяет условию (1), группа
PSL2(61) — условию (2), группа PSL2(23) — условию (3), группа PSL2(13) — условию (4).

Лемма 4. Пусть в группе G для каждой максимальной подгруппы M1 существует сверх-

разрешимая подгруппа M такая, что |M | = |M1|. Группа G изоморфна простой неабелевой

группе PSL2(p
n), где p — нечетное простое число и n — натуральное число, тогда и только

тогда, когда G ∈ R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть в группе G для каждой максимальной подгруппы M1 су-
ществует сверхразрешимая подгруппа M такая, что |M | = |M1|, и G изоморфна PSL2(p

n), где
p — нечетное простое число, n — натуральное число. Максимальными подгруппами порядка
1
2p

n(pn − 1) в группе G являются только сопряженные с подгруппой Бореля подгруппы. Так
как подгруппа Бореля является группой Фробениуса [9, теорема 2.8.2] и она сверхразрешима
по условию, то n = 1 и G ∼= PSL2(p). Отметим, что (p + 1, p − 1) = 2 и в G существуют
диэдральные подгруппы порядков p ± 1. По теореме Диксона [6, теорема II.8.27] несверхраз-
решимыми максимальными подгруппами в G могут быть только подгруппы, изоморфные A4,
S4, A5. Возможны следующие случаи.

(1) Обе подгруппы, изоморфные A5 и S4, максимальны в G. Тогда p2 − 1 ≡ 0 (mod 5) и
p2 − 1 ≡ 0 (mod 16) [6, теорема II.8.27]. Поэтому либо p + 1, либо p − 1 делится на 120. По
лемме 2 в G имеются сверхразрешимые подгруппы порядков 60 и 24.

(2) Только подгруппа, изоморфная A5, максимальна в G. Тогда p2 − 1 ≡ 0 (mod 5) и
p2 − 1 6≡ 0 (mod 16) [6, теорема II.8.27]. Поэтому либо p + 1, либо p − 1 делится на 60. По
лемме 2 в G имеется сверхразрешимая подгруппа порядка 60.

(3) Только подгруппа, изоморфная S4, максимальна в G. Тогда p2 − 1 ≡ 0 (mod 16) и
p2−1 6≡ 0 (mod 5) [6, теорема II.8.27]. Поэтому либо p+1, либо p−1 делится на 24. По лемме 2
в G имеется сверхразрешимая подгруппа порядка 24.

(4) Только подгруппа, изоморфная A4, максимальна в G. Тогда p2 − 1 6≡ 0 (mod 5) и
p2 − 1 6≡ 0 (mod 16) [6, теорема II.8.27]. Поэтому либо p + 1, либо p − 1 делится на 12. По
лемме 2 в G имеется сверхразрешимая подгруппа порядка 12.

Таким образом, G ∈ R. Из доказательства ясно, что если G ∈ R, то она удовлетворяет
условию леммы.

Лемма доказана.

2. Нильпотентный случай

Напомним, что F (G) — подгруппа Фиттинга группы G.

Теорема 1. Пусть в группе G для каждой максимальной подгруппы H существует ниль-

потентная подгруппа H1 такая, что |H1| = |H|. Тогда либо группа G нильпотентна, ли-

бо |π(G)| = 2 и G/F (G) имеет простой порядок.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что в группе G нет нормальных силовских под-
групп. Тогда для каждого p ∈ π(G) нормализатор NG(P ) силовской p-подгруппы P из G будет
собственной подгруппой в G. Пусть H — максимальная в G подгруппа, содержащая NG(P ). По
условию существует нильпотентная подгруппа H1 такая, что |H| = |H1|. Пусть P1 — силовская
p-подгруппа из H1. Так как |P1| = |P |, то P1 — силовская подгруппа группы G и NG(P1) = H1.
По теореме Силова P1 = P x для некоторого x ∈ G. Так как нормализаторы сопряженных
подгрупп сопряжены, то

H1 = NG(P )x ≤ Hx, H1 = Hx.

Поскольку p — произвольное, то нормализаторы всех силовских подгрупп группы G ниль-
потентны. Но нормализаторы силовских подгрупп самонормализуемы [6, I.7.6], поэтому яв-
ляются подгруппами Картера. По теореме Е.П. Вдовина [7] нормализаторы всех силовских
подгрупп будут сопряжены. Значит, группа G нильпотентна. Противоречие.

Следовательно, наше предположение неверно, и группа G содержит нормальную силов-
скую подгруппу. Пусть таковой является подгруппа P = Gp, p ∈ π(G). По теореме Цассен-
хауза [6, I.18.1] в G существует p′-холлова подгруппа H и все p′-холловы подгруппы в G со-
пряжены. Пусть M — максимальная подгруппа группы G и H ≤ M . По условию существует
нильпотентная подгруппа M1 такая, что |M1| = |M |. Поскольку порядок M1 делится на поря-
док H, то подгруппа H нильпотентна и группа G = P ⋊H метанильпотентна.

Пусть Q — силовская q-подгруппа из H, q ∈ π(H). Предположим, что PQ 6= G, и пусть K —
максимальная в G подгруппа, содержащая PQ. По условию существует нильпотентная под-
группа K1 такая, что |K1| = |K|. Теперь группа PQ нильпотентна. Это верно для любо-
го q ∈ π(G) \ {p}, поэтому группа G нильпотентна. Противоречие. Значит, наше предполо-
жение неверно, и PQ = G = P ⋊ Q. Пусть Q1 — максимальная в Q подгруппа. По условию
существует нильпотентная подгруппа F такая, что |F | = |PQ1|. Ясно, что F = F (G).

Теорема доказана.

Следствие. Пусть в группе G для каждой максимальной подгруппы H существует

нильпотентная подгруппа H1 такая, что |H1| = |H|. Если |π(G)| 6= 2, то группа G нильпо-

тентна.

Каждая группа Шмидта удовлетворяет условию теоремы 1. Следующий пример показы-
вает, что группа из теоремы 1 не наследует некоторые свойства групп Шмидта.

П р и м е р. В группе S3 × Z2 ненормальная силовская подгруппа нециклическая, она
изоморфна Z2×Z2. В группе S3×Z9 нормальная силовская подгруппа не шмидтовского типа,
она изоморфна Z3 × Z9. Обе группы S3 × Z2 и S3 × Z9 удовлетворяют условиям теоремы 1.

3. Сверхразрешимый случай

Теорема 2. Пусть в разрешимой группе G для каждой максимальной подгруппы H суще-

ствует сверхразрешимая подгруппа H1 такая, что |H1| = |H|. Тогда справедливы следующие

утверждения:

(1) если |π(G)| ≥ 4, то G сверхразрешима;

(2) если |π(G)| = 3, то G имеет силовскую башню сверхразрешимого типа;

(3) если |π(G)| = 2, то либо G имеет нормальную силовскую подгруппу, либо для наи-

большего p ∈ π(G) некоторая максимальная подгруппа из силовской p-подгруппы нормальна

в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть в разрешимой группе G для каждой максимальной под-
группы H существует сверхразрешимая подгруппа H1 такая, что |H1| = |H|. Если H1 имеет
наибольший порядок среди всех собственных подгрупп группы G, то согласно лемме 1 под-
группа H нормальна в G. Ясно, что индекс H в G будет простым числом. Описание таких
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групп с единичной подгруппой Фраттини получено в работе [8]. Мы получим новые свойства
группы G.

Пусть p ∈ π(G), Gp′ — p′-холлова подгруппа группы G и H1 — максимальная в G под-
группа, содержащая Gp′ . По условию существует сверхразрешимая подгруппа H такая, что
|H| = |H1|. Так как порядок H делится на порядок Gp′ , то Gp′ сверхразрешима. Поскольку p —
произвольное число из π(G), то Gp′ сверхразрешима для каждого p ∈ π(G). Если

|π(G)| ≥ 4, π(G) = {p1, p2, p3, p4, . . .},

то в группе G имеются четыре сверхразрешимые подгруппы

Gp′
1
, Gp′

2
, Gp′

3
, Gp′

4

попарно взаимно простых индексов pa11 , pa22 , pa33 и pa44 соответственно, где paii — порядок си-
ловской pi-подгруппы группы G. По теореме Дёрка [2] группа G сверхразрешима.

Пусть |π(G)| = 3, π(G) = {p1, p2, p3}, p1 > p2 > p3. Поскольку подгруппы G(p1)′ , G(p2)′

и G(p3)′ сверхразрешимы, то G(p2)′ и G(p3)′ p1-замкнуты [6, VI.9.1]. Поэтому группа G p1-за-
мкнута и G = Gp1 ⋊G(p1)′ . Так как подгруппа G(p1)′ p2-замкнута [6, VI.9.1], то группа G имеет
силовскую башню сверхразрешимого типа.

Пусть |π(G)| = 2, π(G) = {p, q}, p > q. Предположим, что в G нет нормальных силовских
подгрупп. Тогда нормализаторы NG(Gp) и NG(Gq) — собственные подгруппы в G.

Пусть NG(Gp) ≤ H1, где H1 — максимальная в G подгруппа. По условию в G существует
сверхразрешимая подгруппа H такая, что |H| = |H1|. Пусть P — силовская p-подгруппа из H,
она нормальна в H и H ≤ NG(P ). Так как |P | = |Gp|, то P — силовская подгруппа группы G.
По теореме Силова P = (Gp)

x для некоторого x ∈ G. Так как нормализаторы сопряженных
подгрупп сопряжены, то

H ≤ NG((Gp)
x) = (NG(Gp))

x, Hx−1

≤ NG(Gp) ≤ H1,

Hx−1

= NG(Gp) = H1, NG(P ) = H.

Поскольку нормализаторы силовских подгрупп самонормализуемы [6, I.7.6] и p > q, то
|G : H| = qb > q. Следовательно, H является подгруппой Гашюца группы G [4, 15.3].

Выберем максимальную в G подгруппу K1 такую, что |Gq| делит |K1| и индекс
|G : K1| = pa — наименьший. По условию существует сверхразрешимая подгруппа K та-
кая, что |K| = |K1|. Из выбора подгруппы K1 следует, что K — максимальная в G подгруппа.
Пусть R — силовская p-подгруппа из K (она нормальна в G) и Q — силовская q-подгруппа
из K. Так как |Q| = |Gq|, то Q — силовская подгруппа группы G и |G : K| = pa. Если a > 1,
то K является подгруппой Гашюца группы G [4, 15.3]. Согласно [4, 15.5] подгруппы H и K
сопряжены в G, что невозможно. Поэтому |G : K| = p и |Gp : R| = p.

Теорема доказана.

Теорема 3. Пусть в неразрешимой группе G для каждой максимальной подгруппы H
существует сверхразрешимая подгруппа H1 такая, что |H1| = |H|. Тогда любой неабелевый

композиционный фактор группы G принадлежит R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем считать, что G — минимальный контрпример к теореме.
Предположим, что G — простая неабелева группа. Рассмотрим все случаи.

1. G — простая группа лиева типа.
Предположим, что G определена над полем характеристики p = 2. Пусть U — унипотент-

ная подгруппа группы G и P1 — параболическая максимальная подгруппа в G. Покажем, что
π(P1) = {2}, и, следовательно, P1 = U . По условию теоремы в группе G существует сверхраз-
решимая подгруппа T1, для которой |T1| = |P1|. Если T1 ⋖ G, то по [12, лемма (1.6)] подгруп-
па T1 является параболической подгруппой. Из теоремы Бореля— Титса [13, 13-4] следует, что



160 В.С.Монахов, В.Н.Тютянов

CG(O2(T1)) ≤ O2(T1). Так как T1 — сверхразрешимая группа, то O(T1) централизует O2(T1),
и, следовательно, O(T1) = 1. Поэтому π(T1) = π(P1) = {2}. Таким образом, T1 < P2 ⋖ G, где
P2 — параболическая максимальная подгруппа группы G. Найдется сверхразрешимая под-
группа T2 группы G такая, что |T2| = |P2|. Если T2 ⋖ G, то π(T2) = π(P2) = {2}. Следователь-
но, T2 < P3 ⋖ G, где P3 — параболическая максимальная подгруппа группы G. Продолжая
этот процесс, получим, что найдется число k, для которого сверхразрешимая параболиче-
ская подгруппа Tk максимальна в G. При этом π(Tk) = {2} и |P1| делит |Tk|. Следовательно,
π(P1) = {2}. Таким образом, все параболические максимальные подгруппы группы G сопря-
жены с унипотентной подгруппой U ⋖ G.

Из [14;15] следует, что G изоморфна PSL2(r), где r — простое число Ферма или Мерсенна
и r ≥ 17, или PSL2(9). Так как группа G определена над полем характеристики 2, то она не
принадлежит указанному списку.

Таким образом, группа G определена над полем характеристики p > 2. Предположим, что
группа G имеет лиев ранг l ≥ 2 и P — параболическая максимальная подгруппа в G. Согласно
[10, (2.1), (2.2)] имеет место разложение Леви P = Op(P )LIH, где H — подгруппа Картана,
а LI — центральное произведение групп Шевалле, каждая из которых находится по соответ-
ствующей связной компоненте диаграммы, полученной из диаграммы Дынкина группы G от-
брасыванием вершин, входящих в I. По [16, теорема 2.13] разрешимой группой лиева типа над
полем нечетной характеристики является только группа A1(3), которая несверхразрешима. По-
этому сомножители в дополнении Леви, а значит, и P не являются сверхразрешимыми. Выбе-
рем параболическую максимальную подгруппу P1 в G, для которой |G : P1| = min{|G : P | | P —
параболическая максимальная подгруппа в G}. По условию теоремы в группе G найдется
сверхразрешимая подгруппа T , для которой |T | = |P1|. В силу выбора P1 подгруппа T является
параболической максимальной подгруппой в G. Следовательно, в G имеется сверхразрешимая
параболическая максимальная подгруппа, что невозможно.

Таким образом, лиев ранг группы G равен 1 и G ∈ {PSL2(p
n); PSU3(p

n); 2G2(3
2n+1),

n ≥ 1}. Если G ∼= PSL2(p
n), то по лемме 4 G ∈ R. Пусть G ∼= PSU3(p

n). Все параболические
максимальные подгруппы в G исчерпываются сопряженными к подгруппе Бореля B = q1+2 :
((q2−1)/(3, q+1)), которая несверхразрешима. Противоречие с тем, что в группе G существует
сверхразрешимая подгруппа T , для которой |T | = |B|. Точно так же, если G ∼= 2G2(3

2n+1) =
2G2(q), то все параболические максимальные подгруппы в G исчерпываются сопряженными к
подгруппе Бореля q1+1+1 : (q − 1), которая несверхразрешима.

2. G ∼= An, n ≥ 5.

В силу изоморфизмов A5
∼= PSL2(5) и A6

∼= PSL2(9) можно считать, что n ≥ 7. Из
[11, лемма 3] следует, что все подгруппы индекса n в An сопряжены в An. Так как An−1 ⋖ An

и |An : An−1| = n, то по условию теоремы найдется сверхразрешимая подгруппа T < An, для
которой |An : T | = n. Следовательно, T ∼= An−1, что невозможно.

3. G — простая спорадическая группа.

В итоговой таблице работы [17] приведены степени минимальных подстановочных пред-
ставлений всех простых спорадических групп. При этом, если G — спорадическая группа и n —
степень ее минимального подстановочного представления, то соответствующие максимальные
подгруппы индекса n в G являются неразрешимыми. Поэтому не существует сверхразрешимых
подгрупп индекса n в группе G. Это противоречит условию теоремы.

Следовательно, G не является простой неабелевой группой. Пусть 1 6= S ⊳G. По лемме 3
фактор-группа G = G/S удовлетворяет условию теоремы. В силу минимальности контрпри-
мера S(G) = 1.

Пусть N — минимальная нормальная подгруппа в G. Тогда N = N1 × . . . ×Nk, где Ni —
изоморфные простые неабелевы группы. Рассмотрим максимальную собственную нормальную
подгруппу M в группе G, содержащую N . По условию теоремы G обладает сверхразреши-
мой подгруппой T , для которой |T | = |M |. Предположим, что G = G/M разрешима. Тогда
|G : M | = p ∈ π(G). Следовательно, |G : T | = p и группа G обладает сверхразрешимой p′-хол-
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ловой подгруппой. По [18, лемма 1] подгруппа N , а поэтому и N1, обладают сверхразрешимыми
p′-холловыми подгруппами. Если (|N1|, p) = 1, то N1 сверхразрешима, что невозможно. Поэто-
му (|N1|, p) = p и N1 имеет сверхразрешимую холлову подгруппу индекса pt. Из [19, теорема 1]
следует, что N1

∼= PSL2(q), где q + 1 = pt. Если p > 2, то q = 2m и N1
∼= SL2(2

m), m ≥ 2.
В этом случае p′-холлова подгруппа в N1 будет изоморфна подгруппе Бореля в N1, которая
несверхразрешима. Последнее невозможно.

Таким образом, p = 2. Тогда |G : M | = |G : T | = 2. Если T ≤ M , то T = M и подгруппа M
сверхразрешима, что невозможно. Поэтому T 6≤ M и G = MT . Отсюда следует, что

|G| = (|M ||T |)/|M ∩ T |, |G : T | = |M : M ∩ T | = 2.

Значит, M ∩ T ⊳M . Поскольку M ∩ T является сверхразрешимой группой, то подгруппа M
разрешима. Последнее невозможно.

Следовательно, G — простая неабелева группа. Пусть

R⋖ G, |G : R| = min{|G : F | | F ⋖ G}.

Обозначим через R полный прообраз R в G. Тогда R ⋖ G и по условию теоремы существует
сверхразрешимая подгруппа T группы G, для которой |R| = |T |. Если M ≤ T , то подгруппа M
является сверхразрешимой группой, что невозможно. Поэтому M 6≤ T . Рассмотрим подгруппу
T1 = MT . Очевидно, что |T1| > |R|. В силу выбора R получим, что G = T1 — сверхразрешимая
группа. Последнее невозможно.

Теорема доказана.
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