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КОНЕЧНЫЕ ПОЧТИ ПРОСТЫЕ 4-ПРИМАРНЫЕ ГРУППЫ

СО СВЯЗНЫМ ГРАФОМ ГРЮНБЕРГА — КЕГЕЛЯ1

Н. А.Минигулов

Пусть G — конечная группа. Через π(G) обозначается множество простых делителей порядка груп-
пы G. Графом Грюнберга — Кегеля (графом простых чисел) группы G называется граф с множеством
вершин π(G), в котором две различные вершины p и q смежны тогда и только тогда, когда в груп-
пе G есть элемент порядка pq. Группа G называется n-примарной, если |π(G)| = n. В 2011 г. в работе
А.С.Кондратьева и И.В. Храмцова были описаны конечные 4-примарные почти простые группы с несвяз-
ным графом Грюнберга —Кегеля. В данной работе описаны конечные 4-примарные почти простые группы
со связным графом Грюнберга — Кегеля. Для каждой такой группы указан ее граф Грюнберга — Кегеля.
Полученные результаты приведены в таблице. Согласно таблице число групп с указанным свойством
равно 32. Результаты получены с использованием компьютерной системы GAP.
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N. A.Minigulov. Finite almost simple 4-primary groups with connected Gruenberg–Kegel

graph.

Let G be a finite group. Denote by π(G) the set of prime divisors of the order of G. The Gruenberg–Kegel
graph (prime graph) of G is the graph with the vertex set π(G) in which two different vertices p and q are
adjacent if and only if G has an element of order pq. If |π(G)| = n, then the group G is called n-primary. In
2011, A.S. Kondrat’ev and I.V. Khramtsov described finite almost simple 4-primary groups with disconnected
Gruenberg–Kegel graph. In the present paper we describe finite almost simple 4-primary groups with connected
Gruenberg–Kegel graph. For each of these groups, its Gruenberg–Kegel graph is found. The results are presented
in a table. According to the table, there are 32 such groups. The results are obtained with the use of the computer
system GAP.
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Введение

Пусть G — конечная группа. Через π(G) обозначается множество простых делителей ее
порядка. Графом Грюнберга— Кегеля (графом простых чисел) Γ(G) группы G называется
граф с множеством вершин π(G), в котором две различные вершины p и q смежны тогда и
только тогда, когда в группе G есть элемент порядка pq. Группа G называется n-примарной,
если |π(G)| = n.

В работе А.С.Кондратьева и И.В.Храмцова [1] описаны конечные почти простые 4-примар-
ные группы с несвязным графом Грюнберга— Кегеля.

Цель данной работы — описать конечные почти простые 4-примарные группы со связным
графом Грюнберга— Кегеля.

Доказана следующая

Теорема. Пусть G — конечная почти простая 4-примарная группа. Граф Γ(G) свя-

зен тогда и только тогда, когда группа G изоморфна одной из следующих групп: A10, S9,

S10, Aut(J2), L2(81).2
2, Aut(L2(q)) при q ∈ {25, 27, 49, 81}; PGL3(4), PGL3(4).22, PGL3(4).23,

L3(4).6, L3(4).2
2, Aut(L3(4)), PGL3(7), Aut(L3(7)), L4(3).21, Aut(L4(3)), U3(5).3, Aut(U3(5)),

1Исследование выполнено за счет гранта РНФ (проект № 19-71-10067).
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U3(8).32, U3(8).3
2, U3(8).S3, Aut(U3(8)), S4(9).22, Aut(S4(q)) при q ∈ {5, 7, 9}; O+

8 (2).2, O
+
8 (2).3,

Aut(O+
8 (2)). Графы Грюнберга—Кегеля этих групп приведены в таблице ниже.

Из теоремы следует, что число конечных почти простых 4-примарных групп со связным
графом Грюнберга— Кегеля равно 32.

Полученные результаты могут быть использованы при исследованиях конечных групп по
свойствам их графов Грюнберга— Кегеля.

1. Обозначения и вспомогательные результаты

Наши обозначения и терминология в основном стандартны, их можно найти в [2; 3].

Для доказательства теоремы нам потребуются следующая лемма.

Лемма 1 [4, Theorem 1–Theorem 3; 5, Theorem I–Theorem III; 6]. Пусть G – конечная про-

стая 4-примарная группа. Тогда G изоморфна одной из следующих групп:

(1) An при 7 ≤ n ≤ 10, L2(q) при q ∈ {16, 25, 49, 81}; L3(q) при q ∈ {4, 5, 7, 8, 17}; L4(3),
S4(q) при q ∈ {4, 5, 7, 9}; S6(2), U3(q) при q ∈ {4, 5, 7, 8, 9}; U4(3), U5(2), O+

8 (2), G2(3), Sz(8),
Sz(32), 3D4(2),

2F4(2)
′, M11, M12, J2;

(2) L2(r), где r — простое число, 17 6= r ≥ 11, r2 − 1 = 2a3bsc, s > 3 — простое число,

a, b ∈ N и c равно либо 1, либо 2 при r ∈ {97, 577};

(3) L2(2
m), где m, 2m − 1 и (2m + 1)/3 — простые числа, большие 3;

(4) L2(3
m), где m и (3m−1)/2 — нечетные простые числа, а (3m+1)/4 равно либо простому

числу, либо 112 при m = 5.

2. Доказательство теоремы

Пусть G — конечная почти простая 4-примарная группа и L – ее цоколь.

Докажем условие необходимости теоремы. Пусть граф Γ(G) связен.

Лемма 2. Группа L не изоморфна группе из п. (2) леммы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что L изоморфна группе из п. (2) леммы 1.
Тогда G ∼= Aut(L), и ввиду [1, табл. 1] граф Γ(G) несвязен; противоречие. Лемма доказана.

Лемма 3. Группа L не изоморфна группе из п. (3) леммы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Тогда L ∼= L2(2
m), где m,u = 2m − 1

и t = (2m + 1)/3 — простые числа, большие 3. Поскольку граф Γ(L) несвязен, имеем L < G и,
следовательно, G ∼= Aut(L) ∼= L2(2

m) : Zm. Поскольку π(G) = {2, 3, u, t}, имеем m ∈ {u, t}.

Пусть m = u. Тогда m = 2m−1, т. е. 2m = m+1. Индукцией по m покажем, что 2m > m+1
при m ≥ 2. При m = 2 получим, что 22 = 4 > 2 + 1 = 3, так что база индукции выполняется.
Предположим, что m ≥ 2 и 2m > m+ 1. Тогда 2m+1 > 2m+ 2 = m+ (m+ 2) > m+ 2, так что
и шаг индукции выполняется. Таким образом, m 6=u.

Итак, m = t = (2m+1)/3. Тогда 2m = 3m−1. Индукцией по m покажем, что 2m > 3m−1 при
m > 3. При m = 4 получаем, что 24 = 16 > 3 · 4− 1 = 11, так что база индукции выполняется.
Предположим, что m > 3 и 2m > 3m − 1. Тогда 2m+1 > 6m − 2 = 3(m + 1) − 1 + (3m − 4) >
3(m+ 1)− 1, так что и шаг индукции выполняется. Таким образом, m 6=t.

Полученное противоречие доказывает лемму.

Лемма 4. Если группа L изоморфна группе из п. (4) леммы 1, то G ∼= Aut(L2(27)).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что L ∼= L2(3
m), где m и u = (3m − 1)/2 –

нечетные простые числа, а (3m + 1)/4 равно либо простому числу, либо 112 при m = 5. Тогда
π((3m + 1)/4) = {t} для некоторого простого числа t. Ввиду [1, табл. 1] графы Γ(L2(3

m)) и
Γ(PGL2(3

m)) несвязны.
Поскольку |Out(L)| = 2m (см. [3, табл. 5]) и граф Γ(G) связен, группа G изоморфна либо

L : Zm, либо Aut(L). Поэтому m ∈ π(G) = π(L) = {2, 3, u, t}.
Предположим, что m ∈ {u, t}. Тогда m > 3 и, следовательно, m ∈ π(L). Но тогда полевой

автоморфизм ϕ порядка m группы L централизует в L элемент порядка m. Но CL(ϕ) ∼= L2(3) ∼=
A4 (см. [2, 4.9.1]); противоречие. Итак, m = 3. Ввиду [1, табл. 1] граф Γ(L2(3

3).Z3) несвязен,
поэтому G ∼= Aut(L2(3

3)).
Лемма доказана.

Из лемм 2–4 следует, что либо группа L изоморфна группе из п. (1) леммы 1, либо
G ∼= Aut(L2(27)). Все 4-примарные почти простые группы с таким цоколем L можно либо
найти в [3], либо вычислить, используя строение группы Out(L), указанное, например, в [3,
с. 239–242]. C использованием [1, табл. 1] из множества этих групп исключаются все конечные
4-примарные почти простые группы с несвязным графом Грюнберга— Кегеля. Оставшиеся
после этого исключения группы и их графы Грюнберга— Кегеля приведены в таблице ни-
же. Графы Грюнберга— Кегеля этих групп строятся с использованием их таблиц характеров,
которые приводятся либо в [3], либо в [7].

Условие необходимости теоремы доказано.
Пусть группа G изоморфна одной из групп из списка, приведенного в теореме. Графы

Грюнберга— Кегеля этих групп приведены в таблице, и все они связны. Условие достаточности
теоремы доказано.

Теорема доказана.
Т а б л и ц а

Конечные почти простые 4-примарные

группы со связным графом Грюнберга — Кегеля

Группа G Граф Γ(G)

PGL3(4), L3(4).6 ❝ ❝ ❝

❝

2 3 7

5

U4(3).21, U4(3).4, U4(3).2
2,Aut(U4(3)),

Aut(L2(49)),L3(4).2
2 ❝ ❝ ❝

❝

3 2 7

5

S9,Aut(J2),O
+
8 (2).2

❝

❝

❝ ❝

✚
✚

❩
❩

3

5

2 7

Aut(S4(7))

❝

❝

❝ ❝

✚
✚

❩
❩

3

7

2 5

A10, PGL3(4).23, O
+
8 (2).3, U3(5).3,

Aut(U3(5)) ❝

❝

❝ ❝

✚
✚

❩
❩

2

5

3 7
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Продолжение таблицы

Группа G Граф Γ(G)

PGL3(4).22

❝

❝

❝ ❝

✚
✚

❩
❩

2

7

3 5

S10,Aut(L3(4)),Aut(O
+
8 (2))

❝

❝

❝

❝

�
�
�

2

5

7

3

L4(3).21,Aut(L4(3)),Aut(L2(25)) ❝ ❝ ❝

❝

5 2 13

3

L2(81).2
2,Aut(L2(81)) ❝ ❝ ❝

❝

5 2 41

3

Aut(S4(5))

❝

❝

❝ ❝

✚
✚

❩
❩

3

5

2 13

S4(9).22,Aut(S4(9))

❝

❝

❝ ❝

✚
✚

❩
❩

3

5

2 41

Aut(L2(27)) ❝ ❝ ❝

❝

3 2 13

7

U3(8).32, U3(8).3
2

❝ ❝ ❝

❝

2 3 19

7

PGL3(7),Aut(L3(7)),U3(8).S3,
Aut(U3(8)) ❝

❝

❝ ❝

✚
✚

❩
❩

2

7

3 19
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