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Геометрическая структура множеств достижимости на малых временных промежутках играет важную
роль в теории управления, в частности при решении задач локального синтеза. В данной работе рассмат-
ривается задача приближенного описания множеств достижимости на малых временах для аффинных по
управлению систем с интегральными квадратичными ограничениями на управление. Используя замену
времени, авторы вместо исходного множества рассматривают множество достижимости для управляе-
мой системы на единичном интервале, содержащей малый параметр (длину временного интервала для
исходной системы). При этом ограничения на управление заданы шаром малого радиуса в гильбертовом
пространстве L2. При определенных условиях, накладываемых на грамиан управляемости линеаризован-
ной системы, такое множество достижимости оказывается выпуклым при достаточно малом значении
параметра. В работе показано, что в этом случае множество достижимости асимптотически близко по
форме к эллипсоиду в пространстве состояний. Доказательство данного факта базируется на представ-
лении множества достижимости в виде образа гильбертова шара малого радиуса в L2 при нелинейном
отображении его в R

n. В частности, данное асимптотическое представление имеет место для достаточно
широкого класса нелинейных управляемых систем второго порядка с интегральными ограничениями. В
статье приведены три примера систем, множества достижимости которых демонстрируют как наличие
указанного асимптотического поведения, так и отсутствие последнего при невыполнении нужных условий.
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The geometric structure of small-time reachable sets plays an important role in control theory, in particular,
in solving problems of local synthesis. In this paper, we consider the problem of approximate description of
reachable sets on small time intervals for control-affine systems with integral quadratic constraints on the
control. Using a time substitution, we replace such a set by the reachable set on a unit interval of a control
system with a small parameter, which is the length of the time interval for the original system. The constraints
on the control are given by a ball of small radius in the Hilbert space L2. Under certain conditions imposed on
the controllability Gramian of the linearized system, this reachable set turns out to be convex for sufficiently
small values of the parameter. We show that in this case the shape of the reachable set in the state space
is asymptotically close to an ellipsoid. The proof of this fact is based on the representation of the reachable
set as the image of a Hilbert ball of small radius in L2 under a nonlinear mapping to R

n. In particular, this
asymptotic representation holds for a fairly wide class of second-order nonlinear control systems with integral
constraints. We give three examples of systems whose reachable sets demonstrate both the presence of the
indicated asymptotic behavior and the absence of the latter if the necessary conditions are not satisfied.
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Введение

В работе рассматриваются асимптотические свойства множеств достижимости нелиней-
ных управляемых систем с интегральными квадратичными ограничениями на управляющие
параметры. Хорошо известно (см. [1; 2]), что в случае линейных управляемых систем такие
множества выпуклы. Более того, эти множества являются эллипсоидами в конечномерном
пространстве состояний системы, параметры данных эллипсоидов допускают конструктивное
описание. В общем случае нелинейных систем с интегральными ограничениями свойство вы-
пуклости множеств достижимости теряется и для их построения приходится использовать
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достаточно трудоемкие приближенные алгоритмы [3–5]. Однако, если временной промежуток
имеет достаточно малую длину, множества достижимости могут оказаться выпуклыми.

Геометрическая структура множеств достижимости на малых временных промежутках иг-
рает важную роль в теории управления, в частности при решении задач локального синтеза.
Множества достижимости на малых интервалах времени при геометрических ограничениях на
управление изучались рядом авторов (см., например, [6; 7]). Выпуклость множеств достижи-
мости нелинейных систем исследована в [8;9]. Асимптотическому поведению множеств дости-
жимости линейных управляемых систем с интегральными ограничениями на управление на
малых промежутках времени посвящена работа [10]. В данной статье рассматривается задача
описания множеств достижимости на малых промежутках времени для аффинных по управле-
нию систем с интегральными квадратичными ограничениями на управление. Используя заме-
ну времени, мы подменяем исходное множество достижимости множеством достижимости для
управляемой системы на единичном интервале, содержащей малый параметр (длину времен-
ного интервала для исходной системы) [11]. При этом ограничения на управление оказываются
заданы шаром малого радиуса в гильбертовом пространстве L2, а множество достижимости
имеет вид образа шара при нелинейном отображении его в R

n. Из работы [12] при условиях
регулярности, накладываемых на производную отображения, следует выпуклость образа при
достаточно малом радиусе шара и, соответственно, множества достижимости. Эти условия,
применительно к рассмотренной в работе системе, принимают вид ограничений снизу на ми-
нимальное собственное число грамиана управляемости линеаризованной системы при малых
значениях параметра [11].

В настоящей статье показано, что в этом случае множество достижимости не только вы-
пукло, но и асимптотически близко по форме к эллипсоиду в пространстве состояний. В част-
ности, указанное асимптотическое представление имеет место для достаточно широкого класса
нелинейных управляемых систем второго порядка с интегральными ограничениями. В статье
приведены три примера систем, множества достижимости которых иллюстрируют данный
факт. В первых двух примерах двумерных нелинейных систем справедливо указанное асимп-
тотическое поведение множеств достижимости. В третьем примере, описывающем поведение
нелинейной управляемой системы с одним входом (уницикл), показано, что множества дости-
жимости не являются выпуклыми даже при малых временах.

1. Постановка задачи и вспомогательные результаты

Пусть X,Y — банаховы пространства, обозначим через BX(a, µ0) ⊂ X шар радиуса µ0 с
центром в точке a. Рассмотрим отображение шара Fε : BX(a, µ0) → Y , зависящее от парамет-
ра ε, 0 < ε < ε0. В дальнейшем этот параметр будем считать малым.

Предположение 1. Отображение Fε(x) имеет производную Фреше по x, которая удо-

влетворяет условию Липшица на BX(a, µ0)

‖F ′

ε(x1)− F
′

ε(x2)‖ ≤ L(ε)‖x1 − x2‖, x1, x2 ∈ BX(a, µ0), ε ∈ (0, ε0], (1.1)

где L(ε) — ограниченная на (0, ε0] функция.

Пусть функция µ(ε) отображает полуинтервал (0, ε0] в (0, µ0]. Далее полагаем, что µ(ε) → 0
при ε → 0. Функцию s(ε) : [0, ε0] → (0,∞) назовем масштабирующим множителем, если
s(ε) → ∞, s(ε)µ2(ε)L(ε) → 0 при ε → 0. Обозначим через Gε образ шара BX(a, µ(ε))

Gε = {Fε(x) : x ∈ BX(a, µ(ε))}.

Справедливо следующее утверждение.
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Теорема 1. Пусть выполнено условие (1.1) и µ(ε) → 0 при ε → 0. Пусть s(ε) — мас-

штабирующий множитель. Тогда

h(s(ε)(coGε − Fε(a)), µ(ε)s(ε)F
′

ε(a)BX(0, 1)) → 0 при ε → 0,

где h — хаусдорфово расстояние между множествами, символом “co” обозначена выпуклая

оболочка множества.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольного элемента x ∈ BX(a, µ(ε)), используя теорему
о среднем, запишем равенство

Fε(x)−Fε(a) = F
′

ε(x̄(ε))(x−a) = F
′

ε(a)(x−a)+(F
′

ε(x̄(ε))−F
′

ε(a))(x−a) = F
′

ε(a)(x−a)+ r(ε, x).

Здесь x̄(ε) — точка отрезка, соединяющего x и a. Из условия (1.1) вытекает следующее нера-
венство:

‖r(ε, x)‖ ≤ L(ε)‖x̄(ε) − a‖ · ‖x− a‖ ≤ L(ε)µ2(ε).

Вычисляя супремум от обеих частей равенства

(y∗, Fε(x)− Fε(a)) = (y∗, F
′

ε(a))(x − a) + r(ε, x)),

на шаре BX(a, µ(ε)) получим

sup
‖x−a‖≤µ(ε)

(y∗, Fε(x)− Fε(a)) ≤ sup
‖x−a‖≤µ(ε)

(y∗, F
′

ε(a)(x − a)) + sup
‖x−a‖≤µ(ε)

(y∗, r(ε, x)).

Здесь y∗ — произвольный элемент из сопряженного к Y пространства Y ∗, (·, ·) — билинейная
форма, приводящая Y и Y ∗ в двойственность. Применяя подобную операцию к равенству
F

′

ε(a)(x− a) = Fε(x)− Fε(a)− r(ε, x), будем иметь

sup
‖x−a‖≤µ(ε)

(y∗, F
′

ε(a)(x− a)) ≤ sup
‖x−a‖≤µ(ε)

(y∗, Fε(x)− Fε(a)) + sup
‖x−a‖≤µ(ε)

(−y∗, r(ε, x)).

Из доказанных неравенств, учитывая оценку для r(ε, x), получим

∣

∣

∣
sup

‖x−a‖≤µ(ε)
(y∗, Fε(x)− Fε(a))− sup

‖x−a‖≤µ(ε)
(y∗, F

′

ε(a)(x− a))
∣

∣

∣
≤ L(ε)‖y∗‖µ2(ε). (1.2)

Очевидно, что

sup
‖x−a‖≤µ(ε)

(y∗, Fε(x)− Fε(a)) = δ(y∗|Gε − Fε(a)) = δ(y∗|coGε − Fε(a)),

sup
‖x−a‖≤µ(ε)

(y∗, F
′

ε(a)(x − a)) = µ(ε)‖F ′

ε(a)
∗y∗‖ = µ(ε)δ(y∗|F ′

ε(a)BX(0, 1)),

где через δ(y∗|A) обозначена опорная функция множества A ⊂ X, T ∗ — стандартное обозначе-
ние для оператора, сопряженного к линейному ограниченному оператору T . Неравенство (1.2)
можно в таком случае записать в следующем эквивалентном виде:

sup
‖y∗‖=1

|δ(y∗|coGε − Fε(a))− µ(ε)δ(y∗|F ′

ε(a)BX(0, 1))| ≤ L(ε)µ2(ε).

Левая часть последнего неравенства представляет собой формулу для хаусдорфова расстояния
между ограниченными выпуклыми множествами coGε − Fε(a) и µ(ε)F

′

ε(a)BX(0, 1)), следова-
тельно,

h(coGε − Fε(a), µ(ε)F
′

ε(a)BX(0, 1)) ≤ L(ε)µ2(ε). (1.3)
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Умножив обе части неравенства (1.3) на s(ε) и принимая во внимание равенство h(λA, λB) =
λh(A,B), λ > 0, справедливое для хаусдорфова расстояния между множествами A,B, прихо-
дим к утверждению теоремы. �

Поясним смысл введения масштабирующего множителя s(ε). Если не умножать обе части
неравенства (1.3) на s(ε), то мы получим, разумеется, что

h(coGε − Fε(a), µ(ε)F
′

ε(a)BX(0, 1)) → 0, ε → 0,

учитывая, что константа Липшица L(ε) ограничена в окрестности нуля. Данное соотношение
не очень содержательно, так как понятно, что каждое из этих двух множеств стягивается к
нулю при ε → 0.

Во-первых, выбором s(ε) надо добиться, чтобы множество s(ε)µ(ε)F
′

ε(a)BX(0, 1)) не стя-
гивалось к нулю. Множитель s(ε) должен стремиться к бесконечности при ε → 0, его можно
интерпретировать как увеличение “микроскопа”, с помощью которого изучается асимптоти-
ческое поведение указанных множеств (см. [10]). Можно предложить следующий способ вы-
бора s(ε). Множество µ(ε)F

′

ε(a)BX(0, 1)) — центрально-симметричное выпуклое множество с
центром в нуле. Введем две величины, определяющие максимальный и минимальный “разме-
ры” центрально-симметричного множества A ⊂ X

λmax(A) = sup‖y∗‖=1δ(y
∗|A), λmin(A) = inf‖y∗‖=1δ(y

∗|A).

Если A имеет непустую внутренность, то обе эти величины положительны. Предположим, что
множества F

′

ε(a)BX(0, 1)) имеют непустую внутренность при достаточно малых ε. Функцию
s(ε) выберем таким образом

s(ε) = 1/µ(ε)λmax(F
′

ε(a)BX(0, 1)),

это исключает стягивание s(ε)µ(ε)F
′

ε(a)BX(0, 1) к нулю при ε → 0.
Во-вторых, надо добиться, чтобы хаусдорфово расстояние между множествами s(ε)(coGε−

Fε(a)) и s(ε)µ(ε)F
′

ε(a)BX(0, 1) стремилось к нулю быстрее, чем λmin(s(ε)µ(ε)F
′

ε(a)BX(0, 1)) —
минимальный из размеров второго множества. Только в этом случае можно говорить, что
форма этих множеств близка между собой. Умножив обе части неравенства (1.3) на s(ε),
получим, что данное условие будет выполнено, если

µ(ε)L(ε)/λmax(F
′

ε(a)BX(0, 1)) = o(λmin(F
′

ε(a)BX(0, 1))),

т. е. данное условие не зависит от выбора масштабирующего множителя.

Пусть X,Y — действительные гильбертовы пространства. Предположим, что отображе-
ние F : BX(a, µ0) → Y дифференцируемо и его производная Фреше F

′

удовлетворяет усло-
вию Липшица с константой L. Пусть отображение F регулярно в точке a, т. е. оператор
F ′(a) : X → Y является сюрьективным (отображением на). Из последнего свойства следует
существование положительного числа γ, такого что ‖F ′(a)∗y‖ ≥ γ‖y‖ для всех y ∈ Y , что
эквивалентно неравенству

(F ′(a)F ′(a)∗y, y) ≥ γ2‖y‖2

для всех y ∈ Y . В качестве γ2 можно взять, например, минимальное собственное число само-
сопряженного оператора F ′(a)F ′(a)∗.

В работе [12] показано, что если выполняется неравенство µ ≤ min
{

µ0,
γ

2L

}

то образ шара

B(a, µ) — множество G = {F (x) : x ∈ B(a, µ)} — является выпуклым.
Рассмотрим семейство операторов Fε, считая далее, что X — гильбертово пространство,

Y = R
n — конечномерное евклидово пространство. Пусть отображения Fε регулярны в точ-

ке a. Обозначим через γ2(ε) и η2(ε) (γ(ε) > 0, η(ε) > 0) соответственно минимальное и макси-
мальное собственные числа оператора (матрицы) Wε := F ′

ε(a)F
′
ε(a)

∗. Заметим, что множество
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Eε := F
′

ε(a)BX(0, 1) в данном случае — конечномерный эллипсоид, определяемый соотноше-
нием Eε = {x ∈ R

n : x⊤W−1
ε x ≤ 1}, а η(ε) и γ(ε) — соответственно величины максимальной и

минимальной полуосей эллипсоида.
Найдем λmin(Eε), λmax(Eε). Вычисляя значение опорной функции, получим

δ(y∗|F ′

ε(a)BX(0, 1)) = sup
(u,u)≤1

(y∗, F
′

ε(a)u) = sup
(u,u)≤1

(F
′

ε(a)
∗y∗, u) = ‖F ′

ε(a)
∗y∗‖ =

√

(y∗,Wεy∗).

Следовательно,

λmin(F
′

ε(a)BX(0, 1)) = λmin(Eε) = min
‖y∗‖=1

√

(y∗,Wεy∗) =
√

γ2(ε) = γ(ε),

λmax(F
′

ε(a)BX(0, 1)) = λmax(Eε) = max
‖y∗‖=1

√

(y∗,Wεy∗) =
√

η2(ε) = η(ε).

Следствие 1.1. Пусть µ(ε) → 0, η(ε) ограничена в нуле и µ(ε)L(ε)/η(ε) = o(γ(ε))
при ε → 0. Пусть s(ε) — масштабирующий множитель, определенный равенством s(ε) =
1/µ(ε)η(ε). Тогда Gε выпукло для достаточно малых ε и

h(s(ε)(Gε − Fε(a)), µ(ε)s(ε)Eε) ≤ o(γ(ε)) → 0, ε → 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть γ(ε) → 0, при ε → 0. Поскольку µ(ε)L(ε)/η(ε) = o(γ(ε)),
то при достаточно малых ε выполняется неравенство 2µ(ε)L(ε) ≤ γ(ε), которое гарантирует,
что coGε = Gε. Следовательно, из теоремы 1 получаем утверждение следствия. При γ(ε) ≥
α > 0 неравенство 2µ(ε)L(ε) ≤ γ(ε), очевидно, выполнено при малых ε. В этом случае o(γ(ε))
означает величину стремящуюся к нулю. �

Таким образом, в условиях следствия образы шаров малого радиуса при нелинейном отоб-
ражении Fε(x) по форме близки к эллипсоидам.

2. Асимптотика множеств достижимости

Рассмотрим управляемую систему, аффинную по управлению

ẋ(t) = f1(t, x(t)) + f2(t, x(t))u(t), x(t0) = x0, (2.1)

где t0 ≤ t ≤ t1, x ∈ R
n, u ∈ R

r, функции f1 : [t0, t1]× R
n → R

n, f2 : [t0, t1]× R
n → R

n×r непре-
рывны и непрерывно дифференцируемы по x. Обозначим через L2 гильбертово пространство
интегрируемых с квадратом вектор-функций, скалярное произведение, в котором определено
равенством

(u(·), v(·)) =
t1
∫

t0

u⊤(t)v(t)dt.

Ограничения на u(·) заданы в виде шара B(0, µ) = {u(·) ∈ L2 : (u(·), u(·)) ≤ µ2} радиуса µ > 0.
Будем далее предполагать, что для любого u(·) ∈ B(0, µ0) существует и единственно ре-

шение x(t) системы (2.1), это решение определено на промежутке [t0, t1] и все траектории
системы (2.1), отвечающие управлениям из B(0, µ), принадлежат D ⊂ R

n.
Обозначим G(t1) = {x ∈ R

n : ∃u(·) ∈ L2 : (u(·), u(·)) ≤ µ2, x = x(t1, u(·))}, G(t1) —
множество достижимости (2.1) в заданный момент t1.

Предположение 2. Функции f1(t, x), f2(t, x) имеют непрерывные производные по x, ко-

торые удовлетворяют условию Липшица: для всех t ∈ [t0, t1], x1, x2 ∈ D

∥

∥

∥

∂f1
∂x

(t, x1)−
∂f1
∂x

(t, x2)
∥

∥

∥
≤ L3‖x1 − x2‖,

∥

∥

∥

∂f2
∂x

(t, x1)−
∂f2
∂x

(t, x2)
∥

∥

∥
≤ L4‖x1 − x2‖,

где Li ≥ 0 для i = 3, 4.
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Далее мы исследуем поведение множеств достижимости G(t1) при фиксированном µ в предпо-
ложении, что интервал [t0, t1] является малым. Используя предложенную в [11] замену време-
ни, мы сводим задачу описания множества достижимости на малом интервале к аналогичной
задаче на фиксированном интервале для системы, уравнения которой и интегральные огра-
ничения на управление зависят от малого параметра.

Далее мы предполагаем, что уравнения системы (2.1) определены на отрезке [t0, t̄1], что все
траектории системы (2.1), отвечающие управлениям u(·) ∈ B(0, µ), t ∈ [t0, t̄1], принадлежат
компакту D и предположение 2 выполняется на [t0, t̄1]. Рассмотрим t0 < t1 ≤ t̄1 и обозначим
t1−t0 = ε. Произведя замену времени t = ετ+t0 и положив y(τ) = x(ετ+t0), v(τ) = εu(ετ+t0),
мы получим

ẏ(τ) = f̃1(τ, y(τ)) + f̃2(τ, y)v(τ), 0 ≤ τ ≤ 1, y(0) = x0, (2.2)

где f̃1(τ, y) = εf1(ετ + t0, y), f̃2(τ, y) = f2(ετ + t0, y) при ограничении на управление v(·),
заданном неравенством

1
∫

0

v⊤(t)v(t)dt ≤ (µ
√
ε)2. (2.3)

Заметим, что траектории системы (2.2), (2.3), как и ранее, принадлежат D при ε ≤ t̄1 − t0 и
y(τ, 0) = x(ετ + t0, 0).

Определим семейство отображений Fε : L2[0, 1] → R
n равенством Fε(v(·)) = yε(1, v(·)), где

yε(t, v(·)) — соответствующее управлению v(·) решение системы (2.2). Тогда, в силу того что
y(1, v(·)) = x(t1, u(·)), имеет место равенство

G̃(1) = G(t1) = Gε := {Fε(x) : x ∈ B(0, µ(ε))}.

Здесь G̃(1) — множество достижимости системы (2.2) при ограничении (2.3), µ(ε) = µ
√
ε.

Отметим, что G̃(1) и G(t1) зависят от малого параметра ε, хотя это явным образом и не
отражено в используемых обозначениях.

Производная отображения Fε(v(·)) определяется равенством F ′
ε(v(·))∆v(·) = ∆y(1), где

∆y(t) — решение линеаризованной вдоль пары y(t, v(·)), v(·) системы

∆̇y(t) = εAε(t)∆y(t) +Bε(t)v(t), t ∈ [0, 1], ∆y(0) = 0.

При выполнении условий предположения 2 отображение F ′
ε(v(·)) удовлетворяет условию Лип-

шица с константой L(ε) = L0 + L1ε (L0, L1 ≥ 0) [13]. Причем если коэффициенты матрицы f2
в уравнении системы не зависят от состояния (f2(t, x) = f2(t)), то L0 = 0. Ограничения на
управление заданы шаром BL2

(0, 1) с центром в нуле. Самосопряженный оператор F ′
ε(0)F

′
ε(0)

∗

имеет вид

F ′
ε(0)F

′
ε(0)

∗ = Wε(1),

где симметричная неотрицательно определенная матрица Wε(t) — грамиан управляемости
линеаризованной в окрестности нулевого управления системы (2.2). Грамиан определяется
равенством

Wε(t) =

t
∫

0

Xε(t, τ)Bε(t)B
⊤
ε (t)X

⊤
ε (t, τ)dτ.

Здесь Xε(t, τ) — фундаментальная матрица решений однородной системы (Ẋε(t, τ) =
εAε(t)Xε(t, τ), X(τ, τ) = I). Регулярность отображения F ′

ε(0) эквивалентна невырожденности
грамиана, которая, в свою очередь, имеет место тогда и только тогда, когда линеаризованная
система вполне управляема. В данном случае F ′

ε(0)BL2
(0, 1) — множество достижимости в мо-

мент t = 1 системы, линеаризованной вдоль траектории, отвечающей нулевому управлению.
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Известно (см., например, [2]), что это множество является эллипсоидом в R
n, который можно

представить в следующем виде:

F ′
ε(0)BL2

(0, 1) = {x ∈ R
n : x⊤W−1

ε (1)x ≤ 1}.

Далее для краткости используем обозначение Wε = Wε(1). Сделаем невырожденную замену

переменных z = W
−1/2
ε x, для произвольного вектора x из множества достижимости будем

иметь неравенство (z, z) ≤ 1, т. е. z ∈ BRn(0, 1). Отсюда получаем

F ′
ε(0)BL2

(0, 1) = W 1/2
ε BRn(0, 1).

Пусть, как и ранее, γ2(ε), η2(ε) минимальное и максимальное собственные числа Wε. Так как
µ(ε) = µ

√
ε то условие µ(ε)L(ε)/η(ε) = o(γ(ε)) принимает вид

√
εL(ε)/η(ε) = o(γ(ε)). (2.4)

В итоге мы приходим к следующему утверждению.

Утверждение. Пусть при ε → 0 имеет место соотношение (2.4). Тогда множество

достижимости G(t1) выпукло при достаточно малых t1 и

h
(

s(ε)(G(t1)− x(t1, 0)), µ(ε)s(ε)W
1/2
ε BRn(0, 1)

)

→ 0 при ε → 0. (2.5)

Здесь t1 = t0 + ε, x(t, 0) — решение системы, отвечающее нулевому управлению, s(ε) =
1/(µ η(ε)

√
ε) — масштабирующий множитель.

В общем случае проверка выполнения условия (2.4) представляет достаточно трудную за-
дачу, так как требует исследования асимптотики грамиана управляемости для нестационар-
ной линейной системы, зависящей от малого параметра. Для отдельных случаев стационар-
ных управляемых систем в [13] получены оценки минимального собственного числа грамиана
управляемости линеаризованной системы.

Пусть исходная система имеет вид

ẋ(t) = f(x(t)) +Bu(t), x(0) = x0, 0 ≤ t ≤ t1, (2.6)

0 ≤ t ≤ t1, x ∈ R
n , u ∈ R, f : Rn → R

n, B — матрица размеров n× 1 с интегральными квадра-
тичными ограничениями на управление u(·) ∈ B(0, µ). Считаем, что существует компактное
множество D ⊂ R

n, содержащее все траектории системы (2.6) и градиент f(x) удовлетворяет
условию Липшица на D.

Пусть A(t) =
∂f

∂x
(x(t, 0)), где x(t, 0) — траектория, порожденная нулевым управлением.

Предположим, что f(x0) = 0, тогда x(t, 0) ≡ x0, следовательно,

A(t) =
∂f

∂x
(x(t, 0)) =

∂f

∂x
(x0) = A

— постоянная матрица. Линеаризованная система в этом случае имеет вид

∆̇y(t) = εA∆y(t) +Bv(t), t ∈ [0, 1], ∆y(0) = 0.

Пусть γ2(ε) — минимальное собственное число Wε. В [13] показано, что если пара (A,B)
управляема, то γ2(ε) ≥ αε2 при n = 2 и γ2(ε) ≤ βε4 при n ≥ 3 для некоторых α, β > 0. Так
как для системы (2.6) L(ε) = L1ε и η(ε) = a+O(ε), a > 0, то

√
εL(ε)/η(ε) = L1ε

3/2/(a+O(ε)) = o(ε) = o(γ(ε)).

Это влечет выполнение условия (2.4) и, следовательно, соотношения (2.5) при n = 2. Для
систем порядка n ≥ 3 с одним входом выполнение соотношения не гарантируется.

В следующем разделе мы иллюстрируем применение полученных результатов к исследо-
ванию асимптотики множеств достижимости для нескольких нелинейных систем 2-го и 3-го
порядков.
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3. Примеры

3.1. Осциллятор Дуффинга

Рассмотрим в качестве примера осциллятор Дуффинга, описываемый уравнением

ẋ1 = x2, ẋ2 = −x1 − 10x31 + u, 0 ≤ t ≤ ε (3.1)

при интегральных ограничениях на управление

ε
∫

0

u2(t)dt ≤ µ2,

при нулевых начальных условиях x1(0) = 0, x2(0) = 0. Дифференцируя функцию Ляпунова

V (x) = V (x1, x2) =
5

2
x41 +

1

2
x21 +

1

2
x22

вдоль траектории системы (3.1) и применяя аналог леммы Грануолла, можно доказать, что
все траектории системы (3.1) с нулевым начальным состоянием принадлежат компактному
множеству D = {x ∈ R

2 : V (x) ≤ µ2ε} [14].

Линеаризованная вдоль траектории x(t) ≡ 0, отвечающей нулевому управлению, система
имеет матрицы

A =

(

0 1
−1 0

)

, B =

(

0
1

)

и, следовательно, является вполне управляемой. Грамиан управляемости Wε представим в
виде [13] Wε = S2(ε) + ε3R(ε), где

S2(ε) =

(

ϕ1(ε) ϕ2(ε)
ϕ2(ε) ϕ3(ε)

)

,

R(ε) — ограниченная матричная функция, ϕ1(ε) =
1

3
ε2, ϕ2(ε) =

1

2
ε, ϕ3(ε) = −1

3
ε2 + 1.

Собственные значения матрицы Wε имеют вид

λmin(Wε) = ν(Wε) =
ε2

12
+ o(ε2), λmax(Wε) = 1− ε2

12
+ o(ε2).

Используя спектральное разложение матрицы Wε = UεDεU
⊤
ε , получим W

1/2
ε = UεD

1/2
ε U⊤

ε .

Здесь Dε = diag(ε2/12 + o(ε2), 1 − ε2/12 + o(ε2)), D
1/2
ε = diag(ε/

√
12 + o(ε), 1 + o(ε)), Uε —

ортогональная матрица.

При выборе s(ε) = 1/µ
√
ε мы имеем, учитывая, что UεB(0, 1) = B(0, 1) в силу ортогональ-

ности Uε, следующее равенство

s(ε)G(ε) = Uεdiag(ε/
√
12, 1)BR2(0, 1) + rε,

где множество rε таково, что h(rε, {0}) = o(ε) при ε → 0. Таким образом, множество дости-
жимости G(ε) при малых ε близко по форме к эллипсоиду с полуосями, пропорциональными
ε/
√
12 и 1. Иллюстрацией к данному заключению могут служить результаты численного мо-

делирования в работе [13], демонстрирующие поведение множеств достижимости осциллятора
Дуффинга при разных значениях длины временного интервала.
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3.2. Билинейная система 2-го порядка с двумя входами

Рассмотрим билинейную систему

{

ẋ1 = x2u1 − x1u2,
ẋ2 = −x1u1 − x2u2,

начальное состояние которой задано равенствами x1(0) = 1, x2(0) = 0. При ограничениях на
управление вида |u1(t)| ≤ 1, |u2(t)| ≤ 1, 0 ≤ t ≤ ε, множество достижимости G(ε) не выпукло
при любом ε > 0 [15, с. 282]. Действительно, если записать систему в полярных координатах

{

ṙ = −ru2,
ϕ̇ = −u1,

то понятно, что множество достижимости представляет собой часть кругового кольца на плос-
кости: G(ε) = {(r, ϕ) : exp(−ε) ≤ r ≤ exp(ε),−ε ≤ ϕ ≤ ε}. Если заменить поточечные ограни-
чения на управление на интегральные ограничения следующего вида

ε
∫

0

u21(t)dt ≤ 1,

ε
∫

0

u22(t)dt ≤ 1,

то G(ε) будет по-прежнему частью кругового кольца G(ε) =
{

(r, ϕ) : exp(−√
ε) ≤ r ≤

exp(
√
ε),−√

ε ≤ ϕ ≤ √
ε
}

, т. е. не выпуклой. Заметим, что раздельные интегральные огра-
ничения нельзя представить как ограничение на норму в гильбертовом пространстве L2.

Рассмотрим далее совместные интегральные ограничения на управление

t1
∫

0

(

u21 + a2u22
)

dt ≤ 1,

где a > 0 — заданный параметр. Все траектории системы лежат внутри компактного множе-
ства на плоскости. Это легко доказать, используя переход к полярным координатам.

Сделав замену управления ũ2 = au2 и сохранив прежние обозначения для управления,
придем к системе











ẋ1 = x2u1 −
1

a
x1u2,

ẋ2 = −x1u1 −
1

a
x2u2

с ограничениями на норму управления в L2

∫ t1

0

(

u21 + u22
)

dt ≤ 1. Матрицы A,B линеаризован-

ной вдоль траектории x(t) ≡ (1, 0), отвечающей нулевому управлению, системы имеют вид

A =

(

0 0
0 0

)

, B =

(

0 −1/a
−1 0

)

;

система, следовательно, является вполне управляемой. Грамиан управляемости Wε здесь не
зависит от ε :

Wε = BB⊤ =

(

1/a2 0
0 1

)

.

Поскольку ν(Wε) и константа Липшица L не зависят от ε, то условие µ(ε) =
√
ε ≤ ν/2L,

очевидно, выполнено для достаточно малых ε. Таким образом, множество достижимости G(ε)
является выпуклым. Если взять в качестве масштабирующего множителя s(ε) = 1/

√
ε, то при

малых ε множество s(ε)G(ε) близко к эллипсоиду E = {(x1, x2) : a2x21 + x22 ≤ 1}.
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Множества достижимости для билинейной системы

На рисунке приведены результаты численного моделирования для данного примера при
a = 5. В верхней его части изображены границы множеств достижимости для значений ε от
0.1 до 0.01 с шагом 0.01. Из рисунка видно, что невыпуклые при ε, близких к 0.1, множества
достижимости становятся выпуклыми по мере убывания длины промежутка времени. Нижняя
часть рисунка соответствует значениям ε от 0.001 до 0.0001. Здесь уже все множества выпуклы
и по форме близки к эллипсоидам, полуоси которых относятся как 1 к 5.

3.3. Уницикл

Данный пример демонстрирует невыпуклость множеств достижимости с интегральными
ограничениями на управление даже при малых длинах временного промежутка.

Рассмотрим систему 3-го порядка (уницикл)







ẋ1 = cos x3,
ẋ2 = sinx3,
ẋ3 = u

x1 (0) = x2 (0) = x3 (0) = 0,

на отрезке [0, ε], где ε > 0. При геометрических ограничениях на управление множества до-
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стижимости для данной системы на плоскости (x1, x2) исследованы в [16] (см., также [17,
c. 114–121]), общий трехмерный случай изучен в работе [18]. Множества достижимости в дан-
ной системе не являются выпуклыми.

Мы здесь рассматриваем интегральные ограничения на u (t), заданные неравенством

ε
∫

0

u2(τ)dτ 6 µ2.

Покажем, что множество достижимости системы G(ε) в данном случае также не является
выпуклым при любом ε > 0. Рассмотрим задачу оптимального управления с линейным тер-
минальным критерием

x1(ε) → min, x(ε) ∈ G(ε). (3.2)

Так как множество достижимости замкнуто [5], то решение задачи существует. Выберем
какую-либо оптимальную траекторию и обозначим эту траекторию и порождающее ее управ-
ление через x0(t) и u0(t), соответственно. Решение задачи не единственно, так как понятно, что
для управления u(t) = −u0(t) мы будем иметь x3(t) = −x03(t), x1(t) = x01(t), x2(t) = −x02(t).
То есть u(t) — также оптимальное управление.

Введя дополнительную переменную x4 равенством ẋ4(t) = u2(t), задачу (3.2) представим
в виде x1(ε) → min при ограничениях















ẋ1 = cosx3,
ẋ2 = sinx3,
ẋ3 = u,
ẋ4 = u2,

xi (0) = 0, i = 1, . . . , 4,

x4 (ε) ≤ µ2.

Выпишем принцип максимума Понтрягина для данной задачи. Рассмотрим функцию Понтря-
гина H(p, x, u) = p1 cos x3+p2 sinx3+p3u+p4u

2 и функцию l(λ0, λ1, x) = λ0x1+λ1(x4−µ2). Оп-
тимальное управление u0(t) удовлетворяет условию: существуют множители Лагранжа λ0 ≥ 0,
λ1 ≥ 0, (λ0, λ1) 6= 0, такие что

H(p(t), x0(t), u0(t)) = max
u

H(p(t), x0(t), u), 0 ≤ t ≤ ε,

где p(t) = (p1(t), p2(t), p3(t), p4(t)) – решение сопряженной системы















ṗ1 = −Hx1
= 0,

ṗ2 = −Hx2
= 0,

ṗ3 = −Hx3
= p1 sinx

0
3(t)− p2 cosx

0
3(t),

ṗ4 = −Hx4
= 0;

выполнены также условие трансверсальности p(ε) = −lx(λ0, λ1, x
0(ε)) = −(λ0, 0, 0, λ1) и усло-

вие дополняющей нежесткости λ1(x
0
4(ε)− µ2) = 0.

Из принципа максимума следует, что Hu(p(t), x
0(t), u0(t)) = 0, и значит 2u0(t)p4(t) =

−p3(t). В итоге получаем














p1 = −λ0,
p2 = 0,
ṗ3 = −λ0 sinx

0
3(t),

p4 = −λ1.

Если λ1 = 0, то максимум H по u не достигается, что противоречит принципу максимума.
Отсюда λ1 6= 0 и, следовательно, p4 = −λ1 6= 0. Если λ0 = 0, то p3(t) ≡ 0, и значит u0(t) ≡ 0.
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Но при нулевом управлении x3(t) ≡ 0, cos x3 ≡ 1, что соответствует максимальному, а не
минимальному значению x1(ε).

Таким образом, λ0 6= 0, u0(t) =
1

2
λ−1
1 p3, и пара (x03, p3) есть решение краевой задачи.



















ṗ3 = −λ0 sinx3,

ẋ3 =
1

2
λ−1
1 p3,

p3(ε) = 0,
x3(0) = 0.

(3.3)

Из второго уравнения системы (3.3) получаем

∫ ε

0
sinx03(τ)dτ = 0.

Интегрируя первое из уравнений системы (3.3), с учетом равенства p3(ε) = 0 будем иметь
p3(0) = 0. Таким образом, p3(t), x

0
3(t) — решение системы (3.3) с нулевыми начальными

условиями, и в силу теоремы единственности решения дифференциального уравнения имеем
p3(t) ≡ 0, x03(t) ≡ 0. Но x03(t) ≡ 0 соответствует решению задачи на максимум, а не мини-
мум x1(ε).

Условие x02(ε) 6= 0 справедливо для любой оптимальной траектории в задаче (3.2). Выбрав
ū(t) = −u0(t), получим другую оптимальную траекторию x̄(t), для которой x̄2(t) = −x02(t),

x̄1(t) = x01(t). Рассмотрим точку x̂ =
1

2
x0(ε) +

1

2
x̄(ε), у которой x̂1 = x01(ε), x̂2 = 0. Покажем,

что x̂ /∈ G(ε). Действительно, если x̂ ∈ G(ε), то найдется допустимая траектория x̂(t), такая
что x̂(ε) = x̂. Так как x̂1 = x̂1(ε), то x̂(t) — оптимальная траектория. Но при этом x̂2(ε) = 0,
что противоречит доказанному выше утверждению. Таким образом, полусумма точек x0(ε),
x̄(ε) ∈ G(ε) не принадлежит G(ε), т. е. G(ε) невыпукла при любом ε > 0.
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