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Рассматривается линейная задача управления при наличии воздействия со стороны неконтролируемой

помехи. Известно только, что ее значения принадлежат заданному связному компакту. Задан момент

окончания процесса управления. Терминальная составляющая платы зависит от модуля линейной функ-

ции фазовых переменных. Интегральная составляющая платы задается интегралом от степени управ-

ления. Считается, что возможна одна поломка, которая приводит к изменению динамики управляемого

процесса. Время наступления поломки заранее не известно. Управление строится исходя из принципа ми-

нимизации гарантированного результата. Противной стороной выступает помеха и момент наступления

поломки. Найдены необходимые и достаточные условия, при выполнении которых допустимое управление

является оптимальным.
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A linear control problem is considered in the presence of an uncontrolled disturbance. It is only known

that the values of the disturbance belong to a given connected compact set. The terminal time of the control

process is fixed. The terminal component of the payoff depends on the modulus of a linear function of the phase

variables, and the integral component is given by an integral of a power of the control. We admit the possibility

of one breakdown leading to a change in the dynamics of the control process. The time of the breakdown is

not known in advance. The construction of the control is based on the principle of minimizing the guaranteed

result. The opponents are the disturbance and the time of the breakdown. Necessary and sufficient conditions

for the optimality of an admissible control are found.
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Введение

Задача управления с возможными нарушениями в динамике в результате поломки мо-
жет быть рассмотрена в рамках подхода, который основывается на принципе оптимизации
гарантированного результата [1]. Такой подход естественен, если известен только промежу-
ток времени, когда может произойти поломка. К числу первых работ, посвященных задачам
управления с поломкой в такой постановке, относится исследование [2].

Линейную задачу управления при наличии воздействия со стороны неконтролируемой по-
мехи и с фиксированным моментом окончания процесса управления с помощью линейной
замены переменных [3] можно свести к виду, когда в правой части новых уравнений стоит
только сумма управления и помехи, значения которых принадлежат заданным множествам,
зависящим от времени. Важный класс составляют задачи, когда в приведенном виде как тер-
минальное множество, так и воздействия управления и помехи описываются одним и тем же
выпуклым компактом, который может быть параллельно перенесен и гомотетично растянут.
Такую динамику имеют после замены переменных известные дифференциальные игры “изо-
тропные ракеты” [4], контрольный пример Л .С.Понтрягина [5], в которых помехой является
управление второго игрока-противника. Для таких дифференциальных игр в [5] построен аль-
тернированный интеграл. В [6] представлен альтернированный интеграл для однотипных игр

1Работа выполнена при поддержке РНФ (проект 19-11-00105).
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с произвольным выпуклым замкнутым терминальным множеством и построены оптимальные
позиционные управления игроков. В [7] первый игрок, выводя фазовую точку на круг задан-
ного радиуса, минимизирует интегральную плату, которая задается интегралом от выпуклой
функции, зависящей от нормы его управления.

В случае, если в линейной задаче управления с помехой терминальная составляющая пла-
ты является значением в момент окончания процесса управления модуля линейной функции
от фазовых переменных, линейная замена переменных приводит к однотипной задаче, когда
множества значений управления и помехи суть отрезки, зависящие от времени. В работе [8]
рассмотрена такая задача, когда плата является суммой как терминальной составляющей, так
и интеграла от выпуклой функции. Найдены необходимые условия, которым удовлетворяет
оптимальное управление. В [9] рассмотрена аналогичная задача, в которой интегральная со-
ставляющая платы является интегралом от степени нормы управления. Найдены необходимые
и достаточные условия, при выполнении которых управление является оптимальным.

В настоящей работе рассматривается линейная задача управления при наличии воздей-
ствия со стороны неконтролируемой помехи с заданным моментом окончания процесса управ-
ления. Терминальная составляющая платы зависит от модуля линейной функции фазовых
переменных в момент окончания процесса управления. Интегральная составляющая платы
задается интегралом от степени управления. Считается, что возможна одна поломка, которая
приводит к изменению динамики управляемого процесса. Время наступления поломки зара-
нее не известно. Управление строится исходя из принципа минимизации гарантированного
результата. Найдены необходимые и достаточные условия, при выполнении которых допусти-
мое управление является оптимальным.

1. Постановка задачи

Рассматривается управляемый процесс

ẋ = A(t)x+B(t)ξ + φC(t)χ+ η, x(t0) = x0; x ∈ R
m, t0 ≤ t ≤ p. (1.1)

Здесь p — заданный момент окончания процесса управления; t0 — начальный момент времени;
ξ ∈ M ⊂ R

d; φ ∈ R и χ ∈ N ⊂ R
ρ являются управлениями. Множества M и N суть связные

компакты, симметричные относительно начала координат. Помеха η принадлежит связному
компакту Q ⊂ R

m. Непрерывные при t0 ≤ t ≤ p матрицы A(t) и C(t) имеют размерности
m × m и m × ρ соответственно. Далее, B(t) = B1(t) при t0 ≤ t < τ ≤ p и B(t) = B2(t) при
τ ≤ t ≤ p. Здесь Bj(t), j = 1, 2 непрерывные при t0 ≤ t ≤ p матрицы размерности m× d.

Такая ситуация может иметь место, когда в момент времени t0 ≤ τ ≤ p происходит поломка
и меняется динамика процесса. Момент поломки τ заранее не известен.

Определим допустимое управление. Задано число q > 1. Обозначим через Lq[t0, p] про-
странство измеримых функций φ : [t0, p] → R с суммируемой на отрезке [t0, p] степенью |φ(r)|q.
Допустимым управлением являются неотрицательная функция φ(·) ∈ Lq[t0, p] и произвольные
функции χ : [t0, p]×R

m → N и ξ : [t0, p]×R
m →M . Помеха реализуется в виде произвольной

функции η : [t0, p]× R
m → Q.

Такое определение допустимого управления продиктовано следующим соображением. В
задачах управления механическими системами переменного состава, движение в которых опи-
сывается уравнением Мещерского [10], возможен случай, когда закон изменения реактивной
массы нужно задавать программным образом, а управлять можно только направлением от-
носительной скорости ее отделения. В этом случае приходим к сформулированному выше
допустимому управлению.

Следуя [3], движения системы (1.1), порожденные допустимыми управлением и помехой,
определим с помощью ломаных.

Возьмем разбиение ω отрезка [t0, p] с диаметром d(ω):

ω : t0 < t1 < . . . < tl < tl+1 = p, d(ω) = max(ti+1 − ti), i = 0, l.
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Построим xω(t) при t0 < t ≤ t1 как решение задачи Коши:

ẋω(t) = A(t)xω(t) +B(t, τ)ξ(t0, xω(t0)) + φ(t)C(t)ξ(t0, xω(t0)) + η(t0, xω(t0)), xω(t0) = x0.

Обозначим x1 = xω(t1). Построим xω(t) при t1 < t ≤ t2 как решение задачи Коши:

ẋω(t) = A(t)xω(t) +B(t, τ)ξ(t1, xω(t1)) + φ(t)C(t)ξ(t1, xω(t1)) + η(t1, xω(t1)), xω(t1) = x1.

Далее, предположим, что xω(t) построено при ti−1 < t ≤ ti, i ≤ l. Обозначим xi = xω(ti).
Построим xω(t) при ti < t ≤ ti+1 как решение задачи Коши

ẋω(t) = A(t)xω(t) +B(t, τ)ξ(ti, xω(ti)) + φ(t)C(t)ξ(ti, xω(ti)) + η(ti, xω(ti)), xω(ti) = xi. (1.2)

Здесь обозначено B(t, τ) = B1(t) при t0 ≤ t < τ и B(t, τ) = B2(t) при τ ≤ t ≤ p.
Можно показать, что семейство ломаных (1.2), определенных на отрезке [t0, p], являет-

ся равномерно ограниченным и равностепенно непрерывным [11, с. 56]. По теореме Арцела
[12, с. 104], из любой последовательности ломаных (1.2) можно выделить подпоследователь-
ность, равномерно сходящуюся на отрезке [t0, p]. Под движением, реализовавшимся при допу-
стимых φ(t), ξ(t, x), η(t, x) и моменте поломки τ из начального состояния x(t0) = x0, будем
понимать любой равномерный предел последовательности ломаных (1.2), у которых диаметр
разбиения d(ω) стремится к нулю.

Показателем качества управления является величина

G (|〈ψ0, x(p)〉| − C) +

p
∫

t0

φq(r)dr. (1.3)

Здесь ψ0 ∈ R
m — заданный вектор; 〈·, ·〉 — скалярное произведение в R

m; C — заданное число;
G : [0,+∞) → R — заданная функция.

Управление строится исходя из принципа минимизации гарантированного результата [1]
показателя качества (1.3).

2. Переход к одномерной однотипной задаче

Следуя [3, с. 160], перейдем к новой управляемой системе, в уравнениях движения которой
отсутствует фазовый вектор. Рассмотрим при t0 ≤ t ≤ p решение ψ(t) задачи Коши:

ψ̇ = −A∗(t)ψ, ψ(t0) = ψ0. (2.1)

Здесь A∗(t) — транспонированная матрица. Положим

β−(t) = min
η∈Q

〈ψ(t), η〉, β+(t) = max
η∈Q

〈ψ(t), η〉. (2.2)

Тогда из связности компакта Q следует [13, с. 333, теорема 4], что

〈ψ(t), η〉 =
1

2
(β+(t) + β−(t)) + β(t)v, |v| ≤ 1, β(t) =

1

2
(β+(t)− β−(t)) ≥ 0. (2.3)

Обозначим

bj(t) = max
ξ∈M

〈ψ(t), Bj(t)ξ〉, j = 1, 2; c(t) = max
χ∈N

〈ψ(t), C(t)χ〉. (2.4)

Из связности и из симметрии компактов M и N имеем, что bj(t) ≥ 0, c(t) ≥ 0 и

〈ψ(t), Bj(t)ξ〉 = −bj(t)u∗, |u∗| ≤ 1; 〈ψ(t), C(t)χ〉 = −c(t)u∗, |u∗| ≤ 1. (2.5)
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Следовательно, при φ(t) ≥ 0

〈ψ(t), Bj(t)ξ〉+ 〈ψ(t), φ(t)C(t)χ〉 = −bj(t)u∗ − φ(t)c(t)u∗ = −(bj(t) + φ(t)c(t))u, |u| ≤ 1.

Последнее равенство можно показать, заметив, что множество всех возможных значений вы-
ражения −bj(t)u∗−φ(t)c(t)u

∗ при |u∗| ≤ 1, |u∗| ≤ 1 совпадает с отрезком [−bj(t)−φ(t)c(t), bj(t)+
φ(t)c(t)]. Отметим, что функции (2.2) и (2.4) являются непрерывными [14, с. 84, лемма 3.5].
Следовательно, непрерывной является и функция β(t) (2.3).

Перейдем к новой переменной

z = 〈ψ(t), x〉 +
1

2

p
∫

t

(β+(r) + β−(r))dr − C. (2.6)

Тогда из (2.1) и (2.6) следует, что z(p) = 〈ψ0, x(p)〉 − C, а ломаная zω(t), отвечающая
ломаной (1.2), определяется равенствами

żω(t) = −(b(t, τ) + φ(t)c(t))ui + β(t)vi, |ui| ≤ 1, |vi| ≤ 1.

Здесь обозначено b(t, τ) = b1(t) при t0 ≤ t < τ и b(t, τ) = b2(t) при τ ≤ t ≤ p. Таким образом,
получили одномерную однотипную задачу управления

ż = −(b(t, τ) + φ(t)c(t))u + β(t)v, z(t0) = z0; φ(t) ≥ 0, |u| ≤ 1, |v| ≤ 1 (2.7)

с критерием качества

G(|z(p)|) +

p
∫

t0

φq(r)dr → min
u

max
v, τ

. (2.8)

В этой задаче допустимым управлением являются неотрицательная функция φ(·) ∈ Lq[t0, p]
и произвольная функция u(t, z) с |u(t, z)| ≤ 1. Допустимой помехой является произвольная
функция v(t, z) с |v(t, z)| ≤ 1. Движение z(t) определяется как равномерный предел последо-
вательности ломаных

zω(t) = zω(ti)−

t
∫

ti

(b(r, τ) + φ(r)c(r))dr u(ti, zω(ti))+

t
∫

ti

β(r)dr v(ti, zω(ti)), ti ≤ t ≤ ti+1, (2.9)

у которых zω(t0) = z0 и диаметр разбиения d(ω) → 0.

О п р е д е л е н и е. Решением задачи (2.7), (2.8) называются допустимое управление
φ0(t), u0(t, z) и число V0 такие, что

1) для любых допустимой помехи v(t, z), момента поломки t0 ≤ τ ≤ p и любого движе-
ния z(t) с начальным условием z(t0) = z0, порожденного φ0(t), u0(t, z) и v(t, z), выполнено
неравенство

G(|z(p)|) +

p
∫

t0

φ
q
0(r)dr ≤ V0;

2) для любого допустимого управления φ(t), u(t, z) и для любого числа V < V0 найдутся
допустимая помеха v(t, z) и момент поломки t0 ≤ τ ≤ p такие, что для движения z(t) с
начальным условием z(t0) = z0, порожденного φ(t), u(t, z) и v(t, z), выполнено неравенство

G(|z(p)|) +

p
∫

t0

φq(r)dr > V.
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3. Условия окончания в однотипной задаче

Рассмотрим уравнения движения (2.7) в более общем случае, когда z, u, v принадлежат
пространству R

n, а | · | — норма в R
n.

Зафиксируем неотрицательную функцию φ(·) ∈ Lq[t0, p], число ε ≥ 0 и рассмотрим задачу
управления с помехой и с возможной поломкой

ż = −a(t, τ)u+ βv, |u| ≤ 1, |v| ≤ 1 (3.1)

с условием окончания
|z(p)| ≤ ε. (3.2)

Здесь обозначено
a(t, τ) = b(t, τ) + c(t)φ(t). (3.3)

Для полноты изложения считаем, что функции bi(t) ≥ 0, i = 1, 2, β(t) ≥ 0 и c(t) ≥ 0

суммируемы на отрезке [t0, p], причем c(t) ∈ Lγ [t0, p]. Здесь γ =
q

q − 1
. Перепишем уравнение

ломаной (2.9) для уравнения (3.1)

zω(t) = zω(ti)−

t
∫

ti

a(r, τ)dr u(ti, zω(ti)) +

t
∫

ti

β(r)dr v(ti, zω(ti)), ti ≤ t ≤ ti+1. (3.4)

При t0 ≤ t ≤ p определим функции

D(t) = min
t≤τ≤p

(

τ
∫

t

b1(r)dr +

p
∫

τ

b2(r)dr

)

, f(t) =

p
∫

t

(β(r)− c(r)φ(r))dr −D(t), (3.5)

F (t) = max
t≤s≤p

f(s). (3.6)

Отметим, что эти функции являются непрерывными. Обозначим

̺(z) =
z

|z|
при |z| > 0 и ̺(0) — любое с ограничением |̺(0)| = 1. (3.7)

Теорема 1. Помеха v = ̺(z) с некоторым моментом поломки t0 ≤ τ ≤ p обеспечивает

выполнение неравенства

|z(p)| ≥ max(F (t0); |z0|+ f(t0)) (3.8)

для любого управления |u(t, z)| ≤ 1 и для любого реализовавшегося движения z(t) с начальным

условием z(t0) = z0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольный момент поломки t0 ≤ τ ≤ p. Под-
ставим помеху v = ̺(z) в формулу (3.4). Тогда из (3.7) и неравенства треугольника следует,
что любая ломаная zω(t) в точках ti ее разбиения ω удовлетворяет неравенству

|zω(ti+1)| ≥

∣

∣

∣

∣

zω(ti) +

ti+1
∫

ti

β(r)dr̺(z)

∣

∣

∣

∣

−

ti+1
∫

ti

a(r, τ)dr = |zω(ti)| −

ti+1
∫

ti

(a(r, τ) − β(r))dr.

Просуммируем эти неравенства. Для любой точки ti разбиения ω получим

|zω(p)| ≥ |zω(ti)| −

p
∫

ti

(a(r, τ) − β(r))dr. (3.9)
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Пусть последовательность ломаных zωk
(t), у которых диаметры разбиений стремятся к

нулю, равномерно сходится на отрезке [t0, p] к рассматриваемому движению z(t). Тогда из
(3.9) получим, что

|z(p)| ≥ |z(t)| −

p
∫

t

(a(r, τ) − β(r))dr (3.10)

для любого t0 ≤ t ≤ p.
Пусть |z0| + f(t0) ≥ F (t0). Из (3.3) и (3.5) следует, что существует момент поломки t0 ≤

τ ≤ p такой, что f(t0) =

p
∫

t0

(β(r) − a(r, τ))dr. Отсюда и из формулы (3.10) при t = t0 имеем

неравенство (3.8).
Пусть |z0| + f(t0) < F (t0). Из формул (3.3), (3.5) и (3.6) следует, что существуют числа

t0 ≤ s ≤ τ ≤ p такие, что

F (t0) =

p
∫

s

(β(r)− a(r, τ))dr.

Отсюда и из неравенства (3.10) при t = s получим, что |z(p)| ≥ |z(s)| + F (t0) ≥ F (t0). Стало
быть, неравенство (3.8) выполнено. �

Теорема 2. Управление u = ̺(z) обеспечивает выполнение неравенства

|z(p)| ≤ max(F (t0); |z0|+ f(t0)) (3.11)

для любой помехи |v(t, z)| ≤ 1 и при любом моменте поломки t0 ≤ τ ≤ p для любого реализо-

вавшегося движения z(t) с начальным условием z(t0) = z0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (3.5) и (3.6) следует, что f(p) = 0 и F (t) ≥ F (p) = 0 при всех
t0 ≤ t ≤ p. Поэтому, если |z(p)| = 0, то неравенство (3.11) выполнено.

Пусть |z(p)| > 0. Покажем, что существует число t0 ≤ t∗ < p такое, что

|z(t∗)| ≤ max(F (t0); |z0|+ f(t0))− f(t∗), (3.12)

|z(t)| > F (t)− f(t) для всех t∗ < t ≤ p. (3.13)

Неравенство (3.12) выполнено при t∗ = t0. Поэтому, если неравенство (3.13) выполнено при
всех t0 < t ≤ p, то искомым числом t∗ будет t0.

Пусть неравенство (3.13) нарушается для некоторых чисел t0 < t < p. Обозначим через
t∗ верхнюю грань этих чисел. Поскольку f(p) = F (p) = 0 и |z(p)| > 0, то t0 < t∗ < p. Далее,
неравенство (3.13) выполнено при всех t∗ < t ≤ p, а при t = t∗ в нем достигается равенство.
Отсюда, учитывая монотонность функции F (t), получим, что

|z(t∗)| = F (t∗)− f(t∗) ≤ F (t0)− f(t∗).

Следовательно, неравенство (3.12) выполнено.
Зафиксируем число t∗ < t∗ < p. Поскольку F (t) ≥ f(t), то из неравенства (3.13) следует,

что существует число δ > 0, для которого

|z(t)| ≥ 2δ при всех t∗ ≤ t ≤ p. (3.14)

Пусть последовательность ломаных zωk
(t), у которых диаметры разбиений стремятся к

нулю, равномерно сходится на отрезке [t0, p] к рассматриваемому движению z(t). Тогда из
неравенств (3.13) и (3.14), используя равномерную сходимость zωk

(t) → z(t), получим

|zωk
(t)| ≥ δ при всех t∗ ≤ t ≤ p (3.15)
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для всех достаточно больших номеров k. Из неравенства (3.15), используя свойство абсолютной
непрерывности интеграла Лебега [12, с. 282], имеем

|zωk
(t)| −

s
∫

t

a(r, τ)dr > 0 при всех t∗ ≤ t < s ≤ t+ d(ωk) ≤ p. (3.16)

Отбрасывая ненужные номера k, считаем, что неравенства (3.15) и (3.16) выполнены для всех
номеров k.

Рассмотрим ломаную zωk
(t). Пусть tik−1 < t∗ ≤ tik < . . . < tlk+1 = p — это часть точек

разбиения ωk. Используя неравенство (3.15), из формулы (3.7) получим, что

u(tj , zωj
(tj)) =

zωj
(tj)

|zωj
(tj)|

, j = ik, lk.

Подставим это управление в формулу (3.4). Получим

|zωk
(tj+1)| ≤

∣

∣

∣

∣

|zωk
(tj)| −

tj+1
∫

tj

a(r, τ)dr

∣

∣

∣

∣

+

tj+1
∫

tj

β(r)dr, j = ik, lk.

Отсюда и из неравенства (3.16) следует, что

|zωk
(tj+1)| ≤ |zωk

(tj)| −

tj+1
∫

tj

a(r, τ)dr +

tj+1
∫

tj

β(r)dr, j = ik, lk.

Просуммируем эти неравенства. Имеем

|zωk
(p)| ≤ |zωk

(tik)|+

p
∫

tik

(β(r)− a(r, τ))dr.

Перейдем к пределу в этом неравенстве и учтем, что tik → t∗. В получившемся неравенстве
перейдем к пределу при t∗ → t∗. В результате

|z(p)| ≤ |z(t∗)|+

p
∫

t∗

(β(r)− a(r, τ))dr.

Отсюда, используя формулы (3.5) и неравенство (3.12), выводим требуемое неравенст-
во (3.11). �

Из этих теорем получим, что если выполнены неравенства

|z0|+ f(t0) ≤ ε, F (t0) ≤ ε, (3.17)

то управление u = ̺(z) обеспечивает выполнение неравенства (3.2) для любой помехи
|v(t, z)| ≤ 1, для любого момента поломки t0 ≤ τ ≤ p и для любого реализовавшегося дви-
жения z(t) с начальным условием z(t0) = z0. Если же одно из неравенств (3.17) не выполнено,
то помеха v = ̺(z) при некотором моменте поломки обеспечивает выполнение противополож-
ного неравенства |z(p)| > ε для любого управления |u(t, z)| ≤ 1 и для любого реализовавшегося
движения z(t) с начальным условием z(t0) = z0.
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4. Условия оптимальности в однотипной задаче

Учитывая формулы (3.5) и (3.6), перепишем условия (3.17) в следующем виде:

|z0|+

p
∫

t0

(β(r)− c(r)φ(r))dr −D(t0)− ε ≤ 0, (4.1)

p
∫

t

(β(r)− c(r)φ(r))dr −D(t)− ε ≤ 0 для всех t0 ≤ t ≤ p. (4.2)

Здесь

ε ≥ 0, φ(·) ∈ Lq[t0, p], φ(t) ≥ 0. (4.3)

Далее будем считать, что выполнено следующее предположение.

Предположение 1. Функция G : [t0,+∞) → R является непрерывной, строго возраста-

ет, и G(ε) → +∞ при ε→ +∞.

Рассмотрим задачу

g(ε, φ(·)) = G(ε) +

p
∫

t0

φq(r)dr → min
ε, φ(·)

(4.4)

с ограничениями (4.1)–(4.3).

Теорема 3. Пусть ε0 ≥ 0 и φ0(t) — решение задачи (4.1)–(4.4). Тогда решением задачи

(2.7), (2.8) являются функции φ0(t), u = ̺(z) и число V0 = g(ε0, φ0(·)).

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится по аналогии с доказательством теоремы 2 из [9]. �

З а м е ч а н и е 1. Поскольку функция (3.7) удовлетворяет условию |̺(z)| = 1, то теоре-
ма 3 остается справедливой и для случая, когда ограничение на управление u в задаче (2.7),
(2.8) имеет вид равенства |u| = 1.

Теорема 4. Решение в задаче (4.1)–(4.4) существует.

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится по аналогии с доказательством теоремы 3 из [9]. �

З а м е ч а н и е 2. Если дополнительно к предположению 1 функция G : [t0,+∞) → R

является выпуклой, то решение в задаче (4.1)–(4.4) существует и единственно. Единственность
следует из того, что связи (4.1) и (4.2) являются линейными относительно неизвестных ε ≥ 0
и φ(t) ≥ 0, а функционал (4.4) выпуклый по этим неизвестным, причем по φ(t) он строго
выпуклый.

Приведем достаточные условия, при выполнении которых число ε0 и функция φ0(t) явля-
ются решением задачи (4.1)–(4.4). Доказательства теорем, как и доказательства аналогичных
теорем в работе [9], базируются на применении правила множителей Лагранжа. Однако нали-
чие слагаемого D(t) в условиях (4.1) и (4.2) потребовало внесение некоторых изменений в эти
доказательства.

Теорема 5. Пусть число ε0 и функция φ0 : [t0, p]→R удовлетворяют условиям (4.1)–(4.3).
Пусть существуют число λ ≥ 0 и неубывающая на отрезке [t0, p] функция θ(t) такие, что

θ(t0) = 0 и
p

∫

t0

θ(r)(β(r)− c(r)φ0(r))dr −

p
∫

t0

D(r)dθ(r) = θ(p)ε0, (4.5)
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λ

(

p
∫

t0

(β(r)− c(r)φ0(r))dr + |z0| −D(t0)− ε0

)

= 0, (4.6)

G(ε0)− (λ+ θ(p))ε0 ≤ G(ε)− (λ+ θ(p))ε при любом ε ≥ 0, (4.7)

φ0(t) =

(

c(t)

q
(λ+ θ(t))

)1/(q−1)

при t ∈ [t0, p]. (4.8)

Тогда число ε0 и функция φ0(t) являются решением задачи (4.1)–(4.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольные число ε ≥ 0 и функцию φ(·) ∈ Lq[t0, p],
φ(t) ≥ 0. Запишем функцию Лагранжа

Λ(ε, φ(·)) = G(ε) +

p
∫

t0

φq(r)dr +

p
∫

t0

(

p
∫

t

(β(r)− c(r)φ(r))dr −D(t)− ε

)

dθ(t)

+ λ

(

p
∫

t0

(β(r)− c(r)φ(r))dr + |z0| −D(t0)− ε

)

. (4.9)

Второй интеграл в этой формуле является интегралом Римана — Стилтьеса. Поскольку
число λ ≥ 0, а функция θ(t) не убывает, то для любых ε и φ(t), удовлетворяющих условиям
(4.1)–(4.3), выполнено неравенство

Λ(ε, φ(·)) ≤ G(ε) +

p
∫

t0

φq(r)dr.

Применяя формулу интегрирования по частям в интеграле Римана — Стилтьеса [15, с. 134],
получим, что

p
∫

t0

θ(r)(β(r)− c(r)φ(r))dr −

p
∫

t0

(D(r) + ε)dθ(r) =

p
∫

t0

(

p
∫

t

(β(r)− c(r)φ(r))dr −D(t)− ε

)

dθ(t).

Здесь учтено, что θ(t0) = 0. Поэтому формула (4.9) примет вид

Λ(ε, φ(·)) = G(ε)− (λ+ θ(p))ε

+

p
∫

t0

(φq(r)− (λ+ θ(r))c(r)φ(r) + (λ+ θ(r))β(r))dr −

p
∫

t0

D(r)dθ(r) + λ(|z0| −D(t0)). (4.10)

Минимальное значение функции Лагранжа по φ(·) ∈ Lq[t0, p], φ(t) ≥ 0 находится из условия
минимума подынтегрального выражения

µ(φ) = φq − (λ+ θ(r))c(r)φ→ min, φ ≥ 0.

Функция µ(φ) является выпуклой. Приравнивая к нулю ее производную, получим, что ми-
нимальное значение функции Лагранжа доставляет неотрицательная функция (4.8). Далее,
можно показать [11, с. 63], что функция (4.8) принадлежит пространству Lq[t0, p]. Минимиза-
ция функции Лагранжа (4.10) по переменной ε дает условие (4.7). Далее, из условий (4.5) и
(4.6) следует, что

Λ(ε0, φ0(·)) = G(ε0) +

p
∫

t0

φ
q
0(r)dr.
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Возьмем число ε и функцию φ(t), которые удовлетворяют условиям (4.1)–(4.3). Тогда имеем

G(ε0) +

p
∫

t0

φ
q
0(r)dr = Λ(ε0, φ0(·)) ≤ Λ(ε, φ(·)) ≤ G(ε) +

p
∫

t0

φq(r)dr. �

Теорема 6. Пусть дополнительно к предположению 1 функция G : [0,+∞) → R явля-

ется выпуклой. Тогда для решения ε0, φ0(t) задачи (4.1)–(4.4) найдутся число λ ≥ 0 и неубы-

вающая функция θ : [t0, p] → R с θ(t0) = 0, которые удовлетворяют условиям (4.5)–(4.8).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем последовательность разбиений

ωl : t0 = t
(i)
0 < t

(i)
1 < . . . < t

(i)
ki
< t

(i)
ki+1 = p,

у которых диаметры d(ωi) стремятся к нулю. Запишем неравенства

p
∫

tj

(β(r)− c(r)φ(r))dr −D(tj)− ε ≤ 0, j = 1, ki. (4.11)

Рассмотрим оптимизационную задачу (4.4) с ограничениями (4.1), (4.3) и (4.10). Эти огра-
ничения являются совместными. Аналогично теореме 4 доказывается, что в этой задаче суще-
ствует единственное решение εi, φi(t). Рассматриваемая задача является задачей выпуклого
программирования, связи в которой удовлетворяют условию Слейтера [16, с. 53]. По теоре-

ме Куна — Таккера [16, с. 90–91] существует набор множителей Лагранжа λ(i) ≥ 0, λ
(i)
j ≥ 0,

j = 1, ki, такой, что выполнены условия дополняющей нежесткости

λ(i)
(

p
∫

t0

(β(r)− c(r)φi(r))dr + |z0| −D(t0)− εi

)

= 0, (4.12)

λ
(i)
j

(

p
∫

t
(i)
j

(β(r)− c(r)φi(r))dr −D(t
(i)
j )− εi

)

= 0, j = 1, ki, (4.13)

и условие минимума функции Лагранжа Λi(εi, φi(·)) ≤ Λi(ε, φ(·)) для любых ε и φ(·), которые
удовлетворяют (4.3). Здесь

Λi(ε, φ(·)) = G(ε) +

p
∫

t0

φq(r)dr + λ(i)
(

p
∫

t0

(β(r)− c(r)φ(r))dr + |z0| −D(t0)− ε

)

+

ki
∑

j=1

λ
(i)
j

(

p
∫

t
(i)
j

(β(r)− c(r)φ(r))dr −D(t
(i)
j )− ε

)

.

С помощью функции

θi(t) =



































λ
(i)
1 + . . . + λ

(i)
ki
, t

(i)
ki
< t ≤ p,

λ
(i)
1 + . . . + λ

(i)
ki−1, t

(i)
ki−1 < t ≤ t

(i)
ki
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λ
(i)
1 , t

(i)
1 < t ≤ t

(i)
2

0, t0 ≤ t ≤ t
(i)
1 ,

(4.14)
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запишем функцию Лагранжа Λi(ε, φ(·)) формулой (4.9) при λ = λ(i), θ(t) = θi(t). Поэтому она
может быть записана формулой (4.10) при λ = λ(i), θ(t) = θi(t).

Минимизируя по ε функцию Λi(ε, φ(·)), получим неравенство

G(εi)− (λ(i) + θi(p))εi ≤ G(ε) − (λ(i) + θi(p))ε для любого числа ε ≥ 0. (4.15)

Минимизируя по φ ≥ 0 подынтегральное выражение в формуле для функции Лагранжа
Λi(ε, φ(·)), получим равенство

φi(t) =
(c(t)

q
(λ(i) + θi(t))

)1/(q−1)
. (4.16)

Можно считать, что λ(i)+ θi(p) > 0 для всех достаточно больших номеров i. В самом деле,
пусть λ(im) + θim(p) = 0 для некоторой подпоследовательности im → ∞. Из неотрицательно-
сти множителей Лагранжа и из формулы (4.14) получим, что все λ(im) и θim(t) равны 0 для
любого t ∈ [t0, p]. Учитывая предположение 1, из формулы (4.15) получим, что все εim = 0.
Из формулы (4.16) следует, что φim(t) = 0 для любого t ∈ [t0, p]. Стало быть, ε = 0 и φ(t) = 0
удовлетворяют условиям (4.1) и (4.4). Далее, учитывая, что диаметры разбиений ωim стремят-
ся к нулю, а εim = 0 и φim(t) = 0 удовлетворяют неравенствам (4.11), получим, что ε = 0 и
φ(t) = 0 удовлетворяют условию (4.2). Стало быть, ε = 0 и φ(t) = 0 являются решением задачи
(4.1)–(4.4). В этом случае условия (4.5)–(4.8) выполнены при λ = 0 и θ(t) = 0.

Будем считать, что λ(i) + θi(p) > 0 для всех номеров i. Поскольку решение ε0 и φ0(t)
задачи (4.1)–(4.4) удовлетворяет ограничениям (4.11), то g(εi, φi(·)) ≤ g(ε0, φ0(·)). Из этого
неравенства и из формулы (4.4) следует неравенство G(εi) ≤ g(ε0, φ0(·)). Отсюда, используя
предположение 1, получим, что последовательность чисел εi ограничена сверху. Переходя,
если нужно, к подпоследовательности, будем считать, что εi → ε∗ ≥ 0.

Покажем, что существует число B > 0 такое, что

λ(i) ≤ B, θi(p) ≤ B для всех i ≥ 1. (4.17)

По условию теоремы функция G : [0,+∞) → R является непрерывной и выпуклой. Поэто-
му [14, с. 61] существуют числа B0 > 0 и δ > 0 такие, что

|G(ε) −G(ε∗)| ≤ B0|ε− ε∗| для всех |ε− ε∗| < 3δ, ε > 0. (4.18)

Поскольку εi → ε∗, то |εi − ε∗| < δ для всех i, начиная с некоторого номера. Производя
перенумеровку, считаем, что неравенство |εi − ε∗| < δ выполнено для всех i ≥ 1. Возьмем
ε = ε∗ + 2δ. Тогда из неравенств (4.15) и (4.18) получим, что

(λ(i)+θi(p))(ε−εi) ≤ G(ε)−G(εi) ≤ |G(ε)−G(ε∗)|+|G(εi)−G(ε∗)| ≤ B0(|ε−ε∗|+|εi−ε∗|) ≤ 3B0δ.

Поскольку ε− εi > δ, то из предыдущего неравенства следует, что λ(i) + θi(p) ≤ 3B0. Отсюда
и из того, что λ(i) ≥ 0 и θi(p) ≥ 0, получим неравенства (4.17) с B = 3B0.

Каждая из функций (4.14) не убывает на отрезке [t0, p] и удовлетворяет равенству θi(0) = 0.
Отсюда и из второго неравенства (4.17) получим, что 0 ≤ θi(t) ≤ B для всех t ∈ [t0, p]. Да-
лее, полная вариация [12, с. 313] функции (4.14) равна θi(p) − θi(t0) ≤ B. Согласно второй
теореме Хелли [12, с. 346] из последовательности функций (4.14) можно выделить подпоследо-
вательность, сходящуюся в каждой точке отрезка [t0, p] к некоторой функции θ(t). Предельная
функция не убывает и удовлетворяет равенству θ(t0) = 0.

Поскольку 0 ≤ λ(i) ≤ B, то из последовательности чисел λ(i) можно выделить сходящуюся
подпоследовательность. Не вводя новых обозначений, считаем, что

lim
i→∞

θi(t) = θ(t) для всех t ∈ [t0, p] и lim
i→∞

λ(i) = λ ≥ 0. (4.19)
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Из формул (4.16) и (4.19) получим, что lim
i→∞

φi(t) = φ∗(t) для любого t ∈ [t0, p], где предель-

ная функция φ∗(t) задается формулой (4.8). Поэтому она принадлежит пространству Lq[t0, p].
Из формул (4.16) и (4.17) следует, что

0 ≤ c(t)φi(t) ≤
(2B

q

)1/(1−q)
cl(t) при всех t ∈ [t0, p]. (4.20)

Зафиксируем число t ∈ [t0, p]. Пусть t
(i)
j ≤ t < t

(i)
j+1. Тогда из неравенства (4.11) получим, что

D(t
(i)
j ) + εi ≥

p
∫

t
(i)
j

(β(r)− c(r)φi(r))dr =

p
∫

t

(β(r)− c(r)φi(r))dr

+

t
∫

t
(i)
j

c(r)φi(r)dr −

t
∫

t
(i)
j

β(r)dr. (4.21)

Далее, учитывая, что диаметры разбиений ωi стремятся к нулю, имеем

0 ≤

t
∫

t
(i)
j

c(r)φi(r)dr ≤
(2B

q

)1/(1−q)
t

∫

t
(i)
j

cl(r)dr → 0,

t
∫

t
(i)
j

β(r)dr → 0.

Здесь использованы неравенство (4.20) и теорема об абсолютной непрерывности интеграла
Лебега. По теореме Лебега [12, с. 284]

p
∫

t

(β(r)− c(r)φi(r))dr →

p
∫

t

(β(r)− c(r)φ∗(r))dr.

Поэтому, переходя в неравенстве (4.21) к пределу, получим

p
∫

t

(β(r)− c(r)φ∗(r))dr ≤ D(t) + ε∗ при любом t ∈ [t0, p].

Стало быть, ε∗ и φ∗(t) удовлетворяют условию (4.2). Поскольку εi и φi(t) удовлетворяют нера-
венству (4.1), то их пределы ε∗ и φ∗(t) также удовлетворяют этому неравенству. Покажем, что
выполнены условия (4.5)–(4.7).

Перейдем к пределу в равенстве (4.12). Получим равенство (4.6). Из формул (4.13) и (4.14)
следует равенство

p
∫

t0

θi(r)(β(r)− c(r)φi(r))dr −

p
∫

t0

D(r)dθi(r) = θi(p)εi. (4.22)

Из неравенств (4.17) и (4.20) имеем

0 ≤ c(t)φi(t)θi(t) ≤ cl(t)
(2B

q

)1/(q−1)
B.

Поэтому, переходя в равенстве (4.22) к пределу и применяя теорему Лебега и первую теорему
Хелли [12, с. 344], выводим равенство (4.5). Зафиксируем число ε ≥ 0 и перейдем к пределу в
неравенстве (4.15). Получим неравенство (4.7) при ε0 = ε∗.

По теореме 4 пределы ε∗ и φ∗(t) являются решением задачи (4.1)–(4.4). В силу единствен-
ности ε∗ = ε0 и φ∗(t) = φ0(t). �

З а м е ч а н и е 3. Подставляя в формулы (2.5) u∗ = u∗ = ̺(z) , где z определяется
формулой (2.6), найдем управления ξ и χ в исходной задаче (1.1).
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