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Для динамической системы, движение которой описывается дифференциальными уравнениями ней-

трального типа в форме Дж. Хейла, рассматривается дифференциальная игра на минимакс-максимин

показателя качества, который оценивает историю движения, реализующуюся к терминальному моменту

времени. Управляющие воздействия игроков стеснены геометрическими ограничениями. Игра форма-

лизуется в классах чистых позиционных стратегий с памятью истории движения. Доказывается, что у

такой игры существует цена и седловая точка. Доказательство основано на выборе подходящего функци-

онала Ляпунова — Красовского при построении стратегий управления по методу экстремального сдвига

на сопутствующие точки.
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For a dynamic system whose motion is described by neutral-type differential equations in Hale’s form, we

consider a minimax–maximin differential game with a quality index evaluating the motion history realized up

to the terminal time. The control actions of the players are subject to geometric constraints. The game is

formalized in classes of pure positional strategies with a memory of the motion history. It is proved that the
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Введение

Работа посвящена развитию теории позиционных дифференциальных игр [1–3] для систем
нейтрального типа. Рассматривается антагонистическая дифференциальная игра, в которой
движение динамической системы описывается дифференциальными уравнениями нейтрально-
го типа в форме Дж. Хейла [4]. Управляющие воздействия игроков стеснены геометрически-
ми ограничениями. Показатель качества процесса управления оценивает историю движения
системы, сложившуюся к терминальному моменту времени. Игра формализуется в классах
чистых позиционных стратегий в рамках подхода [1–3]. Результатом работы является теорема
о существовании цены и седловой точки в рассматриваемой дифференциальной игре.

Вопросы существования цены и оптимальных стратегий в позиционных дифференциаль-
ных играх для систем нейтрального типа изучались ранее в [5–8]. При этом в [8] исследовались
линейные системы нейтрального типа. В [5;7] рассматривались дифференциальные игры для
нелинейных систем, но формализованные в классах стратегий управления с поводырем. Наи-
более близкий к настоящей статье результат был получен в [6], где рассматривалась дифферен-
циальная игра в классах чистых позиционных стратегий для нелинейных систем нейтрального
типа достаточно общего вида. Однако в силу особой техники доказательства, основанной на
конструкциях двух поводырей [9; 10], в [6] на игру накладывались дополнительные, вообще

1Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента Российской Федерации для го-
сударственной поддержки молодых российских ученых МК-3566.2019.1.
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говоря обременительные, ограничения: требовалось, чтобы функционал, определяющий пока-
затель качества, и функционал, стоящий под знаком производной в левой части уравнений
движения, удовлетворяли условию Липшица, причем последний — с константой меньшей еди-
ницы. В настоящей статье эти ограничения сняты. При этом система имеет по сравнению с
[5–7] несколько менее общий, но тем не менее достаточно типичный вид. Получить данный
результат удалось при помощи классической схемы рассуждений из [3], подобрав подходящий
функционал Ляпунова — Красовского [11; 12].

1. Дифференциальная игра

Рассмотрим антагонистическую дифференциальную игру, в которой движение системы
описывается дифференциальным уравнением нейтрального типа в форме Дж. Хейла [4]

d

dt

(

x(t)− g(t, x(t− h))
)

= f(t, x(t), x(t− h), u(t), v(t)),

t ∈ [t0, ϑ], x(t) ∈ R
n, u(t) ∈ U, v(t) ∈ V,

(1.1)

а показатель качества имеет вид

γ = σ(xϑ(·)). (1.2)

Здесь t — время; x(t) — вектор состояния в момент времени t; t0 и ϑ — фиксированные
начальный и терминальный моменты; h > 0 — константа запаздывания; xϑ(·) — история дви-
жения на промежутке [ϑ−h, ϑ]: xϑ(ξ) = x(ϑ+ξ), ξ ∈ [−h, 0]; u(t) и v(t) — текущие управляющие
воздействия первого и второго игроков соответственно; U ⊂ R

k и V ⊂ R
l — компакты.

Первый игрок нацелен минимизировать показатель (1.2), второй — максимизировать.
Всюду ниже угловыми скобками 〈·, ·〉 обозначаем скалярное произведение векторов, двой-

ными скобками ‖ · ‖ — евклидовоу норму; Lip([a, b],Rn) — пространство липшицевых функций
из [a, b] в R

n, снабженное равномерной нормой; Lip = Lip([−h, 0],Rn). Равномерную норму в
Lip обозначаем как ‖ · ‖∞. Также для α > 0 принимаем B(α) = {x ∈ R

n : ‖x‖ ≤ α}.

Полагаем, что для функций g : [t0, ϑ] × R
n 7→ R

n, f : [t0, ϑ] × R
n × R

n × U × V 7→ R
n и

функционала σ : Lip 7→ R выполнены следующие условия:

(g) Для любого α > 0 найдется такое λg = λg(α) > 0, что имеет место оценка

∥

∥g(t, x) − g(t′, x′)
∥

∥ ≤ λg

(

|t− t′|+ ‖x− x′‖
)

, t, t′ ∈ [t0, ϑ], x, x′ ∈ B(α).

(f1) Функция f непрерывна.

(f2) Существует такая константа cf > 0, что имеет место оценка

∥

∥f(t, x, y, u, v)
∥

∥ ≤ cf
(

1 + ‖x‖+ ‖y‖
)

, (t, x, y, u, v) ∈ [t0, ϑ]× R
n × R

n × U× V.

(f3) Для любого α > 0 существует такое λf = λf (α) > 0, что справедливо неравенство

∥

∥f(t, x, y, u, v) − f
(

t, x′, y′, u, v)
∥

∥ ≤ λf

(

‖x− x′‖+ ‖y − y′‖
)

,

t ∈ [t0, ϑ], x, y, x′, y′ ∈ B(α), u ∈ U, v ∈ V.

(f4) Для любых t ∈ [t0, ϑ] и x, y, s ∈ R
n имеет место равенство

min
u∈U

max
v∈V

〈f(t, x, y, u, v), s〉 = max
v∈V

min
u∈U

〈f(t, x, y, u, v), s〉.

(σ) Функционал σ непрерывен.
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Зафиксируем некоторые числа α0, λ0 > 0. Определим множество начальных позиций

G0 =
{

t0
}

×
{

w(·) ∈ Lip: ‖w(ξ)‖ ≤ α0, ‖x(ξ)− x(ξ′)‖ ≤ λ0|ξ − ξ′|, ξ, ξ′ ∈ [−h, 0]
}

.

Взяв число cf из условия (f2), определим множество допустимых позиций

G =
{

(t, xt(·)) ∈ [t0, ϑ]× Lip: x(·) ∈ Lip([t0 − h, ϑ],Rn), (t0, xt0(·)) ∈ G0,

∥

∥

∥

d

dt

(

x(t)− g(t, x(t− h))
)∥

∥

∥
≤ cf

(

1 + ‖x(t)‖ + ‖x(t− h)‖
)

при п.в. t ∈ [t0, ϑ]
}

. (1.3)

Здесь и далее xt(·): xt(ξ) = x(t+ ξ), ξ ∈ [−h, 0].

Пусть выбрана позиция (τ, w(·)) ∈ G, τ < ϑ. Допустимыми реализациями управляю-
щих воздействий u(t) и v(t) на промежутке [τ, ϑ] будем называть измеримые функции u(·) :
[τ, ϑ) 7→ U и v(·) : [τ, ϑ) 7→ V. Действуя, например, по схеме из [13] (см. также [14, Р1]), можно
показать, что при условиях (g), (f1)–(f3) любая пара допустимых реализаций u(·) и v(·) един-
ственным образом порождает из позиции (τ, w(·)) движение x(·) системы (1.1) — функцию из
Lip([τ − h, ϑ],Rn), которая удовлетворяет начальному условию x(τ + ξ) = w(ξ), ξ ∈ [−h, 0] и
вместе с u(t) и v(t) почти всюду на [τ, ϑ] удовлетворяет уравнению (1.1). Кроме того, в силу
определения (1.3) множества G для движения x(·) будет справедливо включение

(t, xt(·)) ∈ G, τ ∈ [t, ϑ]. (1.4)

Формализацию дифференциальной игры (1.1), (1.2) будем проводить в классах позицион-
ных стратегий управления игроков, следуя подходу [1–3]. При этом в силу условия (f4) можно
ограничиться классом чистых позиционных стратегий [3, § 8].

Под стратегией управления первого игрока понимаем отображение

U = U(t, w(·), ε) ∈ U, (t, w(·)) ∈ G, ε > 0,

где ε — параметр точности [3, с. 68].

Пусть зафиксированы позиция (τ, w(·)) ∈ G, число ε > 0 и разбиение отрезка [τ, ϑ]:

∆δ =
{

tj : 0 < tj+1 − tj ≤ δ, j ∈ 1, J − 1, t1 = τ, tJ = ϑ
}

. (1.5)

Тройка {U, ε,∆δ} определяет закон управления первого игрока, который в цепи обратной связи
формирует кусочно-постоянную (а стало быть, допустимую) реализацию u(·) по правилу

u(t) = U(tj, xtj (·), ε), t ∈ [tj, tj+1), j ∈ 1, J − 1. (1.6)

Из позиции (τ, w(·)) такой закон в паре с допустимой реализацией управления второго игро-
ка v(·) однозначно порождает движение x(·) системы (1.1). Соответствующее этому движению
значение показателя качества (1.2) обозначим через γ(τ, w(·);U, ε,∆δ ; v(·)).

Определим величину гарантированного результата стратегии U

ρu(τ, w(·), U) = lim
ε↓0

lim
δ↓0

sup
∆δ

sup
v(·)

γ(τ, w(·);U, ε,∆δ ; v(·)). (1.7)

Тогда оптимальным гарантированным результатом первого игрока будет величина

ρ◦u(τ, w(·)) = inf
U

ρu(τ, w(·), U). (1.8)

Стратегию U◦ называем оптимальной, если справедливо равенство

ρu(τ, w(·), U
◦) = ρ◦u(τ, w(·)), (τ, w(·)) ∈ G.
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Аналогично, с понятными изменениями, для второго игрока рассматриваем стратегию
управления V = V (t, w(·), ε) ∈ V, (t, w(·)) ∈ G, ε > 0, закон управления {V, ε,∆δ}, опреде-
ляющий кусочно-постоянную реализацию v(·) по правилу

v(t) = V (tj , xtj (·), ε), t ∈ [tj, tj+1), j ∈ 1, J − 1,

величину гарантированного результата стратегии V

ρv(τ, w(·), V ) = lim
ε↓0

lim
δ↓0

inf
∆δ

inf
u(·)

γ(τ, w(·);u(·);V, ε,∆δ ) (1.9)

и величину оптимального гарантированного результата второго игрока

ρ◦v(τ, w(·)) = sup
V

ρv(τ, w(·), V ). (1.10)

Стратегия управления второго игрока V ◦ оптимальна, если

ρv(τ, w(·), V
◦) = ρ◦v(τ, w(·)), (τ, w(·)) ∈ G.

Из соотношений (1.8) и (1.10) вытекает неравенство

ρ◦u(τ, w(·)) ≥ ρ◦v(τ, w(·)), (τ, w(·)) ∈ G. (1.11)

В случае, когда справедливо равенство

ρ◦u(τ, w(·)) = ρ◦v(τ, w(·)), (τ, w(·)) ∈ G,

говорят, что дифференциальная игра (1.1), (1.2) имеет цену, а пару оптимальных страте-
гий {U◦, V ◦} называют седловой точкой игры.

Теорема. Дифференциальная игра (1.1), (1.2) имеет цену и седловую точку {U◦, V ◦}.

Ключевую роль в доказательстве этой теоремы будет играть следующий вспомогательный
функционал Ляпунова — Красовского [11; 12].

2. Функционал Ляпунова — Красовского

Опираясь на соотношение (1.3), можно показать существование таких αG, λG > 0, что

‖w(ξ)‖ ≤ αG, ‖w(ξ)− w(ξ′)‖ ≤ λG|ξ − ξ′|, ξ, ξ′ ∈ [−h, 0], (t, w(·)) ∈ G. (2.1)

Тогда в силу условий (g) и (f3) для λg = λg(αG) и λf = λf (αG) имеем

‖g(t, w(−h)) − g(t′, w′(−h))‖ ≤ λg

(

|t− t′|+ ‖w(−h) − w′(−h)‖
)

,

‖f(t, w(0), w(−h), u, v)−f(t, w′ (0), w′(−h), u, v)‖ ≤ λf

(

‖w(0)−w′(0)‖+‖w(−h)−w′(−h)‖
)

, (2.2)

(t, w(·)), (t′, w′(·)) ∈ G, u ∈ U, v ∈ V.

Определим функционал

Vε(t, p, w(·)) = κε(t, p, w(·))e
−2(λf+λg/h)(t−t0), (t, p, w(·)) ∈ [t0, ϑ]×R

n × Lip, (2.3)

где

κε(t, p, w(·)) =
√

ε2 + ‖p‖2 + λf

0
∫

−h

(

1−
2λgξ

h

)

‖w(ξ)‖dξ, ε > 0. (2.4)
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Лемма 1. Пусть τ ∈ [t0, ϑ] и ε > 0. Пусть функции s(·) ∈ Lip([τ, ϑ],Rn) и z(·) ∈ Lip([τ −
h, ϑ],Rn) удовлетворяют оценкам

‖s(t)− z(t)‖ ≤ λg‖z(t− h)‖, t ∈ [τ, ϑ],
〈ds(t)

dt
, s(t)

〉

≤ λf

(

‖z(t)‖ + ‖z(t− h)‖
)

‖s(t)‖+ ε2 при п.в. t ∈ [τ, ϑ].
(2.5)

Тогда будет справедливо неравенство

Vε(t, s(t), zt(·)) ≤ Vε(τ, s(τ), zτ (·)) + (t− τ)ε, t ∈ [τ, ϑ]. (2.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Опираясь на соотношения (2.3) и (2.4), с учетом липшицевости
функций s(·) и z(·) можно показать липшицевость функций ω1(t) = κε(t, s(t), zt(·)) и ω2(t) =
Vε(t, s(t), zt(·)), t ∈ [τ, ϑ]. Тогда, пользуясь оценками (2.5), при почти всех t ∈ [τ, ϑ] имеем

dω1(t)

dt
=

〈ds(t)/dt, s(t)〉
√

ε2 + ‖s(t)‖2
+ λf‖z(t)‖ − λf (1 + 2λg)‖z(t − h)‖+

2λfλg

h

t
∫

t−h

‖z(ξ)‖dξ

≤ ε+ 2λf‖z(t)‖ − 2λfλg‖z(t− h)‖+
2λfλg

h

t
∫

t−h

‖z(ξ)‖dξ ≤ ε+ 2λf‖s(t)‖+
2λfλg

h

t
∫

t−h

‖z(ξ)‖dξ.

Отсюда выводим оценку

dω2(t)

dt
=

(

ε− 2(λg/h)‖s(t)‖ − 2λ2
f

t
∫

t−h

‖z(ξ)‖dξ

)

e−2(λf+λg/h)(t−t0) ≤ ε,

из которой вытекает неравенство (2.6).

Лемма 2. Существует такое число λV > 0, что для всех ε > 0, τ ∈ [t0, ϑ], p ∈ R
n и

w(·) ∈ Lip при условии

‖w(ξ)‖ ≤ 2αG, ‖w(ξ) − w(ξ′)‖ ≤ 2λG|ξ − ξ′|, ξ, ξ′ ∈ [−h, 0], (2.7)

справедливо неравенство

‖w(·)‖2∞ ≤ λV Vε(t, p, w(·)). (2.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При условии (2.7) существует λ∗ > 0 такое, что

‖w(·)‖2∞ ≤ λ∗

0
∫

−h

‖w(ξ)‖dξ.

Отсюда и из (2.3), полагая λV = e2(λf+λg/h)(ϑ−t0)λ∗/λf , получаем неравенство (2.8).

3. Доказательство теоремы

По правой части системы (1.1) определим гамильтониан

H(t, x, y, s) = min
u∈U

max
v∈V

〈f(t, x, y, u, v), s〉, t ∈ [t0, ϑ], x, y, s ∈ R
n, (3.1)

и многозначные отображения

F+(t, x, y, v) = сo
{

f(t, x, y, u, v) |u ∈ U
}

⊂ R
n,

F−(t, x, y, u) = сo
{

f(t, x, y, u, v) | v ∈ V
}

⊂ R
n,

t ∈ [t0, ϑ], x, y ∈ R
n, u ∈ U, v ∈ V, (3.2)

где символ сo означает выпуклую оболочку в R
n. В силу условий (f1)–(f4) имеем
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(H) Для числа λf > 0 из (2.2) и любых (t, w(·)), (t, w′(·)) ∈ G и s ∈ R
n справедлива оценка

|H(t, w(0), w(−h), s)−H(t, w′(0), w′(−h), s)| ≤ λf

(

‖w(0)−w′(0)‖+‖w(−h)−w′(−h)‖
)

‖s‖.

(F1) Многозначные отображения F+ и F− выпукло компактнозначны и непрерывны в мет-
рике Хаусдорфа.

(F2) Для числа cf > 0 из условия (f2) при любых t ∈ [t0, ϑ], x, y ∈ R
n, u ∈ U, v ∈ V и

l ∈ F+(t, x, y, v) ∪ F−(t, x, y, u) справедливо неравенство

‖l‖ ≤ cf
(

1 + ‖x‖+ ‖y‖
)

.

(F3) Для любых t ∈ [t0, ϑ], x, y, s ∈ R
n справедливы равенства

max
v∈V

min
l∈F+(t,x,y,v)

〈l, s〉 = H(t, x, y, s) = min
u∈U

max
l∈F−(t,x,y,u)

〈l, s〉.

Для (τ, w(·)) ∈ G и u ∈ U, v ∈ V через X+(τ, w(·), v) и X−(τ, w(·), u) обозначим множество
функций x(·) ∈ Lip([τ − h, ϑ],Rn), удовлетворяющих условию x(τ + ξ) = w(ξ) при ξ ∈ [−h, 0]
и, соответственно, следующим дифференциальным включениям при почти всех t ∈ [τ, ϑ]:

d

dt

(

x(t)−g(t, x(t−h))
)

∈ F+(t, x(t), x(t−h), v),
d

dt

(

x(t)−g(t, x(t−h))
)

∈ F−(t, x(t), x(t−h), u).

Действуя по схеме из [14, Р2], можно показать, что множества X+(τ, w(·), v) и X−(τ, w(·), u)
компактны в Lip([τ − h, ϑ],Rn), причем в силу (1.3) имеет место включение

(t, xt(·)) ∈ G, t ∈ [τ, ϑ], x(·) ∈ X+(τ, w(·), v) ∪X−(τ, w(·), u). (3.3)

Из результатов [7] вытекает следующее утверждение.

Утверждение. Существует такой непрерывный функционал ϕ : G 7→ R, что

ϕ(ϑ,w(·)) = σ(w(·)), (ϑ,w(·)) ∈ G; (3.4)

ϕ(τ, w(·)) ≥ min
x(·)∈X+(τ,w(·),v)

ϕ(t, xt(·)),

(τ, w(·)) ∈ G, t ∈ [τ, ϑ], u ∈ U, v ∈ V. (3.5)
ϕ(τ, w(·)) ≤ max

x(·)∈X−(τ,w(·),u)
ϕ(t, xt(·)),

Пусть ε > 0, (t, w(·)) ∈ G и функционалом Vε определен согласно (2.3). Через Oε(t, w(·))
обозначим множество позиций (t, r(·)) ∈ G, удовлетворяющих неравенству

Vε(t, w(0) − g(t, w(−h)) − r(0) + g(t, r(−h)), w(·) − r(·)) ≤ ε(1 + t− t0). (3.6)

С учетом определения (1.3) множества G можно показать, что Oε(t, w(·)) — компакт в {t}×Lip.

Пусть ϕ — функционал из утверждения. Положим

U∗(t, w(·), ε) ∈ argmin
u∈U

max
v∈V

〈f(t, w(0), w(−h), u, v), w(0)−g(t, w(−h))−r∗(0)+g(t, r∗(−h))〉, (3.7)

где

(t, r∗(·)) ∈ argmin
(t,r(·))∈Oε(t,w(·))

ϕ(t, r(·)).

Лемма 3. Справедливо неравенство ρu(τ, w(·), U
∗) ≤ ϕ(τ, w(·)), (τ, w(·)) ∈ G, где ρu —

величина, определенная согласно (1.7).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению (1.7) величины ρu(τ, w(·), U
∗) для доказатель-

ства леммы достаточно показать, что для любого числа ζ > 0 найдутся такие число ε∗ =
ε∗(ζ) > 0 и функция δ∗(ε) = δ∗(ζ, ε) > 0, ε ∈ (0, ε∗), что, каковы бы ни были позиция
(τ, w(·)) ∈ G, числа ε ∈ (0, ε∗) и δ ∈ (0, δ∗(ε)), разбиение ∆δ (1.5) и допустимая реализа-
ция v(·), для движения x(·) системы (1.1), порожденного из позиции (τ, w(·)) законом управ-
ления {U∗, ε,∆δ} и реализацией v(·), будет справедливо неравенство

γ(τ, w(·);U∗, ε,∆δ ; v(·)) = σ(xϑ(·)) ≤ ϕ(τ, w(·)) + ζ. (3.8)

В силу условий (f1), (F1) и оценок (2.1) найдется такая функция δf (ε), ε ∈ [0,+∞), что
для любых ε > 0, u ∈ U, v ∈ V и (t, w(·)), (t′, w′(·)) ∈ G при условии

|t− t′| ≤ δf (ε), ‖w(0) − w′(0)‖ ≤ δf (ε), ‖w(−h) − w′(−h)‖ ≤ δf (ε),

имеют место оценки

‖f(t, w(0), w(−h), u, v) − f(t′, w′(0), w′(−h), u, v)‖ ≤ ε,

max
l∈F+(t,w(0),w(−h),v)

min
l′∈F+(t′,w′(0),w′(−h),v)

‖l − l′‖ ≤ ε.
(3.9)

Пусть выбрано ζ > 0. В силу условия (σ) и оценок (2.1) найдется такое число εσ > 0, что
для любых (ϑ,w(·)), (ϑ,w′(·)) ∈ G при условии ‖w(·) − w′(·)‖∞ ≤ εσ имеет место неравенство

|σ(w(·)) − σ(w′(·))| ≤ ζ. (3.10)

Взяв числа αG и λG из (2.1) и числа λg и λf из (2.2), обозначим

αs = 2(1 + λg)αG, λs = 2λg(1 + λG), c∗ = cf (1 + 2αG). (3.11)

Возьмем число λV > 0 из леммы 2 и положим

ε∗ =
ε2σ

λ2
V (1 + ϑ− t0)

, δ∗(ε) = min

{

δf (ε
2/(8αs))

1 + λG
,

ε2

8c∗λs
,

ε2

16αsλfλG
,

ε2

16αGλfλs

}

. (3.12)

Пусть зафиксированы позиция (τ, w(·)) ∈ G, числа

ε ∈ (0, ε∗), δ ∈ (0, δ∗(ε)), (3.13)

разбиение ∆δ (1.5) и допустимая реализация v(·). Рассмотрим движение x(·) системы (1.1),
порожденное законом управления {U∗, ε,∆δ} и реализацией v(·). По индукции докажем оценку

ϕ(tj , r
j(·)) ≤ ϕ(τ, w(·)), j ∈ 1, J , (3.14)

где

(tj , r
j(·)) ∈ argmin

(tj ,r(·))∈Oε(tj ,xtj
(·))

ϕ(tj , r(·)). (3.15)

Для j = 1 оценка выполняется в силу выбора (3.15) позиции (τ, r1(·)). Предположим теперь,
что оценка (3.14) выполняется для j = k, и докажем ее для j = k + 1. Определим значение

vk ∈ argmax
v∈V

min
l∈F+(tk ,rk(·),v)

〈l, x(tk)− g(tk, x(tk − h))− rk(0) + g(tk, r
k(−h))〉. (3.16)

Согласно неравенствам (3.5) найдется такая функция yk(·) ∈ X+(tk, r
k(·), vk), что

ϕ(tk+1, y
k
tk+1

(·)) ≤ ϕ(tk, r
k(·)). (3.17)
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Определим функции

zk(t) = x(t)− yk(t), sk(t) = zk(t)− g(t, x(t − h)) + g(t, yk(t− h)), t ∈ [tk, ϑ]. (3.18)

Тогда, учитывая выбор (3.12), (3.13) числа δ, обозначения (3.11) и включения (1.4), (3.3), из
оценок (2.1), (2.2) и условий (f2), (F2) для любых t ∈ [tk, tk+1], u ∈ U и v ∈ V выводим

max
{

|t− tk|, ‖xt(·)− xtk(·)‖∞, ‖ykt (·) − yktk(·)‖∞
}

≤ δf (ε
2/(8αs)),

‖zkt (·)‖∞ ≤ 2αG, ‖zkt (·)− zktk(·)‖∞ ≤ ε2/(8λfαs), ‖sk(t)− zk(t)‖ ≤ λg‖z
k(t− h)‖

‖sk(t)‖ ≤ αs, ‖sk(t)− sk(tk)‖ ≤ λs|t− tk| ≤ min{ε2/(8c∗), ε
2/(16αGλf )},

‖f(t, x(t), x(t − h), u, v)‖ ≤ c∗, sup{‖l‖ : l ∈ F+(t, y
k(t), yk(t− h), v)} ≤ c∗.

(3.19)

В силу уравнения (1.1) и включения yk(·) ∈ X+(tk, r
k(·), vk) при почти всех t ∈ [tk, tk+1] имеем

〈dsk(t)

dt
, sk(t)

〉

= 〈f(t, x(t), x(t− h), u(t), v(t)) − lk(t), sk(t)〉, lk(t) ∈ F (t, yk(t), yk(t− h), vk).

Отсюда, пользуясь (3.9) и (3.19), выводим

〈dsk(t)

dt
, sk(t)

〉

≤ 〈f(tk, x(tk), x(tk − h), u(t), v(t)) − lk∗(t), s
k(t)〉+ ε2/4,

≤ 〈f(tk, x(tk), x(tk − h), u(t), v(t)) − lk∗(t), s
k(tk)〉+ ε2/2,

где lk∗(t) ∈ F+(tk, r
k(0), rk(−h), vk). Далее, учитывая определение (3.7) стратегии U∗ и прави-

ло (1.6) формирования реализации u(·), соответствующей этой стратегии, выбор (3.16) зна-
чения vk, свойства (H) и (F3), а также определение (3.18) функции zk(·) и оценки (3.19),
получаем

〈dsk(t)

dt
, sk(t)

〉

≤ max
v∈V

〈f(tk, x(tk), x(tk − h), u(t), v), sk(tk)〉 − min
l∈F (tk ,rk(0),rk(−h),vk)

〈l, sk(tk)〉+ ε2/2

= H(tk, x(tk), x(tk − h), sk(tk))−H(tk, y
k(tk), y

k(tk − h), sk(tk)) + ε2/2

≤ λf

(

‖zk(tk)‖+ ‖zk(tk − h)‖
)

‖sk(tk)‖+ ε2/2 ≤ λf

(

‖zk(t)‖+ ‖zk(t− h)‖
)

‖sk(t)‖+ ε2.

Отсюда, учитывая четвертое неравенство в (3.19), заключаем, что для z(·) = zk(·) и s(·) = sk(·)
выполнены все условия леммы 1. Поэтому справедливо неравенство

Vε(tk+1, s
k(tk+1), z

k
tk+1

(·)) ≤ Vε(tk, s
k(tk), z

k
tk
(·)) + (tk+1 − tk)ε,

которое в силу включения rk(·) ∈ Oε(tk, xtk(·)) и неравенства (3.6) означает, что имеет место
включение yktk+1

(·) ∈ Oε(tk+1, xtk+1
(·)). Таким образом, в согласии с соотношениями (3.15),

(3.17) и предположением индукции, выводим

ϕ(tk+1, r
k+1
tk+1

(·)) ≤ ϕ(tk+1, y
k
tk+1

(·)) ≤ ϕ(tk, r
k(·)) ≤ ϕ(τ, w(·)).

Итак, неравенство (3.14) доказано для всех j ∈ 1, J .

По лемме 2, учитывая сначала включение (ϑ, rJ(·)) ∈ Oε(ϑ, xϑ(·)) вместе с неравенст-
вом (3.6), а затем соотношения (3.12), (3.13), получаем

‖xϑ(·)− rJ(·)‖2∞ ≤ λV Vε(ϑ, x(ϑ)− g(ϑ, x(ϑ − h)) − rJ(0) + g(ϑ, rJ (−h)), xϑ(·) − rj(·))

≤ λV (1 + ϑ− t0)ε ≤ λV (1 + ϑ− t0)ε∗ = ε2σ.
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Отсюда, пользуясь неравенствами (3.10) и (3.14), с учетом равенства (3.4) заключаем

σ(xϑ(·)) ≤ σ(rJ(·)) + ζ = ϕ(ϑ, rJ (·)) + ζ ≤ ϕ(t, w(·)) + ζ.

Лемма доказана.

Аналогично для второго игрока, полагая

V ∗(t, w(·), ε) ∈ argmax
v∈V

min
u∈U

〈

f(t, w(0), w(−h), u, v), r∗(0) − g(t, r∗(−h)) − w(0) + g(t, w(−h))
〉

,

где

(t, r∗(·)) ∈ argmax
(t,r(·))∈Oε(t,w(·))

ϕ(t, r(·)),

можно доказать следующую лемму.

Лемма 4. Справедливо неравенство ρv(τ, w(·), V
∗) ≥ ϕ(τ, w(·)), (τ, w(·)) ∈ G, где ρv —

величина, определенная согласно (1.9).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Из лемм 3, 4 и соотношений (1.8), (1.10) и (1.11) полу-
чаем равенство

ρ◦u(τ, w(·)) = ρu(τ, w(·), U
∗) = ρv(τ, w(·), V

∗) = ρ◦v(τ, w(·)),

которое показывает, что дифференциальная игра (1.1), (1.2) имеет цену, а пара стратегий
{U∗, V ∗} составляют седловую точку игры. Теорема доказана.
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