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КОЛМОГОРОВСКИЕ ПОПЕРЕЧНИКИ КЛАССОВ СОБОЛЕВА

НА ОТРЕЗКЕ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ НА ВАРИАЦИЮ1

А. А. Васильева

В работе исследуется задача о колмогоровских поперечниках в пространстве Lq[0, 1] классов Липшица

на отрезке с фиксированными значениями в нескольких точках: M̃ = {f ∈ AC[0, 1], ‖ḟ‖∞ ≤ 1, f(j/s) =
yj , 0 ≤ j ≤ s}. Из известных результатов о поперечниках классов Соболева легко получить порядковые
оценки с точностью до констант, зависящих от q и y1, . . . , yn. Здесь получены порядковые оценки с
точностью до констант, зависящих только от q. Задача сводится к оценке поперечников пересечения двух
конечномерных множеств: куба и произведения октаэдров с некоторыми весами. Если заменить куб на
шар пространства lnp , то получается дискретизация задачи о поперечнике пересечения класса Соболева и

класса функций с ограничениями на вариацию: M = {f ∈ AC[0, 1] : ‖ḟ‖Lp[0, 1] ≤ 1, ‖ḟ‖L1[(j−1)/s, j/s] ≤

εj/s, 1 ≤ j ≤ s}. Для достаточно больших n получены порядковые оценки поперечников этих классов
с точностью до констант, зависящих только от p и q. Оказывается, что если p > q или p > 2, то эти
оценки имеют вид ϕ(ε1, . . . , εs)n−1, где ϕ(ε1, . . . , εs) → 0 при (ε1, . . . , εs) → 0 (явные формулы для
ϕ приведены в тексте статьи). Если p ≤ 2 и p ≤ q, то оценки имеют вид n−1 (то есть ограничения
на вариацию оценку поперечников при больших n не улучшают). Для доказательства оценок сверху
используется результат Э.М.Галеева о пересечении конечномерных шаров. Для доказательства оценок
снизу обобщается результат Е.Д. Глускина о поперечнике пересечения куба и октаэдра.

Ключевые слова: поперечники по Колмогорову, классы Соболева, интерполяционные классы.

A. A.Vasil’eva. Kolmogorov widths of Sobolev classes on a closed interval with constraints on

the variation.

We study the problem of estimating Kolmogorov widths in Lq[0, 1] for the Lipschitz classes of functions

with fixed values at several points: M̃ = {f ∈ AC[0, 1], ‖ḟ‖∞ ≤ 1, f(j/s) = yj , 0 ≤ j ≤ s}. Applying
well-known results about the widths of Sobolev classes, it is easy to obtain order estimates up to constants
depending on q and y1, . . . , yn. Here we obtain order estimates up to constants depending only on q. To this
end, we estimate the widths of the intersection of two finite-dimensional sets: a cube and a weighted Cartesian
product of octahedra. If we take the unit ball of lnp instead of the cube, we get a discretization of the problem on
estimating the widths of the intersection of the Sobolev class and the class of functions with constraints on their
variation: M = {f ∈ AC[0, 1] : ‖ḟ‖Lp[0, 1] ≤ 1, ‖ḟ‖L1[(j−1)/s, j/s] ≤ εj/s, 1 ≤ j ≤ s}. For sufficiently large n,
order estimates are obtained for the widths of these classes up to constants depending only on p and q. If p > q
or p > 2, then these estimates have the form ϕ(ε1, . . . , εs)n−1, where ϕ(ε1, . . . , εs) → 0 as (ε1, . . . , εs) → 0
(explicit formulas for ϕ are given in the paper). If p ≤ q and p ≤ 2, then the estimates have the form n−1

(hence, the constraints on the variation do not improve the estimate for the widths). The upper estimates are
proved with the use of Galeev’s result on the intersection of finite-dimensional balls, whereas the proof of the
lower estimates is based on a generalization of Gluskin’s result on the width of the intersection of a cube and
an octahedron.
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Введение

В работе [1] изучалась задача о непустоте множества функций M0 = {f ∈ C1[a, b] : f1(t) ≤
f(t) ≤ f2(t), g1(t) ≤ ḟ(t) ≤ g2(t)}, где f1, f2, g1, g2 : [a, b] → R∪{±∞}. Позже И. Г.Царьковым
была поставлена задача об оценках колмогоровских поперечников таких классов функций в
пространстве Лебега. Здесь эта задача будет исследоваться в частном случае:

M0 =
{

f ∈ C1[0, 1] : ∀t ∈ [0, 1] |ḟ(t)| ≤ 1, f
(j

s

)

= yj, 0 ≤ j ≤ s
}

,

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 19-01-00332).



Колмогоровские поперечники классов Соболева 49

где y0, . . . , ys — заданные числа. Напомним, что колмогоровский поперечник порядка n ∈ Z+

подмножества в линейном нормированном пространстве X определяется как

dn(C, X) = inf
L∈Ln(X)

sup
x∈C

inf
y∈L

‖x− y‖,

где Ln(X) — совокупность подпространств в X размерности не выше n (см. [2–4]).
Если класс M0 непуст и не состоит из одной функции, то из оценок поперечников классов

липшицевых функций следует, что

Cn−1 ≤ dn(M0, Lq[0, 1]) ≤ n−1,

где C > 0 зависит от y0, . . . , ys. Здесь будут получены при достаточно больших n ∈ N по-
рядковые оценки поперечников dn(M0, Lq[0, 1]) с точностью до констант, не зависящих от
y0, . . . , ys.

Отметим, что у множества

M̃ =
{

f ∈ AC[0, 1] : |ḟ(t)| ≤ 1 п.в., f

(

j

s

)

= yj, 0 ≤ j ≤ s
}

(0.1)

поперечники будут такими же, как у M0.
С помощью метода дискретизации задача сводится к оценке поперечников пересечения

конечномерных шаров: шара в lN∞ с некоторым весом и декартова произведения многомерных
октаэдров разных размеров (подробнее об этом будет сказано в следующем разделе). Задача об
оценке поперечников пересечений и произведений конечномерных шаров изучалась в работах
Э.М.Галеева [5–8], Е.Д. Глускина [9], А.Д.Изаака [10; 11], Ю.В.Малыхина, К.С.Рютина [12]
и др.

Если вместо шара в весовом lN∞ рассмотреть шар в весовом lNp , то получится задача, воз-
никающая при дискретизации задачи об оценке поперечника класса

M =
{

f ∈ AC[0, 1] : ‖ḟ‖Lp[0, 1] ≤ 1, ‖ḟ‖L1[ j−1
s

, j
s ]

≤
εj
s
, 1 ≤ j ≤ s

}

, (0.2)

где εj ∈ [0, 1], 1 ≤ j ≤ n, — некоторые заданные числа.
В данной работе будут получены при достаточно больших n ∈ N порядковые оценки кол-

могоровских поперечников классов M и M̃ в пространстве Lq[0, 1] с точностью до мультипли-
кативных констант, зависящих только от p и q.

Мы будем использовать следующее обозначение для порядковых неравенств. Пусть X, Y —
множества, f1, f2 : X × Y → R+. Обозначим f1(x, y) .

y
f2(x, y) (или f2(x, y) &

y
f1(x, y)), если

для любого y ∈ Y существует c(y) > 0 такое, что f1(x, y) ≤ c(y)f2(x, y) для любого x ∈ X;
f1(x, y) ≍

y
f2(x, y), если f1(x, y) .

y
f2(x, y) и f2(x, y) .

y
f1(x, y).

Сформулируем основные результаты работы.

Теорема 1. Пусть 1 < p < ∞, 1 < q < ∞, s ∈ N, εj ∈ [0, 1], 1 ≤ j ≤ s.

1. Пусть p > 2, q ≥ 2. Положим θ =
q + 2

q

p− 1

p− 2
. Тогда при достаточно больших n ∈ N

dn(M, Lq[0, 1]) ≍
p,q

n−1
(

s
∑

j=1

ε
1

θ+1

j

s

)(θ+1) p−2
2(p−1)

.

Пусть p > q, q < 2. Положим θ =
q(p − 1)

p− q
. Тогда при достаточно больших n ∈ N

dn(M, Lq[0, 1]) ≍
p,q

n−1
(

s
∑

j=1

ε
1

θ+1

j

s

)(θ+1) p−q
q(p−1)

.
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2. Пусть p ≤ q, p ≤ 2. Тогда при достаточно больших n ∈ N

dn(M, Lq[0, 1]) ≍
p,q

n
−max

{

1+ 1
q
− 1

p
, 1+ 1

2
− 1

p

}

.

Теперь рассмотрим класс M̃ . Его непустота равносильна условию |yj−yj−1| ≤
1

s
, 1 ≤ j ≤ s.

Положим
εj = 1− s|yj − yj−1|. (0.3)

Теорема 2. Пусть 1 < q < ∞, s ∈ N, εj ∈ [0, 1] заданы формулой (0.3), 1 ≤ j ≤ s.

Положим θ =
q + 2

q
при q ≥ 2, θ = q при q < 2. Тогда

dn(M̃ , Lq[0, 1]) ≍
q























n−1
( s
∑

j=1

ε
1

θ+1
j

s

)
θ+1
2
, q ≥ 2,

n−1
( s
∑

j=1

ε
1

θ+1
j

s

)
θ+1
q
, q < 2.

В разд. 2 задачи о поперечниках классов M и M̃ с помощью метода дискретизации сводятся
к оценкам поперечников конечномерных множеств. В разд. 3 доказываются оценки сверху
поперечников этих множеств. В разд. 4 доказываются оценки снизу.

1. Дискретизация задач

Через lνp обозначаем пространство R
ν с нормой

‖(x1, . . . , xν)‖
p
lνp

=

ν
∑

i=1

|xi|
p.

Сначала рассмотрим задачу об оценке поперечников класса M .

Пусть νj ∈ N, 1 ≤ j ≤ s (их мы подберем позже), m ∈ Z+. Разобьем каждый из от-

резков
[j − 1

s
,
j

s

]

на 2mνj одинаковых отрезков ∆m
j,i = [tmi−1,j, t

m
i,j], 1 ≤ i ≤ 2mνj . Определим

функции ϕm
i,j по формуле

ϕm
i,j = κ

m
j max

{tmi,j − tmi−1,j

2
−

∣

∣

∣
t−

tmi−1,j + tmi,j
2

∣

∣

∣
, 0

}

,

где κ
m
j > 0 выбирается так, что ‖ϕm

i,j‖Lq [0, 1] = 1. Тогда

ϕm
i,j

(tmi−1,j + tmi,j
2

)

≍
q
(2msνj)

1/q, (1.1)

и для любых cj,i ∈ R, 1 ≤ j ≤ s, 1 ≤ i ≤ 2mνj , выполнено

∥

∥

∥

s
∑

j=1

2mνj
∑

i=1

cj,iϕ
m
i,j

∥

∥

∥

Lq [0, 1]
=

(

s
∑

j=1

2mνj
∑

i=1

|cj,i|
q
)1/q

. (1.2)

Дискретизация для оценки сверху. Отметим, что достаточно рассмотреть случаи 1 и 2 в
теореме 1, так как при p ≤ q, p ≤ 2 оценка сверху следует из оценок поперечников классов Со-
болева в Lq[0, 1], полученных в [13;14]. Пусть f ∈ M . Через Pmf обозначим кусочно-линейную
функцию такую, что Pmf(tmi,j) = f(tmi,j), 1 ≤ j ≤ s, 0 ≤ i ≤ 2mνj . Тогда

f = P0f +
∑

m∈Z+

(Pm+1f − Pmf) (1.3)
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(ряд сходится равномерно). Покажем, что

s
∑

j=1

(2mνjs)
p

2mνj
∑

i=1

‖Pm+1f − Pmf‖pLp(∆m
j,i)

.
p
1, f ∈ M. (1.4)

В самом деле,

2mνj
∑

i=1

∫

∆m
j,i

|Pm+1f(t)− Pmf(t)|p dt .
p

2mνj
∑

i=1

|∆m
j,i|

p‖ḟ‖pLp(∆m
j,i)

=
1

(2mνjs)p

j/s
∫

(j−1)/s

|ḟ |p dt.

Умножим эти неравенства на (2mνjs)
p и просуммируем по j; так как

∫ 1

0
|ḟ |p dt

(0.2)

≤ 1, то

получим (1.4).
Отметим, что существуют числа cmj,i такие, что

Pm+1f − Pmf =

s
∑

j=1

2mνj
∑

i=1

cmj,iϕ
m
i,j . (1.5)

Так как у функций ϕm
i,j носители не перекрываются, то из (1.4), (1.5) следует, что

s
∑

j=1

(2mνjs)
p

2mνj
∑

i=1

|cmj,i|
p‖ϕm

i,j‖
p
Lp(∆m

j,i)
.
p
1.

Так как ‖ϕm
i,j‖Lp(∆m

j,i)
≍
p
|∆m

j,i|
1/p‖ϕm

i,j‖C(∆m
j,i)

(1.1)
≍
p,q

(2msνj)
1
q
− 1

p , то для f ∈ M выполнено

s
∑

j=1

(2mνjs)

(

1+ 1
q
− 1

p

)

p
2mνj
∑

i=1

|cmj,i|
p .
p,q

1. (1.6)

Положим τmi,j =
tmi−1,j + tmi,j

2
. Тогда

2mνj
∑

i=1

(

|f(tmi−1,j)− f(τmi,j)|+ |f(τmi,j)− f(tmi,j)|
)

≤

2mνj
∑

i=1

tmi,j
∫

tmi−1,j

|ḟ(t)| dt
(0.2)

≤
εj
s
.

Для t ∈ ∆m
j,i выполнено Pm+1f(t)

(1.5)
= Pmf(t) + cmj,iϕ

m
i,j(t). Поэтому

|cmj,iϕ
m
i,j(τ

m
i,j)| = |Pm+1f(τ

m
i,j)− Pmf(τmi,j)| =

∣

∣

∣
Pm+1f(τ

m
i,j)−

Pmf(tmi−1,j) + Pmf(tmi,j)

2

∣

∣

∣

≤ |f(tmi−1,j)− f(τmi,j)|+ |f(τmi,j)− f(tmi,j)|.

Значит,
2mνj
∑

i=1

|cmj,i| · |ϕ
m
i,j(τ

m
i,j)| ≤

εj
s
.

Таким образом,
2mνj
∑

i=1

|cmj,i|
(1.1)

.
q

εj
s

1

(2mνjs)1/q
. (1.7)
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Пусть Nm =
∑s

j=1 2
mνj, Vm ⊂ R

Nm — множество последовательностей (cmj,i)1≤j≤s,1≤i≤2mνj ,
удовлетворяющих

s
∑

j=1

(2mνjs)

(

1+ 1
q
− 1

p

)

p
2mνj
∑

i=1

|cmj,i|
p ≤ 1,

2mνj
∑

i=1

|cmj,i| ≤
εj
s

1

(2mνjs)1/q
, 1 ≤ j ≤ s.

(1.8)

Пусть
∑s

j=1 νj = n. Применяя аналог метода дискретизации В.Е.Майорова [16] и учитывая
(1.2), (1.3), (1.6) и (1.7), получаем

d2n+1(M, Lq[0, 1]) .
p,q

∑

m∈Z+

dk(m)(Vm, lNm
q ),

где k(m) ∈ Z+,
∑

m∈Z+
k(m) ≤ n. Тем самым, для оценки сверху в теореме 1 достаточно

подобрать числа νj и k(m) так, чтобы
∑s

j=1 νj = n,
∑

m∈Z+
k(m) ≤ n,

∑

m∈Z+

dk(m)(Vm, lNm
q ) .

p,q























n−1
( s
∑

j=1

ε
1

θ+1
j

s

)(θ+1) p−2
2(p−1)

, p > 2, q ≥ 2,

n−1
( s
∑

j=1

ε
1

θ+1
j

s

)(θ+1) p−q
q(p−1)

, p > q, q < 2,

(1.9)

где

θ =















q + 2

q

p− 1

p− 2
, p > 2, q ≥ 2,

q(p− 1)

p− q
, p > q, q < 2.

(1.10)

Это будет сделано в разд. 3.

Дискретизация для оценки снизу. Пусть
∑s

j=1 νj = n, V ⊂ R
n — пространство последова-

тельностей (cj,i)1≤j≤s,1≤i≤νj таких, что

s
∑

j=1

(νjs)

(

1+ 1
q
− 1

p

)

p
νj
∑

i=1

|cj,i|
p ≤ 1,

νj
∑

i=1

|cj,i| ≤
εj
s

1

(νjs)1/q
, 1 ≤ j ≤ s.

(1.11)

Пусть f =
∑s

j=1

∑νj
i=1 cj,iϕ

0
i,j , (cj,i)1≤j≤s,1≤i≤νj ∈ V . Отметим, что при п.в. t ∈ ∆0

i,j выпол-

нено |ϕ̇0
i,j(t)|

(1.1)
≍
q

(sνj)
1+ 1

q . Значит,

‖ḟ‖pLp[0, 1]
=

s
∑

j=1

νj
∑

i=1

∫

∆0
i,j

|cj,i|
p|ϕ̇0

i,j(t)|
p dt ≍

p,q

s
∑

j=1

νj
∑

i=1

|cj,i|
p(sνj)

(

1+ 1
q
− 1

p

)

p (1.11)

≤ 1,

‖ḟ‖L1[ j−1
s

, j
s ]

=

νj
∑

i=1

|cj,i|

∫

∆0
i,j

|ϕ̇0
i,j(t)| dt ≍q

νj
∑

i=1

|cj,i|(sνj)
1/q

(1.11)

≤
εj
s
, 1 ≤ j ≤ s.

Следовательно, существует a(p, q) > 0 такое, что a(p, q)f
(0.2)
∈ M .
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В силу (1.2)
∥

∥

∥

s
∑

j=1

νj
∑

i=1

cj,iϕ
0
i,j

∥

∥

∥

Lq[0,1]
= ‖(ci,j)1≤j≤s, 1≤i≤νj‖lnq .

Рассуждая так же, как в [16], получаем, что d[n/2](M, Lq[0, 1]) &
p,q

d[n/2](V, l
n
q ). Поэтому доста-

точно показать, что

d[n/2](V, l
n
q ) &

p,q































n−1
( s
∑

j=1

ε
1

θ+1
j

s

)(θ+1) p−2
2(p−1)

, p > 2, q ≥ 2,

n−1
( s
∑

j=1

ε
1

θ+1
j

s

)(θ+1) p−q
q(p−1)

, p > q, q ≤ 2,

n−max{1+1/q−1/p, 1+1/2−1/p}, p ≤ q, p ≤ 2,

(1.12)

где θ задано формулой (1.10). Это будет сделано в разд. 4.

Теперь рассмотрим класс M̃ .

Дискретизация для оценки сверху. Операторы Pm определяем так же, как и раньше. Ана-
логично соотношению (1.4) доказывается, что для f ∈ M̃

max
1≤j≤s

2mνjs‖Pm+1f − Pmf‖L∞(∆m
j,i)

. 1.

Формула (1.5) в этом случае тоже верна, откуда получаем аналог (1.6)

max
1≤j≤s

(2mνjs)
1+ 1

q max
1≤i≤2mνj

|cmj,i| .
q
1. (1.13)

Напомним, что εj заданы формулой (0.3).

Покажем, что
2mνj
∑

i=1

|cmj,i| .
q

εj
s

1

(2mνjs)1/q
. (1.14)

Пусть |f(tmi,j)− f(tmi−1,j)| =
1− αm

i,j

2mνjs
, αm

i,j ∈ [0, 1]. Тогда

|cmj,i| · |ϕ
m(τmi,j)| = |Pm+1f(τ

m
i,j)− Pmf(τmi,j)| =

∣

∣

∣
f(τmi,j)−

f(tmi,j) + f(tmi−1,j)

2

∣

∣

∣
.

αm
i,j

2mνjs
.

Значит,
2mνj
∑

i=1

|cmj,i| · |ϕ
m
i,j(τ

m
i,j)| .

q

2mνj
∑

i=1

αm
i,j

2mνjs
. (1.15)

Далее,

1

s
(1−εj)

(0.3)
= |yj−yj−1| ≤

2mνj
∑

i=1

|f(tmi,j)−f(tmi−1,j)| =

2mνj
∑

i=1

(2mνjs)
−1(1−αm

i,j) =
1

s
− (2mνjs)

−1

2mνj
∑

i=1

αm
i,j,

поэтому
∑2mνj

i=1 (2mνjs)
−1αm

i,j ≤
εj
s
. Отсюда и из (1.1), (1.15) получаем (1.14).

Пусть Vm — множество последовательностей (cmj,i)1≤j≤s, 1≤i≤2mνj таких, что

max
1≤j≤s

(2mνjs)
1+ 1

q max
1≤i≤2mνj

|cmj,i| ≤ 1,
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2mνj
∑

i=1

|cmj,i| .
q

εj
s

1

(2mνjs)1/q
, 1 ≤ j ≤ s.

Рассуждая, как в [16], получаем, что достаточно показать, что найдутся числа νj ∈ N, k(m) ∈ Z+

такие, что
∑s

j=1 νj = n,
∑

m∈Z+
k(m) = n,

∑

m∈Z+

dk(m)(Vm, l2
mn

q ) .
q























n−1
( s
∑

j=1

ε
1

θ+1
j

s

)
θ+1
2
, q ≥ 2,

n−1
( s
∑

j=1

ε
1

θ+1
j

s

)
θ+1
q
, q < 2,

где

θ =







q + 2

q
, q ≥ 2,

q, q < 2.
(1.16)

Эта оценка будет получена в разд. 3.

Дискретизация для оценки снизу. Пусть Λ — пространство непрерывных кусочно-линейных
функций с узлами в t0i,j, 1 ≤ j ≤ s, 1 ≤ i ≤ νj. Тогда dimΛ = n+ 1 и

d2n+1(M̃ + Λ, Lq[0, 1]) ≤ dn(M̃, Lq[0, 1]).

Оценим снизу левую часть этого неравенства.
Положим kj = [εjνj], 1 ≤ j ≤ s, Ij ⊂ {1, . . . , νj} — подмножество мощности kj,

Ni,j = {λ ∈ 1, 4νj : ∆
2
λ,j ⊂ ∆0

i,j}.

Покажем, что существует a(q) > 0 такое, что для любых zλ,i,j ∈ {1, −1}, λ ∈ Ni,j, выполнено

ϕ = a(q)
s

∑

j=1

∑

i∈Ij

∑

λ∈Ni,j

zλ,i,j

(4sνj)
1+ 1

q

ϕ2
λ,j ∈ M̃ + Λ. (1.17)

В самом деле,
∣

∣

∣

ϕ̇2
λ,j(t)

(4sνj)
1+ 1

q

∣

∣

∣

(1.1)

.
q

1 п.в., поэтому найдется такое a(q) > 0, что |ϕ̇(t)| ≤ 1 п.в.

Пусть f — кусочно-линейная непрерывная функция, f(0) = y0, ḟ |[t0i−1,j , t
0
i,j ]

= 0, i ∈ Ij ,

ḟ |[t0i−1,j , t
0
i,j ]

=
yj − yj−1

νj − kj
νjs, i /∈ Ij.

Тогда f ∈ Λ. Далее, |ḟ(t)|
(0.3)

≤ 1 и f(tj) = yj, 1 ≤ j ≤ s. Наконец, носители у ϕ̇ и ḟ не
перекрываются. Значит, f + ϕ ∈ M̃ , откуда ϕ = (f + ϕ)− f ∈ M̃ +Λ.

В R
4n координаты занумеруем двойными индексами (j, λ), где 1 ≤ j ≤ s, 1 ≤ λ ≤ 4νj .

Пусть ej,λ — вектор, у которого на месте (j, λ) стоит 1, а на остальных местах нули,

V = conv
{

s
∑

j=1

∑

i∈Ij

∑

λ∈Ni,j

zλ,i,j

(4sνj)
1+ 1

q

ej,λ : zλ,i,j = ±1, Ij ⊂ 1, νj , |Ij | = kj

}

,

где conv обозначает выпуклую оболочку. Достаточно показать, что существуют νj ∈ N такие,
что

∑s
j=1 νj = n,

d2n+1(V, l
4n
q ) &

q























n−1
( s
∑

j=1

ε
1

θ+1
j

s

)
θ+1
2
, q ≥ 2,

n−1
( s
∑

j=1

ε
1

θ+1
j

s

)
θ+1
q
, q < 2,

где θ задано формулой (1.16).



Колмогоровские поперечники классов Соболева 55

2. Оценки сверху поперечников конечномерных множеств

Без ограничения общности можно считать, что εj > 0, 1 ≤ j ≤ s.
Через Bν

p обозначим единичный шар в пространстве lνp .
Для чисел α ∈ R и 1 ≤ p ≤ ∞ положим Blν(1/p, α) = {x ∈ R

ν : ‖x‖lνp ≤ ν−α}. Пусть
K ⊂ [0, 1] × R — компакт. Положим Blν(K) = ∩(1/p, α)∈KBlν(1/p, α), G(K) = convK +
cone {(−1, 0), (1, −1)}, где cone обозначает коническую оболочку. Э.М.Галеевым [5, теоре-
ма 2] был получен следующий результат. Пусть K1, K2 ⊂ [0, 1] × R — компакты. Тогда

Blν(K1) ⊂ Blν(K2) тогда и только тогда, когда G(K2) ⊂ G(K1).
Из этой теоремы следует, что если (1/q, β) ∈ [(1/p, γ), (1, α)], то Blν(1/p, γ) ∩Blν(1, α) ⊂

Blν(1/q, β).

Следствие 1. Пусть p > 1, ν ∈ N, ε > 0, γ ∈ R. Положим

E = {x ∈ R
ν : ‖x‖lνp ≤ ν−γ , ‖x‖lν1 ≤ εν}.

1. Пусть p > 2. Тогда E ⊂ ν
p−2

2(p−1)
−γ p

2(p−1) ε
p−2

2(p−1)Bν
2 .

2. Пусть 1 < q ≤ 2, p > q. Тогда E ⊂ ν
p−q

q(p−1)
−γ p(q−1)

q(p−1) ε
p−q

q(p−1)Bν
q .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть εν = ν−α. В случае p > 2 выполнено включение E ⊂
ν−βBν

2 , где β находится из условий

λ

p
+ 1− λ =

1

2
, λγ + (1− λ)α = β.

Тогда λ =
p

2(p − 1)
, 1− λ =

p− 2

2(p − 1)
,

ν−β = ν−λγ−(1−λ)α = ν1−λ−λγε1−λ = ν
p−2

2(p−1)
−γ p

2(p−1) ε
p−2

2(p−1) .

В случае 1 < q ≤ 2, p > q имеем E ⊂ ν−βBν
q , где β находится из условий

λ

p
+ 1− λ =

1

q
, λγ + (1− λ)α = β.

Тогда λ =
1− 1/q

1− 1/p
, 1− λ =

1/q − 1/p

1− 1/p
,

ν−β = ν
−

1− 1
q

1− 1
p
γ
(εν)

1
q − 1

p

1− 1
p = ε

p−q
q(p−1) ν

− p(q−1)
q(p−1)

γ+ p−q
q(p−1) .

Следствие доказано.

Перейдем к задаче оценки поперечников множеств Vm, определенных в предыдущем раз-
деле.

Случай p > 2, q ≥ 2. Оценим сверху по порядку радиус евклидова шара, содержащего Vm.
Полученную величину минимизируем по (νj)

s
j=1 (задача минимизации окажется одной и той

же для всех m). Считаем, что νj ≥ 2.
Сначала рассмотрим задачу для множества M .
Перепишем условие (1.8) в виде

s
∑

j=1

(2mνjs)
(1+ 1

q
)p
(2mνjs)

−1

2mνj
∑

i=1

|cmj,i|
p ≤ 1,

2mνj
∑

i=1

|cmj,i| ≤
εj

(2mνjs)
1+ 1

q

2mνj, 1 ≤ j ≤ s.

(2.1)
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Фиксируем 1 ≤ j ≤ s. Пусть γj ∈ R таково, что

2mνj
∑

i=1

|cmj,i|
p = (2mνj)

−γjp (2mνjs)
−(1+ 1

q
)p
,

2mνj
∑

i=1

|cmj,i| ≤ εj 2
mνj (2

mνjs)
−(1+ 1

q
).

(2.2)

Применяя следствие 1, получаем

2mνj
∑

i=1

|cmj,i|
2 ≤

1

(2mνjs)
2(1+ 1

q
)
(2mνj)

1
p−1

(p−2−γjp)ε
p−2
p−1

j =: Ej. (2.3)

Подставим первое равенство (2.2) в (2.1) и получим

s
∑

j=1

(2mνj)
−1−γjp ≤ s. (2.4)

Чтобы найти минимальный радиус евклидова шара, содержащего Vm, максимизируем по
(γ1, . . . , γs) величину

L = L(γ1, . . . , γs) =

s
∑

j=1

1

(2mνjs)
2(1+ 1

q
)
(2mνj)

1
p−1

(p−2−γjp)ε
p−2
p−1

j

при условии, что выполнено (2.4).
Положив σj = (2mνj)

−1−γjp, получаем

L =

s
∑

j=1

(2mνjs)
−2

(

1+ 1
q

)

+1
σ

1
p−1

j ε
p−2
p−1

j ·
1

s
=

s
∑

j=1

(2mνjs)
−1− 2

q ε
p−2
p−1

j σ
1

p−1

j ·
1

s
.

Пусть τj = σ
1

p−1

j , aj = (2mνjs)
−1− 2

q ε
p−2
p−1

j

1

s
. Тогда задача минимизации L(γ1, . . . , γs) при усло-

вии (2.4) эквивалентна следующей:

s
∑

j=1

ajτj → max,
s

∑

j=1

τp−1
j ≤ s. (2.5)

Так как p > 2, то в силу неравенства Гёльдера

s
∑

j=1

ajτj ≤
(

s
∑

j=1

a
p−1
p−2

j

)
p−2
p−1

s
1

p−1 .

Подставив выражения для aj, получаем, что для радиуса R описанного евклидова шара вы-
полнено

R2 ≤
(

s
∑

j=1

(2mνjs)
− q+2

q
· p−1
p−2 εj

)
p−2
p−1

s
1

p−1
−1

. (2.6)

Отметим также, что в точке максимума выполнено

τj = s
1

p−1
a

1
p−2

j

(
∑s

k=1 a
p−1
p−2

k

)
1

p−1

, τj = (2mνj)
−

1+γjp

p−1 , aj = (2mνjs)
−1− 2

q ε
p−2
p−1

j

1

s
, (2.7)
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откуда

Ej = ajτj = s
1

p−1
a

p−1
p−2

j

(
∑s

k=1 a
p−1
p−2

k

)
1

p−1

= s
1

p−1
−1− q+2

q
(2mνj)

− q+2
q

· p−1
p−2 εj

(
∑s

k=1(2
mνk)

− q+2
q

· p−1
p−2 εk

)
1

p−1

. (2.8)

Итак, при фиксированных ν1, . . . , νs ∈ N таких, что
∑s

j=1 νj = n, множество Vm содержит-
ся в евклидовом шаре радиуса R, удовлетворяющего (2.6). Минимизируем правую часть (2.6)
по νj (отметим, что точка минимума будет одна и та же при всех m ∈ Z+). Получаем задачу

s
∑

j=1

(νjs)
− q+2

q
· p−1
p−2 εj → min,

s
∑

j=1

νj = n, νj ∈ N, νj ≥ 2. (2.9)

Положим

θ =
q + 2

q

p− 1

p− 2
. (2.10)

Тогда (2.9) переписывается в виде

s
∑

j=1

εjν
−θ
j → min,

s
∑

j=1

νj = n, νj ∈ N, νj ≥ 2. (2.11)

Сначала найдем точку минимума на множестве νj > 0 (1 ≤ j ≤ s),
∑s

j=1 νj = n. Применяя
принцип Лагранжа и учитывая, что минимизируется выпуклая функция на выпуклом мно-
жестве, получаем, что минимум достигается в точке (ν̂1, . . . , ν̂s), для которой выполняется
εj ν̂

−θ−1
j = const. Значит,

ν̂j = n
ε

1
θ+1

j

∑s
i=1 ε

1
θ+1

i

. (2.12)

Если n достаточно велико, то выбираем νj ∈ N такие, что
∑s

j=1 νj = n, νj ≥ 2,

ν̂j
2

≤ νj ≤ 2ν̂j , (2.13)

и получаем
s

∑

j=1

(2ms)−θν−θ
j εj ≍

p,q
(2mns)−θ

(

s
∑

j=1

ε
1

θ+1

j

)θ+1
.

Таким образом, при больших n оценка для радиуса описанной сферы имеет вид

R .
p,q

(2mn)−
q+2
2q

(

s
∑

j=1

ε
1

θ+1

j

s

)(θ+1) p−2
2(p−1)

.

Перейдем к доказательству неравенства (1.9). При выбранных νj имеем

∑

m∈Z+

dk(m)(Vm, lNm
q ) .

p,q

(

s
∑

j=1

ε
1

θ+1

j

s

)(θ+1) p−2
2(p−1)

∑

m∈Z+

(2mn)−
q+2
2q dk(m)(B

2mn
2 , l2

mn
q ).

Числа k(m) ∈ Z+ подбираем так, чтобы
∑

m∈Z+
k(m) . n. Напомним, что q ≥ 2. Рассуждая

так же, как при оценке поперечников классов Соболева [16], получаем, что при достаточно
больших n выполнено

∑

m∈Z+

dk(m)(Vm, lNm
q ) .

p,q
n−1

(

s
∑

j=1

ε
1

θ+1

j

s

)(θ+1) p−2
2(p−1)

.
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Случай p = ∞, q ≥ 2. Снова оцениваем по порядку радиус евклидова шара, содержаще-
го Vm. Вместо условия (2.1) имеем

max
1≤j≤s

(2mνjs)
(1+ 1

q
)

max
1≤i≤2mνj

|cmj,i| ≤ 1,

2mνj
∑

i=1

|cmj,i| ≤
εj

(2mνjs)
1+ 1

q

2mνj, 1 ≤ j ≤ s;

(2.14)

выражение (2.2) заменяется на

max
1≤i≤2mνj

|cmj,i| = (2mνj)
−γj (2mνjs)

−(1+ 1
q
)
,

2mνj
∑

i=1

|cmj,i| ≤ εj 2
mνj (2

mνjs)
−(1+ 1

q
).

(2.15)

Применяя следствие 1, получаем

2mνj
∑

i=1

|cmj,i|
2 ≤

1

(2mνjs)
2(1+ 1

q
)
(2mνj)

1−γjεj . (2.16)

Рассуждаем так же, как в предыдущем случае. Для того чтобы найти радиус евклидова шара,
содержащего Vm, максимизируем функцию

L(γ1, . . . , γs) =

s
∑

j=1

1

(2mνjs)
2(1+ 1

q
)
(2mνj)

1−γjεj

при условии, что max1≤j≤s(2
mνj)

−γj ≤ 1. Полученное выражение минимизируем по νj ∈ N,
удовлетворяющим условию

∑s
j=1 νj = n. В итоге получаем

∑

m∈Z+

dk(m)(Vm, lNm
q ) .

q
n−1

(

s
∑

j=1

ε
1

θ+1

j

s

)
θ+1
2
,

где θ =
q + 2

q
.

Случай p > q, q ≤ 2. Найдем радиус шара в l2
mn

q , содержащего множество последова-
тельностей (cj,i)1≤j≤s, 1≤i≤2mνj , удовлетворяющих (2.1), и минимизируем его за счет выбора νj
(снова точка минимума не будет зависеть от m).

Для фиксированного j рассмотрим множество последовательностей, удовлетворяющих усло-
виям (2.2). Применяя следствие 1, получаем

2mνj
∑

i=1

|cmj,i|
q ≤ ε

p−q
p−1

j (2mνj)
− p(q−1)

p−1
γj+

p−q
p−1

−q−1
s−q−1 =: Ej. (2.17)

Для нахождения радиуса описанного lq-шара решаем задачу на максимум

s
∑

j=1

s−q−1ε
p−q
p−1

j (2mνj)
p−q
p−1

−q−1− p(q−1)
p−1

γj → max,
s

∑

j=1

(2mνj)
−1−γjp ≤ s. (2.18)

Положим σj = (2mνj)
−1−γjp. Тогда (2.18) переписывается в виде

s
∑

j=1

s−q−1ε
p−q
p−1

j (2mνj)
−qσ

q−1
p−1

j → max,
s

∑

j=1

σj ≤ s. (2.19)
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Положим τj = σ
q−1
p−1

j , aj = s−q−1ε
p−q
p−1

j (2mνj)
−q. Применив неравенство Гельдера и учитывая

неравенство
∑s

j=1 τ
p−1
q−1

j ≤ s, получим

s
∑

j=1

ajτj ≤ s
q−1
p−1

(

s
∑

j=1

a
p−1
p−q

j

)
p−q
p−1

= s
−q−1+ q−1

p−1

(

s
∑

j=1

εj(2
mνj)

− q(p−1)
p−q

)
p−q
p−1

.

Отметим, что в точке максимума выполнено

τj =
a

q−1
p−q

j
(

∑s
k=1 a

p−1
p−q

k

)
q−1
p−1

s
q−1
p−1 , τj = (2mνj)

−
(1+γjp)(q−1)

p−1 , aj = s−q−1ε
p−q
p−1

j (2mνj)
−q, (2.20)

откуда

Ej = ajτj =
a

p−1
p−q

j
(

∑s
k=1 a

p−1
p−q

k

)
q−1
p−1

s
q−1
p−1 =

(2mνj)
− q(p−1)

p−q εj
(

∑s
k=1(2

mνk)
− q(p−1)

p−q εk

)
q−1
p−1

s
q−1
p−1

−q−1. (2.21)

Теперь минимизируем радиус описанного шара по νj ∈ N,
∑s

j=1 νj = n (заметим, что точка
минимума не зависит от m ∈ Z+). Получаем задачу

s
∑

j=1

εjν
− q(p−1)

p−q

j → min,

s
∑

j=1

νj = n, νj ∈ N, νj ≥ 2. (2.22)

Положим θ =
q(p− 1)

p− q
. Сначала рассмотрим ту же задачу, заменив условия νj ∈ N, νj ≥ 2, на

неравенства νj > 0. Применяя принцип Лагранжа и учитывая, что минимизируется выпуклая
функция на выпуклом множестве, получаем, что минимум достигается в точке (ν̂1, . . . , ν̂s),
где

ν̂j = n
ε

1
θ+1

j

∑s
i=1 ε

1
θ+1

i

. (2.23)

Если n ∈ N достаточно велико, то найдутся νj ∈ N такие, что
∑s

j=1 νj = n и ν̂j/2 ≤ νj ≤ 2ν̂j ,
при этом νj ≥ 2. Тогда

s
∑

j=1

εj(2
mνj)

−θ ≍
p,q

2−mθn−θ
(

s
∑

j=1

ε
1

θ+1

j

)θ+1
.

В итоге получаем, что если (cmj,i)1≤j≤s, 1≤i≤νj ∈ Vm, то

(

s
∑

j=1

2mνj
∑

i=1

|cmj,i|
q
)1/q

. (2mn)−1
(1

s

s
∑

j=1

ε
1

θ+1

j

)(θ+1) p−q
q(p−1)

.

Положим k(m) = 0 при m ≥ 1, k(0) = n. Тогда

∑

m∈Z+

dk(m)(Vm, lNm
q ) .

p,q

∑

m∈N

(2mn)−1
(1

s

s
∑

j=1

ε
1

θ+1

j

)(θ+1) p−q
q(p−1)

.
p,q

n−1
(1

s

s
∑

j=1

ε
1

θ+1

j

)(θ+1) p−q
q(p−1)

.

Случай p = ∞, q ≤ 2. Найдем радиус шара в lNm
q , содержащего множество последователь-

ностей (cmj,i)1≤j≤s, 1≤i≤νj , удовлетворяющих (2.14), и минимизируем его за счет выбора νj. Для
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фиксированного j рассматриваем множество последовательностей, удовлетворяющих (2.15).
Применяя следствие 1, получаем

2mνj
∑

i=1

|cmj,i|
q ≤ εj(2

mνj)
−(q−1)γj−q s−q−1.

Рассуждая так же, как в предыдущих случаях, имеем

∑

m∈Z+

dk(m)(Vm, lNm
q ) .

q
n−1

(

s
∑

j=1

ε
1

θ+1

j

s

)
θ+1
q
,

где θ = q.

З а м е ч а н и е. Во всех случаях γj, максимизирующее длину вектора, строго больше −1
при m = 0 и достаточно больших n. В самом деле, в силу (2.7), (2.12), (2.20), (2.23) получаем,

что τj = n−
(1+γjp)(min{q, 2}−1)

p−1 и τj ≍ 1. Значит, γj = γj(n) → −1
p , n → ∞.

3. Оценка снизу поперечников конечномерных множеств

Случаи p > 2, q > 2 и p > q, q ≤ 2. Доказательство является обобщением рассуждений
из работы Е.Д. Глускина [9].

Лемма 1. Пусть ε > 0, ν ∈ N таковы, что εν1+γ ≥ 1, 1 < p ≤ ∞.

1. Пусть p > 2. Тогда существуют k ∈ N и c > 0 такие, что для вектора (ci)
ν
i=1,

ci =

{

c, 1 ≤ i ≤ k,
0, k + 1 ≤ i ≤ ν,

выполнено

‖(ci)
ν
i=1‖lνp ≤ ν−γ , ‖(ci)

ν
i=1‖lν1 ≤ εν, ‖(ci)

ν
i=1‖lν2 ≍ ν

−γ p
2(p−1)

+ p−2
2(p−1) ε

p−2
2(p−1) .

2. Пусть p > q, q ≤ 2. Тогда существуют k ∈ N и c > 0 такие, что для вектора (ci)
ν
i=1,

ci =

{

c, 1 ≤ i ≤ k,
0, k + 1 ≤ i ≤ ν,

выполнено

‖(ci)
ν
i=1‖lνp ≤ ν−γ , ‖(ci)

ν
i=1‖lν1 ≤ εν, ‖(ci)

ν
i=1‖lνq ≍ ν

−γ p(q−1)
q(p−1)

+ p−q
q(p−1) ε

p−q
q(p−1) .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем числа k̂ > 0 и c > 0 из соотношений k̂1/pc = ν−γ ,

k̂c = εν. Тогда k̂
1− 1

p = εν1+γ ≥ 1, k̂1/2c = ν
−γ p

2(p−1)
+ p−2

2(p−1) ε
p−2

2(p−1) , k̂1/qc = ν
−γ p(q−1)

q(p−1)
+ p−q

q(p−1) ε
p−q

q(p−1) .
Число k = [k̂] будет искомым.

Выберем числа νj и γj в соответствии с (2.7), (2.12), (2.13) в случае p > 2, q > 2 и в
соответствии с (2.20), (2.23), (2.13) — в случае p > q, q ≤ 2. Положим

ĉj,i =

{

ĉj , 1 ≤ i ≤ kj,
0, kj + 1 ≤ i ≤ νj .

Числа kj и ĉj определим в соответствии с леммой 1 так, чтобы

‖(ĉj,i)
νj
i=1‖l

νj
p

≤ (νj)
−γj (νjs)

−1− 1
q , ‖(ĉj,i)

νj
i=1‖l

νj
1

≤ νjεj(νjs)
−1− 1

q , (3.1)
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при этом в случае p > 2, q > 2

‖(ĉj,i)
νj
i=1‖l

νj
2

≍ ν
−γj

p
2(p−1)

+ p−2
2(p−1)

j ε
p−2

2(p−1)

j (νjs)
−1− 1

q , (3.2)

а при p > q, q ≤ 2

‖(ĉj,i)
νj
i=1‖l

νj
q

≍ ν
−γj

p(q−1)
q(p−1)

+ p−q
q(p−1)

j ε
p−q

q(p−1)

j (νjs)
−1− 1

q . (3.3)

Это можно сделать при достаточно больших n, поскольку γj > −1 при больших n (см. заме-
чание в конце предыдущего раздела) и νj → ∞ при n → ∞ для фиксированных εj > 0 в силу
(2.12), (2.23) и неравенства νj ≥ ν̂j/2.

Из определения Ej (см. (2.3) и (2.17)), (2.8), (2.12), (2.21), (2.23) получаем, что при p > 2,
q ≥ 2

νj
∑

i=1

ĉ2j,i ≍p,q
s

1
p−1

− q+2
q

−1 ν−θ
j εj

(
∑s

k=1 ν
−θ
k εk

)
1

p−1

≍
p,q

n− q+2
q

(1

s

s
∑

k=1

ε
1

θ+1

k

)(θ+1)p−2
p−1 ν−θ

j εj
∑s

k=1 ν
−θ
k εk

, (3.4)

а при p > q, q ≤ 2

νj
∑

i=1

|ĉj,i|
q ≍
p,q

s
q−1
p−1

−q−1 ν−θ
j εj

(
∑s

k=1 εkν
−θ
k

)
q−1
p−1

≍
p,q

n−q
(1

s

s
∑

k=1

ε
1

θ+1

k

)(θ+1)p−q
p−1 ν−θ

j εj
∑s

k=1 ν
−θ
k εk

. (3.5)

В силу формул (2.12), (2.23) и неравенств
ν̂j
2 ≤ νj ≤ 2ν̂j получаем ν−θ−1

j εj ≍
p,q

const (константа

не зависит от j). Поэтому существуют числа cj,i ≥ 0 такие, что



























cj,i ≍
p,q

ĉj,i,

ν−1
j

νj
∑

i=1
c2j,i не зависит от j при q ≥ 2,

ν−1
j

νj
∑

i=1
|cj,i|

q не зависит от j при q < 2,

(3.6)

и вектор x̂ = (cj,i)1≤j≤s, 1≤i≤νj ∈ V . В самом деле, по определению множество V состоит
из последовательностей, удовлетворяющих условию (1.11), совпадающему с (2.1) при m = 0.
Второе соотношение (2.1) следует из (3.1), а первое — из (2.7), (2.20) и (3.1).

Положим

A =



















n
− q+2

q

(

1
s

s
∑

k=1

ε
1

θ+1

k

)(θ+1)p−2
p−1

, p > 2, q ≥ 2,

n−q
(

1
s

s
∑

k=1

ε
1

θ+1

k

)(θ+1)p−q
p−1

, p > q, q ≤ 2.

(3.7)

Обозначим через Sl группу перестановок из l элементов. Положим Gj = Sνj × {−1, 1}νj ,
G =

∏s
j=1Gj . Пусть g ∈ G, g = (πj , εj,1, . . . , εj,νj)1≤j≤s, εj,i ∈ {1, −1}, πj ∈ Sνj . Для x =

(xj,i)1≤j≤s,1≤i≤νj ∈ R
n полагаем gx = (yj,i)1≤j≤s, 1≤i≤νj ∈ R

n, yj,i = εj,ixj,πj(i).
Для любого g ∈ G выполнено gx̂ ∈ V . Обозначим

Ṽ = conv {gx̂ : g ∈ G} ⊂ V

и оценим снизу dl(Ṽ , lnq ), l = [n/2]. В случае q > 2 будем пользоваться неравенством dl(Ṽ , lnq ) ≥

n
1
q
− 1

2dl(Ṽ , ln2 ) и оценивать снизу dl(Ṽ , ln2 ).
Обозначим q∗ = min{q, 2}. Пусть ŷ = (ŷj,i)1≤j≤s, 1≤i≤νj ,

ŷ
q′∗
j,i = cq∗j,i, ŷj,i ≥ 0. (3.8)
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(При q ≥ 2 получаем ŷ = x̂.)

Пусть L — экстремальное подпространство для dl(Ṽ , lnq∗) (на нем достигается точная ниж-

няя грань уклонений в определении колмогоровского поперечника), dimL = l, Z = L⊥, P —
ортогональный проектор на Z. В силу двойственности [18, с. 101]

(

dl(Ṽ , lnq∗)
)q′∗ ≥ sup

z∈Z∩Bn
q′∗

sup
x∈Ṽ

|〈z, x〉|q
′
∗ ≥ sup

g∈G
sup
x∈Ṽ

|〈Pgŷ, x〉|q
′
∗

‖Pgŷ‖
q′∗
q′∗

≥
(1/|G|)

∑

g∈G |〈Pgŷ, gx̂〉|q
′
∗

(1/|G|)
∑

g∈G ‖Pgŷ‖
q′∗
q′∗

.

(3.9)
Рассмотрим линейные операторы S : Rn → R

|G|, S̃ : Rn → R
|G|, заданные по формулам

(Sy)(g) = 〈y, gx̂〉, (S̃y)(g) = 〈y, gŷ〉, y ∈ R
n, g ∈ G; (3.10)

через (Sgk)g∈G,1≤k≤n и (S̃gk)g∈G,1≤k≤n обозначим их матрицы. Покажем, что

tr (S̃PS∗) =
∑

g∈G

〈Pgŷ, gx̂〉. (3.11)

В самом деле, пусть T : R|G| → R
n — линейный оператор, (Tkg)1≤k≤n,g∈G — его матрица. Тогда

tr (S̃T ) =
∑

g∈G

∑n
k=1 S̃gkTkg. Далее, S̃gk

(3.10)
= 〈ek, gŷ〉. Пусть ϕg — вектор в R

|G|, у которого
на месте g стоит 1, а на остальных местах нули. Для T = PS∗ имеем Tkg = 〈ek, PS∗ϕg〉 =

〈SPek, ϕg〉 = (SPek)(g)
(3.10)
= 〈Pek, gx̂〉. Значит,

n
∑

k=1

S̃gkTkg =

n
∑

k=1

〈ek, gŷ〉〈Pek, gx̂〉 =
n
∑

k=1

〈ek, gŷ〉〈ek, Pgx̂〉 = 〈gŷ, Pgx̂〉.

Отсюда и из самосопряженности оператора P следует (3.11).

Итак,
∑

g∈G

〈Pgŷ, gx̂〉 = tr (S̃PS∗) = tr (S∗S̃P ). (3.12)

Вычислим элементы матрицы S∗S̃. Имеем

(S∗S̃)ij = 〈ei, S
∗S̃ej〉 = 〈Sei, S̃ej〉

(3.10)
=

∑

g∈G

〈ei, gx̂〉〈ej , gŷ〉.

Если i 6= j, то эта сумма равна 0 (для каждого (gx̂)i(gŷ)j 6= 0 найдется элемент g̃ ∈ G такой,
что (g̃x̂)i(g̃ŷ)j = −(gx̂)i(gŷ)j , причем между g и g̃ можно построить биекцию). Пусть i = j,
при этом у ei единственная ненулевая координата на номере (m, t). Оценим по порядку сумму
∑

g∈G〈ei, gx̂〉〈ei, gŷ〉. Сначала отметим, что в силу (2.12), (2.23) и условия ν̂m/2 ≤ νm ≤ 2ν̂m
выполнено

ν−θ−1
m εm

∑s
k=1 ν

−θ
k εk

≍
p,q

n−θ−1

(
∑s

k=1 ε
1

θ+1

k

)−θ−1∑s
k=1 n

−θε
1

θ+1

k

(
∑s

k=1 ε
1

θ+1

k

)θ
= n−1. (3.13)

Рассмотрим случай q ≥ 2. Напомним, что тогда ŷ = x̂. Имеем

∑

g∈G

〈gx̂, ei〉
2 =

|G|

|Gm|

∑

gm∈Gm

〈gmx̂, ei〉
2 =

|G|

|Gm|
(νm − 1)!2νm

νm
∑

k=1

c2m,k

=
|G|

νm

νm
∑

k=1

c2m,k

(3.4),(3.6),(3.7)
≍
p,q

|G|

νm
A

ν−θ
m εm

∑s
k=1 ν

−θ
k εk

(3.13)
≍
p,q

An−1|G|.
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Учитывая (3.6), получаем, что матрица S∗S̃ пропорциональна единичной. Значит,

1

|G|

∑

g∈G

〈Pgŷ, gx̂〉
(3.12)
≍
p,q

An−1trP ≍ A (3.14)

(так как dim ImP ≥ n/2). В силу неравенства Гельдера получаем оценку снизу для числите-
ля в (3.9):

1

|G|

∑

g∈G

|〈Pgŷ, gx̂〉|2 ≥
( 1

|G|

∑

g∈G

〈Pgŷ, gx̂〉
)2

≍
p,q

A2. (3.15)

Пусть теперь q ≤ 2. Тогда

∑

g∈G

〈gx̂, ei〉〈gŷ, ei〉 =
|G|

|Gm|

∑

gm∈Gm

〈gmx̂, ei〉〈gmŷ, ei〉
(3.8)
=

|G|

|Gm|
(νm − 1)!2νm

νm
∑

k=1

|cm,k|
q

=
|G|

νm

νm
∑

k=1

|cm,k|
q (3.5)−(3.7)

≍
p,q

|G|

νm
A

ν−θ
m εm

∑s
k=1 ν

−θ
k εk

(3.13)
≍
p,q

An−1|G|.

Учитывая (3.6), снова получаем (3.14); в силу неравенства Гельдера, для числителя в (3.9)
выполнена оценка (1/|G|)

∑

g∈G |〈Pgŷ, gx̂〉|q
′
∗ &
p,q

Aq′ .

Теперь получим оценку сверху для знаменателя в (3.9). Имеем

1

|G|

∑

g∈G

‖Pgŷ‖
q′∗
q′∗

=

n
∑

i=1

1

|G|

∑

g∈G

|〈gŷ, Pei〉|
q′∗ .

Далее рассуждаем так же, как в лемме из [9, с. 37–38]. Оценим сверху наименьшую константу
в неравенстве

( 1

|G|

∑

g∈G

|〈gŷ, y〉|q
′
∗

)1/q′∗
≤ C‖y‖2.

Из неравенства Хинчина

1

2n

∑

δk=±1

∣

∣

∣

n
∑

k=1

δkak

∣

∣

∣

q′∗
.
q∗

(

n
∑

k=1

a2k

)q′∗/2

(см., например, [19, с. 178]) выводится соотношение

1

|G|

∑

g∈G

|〈gŷ, y〉|q
′
∗ .

q∗

1

|G|

∑

g∈G

(

∑

1≤i≤n

|yi(gŷ)i|
2
)q′∗/2

.

Поэтому достаточно получить оценку на константу в неравенстве

1

|G|

∑

g∈G

(

∑

1≤i≤n

|yi(gŷ)i|
2
)q′∗/2

≤ Cq′∗‖y‖
q′∗
2 .

Пользуясь соображениями выпуклости (здесь учитывается условие q∗ ≤ 2), получаем, что
достаточно подставить y = ei. Если у ei единственная ненулевая координата находится на
месте (j, t), то

1

|G|

∑

g∈G

|(gŷ)i|
q′∗

(3.8)
=

1

|G|
|G|

1

νj

νj
∑

k=1

|cj,k|
q∗

(3.4)−(3.7)
≍
p,q

1

νj

ν−θ
j εj

∑s
k=1 ν

−θ
k εk

A
(3.13)
≍
p,q

An−1.
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Значит, Cq′∗ .
p,q

An−1. Отсюда получаем

n
∑

i=1

1

|G|

∑

g∈G

|〈gŷ, Pei〉|
q′∗ .

p,q
Cq′∗

n
∑

i=1

‖Pei‖
q′∗
2 ≤ Cq′∗n .

p,q
A.

Поэтому (dl(V, l
n
q∗))

q′∗
(3.9)

&
p,q

Aq′∗

A
= Aq′∗−1, т. е.

dl(V, l
n
q∗) &

p,q
A

q′∗−1

q′∗ = A1/q∗ ,

что дает правильную по порядку оценку снизу.

Случай p ≤ q, p ≤ 2. Возьмем νj ≍ n/s. Достаточно получить оценку снизу для множе-
ства V последовательностей (cj,i)1≤j≤s, 1≤i≤νj , удовлетворяющих ограничениям

s
∑

j=1

n
(1+ 1

q
− 1

p
)p

νj
∑

i=1

|cj,i|
p ≤ 1,

νj
∑

i=1

|cj,i| ≤
εj
s

1

n1/q
, 1 ≤ j ≤ s

(см. (1.11)). Если
s

∑

j=1

νj
∑

i=1

|cj,i| ≤ n−1− 1
q
+ 1

p ,

то для любого 1 ≤ j ≤ s выполнено
∑νj

i=1 |cj,i| ≤ n−1− 1
q
+ 1

p , и поэтому при достаточно больших
n (так как p > 1)

νj
∑

i=1

|cj,i| ≤
εj

sn1/q
.

Значит,

V ⊃ c(p, q)n−1− 1
q
+ 1

pBn
1

для некоторого c(p, q) > 0. Остается применить оценки для dl(n
−1− 1

q
+ 1

pBn
1 , l

n
q ), полученные в

[15; 17].
Поперечники множества V , возникающего в задаче об оценке dn(M̃, Lq[0, 1]), оцениваются

снизу аналогичным образом. В качестве группы G берется

s
∏

j=1

Gj , Gj = {±1}4νj × S̃4νj ,

где S̃4νj — множество перестановок вида 4k + i 7→ 4π(k) + i, π ∈ Sνj , 0 ≤ k ≤ νj − 1, 1 ≤ i ≤ 4.
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