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На классе L4
∞
(R+) функций f ∈ C(R+), имеющих локально-абсолютно непрерывную производную

третьего порядка на полупрямой R+ и таких, что f(4) ∈ L∞(R+), исследуется экстремальная функция
в точных неравенствах

‖f(j)‖ ≤ C4,j (R+) ‖f‖1−j/4 ‖f(4)‖j/4, j = 1, 3, f ∈ L4
∞
(R+).

Изложен неопубликованный ранее метод Н. П. Купцова построения экстремальной функции, являющейся
идеальным сплайном четвертой степени. Метод итерационный, он позволяет находить узлы и коэффици-
енты сплайна, содержит алгоритм вычисления величин C4,j(R+). Предложенный подход отличается от
подхода Шёнберга и Каваретты (1970), позволяет более глубоко понять структуру задачи.
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1. Введение

Обозначим через L∞(R+) пространство измеримых существенно ограниченных на полуоси
R+ = [0,∞) функций f с нормой

‖f‖ = ess sup
t∈R+

|f(t)|,

а через Ln
∞(R+), n ∈ N, — пространство функций f ∈ L∞(R+), имеющих на R+ локально

абсолютно непрерывную производную f (n−1) и таких, что f (n) ∈ L∞(R+).

Для заданных положительных чисел A и B, k = 1, 2, . . . , (n − 1) и функций f ∈ Ln
∞(R+)

хорошо известна следующая восходящая к Э. Ландау [1], экстремальная задача

‖f (k)‖ → sup, ‖f‖ ≤ A, ‖f (n)‖ ≤ B.
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В нашем случае эта задача эквивалентна отысканию точной константы в неравенстве

‖f (k)‖ ≤ Cn,k(R+)‖f‖1−k/n · ‖f (n)‖k/n, f ∈ Ln
∞(R+).

Отметим, что в случае оси R = (−∞;∞) такая задача для всех 1 ≤ k < n была полностью
решена А .Н.Колмогоровым [2]. На полуоси задача оказалась существенно сложнее.

Э. Ландау [1] доказал, что C2,1(R+) = 2. А.П. Маторин [3] установил, что при всех n, k,
k < n,

Cn,k(R+) ≤
T
(k)
n (1)

‖Tn‖1−k/n
, (1.1)

где

Tn(x) =
1

2n−1 n!
cos(n arccos x), x ∈ [−1, 1] ,

есть многочлен Чебышева первого рода. В случаях n = 2, k = 1 и n = 3, k = 1, 2 неравен-
ство (1.1) обращается в равенство.

Наилучшие на данный момент двусторонние оценки для констант Cn,k(R+) были получены
С.Б.Стечкиным [4]. Для n ≥ 4 задача о точных константах Cn,k(R+) была решена И. Шён-
бергом и А. Кавареттой [5; 6]. Проведенная в [5; 6] схема рассуждений оставляла открытыми
вопросы структуры экстремального сплайна и связи точных неравенств с родственными зада-
чами [7; 8] теории приближений.

Структура экстремальной функции для n = 4 изучается в настоящей работе методом
Николая Петровича Купцова; он отличен от метода работ [5; 6]. Основные идеи, приведенно-
го ниже доказательства, были изложены им в 1974 г. на Объединенном семинаре механико-
математического факультета Саратовского государственного университета. В 1994 г. Николай
Петрович ушел из жизни. До настоящего момента его результат не был опубликован. Автор
данной статьи, являясь учеником Н.П.Купцова, посчитал возможным и полезным, опубли-
ковать результат Николая Петровича, дополнив некоторые отсутствующие его этапы доказа-
тельства. Исследования, относящиеся к случаям n = 5, 6, проводились автором ранее в [9; 10]
с применением метода Н.П.Купцова.

Пусть L4
∞(R+) — множество функций f , непрерывных на R+ = [0,∞) вместе с производ-

ными до 3-го порядка включительно и таких, что

1) sup
0≤t<∞

|f(t)| <∞,

2) f ′′′(t) удовлетворяет на [0,∞) условию Липшица порядка 1.

Для всякой функции f ∈ L4
∞(R+) существует почти всюду на [0,∞) производная 4-го

порядка, и при этом ess sup{|f IV (t)| : 0 ≤ t <∞} <∞.

Пусть Ω4[0,∞) есть множество функций из L4
∞(R+), для которых ||f || ≤ 1 и ||f IV || ≤ 2 · 4!.

Положим

µ4j = sup
f∈Ω4[0,∞)

‖f (j)‖, j = 1, 3.

Известно, что µ4j <∞, j = 1, 3.

Обычным способом можно показать (см., например, [4]), что для всякой функции f из
L4
∞(R+) справедливы следующие точные неравенства:

‖f (j)‖ ≤ µ4j
(

4
√
48
)j
‖f‖(4−j)/4 ‖f IV ‖j/4, j = 1, 3. (1.2)

Основная цель данной статьи состоит в том, чтобы выяснить структуру экстремальной
функции неравенства (1.2) и указать способ вычисления величин µ4j, j = 1, 3. Для этого будет
построена функция ϕ ∈ Ω4[0,∞), обладающая свойствами:

‖ϕ(j)‖ = µ4j , j = 1, 3.
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2. Об одном специальном отображении

Обозначим через G′ открытый прямоугольник в плоскости переменных θ, L, определяемый

неравенствами: 0 < θ < 1, 1 < L <
2

4
√
10

(рис. 1).

Рассмотрим отображение замкнутого прямоугольника Ḡ′, задаваемое формулами











x =
L4(1− 4θ3 + 2θ4)− 1

L3
,

y =
3− L4(1− 8θ3 + 6θ4)

L2
.

(2.1)

Открытая область G, являющаяся образом G′ при отображении (2.1), схематически изобра-
жена на рис. 2.

Докажем, что отображение Ḡ′ на Ḡ взаимнооднозначно. В области 0 < θ < 1 и 1 ≤ L ≤ 2
4
√
10

∂x

∂L
= 1− 4θ3 + 2θ4 +

3

L4
> 0,

∂x

∂θ
= 4Lθ2(2θ − 3) < 0.

Отсюда следует, что каждая из сторон прямоугольника Ḡ′ отображается взаимнооднозначно

на соответствующий участок границы Ḡ. При 0 < θ < 1 и 1 ≤ L ≤ 2
4
√
10

якобиан отображе-

ния (2.1) имеет вид

∂(x, y)

∂(θ, L)
= 8θ3L2

[ 3

L4
+ 1− 12θ2 + 16θ3 − 6θ4

]

> 0.

Используя теорему Л.Д.Кудрявцева [11, теорема 13] (см. доказательство в [12, теорема 1.13]),
получаем, что отображение (2.1) взаимнооднозначно. Это означает, что для всех точек обла-
сти Ḡ можно ввести криволинейные координаты L и θ (рис. 3).

Рассмотрим некоторые важные для дальнейшего построения точки и линии плоскости x, y.
Обозначим через MQ̃ кривую, симметричную кривой MQ относительно оси oy. Пусть U —

точка пересечения кривых MQ̃ и PQ. Обозначим кривую, соответствующую θ =
1

2
, через V T .

F — точка пересечения кривых V T и MU .
Рассмотрим два элементарных преобразования области Ḡ. Пусть преобразование K ставит

в соответствие точке a с криволинейными координатами (θ, L) точку Ka с координатами (1−
θ, L). Пусть S — преобразование симметрии относительно оси oy.

Преобразование K всякую точку области Ḡ переводит в точку той же области, а преобра-
зование S может вывести точку за пределы этой области.

Лемма 1. Точка T =
{

0;
6√
10

}

является единственной неподвижной точкой преобразо-

вания SK, принадлежащей области Ḡ.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ζ0 — неподвижная точка и θ и L — ее криволинейные
координаты. Тогда равенство ζ0 = SKζ0 дает систему











L4
[

1− 4θ3 + 2θ4
]

− 1

L3
=

1− L4
[

1− 4(1 − θ)3 + 2(1− θ)4
]

L3
;

3− L4
[

1− 8θ3 + 6θ4
]

L2
=

3− L4
[

1− 8(1 − θ)3 + 6(1− θ)4
]

L2
.

(2.2)

Из второго уравнения системы (2.2) вытекает, что 1 − 8θ3 + 6θ4 = 1 − 8(1 − θ)3 + 6(1 − θ)4.

Единственным решением последнего уравнения на отрезке [0, 1] является точка θ =
1

2
. Отсюда

из первого уравнения системы (2.2) получаем
2

L3
− 5

4
L = 0. Таким образом, криволинейные

координаты неподвижной точки θ =
1

2
, L =

2
4
√
10

, следовательно, T =
{

0;
6√
10

}

. �

Лемма 2. Для всякой точки z замкнутого четырехугольника VMQT, отличной от точ-
ки T, всегда найдется такое натуральное n, что (SK)nz /∈ Ḡ. Если точка z ∈ V NPT такая,
что (SK)nz ∈ Ḡ для любых натуральных n, то все точки последовательности (SK)nz при-
надлежат V NPT, и последовательность сходится к точке T.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для точки z ∈ Ḡ обозначим через zk = {Ak, Bk} точки множе-
ства Ḡ, для которых zk = (SK)kz. Криволинейные координаты таких точек обозначим через
θk и Lk. Тогда координаты {Ak, Bk} и {θk, Lk} связаны равенствами















Ak =
L4
k

[

1− 4θ3k + 2θ4k
]

− 1

L3
k

,

Bk =
3− L4

k

[

1− 8θ3k + 6θ4k
]

L2
k

.

Определение отображения SK дает формулы















Ak+1 =
1− L4

k

[

1− 4(1 − θk)
3 + 2(1 − θk)

4
]

L3
k

,

Bk+1 =
3− L4

k

[

1− 8(1 − θk)
3 + 6(1− θk)

4
]

L2
k

.

(2.3)

Отсюда получаем, что для произвольных 0 ≤ θk ≤ 1 и 1 ≤ Lk ≤ 2
4
√
10

справедливо

Ak+1 −Ak =
2

L3
n

− 4Lkθk
[

1− 2θ2k + θ3k
]

≥ 2

L3
k

− 5

4
Lk ≥ 0,

Заметим, что если zk 6= T, то имеет место строгое неравенство Ak+1 − Ak > 0. Для разно-
сти вторых координат справедливо представление Bk − Bk+1 = 2L2

k

[

6θ2k − 4θ3k − 1
]

. Отсюда

нетрудно получить, что для произвольного 1 ≤ Lk ≤ 2
4
√
10
, если 0 ≤ θk ≤ 1/2, то Bk−Bk+1 ≤ 0,

a если 1/2 ≤ θk ≤ 1, то Bk −Bk+1 ≥ 0.
Отметим, что если точка zk 6= T принадлежит замкнутому четырехугольнику VMQT, то

точка zk+1 не принадлежит четырехугольнику V NPT.Действительно, в этом случае Ak+1 > 0.
Покажем, что не существует точки z ∈ VMQT такой, что z 6= T и zn = (SK)nz ∈ Ḡ

для любых натуральных n. Предположим, что такая последовательность найдется. Тогда, как
показано выше, все элементы последовательности zn принадлежат VMQT ; последователь-
ность An возрастает, а последовательность Bn не убывает. Тогда последовательность точек zn
сходится. При этом предельная точка принадлежит VMQT и вследствие монотонности коор-
динат расположена либо выше, либо правее точки T. Таким образом, с точкой T не совпадает.
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С другой стороны, преобразование SK является непрерывным. Поэтому предельная точка
должна быть неподвижной точкой преобразования SK. По лемме 1 такая точка единственная
и это точка T. Первая часть леммы доказана.

Предположим теперь, что существует точка z ∈ V NPT такая, что zn = (SK)nz ∈ Ḡ для
любых натуральных n. Тогда из первой части леммы следует, что все элементы последова-
тельности принадлежат четырехугольнику V NPT ; координаты точек являются монотонными
последовательностями: An возрастает, Bn не возрастает. Тогда последовательность сходится,
а значит она сходится к точке T. �

В следующей лемме будет показано существование точки z ∈ V NPT такой, что (SK)nz ∈
Ḡ для любых натуральных n. Более того, что такая точка найдется на дуге MU.

Рассмотрим два множества Y1 и Y2 точек кривой MU , обладающих следующими свойства-
ми: Y1 состоит из точек открытой дуги MU (обозначим их z) таких, что существует натураль-
ное число n (может быть, зависящее от z), для которого (SK)n−1z ∈ Ḡ и (SK)nz /∈ Ḡ, причем
(SK)nz принадлежит правой полуплоскости; Y2 —множество точек z открытой дуги MU та-
ких, что ∃n ∈ N (может быть зависящее от z), для которого (SK)n−1z ∈ Ḡ, а (SK)nz /∈ Ḡ и
(SK)nz принадлежит левой полуплоскости.

Лемма 3. На дуге MU , параметрическое уравнение которой имеет вид















x =
1− α4

α3
,

y =
3− α4

α2
,

α ∈
[

1;
2

4
√
10

]

,

найдется по крайней мере одна точка z0, обладающая свойством (SK)nz0 ∈ G для любого
n ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Множества Y1 и Y2 не пусты, поскольку множество Y1 содержит
точки дуги MF , а Y2 состоит из точек дуги MU , близких к точке U .

Поскольку преобразования K и S являются непрерывными отображениями, то нетрудно
понять, что множества Y1 и Y2 открыты по отношению к дуге MU . Так как множества Y1 и
Y2 не пусты и не пересекаются, то они не исчерпываютт всю дугу MU . Тогда на дуге MU
найдется хотя бы одна точка z0, для которой (SK)nz0 ∈ G для всех натуральных n. �

Обозначим через α0 значение параметра α, соответствующее точке z0. Точка z0 будет иг-
рать важнейшую роль при построении экстремальной функции ϕ(t). Чтобы вычислить точные
значения µ41, µ42, µ43, потребуется умение вычислять координаты точки z0. С этой целью бу-
дет построен соответствующий алгоритм. Пусть zn = (SK)nz0, а θn и Ln — криволинейные
координаты точки zn.

Лемма 4. Криволинейные координаты θn и Ln точек zn удовлетворяют равенствам

θn =
1

2
(1 + σn), Ln =

2
4
√
10

(1− τn),

где σn > 0, τn > 0 и
∑∞

n=1 σn <∞,
∑∞

n=1 τn <∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В лемме 2 доказано, что предел последовательности zn совпада-
ет с точкой T . Отсюда вытекает, что σn → 0 и τn → 0. Для декартовых координат точки zn+1

вместе с формулой (2.3) справедливы формулы



















An+1 =
L4
n+1

[

1− 4θ3n+1 + 2θ4n+1

]

− 1

L3
n+1

,

Bn+1 =
3− L4

n+1

[

1− 8θ3n+1 + 6θ4n+1

]

L2
n+1

.
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Сравнивая эти выражения с выражениями (2.3), получаем систему






































































1− 8

5
(1− τn)

4
[

1− 1

2
(1− σn)

3 +
1

8
(1− σn)

4
]

(1− τn)3

=

8

5
(1− τn+1)

4
[

1− 1

2
(1 + σn+1)

3 +
1

8
(1 + σn+1)

4
]

− 1

(1− τn+1)3
,

3− 8

5
(1− τn)

4
[

1− (1− σn)
3 +

3

8
(1− σn)

4
]

(1− τn)2

=
3− 8

5
(1− τn+1)

4
[

1− (1 + σn+1)
3 +

3

8
(1 + σn+1)

4
]

(1− τn+1)2
.

Зависимость переменных τn+1, σn+1 от переменных τn и σn выражается системой






[5 + ε′11(n)] τn+1 + [2 + ε′12(n)] σn+1 = [−5 + ε′′11(n)] τn + [2 + ε′′12(n)] σn,

[3 + ε′21(n)] τn+1 + [1 + ε′22(n)] σn+1 = [3 + ε′′21(n)] τn + [−1 + ε′′22(n)] σn,

где ε′νµ(n) → 0, ε′′νµ(n) → 0 при n → ∞, µ, ν = 1, 2. Решая последнюю систему относительно
τn+1 и σn+1, приходим к следующим выражениям:







τn+1 = [11 + ε11(n)] τn + [−4 + ε12(n)] σn,

σn+1 = [−30 + ε21(n)] τn + [11 + ε22(n)]σn,
(2.4)

где ενµ(n) → 0 при n→ ∞, а ν, µ = 1, 2.
Завершая доказательство, покажем, что

∑∞
n=1 τν <∞ и

∑∞
n=1 σn <∞.

От противного. Пусть последовательности {nk} и {mk} таковы, что
∑nk+mk

ν=nk
τν → ∞, если

k → ∞. Суммируя соотношения системы (2.4), получаем

τnk+mk+1 − τnk
+

nk+mk
∑

ν=nk

τν = 11

nk+mk
∑

ν=nk

τν +

nk+mk
∑

ν=nk

ε11(ν)τν − 4

nk+mk
∑

ν=nk

σν +

nk+mk
∑

ν=nk

ε12(ν)σν ,

откуда

10 =
τnk+mk+1 − τnk

nk+mk
∑

ν=nk

τν

−

nk+mk
∑

ν=nk

ε11(ν)τν

nk+mk
∑

ν=nk

τν

+

nk+mk
∑

ν=nk

σν

nk+mk
∑

ν=nk

τν

(

4−

nk+mk
∑

ν=nk

ε12(ν)σν

nk+mk
∑

ν=nk

σν

)

. (2.5)

В наших предположениях первые два слагаемые правой части (2.5) при k → ∞ стремятся к
нулю. Отсюда следует, что ряд

∑∞
ν=1 σν расходится, т. е.

∑∞
ν=1 σν = ∞ и поэтому

nk+mk
∑

ν=nk

σν

nk+mk
∑

ν=nk

τν

→ 5

2
.

Проводя такие же рассуждения для второго равенства системы (2.4), получаем

nk+mk
∑

ν=nk

σν

nk+mk
∑

ν=nk

τν

→ 3.
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Установленное противоречие показывает, что
∑∞

ν=1 τn <∞, а значит (см. (2.5)),

∞
∑

ν=1

σν <∞. �

Можно доказать, что следствием леммы является более сильное утверждение.

Следствие 1. Для последовательностей τn и σn при n→ ∞ имеем

τn+1

τn
→ 11−

√
120,

σn+1

σn
→ 11−

√
120.

3. Функция ϕ

Построим функцию ϕ, экстремальную для неравенств (1.2).

Лемма 5. Существует последовательность чисел

0 < a < b < x1 < ξ1 < x2 < ξ2 < . . . (xk → ∞ при k → ∞) (3.1)

и функция ϕ такие, что

1) ϕ ∈ Ω4[0,∞);

2) ϕIV (t) =

{

(−1)n+1 · 48, t ∈ (xn, xn+1), n = 1,∞,

−48, t ∈ (0, x1);

3)

{

ϕ(0) = ϕ(b) = ϕ(ξ2k) = −1, k = 1,∞,

ϕ(a) = ϕ(ξ2k−1) = +1, k = 1,∞;

4) если обозначить

ξk − xk =
1

4
√
10

+ κ
′
k и xk − ξk−1 =

1
4
√
10

+ κ
′′
k , (3.2)

то
∞
∑

k=1

|κ′
k| <∞ и

∞
∑

k=1

|κ′′
k | <∞. (3.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В лемме 3 доказано существование точки z0 на дуге MU . Обо-
значим zn = (SK)nz0 и ее декартовы координаты обозначим An и Bn. Имеем

A0 =
1− α4

0

α3
0

, B0 =
3− α4

0

α2
0

.

Пусть θn и Ln — криволинейные координаты точки zn. Из определения криволинейных
координат вытекает















An =
L4
n(1− 4θ3n + 2θ4n)− 1

L3
n

,

Bn =
3− L4

n(1− 8θ3n + 6θ4n)

L2
n

.

(3.4)

Построение операторов K и S приводит к следующим соотношениям для координат точки
zn+1 = SKzn:















An+1 =
1− L4

n

[

1− 4(1 − θn)
3 + 2(1 − θn)

4
]

L3
n

,

Bn+1 =
3− L4

n

[

1− 8(1 − θn)
3 + 6(1 − θn)

4
]

L2
n

.

(3.5)
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Построим алгебраические многочлены для n ∈ N вида

pn(t) = (−1)n+1
[

2t4 − 4Ant
3 − 2Bnt

2 + 1
]

.

Определим последовательность (3.1) следующими соотношениями:

a =

√

1 + α4
0 − 1

α3
0

, b =

√

1 + α4
0 + α4

0 − 1

α3
0

,

x1 − b = L0(1− θ0), ξ1 − x1 = L0θ0,

xn − ξn−1 = Ln−1(1− θn−1), n = 2,∞, ξn − xn = Ln−1θn−1, n = 2,∞.

Положим

ϕ(t) =

{

p0(t− b) для 0 ≤ t < x1,

pn(t− ξn) для xn ≤ t < xn+1, n = 1,∞.

Поскольку ξn − ξn−1 = Ln−1, а Ln → 2
4
√
10

при n → ∞ в силу леммы 4, отсюда получаем,

что ξn → +∞ и поэтому xn → +∞. Как следует из леммы 4 для последовательности (3.1)
выполнен п. 4) доказываемой леммы.

Пункт 2) для функции ϕ выполняется очевидным образом.

Имеем далее, что ϕ(ξn) = pn(0) = (−1)n+1 при n = 1,∞ и ϕ(b) = p0(0) = −1. Непосред-
ственно проверяется, что

ϕ(0) = p0(−b) = p0

(

−
√

1 + α4
0 + α4

0 − 1

α3
0

)

= −1, ϕ(a) = p0(a− b) = p0(−α0) = +1.

Это означает выполнение п. 3) для функции ϕ(t).

Проверим, наконец, выполнение утверждения 1) леммы для функции ϕ(t). Для удобства
записи обозначим b = ξ0. Для установления непрерывности ϕ,ϕ′, ϕ′′, ϕ′′′ проверим равенства

p(j)n (xn+1 − ξn) = p
(j)
n+1(xn+1 − ξn+1) для j = 0, 3 и n = 0, 1, 2, . . .

Подстановкой An, Bn, An+1 и Bn+1 из (3.4) и (3.5) непосредственно проверяется справедливость
указанных соотношений.

Для завершения доказательства леммы остается доказать, что ‖ϕ‖ = 1. На участке [0, ξ0]
функция ϕ определяется выражением

−2(t− ξ0)
4 + 4

1− 2α4
0

α3
0

(t− ξ0)
3 + 2

3 − α4
0

α2
0

(t− ξ0)
2 − 1.

В точке ξ0 эта функция имеет локальный минимум, поскольку ϕ′(ξ0) = 0 и ϕ′′(ξ0) > 0. Это
означает, что на [0, ξ0] функция ϕ имеет лишь один локальный максимум. Очевидно, что этот
локальный максимум имеет место в точке a, поскольку ϕ′(a) = 0 и ϕ′′(a) < 0 (рис. 4).

Из равенств ϕ(0) = ϕ(ξ0) = −1 и ϕ(a) = 1 в силу того, что на отрезках [0, a] и [a, ξ0]
функция ϕ(t) монотонна, следует max

t∈[0,ξ0]
|ϕ(t)| = 1.

Рассмотрим функцию ϕ на отрезке [ξ2k, ξ2k+1] (рис. 5, 6). По определению

ϕ(t) =

{

−2(t− ξ2k)
4 + 4A2k(t− ξ2k)

3 + 2B2k(t− ξ2k)
2 − 1 для ξ2k < t < x2k+1;

2(t− ξ2k+1)
4 − 4A2k+1(t− ξ2k+1)

3 − 2B2k+1(t− ξ2k+1)
2 + 1 для x2k+1 < t < ξ2k+1,

где B2k > 0 и B2k+1 > 0.
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+1

−1

a

ξ0

t

Рис. 4

−1

t

ξ2k

η2k

p2k(t− ξ2k)

Рис. 5

+1

tξ2k+1

η′
2k

p2k+1(t− ξ2k+1)

Рис. 6

Многочлен p2k(t− ξ2k) (соответственно p2k+1(t− ξ2k+1)) имеет в точке ξ2k (соответственно
в точке ξ2k+1) локальный минимум (соответственно локальный максимум). Это означает, что
правее (соответственно левее) точки ξ2k (соответственно точки ξ2k+1) имеется один и только
один локальный максимум (соответственно минимум) в точке η2k (соответственно η′2k). Точка
x2k+1 расположена на интервале (ξ2k, ξ2k+1). Эта точка не может располагаться правее η2k,
так как в этом случае нарушается либо условие p′′2k(x2k+1 − ξ2k) = p′′2k+1(x2k+1 − ξ2k+1), либо
условие p′2k(x2k+1 − ξ2k) = p′2k+1(x2k+1 − ξ2k+1). По той же причине x2k+1 не может лежать
левее η′2k. Это означает, что x2k+1 < η2k и η′2k < x2k+1. Тогда ϕ не убывает на [ξ2k, ξ2k+1].
Отсюда

max
t∈[ξ2k,ξ2k+1]

|ϕ(t)| = 1.

Аналогичные рассуждения справедливы для t ∈ [ξ2k−1, ξ2k]. �

З а м е ч а н и е. Нетрудно понять, что всякая функция ϕ, удовлетворяющая пп. 1)–3)
леммы, обязательно удовлетворяет п. 4).

4. Двойственные функции Φj , j = 1, 3

Для построения функций Φj, j = 1, 3, будет использована последовательность (3.1), полу-
ченная в лемме 5.

Для удобства вновь обозначим b = ξ0. Введем новые переменные для всех ν = 1,∞
hν = xν − ξν−1 = Lν−1(1− θν−1), Hν = ξν − xν = Lν−1θν−1.

В этих обозначениях формулы (3.2) можно записать как

hν =
1

4
√
10

+ κ
′
ν и Hν =

1
4
√
10

+ κ
′′
ν , (4.1)

и согласно лемме 5 выполнено (3.3).
Каждому отрезку [ξν−1, ξν ] поставим в соответствие трехмерный вектор rv = {aν , bν , cν}.

Построим на полуоси [ξ0,∞) функцию

Φ(t) = (−1)ν+1
[

aν(t− xν) +
4
√
10bν(t− xν)

2 +
√
10cν(t− xν)

3
]

, если t ∈ [ξν−1, ξν ] .

Выясним условия, при каких функция Φ будет непрерывной на [ξ0,∞) вместе со своими
производными первого и второго порядка. Эти условия в точке ξν (рис. 7) имеют вид



















aνHν +
4
√
10bνH

2
ν +

√
10cνH

2
ν = aν+1hν+1 − 4

√
10bν+1h

2
ν+1 +

√
10cνh

3
ν+1;

aν + 2 4
√
10bνHν + 3

√
10cνH

2
ν = −aν+1 + 2 4

√
10bν+1hν+1 − 3

√
10cν+1h

2
ν+1;

2 4
√
10bν + 6

√
10cνHν = −2 4

√
10bν+1 + 6

√
10cν+1hν+1.
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Рис. 7

Отсюда получаем


































































aν+1 =
1

hν+1

[

(2hν+1 + 3Hν)aν +
4
√
10(3H2

ν + 4Hνhν+1 + h2ν+1)bν

+
√
10(3H3

ν + 6H2
νhν+1 + 3h2ν+1Hν)cν

]

;

bν+1 =
1

4
√
10h2ν+1

[

3(hν+1 +Hν)aν +
4
√
10(3H2

ν + 6Hνhν+1 + 2h2ν+1)bν

+
√
10(3H3

ν + 9H2
νhν+1 + 6h2ν+1Hν)cν

]

;

cν+1 =
1√

10h3ν+1

[

(hν+1 +Hν)aν +
4
√
10(hν+1 +Hν)

2bν

+
√
10(H3

ν + 3H2
νhν+1 + 3h2ν+1Hν)cν

]

.

(4.2)

В этом случае обратное преобразование имеет вид






























































aν =
1

Hν

[

(3hν+1 + 2Hν)aν+1 − 4
√
10(3h2ν+1 + 4Hνhν+1 +H2

ν )bν+1

+
√
10(3h3ν+1 + 6h2ν+1Hν + 3hν+1H

2
ν )cν+1

]

;

bν =
1

4
√
10H2

ν

[

− 3(hν+1 +Hν)aν+1 +
4
√
10(3h2ν+1 + 6Hνhν+1 + 2H2

ν )bν+1

−
√
10(3h3ν+1 + 9h2ν+1Hν + 6hν+1H

2
ν )cν+1

]

;

cν =
1√

10H3
ν

[

(hν+1 +Hν)aν+1 − 4
√
10(h2ν+1 + 2hν+1Hν +H2

ν )bν+1

+
√
10(h3ν + 3h2ν+1Hν + 3hν+1H

2
ν )cν+1

]

.

(4.3)

Системы (4.2) и (4.3) можно записать в векторной форме rν = Pνrν+1 и, обратно, rν+1 = P−1
ν rν ,

где Pν — матрица системы (4.3). Согласно п. 4 леммы 5 и введенным выше обозначениям (4.1)

hν =
1

4
√
10

+ κ
′
ν , Hν =

1
4
√
10

+ κ
′′
ν , где

∞
∑

ν=1

|κ′
ν | <∞,

∞
∑

ν=1

|κ′′
ν | <∞.

Это значит, что матрице Pν можно придать форму

Pν =





5 + ω11(ν) −8 + ω12(ν) 12 + ω13(ν)
−6 + ω21(ν) 11 + ω22(ν) −18 + ω23(ν)
2 + ω31(ν) −4 + ω32(ν) 7 + ω33(ν)



 ,

где ωij(ν) таковы, что
∑∞

ν=1 |ωij(ν)| <∞ для j, i = 1, 2, 3.

Пусть Pν = P + Ων , где P =





5 −8 12
−6 11 −18
2 −4 7



 ,
∞
∑

ν=1
‖Ων‖ < ∞ (через ‖Ων‖ обозначена

норма линейного оператора, матрицей которого является Ων).
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Нетрудно найти собственные числа матрицы P . Они соответственно равны 11 −
√
120, 1 и

11 +
√
120 и являются корнями характеристического уравнения det(P − λE) = −λ3 + 23λ2 −

23λ + 1 = −(λ − 1)(λ2 − 22λ + 1). Положим λ0 = 11 +
√
120. Собственный вектор e, который

соответствует λ0, имеет координаты
{

2,−3
λ0 − 1

λ0 + 1
, 1
}

.

Обычными методами теории возмущений при достаточно больших ν можно получить оцен-
ку λν = λ0(1 + ρν), где

∑∞
ν=1 |ρν | < ∞. Откуда при всех ν = 1,∞ вытекает неравенство

‖Pν‖ ≤ λ0(1 + |ρν |), где
∑∞

ν=1 |ρν | < ∞ (через λν обозначено максимальное собственное значе-
ние матрицы Pν).

Лемма 6. Пусть e — собственный вектор матрицы P , соответствующий собственно-

му значению λ0 = 11 +
√
120. Тогда существует вектор e1 = lim

N→∞

1

λN0
P1P2 · · ·PNe такой,

что векторы es+1 = P−1
s P−1

s−1 · · ·P−1
1 e1 обладают следующими свойствами:

1) При всех натуральных s первые и третьи координаты векторов es положительны, а
вторые координаты отрицательны;

2) ‖es‖ = O
( 1

λs0

)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала покажем существование ненулевого вектора

e1 = lim
N→∞

1

λN0
P1P2 · · ·PNe.

Имеем

∥

∥

∥

1

λn+p
0

P1P2 · · ·Pn+pe−
1

λn0
P1P2 · · ·Pne

∥

∥

∥
≤ 1

λn0
‖P1‖ · ‖P2‖ · · · ‖Pn‖ ·

∥

∥

∥

1

λp0
Pn+1Pn+2 · · ·Pn+pe− e

∥

∥

∥

≤
n
∏

ν=1

(1 + |ρν |)
∥

∥

∥

1

λp0
Pn+1 · · ·Pn+pe− e

∥

∥

∥ ≤ C1

∥

∥

∥

n+p
∏

s=n+1

(P +Ωs)e− e
∥

∥

∥,

здесь C1 не зависит от n и от p. Отсюда следует, что правая часть последнего неравенства
удовлетворяет неравенству

∥

∥

∥

1

λp0
Pn+1Pn+2 · · ·Pn+pe− e

∥

∥

∥
=
∥

∥

∥

1

λ0
Pn+1

( 1

λp−1
0

n+p
∏

s=n+2

Pse− e
)

+
1

λ0
Pn+1e− e

∥

∥

∥

≤
[ 1

λ0
‖P +Ωn+1‖ ·

∥

∥

∥

1

λp−1
0

n+p
∏

s=n+2

(P +Ωs)e− e
∥

∥

∥
+

1

λ0
‖Pn+1e− λ0e‖

]

≤
[

(1 + ρn+1)
∥

∥

∥

1

λp−1
0

n+p
∏

s=n+2

(P +Ωs)e− e
∥

∥

∥
+

1

λ0
‖Ωn+1e‖

]

.

Для разности

∥

∥

∥

1

λp−1
0

n+p
∏

s=n+2

(P +Ωs)e− e
∥

∥

∥ =
∥

∥

∥

1

λ0
Pn+2

( 1

λp−2
0

n+p
∏

s=n+3

(P +Ωs)e− e
)

+
1

λ0
Pn+2e− e

∥

∥

∥

справедлива оценка, аналогичная той, что получена выше, а именно

∥

∥

∥

1

λp−1
0

n+p
∏

s=n+2

(P +Ωs)e− e
∥

∥

∥ ≤
[ 1

λ0
‖Ωn+2e‖+ (1 + ρn+2)‖

1

λp−2
0

n+p
∏

s=n+3

(P +Ωs)e− e‖
]

и т. д.
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Окончательно получаем

‖ 1

λp0
Pn+1 · · ·Pn+pe− e‖ ≤ · · ·

≤
[ 1

λ0
‖Ωn+1e‖+

(1 + ρn+1)

λ0
‖Ωn+2e‖+ · · ·+ (1 + ρn+1) · · · (1 + ρn+p−1)

λ0
‖Ωn+pe‖

+ (1 + ρn+1) · · · (1 + ρn+p−1)
∥

∥

∥

1

λ0
(P +Ωn+p)e− e

∥

∥

∥

]

≤ 1

λ0

[

‖Ωn+1‖+ (1 + ρn+1)‖Ωn+2‖+ · · ·+ (1 + ρn+1) · · · (1 + ρn+p−1)‖Ωn+p‖
]

‖e‖

≤ C2

[

‖Ωn+1‖+ ‖Ωn+2‖+ · · ·+ ‖Ωn+p‖
]

< ε,

где C2 не зависит от n и p. Оценка справедлива при всех p и всех n ≥ N(ε). Отсюда имеем, что

существует вектор e1 = lim
N→∞

1

λN0
P1P2 · · ·PNe. Убедимся, что e1 6= 0. Из полученной оценки

следует, что
∥

∥

∥

1

λp0
Pn+1Pn+2 · · ·Pn+pe− e

∥

∥

∥ ≤ C2

∞
∑

s=n+1

‖Ωs‖.

Поскольку она верна для всех натуральных p, то можно указать такое n при всех p = 1,∞, что

будет справедливым следующее неравенство:
∥

∥

∥

1

λp0
Pn+1Pn+2 · · ·Pn+pe

∥

∥

∥
≥ 1

2
‖e‖. Пусть такое n

зафиксировано. Тогда

1

2
‖e‖ ≤ λn0‖P−1

1 ‖ · ‖P−1
2 ‖ · · · ‖P−1

n ‖ ·
∥

∥

∥

1

λn+p
0

P1P2 · · ·Pn+pe
∥

∥

∥

≤ λn0‖P−1
1 ‖ · ‖P−1

2 ‖ · · · ‖P−1
n ‖

[

‖e1‖+
∥

∥

∥

1

λp+n
0

P1P2 · · ·Pn+pe− e1

∥

∥

∥

]

.

Устремив p к +∞, получаем, что ‖e1‖ ≥ C ‖e‖, где C > 0. Это означает, что e1 6= 0. Из

доказанного вытекает, что e1 =
1

λN0
P1P2 · · ·PNe+ qN , где qN → 0. Отсюда следует

P−1
s P−1

s−1 · · ·P−1
1 e1 =

1

λN0
Ps+1 · · ·PNe+ P−1

s P−1
s−1 · · ·P−1

1 qN .

Повторяя рассуждения аналогичные приведенным выше, имеем

‖P−1
s P−1

s−1 · · ·P−1
1 e1‖ ≤ 1

λN0
‖Ps+1‖ · · · ‖PN‖ · ‖e‖+ ‖P−1

s ‖ · · · ‖P−1
1 ‖ · ‖qN‖

≤ ‖P−1
s ‖ · · · ‖P−1

1 ‖ · ‖qN‖+ 1

λs0
(1 + ρs+1) · · · (1 + ρN )‖e‖, s < N.

Устремляя N → +∞, получим ‖P−1
s P−1

s−1 · · ·P−1
1 e1‖ ≤ K

λs0
‖e‖, где K не зависит от s. Отсюда

следует выполнение утверждения 2) леммы. И, наконец,

‖P−1
s P−1

s−1 · · ·P−1
1 e1 −

1

λs0
e‖ ≤ ‖P−1

s ‖ · ‖P−1
s−1‖ · · · ‖P−1

1 ‖ · ‖qN‖+ 1

λs0

∥

∥

∥

1

λN−s
0

Ps+1 · · ·PNe− e
∥

∥

∥

≤ ‖P−1
s ‖ · · · ‖P−1

1 ‖ · ‖qN‖+ K1

λs0

∞
∑

ν=s+1

‖Ων‖,
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а поэтому при N → ∞ ‖λs0P−1
s · · ·P−1

1 e1 − e‖ ≤ K1
∑∞

ν=s+1 ‖Ων‖. Это означает, что при всех

больших s знаки координат векторов es+1 = P−1
s · · ·P−1

1 e1 совпадают со знаками соответству-
ющих координат вектора

e =
{

2,−3
λ0 − 1

λ0 + 1
, 1
}

.

Из соотношения es = Pses+1 и (4.3) следует, что первая и третья координаты вектора es+1

положительны, а вторая отрицательна; тогда это имеет место и для координат вектора es. �

Лемма 7. Существует функция Φ, непрерывная на [b,∞) вместе с производными пер-
вого и второго порядка и обладающая следующими свойствами.

1. Φ является многочленом 3-го порядка на каждом из отрезков [b, ξ1], [ξ1, ξ2], . . . Знаки
Φ′′′ на этих отрезках чередуются, причем Φ′′′(t) > 0 на [b, ξ1].

2. Φ сохраняет знак на каждом из интервалов (b, x1), (x1, x2), . . . . Знаки Φ на этих ин-
тервалах чередуются, причем Φ(t) < 0 на (b, x1).

3. Φ′(b) > 0, Φ′′(b) < 0.

4. |Φ(j)(t)| = O(exp{−kt}), k > 0 при t→ ∞ для j = 0, 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим для t ∈ [ξν−1, ξν ] функцию

Φ(t) = (−1)ν+1[aν(t− xν) +
4
√
10bν(t− xν)

2 +
√
10cν(t− xν)

3] = qν(t− xν),

где aν , bν , cν — координаты вектора eν , построенного в лемме 6. Поскольку eν = Pνeν+1, то оче-
видно, что функция Φ непрерывна на отрезке [b,∞) вместе со своими производными первого
и второго порядка. По доказанному cν — положительные коэффициенты, а, следовательно,
утверждение 1 леммы выполнено, т. е. Φ′′′(t) > 0 на [b, ξ1] и на каждом из отрезков [ξ1, ξ2], . . .
знаки Φ′′′ чередуются.

Рассмотрим отрезок [x2k−1, x2k] и на нем функцию

Φ(t) =







a2k−1(t− x2k−1) +
4
√
10b2k−1(t− x2k−1)

2 +
√
10c2k−1(t− x2k−1)

3, t ∈ [x2k−1, ξ2k−1],

−[a2k(t− x2k) +
4
√
10b2k(t− x2k)

2 +
√
10c2k(t− x2k)

3], t ∈ [ξ2k−1, x2k].

На рис. 8 и 9 изображены графики многочленов q2k−1(t − x2k−1) и q2k(t − x2k). Поскольку Φ
непрерывна в точке x2k−1, то она положительна на промежутке (x2k−1, x2k). Из аналогичных
соображений вытекает отрицательность Φ на множестве (x2k, x2k+1).

Неравенства Φ(b) < 0, Φ′(b) > 0, Φ′′(b) < 0 очевидны. Это означает, что выполнены

пп. 2 и 3 леммы. В лемме 6 было доказано, что ‖es‖ = O(
1

λs0
). Это соотношение обеспечивает

выполнение п. 4 леммы, а именно, Φ(t),Φ′(t),Φ′′(t),Φ′′′(t) → 0 при t→ ∞. Лемма доказана. �

q2k−1(t− x2k−1)

x2k−1

Рис. 8

q2k(t− x2k)

x2k

Рис. 9
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Вернемся к последовательности (3.1), по которой построим функции Φj(t), j = 1, 3, с нуж-
ными свойствами.

Лемма 8. Существуют функции Φj, j = 1, 3, непрерывные на [0,∞) вместе с производ-
ными первого и второго порядка и обладающие следующими свойствами.

1. Φj являются алгебраическими многочленами третьей степени на каждом их отрез-
ков [0, a], [a, b], [b, ξ1 ], [ξ1, ξ2], . . . . Знаки Φ′′′

j на этих промежутках чередуются и Φ′′′
j > 0 на

отрезке [0, a].
2. Φj сохраняют знаки на каждом из интервалов (0, x1), (x1, x2), (x2, x3), . . . . Знаки Φj на

этих интервалах чередуются, а Φj(t) < 0 на (0, x1).

3. |Φ(s)
j (t)| = O(exp{−kt}) при t→ ∞ (k > 0) для j = 1, 3, s = 0, 3.

4. Φ1(0) = Φ′
1(0) = 0, Φ′′

1(0) = −1.
5. Φ2(0) = Φ′′

2(0) = 0, Φ′
2(0) = −1.

6. Φ′
3(0) = Φ′′

3(0) = 0, Φ3(0) = −1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Построим функцию Φ1. Пусть

ψ1(t) =











At2 +Bt3 при t ∈ [0, a),

At2 +Bt3 + C(t− a)3 при t ∈ [a, b),

Φ(t) при t ∈ [b,∞),

где Φ(t) построена в лемме 7, а величины A, B и C найдем из системы











Ab2 +Bb3 + C(b− a)3 = Φ(b),

2Ab+ 3Bb2 + 3C(b− a)2 = Φ′(b),

2A+ 6Bb+ 3C(b− a) = Φ′′(b).

(4.4)

Из построения вытекает, что ψ1(t) непрерывна на [0,∞) вместе с первой и второй производ-
ными. Определитель системы (4.4) имеет вид ∆ = 6a2b2(b− a) > 0.

Выражения для величин A, B и C имеют вид

A =
b(b− a)

∆

[

18aΦ(b)− 6a(2b − a)Φ′(b) + 3ab(b− a)Φ′′(b)
]

< 0,

B =
b− a

∆

[

−6(a+ b)Φ(b) + 2(2b2 + 2ab− a2)Φ′(b)− b(b− a)(b+ 2a)Φ′′(b)
]

> 0,

C =
1

∆

[

6b2Φ(b)− 4b3Φ′(b) + b4Φ′′(b)
]

< 0.

Найдем знак суммы B + C:

B + C =
1

∆

[

6a2Φ(b)− 2a2(3b− a)Φ′(b) + a2b(3b− 2a)Φ′′(b)
]

< 0.

0 a

b

Рис. 10
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Ясно, что пп. 1 и 3 для функции ψ1(t) выполняются. Для того чтобы установить справед-
ливость утверждения 2 леммы, проверим выполнение неравенства ψ1(t) < 0 на [0, b]. Если бы
на отрезке [0, b] у функции ψ1(t) менялся знак, то ψ1(a) > 0, что не может быть в силу второго
из равенств системы (4.4) (см. рис. 10) из построения ψ1(0) = ψ′

1(0) = 0 и ψ′′
1 (0) = 2A < 0.

Функцию Φ1(t) может быть определена следующим образом:

Φ1(t) = − 1

2A
ψ1(t).

2. Построим функцию Φ2. Рассмотрим

ψ2(t) =











At+Bt3 при t ∈ [0, a),

At+Bt3 + C(t− a)3 при t ∈ [a, b),

Φ(t) при t ∈ [b,∞),

где A, B и C определяем из системы










Ab+Bb3 + C(b− a)3 = Φ(b),

A+ 3Bb2 + 3C(b− a)2 = Φ′(b),

6Bb+ 6C(b− a) = Φ′′(b).

(4.5)

По построению ψ2(t) непрерывна на [0,∞) с производными первого и второго порядка. Опре-
делитель системы (4.5) имеет вид ∆ = 6ab(b2 − a2) > 0. Получим

A =
1

∆

[

18ab(b − a)Φ(b)− 6ab(b− a)(2b− a)Φ′(b) + 3ab(b− a)2Φ′′(b)
]

< 0,

B =
1

∆

[

−6(b− a)Φ(b) + 6b(b− a)Φ′(b)− (b− a)2(2b+ a)Φ′′(b)
]

> 0,

C =
1

∆

[

6bΦ(b)− 6b2Φ′(b) + 2b3Φ′′(b)
]

< 0,

B + C =
1

∆

[

6aΦ(b)− 6abΦ′(b) + a(3b2 − a2)Φ′′(b)
]

< 0.

Отсюда вытекает, что ψ2(t) не меняет знак на [0, b]. Функцию Φ2(t) определим так:

Φ2(t) = − 1

A
ψ2(t).

3. Построим функцию Φ3. Пусть теперь

ψ3(t) =











A+Bt3 при t ∈ [0, a),

A+Bt3 + C(t− a)3 при t ∈ [a, b),

Φ(t) при t ∈ [b,∞).

Определим A, B и C из системы










A+Bb3 +C(b− a)3 = Φ(b),

3Bb2 + 3C(b− a)2 = Φ′(b),

6Bb+ 6C(b− a) = Φ′′(b).

Отсюда находим ∆ = 18ab(b− a). Имеем

A =
1

∆

[

18ab(b − a)Φ(b)− 6ab(b− a)(2b− a)Φ′(b) + 3ab2(b− a)2Φ′′(b)
]

< 0,

B =
1

∆

[

6(b− a)Φ′(b)− 3(b− a)2Φ′′(b)
]

> 0,

C =
1

∆

[

−6bΦ′(b) + 3b2Φ′′(b)
]

< 0,

B + C =
1

∆

[

−6aΦ′(b) + a(6b − a)Φ′′(b)
]

< 0.
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Функцию Φ3(t) определим так:

Φ3(t) = − 1

A
ψ3(t).

Φ3(t) удовлетворяет всем свойствам леммы. �

5. Основная теорема

Рассмотрим произвольную функцию F ∈ Ω4[0,∞). Пусть функция Φj — одна из функций
леммы 8, j = 1, 3. Вычислим

∞
∫

0

F IV Φjdt = −F ′′′(0)Φj(0) + F ′′(0)Φ′
j(0) − F ′(0)Φ′′

j (0) + F (0)Φ′′′
j (0) +

∞
∫

0

FdΦ′′′
j (t).

Отсюда следует

−F ′(0)Φ′′
j (0) + F ′′(0)Φ′

j(0)− F ′′′(0)Φj(0) = −F (0)Φ′′′
j (0) + F (a)

[

Φ′′′
j (a− 0)− Φ′′′

j (a+ 0)
]

+

∞
∑

ν=0

F (ξν)
[

Φ′′′
j (ξν − 0)− Φ′′′

j (ξν + 0)
]

+

∞
∫

0

F IV Φjdt. (5.1)

Пусть теперь f — произвольная функция из Ω4[0,∞). Положив F (t) = f(t + t0), t0 > 0,
из (5.1) получаем

|f (j)(t0)| ≤ |Φ′′′
j (0)|+ |Φ′′′

j (a− 0)− Φ′′′
j (a+ 0)|+

∞
∑

ν=0

|Φ′′′
j (ξν − 0)− Φ′′′

j (ξν + 0)|+ 48

∞
∫

0

|Φj |dt

для j = 1, 3. Это означает, что для произвольной функции f ∈ Ω4[0,∞) при j = 1, 3 верно
неравенство

‖f (j)‖ ≤ |Φ′′′
j (0)| + |Φ′′′

j (a− 0)− Φ′′′
j (a+ 0)| +

∞
∑

ν=0

|Φ′′′
j (ξν − 0)− Φ′′′

j (ξν + 0)|+ 48

∞
∫

0

|Φj|dt. (5.2)

Пусть ϕ — функция из леммы 5. Положим F (t) = ϕ(t). Тогда из (5.1) следует, что

(−1)j+1ϕ(j)(0) = −ϕ(0)Φ′′′
j (0) + ϕ(a)

[

Φ′′′
j (a− 0)− Φ′′′

j (a+ 0)
]

+

∞
∑

ν=0

ϕ(ξν)
[

Φ′′′
j (ξν + 0)− Φ′′′

j (ξν − 0)
]

+

∞
∫

0

ϕIV (t)Φj(t)dt

= |Φ′′′
j (0)|+ |Φ′′′

j (a− 0)− Φ′′′
j (a+ 0)|+

∞
∑

ν=0

|Φ′′′
j (ξν + 0)− Φ′′′

j (ξν − 0)|++48

∞
∫

0

|Φj(t)|dt. (5.3)

Соотношение (5.2) принимает вид ‖f (j)‖ ≤ (−1)j+1ϕ(j)(0).

Доказанную теорему можно сформулировать следующим образом.
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Теорема 1. Справедливы равенства

µ41 = ϕ′(0) =
4(2α8

0 − 2 + (2− α4
0 + α8

0)
√

1 + α4
0)

α9
0

,

µ42 = −ϕ′′(0) =
4(α8

0 + 3α4
0 + 6 + 6(α4

0 − 1)
√

1 + α4
0)

α6
0

,

µ43 = ϕ′′′(0) = 24
2
√

1 + α4
0 + α4

0 − 1

α3
0

.

Функция ϕ(t) является экстремальной для неравенств (1.2).

Отметим теперь, что для вычисления величин µ4j, j = 1, 3, необходимо на кривой UM
уметь находить точку z0 такую, что при ∀n ∈ N (SK)nz0 ∈ Ḡ (см. рис. 3).

Покажем теперь, что экстремальная функция для неравенств (1.2) единственна с точно-
стью до знака.

Теорема 2. Для каждого j = 1, 3 справедливо следующее утверждение. В классе функ-
ций Ω4[0,∞) с точностью до знака существует лишь одна функция f , удовлетворяющая
равенству

‖f (j)‖ = µ4j. (5.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что оценка (5.4) достигается только в точке t = 0.
Для этого отдельно рассмотрим три случая.

1. Оценка (5.4) достигается в некоторой точке t0 > 0, т. е. |f (j)(t0)| = µ4j .

2. Существует последовательность {tn}∞n=1 точек tn → ∞ при n→ ∞ такая, что
lim
n→∞

|f (j)(tn)| = µ4j .

3. |f (j)(0)| = µ4j .

1. Рассмотрим первый случай. Пусть функция f(t) такова, что для нее имеет место
равенство

(−1)j+1f (j)(t0) = µ4j (5.5)

(если надо, у функции f(t) изменим знак). К функции F (t) = f(t + t0) применим равен-
ство (5.1). Имеем

(−1)j+1f (j)(t0) = |Φ′′′
j (0)| + |Φ′′′

j (a− 0)− Φ′′′
j (a+ 0)| +

∞
∑

ν=0

|Φ′′′
j (ξν − 0)− Φ′′′

j (ξν + 0)|

+ 48

∞
∫

0

|Φj(t)|dt = −f(t0)Φ′′′
j (0) + f(t0 + a)

[

Φ′′′
j (a− 0)− Φ′′′

j (a+ 0)
]

+

∞
∑

ν=0

f(t0 + ξν)
[

Φ′′′
j (ξν − 0)− Φ′′′

j (ξν + 0)
]

+

∞
∫

0

f IV (t0 + t)Φj(t)dt.

Сравнивая соответствующие слагаемые, получаем

f(t0) = −1, f(t0 + a) = +1, f(t0 + ξν) = (−1)ν+1, ν = 0,∞,

f IV (t0 + t) = −48, если t ∈ [0, x1],

f IV (t0 + t) = (−1)ν+1 · 48, если t ∈ (xν , xν+1), ν = 1,∞.



Метод Н.П.Купцова построения экстремальной функции 237

Для t ∈ [0, x1] имеем равенство f(t+ t0) = −2(t− b)4 +4A0(t− b)3 +2B0(t− b)2 − 1. Поскольку
f(t0) = −1 и f(t0 + a) = 1, получаем, что

F (t) = f(t+ t0) = −2(t− b)4 + 4
1− α4

0

α3
0

(t− b)3 + 2
3− α4

0

α2
0

(t− b)2 − 1

= −1 + µ41t−
µ42
2!
t2 +

µ43
3!
t3 − 2t4

(в силу (5.5)). Это означает, что в окрестности точки t0 справедливо равенство

f(t0 + t) = −1 + µ41t+ ¯̄o(t2),

где µ41 6= 0. Но тогда для некоторых t < t0 справедливо неравенство f(t) < −1, что невозмож-
но, так как ‖f‖ = 1.

2. Изменив, если надо, знак функции f(t) или выбрав подпоследовательность из {tn}∞n=1,
будем считать выполненными соотношения

lim
n→∞

f (j)(tn) = ϕ(j)(0), j = 1, 3.

Взяв в качестве F функцию F (t) = f(tn + t) и воспользовавшись равенством (5.1), получим

f(tn) = −1 + δ′n,

f(tn + a) = 1 + δ′′n

f(tn + b) = −1 + δ′′′n , δ′n, δ
′′
n, δ

′′′
n → 0 при n→ ∞.

Проводя рассуждения, аналогичные предыдущим, можно доказать, что

f(tn + t) = −1 + µ41t+ ¯̄o(t2) + δ̃n,

где ¯̄o(t2) равномерно относительно t ∈ [0, b], а δ̃n → 0 при n → ∞. Отсюда при достаточно
больших n и достаточно малых отрицательных t будем иметь f(tn+ t) < −1, что невозможно.

3. Рассмотрим, наконец, последний случай. Изменив в случае необходимости знак функции
f(t), по аналогии с первым случаем имеем

f(0) = −1, f(a) = 1, f(b) = −1, f IV (t) = ϕIV (t) (5.6)

Для t ∈ [0, b]

f(t) = −1 +
f ′′(b)

2!
(t− b)2 +

f ′′′(b)

3!
(t− b)3 − 2(t− b)4.

С учетом условий f(0) = −1 и f(a) = 1 отсюда получаем, что для t ∈ [0, b] f(t) = ϕ(t). Из
этого равенства и соотношения (5.6) вытекает, что f(t) = ϕ(t) при всех t ∈ [0,∞). �

Следствие 2. На дуге UM (см. лемму 3) существует только одна точка z0, обладаю-
щая свойством (SK)nz0 ∈ Ḡ при всех натуральных n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если бы существовала другая точка с теми же свойствами, то
можно было бы построить (см. леммы 5 и 8) еще одну функцию ϕ̃ и еще один набор функций
Φ̃j, j = 1, 3. По теореме 1 функция ϕ̃ ∈ Ω[0;∞) и будет экстремальной в задачах (1.2). �
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6. Алгоритм вычисления значения α0

Из следствия к теореме 2 вытекает, что дополнение Y1 ∪ Y2 до открытой дуги UM состоит
из одной точки z0. Это значит, что Y1 и Y2 являются интервалами на дуге UM . Это дает нам
способ вычисления параметра α0, а именно выберем какую-нибудь точку z1 на дуге MU и

вычислим γ
(1)
n = (SK)nz1. Если при некотором n точка γ

(1)
n выходит за пределы Ḡ и при

этом оказывается в правой (соответственно в левой) полуплоскости, то в качестве точки
z2 выбираем середину дуги z1U (соответственно z1M). Таким образом, строим последова-
тельность точек {zn}, сходящуюся к z0.

Алгоритм дает следующие результаты:

α0 ≈ 1.00674052,

C4,1(R+) =
µ41
4
√
48

≈ 4.28850981, C4,2(R+) =
µ42√
48

≈ 5.75037058, C4,3(R+) =
µ43

( 4
√
48)3

≈ 3.70803527.

Автор выражает глубочайшую благодарность рецензентам за конструктивные замечания,
повлиявшие на более четкое и ясное изложение статьи.
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