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Для вещественного алгебраического многочлена Pn степени n рассмотрим отношение Mn(Pn) меры

множества точек отрезка [−1, 1], в которых модуль производной превосходит n2, к мере множества то-

чек, в которых модуль многочлена превосходит 1. Изучается точная верхняя грань Mn = supMn(Pn)
по множеству многочленов Pn с равномерной нормой на [−1, 1], большей 1. Известно, что величина Mn

является супремумом точных констант в неравенстве Маркова по классу интегральных функционалов,

порожденных неубывающей неотрицательной функцией. Результатом работы являются следующие оцен-

ки: 1 + 3/(n2 − 1) ≤ Mn ≤ 6n+ 1, n ≥ 2.
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For a real algebraic polynomial Pn of degree n, we consider the ratio Mn(Pn) of the measure of the set of

points from [−1, 1] where the absolute value of the derivative exceeds n2 to the measure of the set of points

where the absolute value of the polynomial exceeds 1. We study the supremum Mn = supMn(Pn) over the

set of polynomials Pn whose uniform norm on [−1, 1] is greater than 1. It is known that Mn is the supremum

of the exact constants in Markov’s inequality in the class of integral functionals generated by a nondecreasing

nonnegative function. In this paper we prove the estimates 1 + 3/(n2 − 1) ≤ Mn ≤ 6n+ 1 for n ≥ 2.
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1. Введение

Пусть Pn есть множество вещественных алгебраических многочленов Pn степени не вы-
ше n. Для равномерной нормы ‖Pn‖ = max[−1,1] |Pn(x)| на Pn хорошо известно неравенство
В.А.Маркова [11, Theorem 5.1.8]

‖P ′
n‖ ≤ n2‖Pn‖, Pn ∈ Pn. (1.1)

Оно обращается в равенство на многочленах Чебышева первого рода

Tn(x) = cos(n arccos x), x ∈ [−1, 1]. (1.2)

Неравенство (1.1) обобщалось на другие нормы, прежде всего на нормы Lq[−1, 1]:

(

1
∫

−1

|P ′
n(x)|qdx

)1/q

≤ M q
n

(

1
∫

−1

|Pn(x)|qdx
)1/q

, q > 0. (1.3)

1Работа выполнена при поддержке Программы повышения конкурентоспособности УрФУ (Поста-
новление Правительства РФ № 211 от 16 марта 2013 г., соглашение № 02.A03.21.0006 от 27 августа
2013 г.).
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Относительно (1.3) доказано, что M q
n растет как n2 при n → ∞ и фиксированном q. Более

подробно историю исследования задачи и конкретные оценки M q
n можно посмотреть в рабо-

тах [1–4].

Обратимся к более общей задаче. Пусть Λ — линейный оператор на Pn, Φ — класс неот-
рицательных, неубывающих на [0,∞) функций. Рассмотрим неравенство с точной констан-
той Mn(Λ, φ)

1
∫

−1

φ(|ΛPn(x)|)dx ≤ Mn(Λ, φ)

1
∫

−1

φ(|Pn(x)|)dx. (1.4)

Для функции φ(u) = uq и оператора ΛPn = P ′
n/n

2 неравенство (1.4) сводится к (1.3), при этом
Mn(Λ, φ)

1/qn2 = M q
n.

Известно (см., например, [5, Lemma 4.1]), что точная верхняя грань величины Mn(Λ, φ) по
всем φ ∈ Φ достигается на функции φ∗(x) = 1, x ≥ 1, φ∗(x) = 0, x < 1. Таким образом, при
φ = φ∗ неравенство (1.4) принимает вид

µ(ΛPn) ≤ Mn(Λ, φ
∗)µ(Pn), Pn ∈ Pn, (1.5)

где µ(Pn) = mes {x ∈ [−1, 1] : |Pn(x)| ≥ 1} — мера множества точек x ∈ [−1, 1], в которых
|Pn(x)| ≥ 1.

В настоящей работе изучается точная константа в неравенстве (1.5) для оператора ΛPn =
P ′
n/n

2, т. е. величина

Mn = sup
Pn∈Pn, ‖Pn‖>1

Mn(Pn), где Mn(Pn) =
µ(P ′

n/n
2)

µ(Pn)
. (1.6)

Для оператора ΛPn = P
(n)
n /n! задача (1.5) сводится к нахождению многочлена c фиксиро-

ванным старшим коэффициентом, наименее уклоняющегося от нуля по мере

M∗
n(Λ) =

2

inf
‖Pn‖>1

µ(Pn)
.

Эта задача решена В.В.Арестовым в работе [5]:

inf
Pn−1∈Pn−1

µ(P y
n ) = 2

(

1− y−1/n
)

, P y
n (x) = y2n−1xn + Pn−1, |y| > 1.

Равенство достигается на многочлене Tn(y
1/nx).

Аналогичную (1.6) проблему на множестве Tn вещественных тригонометрических полино-
мов tn порядка n исследовали А. Г.Бабенко [6] и Е.Д.Лившиц [7]. А. Г.Бабенко в [6] рассмат-
ривал оператор Λtn = t′n/n и получил оценки

2

π
ln(2n + 1) ≤ sup

tn∈Tn

Cn(tn) ≤ 2n, Cn(tn) =
mes {x ∈ [0, 2π] : |t′n(x)|/n ≥ 1}
mes {x ∈ [0, 2π] : |tn(x)| ≥ 1} .

Оценка сверху была уточнена Е.Д.Лившицем [7] на классе T c
n полиномов, модуль которых

ограничен числом c > 1: suptn∈T c

n

Cn(tn) ≤ c0(lnn+ 1), где c0 не зависит от n.

2. Оценки величины Mn(Pn)

Рассмотрим отдельно многочлены 1 степени. Этот случай является особенным, поскольку
для многочленов ax при a → 1+ имеем M1(ax) → ∞. В связи с этим изменим постановку
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задачи при n = 1. Для d > 1 на множестве многочленов P1(x) = ax+ b рассмотрим оператор
ΛP1 = P ′

1/d = a/d. Искомая величина есть

M1,d = sup
‖P1‖>1

µ(a/d)

µ(P1)
= sup

|a|>d

2

µ(P1)
.

Оценим µ(P1). Очевидно, достаточно рассмотреть только a > d, b ≥ 0 и считать, что
P1(−1) ≤ −1. При этих условиях µ(P1) = 1− (1− b)/a+ (−1− b)/a+ 1 = 2(1− 1/a) и

M1,d = sup
a>d

1

1− 1/a
=

d

d− 1
.

В дальнейших рассуждениях мы несколько раз будем применять неравенство Бернштейна
[11, разд. 7]

|P ′
n(x)| ≤

n√
1− x2

‖Pn‖, |x| < 1, Pn ∈ Pn, (2.1)

и вытекающую из неравенства Маркова (1.1) простую оценку

µ(Pn) ≥
‖Pn‖ − 1

‖P ′
n‖

≥ ‖Pn‖ − 1

n2‖Pn‖
. (2.2)

Теорема 1. Для n ≥ 2 справедливы оценки

Mn(Pn) ≤ 8 при 1 < ‖Pn‖ ≤ 1.5, Mn(Pn) ≤
2c3

c− 1
при 1.5 ≤ ‖Pn‖ ≤ c. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обратимся к задаче о максимуме производной многочлена сте-
пени n в фиксированной точке x ∈ [−1, 1]. Согласно [8, следствие 2] (см. также [9, теорема 1])
на отрезке [−1, 1] имеется n+ 1 так называемых чебышевских сегментов [αk, βk], k = 0, . . . , n,
на которых

max
Pn∈Pn, ‖Pn‖≤M

|P ′
n(x)| = MT ′

n(x), x ∈ [αk, βk].

При этом α0 = −1, числа α1, . . . , αn являются корнями уравнения

d

dx

Rn+1(x)

x+ 1
= 0, (2.4)

βn = 1, числа β0, . . . , βn−1 являются корнями уравнения
d

dx

Rn+1(x)

x− 1
= 0, Rn+1 — резольвен-

та Tn. Резольвента имеет вид (см., например, [10, c. 50])

Rn+1(x) =
1

n2n−1
(x2 − 1)T ′

n(x). (2.5)

Нас будут интересовать первый и последний чебышевский сегменты [α0, β0] и [αn, βn].
С помощью замены Qn(x) = Pn(−x) нетрудно убедиться, что β0 = −αn. Величина αn —
самое большое решение уравнения (2.4). Оценим αn сверху. Используя представление (2.5),
запишем (2.4) в виде

T ′
n(x)− (1− x)T ′′

n (x) = 0. (2.6)

Подставив в (2.6) выражение (1.2), приходим к соотношениям

n sin(n arccos x)√
1− x2

− (1− x)

(

−n2 cos(n arccos x)

1− x2
+

nx sin(n arccos x)

(1− x2)3/2

)

= 0,

n cos(n arccos x) +
sin(n arccos x)√

1− x2
= 0,
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n2Tn(x) + T ′
n(x) = 0. (2.7)

Очевидно, что все корни уравнения (2.7) меньше наибольшего нуля Tn(x), поэтому αn <
cos(π/(2n)). Таким образом,

|P ′
n(x)| ≤ ‖Pn‖ |T ′

n(x)|, |x| ∈ [cos(π/(2n)), 1]. (2.8)

В силу неравенства Бернштейна (2.1), если

n√
1− x2

‖Pn‖ < n2 или эквивалентно |x| <
√

1− ‖Pn‖2/n2, (2.9)

то заведомо |P ′
n(x)| < n2. Поэтому при выполнении условия

√

1− ‖Pn‖2/n2 ≥ cos(π/(2n)) или, то же самое ‖Pn‖ ≤ n
√

1− cos2(π/(2n)), (2.10)

модуль P ′
n может превосходить n2 на отрезке [−1, 1] только в точках промежутков

[−1,− cos(π/(2n))] и [cos(π/(2n)), 1]. Отсюда и из (2.8) следует, что при условии (2.10)

µ(P ′
n/n

2) ≤ µ(‖Pn‖T ′
n/n

2). (2.11)

Видно, что n
√

1− cos2(π/(2n)) = n sin(π/(2n)). Функция u(t) = t sin(π/(2t)) при t ≥ 1
имеет положительную производную и как следствие возрастает, поэтому 1.5 = 3 sin(π/6) ≤
t sin(π/(2t)), t ≥ 3. Отсюда следует, что если

1 < ‖Pn‖ < 1.5, n ≥ 3, (2.12)

то выполняется (2.10) и как следствие (2.11).
Оценим сверху µ(‖Pn‖T ′

n/n
2) при условии (2.12). Так как T ′

n возрастает при x > cos(π/(2n)),
достаточно найти точку x0 ∈ [cos(π/(2n)), 1], в которой ‖Pn‖T ′

n(x0) = n2:

‖Pn‖
n sin(n arccos x0)

√

1− x20
≤ n2.

Положим x0 = cos t0, тогда

‖Pn‖ sin(nt0) ≤ n sin t0, n ≥ 3. (2.13)

Будем искать t0 в виде t0 =
1

n

√

τ
‖Pn‖ − 1

‖Pn‖
.

Во-первых, найдем, при каких значениях τ > 0 ряд Тейлора sin(nt0) представляет собой
ряд Лейбница. Тогда разложение sin t0, очевидно, также является рядом Лейбница

(nt0)
k+2

(k + 2)!
<

(nt0)
k

k!
, τ

‖Pn‖ − 1

‖Pn‖
< (k + 1)(k + 2), k ∈ N.

Подставляя наибольшее значение ‖Pn‖ = 1.5 и наименьшее k = 1, получаем 0 < τ ≤ 18.
В силу предыдущих рассуждений справедливы оценки

‖Pn‖ sin(nt0) ≤ ‖Pn‖(nt0 − (nt0)
3/3! + (nt0)

5/5!), n(t0 − t30/3!) ≤ n sin t0.

Таким образом, неравенство (2.13) будет выполнено, если выполняется (2.12) и

‖Pn‖(nt0 − (nt0)
3/3! + (nt0)

5/5!) ≤ nt0 − nt30/3!. (2.14)

Умножим (2.14) на 5!/(nt0) и подставим выражение для t0:

‖Pn‖
(

120 − 20τ
‖Pn‖ − 1

‖Pn‖
+ τ2

(‖Pn‖ − 1)2

‖Pn‖2
)

≤ 120 − 20τ
‖Pn‖ − 1

n2‖Pn‖
. (2.15)
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Правая часть (2.15), очевидно, возрастает по n, поэтому можно подставить n = 3, умножить
на ‖Pn‖ и сгруппировать относительно ‖Pn‖:

‖Pn‖2(120 − 20τ + τ2) + ‖Pn‖
(

− 120 + τ
(

20 +
20

9

)

− 2τ2
)

+ τ2 − 20

9
τ ≤ 0. (2.16)

Нетрудно убедиться, что левая часть (2.16) возрастает относительно ‖Pn‖. Следовательно, τ

должно быть таким, чтобы неравенство (2.16) выполнялось для ‖Pn‖ = 1.5:
1

4
τ2−125

9
τ+90 ≤ 0.

Нулями квадратного многочлена являются числа

τ1 =
250 − 2

√
8335

9
< 7.5, τ2 =

250 + 2
√
8335

9
> 48.07.

В итоге находим ограничения на τ : τ1 ≤ τ ≤ 18.

Таким образом, получаем следующую оценку:

µ(‖Pn‖T ′
n/n

2) ≤ 2(1− x0) = 2 (1− cos t0) < 2(1 − 1 + t20/2) = t20 = τ
‖Pn‖ − 1

‖Pn‖n2
.

Применяя (2.2) для меры множества, на котором многочлен превосходит 1, мы приходим к
неравенству

Mn(Pn) =
µ(P ′

n/n
2)

µ(Pn)
≤ τ1 < 7.5, ‖Pn‖ ≤ 1.5, n ≥ 3.

Рассмотрим случай n = 2. Уравнение (2.7) принимает вид 4(2x2− 1)+4x = 0, его наиболь-
ший корень α2 = 1/2. Как следствие условие (2.10) сводится к неравенству ‖P2‖ ≤ 2

√

1− 1/4 =√
3. Далее, если ‖P2‖T ′

2(x0) = ‖P2‖4x0 = 22, то x0 = 1/‖P2‖. Отсюда µ(P ′
2/4) ≤ 2(1 − x0) =

2
‖P2‖ − 1

‖P2‖
, и в итоге

M2(P2) ≤ 2
‖P2‖ − 1

‖P2‖
4‖P2‖

‖P2‖ − 1
= 8.

Таким образом, для всех n ≥ 2 и ‖Pn‖ ≤ 1.5 получаем Mn(Pn) ≤ 8.

Докажем вторую оценку в (3). Как отмечено выше, если x удовлетворяяет (2.9), то |P ′
n(x)| <

n2. Поэтому при условии ‖Pn‖ < n справедлива оценка µ(P ′
n/n

2) ≤ 2(1 −
√

1− ‖Pn‖2/n2), ко-
торая вкупе с (2.2) позволяет получить цепочку неравенств

Mn(Pn) =
µ(P ′

n/n
2)

µ(Pn)
≤ 2(1−

√

1− ‖Pn‖2/n2)

(‖Pn‖ − 1)/(n2‖Pn‖)
≤ 2‖Pn‖3

‖Pn‖ − 1
≤ 2c3

c− 1
.

Если ‖Pn‖ ≥ n, то тривиальное замечание, что µ(P ′
n/n

2) ≤ 2, и (2.2) приводят к неравенству

Mn(Pn) =
µ(P ′

n/n
2)

µ(Pn)
≤ 2n2‖Pn‖

‖Pn‖ − 1
≤ 2c3

c− 1
. �

Теорема 2. Для n ≥ 2 справедлива оценка Mn ≤ 6n+ 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В виду теоремы 1 достаточно рассмотреть многочлены, у ко-
торых ‖Pn‖ > 1.5. Определим два множества

A = A(Pn) := {x ∈ [−1, 1] : |Pn(x)| ≤ 1}, B = B(Pn) := {x ∈ A : |P ′
n(x)| > n2}.

Ясно, что µ(P ′
n/n

2) = Mn(Pn)µ(Pn), поэтому mesB(Pn) ≥ µ(P ′
n/n

2) − µ(Pn) ≥ (Mn(P ) −
1)µ(Pn). Далее, многочлен Pn степени n имеет не более n промежутков монотонности, поэтому
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множество A состоит не более чем из n промежутков, интеграл от |P ′
n| по каждому из которых

не превосходит 2, следовательно,

∫

A
|P ′

n(x)|dx ≤ 2n. Отсюда

2n ≥
∫

A

|P ′
n(x)|dx ≥

∫

B

|P ′
n(x)|dx ≥ n2mesB(Pn),

2n ≥ n2 mesB(Pn) ≥ n2(Mn(Pn)− 1)µ(Pn) ≥ n2(Mn(Pn)− 1)
‖Pn‖ − 1

n2‖Pn‖
. (2.17)

Условие ‖Pn‖ > 1.5 позволяет оценить (‖Pn‖ − 1)/‖Pn‖ ≥ 1/3. Тогда (2.17) принимает вид
2n ≥ (Mn(Pn)− 1)/3, откуда Mn(Pn) ≤ 6n+ 1. �

Теорема 3. Для n ≥ 2 cправедливо неравенство

Mn ≥ lim
b→1+

Mn(Tn(bx)) = 1 +
3

(n2 − 1)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим многочлены вида Pn(x) = Tn(bx), где Tn(x) —
многочлен Чебышева первого рода степени n и b > 1. В этом случае |Pn(x)| = |Tn(bx)| ≥ 1 тогда
и только тогда, когда |bx| ≥ 1, т. е. |x| ≥ 1/b. Поэтому µ(Pn) = 2(1 − 1/b). Оценим µ(P ′

n/n
2).

Заметим, что P ′
n(1/b) = bn2, P ′′

n (1/b) = b2n2(n2 − 1)/3. Так как P ′′(x) в малой окрестности 1/b
не убывает, то P ′′(bx) ≤ b2n2(n2 − 1)/3 для любого x ∈ [d, 1/b], где d — наибольшее из чисел,
для которых P ′

n(d) = n2. Положим r := 1/b− d, тогда справедливо неравенство

P ′
n(d) + P ′′

n (1/b)r = n2 + b2n2(n− 1)2r/3 ≥ bn2 = P ′
n(1/b).

Отсюда получаем

r ≥ 3(b− 1)

b2(n2 − 1)
.

Производная превосходит n2 по крайней мере на отрезке [1/b−r, 1] и симметричном ему [−1, r−
1/b, 1], следовательно, µ(P ′/n2) ≥ 2(1− 1/b+ r). Таким образом, имеем оценки

Mn(Pn) ≥
(1− 1/b+ r)

(1− 1/b)
≥ 1 +

3

b(n2 − 1)
, Mn ≥ lim

b→1

3

b(n2 − 1)
+ 1 = 1 +

3

(n2 − 1)
. �
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