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Для современной математики большое значение имеет изучение геометрий максимальной подвижно-
сти. Максимальная подвижность для n-мерной геометрии, задаваемой функцией f пары точек, означает
существование n(n+1)/2-мерной группы преобразований, оставляющей эту функцию инвариантной. Из-
вестно много геометрий максимальной подвижности (геометрия Евклида, симплектическая, Лобачевского
и т. д.), но полной классификации таких геометрий нет. В данной статье методом вложения решается одна
из таких классификационных задач. Суть этого метода состоит в следующем: по функции пары точек g
трехмерной геометрии находим все невырожденные функции f пары точек четырехмерных геометрий,
являющиеся инвариантами группы Ли преобразований размерности 10. В этой статье g — это невырож-
денные функции пары точек трех симплициальных трехмерных геометрий:

g =
yi − yj

xi − xj

+ 2zi + 2zj , g = ln
yi − yj

xi − xj

+ 2zi + 2zj , g = arctg
yi − yj

xi − xj

+ 2zi + 2zj .

Данные геометрии локально максимально подвижны, т. е. их группы движений шестимерны. Задача этой
работы сводится к решению аналитическими методами специальных функциональных уравнений, кото-
рые ищутся в виде рядов Тейлора. Для перебора различных вариантов применяется пакет математиче-
ских программ Maple 15. В результате получаются только вырожденные функции пары точек, которые
не задают геометрии максимальной подвижности.

Ключевые слова: функциональное уравнение, геометрия максимальной подвижности, группа движе-
ний, симплициальная геометрия.

V. A.Kyrov. Analytic embedding of three-dimensional simplicial geometries.

The study of maximum mobility geometries is of great importance for modern mathematics. The maximum
mobility of an n-dimensional geometry defined by a function f of a pair of points means the existence of an
n(n + 1)/2-dimensional transformation group fixing this function. There are a number of known maximum
mobility geometries (Euclidean, symplectic, Lobachevskian, etc.), but there is no complete classification of such
geometries. In this paper, we solve one of such classification problems by the embedding method. The essence
of the method is as follows: from the function g of a pair of points of a three-dimensional geometry, we find
all nondegenerate functions f of a pair of points of four-dimensional geometries that are invariants of the Lie
group of transformations of dimension 10. In this paper, g are nondegenerate functions of a pair of points of
three simplicial three-dimensional geometries:

g =
yi − yj

xi − xj

+ 2zi + 2zj , g = ln
yi − yj

xi − xj

+ 2zi + 2zj , g = arctan
yi − yj

xi − xj

+ 2zi + 2zj .

These geometries are locally maximally mobile, which means that their groups of motions are six-dimensional.
The problem solved in this paper is reduced to the solution of special functional equations by analytical methods.
The solutions are sought in the form of Taylor series. The Maple 15 mathematical software package is used for
the enumeration of various options. As a result, we obtain only degenerate functions of a pair of points, which
do not define a maximum mobility geometry.
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Введение

Известны трехмерные геометрии, задаваемые функциями пары точек [1; 2]

g =
yi − yj
xi − xj

+ 2zi + 2zj ; (0.1)
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g = ln
yi − yj
xi − xj

+ 2zi + 2zj ; (0.2)

g = arctg
yi − yj
xi − xj

+ 2zi + 2zj , (0.3)

где, например, (xi, yi, zi) — координаты точки i. Геометрия с функцией (0.1) называется сим-

плициальной геометрией I типа, с функцией (0.2) — симплициальной геометрией II типа и,
наконец, с функцией (0.3) — симплициальной геометрией III типа. Иногда они обозначаются
общим термином — симплициальная геометрия.

Геометрии с функциями (0.1)–(0.3) впервые появились при классификации феноменологи-
чески симметричных трехмерных геометрий [1–3] и являются геометриями локальной макси-
мальной подвижности, поскольку группы их движений имеют размерность 6.

Цель работы. В статье решается задача, являющаяся частью глобальной задачи вложения
для геометрий максимальной подвижности. Поясним ее суть в четырехмерном случае. Извест-
на классификация трехмерных геометрий локальной максимальной подвижности, т. е. геомет-
рий с шестимерными локальными группами движений. Эта классификация была получена в
80-е годы 20 века В.Х.Левом и недавно дополнена автором. Она содержит как хорошо извест-
ные геометрии (евклидова, псевдоевклидова, сферическая и т. д.), так и неизвестные, среди
которых симплициальные геометрии (I, II и III типов), исследуемые в этой работе. Суть за-
дачи вложения состоит в поиске всех четырехмерных геометрий локальной максимальной по-
движности, т. е. в нахождении геометрий, задаваемых функциями пары точек f = χ(g,wi, wj)
(g — функция пары точек известной трехмерной геометрии локальной максимальной подвиж-
ности), являющимися двухточечными инвариантами групп движений размерности 10. Вме-
сто g можно взять, например, метрику евклидовой геометрии (эта задача решена автором). В
данной статье вместо g берутся функции пары точек симплициальных геометрий. Эта задача
не всегда имеет положительное решение. Так, для трехмерных симплициальных геометрий ре-
шениями получаются функции пары точек, не задающие геометрии локальной максимальной
подвижности. Решение задачи вложения находится в классе аналитических функций. Отме-
тим, что задачи с подобной постановкой решались в работах [4–6].

1. Точные определения и основные результаты

Рассмотрим четырехмерное аналитическое многообразие M , которое локально диффео-
морфно прямому произведению трехмерного аналитического многообразия N и одномерного
аналитического многообразия L. Локальный диффеоморфизм осуществляет аналитическое
отображение h : M → N × L. Пусть π1 : N × L → N и π2 : N × L → L — проекции. Рас-
смотрим функции g : N × N → R с открытой и плотной областью определения Sg в N2 и
χ : R × L × L → R. Определим проекции p1 : M ×M → M и p2 : M ×M → M , которые на
точках действуют так: p1 : 〈i, j〉 7→ i и p2 : 〈i, j〉 7→ j, где 〈i, j〉 — произвольная точка в M ×M .
Построим функцию f :M ×M → R по формуле

f = χ
(
g
(
π1(h(p1)), π1(h(p2))

)
, π2(h(p1)), π2(h(p2))

)
,

область определения Sf которой открыта и плотна в M2. На точках

f(i, j) = χ
(
g
(
π1

(
h(p1(〈i, j〉))

)
, π1

(
h(p2(〈i, j〉))

))
, π2

(
h(p1(〈i, j〉))

)
, π2

(
h(p2(〈i, j〉))

))
, (1.1)

где i, j — произвольные две точки из M , причем 〈i, j〉 ∈ Sf .
Для произвольной точки из M рассмотрим координатную окрестность U ⊂ M , в которой

h является диффеоморфизмом и для любых точек i, j ∈ U , 〈i, j〉 ∈ Sf , существуют окрест-
ности U(i) ⊂ U , U(j) ⊂ U такие, что 〈i′, j′〉 ∈ Sf ∀i′ ∈ U(i), ∀j′ ∈ U(j). Из вышесказанного
имеем диффеоморфизм окрестностей h : U → V ×W , где V , W — некоторые координатные
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окрестности в N и L соответственно. Координаты в окрестности V обозначим через (x, y, z),
а координату в окрестности W — через (w). Тогда в локальных координатах функция (1.1)
принимает вид

f = f(i, j) = χ(θ,wi, wj), (1.2)

где g(π1(h(i)), π1(h(j))) = θ = θ(xi, yi, zi, xj , yj, zj) — одна из функций пары точек списка
(0.1)–(0.3), π2(h(i)) = wi, π2(h(j)) = wj . Пусть выполняются следующие аксиомы.

Аксиома аналитичности. Функция χ : R × L × L → R аналитическая во всех точках
области определения.

Аксиома невырожденноcти. Для функции (1.2) в произвольной точке окрестности U(i)×
U(j) ⊂M2 справедливы неравенства

∂χ

∂θ
6= 0,

∂χ

∂wi
6= 0,

∂χ

∂wj
6= 0. (1.3)

Пусть группа Ли G действует эффективно и аналитично в U ⊂ M [3]. Это означает, что
задано аналитическое инъективное отображение (эффективное действие) λ : U ×G → U ′, где
U ′ ⊂M — открытая область, причем выполняются свойства

1) λ(i, e) = i, e ∈ G — единица, i ∈ U ;
2) λ(λ(i, a), b) = λ(i, ab) для любых a, b ∈ G и i ∈ U ;
3) Для любого i ∈ U λ(i, a) = i, только если a = e.
Действие λa, определяемое произвольным элементом a ∈ G, называется движением, если

для любых точек i, j ∈ U таких, что 〈i, j〉 ∈ Sf , 〈λa(i), λa(j)〉 ∈ Sf , выполняется равенство

f(λa(i), λa(j)) = f(i, j).

Действия группы G можно определить в окрестностях U(i) и U(j) точек i и j, причем если эти
окрестности пересекаются, то действия в пересечении совпадают. Множество всех движений
образует группу движений.

Аксиома максимальной подвижности. Размерность группы Ли G равна 10.

Алгебра Ли действия группы Ли G состоит из операторов

X = X1∂x +X2∂y +X3∂z +X4∂w, (1.4)

где Xα = Xα(x, y, z, w) — аналитическая функция в U , α = 1, 2, 3, 4 [3]. Через операторы (1.4)
записывается условие локальной инвариантности [3; 7]

X(i)f(i, j) +X(j)f(i, j) = 0, (1.5)

которое выполняется в окрестностях U(i) ⊂ U и U(j) ⊂ U точек i и j.
Ниже ищем все функции вида (1.2), являющиеся двухточечными инвариантами десятипа-

раметрической группы движений, причем θ — функция из списка (0.1)–(0.3).
Пусть k ∈ U ⊂ M — начало некоторой системы координат в U, в которой эта точка имеет

нулевые координаты (0, 0, 0, 0). В такой системе координат справедливы разложения в ряд
Тейлора для компонент оператора (1.4) и функции (1.2) [8]:





X1 = X1(z, w) +D1(X1)(z, w)x +D2(X1)(z, w)y

+
1

2
D1,1(X1)(z, w)x

2 +
1

2
D2,2(X1)(z, w)y

2 +D1,2(X1)(z, w)xy + · · · ,

X2 = X2(z, w) +D1(X2)(z, w)x +D2(X2)(z, w)y

+
1

2
D1,1(X2)(z, w)x

2 +
1

2
D2,2(X2)(z, w)y

2 +D1,2(X2)(z, w)xy + · · · ,

X3 = X3(z, w) +D1(X3)(z, w)x +D2(X3)(z, w)y

+
1

2
D1,1(X3)(z, w)x

2 +
1

2
D2,2(X3)(z, w)y

2 +D1,2(X3)(z, w)xy + · · · ,

X4 = X4(z, w) +D1(X4)(z, w)x +D2(X4)(z, w)y

+
1

2
D1,1(X4)(z, w)x

2 +
1

2
D2,2(X4)(z, w)y

2 +D1,2(X4)(z, w)xy + · · · ,

(1.6)
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f(θ,wi, wj) = f(wi, wj) +D1(f)(wi, wj)θ +
1

2
D1,1(f)(wi, wj)θ

2 + · · · , (1.7)

где, например, X1(z, w) = X1(0, 0, z, w), D1(X1)(z, w) =
∂X1(x, y, z, w)

∂x
|x=y=0, D2(X1)(z, w) =

∂X1(x, y, z, w)

∂y
|x=y=0, D1,2(X2)(z, w) =

∂2X2(x, y, z, w)

∂x∂y
|x=y=0, f(wi, wj) = χ(0, wi, wj),

D1(f)(wi, wj) =
∂χ(θ,wi, wj)

∂θ
|θ=0.

Основной результат работы сформулируем в виде теоремы.

Теорема. Рассмотрим произвольную точку k ∈ M и ее координатную окрестность U .

Возьмем также две точки i, j ∈ U с окрестностями U(i) и U(j) такие, что

U(i) ∪ U(j) ⊂ U, причем 〈i, j〉, 〈i′, j′〉 ∈ Sf ∀i′ ∈ U(i), ∀j′ ∈ U(j).

Тогда функция пары точек (1.2) в аналитическом многообразии M вырождена, т. е. не задает

геометрию локальной максимальной подвижности.

Как сказано выше, функция (1.2) является двухточечным инвариантом действия десяти-
мерной группы Ли G, поэтому условие локальной инвариантности (1.5) в явном виде для
различных значений аргумента θ из списка (0.2)–(0.4) записывается так:





[
− v(X1(i)−X1(j)) + u(X2(i)−X2(j)) + 2u2(X3(i) +X3(j))

]∂χ
∂θ

+ u2
(
X4(i)

∂χ

∂wi
+X4(j)

∂χ

∂wj

)
= 0;

(1.8)





[
− v(X1(i)−X1(j)) + u(X2(i)−X2(j)) + 2uv(X3(i) +X3(j))

]∂χ
∂θ

+ uv
(
X4(i)

∂χ

∂wi
+X4(j)

∂χ

∂wj

)
= 0;

(1.9)





[
− v(X1(i) −X1(j)) + u(X2(i)−X2(j)) + 2(u2 + v2)(X3(i) +X3(j))

]∂χ
∂θ

+ (u2 + v2)
(
X4(i)

∂χ

∂wi
+X4(j)

∂χ

∂wj

)
= 0,

(1.10)

где X1, X2, X3, X4 — компоненты оператора (1.4). Здесь и везде ниже введены сокращающие
обозначения: u = xi − xj, v = yi − yj. Заметим, что выражения (1.8)–(1.10) выполняются
тождественно по координатам точек i и j из некоторых окрестностей U(i) и U(j).

2. Вспомогательные утверждения

Утверждения, доказываемые в этом разделе, справедливы не только в классе аналитиче-
ских функций, но также и для функций класса C2.

Лемма 1. В некоторой окрестности U(i)×U(j) произвольной точки 〈i, j〉 ∈M ×M для

тождеств (1.8)–(1.10) выполняются неравенства

−v(X1(i) −X1(j)) + u(X2(i)−X2(j)) + 2u2(X3(i) +X3(j)) 6= 0;

−v(X1(i) −X1(j)) + u(X2(i)−X2(j)) + 2uv(X3(i) +X3(j)) 6= 0;

−v(X1(i)−X1(j)) + u(X2(i)−X2(j)) + 2(u2 + v2)(X3(i) +X3(j)) 6= 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится по схеме, указанной в работах [4; 5, лемма 1].

Лемма 2. В некоторой окрестности U(i)×U(j) произвольной точки 〈i, j〉 ∈M ×M для

тождеств (1.8)–(1.10) справедливо неравенство X4 6= 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о проводится по схеме, указанной в работах [4; 5, лемма 2].

Лемма 3. В некоторой окрестности U(i) × U(j) произвольной точки 〈i, j〉 ∈ M × M
функция X4(x, y, z, w), входящая в тождества (1.8)–(1.10), существенно зависит либо от x,

либо от y, т. е. (X ′

4x(x, y, z, w))
2 +

(
X ′

4y(x, y, z, w)
)2

6= 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Эта лемма сформулирована сразу для трех тождеств. Подроб-
ное доказательство проводим для случая (1.10), а остальные случаи проверяются аналогич-
но. Предположим противное, пусть в некоторой окрестности U(i)× U(j) произвольной точки
〈i, j〉 ∈M ×M X4 = X4(z, w) 6= 0.

Тождество (1.10) в окрестности U(i)× U(j) представим в виде

−v(X1(i)−X1(j)) + u(X2(i)−X2(j)) + 2(u2 + v2)(X3(i) +X3(j)) = −(u2 + v2)F = F, (2.1)

где введены обозначения

F = F (ϑ, zi, zj , wi, wj) =
(
X4(zi, wi)

∂χ

∂wi
+X4(zj , wj)

∂χ

∂wj

)
/
∂χ

∂θ
,

причем, как и выше, u = xi − xj , v = yi − yj, аргумент θ имеет вид (0.3), ϑ = arctg
v

u
. Согласно

лемме 1 F 6= 0. Продифференцируем равенство (2.1) по переменным xi, xj , yi, yj:

X2(i)−X2(j)− vX ′

1x(i) + uX ′

2x(i) + 2(u2 + v2)X ′

3x(i) + 4u(X3(i) +X3(j)) = F
′

u,

−X2(i) +X2(j) + vX ′

1x(j) − uX ′

2x(j) + 2(u2 + v2)X ′

3x(j) − 4u(X3(i) +X3(j)) = −F
′

u,

−X1(i) +X1(j) − vX ′

1y(i) + uX ′

2y(i) + 2(u2 + v2)X ′

3y(i) + 4v(X3(i) +X3(j)) = F
′

v,

X1(i)−X1(j) + vX ′

1y(j) − uX ′

2y(j) + 2(u2 + v2)X ′

3y(j)− 4v(X3(i) +X3(j)) = −F
′

v.

Далее складываем первое и второе, а также третье и четвертое равенства:





−v(X ′

1x(i)−X ′

1x(j)) + u(X ′

2x(i)−X ′

2x(j)) + 2(u2 + v2)(X ′

3x(i) +X ′

3x(j)) = 0,

−v(X ′

1y(i)−X ′

1y(j)) + u(X ′

2y(i)−X ′

2y(j)) + 2(u2 + v2)(X ′

3y(i) +X ′

3y(j)) = 0.
(2.2)

Дифференцируя по zi и по wi, а затем по xj и yj , получаем X ′

1x(x, y), X
′

1y(x, y), X
′

2x(x, y),
X ′

2y(x, y), X
′

3x(x, y), X
′

3y(x, y). Тогда X1 = X1(x, y) + p(z, w), X2 = X2(x, y) + q(z, w), X3 =
X3(x, y) + r(z, w).

Далее уравнения в системе (2.2) дифференцируем по xi и xj; по xi и yj; по yi и yj:

−V ′

x(i)− V ′

x(j) − 4uW ′

x(i) + 4uW ′

x(j) − 4W (i)− 4W (j) = 0,

U ′

x(i)− V ′

y(j)− 4vW ′

x(i) + 4uW ′

y(j) = 0,

U ′

y(i) + U ′

y(j)− 4vW ′

y(i) + 4vW ′

y(j) − 4W (i)− 4W (j) = 0,

где U = X ′

1x или X ′

1y, V = X ′

2x или X ′

2y, W = X ′

3x или X ′

3y . Дифференцируя в последней
системе по координатам точек i и j, имеем W ′

xx = W ′

xy = W ′

yy = 0, следовательно, W =
ax+ by + c, a, b, c = const, поэтому получаем систему

−V ′

x(i)− V ′

x(j) − 4W (i)− 4W (j) = 0,

U ′

x(i)− V ′

y(j) − 4av + 4bu = 0,

U ′

y(i) + U ′

y(j)− 4W (i)− 4W (j) = 0,
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после чего производим разделение переменных

U ′

x = 4ay − 4bx+ d, U ′

y = 4ax+ 4by + 4c,

V ′

x = −4ax− 4by − 4c, V ′

y = 4ay − 4bx+ d, W = ax+ by + c, d = const.

После интегрирования имеем

U = 4axy+2b(y2−x2)+dx+4cy+p, V = 2a(y2−x2)−4bxy+dy−4cx+ q, W = ax+ by+ c.

Следовательно,

X ′

1x = 4a1xy + 2b1(y
2 − x2) + d1x+ 4c1y + p1, X ′

1y = 4a2xy + 2b2(y
2 − x2) + d2x+ 4c2y + p2,

X ′

2x = 2a1(y
2 − x2)− 4b1xy + d1y − 4c1x+ q1, X ′

3x = a1x+ b1y + c1,

X ′

2y = 2a2(y
2 − x2)− 4b2xy + d2y − 4c2x+ q2, X ′

3y = a2x+ b2y + c2,

a1, a2, b1, b2, c1, c2, d1, d2, p1, p2, q1, q2 = const. Из совместности частных производных вытекает
b2 = −a1, b1 = a2, d1 = −4c2, d2 = 4c1. Тогда

X ′

1x = 4a1xy + 2a2(y
2 − x2)− 4c2x+ 4c1y + p1, X ′

1y = 4a2xy − 2a1(y
2 − x2) + 4c1x+ 4c2y + p2,

X ′

2x = 2a1(y
2 − x2)− 4a2xy − 4c2y − 4c1x+ q1, X ′

3x = a1x+ a2y + c1,

X ′

2y = 2a2(y
2 − x2) + 4a1xy + 4c1y − 4c2x+ q2, X ′

3y = a2x− a1y + c2.

Интегрируя, получаем явные выражения для X1, X2 и X3:

X1 = 2a1x
2y − 2a1y

3/3 + 2a2y
2x− 2a2x

3/3 + 4c1xy + 2c2(y
2 − x2) + p1x+ p2y + p(z, w),

X2 = −2a2x
2y + 2a2y

3/3 + 2a1y
2x− 2a1x

3/3− 4c2xy + 2c1(y
2 − x2) + q1x+ q2y + q(z, w),

X3 = a1(x
2 − y2)/2 + a2xy + c1x+ c2y + r(z, w).

Продифференцируем равенство (2.1) дважды: по xi и xj , по xi и yj, а также по yi, yj:

−X ′

2x(i)−X ′

2x(j)− 4uX ′

3x(i) + 4uX ′

3x(j) − 4(X3(i) +X3(j)) = 2F −
2uv

u2 + v2
F ′

ϑ +
v2

u2 + v2
F ′′

ϑϑ,

X ′

1x(i)−X ′

2y(j) − 4vX ′

3x(i) + 4uX ′

3y(j) =
u2 − v2

u2 + v2
F ′

ϑ −
uv

u2 + v2
F ′′

ϑϑ,

X ′

1y(j) +X ′

1y(i) − 4vX ′

3y(i) + 4vX ′

3y(j) − 4(X3(i) +X3(j)) = 2F +
2uv

u2 + v2
F ′

ϑ +
u2

u2 + v2
F ′′

ϑϑ.

Подставляем в данную систему явные выражения для X1, X2 и X3:

−2q1 − 4a1u
2 − 4a2uv − 4r(zi, wi)− 4r(zj , wj) = 2F −

2uv

u2 + v2
F ′

ϑ +
v2

u2 + v2
F ′′

ϑϑ,

−2a2u
2 − 2a2v

2 + p1 − q2 =
u2 − v2

u2 + v2
F ′

ϑ −
uv

u2 + v2
F ′′

ϑϑ,

2p2 − 4a2uv + 4a1v
2 − 4r(zi, wi)− 4r(zj , wj) = 2F +

2uv

u2 + v2
F ′

ϑ +
u2

u2 + v2
F ′′

ϑϑ.

Поскольку правые части полученной системы зависят от ϑ, zi, zj , wi, wj , получаем a1 = a2 = 0.
Комбинируя в таком случае уравнения полученной системы, имеем

2q1 + 2p2 =
4uv

u2 + v2
F ′

ϑ +
u2 − v2

u2 + v2
F ′′

ϑϑ, −p1 + q2 = −
u2 − v2

u2 + v2
F ′

ϑ +
uv

u2 + v2
F ′′

ϑϑ.
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Нетрудно установить, что p1 = q2, q1 = −p2,

F = −2r(zi, wi)− 2r(zj , wj) + p2, X1 = 4c1xy + 2c2(y
2 − x2) + q2x+ p2y + p(z, w),

X2 = −4c2xy + 2c1(y
2 − x2)− p2x+ q2y + q(z, w), X3 = c1x+ c2y + r(z, w).

Полученное подставляем в (2.1), имеем p = p(z, w) = const, q = q(z, w) = const. Тогда приходим
к алгебре Ли с произвольным оператором

X = (4c1xy + 2c2(y
2 − x2) + q2x+ p2y + p)∂x

+ (−4c2xy + 2c1(y
2 − x2)− p2x+ q2y + q)∂y + (c1x+ c2y + r(z, w))∂z +X4(z, w)∂w .

Придавая постоянным значения 0 и 1, выделяем базис

X1 = 4xy∂x + 2(y2 − x2)∂y + x∂z, X2 = 2(y2 − x2)∂x − 4xy∂y + y∂z, X3 = x∂x + y∂y,

X4 = y∂x − x∂y, X5 = ∂x, X6 = ∂y, X ′ = r(z, w)∂z +X4(z, w)∂w ,

причем X ′ = αX7 + α2X8 + · · · . Алгебра Ли должна быть замкнута относительно операции
коммутирования, поэтому [X1,X

′] = xr′z∂z + xX ′

4z∂w = αX ′ + βX1 + γX2, следовательно,
r′z = X ′

4z = 0, α = β = γ = 0. Тогда r = r(w), X4 = X4(w) 6= 0. Далее вводится замена

координат: z = z −

∫
r(w)dw

X4(w)
, w =

∫
dw

X4(w)
, поэтому X ′ = ∂w. Значит, размерность алгебры

Ли меньше 10. Противоречие. Аналогично доказываются и остальные случаи. �

3. Доказательство теоремы

Функциональные уравнения (1.8)–(1.10) в окрестности U(i) × U(j) удобно переписать в
виде {

−v(X1(i)−X1(j)) + u(X2(i)−X2(j))

+ 2u2(X3(i) +X3(j)) + u2 (X4(i)F1 +X4(j)F2) = 0;
(3.1)

{
−v(X1(i)−X1(j)) + u(X2(i)−X2(j))

+ 2uv(X3(i) +X3(j)) + uv (X4(i)F1 +X4(j)F2) = 0;
(3.2)

{
−v(X1(i)−X1(j)) + u(X2(i)−X2(j))

+ 2(u2 + v2)(X3(i) +X3(j)) + (u2 + v2) (X4(i)F1 +X4(j)F2) = 0,
(3.3)

где введены обозначения

F1(θ,wi, wj) =
∂χ

∂wi
/
∂χ

∂θ
, F2(θ,wi, wj) =

∂χ

∂wj
/
∂χ

∂θ
. (3.4)

Из аксиом аналитичности и невырожденности, очевидно, следуют аналитичность функций (3.4)
в окрестности U(i)×U(j) и справедливость неравенств F1 6= 0, F2 6= 0. Тогда, учитывая (1.7),
имеем разложения в ряд Тейлора [8]





F1 = f1(wi, wj) +D1(f1)(wi, wj)θ + 1/2D1,1(f1)(wi, wj)θ
2 + · · · ,

F2 = f2(wi, wj) +D1(f2)(wi, wj)θ + 1/2D1,1(f2)(wi, wj)θ
2 + · · · .

(3.5)

Далее разложения (1.6) и (3.5) подставим в тождества (3.1)–(3.3).

I. Разложения (1.6) и (3.5) подставляем в тождество (3.1), в котором аргумент θ имеет
вид (0.1), затем сравниваем коэффициенты слева и справа перед одинаковыми степенями про-
изведений переменных xi, yi, xj , yj, а также перед отрицательными степенями (xi − xj)

−n,
n = 1, 2, 3, . . . . Отметим, что отрицательные степени (xi − xj)

−n, входящие в тождество (3.1),
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в окрестности нуля в ряд Тейлора не разлагаются, поэтому коэффициенты перед ними обра-
щаются в нуль. Эта задача существенно упрощается с применением математического пакета
программ MAPLE 15 [9].

Сравнивая коэффициенты перед отрицательными степенями (xi − xj)
−n, n = 1, 2, 3, . . . ,

имеем

Dα1,α2,...(X4)(zi, wi)F1(wi, wj) = 0, Dα1,α2,...(X4)(zj , wj)F2(wi, wj) = 0,

причем αn = 1, 2, n = 1, 2, 3, 4, . . . ,

F1 = (D1,1,1(f1),D1,1,1,1(f1), . . .), F2 = (D1,1,1(f2),D1,1,1,1(f2), . . .) .

Поэтому из леммы 3 следует F1 = F2 = 0. Значит,

F1 = f1(wi, wj) +D1(f1)(wi, wj)θ + 1/2D1,1(f1)(wi, wj)θ
2 6= 0,

F2 = f2(wi, wj) +D1(f2)(wi, wj)θ + 1/2D1,1(f2)(wi, wj)θ
2 6= 0,

следовательно,





(f1(wi, wj))
2 + (D1(f1)(wi, wj))

2 + (D1,1(f1)(wi, wj))
2 6= 0,

(f2(wi, wj))
2 + (D1(f2)(wi, wj))

2 + (D1,1(f2)(wi, wj))
2 6= 0.

Далее сравниваем все коэффициенты со степенями выше 4 при произведениях переменных
xi, yi, xj , yj, получаем

Dα1,α2,...(X4)(zi, wi)f1(wi, wj) = −2Dα1,α2,...(X3)(zi, wi),

Dα1,α2,...(X4)(zj , wj)f2(wi, wj) = −2Dα1,α2,...(X3)(zj , wj),

Dα1,α2,...(X4)(zi, wi)D1(f1)(wi, wj) = 0, Dα1,α2,...(X4)(zj , wj)D1(f2)(wi, wj) = 0,

Dα1,α2,...(X4)(zi, wi)D1,1(f1)(wi, wj) = 0, Dα1,α2,...(X4)(zj , wj)D1,1(f2)(wi, wj) = 0,

причем αn = 1, 2, n = 3, 4, 5, . . . . Обозначим через X̂4 последовательность коэффициентов в
последней системе. Тогда ее можно переписать в виде

X̂4(zi, wi)f1(wi, wj) = −2Dα1,α2,...(X3)(zi, wi), X̂4(zj , wj)f2(wi, wj) = −2Dα1,α2,...(X3)(zj , wj),

X̂4(zi, wi)D1(f1)(wi, wj) = 0, X̂4(zj , wj)D1(f2)(wi, wj) = 0,

X̂4(zi, wi)D1,1(f1)(wi, wj) = 0, X̂4(zj , wj)D1,1(f2)(wi, wj) = 0,

причем αn = 1, 2, n = 3, 4, 5, . . . .

Пусть сначала X̂4 6= 0, тогда

D1(f1)(wi, wj) = D1(f2)(wi, wj) = D1,1(f1)(wi, wj) = D1,1(f2)(wi, wj) = 0,

а f1(wi, wj) = ψ(wi) 6= 0, f2(wi, wj) = ψ(wj) 6= 0. Значит, система (3.4) сводится к следующей:

ψ(wi)
∂χ

∂θ
=

∂χ

∂wi
, ψ(wj)

∂χ

∂θ
=

∂χ

∂wj
.

Интегрируя, получаем функцию пары точек [10]

f(i, j) = χ(θ +K(wi) +K(wj)) = χ
( yi − yj
xi − xj

+ zi + zj

)
,
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где K(w) =

∫
ψ(w)dw, z = z+K(w). Эта функция вырождена, т. е. не удовлетворяет аксиоме

невырожденности (выпадает четвертая координата точки).

Пусть теперь X̂4 = 0, тогда

Dα1,α2,...(X3)(z, w) = 0, Dβ1,β2,...(X1)(z, w) = 0, Dβ1,β2,...(X2)(z, w) = 0,

где αn = 1, 2, n = 3, 4, 5, . . . , βm = 1, 2, m = 4, 5, 6, . . . .
Затем сравниваем все коэффициенты со степенями 4 при произведениях переменных xi,

yi, xj, yj, получаем

D1,1(X4)(zi, wi)D1,1(f1)(wi, wj) = 0, D1,1(X4)(zj , wj)D1,1(f2)(wi, wj) = 0,

D1,2(X4)(zi, wi)D1,1(f1)(wi, wj) = 0, D1,2(X4)(zj , wj)D1,1(f2)(wi, wj) = 0,

D2,2(X4)(zi, wi)D1,1(f1)(wi, wj) = 0, D2,2(X4)(zj , wj)D1,1(f2)(wi, wj) = 0,

причем Dα1,α2,α3
(X1)(z, w) = 0, αn = 1, 2, n = 1, 2, 3,

D1,1(X4)(zi, wi)D1(f1)(wi, wj) = 0, D1,1(X4)(zj , wj)D1(f2)(wi, wj) = 0,

D1,2(X4)(zi, wi)D1(f1)(wi, wj) = 0, D1,2(X4)(zj , wj)D1(f2)(wi, wj) = 0,

D2,2(X4)(zi, wi)D1(f1)(wi, wj) = 0, D2,2(X4)(zj , wj)D1(f2)(wi, wj) = 0,

D1,1(X4)(zi, wi)f1(wi, wj) = −2D1,1(X3)(zi, wi), D1,1(X4)(zj , wj)f2(wi, wj) = −2D1,1(X3)(zj , wj),

D1,2(X4)(zi, wi)f1(wi, wj) = −2D1,2(X3)(zi, wi), D1,2(X4)(zj , wj)f2(wi, wj) = −2D1,2(X3)(zj , wj),

D2,2(X4)(zi, wi)f1(wi, wj) = −2D2,2(X3)(zi, wi), D2,2(X4)(zj , wj)f2(wi, wj) = −2D2,2(X3)(zj , wj),

а также Dα1,α2,α3
(X2)(z, w) = 0, αn = 1, 2, n = 1, 2, 3. Если (D1,1(X4))

2 + (D1,2(X4))
2 +

(D2,2(X4))
2 6= 0, то, как и выше, получаем вырожденную функцию пары точек. Тогда имеем

D1,1(X4) = D1,2(X4) = D2,2(X4) = 0 и D1,1(X3) = D1,2(X3) = D2,2(X3) = 0.
Сравниваем теперь все коэффициенты со степенями 3 при произведениях переменных xi,

yi, xj, yj:

D1(X4)(zi, wi)D1,1(f1)(wi, wj) = 0, D1(X4)(zj , wj)D1,1(f2)(wi, wj) = 0,

D2(X4)(zi, wi)D1,1(f1)(wi, wj) = 0, D2(X4)(zj , wj)D1,1(f2)(wi, wj) = 0,

D1(X4)(zi, wi)D1(f1)(wi, wj) = 0, D1(X4)(zj , wj)D1(f2)(wi, wj) = 0,

D2(X4)(zi, wi)D1(f1)(wi, wj) = 0, D2(X4)(zj , wj)D1(f2)(wi, wj) = 0,

D1(X4)(zi, wi)f1(wi, wj) = p1(zi, wi), D1(X4)(zj , wj)f2(wi, wj) = p1(zj , wj),

D2(X4)(zi, wi)f1(wi, wj) = p2(zi, wi), D2(X4)(zj , wj)f2(wi, wj) = p2(zj , wj).

Если (D1(X4))
2+(D2(X4))

2 6= 0, то, как и выше, получаем вырожденную функцию пары точек.
Тогда D1(X4) = D2(X4) = 0. Из лемм 2 и 3 получаем X4(z, w) 6= 0 и (X4(z, w))

′

z 6= 0.
Сравниваем теперь все коэффициенты со степенями 2 при произведениях переменных xi,

yi, xj, yj:
X4(zi, wi)D1,1(f1)(wi, wj) +X4(zj , wj)D1,1(f2)(wi, wj) = 0,

X4(zi, wi)D1(f1)(wi, wj) +X4(zj , wj)D1(f2)(wi, wj) = 0.

В полученных равенствах, дифференцируя по переменным zi и zj, имеем D1,1(f1)(wi, wj) =
D1,1(f2)(wi, wj) = D1(f1)(wi, wj) = D1(f2)(wi, wj) = 0. Поэтому f1(wi, wj) 6= 0, f2(wi, wj) 6= 0.
Далее

2X3(zj , wj) + 2X3(zi, wi) +X4(zi, wi)f1(wi, wj) +X4(zj , wj)f2(wi, wj) = 0.
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Дифференцируя это равенство по zi и wj, а также по zj и wi, затем возвращаемся и разде-
ляем переменные, получаем f1(wi, wj) = ϕ(wi), f2(wi, wj) = ϕ(wj). Найденное подставляем в
формулы (3.5):

F1 = ϕ(wi), F2 = ϕ(wj).

Затем идем в (3.4):

ϕ(wi) =
∂χ

∂wi
/
∂χ

∂θ
, ϕ(wj) =

∂χ

∂wj
/
∂χ

∂θ
.

Из полученных соотношений вытекает система дифференциальных уравнений

ϕ(wi)
∂χ

∂θ
−

∂χ

∂wi
= 0, ϕ(wj)

∂χ

∂θ
−

∂χ

∂wj
= 0.

Полученная система имеет решение [10]

f = ψ(θ + wi + wj), w =

∫
ϕ(w)dw.

Учитывая явное выражение для θ, убеждаемся в вырожденности этой функции пары точек.

II. Разложения (1.6) и (3.5) подставляем в тождество (3.2), в котором аргумент θ имеет
вид (0.2), затем сравниваем коэффициенты слева и справа перед одинаковыми степенями про-

изведений переменных xi, yi, xj , yj, а также перед степенями ln
yi − yj
xi − xj

. Отметим, что степени

ln
yi − yj
xi − xj

, входящие в тождество (3.2), в окрестности нуля в ряд Тейлора не разлагаются, по-

этому коэффициенты перед ними обращаются в нуль. Эта задача существенно упрощается с
применением математического пакета программ MAPLE 15 [9].

Сравнивая коэффициенты перед степенями ln
yi − yj
xi − xj

, имеем

Dα1,α2,...(X4)(zi, wi)F1(wi, wj) = 0, Dα1,α2,...(X4)(zj , wj)F2(wi, wj) = 0,

причем αn = 1, 2, n = 1, 2, 3, 4, . . . ,

F1 = (D1(f1),D1,1(f1),D1,1,1(f1), . . .), F2 = (D1(f2),D1,1(f2),D1,1,1(f2), . . .).

Поэтому из леммы 3 следует F1 = F2 = 0. Значит F1 = f1(wi, wj) 6= 0, F2 = f2(wi, wj) 6= 0.
Сравниваем коэффициенты со степенями 3 и выше при произведениях переменных xi, yi,

xj, yj, получаем

Dα1,α2,...X4(zi, wi)f1(wi, wj) = ϕα1,α2,...(zi, wi), Dα1,α2,...X4(zj , wj)f2(wi, wj) = ϕα1,α2,...(zj , wj),

причем αn = 1, 2, n = 1, 2, 3, . . . . Воспользовавшись леммой 3, имеем f1(wi, wj) = φ(wi),
f2(wi, wj) = φ(wj). Найденное подставляем в формулы (3.5): F1 = φ(wi), F2 = φ(wj).
Затем идем в (3.4):

φ(wi) =
∂χ

∂wi
/
∂χ

∂θ
, φ(wj) =

∂χ

∂wj
/
∂χ

∂θ
.

Из полученных соотношений вытекает система дифференциальных уравнений

φ(wi)
∂χ

∂θ
−

∂χ

∂wi
= 0, φ(wj)

∂χ

∂θ
−

∂χ

∂wj
= 0.

Полученная система имеет решение [10]

f = ψ(θ +wi + wj), w =

∫
φ(w)dw.
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Учитывая явное выражение для θ, убеждаемся в вырожденности этой функции пары точек.

III. Разложения (1.6) и (3.5) подставляем в тождество (3.3), в котором аргумент θ име-
ет вид (0.3), затем сравниваем коэффициенты слева и справа перед одинаковыми степенями

произведений переменных xi, yi, xj , yj, а также перед степенями arctg
yi − yj
xi − xj

. Отметим, что

степени arctg
yi − yj
xi − xj

, входящие в тождество (3.3), в окрестности нуля в ряд Тейлора не раз-

лагаются, поэтому коэффициенты перед ними обращаются в нуль. Эта задача существенно
упрощается с применением математического пакета программ MAPLE 15 [9]. Далее, рассуж-
дая как в случае II, приходим к вырожденной функции пары точек.

Теорема полностью доказана.

Заключение

Итак, поставленная выше задача об аналитическом вложении трехмерных симплициаль-
ных геометрий с функциями пары точек (0.1)–(0.3) полностью решена. В результате получены
четырехмерные геометрии с вырожденными функциями пары точек, которые не являются гео-
метриями максимальной подвижности.

Выражаю благодарность профессору Геннадию Григорьевичу Михайличенко за поддержку
и обсуждение полученных результатов.
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