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ЗАДАЧА УПРАВЛЕНИЯ ПРОЦЕССОМ НАГРЕВА СТЕРЖНЯ
С НЕИЗВЕСТНЫМИ ТЕМПЕРАТУРОЙ НА ПРАВОМ КОНЦЕ

И ПЛОТНОСТЬЮ ИСТОЧНИКА ТЕПЛА1

В.И.Ухоботов, И.В.Изместьев

Рассматривается задача управления процессом нагрева стержня с помощью изменения температуры

на левом конце стержня. Точные значения температуры на правом конце стержня и функция плотности

тепла неизвестны, а заданы только границы областей их возможных значений. Цель процесса управле-

ния заключается в том, чтобы в фиксированный момент времени среднее значение температуры стержня

находилось в заданном промежутке. Найдены необходимые и достаточные условия, которым должна удо-

влетворять начальная температура стержня, чтобы можно было осуществить поставленную цель при лю-

бых допустимых неизвестных функциях. Построено соответствующее управление нагревом левого конца

стержня.
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V. I.Ukhobotov, I. V. Izmest’ev. A control problem for a rod heating process with unknown

temperature at the right end and unknown density of the heat source.

A control problem is considered for the process of heating a rod by varying the temperature at its left end.

The exact values of the temperature at the right end of the rod and the heat density function are unknown; only

the ranges of their possible values are given. The aim of the control is to ensure that the average temperature

of the rod at a fixed time belongs to a given interval. We find necessary and sufficient conditions on the initial

temperature of the rod under which the aim of the control can be achieved for any admissible unknown functions.

The corresponding heating control at the left end of the rod is constructed.
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Введение

При изучении управляемых процессов теплопроводности, диффузии, фильтрации возни-
кают математические задачи управления параболическими уравнениями [1–6]. На практике
часто встречается задача распространения тепла в стержне, концы которого находятся при
переменных управляемых температурах. Эта задача сводится к исследованию уравнения теп-
лопроводности, граничные условия в котором зависят от управления [4–6]. В этих задачах
возможны случаи, когда часть параметров уравнения и граничных условий точно не заданы.

При исследовании таких задач можно применить метод оптимизации гарантированного
результата [7]. В основе этого метода лежит теория дифференциальных игр [8; 9]. Помеха и
неопределенность принимаются за второго игрока — противника.

В работе [10] рассмотрена задача управления процессом нагрева стержня, когда скорость
изменения температуры на правом конце стержня определяется ограниченной по величине
помехой. Считается, что точное значение функции плотности источника тепла неизвестно, а
заданы только границы области ее значений. Управляется скорость изменения температуры на
левом конце стержня. Цель процесса управления заключается в том, чтобы в фиксированный
момент времени среднее значение температуры стержня находилось в заданном промежутке.
Среднее значение вычисляется с помощью заданной функции.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 18-01-00264_а).



298 В.И.Ухоботов, И.В.Изместьев

В отличие от [10] в данной статье рассматривается случай, когда на правом конце стержня
температура задается неизвестной ограниченной по величине функцией.

Задача сводится к одномерной однотипной задаче управления при наличии неопределен-
ности. Для таких задач, рассматриваемых в рамках теории дифференциальных игр, c ис-
пользованием вида альтернированного интеграла [11] построены управления игроков, которые
решают поставленные перед ними задачи [12;13]. Рассмотрен пример.

1. Постановка задачи

Уравнение теплопроводности

∂T (x, t)

∂t
=
∂2T (x, t)

∂x2
+ f(x, t), 0 < t < p, 0 < x < 1, (1.1)

описывает распределение температуры T (x, t) в однородном стержне единичной длины в зави-
симости от времени t. В начальный момент времени t = 0 задано распределение температуры
T (x, 0) = g(x), где g(x) — непрерывная функция. Считаем, что на левом конце стержня управ-
ляемая температура T (0, t) изменяется согласно уравнению

dT (0, t)

dt
= a1(t) + a2(t)ξ, |ξ| ≤ 1. (1.2)

Здесь ai(t), i = 1, 2, являются функциями, непрерывными при 0 ≤ t ≤ p, причем a2(t) > 0.
Параметр ξ является управлением.

На правом конце стержня значение температуры T (1, t), зависящей непрерывно от време-
ни t ∈ [0, p], точно не известно. Известны только ее границы изменения

b1(t) ≤ T (1, t) ≤ b2(t), 0 ≤ t ≤ p. (1.3)

Здесь функции bi(t), i = 1, 2, являются непрерывными при 0 ≤ t ≤ p.

Относительно функции f(x, t), являющейся плотностью источника тепла, известна ее оцен-
ка:

f1(x, t) ≤ f(x, t) ≤ f2(x, t), 0 ≤ t ≤ p, 0 ≤ x ≤ 1. (1.4)

Здесь функции fi(x, t), i = 1, 2, являются непрерывными.

Предположение 1. Функция f : [0, 1]×[0, p] → R такова, что для любых чисел 0 ≤ τ < ν

и непрерывных функций µi : [τ, ν] → R, i = 1, 2, β : [0, 1] → R таких, что выполнено условие

согласования

µ1(τ) = β(0), µ2(τ) = β(1), (1.5)

первая краевая задача

∂Q(x, t)

∂t
=
∂2Q(x, t)

∂x2
+ f(x, t), (1.6)

Q(0, t) = µ1(t), Q(1, t) = µ2(t), τ ≤ t ≤ ν; (1.7)

Q(x, τ) = β(x), 0 ≤ x ≤ 1 (1.8)

имеет единственное решение Q(x, t), непрерывное при 0 ≤ x ≤ 1, τ ≤ t ≤ ν [16, с. 237–241; 17,
с. 306–318; 18, с. 200–220; 19, с. 41–54].

Заданы числа l ∈ R и ε ≥ 0 и непрерывная функция σ : [0, 1] → R, удовлетворяющая
условиям

σ(0) = σ(1) = 0. (1.9)
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Цель выбора управления ξ (1.2) заключается в том, чтобы решение T (x, t) уравнения (1.1)
удовлетворяло неравенству

∣

∣

∣

∣

1
∫

0

T (x, p)σ(x)dx − l

∣

∣

∣

∣

≤ ε (1.10)

при любой непрерывной функции T (1, t) (1.3) и любой непрерывной функции f(x, t) (1.4),
удовлетворяющей предположению 1.

2. Формализация задачи

Опишем допустимое правило формирования управления ξ. Оно означает, что каждому
моменту времени 0 ≤ τ < p и каждому возможному в этот момент времени распределению
температуры T (x, τ) ставится в соответствие измеримая функция ξ : [τ, p] → [0, 1]. Такое
правило будем обозначать как

ξ(t) = N(t, T (·, τ)), t ∈ [τ, p]. (2.1)

Зафиксируем разбиение

ω : 0 = t0 < t1 < . . . < ti < ti+1 < . . . < tm+1 = p

отрезка [0, p] с диаметром

d(ω) = max
0≤i≤m

(ti+1 − ti).

Пусть в момент времени ti, i = 0,m, реализовалось распределение температуры Tω(x, ti),
0 ≤ x ≤ 1. Обозначим ξi(t) = N(t, Tω(·, ti)), t ∈ [ti, p]. Пусть реализовались непрерывная
функция T (1, t) = µ(t) (1.3) при ti ≤ t ≤ ti+1, у которой µ(ti) = Tω(1, ti), и непрерывная
функция f(x, t) (1.4) при ti ≤ t ≤ ti+1, 0 ≤ x ≤ 1.

Обозначим через Tω(x, t) при 0 ≤ x ≤ 1, ti ≤ t ≤ ti+1 решение Q(x, t) задачи (1.6)–(1.8) при
τ = ti, ν = ti+1:

β(x) = Tω(x, ti), x ∈ [0, 1];

Q(0, t) = Tω(0, ti) +

t
∫

ti

(a1(r) + a2(r)ξi(r))dr, t ∈ [ti, ti+1]; (2.2)

Q(1, t) = T (1, t), t ∈ [ti, ti+1].

Отметим, что функции β(x), Q(0, t) и Q(1, t), определяемые равенствами (2.2), удовлетворяют
условиям согласования (1.5).

О п р е д е л е н и е 1. Управление (2.1) гарантирует выполнение поставленной цели (1.10),
если для любого числа γ > ε найдется такое число δ > 0, что для любого разбиения ω с диа-
метром d(ω) < δ и для любой функции f(x, t) (1.4), удовлетворяющей предположению 1, при
любой непрерывной функции T (1, t) (1.3) выполнено неравенство

∣

∣

∣

∣

1
∫

0

Tω(x, p)σ(x)dx − l

∣

∣

∣

∣

≤ γ. (2.3)
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3. Построение управления

Обозначим через ψ(x, τ) при 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ τ ≤ p решение следующей первой краевой
задачи:

∂ψ(x, τ)

∂τ
=
∂2ψ(x, τ)

∂x2
; ψ(x, 0) = σ(x); ψ(0, τ) = ψ(1, τ) = 0. (3.1)

Из равенства (1.9) следует, что условия согласования на концах отрезка в задаче (3.1) выпол-
нены. Поэтому решение ψ(x, τ) задачи (3.1) существует и оно непрерывно при 0 ≤ x ≤ 1, τ ≥ 0
(см. [14, с. 44]).

Положим

c(t) =
1

2

1
∫

0

(f2(x, t)− f1(x, t))|ψ(x, p − t)|dx ≥ 0,

c1(t) =
1

2

1
∫

0

(f1(x, t) + f2(x, t))ψ(x, p − t)dx. (3.2)

Из непрерывности функций fi(x, t), i = 1, 2, и ψ(x, p − t) при 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ p следует
непрерывность функций (3.2) при 0 ≤ t ≤ p.

Из неравенства (1.4) и из формул (3.2) имеем

1
∫

0

f(x, t)ψ(x, p − t)dx = c1(t) + c2(t)s(t), |s(t)| ≤ 1. (3.3)

Из неравенства (1.3) следует

T (1, t) =
b1(t) + b2(t)

2
+
b2(t)− b1(t)

2
η(t), |η(t)| ≤ 1. (3.4)

Применяя лемму об выборе А.Ф. Филиппова [15], можно показать, что функции s(t) и η(t)
являются измеримыми на отрезке [0, p].

Введем новую переменную

z(t) =

1
∫

0

T (x, t)ψ(x, p − t)dx+ T (0, t)

p
∫

t

∂ψ(0, p − r)

∂x
dr

+

p
∫

t

(

a1(τ)

p
∫

τ

∂ψ(0, p − r)

∂x
dr −

b1(τ) + b2(τ)

2

∂ψ(1, p − τ)

∂x
+ c1(τ)

)

dτ − l. (3.5)

Зафиксируем разбиение ω отрезка [0, p] и управление (2.1). Подставим в формулу (3.5)
реализовавшуюся функцию Tω(x, t). Получим ломаную zω(t), которая удовлетворяет равенству

zω(p) =

1
∫

0

Tω(x, p)σ(x)dx − l.

Лемма. Для почти всех t ∈ [ti, ti+1] выполнено равенство

żω(t) =

(

a2(t)

p
∫

t

∂ψ(0, p − r)

∂x
dr

)

ξi(t)−

(

b2(t)− b1(t)

2

∂ψ(1, p − r)

∂x

)

η(t) + c(t)s(t). (3.6)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Дифференцируя по t при ti < t < ti+1, i = 0,m, равенство (3.5),
получим

żω(t) = θ(t) +
dTω(0, t)

dt

p
∫

t

∂ψ(0, p − r)

∂x
dr − Tω(0, t)

∂ψ(0, p − t)

∂x
− a1(t)

p
∫

t

∂ψ(0, p − r)

∂x
dr

+
b1(t) + b2(t)

2

∂ψ(1, p − t)

∂x
− c1(t). (3.7)

Здесь обозначено

θ(t) =

1
∫

0

(

∂Tω(x, t)

∂t
ψ(x, p − t)− Tω(x, t)

∂ψ(x, p − t)

∂τ

)

dx.

Поскольку Tω(x, t) = Q(x, t) при ti ≤ t ≤ ti+1 и 0 ≤ x ≤ 1, то из уравнений (1.6) и (3.1)
имеем

θ(t) =

1
∫

0

(

∂2Q(x, t)

∂x2
ψ(x, p − t)−Q(x, t)

∂2ψ(x, p − t)

∂x2

)

dx+

1
∫

0

f(x, t)ψ(x, p − t)dx. (3.8)

Интегрируя по частям и используя краевые условия в задачах (2.2) и (3.1), получим ра-
венства

1
∫

0

∂2Q(x, t)

∂x2
ψ(x, p − t))dx = −

1
∫

0

∂Q(x, t)

∂x

∂ψ(x, p − t)

∂x
dx,

1
∫

0

Q(x, t)
∂2ψ(x, p − t)

∂x2
dx = T (1, t)

∂ψ(1, p − t)

∂x
−Q(0, t)

∂ψ(0, p − t)

∂x
−

1
∫

0

∂Q(x, t)

∂x

∂ψ(x, p − t)

∂x
dx.

Отсюда и из формулы (3.8), учитывая равенства (3.3) и (3.4), имеем

θ(t) = −

(

b1(t) + b2(t)

2
+
b2(t)− b1(t)

2
η

)

∂ψ(1, p − t)

∂x
+Q(0, t)

∂ψ(0, p − t)

∂x
+ c1(t) + c(t)s(t).

Подставим это выражение в формулу (3.7) и учтем равенства

Tω(0, t) = Q(0, t),
dTω(0, t)

dt
= a1(t) + a2(t)ξi(t).

Получим требуемую формулу (3.6).
Далее, заметим, что неравенство (2.3) принимает вид

|zω(p)| ≤ γ. (3.9)

Обозначим

a(t) = a2(t)

∣

∣

∣

∣

p
∫

t

∂ψ(0, p − r)

∂x
dr

∣

∣

∣

∣

≥ 0, (3.10)

b(t) =
b2(t)− b1(t)

2

∣

∣

∣

∂ψ(1, p − t)

∂x

∣

∣

∣
+ c(t) ≥ 0, (3.11)

F (z) = max

(

|z|+

p
∫

0

(b(r)− a(r))dr; max
0≤τ≤p

p
∫

τ

(b(r)− a(r))dr

)

.
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Теорема 1. Пусть начальное распределение температуры T (x, 0) = g(x) и число ε ≥ 0
таковы, что выполнено неравенство

F (z(0)) ≤ ε. (3.12)

Тогда управление (2.1), определяемое формулой

ξ(t) = N(t, T (·, τ)) = −sign

(

z(τ)

p
∫

t

∂ψ(0, p − r)

∂x
dr

)

, τ ≤ t ≤ p, (3.13)

гарантирует выполнение поставленной цели (1.10).

Здесь и в дальнейшем sign 0 = 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим управление (3.13) в формулу (3.6). Тогда, учитывая

формулы (3.10) и (3.11), получаем

żω(t) = −a(t) sign z(ti) + b(t)v(t), |v(t)| ≤ 1. (3.14)

Здесь любое v(t) с |v(t)| ≤ 1, если b(t) = 0 и

v(t) =
1

b(t)

(

−
b2(t)− b1(t)

2

∂ψ(1, p − t)

∂x
η(t) + c(t)s(t)

)

(3.15)

при b(t) > 0.
Каждая измеримая функция v : [0, p] → [−1, 1] при zω(0) = z(0) определяет ломаную zω(t),

удовлетворяющую уравнению (3.14). Семейство этих ломаных, определенных на отрезке [0, p],
является равномерно ограниченным и равностепенно непрерывным [12, с. 46]. По теореме Ар-
цела [20, с. 104] из любой последовательности этих ломаных можно выделить подпоследова-
тельность, равномерно сходящуюся на отрезке [0, p]. Предельная функция z(t) удовлетворяет
[12, теорема 8.1] неравенству

|z(p)| ≤ F (z(0)). (3.16)

Возьмем число γ > ε. Покажем, что существует число δ > 0 такое, что выполнено нера-
венство (3.9) для любой ломаной zω(t) с диаметром разбиения d(ω) < δ.

В самом деле, допустим противное. Тогда существует последовательность ломаных zωk
(t)

с диаметрами d(ωk) → 0, у которых |zωk
(p)| > γ. Можно считать, что функции zωk

(t) сходятся
на отрезке [0, p] равномерно к функции z(t) (иначе перейдем к подпоследовательности). Тогда
|z(p)| ≥ γ. Это неравенство противоречит неравенствам (3.12) и (3.16).

Рассмотрим теперь случай, когда в (3.6) при ti < t < ti+1 реализуются функции

η(t) = −sign
(∂ψ(1, p − t)

∂x
zω(ti)

)

, s(t) = sign (zω(ti)).

Тогда
żω(t) = −a(t)ui(t) + b(t)sign zω(ti), (3.17)

где

ui(t) = −

(

sign

p
∫

t

∂ψ(0, p − r)

∂x
dr

)

ξi(t).

Выбирая произвольные измеримые функции |ξi(t)| ≤ 1 и решая уравнение (3.17) с zω(0) =
z(0), получим семейство ломаных zω(t).

Теорема 2. Пусть число 0 ≤ γ < F (z(0)). Тогда существует число δ > 0 такое, что

|zω(p)| > γ для любой ломаной zω(t) с диаметром разбиения d(ω) < δ.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим противное. Возьмем последовательность чисел δk → 0.
Тогда существует последовательность ломаных zωk

(t), у которых диаметр d(ωk) < δk и
|zωk

(p)| ≤ γ. Семейство ломаных (3.17) с zω(0) = z(0) удовлетворяет условиям теоремы Арце-
ла. Переходя, если нужно, к подпоследовательности, можно считать, что последовательность
ломаных zωk

(t) сходится к z(t) равномерно. Предельная функция удовлетворяет [12, теоре-
ма 8.2.] неравенству |z(p)| ≥ F (z(0)). Стало быть, |zωk

(p)| > γ для всех достаточно больших
номеров k. Получили противоречие.

Таким образом, наименьшее значение числа ε, для которого можно построить управле-
ние (2.1), гарантирующее выполнение (1.10), равно F (z(0)).

4. Пример

Пусть функция σ(x) = sinπx, 0 ≤ x ≤ 1. Решением задачи (3.1) является функция

ψ(x, τ) = e−π2τ sinπx, 0 ≤ x ≤ 1, τ ≥ 0.

Из формул (3.2) находим

c1(t) =
1

2
e−π2(p−t)

1
∫

0

(f1(x, t) + f2(x, t)) sin πxdx.

Далее, из формулы (3.5) следует

z(t) = e−π2(p−t)

1
∫

0

T (x, t) sin πxdx+
T (0, t)

π

(

1− e−π2(p−t)
)

+G(t),

где

G(t) =

p
∫

t

(

a1(r)

π
+ c1(r) +

π2(b1(r) + b2(r))− 2a1(r)

2π
e−π2(p−r)

)

dr.

Управление (3.13) представим в виде

N(t, T (·, τ)) = −sign (z(τ)).
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