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Введение

При исследовании необходимых условий оптимальности первого порядка в экстремальных
задачах, опирающихся на множество траекторий некоторого дифференциального включения,
основное внимание обращается на поведение траекторий дифференциального включения в
окрестности траектории, которая подозрительна на экстремум. В данной работе мы исследуем
дифференциальные включения с неограниченной правой частью. Если правая часть диффе-
ренциального включения может принимать неограниченные значения, то общепринятое усло-
вие Липшица в метрике Хаусдорфа становится очень обременительными. Указанные усло-
вия можно ослабить и использовать условия псевдолипшицевости, введенные Ж.-П.Обеном

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 18-01-00209a).
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(см. [1]). При таких условиях уже доказаны теоремы существования решения дифференциаль-
ного включения и теоремы о релаксации (см., например, [2; 3]), получены необходимые усло-
вия экстремума в экстремальных задачах с дифференциальным включением (см., например,
[4–6]). В статье мы обобщаем результаты статьи [7] со случая дифференциального включения
с липщицевой правой частью на случай, когда правая часть дифференциального включения
является многозначным отображением с неограниченной правой частью и с псевдолипшицевой
зависимостью от фазовой переменной.

В данной работе заданы дифференциальное включение с неограниченной правой час-
тью F (t, x) и некоторая траектория x̂(·) этого дифференциального включения в случае, когда
правая часть F удовлетворяет условиям измеримой псевдолипшицевости в окрестности траек-
тории x̂(·). В пространстве абсолютно непрерывных функций определено некоторое множество
функций (псевдотраекторий) в окрестности заданной траектории x̂(·) и доказана теорема (тео-
рема 2) о существовании непрерывного отображения из этого множества псевдотраекторий
во множество траекторий дифференциального включения с оценками, определяемыми мно-
жеством псевдотраекторий. Для заданных многозначного отображения F и траектории x̂(·)
дифференциального включения с правой частью F определено вариационное дифференци-
альное включение, график правой части которого является нижним касательным конусом к
графику правой части исходного дифференциального включения в точках траектории x̂(·).
В теореме 3 доказано существование непрерывного отображения из множества траекторий
вариационного дифференциального включения во множество траекторий исходного диффе-
ренциального включения с оценками. В результате в теоремах 2 и 3 получены непрерывные
отображения во множество траекторий с оценками при более слабых ограничениях, чем ранее
это было сделано, например, в работах [3;8–10]. Такие отображения играют центральную роль
в прямом методе исследования экстремальных задач с дифференциальными включениями
(см., например, [9; 10]). Результаты данной статьи анонсированы в [11].

1. Основные обозначения и определения

Будем обозначать через T := [t0, t1] замкнутый интервал прямой R
1 с обычной мерой

Лебега на нем. Как обычно, через R
n обозначаем n-мерное евклидово пространство, а через

E — некоторое сепарабельное банахово пространство c σ-алгеброй борелевских множеств B,
через E∗ — его сопряженное пространство. Через Br(a) := {x ∈ E | ‖x−a‖ < r} (Br(a) := {x ∈
E | ‖x− a‖ ≤ r}) обозначаем открытый (замкнутый) шар с центром в точке a радиуса r > 0 в
пространстве E (или в R

n). Расстояние от точки x ∈ E до множества A ⊂ E обозначаем через
̺(x,A) := inf{‖x− y‖ | y ∈ A}.

Функцией отклонения Помпейю множества A от другого множестваB в пространстве E
называется функция вида

h+(A,B) := inf{r > 0 | A ⊂ B +Br(0)}, (1.1)

а расстоянием Помпейю — Хаусдорфа между множествами A и B в пространстве E назы-
вается функция вида

h(A,B) := max{h+(A,B);h+(B,A)}.
Через P(E) обозначаем множество всех подмножеств из банахова пространства E, через

F(E) — множество непустых замкнутых подмножеств из пространства E.
В дальнейшем нам потребуется следующее утверждение.

Предложение 1 [9, лемма 5.4]. Для любых множеств A,B ∈ F(E) и точки x ∈ E спра-

ведливо неравенство

̺(x,A) ≤ ̺(x,B) + h+(B,A). (1.2)

Через AC(T,Rn) обозначаем линейное нормированное пространство абсолютно непрерыв-

ных функций (или, коротко, кривых) из T в R
n с нормой ‖f‖AC := ‖f(t0)‖Rn + ‖f ′(·)‖L1 .
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2. Специальные свойства непрерывных разбиений

В дальнейшем нам потребуется некоторое свойство непрерывных семейств последователь-
ностей измеримых разбиений как инструмент исследования дифференциальных включений с
неограниченной правой частью. В основе этого результата лежат знаменитая теорема А.А.Ля-
пунова о векторных мерах [12], ее обобщение для сепарабельных банаховых пространств, а
также замечательные конструкции ε-сегментов и сегментов для векторной меры (см. работы
[13–15]).

Для формулировки результата нам потребуется вспомнить некоторые понятия. В этом раз-
деле считаем, что (S, d) — некоторое сепарабельное метрическое пространство с метрикой d,
T = (T,T , µ) — компактное топологическое пространство с σ-алгеброй измеримых подмно-
жеств T и с конечной неотрицательной неатомарной мерой Радона µ на них. Для измери-
мых подмножеств T пространства T , точнее, для классов эквивалентностей из T , рассмот-
рим метрику dist(A,B) := µ(A△B) ∀A,B ∈ T , где A△B означает симметрическую разность
этих множеств. В дальнейшем мы будем рассматривать непрерывные отображения (см. ниже
Ai : S → T ) из метрического пространства (S, d) в метрическое пространство (T ,dist).

(Простым) открытым покрытием метрического пространства (S, d) называется некоторая
совокупность {Vλ ⊂ S}λ∈Λ непустых открытых множеств из (S, d) такая, что

⋃
λ∈Λ Vλ = S и

для любого λ ∈ Λ выполнено Vλ 6= S. Открытое покрытие {Vi}i∈N сепарабельного метрического
пространства (S, d) называется локально конечным, если для любой точки s0 ∈ S существует
ее окрестность U(s0) такая, что Vi ∩ U(s0) 6= ∅ лишь для конечного набора индексов i ∈ N.

Последовательность {pi : S → I}i∈N непрерывных функций из S в единичный интервал
I := [0, 1] называется разбиением единицы, подчиненным некоторому локально конечному от-

крытому покрытию {Vi}i∈N пространства S, если для любого i ∈ N справедливо включение
supp pi ⊂ Vi и для любой точки s ∈ S справедливо равенство

∑∞
i=1 pi(s) = 1, причем в си-

лу локальной конечности покрытия {Vi}i∈N лишь конечное число слагаемых в данной сумме
отлично от нуля.

Измеримым разбиением пространства T называется последовательность {Ai ⊂ T }i∈N из-
меримых подмножеств таких, что Ai ∩ Aj = ∅ при ∀i 6= j и

⋃∞
i=1Ai = T, причем для любого

i ∈ N либо µ(Ai) > 0, либо Ai = ∅.
Пусть при каждом значении параметра s ∈ S задано измеримое разбиение {Ai(s)}i∈N про-

странства T . Если при каждом i ∈ N отображение Ai : S → T непрерывно, то будем говорить,
что {Ai(s)}i∈N — непрерывное семейство измеримых разбиений пространства T или, кратко,
непрерывное S-семейство.

Непрерывное S-семейство {Ai : S → T }i∈N называется конечнозначным, если при каждом
s ∈ S множество значений {Ai(s)}i∈N является конечным, в том смысле что Ai(s) 6= ∅ лишь
для конечного набора индексов i ∈ N.

Следующая теорема является обобщением теоремы 18 из [14].

Теорема 1. Пусть {ϕi : S → L1(T,E)}i∈N — заданная последовательность непрерывных

отображений, {Vi ⊂ S}i∈N — локально конечное открытое покрытие метрического про-

странства (S, d) и {pi : S → I}i∈N — разбиение единицы, подчиненное этому покрытию. Тогда

для любого δ > 0 существует конечнозначное непрерывное S-семейство {Ai : S → T }i∈N та-

кое, что

1) при любых s ∈ S и i ∈ N, для которых µ(Ai(s)) > 0, следует pi(s) > 0;
2) для любого s ∈ S справедливы соотношения

∞∑

i=1

∥∥∥∥pi(s)
∫

T

ϕi(s)(t)dµ(t)−
∫

Ai(s)

ϕi(s)(t)dµ(t)

∥∥∥∥ < δ, (2.1)

∞∑

i=1

|µ(Ai(s))− pi(s)µ(T )| < δ, (2.2)
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lim
s′→s

∞∑

i=1

µ(Ai(s
′)△Ai(s)) = 0. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству теоремы 4 (см. статью Е. С. Поло-
винкин. О некоторых свойствах векторных мер. Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН.
2018. Т. 24, № 1).

Напомним, что индикаторной функцией множества A ⊂ T называется функция χA :
T → R

1 такая, что χA(t) = 1 при t ∈ A, и χA(t) = 0, если t /∈ A. Опираясь на приведенную
выше теорему 1 и непрерывность по параметру измеримых разбиений отрезка T , получаем
следующее утверждение.

Предложение 2. Пусть для каждого s ∈ S и i ∈ N заданы измеримые подмноже-

ства Ai(s) компактного пространства T такие, что для любого s ∈ S справедливы соот-

ношения 



Ai1(s) ∩Ai2(s) = ∅ ∀i1 6= i2; T =
∞⋃
i=1

Ai(s);

lim
s′→s

∞∑
i=1

µ(Ai(s
′)△Ai(s)) = 0.

(2.4)

Пусть {vi ∈∈ L1(T,E)}i∈N — последовательность функций, для которых существует функ-

ция k ∈ L1(T,R1
+) такая, что для всех i ∈ N справедлива оценка ‖vi(t)‖ ≤ k(t) при п.в. t ∈ T .

Определим отображение g : S → L1(T,E) по формуле

g(s)(t) :=

∞∑

i=1

χ
Ai(s)

(t)vi(t), t ∈ T. (2.5)

Тогда отображение g непрерывно.

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству предложения 2 (см. статью Е. С. По-
ловинкин. О некоторых свойствах векторных мер. Тр. Ин-та математики и механики УрО
РАН. 2018. Т. 24, № 1).

3. Многозначные отображения. Дифференциальные включения

В этом разделе мы сформулируем условия измеримой псевдолипшицевости многозначного
отображения около некоторой траектории соответствующего дифференциального включения.

Мы опять полагаем, что T := [t0, t1] — интервал из R
1 с σ-алгеброй L измеримых по

Лебегу подмножеств и с мерой Лебега µ на них. Напомним, что (многозначное) отображение
P : T → P(E) называется L-измеримым (или просто измеримым) тогда и только тогда, когда
P−(G) := {t ∈ T | P (t)∩G 6= ∅} ∈ L для любого открытого множества G ⊂ E. (Многозначное)
отображение P : T × E → P(E) называется L×B-измеримым, если P−(G) := {(t, x) ∈ T × E |
P (t, x) ∩G 6= ∅} ∈ L×B для любого открытого множества G ⊂ E.

Пусть задано некоторое (многозначное) отображение F : T × E → P(E). Тогда эффектив-

ным множеством отображения F называется множество DomF := {(t, x) | F (t, x) 6= ∅}.
Графиком этого отображения называется множество GraphF := {(t, x, y) ∈ T × E × E | y ∈
F (t, x), (t, x) ∈ DomF}. Сечением графика GraphF в точке t ∈ T называется множество
GraphF (t, ·) := {(x, y) ∈ E × E | y ∈ F (t, x), (t, x) ∈ DomF}.

Для отображения F : T × R
n → P(Rn) рассмотрим соответствующее дифференциальное

включение вида
dx

dt
∈ F (t, x), t ∈ T. (3.1)
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F -траекторией (или просто траекторией) дифференциального включения (3.1) на отрез-
ке T называется всякая абсолютно непрерывная функция (кривая) x ∈ AC(T,Rn), у кото-

рой производная функция x′ :=
dx

dt
: T → R

n является суммируемой ветвью отображения

F (·, x(·)) : T → P(Rn).
Пусть C0 ⊂ R

n. Через RT (F,C0) будем обозначать множество всех F -траекторий x : T→R
n,

удовлетворяющих начальным условиям x(t0) ∈ C0.
Сформулируем основные условия на многозначное отображение F, которые обеспечат хо-

рошие свойства дифференциального включения (3.1).
Пусть в пространстве R

n заданы некоторое множество C0 ∈ F(Rn) и некоторая траектория
x̂ ∈ RT (F,C0), которую будем рассматривать в качестве “тестовой” функции. В качестве такой
тестовой функции может выступать, например, решение некоторой экстремальной задачи,
содержащей в своих условиях дифференциальное включение.

Опираясь на определения 2 и 3 об измеримой псевдолипшицевости многозначного отоб-
ражения из [3] и на определения 2.3.1 и 2.3.2 о псевдолипшицевости и умеренном росте из
работы [4], мы сформулируем и в дальнейшем используем уточненные условия измеримой
псевдолипшицевости на отображение F около тестовой траектории x̂.

Гипотеза 0 (измеримость). Отображение F : T × R
n → P(Rn) является L×B-измери-

мым, и для каждого t ∈ T множество GraphF (t, ·) замкнуто.

Гипотеза 1 (псевдолипшицевость). Пусть существуют число ε ∈ (0, 1), функция l ∈
L1(T,R1), l(t) > 0 п.в., и измеримая функция R : T → R

1
+ ∪ (+∞) такие, что при п.в. t ∈ T

и любых x1, x2 ∈ Bε(x̂(t)) справедливо включение

G(t, x1) ⊂ F (t, x2) + l(t)‖x1 − x2‖B1(0), (3.2)

где по определению

G(t, x) := F (t, x) ∩ (x̂′(t) +R(t)B1(0)) ∀t ∈ T, x ∈ Bε(x̂(t)). (3.3)

Гипотеза 2 (невырожденность). Для функций l и R, определенных в гипотезе 1, суще-
ствует число ν ∈ (0, 1/ε) такое, что справедливо неравенство l(t) ≤ νR(t) п.в.

З а м е ч а н и е 1. Свойство невырожденности (гипотеза 2) вместе со свойством псевдо-
липшицевости (гипотеза 1) при условии, что справедливо неравенство εν < 1, гарантирует
непустоту множеств G(t, x) из (3.3) при всех t ∈ T и x ∈ Bε(x̂(t)).

В самом деле, для любых t ∈ T и x ∈ Bε(x̂(t)), выбирая в неравенстве (3.2) x1 = x̂(t)
и x2 = x, получаем из включений x̂′(t) ∈ G(t, x̂(t)) и (3.2), что существует y ∈ F (t, x), для
которого справедливо неравенство ‖y − x̂′(t)‖ ≤ l(t)‖x̂(t)− x‖ ≤ l(t) ε < R(t), т. е. y ∈ G(t, x).

О п р е д е л е н и е 1. Говорим, что отображение F : T × R
n → F(Rn) удовлетворяет

условию измеримой псевдолипшицевости около траектории x̂(·), если существуют числа ν > 0,

ε ∈
(
0,min

{
1;

1

ν

})
, функции l и R такие, что гипотезы 0–2 выполнены.

Определим вспомогательные функции

b(ε) := min
{
3ε;

1

ν

}
, m(t) :=

t∫

t0

l(τ)dτ, t ∈ T. (3.4)

З а м е ч а н и е 2. Всюду в дальнейшем считаем, что заданы множество C0 ∈ F(Rn),
отображение F , удовлетворяющее условию измеримой псевдолипшицевости около заданной

траектории x̂ (см. определение 1) с заданными параметрами ν > 0, 0 < ε < min
{
1;

1

ν

}
, l(·),

R(·), а также заданы вспомогательные b(ε), m(·) (см. (3.4)) и отображение G (см. (3.3)). Более
того, без ограничения общности в дальнейшем полагаем, что

l(t) ≥ 1 п. в. t ∈ T. (3.5)



О непрерывной зависимости траекторий дифференциального включения 179

Поясним последнее. Если заданная в гипотезе 1 функция Липшица l не удовлетворяет нера-
венству (3.5), то исследуемую задачу с дифференциальным включением (3.1), имеющим изме-
римую псевдолипшицевую правую часть F около траектории x̂(·), можно привести к эквива-
лентной задаче с другим дифференциальным включением, у которого правая часть является
некоторой другой измеримой псевдолипшицевой многозначной функцией F̃ с константой Лип-
шица l̃(t) = 1 п.в.

Для этого вначале нужно преобразовать дифференциальное включение (3.1) так, чтобы
траектория x̂(·) преобразовалась в нулевую, т. е. рассмотреть дифференциальное включение с
правой частью вида

F̂ (t, x) := (F (t, x+ x̂(t))− x̂′(t)), x ∈ Bε(0), п.в. t ∈ [t0, t1].

Затем нужно сделать замену шкалы времени s = m(t), где m(t) :=

∫ t

t0

l(r)dr, при этом

каждая кривая x преобразуется в кривую y по формуле y(s) = x(t) = x(m−1(s)), s ∈ [0,m(t1)].
Таким образом, получаем взаимно однозначное соответствие между кривыми x на [t0, t1] и
кривыми y на [0,m(t1)]. Более того, кривая x является F̂ траекторией тогда и только тогда,
когда кривая y является траекторией включения с правой частью F̃ , определяемой по формуле

F̃ (s, y) :=
1

l(t)
F̂ (t, y), t = m−1(s).

Отсюда следует, что кривая ỹ ≡ 0, соответствующая кривой x̂, является тестовой функцией
для преобразованной задачи с F̃ . При этом полученная многозначная функция F̃ удовлетво-
ряет условию измеримой псевдолипшицевой около ỹ ≡ 0 с функцией Липшица l̃(s) = 1 п.в. и

с функцией R̃(s) =
R(t)

l(t)
, t = m−1(s).

4. Теорема существования траекторий, непрерывно зависящих

от начальных приближений

В данном разделе докажем теорему о непрерывной зависимости траекторий дифференци-
ального включения (3.1) от начальных приближений при условии, что правая часть диффе-
ренциального включения удовлетворяет условию измеримой псевдолипшицевости около тра-
ектории x̂ ∈ RT (F,C0) (см. определение 1). Для этого вначале мы сформулируем некоторые
определения и докажем леммы 1–3.

В пространстве AC(T,Rn) определим следующее множество начальных приближений
(псевдо-траекторий) дифференциального включения (3.1) в малой окрестности траектории x̂.

О п р е д е л е н и е 2. Для произвольных параметра γ ∈ (0, 1] и функции ρ0 ∈ L1(T,R1
+)

определим множество

D0(F, ρ0, γ) :=
{
x ∈ AC(T,Rn) | ‖x− x̂‖AC ≤ ε

4
;

̺(x′(t), F (t, x(t))) ≤ ρ0(t); ‖x′(t)− x̂′(t)‖ ≤ γ

2
b(ε) l(t) п.в. t ∈ T

}
. (4.1)

Лемма 1. Пусть заданы параметр γ ∈ (0, 1] и функция ρ0 ∈ L1(T,R1
+), удовлетворяющая

неравенству 0 ≤ ρ0(t) ≤ γ
l(t)

2ν
при п.в. t ∈ T . Тогда для любого x0 ∈ C0 такого, что ‖x0 −

x̂(t0)‖ < δ0, где δ0 := min
{ 1

2ν
;
ε

4

}
γ e−m(t1), существует функция x ∈ D0(F, ρ0, γ) такая, что

x(t0) = x0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. При п.в. t ∈ T и любом x ∈ Bε/2(x̂(t)) определим множество

F̃ (t, x) := {y ∈ R
n | ̺(y, F (t, x)) ≤ ρ0(t)}.

Опираясь на гипотезы 1 и 2 (см. также замечание 1), легко проверить, что множества F̃ (t, x)∩
(x̂′(t) + ρ0(t)B1(0)) не пусты. Также очевидно включение

F̃ (t, x) ∩ (x̂′(t) + ρ0(t)B1(0)) ⊂ F (t, x) ∩ (x̂′(t) + 2ρ0(t)B1(0)) + ρ0(t)B1(0).

Так как 2ρ0(t) ≤ R(t), то в силу гипотезы 1 для любых x, y ∈ Bε/2(x̂(t)) справедливо включение

F (t, x) ∩ (x̂′(t) + 2ρ0(t)B1(0)) ⊂ G(t, x) ⊂ F (t, y) + l(t)‖x− y‖B1(0),

откуда, учитывая предыдущее включение, получаем

F̃ (t, x) ∩ (x̂′(t) + ρ0(t)B1(0)) ⊂ F̃ (t, y) + l(t)‖x− y‖B1(0).

Последнее включение означает, что отображение F̃ само является измеримым псевдолипши-
цевым около тестовой функции x̂ ∈ RT (F̃ , C0) на множестве W = {(t, x) ∈ T × R

n | x ∈
Bε/2(x̂(t))}. Для него по теореме существования F̃ -траектории (т. е. по теореме 1 из работы [3])
при выборе в ней параметра β = 0 для любого x0 ∈ Bδ0(x̂(t0)) ∩ C0 существует траектория
x ∈ RT (F̃ , C0) такая, что x(t0) = x0, ‖x(t)− x̂(t)‖ ≤ ξ0(t), ‖x′(t)− x̂′(t)‖ ≤ η0(t) при п.в. t ∈ T ,
где ξ0(t) = δ0 e

m(t), η0(t) = l(t) ξ0(t). В силу выбора значения δ0 и в силу гипотезы 2 получаем,

что ξ0(t) ≤
ε

4
и η0(t) ≤

1

2ν
l(t) < R(t), т. е. ‖x− x̂‖AC ≤ ε

4
и ‖x′(t)− x̂′(t)‖ ≤ γ

2
b(ε) l(t) при п.в.

t ∈ T . В свою очередь, включение x ∈ RT (F̃ , C0) влечет неравенство ̺(x′(t), F (t, x(t))) ≤ ρ0(t)
при п.в. t ∈ T . В итоге доказали, что x ∈ D0(F, ρ0, γ). �

З а м е ч а н и е 3. В частности, из леммы 1 следует, что при ρ0(t) = 0 и γ = 1 для
каждого x0 ∈ Bδ0(x̂(t0)) существует траектория x ∈ RT (F, x0) дифференциального включения

такая, что ‖x − x̂‖AC ≤ ε

4
. Таким образом, из гипотез 1 и 2 следует, что траектория x̂ не

является изолированной во множестве RT (F,C0) в случае, когда C0 ∩Bδ0(x̂(t0)) 6= {x̂(t0)}.
В дальнейшем будем рассматривать два параметра γ ∈ (0, 1] и a ∈ (0, ε]. Для любых γ ∈

(0, 1], a ∈ (0, ε] и функции ρ0 ∈ L1(T,R1
+) определим последовательность {ρk ∈ L1(T,R1

+)}k∈N
функций и последовательность {ϑk ∈ R

1
+}k∈N чисел по формулам

ρk(t) := l(t)

(
ϑk +

t∫

t0

ρk−1(τ)dτ

)
, k ∈ N, (4.2)

где

ϑk := γ
b(a)

2k+3
e−2m(t1), k ∈ N, b(a) := min

{
3 a;

1

ν

}
. (4.3)

Лемма 2. Для любой функции ρ0 ∈ L1(T,R1
+) функциональный ряд

∑+∞
k=1 ρk(t), порож-

денный последовательностью (4.2), (4.3), поточечно сходится и при п.в. t ∈ T справедливы

оценки

+∞∑

k=1

ρk(t) ≤ l(t)

(
γ

8
b(a) +

t∫

t0

em(t)−m(τ)ρ0(τ)dτ

)
, (4.4)

+∞∑

k=0

(
ϑk+1 +

t∫

t0

ρk(τ)dτ

)
≤ γ

8
b(a) +

t∫

t0

em(t)−m(τ) ρ0(τ)dτ. (4.5)
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В частности, если функция ρ0 удовлетворяет неравенству

ρ0(t) ≤
γ

8
b(ε) e−m(t1) l(t) п.в. t ∈ T, (4.6)

то справедливы оценки
+∞∑

k=0

ρk(t) ≤
3γ

8
b(ε) l(t) п.в. t ∈ T, (4.7)

+∞∑

k=0

(
ϑk+1 +

t∫

t0

ρk(τ)dτ

)
≤ γ

4
b(ε) ≤ 3

4
ε, (4.8)

+∞∑

k=0

(
ρk(t) +

ϑk+1

4

)
≤ γ

2
b(ε) l(t) п.в. t ∈ T. (4.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. По формуле (4.2) при k = 2, делая замену порядка интегриро-
вания, получаем

ϑ2 +

t∫

t0

ρ1(τ)dτ = ϑ2 +

t∫

t0

(
l(τ)(ϑ1 +

τ∫

t0

ρ0(α)dα)

)
dτ = ϑ2 +m(t)ϑ1 +

t∫

t0

(m(t)−m(τ)) ρ0(τ) dτ,

ρ2(t) = l(t)

(
ϑ2 +m(t)ϑ1 +

t∫

t0

(m(t)−m(τ)) ρ0(τ) dτ

)
.

Продолжая аналогичные рассуждения, из формулы (4.2) для любого k ∈ N по индукции
получаем

ϑk +

t∫

t0

ρk−1(τ) dτ =

k−1∑

i=0

(m(t))i

i!
ϑk−i +

t∫

t0

(m(t)−m(τ))k−1

(k − 1)!
ρ0(τ) dτ, (4.10)

ρk(t) = l(t)

( k−1∑

i=0

(m(t))i

i!
ϑk−i +

t∫

t0

(m(t)−m(τ))k−1

(k − 1)!
ρ0(τ) dτ

)
. (4.11)

В силу (4.3) при любом t ∈ T имеем оценку

k−1∑

i=0

(m(t))i

i!
ϑk−i = γ

b(a)

2k+3
e−2m(t1)

k−1∑

i=0

(2m(t))i

i!
< γ

b(a)

2k+3
,

Из этой оценки и из формул (4.10), (4.11) получаем сходимость рядов и оценки (4.4) и (4.5).

Если функция ρ0 удовлетворяет неравенству (4.6), то легко показать, что

t∫

t0

em(t)−m(τ) ρ0(τ) dτ ≤ γ

8
b(ε),

откуда и из оценок (4.4) и (4.5) получаем неравенства (4.7) и (4.8). В свою очередь, из нера-

венств (4.7), (3.5) и оценки
+∞∑
k=0

ϑk+1 <
γ

8
b(ε) ≤ γ

8
b(ε) l(t) выводим неравенство (4.9). �
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О п р е д е л е н и е 3. Пусть заданы параметры γ ∈ (0, 1] и a ∈ (0, ε], функции ρk и чис-
ла ϑk определены соотношениями (4.2), (4.3), (4.6). При каждом k ∈ N определим множество

Dk(F, ρk, γ) :=

{
x ∈ AC(T,Rn) | ̺(x′(t), F (t, x(t))) ≤ ρk(t) п.в.;

‖x− x̂‖AC ≤ ε

4
+

k−1∑

l=0

(
ϑl+1 +

1∫

t0

ρl(τ)dτ

)
;

‖x′(t)− x̂′(t)‖ ≤ γ

2
b(ε) l(t) +

k−1∑

l=0

(1
4
ϑl+1 + ρl(t)

)
п.в.

}
. (4.12)

Лемма 3. При любом k ∈ N∪{0} для любого x ∈ Dk(F, ρk, γ) множества G(t, x(t)) не пу-

сты, справедливо неравенство ‖x−x̂‖AC ≤ ε и при п.в. t ∈ T справедливы оценка и следующие

равенства:

‖x′(t)− x̂′(t)‖ ≤ γ b(ε) l(t) ≤ R(t); (4.13)

̺(x′(t), F (t, x(t))) = ̺(x′(t), G(t, x(t))); (4.14)

F (t, x(t)) ∩ (x′(t) + r(t)B1(0)) = G(t, x(t)) ∩ (x′(t) + r(t)B1(0)), (4.15)

где r(t) := ̺(x′(t), F (t, x(t))) +
1

4
ϑk+1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем число k ∈ N∪{0} и кривую x ∈ Dk(F, ρk, γ). Нера-
венство ‖x − x̂‖AC ≤ ε очевидно следует из второго неравенства в (4.12) и неравенства (4.8).
Из неравенства (4.9) и последнего неравенства в (4.12) следует неравенство (4.13).

В силу включения F (t, x) ⊃ G(t, x) получаем, что неравенство ≤ в (4.14) и включение ⊃ в
(4.15) очевидны.

Зафиксируем почти любое t ∈ T , при котором определены F (t, x(t)) и производные x′(t) и

x̂′(t). Докажем неравенство ≥ в (4.14). Для любого δ ∈
(
0,

1

4
ϑk+1

)
по определению расстояния

от точки до множества существует zδ ∈ F (t, x(t)) такое, что

‖x′(t)− zδ‖ ≤ ̺(x′(t), F (t, x(t))) + δ < ρk(t) +
1

4
ϑk+1.

Тогда из этого неравенства, неравенства (4.9), из неравенства треугольника и из последнего
неравенства в (4.12) получаем

‖x̂′(t)− zδ‖ ≤ ‖x̂′(t)− x′(t)‖+ ρk(t) +
1

4
ϑk+1 ≤ γ b(ε) l(t) ≤ R(t).

Отсюда следует, что zδ ∈ G(t, x(t)). Поэтому

̺(x′(t), G(t, x(t))) ≤ ‖x′(t)− zδ‖ ≤ ̺(x′(t), F (t, x(t))) + δ.

Переходя в этом неравенстве к пределу при δ ↓ 0, получаем неравенство ≥ в (4.14).
Докажем включение ⊂ в (4.15). Так как левое множество в (4.15) по построению не пусто,

то выберем в нем произвольную точку z, для которой имеем z ∈ F (t, x(t)) и ‖z − x′(t)‖ ≤ r(t).
Тогда по неравенству треугольника и из последнего неравенства в (4.12) получаем

‖x̂′(t)− z‖ ≤ ‖x̂′(t)− x′(t)‖+ ρk(t) +
1

4
ϑk+1 < R(t).

Отсюда следует, что z ∈ (x̂′(t) + R(t)B1(0)), т. е. z ∈ G(t, x(t)), в итоге z ∈ G(t, x(t)) ∩ (x′(t) +
r(t)B1(0)). Включение ⊂ в (4.15) доказано. �
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Лемма 4. Зафиксируем число k ∈ N, множество S := Dk−1(F, ρk−1, γ) из (4.12) и число

ϑ = ϑk из (4.3). Пусть множество S \ {x̂} не пусто. Тогда и множество Dk(F, ρk, γ) \ {x̂}
не пусто, причем существует непрерывное отображение f : Dk−1(F, ρk−1, γ) → Dk(F, ρk, γ)
такое, что для любого x ∈ S при всех t ∈ T справедливы неравенства

t∫

t0

‖ d
dτ
f(x)(τ)− x′(τ)‖dτ ≤ 3

4
ϑ+

t∫

t0

̺(x′(τ), F (τ, x(τ)))dτ, (4.16)

t∫

t0

̺(
d

dτ
f(x)(τ), F (τ, f(x)(τ)))dτ ≤ ϑ

8
+

t∫

t0

l(τ)‖f(x)(τ) − x(τ)‖dτ. (4.17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В банаховом пространстве AC(T,Rn) обозначим

Ur(x) := {z ∈ AC(T,Rn) | ‖z − x‖AC < r} — открытый шар радиуса r > 0 с центром в x.

Пусть α :=
ϑ

8(m(t1) + 1)
. В силу паракомпактности пространства AC(T,Rn) существует ло-

кально конечное покрытие {Uα(zi)}i∈N множества S := Dk−1(F, ρk−1, γ) шарами с центрами в
некоторых точках zi ∈ S. Также существует разбиение единицы {pi : S → I}i∈N, подчиненное
покрытию {Uα(zi)}i∈N множества S.

Определим последовательность {ϕi : S → L1(T,R1
+)}i∈N отображений таких, что для лю-

бых i ∈ N и x ∈ S имеем
ϕi(x)(t) := ‖x′(t)− z′i(t)‖ п.в. t ∈ T. (4.18)

Легко проверить, что каждое отображение ϕi: S → L1(T,R1) непрерывно. Также для каждого
i ∈ N определим функцию ri : T → R

1
+ вида

ri(t) := ̺(z′i(t), F (t, zi(t))) +
1

4
ϑ, t ∈ T. (4.19)

В силу леммы 3 для любого i ∈ N и для почти любого t ∈ T множества G(t, zi(t)) не пусты и
справедливы равенства

ri(t) = ̺(z′i(t), G(t, zi(t))) +
1

4
ϑ, (4.20)

F (t, zi(t)) ∩ (z′i(t) + ri(t)B1(0)) = G(t, zi(t)) ∩ (z′i(t) + ri(t)B1(0)). (4.21)

Для любой функции zi ∈ S из определения 3 следует, что ‖zi − x̂‖AC < ε, поэтому из условий
на отображение F (см. гипотезы 0, 1) и равенства (4.19) получаем, что каждая функция ri :

T → R
1 измерима, а в силу оценки ri(t) ≤ ρk−1(t) +

1

4
ϑ получаем, что ri ∈ L1(T,R1

+). Из

равенства (4.21), измеримости z′i, ri, F (·, zi(·)) следует, что отображение

Qi(t) := F (t, zi(t)) ∩ (z′i(t) + ri(t)B1(0)) п.в. t ∈ T

принимает непустые замкнутые значения и каждое отображение Qi : T → F(Rn) является
измеримым.

По теореме об измеримом выборе [16] при любом i ∈ N существует измеримая функция
vi : T → R

n такая, что vi(t) ∈ Qi(t) при п. в. t ∈ T, и справедливы неравенства

‖z′i(t)− vi(t)‖ ≤ ri(t) п.в. t ∈ T. (4.22)

Это значит, что vi ∈ L1(T,Rn).
Так как из равенства (4.21) следует включение vi(t) ∈ G(t, zi(t)), то очевидна оценка

‖vi(t)− x̂′(t)‖ < R(t) п.в.
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Получим более точную оценку этой величины. Во-первых, мы имеем

‖vi(t)− x̂′(t)‖ ≤ ‖vi(t)− z′i(t)‖+ ‖z′i(t)− x̂′(t)‖ ≤ ρk−1(t) +
1

4
ϑ+ ‖z′i(t)− x̂′(t)‖.

Далее, по определению 3 из включения zi ∈ S := Dk−1(F, ρk−1, γ) следует неравенство

‖z′i(t)− x̂′(t)‖ ≤ γ

2
b(ε) l(t) +

k−2∑

l=0

(1
4
ϑl+1 + ρl(t)

)
п.в. t ∈ T.

Подставляя последнее неравенство в предыдущее и учитывая, что в нем ϑ = ϑk, получаем

‖vi(t)− x̂′(t)‖ ≤ γ

2
b(ε) l(t) +

k−1∑

l=0

(1
4
ϑl+1 + ρl(t)

)
п.в. t ∈ T. (4.23)

Теперь мы готовы применить теорему 1. Мы имеем T = [t0, t1], множество S := Dk−1(F, ρk−1, γ),
последовательность {ϕi : S → L1(T,R1

+)}i∈N отображений (4.18), покрытие {Uα(zi)}i∈N множе-
ства S шарами и разбиение единицы {pi : S → I}i∈N, подчиненное покрытию. С учетом выбора
параметра δ := ϑ/8 по теореме 1 существует непрерывное S-семейство {Ai : S → L}i∈N такое,
что справедливы выражения (2.1)–(2.3). При этом для каждой кривой x ∈ S последователь-
ность {Ai(x)}i∈N измеримых подмножеств из T является измеримым разбиением множества T ,
оно является конечнозначным, и каждое отображение Ai : S → L непрерывно.

Определим отображение g : S → L1(T,Rn), которое для любого x ∈ S принимает вид

g(x)(t) :=

+∞∑

i=1

χ
Ai(x)

(t)vi(t) п.в. t ∈ T. (4.24)

Так как из неравенств (4.23) и (4.9) следует оценка ‖vi(t) − x̂′(t)‖ ≤ γ b(ε) l(t), то последо-
вательность функций {vi ∈ L1(T,Rn)}i∈N равномерно ограничена суммируемой функцией.
Кроме того, по теореме 1 справедливо равенство (2.3), означающее усиленную непрерывность
последовательности {Ai(x)}i∈N измеримых разбиений T . То есть выполнены все условия пред-
ложения 2, в силу которой отображение g, определенное в (4.24), непрерывно.

Зафиксируем произвольную функцию x∗ ∈ S. Так как последовательность {Ai(x
∗)}i∈N

является измеримым разбиением отрезка T , то для всякого момента t ∈ T существует номер
i∗ ∈ N такой, что t ∈ Ai∗(x

∗) и µ(Ai∗(x
∗)) > 0. При этом по определению отображения g (4.24)

следует равенство g(x∗)(t) = vi∗(t). Отсюда в силу предложения 1 и гипотезы 1 получаем

̺(g(x∗)(t), F (t, x∗(t))) = ̺(vi∗(t), F (t, x
∗(t)))

≤ ̺(vi∗(t), G(t, zi∗ (t))) + h+(G(t, zi∗(t)), F (t, x
∗(t))) ≤ l(t)‖zi∗(t)− x∗(t)‖.

При этом по теореме 1 из неравенства µ(Ai∗(x
∗)) > 0 следует неравенство pi∗(x

∗) > 0, и так как
разбиение единицы {pi : S → I}i∈N подчинено заданному покрытию {Uα(zi)}i∈N множества S,
получаем справедливость включения x∗ ∈ Uα(zi∗). В итоге мы доказали неравенство

̺(g(x∗)(t), F (t, x∗(t))) ≤ l(t)α. (4.25)

(Отметим, что оно не зависит от номера i∗, и поэтому справедливо для любого x ∈ S и любого
t ∈ T ).

Для выбранных ранее x∗ ∈ S, t ∈ T и i∗ ∈ N из неравенства треугольника и оценки (4.22)
получаем ∥∥∥g(x∗)(t) − d

dt
x∗(t)

∥∥∥ ≤ ‖vi∗(t)− z′i∗(t)‖+
∥∥∥z′i∗(t)−

d

dt
x∗(t)

∥∥∥ ≤ ri∗(t)

+
∥∥∥z′i∗(t)−

d

dt
x∗(t)

∥∥∥ ≤ ̺
( d
dt
x∗(t), F (t, zi∗(t))

)
+ 2

∥∥∥z′i∗(t)−
d

dt
x∗(t)

∥∥∥+
1

4
ϑ
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≤ ̺
( d
dt
x∗(t), G(t, x∗(t))

)
+ l(t)‖x∗(t)− zi∗(t)‖+ 2

∥∥∥z′i∗(t)−
d

dt
x∗(t)

∥∥∥ +
1

4
ϑ.

Здесь предпоследнее неравенство следует из (4.19) и неравенства вида ̺(a,A) ≤ ̺(b,A)+‖a−b‖,
а последнее неравенство следует из предложения 1 и гипотезы 1. При этом i∗, как отметили
выше, справедливы неравенства ‖x∗ − zi∗‖AC < α, т. е.

t1∫

t0

∥∥∥ d
dt
x∗(t)− z′i∗(t)

∥∥∥dt =
t1∫

t0

ϕi∗(x
∗)(t)dt < α.

Отсюда, воспользовавшись равенством (4.14) из леммы 3, получаем, что при п.в. t ∈ T и при
любом x ∈ S справедливо неравенство

‖g(x)(t) − x′(t)‖ ≤ ̺(x′(t), F (t, x(t))) + ψ(x)(t), (4.26)

где по определению отображение ψ : S → L1(T,R1
+) для любого x ∈ S имеет вид

ψ(x)(t) := l(t)α+ 2

+∞∑

i=1

χ
Ai(x)

(t)ϕi(x)(t) +
ϑ

4
.

Для оценки функции ψ(x) : T → R
1
+ из неравенства (2.1) в теореме 1 (напомним, что

δ =
1

8
ϑ) получаем

t1∫

t0

+∞∑

i=1

χ
Ai(x)

(t)ϕi(x)(t) dt ≤
+∞∑

i=1

∫

Ai(x)

ϕi(x)(t) dt ≤
+∞∑

i=1

pi(x)

t1∫

t0

ϕi(x)(t) dt +
ϑ

8
.

Отсюда, используя оценку (4.25), имеем

t1∫

t0

ψ(x)(t)dt ≤ m(t1)α+ 2
(
α+

ϑ

8

)
+
ϑ

4
≤ 3

4
ϑ. (4.27)

Определим отображение f : S → AC(T,Rn) для любого x ∈ S по формуле

f(x)(t) := x(t0) +

t∫

t0

g(x)(τ)dτ, t ∈ T. (4.28)

Очевидно, что из непрерывности отображения g следует непрерывность отображения f .
Чтобы завершить доказательство леммы, осталось показать справедливость оценок (4.16),

(4.17) и включения f(S) ⊂ Dk(F, ρk, γ).
Из выражений (4.28), (4.26) и (4.27) получаем для любого x ∈ S и t ∈ T оценку

‖f(x)(t)− x(t)‖ ≤
t∫

t0

‖g(x)(τ) − x′(τ)‖dτ ≤ 3

4
ϑ+

t∫

t0

̺(x′(τ), F (τ, x(τ)))dτ ; (4.29)

т. е. доказали оценку (4.16). Для получения оценки (4.17) необходимо доказать, что для любого
x ∈ S и почти любого t ∈ T справедливо равенство

̺(g(x)(t), F (t, x(t))) = ̺(g(x)(t), G(t, x(t))). (4.30)

Очевидно, что для этого достаточно доказать неравенство ≥ в (4.30).
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Зафиксируем произвольную функцию x∗ ∈ S. Для любого момента t ∈ T существует
индекс i∗ ∈ N такой, что t ∈ Ai∗(x

∗) и µ(Ai∗(x
∗)) > 0. При этом по определению g (4.24)

имеем g(x∗)(t) = vi∗(t) и ‖x∗ − zi∗‖AC < α. Для любого δ ∈
(
0,

1

4
ϑk+1

)
существует точка

zδ ∈ F (t, x∗(t)) такая, что ‖vi∗(t) − zδ‖ ≤ ̺(g(x∗)(t), F (t, x∗(t))) + δ. В силу предложения 1,
гипотезы 1 и формулы (4.2) получаем

̺(g(x∗)(t), F (t, x∗(t))) ≤ ̺(vi∗(t), G(t, zi∗(t))) + h+(G(t, zi∗(t)), F (t, x
∗(t)))

≤ l(t)‖zi∗(t)− x∗(t)‖ ≤ l(t)α ≤ l(t)ϑ ≤ ρk(t).

Из неравенства треугольника, неравенства (4.22) и того, что zi∗ ∈ S, имеем

‖zδ − x̂′(t)‖ ≤ ‖vi∗(t)− zδ‖+ ‖vi∗(t)− z′i∗(t)‖ + ‖z′i∗(t)− x̂′(t)‖

≤ ρk(t) +
1

4
ϑk+1 + ρk−1(t) +

1

4
ϑk + ‖z′i∗(t)− x̂′(t)‖ ≤ γ b(ε) l(t) ≤ R(t).

В итоге показали, что zδ ∈ BR(t)(x̂
′(t)), т. е. zδ ∈ G(t, x∗(t)). По определению расстояния от

точки до множества получаем

̺(g(x∗)(t), G(t, x∗(t))) ≤ ‖vi∗(t)− zδ‖ ≤ ̺(g(x∗)(t), F (t, x∗(t))) + δ,

что в силу произвольности δ > 0 доказывает равенство (4.30).
В силу предложения 1, равенства (4.30), гипотезы 1 и неравенства (4.25) имеем

̺
( d
dt
f(x)(t), F (t, f(x)(t))

)
≤ ̺(g(x)(t), G(t, x(t))) + h+(G(t, x(t)), F (t, f(x)(t)))

≤ ̺(g(x)(t), F (t, x(t))) + l(t)‖x(t) − f(x)(t)‖ ≤ l(t)α+ l(t)‖x(t)− f(x)(t)‖. (4.31)

Интегрируя неравенство (4.31) на интервале [t0, t], и учитывая, что 8m(t)α < ϑ, получаем
неравенство (4.17).

Осталось доказать справедливость включения f(S) ⊂ Dk(F, ρk, γ).
Для любого x ∈ S из неравенства (4.29) и первого неравенства в (4.12) при k− 1 получаем

оценку

‖f(x)− x‖AC ≤ ϑ+

t1∫

t0

ρk−1(τ)dτ. (4.32)

Аналогично из неравенств (4.29), (4.31), неравенства α <
1

8
ϑ и равенства ϑ = ϑk имеем первое

неравенство в (4.12) для f(x), т. е.

̺

(
d

dt
f(x)(t), F (t, f(x)(t))

)
≤ l(t)

(
7

8
ϑk +

t∫

t0

ρk−1(τ)dτ

)
≤ ρk(t) п.в. t ∈ T. (4.33)

Из неравенства треугольника получаем

‖f(x)− x̂‖AC ≤ ‖x− x̂‖AC + ‖f(x)− x‖AC . (4.34)

В силу того что для любого x ∈ S справедливо второе неравенство в (4.12) при k > 1 (или в
(4.1) при k = 1), подставляя оценку (4.32) в неравенство (4.34), получаем, что второе неравен-
ство в (4.12) также остается верным, если в нем x заменить на f(x), а в сумме k− 2 заменить
на k − 1.

Так как для любого x ∈ S при каждом t ∈ T найдется i ∈ N такой, что d
dtf(x)(t) = vi(t),

то третье неравенство в (4.12), в котором x заменено на f(x), следует из оценки (4.23). Таким
образом, включение f(x) ∈ Dk(F, ρk, γ) доказано.
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Поскольку по условию леммы множество S \ {x̂} не пусто, причем множество начальных
точек функций из S отлично от точки x̂(t0) ( см. лемму 1), а отображение f из (4.28) начальные
точки оставляет неподвижными, то это означает, что Dk(F, ρk, γ) \ {x̂} 6= ∅. �

З а м е ч а н и е 4. Пусть задано некоторое непрерывное отображение d : Bε/4(x̂(t0)) →
R
n такое, что для любого x ∈ Bε/4(x̂(t0)) справедливо неравенство ‖d(x) − x‖ < δ1, где

δ1 ≤ ϑ1/8 =
b(a)

128
e−2m(t1). (4.35)

При k = 1 заменим определение отображения f : D0(F, ρ0, γ) → AC(T,Rn), данное в форму-
ле (4.28), на следующее определение:

f(x)(t) := d(x(t0)) +

t∫

t0

g(x)(τ)dτ, t ∈ T. (4.36)

Очевидно, что новое отображение f из (4.36) также непрерывно. Чтобы доказать лемму 4
при k = 1 с измененным отображением f по формуле (4.36), необходимо сделать некоторую
коррекцию доказательства. В силу сдвига начальной точки в среднюю часть неравенства (4.29)
необходимо добавить (в последней строке слева) еще одно слагаемое ‖d(x(t0)) − x(t0)‖, и так

как по условию (4.35) ‖d(x(t0))− x(t0)‖ <
1

8
ϑ1, то справа нужно заменить

3

4
ϑ на

7

8
ϑ. В итоге

получаем, что итоговая оценка (4.33) остается справедливой для f из (4.36), в силу чего и
включение f(D0(F, ρ0, γ)) ⊂ D1(F, ρ1, γ) также остается справедливым.

Теорема 2. Пусть заданы числа γ ∈ (0, 1], a ∈ (0, ε] и функция ρ0 ∈ L1(T,R1
+), удовле-

творяющая неравенству (4.6), и множество S0 := D0(F, ρ0, γ) (см. (4.1)). Пусть задана

непрерывная функция d : Bε/4(x̂(t0)) → R
n такая, что для любой точки z ∈ Bε/4(x̂(t0)) спра-

ведлива оценка ‖d(z) − z‖ < δ1, где δ1 удовлетворяет неравенству (4.35). Тогда существует

непрерывное отображение r : S0 → RT (F, d(Bε/4(x̂(t0)))), удовлетворяющее для любой кривой

x ∈ S0 соотношениям

‖r(x)− x‖AC ≤
t1∫

t0

em(t1)−m(τ)ρ0(τ)dτ +
γ

8
b(a), (4.37)

r(x)(t0) = d(x(t0)), ‖r(x)− x̂‖AC ≤ ε, (4.38)
∥∥∥ d
dt
r(x)(t)− x̂′(t)

∥∥∥ ≤ γ b(ε) l(t) п. в. t ∈ T. (4.39)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В лемме 4 для каждого k ∈ N определены непрерывное отобра-
жение g : Dk−1(F, ρk−1, γ) → L1(T,Rn) по формуле (4.24), которое будем обозначать как gk, и
непрерывное отображение

f : Dk−1(F, ρk−1, γ) → Dk(F, ρk, γ)

по формуле (4.28) при k > 1 и по формуле (4.36) при k = 1, которое будем обозначать как fk.
Для каждого отображения fk получены оценки (4.16), (4.17) при ϑ := ϑk.

Для произвольной кривой x ∈ S0 построим последовательность {xk ∈ AC(T,Rn)}+∞
k=0 кри-

вых по формулам
x0 = x, xk = fk(xk−1) ∀k ∈ N. (4.40)

В силу непрерывности отображений f1, . . . , fk каждая кривая xk является значением некото-
рого непрерывного отображения из S0 в AC(T,Rn) в точке x ∈ S0. Докажем индукцией по
k ∈ N следующую оценку:

‖xk(t)− xk−1(t)‖ ≤ ϑk +

t∫

t0

ρk−1(τ)dτ, t ∈ T. (4.41)
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В силу леммы 4 и замечания 4 при k = 1 и для любого t ∈ T получаем оценки

t∫

t0

‖x′1(s)− x′0(s)‖ ds ≤
t∫

t0

ρ0(s) ds +
7

8
ϑ1,

‖x1(t)− x0(t)‖ ≤ δ1 +
7

8
ϑ1 +

t∫

t0

ρ0(s) ds ≤ ϑ1 +

t∫

t0

ρ0(s) ds.

Пусть по индуктивному предположению оценка (4.41) верна при некотором k ∈ N. Проверим
ее при k + 1:

‖xk+1(t)− xk(t)‖ ≤
t∫

t0

‖x′k+1(s)− x′k(s)‖ ds ≤
(4.16)

t∫

t0

̺(x′k(s), F (s, xk(s))) ds +
3ϑk+1

4

≤
(4.17)

t∫

t0

l(s)‖xk(s)− xk−1(s)‖ ds + ϑk+1 ≤
(4.41)

t∫

t0

l(s)

(
ϑk +

s∫

t0

ρk−1(τ)dτ

)
ds+ ϑk+1

=
(4.2)

t∫

t0

ρk(s)ds+ ϑk+1.

Итак, оценка (4.41) доказана. В частности при всех k ∈ N из нее следует

‖xk − xk−1‖AC ≤ θk +

t1∫

t0

ρk−1(τ)dτ. (4.42)

Определим последовательность {uk ∈ AC(T,Rn)}+∞
k=0 кривых таких, что uk := xk − xk−1 при

k ∈ N и u0 := x0. В силу равенства xk =
∑k

i=0 ui сходимость последовательности {xk ∈
AC(T,Rn)}k∈N эквивалентна сходимости функционального ряда

∑+∞
i=0 ui. В силу оценок (4.42)

и (4.5) ряд
∑+∞

k=0 uk мажорируется в AC(T,Rn) сходящимся числовым рядом, не зависящим
от кривой x, вследствие чего ряд

∑+∞
k=0 uk сходится равномерно по x ∈ S0 в пространстве

AC(T,Rn). Иными словами, для каждой кривой x ∈ S0 построили последовательность {xk ∈
AC(T,Rn)}∞k=1 кривых, каждая из которых непрерывно зависит от кривой x, причем после-
довательность {xk ∈ AC(T,Rn)}∞k=1 сходится в пространстве AC(T,Rn) равномерно по пара-
метру x ∈ S0 к некоторой кривой, которую обозначим через r(x). По известным свойствам
последовательностей предел r(x) последовательности также будет непрерывным по x отобра-
жением из S0 в AC(T,Rn). При этом из оценок (4.42) и (4.5) следует оценка (4.37).

Так как при любой начальной кривой x0 = x ∈ S0 при каждом k ∈ N из (4.40) следует
включение xk ∈ Dk(F, ρk, γ), то в силу определения 3 (см. (4.12)) и леммы 3 (см. (4.13)) спра-
ведливы оценки ‖xk− x̂‖AC ≤ ε и ‖x′k(t)− x̂′(t)‖ ≤ γ b(ε) l(t) при п.в. t ∈ T . C одной стороны, из
первого неравенства в пределе следует неравенство в (4.38). С другой стороны, последователь-

ность {x′k ∈ L1(T,Rn)}k∈N сходится в L1(T,Rn) к функции
d

dt
r(x) : T → L1(T,Rn), откуда по

теореме Ф. Рисса существует подпоследовательность {x′km}m∈N функций, которая сходится к

функции
d

dt
r(x) почти всюду на T . Отсюда и из приведенного выше второго (т. е. для {x′k(t)})

неравенства получаем в пределе неравенство (4.39).
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В заключение покажем, что для любой кривой x ∈ S0 кривая r(x) ∈ AC(T,Rn) является
траекторией дифференциального включения (3.1). Из неравенства (4.17) следует

t1∫

t0

̺(x′k(s), F (s, xk(s))) ds ≤
t1∫

t0

l(s)‖xk(s)− xk−1(s)‖ ds +
ϑk
8
. (4.43)

В силу липшицевости функции расстояния от точки до фиксированного множества, предло-
жения 1 (см. (1.2)) и гипотезы 1 получаем

̺
( d
ds
r(x)(s), F (s, r(x)(s))

)
≤

∥∥∥x′k(s)−
d

ds
r(x)(s)

∥∥∥+ ̺(x′k(s), F (s, r(x)(s)))

≤
∥∥∥x′k(s)−

d

ds
r(x)(s)

∥∥∥ + ̺(x′k(s), G(s, xk(s))) + l(s)‖xk(s)− r(x)(s)‖.

Заменим в последней строке G на F , что возможно в силу леммы 3 (см. (4.14)). Проинтегрируем
обе части последнего неравенства по отрезку T и, применяя неравенство (4.43), получаем
оценки

t1∫

t0

̺
( d

ds
r(x)(s), F (s, r(x)(s))

)
ds ≤

t1∫

t0

∥∥∥x′k(s)−
d

ds
r(x)(s)

∥∥∥ ds

+

t1∫

t0

l(s)‖xk(s)− xk−1(s)‖ ds +
ϑk
8

+

t1∫

t0

l(s)‖xk(s)− r(x)(s)‖ds

≤
t1∫

t0

∥∥∥x′k(s)−
d

ds
r(x)(s)

∥∥∥ ds + 2

t1∫

t0

l(s)‖xk(s)− r(x)(s)‖ds +
t1∫

t0

l(s)‖xk−1(s)− r(x)(s)‖ ds + ϑk
8
.

Так как последовательность {xk}∞k=1 сходится к кривой r(x) в пространстве AC(T,Rn), то в
полученном выше неравенстве оценка в правой части неравенства может быть сделана сколь
угодно малой при достаточно больших k, т. е. интеграл в левой части неравенства равен нулю,
т. е. r(x) является F -траекторией. �

5. Вариационные дифференциальные включения

и непрерывность множества решений

В этом разделе, опираясь на теорему 2, мы получим непрерывное отображение некоторого
подмножества траекторий вариационного дифференциального включения во множество всех
F -траекторий исходного дифференциального включения (3.1).

Напомним, что конусом в пространстве R
n называется всякое множество A такое, что для

любых x ∈ A и λ > 0 следует включение λx ∈ A.

Нижним касательным конусом ко множеству A ⊂ R
n в точке a ∈ A (см. [7] или [8] § 24)

называется множество вида

TL(A; a) := {v ∈ R
n | lim

λ↓0
̺(v, λ−1(A− a)) = 0}. (5.1)

Кроме нижнего касательного конуса, который может оказаться невыпуклым конусом для
невыпуклого множества A, будем рассматривать асимптотический нижний касательный ко-

нус TAL(A, a) ко множеству A ⊂ R
n в точке a ∈ A, определяемый по формуле

TAL(A, a) := TL(A, a)
∗ TL(A, a), (5.2)
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где разность Минковского ∗ двух множеств A и B определяется по формуле A ∗ B := {x ∈
R
n | x+B ⊂ A}. Хорошо известно (см. [17, § 4.5; 18; 19]), что асимптотический нижний каса-

тельный конус, во-первых, является выпуклым и замкнутым подконусом нижнего касательно-
го конуса, а во-вторых, содержит касательный конус Кларка TC(A, a) (определение которого
см. [20, § 2.4]).

Конкретизация понятия шатра Болтянского (см. [21, § 3]) приводит нас к понятию регу-
лярного касательного конуса (см. [8, § 24]), более удобного в приложениях.

Регулярным касательным конусом ко множеству A ⊂ R
n в точке a ∈ A называется

выпуклый замкнутый конус K0 ⊂ R
n такой, что существует отображение q: R

1
+ × (K0 ∩

B1(0)) → R
n, при котором для любых v ∈ K0 ∩ B1(0) и λ ∈ (0, 1] справедливо включение

a+ λv + q(λ, v) ∈ A, причем при каждом λ ∈ (0, 1] отображение v 7→ q(λ, v) непрерывно на
K0 ∩B1(0), а также следующая функция

q̃(λ) := λ−1 sup{‖q(λ, v)‖ | v ∈ K0 ∩B1(0)} (5.3)

удовлетворяет равенству lim
λ↓0

q̃(λ) = 0.

Заметим, что, например, при определенных условиях на множество A конус TAL(A, a) яв-
ляется регулярным касательным конусом (см., например, [8, теоремы 25.1 и 25.2]).

Напомним, что для данных отображения F : T ×R
n → F(Rn) и траектории x̂ ∈ RT (F,C0)

при п.в. t ∈ T нижней многозначной производной отображения F (t, ·) : Rn → F(Rn) в точ-

ке (x̂(t), x̂′(t)) по направлению u ∈ R
n называется следующее множество (см. [17; 18], а также

определение 26.1 и предложение 26.5 в [8]):

F ′
L(t, u) := {v ∈ R

n | (u, v) ∈ TL(GraphF (t, ·); (x̂(t), x̂′(t)))}. (5.4)

Подобно понятию RT (F,C0), определенному для множества всех F -траекторий дифференци-
ального включения (3.1), символом RT (F

′
L,K0) мы будем обозначать множество всех F ′-траек-

торий вариационного дифференциального включения:

u′(t) ∈ F ′
L(t, u(t)) п.в. t ∈ T, (5.5)

причем таких кривых u ∈ AC(T,Rn), для которых еще выполнено начальное условие u(t0) ∈ K0.
Также обозначим стандартный симплекс в R

k+1 через

Σk :=
{
σ := (σ1, . . . , σk+1) ∈ R

k+1 | σm ≥ 0,

k+1∑

m=1

σm = 1
}
. (5.6)

Теорема 3. Пусть K0 — некоторый регулярный касательный конус ко множеству C0 в

точке x̂(t0). Пусть задана конечная совокупность um ∈ RT (F
′
L,K0), m ∈ 1, k + 1, траекторий

вариационного дифференциального включения (5.5) таких, что u′m ∈ L∞(T,Rn). Для каждого

σ ∈ Σk(см. (5.6)) определим кривую uσ :=
∑k+1

m=1 σmum и пусть справедливо включение

{
uσ :=

k+1∑

m=1

σmum | σ ∈ Σk
}
⊂ RT (F

′
L,K0). (5.7)

Тогда для любого γ ∈ (0, 1] найдется число λ0 > 0 такое, что для каждого λ ∈ (0, λ0) и

каждого σ ∈ Σk существуют траектория xλ,σ ∈ RT (F,C0) и кривая t 7→ o(λ, σ, t) такие, что

‖xλ,σ − x̂‖AC ≤ ε

4
, ‖x′λ,σ(t)− x̂′(t)‖ ≤ γ b(ε) l(t) п.в. t ∈ T ; (5.8)

xλ,σ(t) = x̂(t) + λuσ(t) + o(λ, σ, t), t ∈ T ; (5.9)

lim
λ↓0

(
λ−1 max

σ∈Σk

‖o(λ, σ, ·)‖AC

)
= 0; (5.10)

а также отображение σ 7→ o(λ, σ, ·) из Σk в AC(T,Rn) непрерывно.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем функции q(λ, v) и q̃(λ) (см.(5.3)) из определения ре-
гулярного касательного конуса K0 ко множеству C0 в точке x̂(t0) и b(ε) из (3.4). Определим
числа

β := max
m∈1,k+1

‖um(·)‖AC ; θ := max
m∈1,k+1

(vrai sup
t∈T

‖u′m(t)‖),

λ0 := min
{ γ b(ε) e−2m(t1)

128β(1 + max{q̃(µ) | µ ∈ (0, 1]}) ;
γ b(ε) e−m(t1)

8 (θ + β)

}
. (5.11)

Для любых σ ∈ Σk, λ ∈ (0, λ0), t ∈ T и для uσ(t) =
∑k+1

m=1 σmum(t) (см. (5.7)) определим точки

vλ,σ := uσ(t0) + λ−1 q
(
λβ,

uσ(t0)

β

)
(5.12)

и функцию

ρ(t, λ, σ) := ̺
(
u′σ(t),

F (t, x̂(t) + λuσ(t))− x̂′(t)

λ

)
. (5.13)

В силу выбора чисел λ0, β, θ для любых числа λ ∈ (0, λ0) и вектора σ ∈ Σk получаем, что

λβ < 1 и
uσ(t0)

β
∈ K0 ∩ B1(0), т. е. значения vλ,σ в (5.12) определены корректно. Более того,

по определению регулярного касательного конуса K0 получаем, что при любых значениях

λ ∈ (0, λ0) и σ ∈ Σk точка x̂(t0) + λvλ,σ := x̂(t0) + λuσ(t0) + q
(
λβ,

uσ(t0)

β

)
принадлежит

множеству C0, причем в силу выбора числа λ0 (5.11) получаем оценку

∥∥∥λuσ(t0)+q
(
λβ,

uσ(t0)

β

)∥∥∥ ≤ λ max
m∈1,k+1

‖um‖AC+λβ q̃(λβ) ≤ λ0 β (1+max{q̃(µ) | µ ∈ (0, 1]}) < ε

4
,

т. е. точка x̂(t0) + λvλ,σ принадлежит
ε

4
- окрестности точки x̂(t0).

Зафиксируем число λ ∈ (0, λ0). Определим отображение d : Xλ → R
n на множестве Xλ :=

{x ∈ R
n | x = x̂(t0) + λuσ(t0), σ ∈ Σk} по формуле

d(x̂(t0) + λuσ(t0)) := x̂(t0) + λuσ(t0) + q
(
λβ,

uσ(t0)

β

)
∀σ ∈ Σk.

Замечаем, что в силу определения регулярного касательного конуса отображение d будет
непрерывным по σ на Σk. Кроме того, из приведенной выше формулы в силу определения q̃
(см. (5.3) ) получаем оценку

‖d(x)− x‖ ≤ λβq̃(λβ) ∀x ∈ Xλ. (5.14)

В силу равенства (5.13), задающего ρ(t, λ, σ), определим функцию

ρ(t, λ) := max
σ∈Σk

ρ(t, λ, σ), t ∈ T, λ ∈ (0, λ0). (5.15)

Фиксируем число λ ∈ (0, λ0). Рассмотрим множество D0(F, ρ0, γ) (4.1), в котором в каче-
стве функции ρ0 выбрана функция λρ(·, λ). Покажем, что кривая zλ,σ := x̂ + λuσ содержит-
ся в D0(F, λρ(·, λ), γ) при любом σ ∈ Σk. Справедливость второго неравенства в (4.1) (т. е.
̺(z′λ,σ(t), F (t, zλ,σ(t))) ≤ λρ(t, λ)) очевидно следует из равенств (5.13) и (5.15). Кроме того, так
как по (3.5) справедливо неравенство l(t) ≥ 1, по определению для λ0 (см. (5.11)) при п.в.
t ∈ T получаем

‖z′λ,σ(t)− x̂′(t)‖ = λ‖u′σ(t)‖ ≤ λ0θ ≤
γ

8
b(ε) <

γ

2
b(ε) l(t),

т. е. для zλ,σ выполнено третье неравенство в (4.1). Аналогично имеем

‖zλ,σ − x̂‖AC = λ‖uσ‖AC < λ0 β <
ε

4
,
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т. е. верно первое неравенство в (4.1), и в итоге получаем, что zλ,σ ∈ D0(F, λρ(·, λ), γ).
Получим оценку для функции ρ(·, λ) из (5.15). В силу определения функции ρ(t, λ, σ) (см.

(5.13)), липшицевости функции расстояния от точки до постоянного множества, предложе-
ния 1 (см. (1.2)) и гипотезы 1 получаем оценку

ρ(t, λ, σ) ≤ ‖u′σ(t)‖+ λ−1̺
(
x̂′(t), F (t, x̂(t) + λuσ(t))

)

≤ ‖u′σ(t)‖+ λ−1h+(G(t, x̂(t)), F (t, x̂(t) + λuσ(t))) ≤ ‖u′σ(t)‖+ l(t)‖uσ(t)‖ ≤ θ + l(t)β.

Так как l(t) ≥ 1, то отсюда следует

ρ(t, λ) ≤ (θ + β) l(t), t ∈ T. (5.16)

Для любого λ ∈ (0, λ0), оценивая λ(θ + β) по (5.11), получаем λρ(t, λ) ≤ γ

8
b(ε) e−m(t1)l(t), т. е.

условие (4.6) в теореме 2 на ρ0 = λρ(·, λ) выполнено.
Проверим остальные условия теоремы 2. Для любого λ ∈ (0, λ0) выберем значение пара-

метра a > 0 в условиях теоремы 2 из равенства

a :=
128

3γ
λβ q̃(λβ) e2m(t1). (5.17)

Прежде всего, такой выбор параметра a в силу (5.11) влечет справедливость неравенства a ≤ ε.
Кроме того, одним из условий теоремы 2 является выполнение неравенства ‖d(x)− x‖ < δ1. В
силу (5.14) это неравенство справедливо при δ1 = λβ q̃(λβ). Вместе с равенством (5.17) отсюда
следует неравенство (4.35). При этом параметр a пропорционален λq̃(λβ) и в силу свойств
регулярного конуса ведет себя как o(λ) при λ→ 0.

Теперь мы можем воспользоваться теоремой 2. При этом для простоты вместо записи кри-
вой вида r(zλ,σ) (существующей по теореме 2) будем писать кривую xλ,σ. Таким образом, по
теореме 2 для любого λ ∈ (0, λ0) и любого σ ∈ Σk существует кривая xλ,σ ∈ RT (F, x̂(t0)+λvλ,σ)
такая, что отображение σ 7→ xλ,σ является непрерывным из Σk в AC(T,Rn). Это означает, что
отображение σ 7→ o(λ, σ, ·), определенное равенством (5.9), также непрерывно. Из неравен-
ства (4.39) для xλ,σ = r(zλ,σ) следует правое неравенство в (5.8). Из (5.17) и (5.11) получаем

равенство b(a) = 3 a ≤ 1

ν
, из которого и из неравенства (4.37) следует оценка

‖xλ,σ − (x̂+ λuσ)‖AC ≤ λ

( t1∫

t0

em(t1)−m(τ)ρ(τ, λ)dτ +
3 a γ

8λ

)
. (5.18)

Так как второе слагаемое в скобках в правой части неравенства (5.18) стремится к нулю при
λ→ 0, то для доказательства равенства (5.10) достаточно показать, что

lim
λ↓0

t1∫

t0

ρ(t, λ) dt = 0. (5.19)

Из включения (5.7), равенства (5.13) и определения производной многозначного отображения
имеем

lim
λ↓0

ρ(t, λ, σ) = 0 ∀σ ∈ Σk и при п. в. t ∈ T.

В силу того что для любого σ ∈ Σk кривая uσ является выпуклой комбинацией конечного числа
кривых {um}, существует измеримое множество T1 ⊂ T такое, что µ(T \ T1) = 0, на котором
существуют производные x̂′(t) и u′σ(t) при всех σ ∈ Σk. В результате получаем равенство

lim
λ↓0

ρ(t, λ, σ) = 0 ∀σ ∈ Σk ∀ t ∈ T1. (5.20)
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Покажем, что функция σ 7→ ρ(t, λ, σ) удовлетворяет условию Липшица. Так как для любого
σ ∈ Σk справедливо включение x̂ + λuσ ∈ D0(F, λρ(·, λ), γ), то в силу леммы 3 справедливо
равенство

̺(x̂′(t) + λu′σ(t), G(t, x̂(t) + λuσ(t))) = ̺(x̂′(t) + λu′σ(t), F (t, x̂(t) + λuσ(t))). (5.21)

Пусть σ, σ ∈ Σk ⊂ R
k+1. Вычислим разность ρ(t, λ, σ)− ρ(t, λ, σ). Прежде всего, из (5.13) и из

липшицевости функции расстояния x 7→ ̺(x,A) получаем

ρ(t, λ, σ) ≤ ‖u′σ(t)− u′σ(t)‖+ λ−1̺(x̂′(t) + λu′σ(t), F (t, x̂(t) + λuσ(t))).

Далее, используя (5.13) и (5.21), имеем

ρ(t, λ, σ) = λ−1̺(x̂′(t) + λu′σ(t), G(t, x̂(t) + λuσ(t))).

Объединяя полученные два неравенства с гипотезой 1 и предложением 1, получаем

ρ(t, λ, σ) − ρ(t, λ, σ) ≤ ‖u′σ(t)− u′σ(t)‖ + l(t)‖uσ(t)− uσ(t)‖ ≤ k(t)‖σ − σ‖,

где k(t) :=
√
k + 1(θ + l(t)β). Это значит, что функция σ 7→ ρ(t, λ, σ) удовлетворяет усло-

вию Липшица на Σk с суммируемой на T функцией Липшица k(t), не зависящей от значений
λ ∈ (0, λ0). Покажем, что отсюда следует равенство

lim
λ↓0

ρ(t, λ) = 0 ∀t ∈ T1. (5.22)

Допустим противное. Тогда существуют точка t̃ ∈ T1, число α0 > 0 и последовательность
{λm}m∈N такие, что lim

m→+∞
λm = 0 и lim

m→+∞
ρ(t̃, λm) = α0. В свою очередь, это значит, что

существует последовательность {σm ∈ Σk}m∈N такая, что ρ(t̃, λm, σm) > α0/2 для каждого
достаточно большого индекса m. Так как множество Σk компактно, то без потери общности
можем считать, что последовательность {σm}+∞

m=1 сходится к некоторой точке σ0 ∈ Σk. По-
этому из последнего неравенства и липшицевости функции σ 7→ ρ(t̃, λ, σ) следует неравенство
ρ(t̃, λm, σ0) > α0/2 − k(t̃)‖σm − σ0‖. В пределе получаем противоречие с равенством (5.20) в
точке (t̃, σ0). Таким образом, равенство (5.22) доказано.

Закончим доказательство равенства (5.19). Функции t → ρ(t, λ) измеримы и в силу оцен-
ки (5.16) равномерно по λ ограничены суммируемой функцией. Отсюда и из равенства (5.22) в
силу интегральной теоремы Лебега получаем равенство (5.19). В свою очередь из него следует
итоговая оценка на o(λ) := max

σ∈Σk

‖o(λ, σ, ·)‖AC , т. е. равенство (5.10) доказано.

В итоге из полученной в теореме 2 оценки (4.38) для любого λ ∈ (0, λ0) и любого σ ∈ Σk

следует оценка ‖xλ,σ− x̂‖AC ≤ ε. Более того, из неравенства (5.18) и равенства (5.10) получаем
другую оценку ‖xλ,σ− x̂‖AC ≤ λβ+o(λ), из которой следует, что существует λ′0 ≤ λ0 такое, что
при любом λ ∈ (0, λ′0) и любом σ ∈ Σk справедливо левое неравенство в (5.8), что и завершает
доказательство теоремы. �

Заключение

Доказанные в данной работе свойства решений дифференциального включения с неогра-
ниченной правой частью (см. теоремы 2, 3) позволяют получать необходимые условия оп-
тимальности в экстремальных задачах с дифференциальным включением при более слабых
ограничениях. Так, например, в задаче быстродействия из [10], содержащей некоторое диф-
ференциальное включение с неограниченной правой частью, теоремы 2 и 3 позволяют утвер-
ждать о справедливости полученных в работе необходимых условий оптимальности при более
слабых ограничениях на дифференциальное включение.
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