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В статье исследуется спектр дифференциального оператора высокого нечётного порядка с суммируе-
мым потенциалом. Граничные условия являются периодическими. Дифференциальное уравнение, зада-
ющее дифференциальный оператор, сводится к интегральному уравнению Вольтерра. Решая это уравне-
ние методом последовательных приближений Пикара, найдена асимптотика фундаментальной системы
решений исходного дифференциального уравнения. С помощью этой фундаментальной системы решений
изучены периодические граничные условия. В результате выведено уравнение на собственные значения
изучаемого дифференциального оператора. Это уравнение представляет собой определитель высокого по-
рядка, который является целой функцией спектрального параметра. Исследована индикаторная диаграм-
ма, соответствующая этой функции. Индикаторная диаграмма является правильным многоугольником
и определяет расположение собственных значений рассматриваемого оператора. В результате в каждом
из секторов комплексной плоскости, определяемых индикаторной диаграммой, найдена асимптотика соб-
ственных значений исследуемого оператора (15 порядка).
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1. Постановка задачи

Изучим спектральные свойства периодической краевой задачи для дифференциального
оператора, задаваемого дифференциальным уравнением

y(15)(x) + q(x)y(x) = λa15y(x), 0 6 x 6 π, a > 0, (1.1)

с краевыми условиями вида

y(0) = y(π); y(m)(0) = y(m)(π), m = 1, 2, . . . , 14. (1.2)
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Будем предполагать, что функция q(x) является суммируемой по Лебегу на отрезке [0;π]

q(x) ∈ L1[0;π] ⇔
(

x
∫

0

q(t)dt

)′

x

= q(x) (1.3)

почти для всех значений x из отрезка [0;π].

В уравнении (1.1) число λ ∈ C— спектральный параметр, функция q(x)— потенциал,
функция ρ(x) = a15 > 0— весовая функция.

2. Исторический обзор

Уже достаточно давно изучаются вопросы спектральной теории дифференциальных опера-
торов, связанных с периодичностью коэффициентов, решений или граничных условий. Свой-
ства периодических решений для оператора второго порядка с гладкими коэффициентами
изложены в монографии [1, гл. 1, § 4]. В классической работе [2] в случае гладкости потенциа-
ла изучались дифференциальные операторы второго порядка с периодическими граничными
условиями. Исторически сложилось так, что сначала спектральные свойства обыкновенных
дифференциальных операторов рассматривались в том случае, когда коэффициенты диффе-
ренциальных уравнений, задающих эти операторы, были достаточно гладкими функциями.
Асимптотические формулы для корней квазимногочленов, которые возникают при изучении
операторов высоких порядков с регулярными граничными условиями (с гладкими коэффици-
ентами), были выведены в работе [3].

Регуляризованные следы такого типа операторов вычислены в статье [4]. В [5] были вы-
числены регуляризованные следы для дифференциальных операторов четного порядка с раз-
деленными граничными условиями в случае достаточно гладких коэффициентов.

В публикации [6] была изучена обратная задача для квадратичного пучка оператора Штур-
ма — Лиувилля с периодическим потенциалом. Оператор Шредингера, потенциалом которого
является тригонометрический полином (т. е. периодическая функция), рассматривался в [7].

В работах [8; 9] автору удалось понизить гладкость коэффициентов дифференциальных
операторов и были исследованы операторы с кусочно гладкими коэффициентами. Случай
дифференциального оператора с кусочно гладкой весовой функцией анализировался автором
в [10].

В статьях [11–14] изучались различные спектральные свойства периодических дифферен-
циальных операторов четвертого порядка. Заметим при этом, что с возрастанием порядка
дифференциальных операторов сложность выкладок возрастает многократно.

Резкий психологический толчок в изучении дифференциальных операторов с негладкими
коэффициентами был сделан совсем недавно, когда в работе [15] были исследованы различные
операторы второго порядка с суммируемым потенциалом и вычислены асимптотики произ-
вольного порядка собственных значений и собственных функций таких операторов. Методика
этой работы для изучения спектральных свойств операторов с суммируемыми коэффициента-
ми не переносится на операторы четвертого, шестого и более высоких порядков.

Новая методика изучения дифференциальных операторов высоких порядков с суммиру-
емыми коэффициентами разработана автором в работах [16–19]. В [16] был исследован опе-
ратор четвертого порядка, у которого не только потенциал, но и коэффициент при первой
производной были суммируемыми функциями на отрезке задания оператора. В [17] изучен
дифференциальный оператор произвольного нечетного порядка со стандартными разделен-
ными граничными условиями.

В статье [18] исследован дифференциальный оператор высокого четного порядка с разде-
ленными граничными условиями, зависящими от некоторых параметров. В [19] был изучен
оператор шестого порядка с запаздывающим аргументом с суммируемыми коэффициентами
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на отрезке (граничные условия разделенные) и найдена асимптотика собственных значений и
собственных функций.

Во всех этих исследованиях граничные условия были разделенными; неразделенные гра-
ничные условия для операторов порядка выше второго фактически не изучались. В работе [20]
был изучен дифференциальный оператор четвертого порядка с периодическими граничны-
ми условиями с суммируемым потенциалом. В результате сложных технических выкладок,
связанных с четностью порядка оператора, было доказано, что спектр оператора является
дискретным и была найдена асимптотика собственных значений этого оператора, с помощью
которой можно изучить асимптотику собственных функций.

3. Асимптотика решений дифференциального уравнения (1.1)
при λ → ∞

Введем следующие обозначения: λ = s15, s = 15
√
λ, при этом зафиксируем ту ветвь ариф-

метического корня, для которой 15
√
1 = +1. Пусть wk (k = 1, 2, . . . , 15)— различные корни

пятнадцатой степени из единицы:

w15
k = 1, wk = e

2πi
15

(k−1), k = 1, 2, . . . , 15; w1 = 1, w2 = e
2πi
15 = θ 6= 0;

w3 = e
4πi
15 = θ2; . . . ; wm = θm−1, m = 1, 2, . . . , 15; wm+15 = wm.

(3.1)

Числа wk (k = 1, 2, . . . , 15) из (3.1) удовлетворяют следующим свойствам:

15
∑

k=1

wn
k = 0, n = 1, 2, . . . , 14;

15
∑

k=1

wn
k = 15, n = 0, n = 15. (3.2)

Аналогично работам [16; 17; 21, гл. 2] устанавливается следующее утверждение.

Теорема 1. Общее решение дифференциального уравнения (1.1) представляется в следу-

ющем виде:

y(x, s) =

15
∑

k=1

Ckyk(x, s); y(m)(x, s) =

15
∑

k=1

Cky
(m)
k (x, s), m = 1, 2, . . . , 14, (3.3)

где Ck (k = 1, 2, . . . , 15) — произвольные постоянные, при этом для фундаментальной систе-

мы решений {yk(x, s)}15k=1 справедливы следующие асимптотические формулы и оценки:

yk(x, s) = eawksx − A14,k(x, s)

15a14s14
+O

(e| Im s|ax

s28

)

, k = 1, 2, . . . , 15; (3.4)

y
(m)
k (x, s) = (as)m

{

wm
k eawksx −

Am
14,k(x, s)

15a14s14
+O

(e| Im s|ax

s28

)}

, k = 1, 2, . . . , 15; m = 1, 2, . . . , 14;

(3.5)

A14,k(x, s) =

15
∑

k=1

wne
awnsx

x
∫

0

q(t)ea(wk−wn)stdtakn, k = 1, 2, . . . , 15; (3.6)

Am
14,k(x, s) =

15
∑

n=1

wnw
m
n eawnsx

(

x
∫

0

. . .

)

akn

, k = 1, 2, . . . , 15; m = 1, 2, . . . , 14. (3.7)

При выводе формул (3.4)–(3.7) мы требовали выполнения следующих начальных условий:

A14,k(0, s) = 0; Am
14,k(0, s) = 0; yk(0, s) = 1; y

(m)
k

(0, s) = wm
n (as)m,

k = 1, 2, . . . , 15; m = 1, 2, . . . , 14.
(3.8)
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4. Изучение граничных условий (1.2)

Подставляя формулы (3.3) в граничные условия (1.2), получаем






























































































y(π, s) = y(0, s) ⇔
15
∑

k=1

Ckyk(π, s)

=
15
∑

k=1

Ckyk(0, s) ⇔
15
∑

k=1

Ck[yk(π, s)− yk(0, s)] = 0, yk(0, s)
(3.8)
= 1; (4.1)

y(m)(π, s) = y(m)(0, s) ⇔
15
∑

k=1

Cky
(m)
k

(π, s)

=
15
∑

k=1

Cky
(m)
k

(0, s) ⇔
15
∑

k=1

Ck

[

y
(m)
k (π, s)

(as)m
− y

(m)
k (0, s)

(as)m

]

= 0, (4.2)

y
(m)
k (0, s)

(as)m
= wm

k , m = 1, 2, . . . , 14.

Система (4.1), (4.2) представляет собой однородную систему из пятнадцати линейных урав-
нений с пятнадцатью неизвестными C1, C2, . . . , C15. Из метода Крамера следует, что такая
система имеет ненулевые решения только в том случае, когда ее определитель равен нулю.
Поэтому верна следующая теорема.

Теорема 2. Уравнение на собственные значения периодической краевой задачи (1.1), (1.2)
с условием (1.3) суммируемости потенциала представляется в следующем виде:

f(s) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y1(π, s)− y1(0, s) y2(π, s)− y2(0, s) . . . y15(π, s)− y15(0, s)

y′1(π, s)

as
− y′1(0, s)

as

y′2(π, s)

as
− y′2(0, s)

as
. . .

y′15(π, s)

as
− y′15(0, s)

as

y′′1(π, s)

(as)2
− y′′1(0, s)

(as)2
y′′2 (π, s)

(as)2
− y′′2 (0, s)

(as)2
. . .

y′′15(π, s)

(as)2
− y′′15(0, s)

(as)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(14)
1 (π, s)

(as)14
− y

(14)
1 (0, s)

(as)14
y
(14)
2 (π, s)

(as)14
− y

(14)
2 (0, s)

(as)14
. . .

y
(14)
15 (π, s)

(as)14
− y

(14)
15 (0, s)

(as)14

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

(4.3)

Используя формулы (3.4), (3.5) и начальные условия (3.8), уравнение (4.3) можно перепи-
сать в следующем виде, введя обозначение hm = eawmsx, m = 1, 2, . . . , 15:

f(s) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

[h1 − 1]− A14,1(π, s)

15a14s14
+ . . . . . . [h15 − 1]− A14,15(π, s)

15a14s14
+ . . .

w1[h1 − 1]−
A1

14,1(π, s)

15a14s14
+ . . . . . . w15[h15 − 1]−

A1
14,15(π, s)

15a14s14
+ . . .

w2
1[h1 − 1]−

A2
14,1(π, s)

15a14s14
+ . . . . . . w2

15[h15 − 1]−
A2

14,15(π, s)

15a14s14
+ . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w14
1 [h1 − 1]−

A14
14,1(π, s)

15a14s14
+ . . . . . . w14

15 [h15 − 1]−
A14

14,15(π, s)

15a14s14
+ . . .

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, (4.4)

«+. . . »= +O
( 1

s28

)

.

Раскладывая определитель f(s) из (4.4) на сумму определителей по столбцам, имеем

f(s) = f0(s)−
f14(s)

15a14s14
+O

( 1

s28

)

= 0, (4.5)
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f0(s) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 · [h1 − 1] 1 · [h2 − 1] . . . 1 · [h14 − 1] 1 · [h15 − 1]

w1[h1 − 1] w2[h2 − 1] . . . w14[h14 − 1] w15[h15 − 1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w14
1 [h1 − 1] w14

2 [h2 − 1] . . . w14
14 [h14 − 1] w14

15[h15 − 1]

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= ∆00[h1 − 1][h2 − 1](. . . )[h14 − 1][h15 − 1], ∆00 6= 0, (4.6)

∆00 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 . . . 1 1
w1 w2 . . . w14 w15

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

w14
1 w14

2 . . . w14
14 w14

15

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= detWandermoun′s(w1, w2, . . . , w14, w15) =
∏

k>n

k,n=1,2,...,15

(wk − wn) 6= 0; (4.7)

f14(s) = f14,1(s) + f14,2(s) + · · ·+ f14,14(s) + f14,15(s), (4.8)

f14,1(s) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A14,1(π, s) 1 · [h2 − 1] . . . 1 · [h14 − 1] 1 · [h15 − 1]

A1
14,1(π, s) w2[h2 − 1] . . . w14[h14 − 1] w15[h15 − 1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A14
14,1(π, s) w14

2 [h2 − 1] . . . w14
14[h14 − 1] w14

15[h15 − 1]

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A14,1(π, s) 1 . . . 1 1
A1

14,1(π, s) w2 . . . w14 w15

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A14
14,1(π, s) w14

2 . . . w14
14 w14

15

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

15
∏

k=2

(hk − 1), hk = eawksπ, k = 1, 2, . . . , 15; (4.9)

f14,2(s) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 · [h1 − 1] A14,2(π, s) 1 · [h3 − 1] . . . 1 · [h15 − 1]

w1 · [h1 − 1] A1
14,2(π, s) w3[h3 − 1] . . . w15[h15 − 1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w14
1 · [h1 − 1] A14

14,2(π, s) w14
3 [h3 − 1] . . . w14

15[h15 − 1]

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 A14,2(π, s) 1 . . . 1 1
w1 A1

14,2(π, s) w3 . . . w14 w15

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w14
1 A14

14,2(π, s) w14
3 . . . w14

14 w14
15

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

15
∏

k=1

k 6=2

(hk − 1); . . . ; (4.10)

f14,14(s) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 . . . 1 A14,14(π, s) 1
w1 w2 . . . w13 A1

14,14(π, s) w15

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w14
1 w14

2 . . . w14
13 A14

14,14(π, s) w14
15

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

15
∏

k=1

k 6=14

(hk − 1); (4.11)

f14,15(s) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 . . . 1 1 A14,15(π, s)
w1 w2 . . . w13 w14 A1

14,15(π, s)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w14
1 w14

2 . . . w14
13 w14

14 A14
14,15(π, s)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

14
∏

k=1

(hk − 1). (4.12)

Основное приближение уравнения (4.5)–(4.12) имеет вид

f0(s) = 0, (4.13)

где функция f0(s) определена формулами (4.6), (4.7).
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5. Изучение основного приближения.

Индикаторная диаграмма

Из формулы (4.6) имеем

f0(s) = ∆00(e
aw1sπ − 1)(eaw2sπ − 1)(eaw3sπ − 1)(. . . )(eaw14sπ − 1)(eaw15sπ − 1)

= ∆00(e
a(w1+w2)sπ − eaw1sπ − eaw2sπ + 1)(eaw3sπ − 1)(. . . )(eaw14sπ − 1)(eaw15sπ − 1)

= ∆00(e
a(w1+w2+w3)sπ − ea(w1+w2)sπ − ea(w1+w3)sπ − ea(w2+w3)sπ

+ eaw1sπ + eaw2sπ + eaw3sπ − 1)(. . . )(eaw14sπ − 1)(eaw15sπ − 1) = . . .

= ∆00

{

− 1 +

15
∑

k=1

eawksπ −
15
∑

k,n=1

k 6=n

ea(wk+wn)sπ +

15
∑

k,n,m=1

k 6=n;k 6=m;n6=m

ea(wk+wn+wm)sπ +

15
∑

p=4

(−1)p−1φp

}

,

(5.1)

φp =
∑

exp
(

p
∑

r=1

wkr

)

, p = 1, 2, 3, . . . , 15.

Для исследования корней уравнения (4.13) с учетом (5.1) необходимо изучить так называ-
емую индикаторную диаграмму (см. [22, гл. 12]), т. е. выпуклую оболочку показателей экспо-
нент, входящих в это уравнение. В результате исследования этого множества точек приходим
к выводу, что индикаторная диаграмма уравнения (4.13), (5.1) имеет следующий вид (см. ри-
сунок).

(5.2)

Действительно, на внутренней окружности радиуса 1 расположены точки, соответствую-
щие сумме

∑15
k=1 e

awksπ, т. е. точки wk (k = 1, 2, . . . , 15), они делят единичную окружность на
пятнадцать равных частей. Но в силу свойства (3.2) на этой же окружности находятся точки,
соответствующие сумме φ14 =

∑

exp(
∑14

r=1wkr), т. е. точки

w1 +w2 + · · ·+w14 = −w15, w2 +w3 + · · ·+w14 +w15 = −w1, w1 +w3 +w4 + · · ·+w15 = −w2
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и т. д., иначе говоря, точки −w1,−w2, . . . ,−w14,−w15 также делят единичную окружность на
пятнадцать равных частей, но не совпадают с точками w1,w2, . . . , w15; точки −w1,−w2, . . . ,

−w14,−w15 в силу нечетности их количества являются серединами дуг

⌣
w8w9,

⌣
w9w10, . . . ,

⌣
w14w15,

⌣
w15w1,

⌣
w1w2, . . . ,

⌣
w7w8 .

Точки, соответствующие сумме
∑15

k,n=1

k 6=n

ea(wk+wn)sπ из (5.1), т. е. точки w1 + w2, w1 + w3,

w1 + w4, w2 + w3, w2 + w4, . . . , построим по правилу параллелограмма сложения векторов.
В результате получим, что выпуклой оболочкой этого множества точек являются точки

w1 + w2, w2 + w3, w3 + w4, . . . , w14 + w15, w15 + w1,

они лежат на окружности радиуса R2 = |w1 + w2| > 1 и делят эту окружность на пят-
надцать равных частей. Точки вида w1 + w3, w1 + w4, w2 + w4, . . . , wk + wn при условии
|k−n| > 2 попадают внутрь этой окружности и на асимптотику корней уравнения (4.13), (5.1)
не влияют (см. [22, гл. 2]). На этой же окружности находятся точки, соответствующие сумме
φ13 =

∑

exp(
∑13

r=1 wkr) из (5.1); выпуклую оболочку этого множества точек образуют точки

−w1 − w2 = w3 + w4 + · · ·+ w15, −w2 − w3 = w1 + w4 + · · ·+ w15,

−w3 − w4 = w5 + · · ·+ w15 + w1 + w2, . . . ,

они делят окружность радиуса R2 = |w1 + w2| на пятнадцать равных частей и являются
серединами дуг

[w8 + w9;w9 + w10], [w8 + w10;w10 + w11], . . . ,

[w14 + w15;w15 +w1], [w15 + w1;w1 + w2], . . . , [w7 + w8;w8 +w9].

Точки вида −w1 − w3, −w1 − w4, −w2 − w4, . . . , −wk − wp при условии |k − p| > 2 попадают
внутрь этой окружности и на асимптотику корней уравнения (4.13), (5.1) не влияют.

Аналогичным образом устанавливаем, что выпуклую оболочку множеств точек, соответ-
ствующих суммам

15
∑

k,n,m=1

k 6=n,k 6=m,n6=m

ea(wk+wn+wm)sπ и φ12 =
∑

exp
(

12
∑

r=1

wkr

)

из (5.1),

образуют точки

±(w1 + w2 + w3), ±(w2 +w3 + w4), ±(w3 + w4 + w5), . . . , ±(w13 +w14 + w15),

±(w14 +w15 + w16) = ±(w14 + w15 + w1), ±(w15 + w16 + w17) = ±(w15 +w1 + w2),

они лежат на окружности радиуса R3 = |w1 + w2 + w3| > R2 и делят эту окружность на
тридцать равных частей.

Методом математической индукции доказываем, что выпуклую оболочку множества точек,
соответствующих суммам

φ4 =
∑

exp
(

4
∑

r=1

wkr

)

и φ11 =
∑

exp
(

11
∑

r=1

wkr

)

из (5.1),

образуют точки ±(w1+w2+w3+w4), ±(w2+w3+w4+w5), ±(w3+w4+w5+w6), . . . , они лежат
на окружности радиуса R4 = |w1 + w2 + w3 + w4| > R3 и делят эту окружность на тридцать
равных частей ; . . . ; выпуклую оболочку множества точек, соответствующих суммам

φ7 =
∑

exp
(

7
∑

r=1

wkr

)

и φ8 =
∑

exp
(

8
∑

r=1

wkr

)

из (5.1),
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образуют точки

D1 =

7
∑

k=1

wk, D2 =

8
∑

k=2

wk, D3 =

9
∑

k=3

wk, . . . ,

они делят окружность радиуса

R7 = |w1 + w2 + · · ·+ w6 + w7| > R6

= |w1 + w2 + · · ·+ w6| > R5 = |w1 + w2 + · · ·+ w5| > R4 = |w1 + w2 + w3 +w4| > R3

на пятнадцать равных частей, и точки

−
7

∑

k=1

wk, −
8

∑

k=2

wk, −
9

∑

k=3

wk, . . . ,

они также делят окружность радиуса R7 = |w1+w2+· · ·+w6+w7|
(3.2)
= |w1+w2+· · ·+w6+w7+w8|

на пятнадцать равных частей, при этом эти точки являются серединами дуг
⌣

D1D2,
⌣

D2D3,
⌣

D3D4, . . . ,
⌣

D14D15,
⌣

D15D1 .

Из (5.2) следует, что асимптотика корней уравнений (4.13), (5.1) и (4.5)–(4.12) находит-
ся в секторах V1, V2, V3, . . . , V30 бесконечно малого раствора, биссектрисы которых являются
серединными перпендикулярами к дугам

⌣

D1E1,
⌣

E1D2,
⌣

D2E2,
⌣

E2D3,
⌣

D3E3, . . . ,
⌣

D14E14,
⌣

E14D15,
⌣

D15E15,
⌣

E15D1 .

6. Асимптотика собственных значений

оператора (1.1)–(1.3) в секторе V1

Из общей теории нахождения асимптотики корней квазиполиномов вида (4.5)–(4.12) сле-
дует, что для нахождения корней в секторе V1 в уравнении (4.5)–(4.12) (а также (4.13), (5.1))
необходимо оставить только экспоненты, соответствующие точкам D1 и E1, т. е. надо оставить
экспоненты с показателями w1 + w2 + · · ·+ w7 и w1 + w2 + · · ·+ w7 + w8. Очевидно при этом,
что у функции f0(s) из (5.1) надо оставить экспоненты

∆00 exp(a(w1 + w2 + · · · + w7)sπ) и (−1)∆00 exp(a(w1 + w2 + · · ·+ w7 + w8)sπ).

Изучим поведение величин f14,1(s), f14,2(s), . . . , f14,15(s) из (4.9)–(4.12). Применяя формулы
(3.6), (3.7), из формулы (4.9) получаем

f14,1(s) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

w1h1

(

π
∫

0

. . .

)

a11

+ · · ·+ w15h15

(

π
∫

0

. . .

)

a1,15

1 . . . 1

w1w1h1

(

π
∫

0

. . .

)

a11

+ · · · + w15w15h15

(

π
∫

0

. . .

)

a1,15

w2 . . . w15

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w1w
14
1 h1

(

π
∫

0

. . .

)

a11

+ · · ·+ w15w
14
15h15

(

π
∫

0

. . .

)

a1,15

w14
2 . . . w14

15

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

×
15
∏

k=2

(hk − 1) =

{

w1h1

(

π
∫

0

. . .

)

a11

∆00 + w2h2

(

π
∫

0

. . .

)

a12

· 0

+w3h3

(

π
∫

0

. . .

)

a13

· 0 + · · · + w15h15

(

π
∫

0

. . .

)

a15

} 15
∏

k=2

(hk − 1)

= w1∆00e
aw1sπ

π
∫

0

q(t)dta11

15
∏

k=2

(eawksπ − 1), (6.1)
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f14,2(s)
(4.10)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 w1h1

(

π
∫

0

. . .

)

a21

+ · · · + w15h15

(

π
∫

0

. . .

)

a2,15

1 . . . 1

w1 w1w1h1

(

π
∫

0

. . .

)

a21

+ · · ·+ w15w15h15

(

π
∫

0

. . .

)

a2,15

w3 . . . w15

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w14
1 w1w

14
1 h1

(

π
∫

0

. . .

)

a21

+ · · · + w15w
14
15h15

(

π
∫

0

. . .

)

a2,15

w14
3 . . . w14

15

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

×
15
∏

k=1

k 6=2

(hk − 1) =

{

w1h1

(

π
∫

0

. . .

)

a21

· 0 + w2h2

(

π
∫

0

. . .

)

a22

∆00

+ w3h3

(

π
∫

0

. . .

)

a23

· 0 + · · · + w15h15

(

π
∫

0

. . .

)

a15

} 15
∏

k=1

k 6=2

(hk − 1)

= w2∆00e
aw2sπ

π
∫

0

q(t)dta22

15
∏

k=1

k 6=2

(eawksπ − 1). (6.2)

Аналогичным образом из формул (4.9)–(4.12), (3.6), (3.7) и свойств определителей выводим

f14,3(s) = w3∆00

π
∫

0

q(t)dta33e
aw3sπ

15
∏

k=1

k 6=3

(eawksπ − 1); . . . ;

f14,n(s) = wn∆00

π
∫

0

q(t)dtanne
awnsπ

15
∏

k=1

k 6=n

(eawksπ − 1), n = 1, 2, . . . , 15.

(6.3)

С помощью формул (6.1)–(6.3) у функций f14,n(s) (n = 1, 2, . . . , 15) можно отобрать экспо-
ненты, нужные для сектора V1. Из (6.11) имеем

eaw1sπ

15
∏

k=2

(eawksπ − 1)

= eaw1sπ(eaw2sπ − 1)(eaw3sπ − 1) (. . . ) (eaw7sπ − 1)(eaw8sπ − 1)(eaw9sπ − 1) (. . . ) (eaw15sπ − 1)

= exp(a(w1 + w2 + · · ·+ w7)sπ)(−1)15−7 + exp(a(w1 + w2 + · · ·+ w7 +w8)sπ)(−1)15−8 + . . . ,

поэтому у функции f14,1(s) из (6.1) для сектора V1 надо оставить следующие экспоненты:

w1∆00

π
∫

0

q(t)dta11
[

exp(a(w1 + w2 + · · · +w7)sπ)− exp(a(w1 + w2 + · · · + w7 + w8)sπ)
]

.

Из формулы (6.2) имеем

eaw2sπ

15
∏

k=1

k 6=2

(eawksπ − 1)

= eaw2sπ(eaw1sπ − 1)(eaw3sπ − 1) (. . . ) (eaw7sπ − 1)(eaw8sπ − 1)(eaw9sπ − 1) (. . . ) (eaw15sπ − 1)

= exp(a(w1 + w2 + · · ·+ w7)sπ)(−1)15−7 + exp(a(w1 + w2 + · · ·+ w7 +w8)sπ)(−1)15−8 + . . . ,

поэтому у функции f14,2(s) из (6.2) для сектора V1 надо оставить следующие экспоненты:

w2∆00

π
∫

0

q(t)dta22
[

exp(a(w1 + w2 + · · · +w7)sπ)− exp(a(w1 + w2 + · · · + w7 + w8)sπ)
]

.
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Аналогичным образом устанавливаем: для функций f14,n(s) (n = 3, 4, 5, 6, 7) для сектора V1

надо оставить экспоненты

wn∆00

π
∫

0

q(t)dtann
[

exp(a(w1 + w2 + · · ·+ w7)sπ)− exp(a(w1 + w2 + · · ·+ w7 +w8)sπ)
]

,

для функции f14,8(s)— экспоненту

(−1)w8∆00

π
∫

0

q(t)dta88 exp(a(w1 + w2 + · · ·+ w7 + w8)sπ),

у функций f14,n(s) (n = 9, 10, . . . , 15) для сектора V1 таких экспонент нет.

Поэтому справедливо следующее утверждение.

Теорема 3. Уравнение на собственные значения периодической краевой задачи (1.1), (1.2)
с условием суммируемости потенциала (1.3) в секторе V1 индикаторной диаграммы (5.2)
имеет следующий вид :

g1(s) = (−1)∆00 exp(a(w1 + w2 + · · · +w7 + w8)sπ)− exp(a(w1 + w2 + · · ·+ w7)sπ)

− 1

15a14s14

{

∆00

π
∫

0

q(t)dta11
[

exp(a(w1 + w2 + · · ·+ w7)sπ)

− exp(a(w1 + w2 + · · · +w7 + w8)sπ)
]

[w1 + w2 + · · · + w7]

− w8∆00

(

π
∫

0

. . .

)

a88

exp(a(w1 + w2 + · · ·+ w7 + w8)sπ)

}

+O
( 1

s28

)

= 0. (6.4)

Учитывая, что из формулы (3.6) следует

π
∫

0

q(t)dta11 =

π
∫

0

q(t)dta22 = · · · =
π
∫

0

q(t)dtann (n = 1, 2, . . . , 15),

поделим в уравнении (6.4) на (−∆00) exp(a(w1 + w2 + · · · + w7)sπ) 6= 0, получим

g1(s) = [eaw8sπ − 1]− 1

15a14s14

π
∫

0

q(t)dta11

{

[eaw8sπ − 1](w1 + w2 + · · · + w7) + w8e
aw8sπ

}

+O
( 1

s28

)

= 0. (6.5)

Основное приближение уравнения (6.5) имеет вид eaw8sπ − 1 = 0, откуда получаем

eaw8sπ = 1 = e2πki ⇔ sk,1,осн =
2ik

aw8
, k ∈ N.

Это позволяет узнать, в каком виде нужно искать асимптотику корней уравнения (6.5).

Теорема 4. Асимптотика собственных значений дифференциального оператора

(1.1)–(1.3) в секторе V1 индикаторной диаграммы (5.2) имеет следующий вид :

sk,1 =
2i

aw8

[

k +
d14,k,1

k14
+O

( 1

k28

)]

, k ∈ N. (6.6)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства теоремы 4 необходимо показать, что коэф-
фициенты d14,k,1 формулы (6.6) находятся единственным образом и привести явные формулы
для их вычисления. Применяя формулы Маклорена, имеем

eaw8sπ
∣

∣

∣

sk,1

(6.6)
= exp

[

aw8π
2i

aw8

(

k +
d14,k,1

k14
+O

( 1

k28

))]

= 1 +
2πid14,k,1

k14
+O

( 1

k28

)

;

1

s14

∣

∣

∣

sk,1

=
a14w14

8

214i14
1

k14

(

1 +O
( 1

k15

))

. (6.7)

Подставляя формулы (6.6), (6.7) в уравнение (6.5) получаем

[

1 +
2πid14,k,1

k14
+O

( 1

k28

)

− 1
]

− 1

15a14
a14w14

8 w8

214i12i2w8

1

k14

(

1 +O
( 1

k15

))

×
π
∫

0

q(t)dta11

{[

1 +
2πid14,k,1

k14
− 1 +O

( 1

k28

)]

(w1 + w2 + · · · + w7)

+ w8

[

1 +
2πi

k14
+O

( 1

k28

)]}

+O
( 1

k28

)

= 0. (6.8)

Приравнивая в уравнении (6.8) коэффициенты при k−14, находим

d14,k,1 =
i

15π215

π
∫

0

q(t)dta11, k = 1, 2, 3, . . . . (6.9)

Формула (6.9) показывает, что все коэффициенты d14,k,1 (k = 1, 2, 3, . . . ) из (6.6) определя-
ются единственным образом и вычисляются по формуле (6.9), тем самым теорема 4 доказа-
на. �

Изучая аналогичным образом сектор V2 индикаторной диаграммы (5.2), мы должны оста-
вить в уравнении (4.5)–(4.12) экспоненты, соответствующие точкам E1 и D1, т. е. экспоненты
exp(a(w1 + w2 + · · ·+ w7 + w8)sπ) и exp(a(w2 +w3 + · · ·+ w7 + w8)sπ).

Произведя рассуждения и выкладки, аналогичные сделанным нами при выводе теорем 3
и 4, приходим к выводу о справедливости следующего утверждения.

Теорема 5. Асимптотика собственных значений дифференциального оператора

(1.1)–(1.3) в секторе V2 имеет вид

sk,2 =
2i

aw1

[

k +
d14,k,2

k14
+O

( 1

k28

)]

, k ∈ N, (6.10)

при этом

d14,k,2 =
i

15π215

π
∫

0

q(t)dta11, k = 1, 2, 3, . . . . (6.11)

Изучив аналогичным образом секторы V3, V4, . . . , V30 индикаторной диаграммы (5.2), уста-
навливаем следующую теорему.

Теорема 6. 1) Асимптотика собственных значений дифференциального оператора

(1.1)–(1.3) в секторах V3, V5, . . . , V29 имеет вид

sk,3 = sk,1e
2πi
15 ; sk,5 = sk,3e

2πi
15 = sk,1e

4πi
15 ; . . . ; sk,2n−1 = sk,2n−3e

2πi
15 = sk,1e

2πi
15

(n−1),

n = 1, 2, . . . , 15;
(6.12)

при этом

λk,2n−1 = s15k,2n−1, n = 1, 2, . . . , 15, (6.13)
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величины sk,1 определены формулами (6.6) и (6.9).
2) Асимптотика собственных значений дифференциального оператора (1.1)–(1.3) в сек-

торах V4, V6, . . . , V30 индикаторной диаграммы (5.2) имеет следующий вид :

sk,4 = sk,2e
2πi
15 ; sk,6 = sk,4e

2πi
15 = sk,2e

4πi
15 ; . . . ; sk,2n+2 = sk,2ne

2πi
15 = sk,2e

2πi
15

n,

n = 0, 1, 2, . . . , 14;
(6.14)

при этом

λk,2n+2 = s15k,2n+2, n = 0, 1, 2, . . . , 14, k ∈ N, (6.15)

величины sk,2 определены формулами (6.10) и (6.11).

Формулы (6.6)–(6.15) позволяют изучать асимптотику собственных функций дифферен-
циального оператора (1.1)–(1.3) и выписывать формулы регуляризованных следов оператора
(1.1), (1.2) в случае условия (1.3) суммируемости потенциала.
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