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ПРИМЕР ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ СПЛАЙН ИНТЕРПОЛЯЦИИ
С ОГРАНИЧЕННОЙ КОНСТАНТОЙ ЛЕБЕГА1

Ю.С.Волков

Рассматривается пример последовательности геометрических сеток данных, для которых константа
Лебега интерполяции классическими параболическими сплайнами (схема Субботина) с периодически-
ми краевыми условиями не является ограниченной, т. е. интерполяционный процесс может расходиться.
Предложена альтернативная схема выбора узлов параболического сплайна. Если в схеме Субботина на
каждом промежутке сетки данных узел сплайна выбирается строго посередине, то в альтернативной
схеме положение узла определяется пропорционально величинам соседних промежутков (рассмотрены 2
варианта). При интерполяции по альтернативной схеме в рассмотренном примере имеет место сходимость
процесса интерполяции для любой непрерывной функции, т. е. константа Лебега ограничена. Рассмотрен-
ная последовательность сеток является “худшей” с точки зрения сходимости процесса интерполяции в
классическом случае.
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Yu. S.Volkov. Example of parabolic spline interpolation with bounded Lebesgue constant.

We consider an example of a sequence of geometric data grids for which the Lebesgue constant of interpolation
by the classical parabolic splines (Subbotin’s scheme) with periodic boundary conditions is unbounded; i.e., the
interpolation process may diverge. We propose an alternative scheme for choosing the knots of a parabolic spline.
In Subbotin’s scheme, knots of a spline are chosen as the midpoints of intervals of the data grid, whereas the
location of a knot in the alternative scheme is defined proportionally to the lengths of the adjacent intervals (we
consider two variants). In the case of interpolation by the alternative scheme in the example under consideration,
the process converges for any continuous function; i.e., the Lebesgue constant is bounded. The sequence of grids
studied in the paper is the “worst” from the viewpoint of the convergence of the interpolation process in the
classical case.
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Введение

Рассматривается задача интерполяции дискретных значений некоторой функции f(x) на
отрезке. Классическим решением этой задачи полиномиальными сплайнами нечетной степени
являются сплайны наименьшего дефекта 1 с узлами на той же сетке. Однако при интерполя-
ции сплайнами четной степени узлы сплайна выбираются строго посередине между точками
интерполяции (схема Субботина) [1]. Известно, что в этих классических схемах интерполяции
константа Лебега (норма оператора интерполяции) не может быть ограничена константой, не
зависящей от количества или расположения узлов сетки данных уже для сплайнов начиная со
второй степени. Примеры последовательности сеток, для которых константа Лебега стремит-
ся к бесконечности, для сплайнов нечетной степени построены в [2], а в работе [3] приведен
пример расходимости процесса интерполяции для параболических и кубических сплайнов.

Ранее автор изучал [4] общую задачу интерполяции полиномиальными сплайнами такую,
где сетка узлов выбирается произвольным образом и не связана с исходной сеткой данных.

1Работа выполнена при поддержке программы фундаментальных научных исследований СО РАН
№ 0314-2016-0013.
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Конечно, совсем эти сетки произвольными быть не могут — должны быть выполнены условия
Шёнберга — Уитни [5]. В работе [4] был сформулирован вопрос о возможности в задаче интер-
поляции за счет выбора сетки узлов сплайна добиться улучшения аппроксимативных свойств
сплайна, например, добиться ограниченности константы Лебега. В настоящей заметке в зада-
че интерполяции параболическими сплайнами мы предлагаем альтернативный по отношению
к схеме Субботина способ выбора узлов сплайна. На каждом промежутке сетки данных узел
сплайна выбирается с учетом величины соседних промежутков. Мы показываем, что в этом
случае на последовательности сеток из примера расходимости [2] последовательность периоди-
ческих интерполяционных параболических сплайнов будет сходиться для любой непрерывной
периодической функции f(x) того же периода, т. е. константа Лебега будет ограничена, в то
время как интерполяционные параболические сплайны по Субботину не всегда будут сходить-
ся на такой последовательности сеток. Отметим, что для сеток с равноотстоящими узлами в
классической схеме интерполяции сплайнами второй степени асимптотически точное значение
константы Лебега равно

√
2 [6].

1. Две схемы интерполяции

В стандартной схеме интерполяции сплайнами четной степени по Субботину, если исход-
ные значения функции f(x) заданы на сетке ∆: a = x0 < x1 < . . . < xn = b, то узлы сплай-
на выбираются на каждом интервале строго посередине между узлами сетки ∆. Обозначим
δ : ξ0 < ξ1 < . . . < ξn < ξn+1 сетку узлов интерполяционного сплайна четной степени, тогда в
схеме Субботина

ξi = (xi−1 + xi)/2, i = 1, . . . , n, (1)

и ξ0 ≤ a, ξn+1 ≥ b. Мы будем рассматривать интерполяцию периодической функции f(x)
периода b− a, поэтому будем считать сетки ∆ и δ периодически продолженными за пределы
отрезка [a, b].

Наряду со схемой интерполяции по Субботину рассмотрим другую схему выбора узлов
сетки δ, т. е. узлов сплайна, в которой положение этих узлов определяется величинами сосед-
них промежутков. Например, узел ξi можно выбирать так, что он делит отрезок [xi−1, xi] в
отношении

(xi−1 − xi−2) : (xi+1 − xi) (2)

или
(xi − xi−2) : (xi+1 − xi−1). (3)

В общем случае при выборе узлов сетки δ по формулам (2) или (3) нам не удалось пока-
зать, что константу Лебега можно всегда ограничить величиной, не зависящей от количества и
расположения узлов исходной сетки данных ∆, однако для “худших” сеток с точки зрения схо-
димости процессов интерполяции, а именно геометрических сеток примера расходимости [2],
мы показываем ограниченность константы Лебега при альтернативной схеме интерполяции
параболическими сплайнами, т. е. сходимость процесса интерполяции. Для сплайнов же по
Субботину константа Лебега неограниченно растет.

Далее будем считать, что задана последовательность “плохих” сеток {∆ν}, ν = 1, 2, . . .,
примера расходимости [2], в узлах которых заданы значения интерполируемой (b − a)-пери-
одической функции f(x). Разделим отрезок [a, b] на 2ν равных частей длиной Hν = (b−a)/2ν.
На каждом из отрезков [a+ 2mHν , a+ 2(m+ 1)Hν ], m = 0, . . . , ν − 1, построим разбиение

a+ 2mHν = xν,2mν < xν,2mν+1 < . . . < xν,2(m+1)ν = a+ 2(m+ 1)Hν

так, что

xν,2mν+j+1 = xν,2mν+j + qjhν , j = 0, . . . , ν − 1,

xν,(2m+1)ν+j+1 = xν,(2m+1)ν+j + qν−1−jhν , j = 0, . . . , ν − 1,
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где hν = Hν/(1 + q+ . . .+ qν−1) для некоторой константы q ≥ 1, не зависящей от ν, m и j. Яс-
но, что параметр q есть локальная характеристика сетки, т. е. наибольшее отношение соседних
шагов сетки (при q = 1 сетка равномерная). Известно [3], что если локальные характеристики
любой последовательности сеток не превышают какого-либо числа ρ, меньшего ρ∗ = 2+

√
3, то

интерполяционный процесс по схеме Субботина для параболических сплайнов всегда сходит-
ся, в противном случае возможна расходимость. Мы будем рассматривать в нашем примере
случай q > ρ∗.

2. Схема Субботина

Пусть операторы Pν : C → C ставят в соответствие (b − a)-периодической функции f(x)
интерполирующие ее на сетках ∆ν (b − a)-периодические параболические сплайны по Суббо-
тину, т. е. сплайны с узлами на сетках δν , получаемых по формулам (1). Мы хотим показать
неограниченность константы Лебега, т. е. нормы опрераторов Pν , на рассматриваемой после-
довательности сеток.

Теорема 1. Последовательность констант Лебега (b−a)-периодических параболических

сплайнов по Субботину на последовательности сеток {∆ν} стремится к ∞ при ν → ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку действие операторов можно представить в виде

(Pνf)(x) =

2ν2
∑

i=1

f(xν,i)Fν,i(x),

где Fν,i — периодический фундаментальный параболический сплайн по Субботину для сет-
ки ∆ν , однозначно определяемый интерполяционными условиями Fν,i(xν,j) = δi,j, δi,j — символ
Кронекера, то

‖Pν‖ = sup
‖f‖∞≤1

∥

∥

∥

∥

2ν2
∑

i=1

f(xν,i)Fν,i

∥

∥

∥

∥

∞

≥
∥

∥

∥

∥

ν
∑

m=1

Fν,2mν

∥

∥

∥

∥

∞

. (4)

Как обычно, считаем
‖g‖∞ = ess sup

a6x6b

∣

∣g(x)
∣

∣.

Заметим, что функция

sν(x) =

ν
∑

m=1

Fν,2mν(x) (5)

является периодическим на [a, b] параболическим сплайном и совпадает со сплайном по Суб-
ботину, заданным лишь на геометрической сетке

a = xν,0 < xν,1 < . . . < xν,ν (6)

значениями 1 в первом узле xν,0 и 0 в остальных узлах, а также принимающим нулевые зна-
чения производных на концах, т. е. в точках xν,0 и xν,ν . Таким образом, в дальнейшем можно
ограничиться рассмотрением сплайна (5) только на сетке (6), являющейся частью сетки ∆ν ,
которую в дальнейшем будем обозначать ∆̄ν . Для упрощения узлы этой сетки будем обозна-
чать лишь одним индексом, опуская индекс ν номера сетки.

Теперь задача состоит в оценке нормы параболического сплайна по Субботину, интерпо-
лирующего на сетке

∆̄ν : a = x0 < x1 < . . . < xν , xj+1 = xj + qjhν , j = 0, . . . , ν − 1,

такие данные: 1 в узле x0 и 0 в остальных узлах, и принимающего на концах нулевые значения
производной. К тому же, поскольку сетка ∆̄ν является частью сетки ∆ν , то мы знаем, как эти
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сетки ∆̄ν и δν продолжены за пределы отрезка [x0, xν ], а именно, симметрично относительно
его концов.

Будем использовать представление искомого сплайна (5) в виде разложения по B-сплайнам
с узлами на сетке δν

sν(x) =
ν

∑

i=−2

αiNi(x).

Здесь Ni(x) — нормализованный B-сплайн второй степени с узлами на сетке δν и носителем
[ξi, ξi+3] (см. [1]).

Условия интерполяции и краевые условия приводят к следующей системе уравнений для
определения неизвестных коэффициентов α−2, . . . , αν :

α−2 = α0,

α−2 + 2(2 + q)α−1 + α0 = 2(3 + q),

q2(1 + q)2α−1 + q[3(1 + q)2 + (2 + q)(3 + q)]α0 + (3 + q)α1 = 0,

q3αi−2 + 3q(1 + q)αi−1 + αi = 0, i = 2, . . . , ν − 2,

q3αν−3 + q[(1 + 2q)(1 + 3q) + 3(1 + q)2]αν−2 + (1 + q)2αν−1 = 0,

qαν−2 + 2(1 + 2q)αν−1 + qαν = 0,

αν−2 = αν .

Исключая из уравнений по 2 крайних коэффициента, относительно оставшихся неизвестных
α0, . . . , αν−2 получаем систему уравнений

q[2(1 + q)2 + (2 + q)2]α0 + (2 + q)α1 = −q2(1 + q)2, (7)

q3αi−1 + 3q(1 + q)αi + αi+1 = 0, i = 1, . . . , ν − 3, (8)

q2(1 + 2q)αν−3 + [(1 + 2q)2 + 2(1 + q)2]αν−2 = 0. (9)

Решения такой системы уравнений можно искать в виде αi = λi. Находим корни λ1, λ2

характеристического уравнения

λ2 + 3q(1 + q)λ+ q3 = 0, (10)

получаем

λ1 = −3

2
q(1 + q) +

1

2

√

9q2(1 + q)2 − 4q3, λ2 = −3

2
q(1 + q)− 1

2

√

9q2(1 + q)2 − 4q3.

Тогда αj = c1λ
j
1 + c2λ

j
2, j = 0, . . . , ν − 2, причем коэффициенты c1, c2 можно найти из урав-

нений (7), (9). Но нам нет необходимости выписывать явные формулы для c1 и c2, мы хотим

знать их поведение при ν → ∞. Легко установить, что c1 = O(1), c2 = O
(∣

∣

∣

λ1

λ2

∣

∣

∣

ν)

, а для

B-сплайн-коэффициентов

αj = λj
1O(1) + λj

2O
(
∣

∣

∣

λ1

λ2

∣

∣

∣

ν)

, j = 0, . . . , ν − 2.

Тогда значение сплайна (5) в точке x из среднего подынтервала [ξm, ξm+1], m = [ν/2], проме-
жутка [a, a+Hν ] таково:

m
∑

k=m−2

[

λk
1O(1) + λk

2O
(∣

∣

∣

λ1

λ2

∣

∣

∣

ν)]

Nk(x) = O(|λ1|m),
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и, следовательно, в силу (4), при достаточно больших ν приходим к оценке

‖Pν‖ > K|λ1|ν/2

с некоторой константой K > 0, не зависящей от сетки, причем при q > ρ∗ = 2+
√
3 выполняется

неравенство |λ1| > 1, означающее неограниченный рост константы Лебега на рассматриваемой
последовательности сеток {∆ν} с ростом ν.

Теорема доказана.

3. Альтернативная схема интерполяции

Теперь будем рассматривать ту же последовательность «плохих» сеток {∆ν} с данными,
описанную ранее, но сетку узлов параболического сплайна δν выберем другой. На каждом
промежутке [xi−1, xi] узел сплайна ξi будем ставить не строго посередине (схема Субботина),
а пропорционально длине соседних промежутков, т. е. по формулам (2) и (3). Поскольку лю-
бая наша сетка ∆ν однозначно определяется куском [a, a +Hν ], то и узлы сплайна нам надо
задать лишь на промежутках указанного куска. Во всех внутренних промежутках этого куска
узел ξi ставим так, чтобы он делил промежуток [xi−1, xi] в отношении (3), а в крайних — в
отношении (2). В результате получаем, что все промежутки разбились в отношении 1 : q.

Теорема 2. Последовательность констант Лебега альтернативной схемы интерполя-

ции (b− a)-периодическими параболическими сплайнами на последовательности сеток {∆ν}
ограничена некоторой константой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ограниченность нормы оператора интерполяции на последо-
вательности сеток эквивалентна сходимости процесса интерполяции для любой непрерывной
функции отрезка [a, b], в нашем случае (b − a)-периодической. Мы покажем сходимость про-
цесса интерполяции на рассматриваемой последовательности сеток ∆ν . В работе [4] установле-
ны оценки погрешности интерполяции при произвольном расположении узлов сплайна через
чебышёвскую или sup-норму обратной матрицы системы уравнений относительно коэффици-
ентов разложения интерполяционного сплайна по B-сплайнам. Ограниченность нормы такой
матрицы для нормализованных B-сплайнов второй степени с узлами на сетке δν константой,
не зависящей ни от q, ни от ν, и будет означать сходимость процесса интерполяции для любой
непрерывной функции f(x), а следовательно, и ограниченность константы Лебега.

Хотя сетки ∆ν и δν однозначно определяются сеткой куска [a, a+Hν ], условия интерполя-
ции следует записать для всех точек данных отрезка [a, b], так как интерполируемая функция
имеет период b− a. Условие интерполяции в точке x0 имеет вид

1

4(1 + q)
α−2 +

1 + 2q

2(1 + q)
α−1 +

1

4(1 + q)
α0 = f(x0), (11)

такие же уравнения, отличающиеся лишь правой частью и сдвигом индексов, будут и во всех
точках x2mν , m = 0, . . . , ν. В точке xν условие интерполяции таково:

q

4(1 + q)
αν−2 +

2 + q

2(1 + q)
αν−1 +

q

4(1 + q)
αν = f(xν), (12)

и опять это же уравнение с точностью до сдвига индексов справедливо и для точек x2mν+ν ,
m = 1, . . . , ν. А во всех остальных узлах сетки ∆̄ν уравнения будут иметь вид

q

4(1 + q)
αi−2 +

3

4
αi−1 +

1

4(1 + q)
αi = f(xi), (13)

i = 1, . . . , ν − 1. На куске [a + Hν, a + 2Hν ] с симметричной сеткой уравнения также будут
симметричны:

1

4(1 + q)
αi−2 +

3

4
αi−1 +

q

4(1 + q)
αi = f(xi), i = ν + 1, . . . , 2ν − 1. (14)
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Таким образом, с учетом периодичности матрица системы уравнений относительно всех
неизвестных α1, . . . , α2ν2 является циклической трехдиагональной, в которой строки образова-
ны всего четырьмя различными тройками ненулевых элементов. Заметим, что во всех строках
присутствует диагональное преобладание, однако в строках вида (12) величина диагонально-
го преобладания равна 1/(1 + q), которая стремится к 0 с увеличением q, что не позволяет
говорить об ограниченности нормы обратной матрицы независимо от q.

Тем не менее для рассматриваемой конструкции константа Лебега все-таки ограничена.
Оказывается, хорошую оценку нормы обратной матрицы системы уравнений (11)–(14), ко-
торую обозначим A = (aij), можно установить, рассмотрев диагональное преобладание по
столбцам. Оценка элементов обратной матрицы может быть установлена [7, теорема 1] через
характеристику столбцевого диагонального преобладания

σ = max
j

1

|ajj |
∑

i 6=j

|aij|,

что в трехдиагональном случае приводит к оценке

‖A−1‖∞ ≤ 1 + σ

(1− σ)2
max

i

1

|aii|
.

В нашем случае σ = 1/2, поэтому ‖A−1‖∞ ≤ 12.

Теорема доказана.

Заметим, что оценку элементов обратной к A матрицы можно получить и из циклического
аналога теоремы Демко [8]. Величина столбцевого диагонального преобладания во всех столб-
цах одинакова и равна 1/2, поэтому в силу [9] имеем ‖A−1‖1 = 2, а для нормы самой матрицы
имеет место оценка ‖A‖1 ≤ 3/2.

Заключение

На примере интерполяции параболическими сплайнами мы показали, что, выбирая под-
ходящим образом сетку узлов сплайна, можно добиться сходимости процесса интерполяции
(ограниченности константы Лебега), в то время как использование классической схемы ин-
терполяции ведет к расходящемуся интерполяционному процессу. Успеха удалось добиться за
счет того, что в альтернативной схеме при выборе узлов сплайна учитываются величины со-
седних промежутков сетки данных. Однако нам не удалось показать, что при предложенной
альтернативной схеме интерполяции константа Лебега будет всегда ограничена.
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