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Рассмотрен стандартный способ линейной интерполяции функции, имеющей непрерывные и огра-

ниченные заданной константой частные производные второго порядка, на тетраэдре. Получены оценки

аппроксимации производных первого порядка, более точные по сравнению с известными.
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Введение

Пусть ∆ — тетраэдр с вершинами a1, a2, a3, a4; f — функция, определенная на ∆ и непре-
рывная вместе с любыми своими производными до второго порядка включительно; пусть рав-
номерная норма любой производной второго порядка по направлениям произвольных единич-
ных векторов ξ1, ξ2 на ∆ ограничена сверху неотрицательной константой M (соответствующий
класс функций обозначим через W (M)).

Обозначим через P = P [f ] многочлен первой степени (по совокупности переменных), ин-
терполирующий значения функции f в вершинах тетраэдра ∆. Введем также следующие обо-
значения: Ti — грань тетраэдра напротив вершины ai; a5 — проекция точки a4 на плоскость
треугольника T4; a6 — проекция точки a4 на прямую, содержащую отрезок a2a3; τij — еди-
ничный вектор, направленный от ai к aj ; dij — длина отрезка aiaj ; Hi — диаметр грани Ti;
H — диаметр тетраэдра ∆; αi, βi, γi — соответственно наименьший, средний, наибольший уг-
лы треугольника Ti; θijk — угол между прямыми с направляющими векторами τji и τjk; Ri —
величина радиуса описанной вокруг Ti окружности; ϕij — угол между плоскостями граней Ti
и Tj .

Для любых неотрицательных функций ψ1 и ψ2 запись ψ1 . ψ2 будет означать, что су-
ществует положительная константа C такая, что ψ1 ≤ Cψ2. Если ψ1 . ψ2 и ψ2 . ψ1, будем
писать, что ψ1 ≍ ψ2. Отметим, что для любого i = 1, 2, 3, 4 имеет место отношение

sin βi ≍ sin γi. (0.1)

Пусть
R = max

i=1,2,3,4
Ri,

ϕ — такой угол, что
sinϕ = max

i,j∈{1,2,3,4}, i 6=j
sinϕij .

1Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда (проект № 14-11-00702).
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Через ‖ · ‖ везде будет обозначаться равномерная норма на ∆. Известно, что

‖f − P‖ .MH2

(см., например, [5] или [4]). Ниже будут получены оценки сверху аппроксимации производных
функции f производными линейного интерполянта P в терминах величин R и ϕ.

1. Оценки аппроксимации производных

Теорема. Для любой функции f ∈ W (M) и любого единичного вектора ξ справедлива

оценка
∥

∥

∥

∂f

∂ξ
−
∂P

∂ξ

∥

∥

∥
.
MR

sinϕ
. (1.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть нумерация вершин тетраэдра такова, что ϕ = ϕ14. Вве-
дем оси прямоугольной системы координат следующим образом: ось Ox выберем параллель-
ной отрезку a2a3, ось Oy — в плоскости треугольника T4 перпендикулярно оси Ox, ось Oz

перпендикулярна плоскости треугольника T4. Для определенности и упрощения дальнейших
выкладок выберем направления координатных осей: пусть ось Ox является сонаправленной с
вектором τ23, оси Oy и Oz образуют острые углы с векторами τ21 и τ34 соответственно (см.
рисунок). Положим

e = f − P.

Рассмотрим треугольник T4 с вершинами a1, a2, a3. Один из углов θ123 или θ132 является
средним или наибольшим углом треугольника T4. Договоримся считать, что таким углом явля-
ется θ123 (иначе можем изменить нумерацию вершин). Так как P является линейной функцией,
интерполирующей f в вершинах тетраэдра ∆, то
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откуда с учетом (0.1) следует оценка
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Пользуясь формулой Тейлора в одномерном случае (вдоль отрезка a2a3), можем утверждать,
что для любой точки u, принадлежащей отрезку a2a3, в том числе для u = a3, имеют место
оценки
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Среди отрезков a2a4 и a3a4 выберем тот, который имеет наименьшую длину. Не ограничи-
вая общности, будем считать, что таким отрезком является a3a4. Отметим, что в этом случае
θ234 совпадает с β1 или γ1. Используя то, что производная функции P по направлению вектора
τ34 является разделенной разностью, аппроксимирующей производную функции f по тому же
направлению, получаем оценку
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В то же время имеет место равенство

∂e(a3)
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∂y
cos θ435 sin θ536 +

∂e(a3)

∂z
sin θ435
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sinϕ14 sin θ234. (1.5)

Из (1.2)–(1.5) и того, что sin θ234 ≍ sin γ1, получаем оценку
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Для завершения доказательства теоремы остается воспользоваться формулой Тейлора для
e с центром в точке a3 и оценками (1.2), (1.3), (1.6). �

2. Обсуждение точности

В этом параграфе мы покажем, что полученные оценки сверху являются неулучшаемыми
для определенного класса тетраэдров.

Пусть для любого i = 1, 2, 3, 4 имеет место отношение Hi ≍ H и вершины в ∆ занумерованы
таким образом, что sin γ4 ≥ sin γi для любого i = 1, 2, 3. Тогда из [2] (доказательства лемм 6
и 9) следует, что найдутся функция f∗ и единичный вектор ξ такие, что
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∂ξ

∥

∥

∥
&
MH

sin θ
,

где θ — угол между плоскостью грани T4 и прямой, проходящей через наименьшее из ребер aia4
(i = 1, 2, 3). Пусть для определенности это будет ребро a3a4. Поскольку для такого тетраэдра в
силу выбора нумерации вершин при i = 1 или i = 2 выполняется условие sin γ4 ≍ sin γ3 & sin γi,
то
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Если же, например, H3 ≪ H, то из [2] (лемма 5 и формулы (23), (33)) для некоторых
функции f∗ и единичного вектора ξ может быть получена лишь оценка
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Кроме того, из [1] следует, что для любого i = 1, 2, 3, 4 найдутся функция f∗i и единичный век-

тор ξi такие, что
∥
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&MRi. Таким образом, для любого тетраэдра ∆ существуют

функция f∗ и единичный вектор ξ такие, что
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В общем случае проблема точности полученных оценок сверху остается открытой.

3. Cравнение с известными оценками

Существует множество работ, посвященных оценкам сверху величин аппроксимации произ-
водных порядка 1, 2, . . . , n исходной функции производными интерполяционных многочленов
степени n на симплексах размерности d, и эти оценки пишутся в терминах различных характе-
ристик симплексов. В частности, в [5] оценки получены с использованием аналога наименьшего
угла треугольника, в работах [2; 4; 6; 7] — с использованием различных аналогов наибольшего
угла треугольника, в [3] — с использованием введенного автором “модифицированного условия
пустой сферы”. Более широкий перечень получаемых оценок можно найти в [2].

В [2] для произвольных d, n показано, что оценки из [7] близки к неулучшаемым. Там
же для d = 3, n = 1 продемонстрировано, что оценки из [7] иногда могут быть улучшены.
Соответствующие оценки из [2] имеют вид, близкий к (1.1), однако для них не доказано (и
в [2] это не утверждается), что sinϕ является наибольшей из величин sinϕij , i 6= j.
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