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В работе строится линейный метод восстановления псевдодифференциальных операторов на m-мерном
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1. Введение

1. Пусть X, Y— банаховы пространства, F — заданное множество элементов из X и H —
некоторая (линейная) совокупность линейных операторов T : X → Y (‖ · |Y ‖ — норма про-
странства Y ; если оператор T ограничен, то ‖T |X → Y ‖ — его норма).

Задача приближенного восстановления (значений) оператора T (из совокупности H) на
элементах f ∈ F по конечной (неполной) информации о f и T , рассматриваемая в работе,
состоит в следующем.

Пусть заданы два счетных набора D = {db : b ∈ B} и G = {gc : c ∈ C} линейных функцио-
налов на X и на H соответственно

db : X → C : f 7→ db(f) (b ∈ B), gc : H → C : T 7→ gc(T ) (c ∈ C).

1Работа выполнена при поддержке гранта AP05133257 МОН РК.
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Требуется,

во-первых, ∀N ∈ N выбрать конечные наборы функционалов DN = {db | b ∈ BN} (т. е.
оператор информации о f : DN (f) = {db(f) | b ∈ BN}, здесь BN ⊂ B, #BN = N или, по
крайней мере, #BN ≍ N) и GN = {gc | c ∈ CN} (т. е. оператор информации о T : GN (T ) =
{gc(T ) | c ∈ CN}, здесь CN ⊂ C, #CN < ∞), причем BN1 ⊂ BN2 , CN1 ⊂ CN2 при N1 < N2,
∪N∈NBN = B, ∪N∈NCN = C);

во-вторых, построить билинейное отображение (метод восстановления)

ΥN : DN (X)×GN (H) → Y : DN (f)×GN (T ) 7→ ΥN (DN (f),GN (T ));

в-третьих, получить оценки для величины (погрешности в пространстве Y метода ΥN вос-
становления значений оператора T на элементах из F по операторам информации DN и GN )

R(T,F;DN ,GN ,ΥN ;Y ) = sup
f∈F

‖Tf −ΥN (DN (f),GN (T )) |Y ‖, (1.1)

достаточно хорошие для всех операторов T из H (за счет выбора операторов информации DN

и GN или, другими словами, множеств индексов BN и CN ). Кроме того, желательно исполь-
зовать информацию об операторах T по возможности “экономно”, т. е. так, чтобы #CN → +∞
достаточно медленно (при N → +∞).

В предлагаемой работе эта задача восстановления изучается для псевдодифференциаль-
ных операторов ((тороидальных) ПДО) на m-мерном торе, имеющих вид

Ta : f 7→ Taf(x) =
∑

ξ∈Zm

a(x, ξ)f̂(ξ)e2πiξx, (1.2)

с символами a : Tm × Z
m → C, принадлежащими классам Ψ̃τm

εϑ[υ;k] ≡ Ψτm
εϑ[υ;k](T

m × Z
m),

т. е. для H = {Ta | a ∈ Ψ̃τm
εϑ[υ;k]}. Далее, берутся X = Lp(T

m), Y = Lr(T
m) (1 < p , r < ∞),

в качестве F — единичные шары функциональных пространств типа Никольского— Бесова
Bs m

p q(T
m) и типа Лизоркина— Трибеля Ls m

p q(T
m), в качестве D — набор {dξ | ξ ∈ Z

m}, где

dξ(f) = f̂(ξ) — коэффициенты Фурье функции f , в качестве G — набор {gξ,ζ | (ξ, ζ) ∈ Z
m×Z

m},
где gξ,ζ(a) = â(ζ, ξ) — коэффициенты Фурье функции a( · , ξ).

2. Здесь и ниже используются следующие обозначения. N,Z,R,C — множества натураль-
ных, целых, действительных и комплексных чисел соответственно, N0 = N∪{0}, R+ = (0,+∞),
#Γ — число элементов конечного множества Γ (#Γ = 0 ⇔ Γ = ∅). Для m ∈ N пусть
zm = {1, 2, . . . ,m}; Tm ≡ (R/Z)m — m-мерный тор. Для x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym) ∈ R

m

положим xy = x1y1+. . .+xmym, 〈x〉 =
√
1 + xx, |x| = |x1|+. . .+|xm|, |x|∞ = max{|xk| : k ∈ zm},

x ≤ y(x < y) ⇔ xk ≤ yk(xk < yk), k ∈ zm.

S(Rm) и S ′(Rm) — пространства Шварца пробных функций и распределений соответствен-
но; f̂ ≡ Fm(f) и f̌ ≡ F−1

m (f) — прямое и обратное преобразования Фурье f ∈ S ′(Rm). Далее,
S ′(Tm) — пространство 1-периодических (по всем переменным) распределений, т. е. совокуп-
ность всех f ∈ S ′(Rm) таких, что 〈f, ϕ(· + ξ)〉 = 〈f, ϕ〉 для всех ϕ ∈ S(Rm) и любых ξ ∈ Z

m.
Хорошо известно, что f ∈ S ′(Tm), если и только если supp f̂ ⊂ Z

m, т. е. распределение f̂
обращается в 0 на открытом множестве R

m\Zm.

Lp(I
m) (0 < p ≤ ∞) — пространство измеримых функций f : Im → C, суммируемых в степе-

ни p (при p = ∞ существенно ограниченных) на I
m, со стандартной (квази)нормой ‖f | Lp(I

m)‖(
здесь I ∈ {R,T, I}, I =

(
− 1

2
,
1

2

))
. Для f ∈ L1(R

m) и g ∈ L1(T
m)

f̂(ξ) =

∫

Rm

f(x)e−2πiξx dx, ξ ∈ R
m, и ĝ(ξ) =

∫

Tm

g(x)e−2πiξx dx, ξ ∈ Z
m.

Будем использовать стандартные мультииндексные обозначения:
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для α = (α1, . . . , αm), β = (β1, . . . , βm) ∈ N
m
0

|α| = α1 + · · ·+ αm, α! = α1! . . . αm!,

(
α

β

)
=

α!

β! (α − β)!
, β ≤ α;

для f ∈ S ′(Rm)

∂αf(x) (≡ ∂αx f(x)) = ∂α1
1 . . . ∂αm

m f(x), где ∂k =
∂

∂xk
, k ∈ zm;

для функции h : Zm → C операторы (кратной) разности порядка α (соответственно “впе-
ред” и “назад”) задаются формулами

∆αh (ξ) ≡ ∆α
ξ h (ξ) =

∑

β∈Nm

0 : β≤α

(−1)|α−β|

(
α

β

)
· h (ξ + β),

∆
α
h (ξ) ≡ ∆

α
ξ h (ξ) =

∑

β∈Nm

0 : β≤α

(−1)|β|
(
α

β

)
· b (ξ − β).

3. Конструкция линейного метода восстановления ПДО. Пусть Λ — произвольное
конечное множество из Z

m и

T(Λ) =
{

t(x) =
∑

ξ∈Λ

t̂ (ξ)e2πi ξx | t̂ (ξ) ∈ C, ξ ∈ Λ
}

— пространство тригонометрических полиномов со спектром Λ. Для распределения f ∈ S ′(Tm)
пусть

f(x) =
∑

ξ∈Zm

f̂(ξ)e2πiξx, SΛ(f, x) =
∑

ξ∈Λ

f̂(ξ)e2πiξx (1.3)

— ее ряд Фурье и сумма Фурье, соответствующая спектру Λ.

Проведем элементарные формальные преобразования действия ПДО Ta на SΛ(f)
(
ниже

â(ζ, ξ) =

∫

Tm

a(x, ξ)e−2πiζxdx — коэффициент Фурье функции a(x, ξ), ζ ∈ Z
m
)
:

TaSΛ(f)(x) =
∑

ξ∈Λ

a(x, ξ)f̂ (ξ)e2πiξx

=
∑

ξ∈Λ

( ∑

ζ∈Zm

â(ζ, ξ)e2πiζx
)
f̂(ξ)e2πiξx =

∑

ζ∈Zm

(∑

ξ∈Λ

â(ζ − ξ, ξ)f̂(ξ)
)
e2πiζx,

тогда

SΛ(TaSΛ(f), x) =
∑

ζ∈Λ

(∑

ξ∈Λ

â(ζ − ξ, ξ)f̂(ξ)
)
e2πiζx.

Ясно, что при “построении” полинома SΛ(TaSΛ(f)) используются оператор информации о
функции f (набор функционалов) DΛ := {dξ | ξ ∈ Λ} и оператор информации о ПДО Ta (набор
функционалов) GΛ := {gξ,ζ | ξ ∈ Λ, ζ ∈ Λ− ξ}, причем #DΛ = #Λ и #GΛ = (#Λ)2.

Определим теперь метод ΥΛ восстановления ПДО Ta, использующий операторы информа-
ции DΛ и GΛ, по формуле (пока с произвольным конечным Λ ⊂ Z

m)

ΥΛ(DΛ(f),GΛ(Ta))(x) := SΛ(TaSΛ(f), x) =
∑

ζ∈Λ

(∑

ξ∈Λ

â(ζ − ξ, ξ)f̂(ξ)
)
e2πiζx. (1.4)

Метод восстановления ΥΛ использует M := #Λ + (#Λ)2 “единиц информации”: (#Λ)2 — об
операторе, #Λ — о функции.
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2. Классы символов и функциональные пространства

Фиксируем n ∈ N , n ≤ m, и вектор m = (m1, . . . ,mn) ∈ N
n с

|m| = m (m = m, если n = 1; m = 1 ≡ (1, . . . , 1) ∈ N
m, если n = m.)

Представим x = (x1, . . . , xm) ∈ R
m = R

m1 × . . .× R
mn в виде

x = (x1, . . . , xn), где xν = (xkν−1+1, . . . , xkν ) ∈ R
mν ,

здесь k0 = 0, kν = m1 + · · ·+mν .
Для z = (z1, . . . , zn) ∈ R

n, x = (x1, . . . , xn) ∈ T
m, z ⊂ zn

(
z 6= ∅, z = {ν1, . . . , ν#z},

1 ≤ ν1 < . . . < ν#z ≤ n
)

используем обозначения

zz = (zν1 , . . . , zν#z
) ∈ R

#z, xz = (xν1 , . . . , xν#z) ∈ T
mz := T

mν1 × · · · × T
mν#z ,

в частности, zzn = z, xzn = x, T
mzn = T

m, x = (xz, xż), где ż = zn \ z.
О п р е д е л е н и е 1. Пусть τ = (τ1, . . . , τn) ∈ Rn, ̺ = (̺1, . . . , ̺n), δ = (δ1, . . . , δn) ∈

[0, 1]n, k = (k1, . . . ,kn), l = (l1, . . . , ln) ∈ N
n
0 . Тогда символ a(x, ξ) принадлежит классу

S̃τm
̺δ [k, l] := Sτm

̺δ [k, l](T
m × Z

m), если конечна величина

‖a | S̃τm
̺δ [k, l]‖ := sup

{
|∆α

ξ ∂
β
xa(x, ξ)|

∏

ν∈zn

〈ξν〉̺ν |αν |−δν |βν |−τν |

(x, ξ) ∈ T
m × Z

m, α, β ∈ N
m
0 : |αν | ≤ kν , |βν | ≤ lν , ν ∈ zn

}
. (2.1)

З а м е ч а н и е 1. При n = 1 класс символов S̃τm
̺δ [k, l] есть аналог для тора T

m извест-
ного класса Sτ

̺δ(R
m × R

m) Л. Хермандера, который играет важную роль в теории дифферен-
циальных операторов с переменными коэффициентами; см., например, [1]. При n = m ≥ 2 эти
классы содержат символы тороидальных ПДО смешанного типа. В случае 1 < n < m такие
ПДО естественным образом возникают в связи с функциональными пространствами “типа
произведения” (см., например, [2–5; 6, Ch. II, § 5.20–5.23, Ch. III, § 5.27]).

Пусть ℓq = ℓq(N
n
0 ) (1 ≤ q ≤ ∞) — пространство числовых последовательностей (aκ) =

(aκ)κ∈Nn

0
с конечной нормой

‖(aκ) | ℓq‖ =

( ∑

κ∈Nn

0

|aκ|q
)1/q

(1 ≤ q <∞), ‖(aκ) | ℓ∞‖ = sup(|aκ| : κ ∈ N
n
0 );

ℓq(Lp) (соответственно Lp(ℓq)) — пространство функциональных последовательностей

(gκ(x)) = (gκ(x))κ∈Nn

0
, x ∈ T

m,

с конечной нормой
‖(gκ) | ℓq(Lp)‖ = ‖(‖gκ |Lp‖) | ℓq‖

(соответственно ‖(gκ) |Lp(ℓq‖ = ‖‖(gκ(·)) | ℓq‖ |Lp‖).
Теперь определим (“m-кратное”) разбиение единицы на R

m. Сначала выберем функцию

η0 := η
(m)
0 ∈ S(Rm) такую, что

0 ≤ η0(ξ) ≤ 1, ξ ∈ R
m, η0(ξ) = 1, если |ξ|∞ ≤ 1; η0(ξ) = 0, если |ξ|∞ ≥ 3/2;

положим η(ξ) := η0(2
−1ξ)− η0(ξ) и ηj(ξ) := η

(m)
j (ξ) := η(2−j+1ξ), j ∈ N.
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Тогда H
(m) := {η(m)

j (ξ), j ∈ N0} — гладкое разбиение единицы (по “коридорам”) на R
m, а

H
(m) := ⊗ν∈znH

(mν) :=
{
ηκ(ξ) := η(m)κ (ξ) :=

∏

ν∈zn

η(mν )
κν

(ξν), κ = (κ1, . . . , κn) ∈ N
n
0

}

— (“m-кратное”) разбиение единицы на R
m:

∑∞
j=0 η

(m)
j (ξ) ≡ ∑

κ∈Nn

0
η
(m)
κ (ξ) ≡ 1, ξ ∈ R

m.

Введем операторы ∆⋆
κ := ∆⋆m

κ и ∆η
κ := ∆η m

κ на S ′(Tm) для f ∈ S ′(Tm):

∆η
κ(f, x) = Dη

κ ∗ f(x) =
∑

ξ∈Zm

η(m)κ (ξ)f̂(ξ)e2πi ξx, Dη
κ(x) :=

∑

ξ∈Zm

η(m)κ (ξ)e2πi ξx ∈ T(ρ(m, η, κ)),

∆⋆
κ(f, x) = Dρ(m,κ) ∗ f(x) =

∑

ξ∈ρ(m,κ)

f̂(ξ)e2πi ξx, Dρ(m,κ)(x) =
∑

ξ∈ρ(m,κ)

e2πi ξx ∈ T(ρ(m, κ)).

Здесь f∗g — свертка распределения f и бесконечно гладкой функции g: f∗g(x) = f(g(x− · ))(
если f, g ∈ L1(T

m), то как обычно, f ∗ g(x) :=
∫

Tm

f(x− y)g(y)dy
)
,

ρ(m, η, κ) :=
{
ξ ∈ Z

m | ⌊2κν−1⌋ ≤ |ξν |∞ < 3 · 2κν−1, ν ∈ zn
}
,

ρ(m, κ) :=
{
ξ ∈ Z

m | ⌊2κν−1⌋ ≤ |ξν |∞ < 2κν , ν ∈ zn
}

(κ ∈ N
n
0 )

(⌊u⌋ — целая часть числа u ∈ R). Ясно, что

ρ(m, κ) ⊂ ρ(m, η, κ) ⊂ ∪λ∈{0,1}nρ(m, κ+ λ). (2.2)

О п р е д е л е н и е 2. Пусть s = (s1, . . . , sn) ∈ R
n, 0 < q ≤ ∞.

1) Пространство типа Никольского — Бесова Bsm
p q ≡ Bsm

p q (T
m) (0 < p ≤ ∞) состоит из всех

распределений f ∈ S ′(Tm), для которых конечна (квази)норма

‖ f |Bsm
p q ‖ = ‖(2sκ∆η

κ(f, x)) | ℓq(Lp)‖.
2) Пространство типа Лизоркина — Трибеля Lsm

p q ≡ Lsm
p q (T

m) (0 < p <∞) состоит из всех
распределений f ∈ S ′(Tm), для которых конечна (квази)норма

‖ f |Lsm
p q ‖ = ‖(2sκ∆η

κ(f, x)) |Lp(ℓq)‖.
Единичные шары Bsm

p q ≡ Bsm
p q (T

m) и Lsm
p q ≡ Lsm

p q (T
m) этих пространств будем называть классами

типа Никольского — Бесова и Лизоркина — Трибеля соответственно.

З а м е ч а н и е 2. Комментарии и библиография по пространствам Bsm
p q и Lsm

p q приведены
в [7]. Здесь отметим лишь следующее. При n = m (т. е. m = 1 = (1, . . . , 1) ∈ N

m) пространства
Bs 1

p q и Ls 1
p q суть пространства смешанной гладкости. В частности, MW s

p := Ls 1
p 2 (1 < p < ∞)

и MHs
p := Bs 1

p∞ (1 ≤ p ≤ ∞) — пространства функций с ограниченной в Lp доминирующей
смешанной производной и разностью соответственно. При n = 1 (т. е. m = m) Bs

p q := Bsm
p q и

Ls
p q := Lsm

p q — изотропные пространства Никольского— Бесова и Лизоркина— Трибеля соот-
ветственно. Оценки приближения тригонометрическими полиномами и всплесками, а также
поперечников Фурье классов Bsm

p q и Lsm
p q , использованные здесь при получении оценок погреш-

ности восстановления тороидальных ПДО, установлены в [7; 8].

Из класса Ψ̃τm[k, l] := Ψτm[k, l](Tm × Z
m) := S̃τm

1,0
[k, l] (1, 0 ∈ R

n) при помощи дополни-

тельных условий гладкости выделим (под)класс Ψ̃τm
ǫ θ [υ;k, l] := Ψτm

ǫ θ [υ;k, l](T
m × Z

m).

О п р е д е л е н и е 3. Пусть τ = (τ1, . . . , τn) ∈ R
n, υ = (υ1, . . . , υn) ∈ R

n
+, 1 ≤ θ ≤ ∞,

ǫ = (ǫ1, . . . , ǫn) ∈ [0, 1]n, k = (k1, . . . ,kn), l = (l1, . . . , ln) ∈ N
n. Тогда символ a(x, ξ) из

Ψ̃τm[k, l] принадлежит классу Ψ̃τm
ǫ θ [υ;k, l] := Ψτm

ǫ θ [υ;k, l](T
m × Z

m), если конечна величина

‖a | Ψ̃τm
ǫ θ [υ;k, l]‖ := sup

{
‖∆α

ξ ∂
β
xa(x, ξ) |Bυzmz

∞ θ ‖
∏

ν∈z

〈ξν〉|αν |−τν−υνǫν ×
∏

ν∈ż

〈ξν〉|αν |−τν
∣∣

α, β ∈ N
m
0 : |αν | ≤ kν , |βν | ≤ lν(ν ∈ zn), (x

ż, ξ) ∈ T
mz × Z

m, z ⊂ zn(z 6= ∅)
}
.

(Здесь норма пространства Bυzmz
∞ θ (Tmz) вычисляется по “переменной” xz, ż = zn \ z.)
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3. Оценки сверху погрешности восстановления

Прежде всего определим вектор γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Rn. Положим

ςν =
sν
mν

−
(1
p
− 1

r

)
+
, ν ∈ zn, ς := min{ςν : ν ∈ zn}, ω = #{ν ∈ zn : ςν = ς}.

(Здесь u+ = max{u, 0} для u ∈ R.) Не ограничивая общности, считаем, что ς = ς1 = . . . =
ςω < ςν , ν ∈ zn \ zω. Выберем числа ς ′ν , ν ∈ zn, из условий ς = ς ′1 = . . . = ς ′ω, ς < ς ′ν < ςν при
ν ∈ zn \ zω. Наконец, положим γν = ς ′νmν/ς, ν ∈ zn.

По γ и u ∈ R+ определим спектры Λγ
u ⊂ Z

m, Λγ,η
u ⊂ Z

m, полагая

Λγ
u := ∪κ∈Nn

0 : γκ≤uρ(m, κ), Λγ,η
u := ∪κ∈Nn

0 : γκ≤uρ(m, η, κ),

ввиду (2.2) верны включения (u(γ) := γ1 + . . . + γn)

Λγ
u ⊂ Λγ,η

u ⊂ Λγ
u+u(γ). (3.1)

Будем использовать знаки ≪ и ≍ порядкового неравенства и равенства: для функций
F : R+ → R+ иH : R+ → R+ пишем F (u) ≪ H(u) при u→ ∞, если найдется такая константа
C = C(F,H) > 0, что верно неравенство F (u) ≤ CH(u) для u ≥ u0 > 0; F (u) ≍ H(u), если
одновременно F (u) ≪ H(u) и H(u) ≪ F (u).

Легко видеть, что верна оценка #Λγ
u ≍ 2uuω−1 (следует применить лемму 5.1 из [7]; ее

доказательство приведено в [8] (там это лемма A)).
Для любого N ∈ N существует единственное uN ∈ R+ такое, что N = 2uNuω−1

N ; обозначим
Λ(γ,N) := Λγ

uN
. Следовательно, #Λ(γ,N) ≍ N , #Λ(γ,N) + (#Λ(γ,N))2 ≍ N2.

Следующая теорема содержит оценки сверху для погрешности (1.1) метода ΥΛ(γ,N) вос-
становления (это метод (1.4) с Λ = Λ(γ,N)) ПДО Ta вида (1.2) по операторам DΛ(γ,N) инфор-

мации о функциях f ∈ Fsm
p q (F ∈ {B,L}) и GΛ(γ,N) информации о символах a ∈ Ψ̃τm

ǫθ [υ;k, l] в
пространстве Lr = Lr(T

m).

Теорема 1. Пусть s, υ ∈ R
n
+, τ ∈ R

n : τν ≤ 0 (ν ∈ zn), 1 ≤ p , q , θ ≤ ∞, 1 < r < ∞,
ǫ ∈ [0, 1]n такие, что ς > 0 и для любого ν ∈ zn выполнено одно из следующих условий:

(i) sν − τν < υν ;
(ii) sν − τν = υν , ǫν < 1 и θ ≤ q;
(iii) sν − τν = υν , ǫν = θ = q = 1.

Далее, пусть

a ∈ Ψ̃τm
ǫ θ [υ;k, l], k =

(
f

⌊m1

2

⌋
+ f + 4, . . . , f

⌊mn

2

⌋
+ f + 4

)
, l =

(⌊m1

r

⌋
, . . . ,

⌊mn

r

⌋)
,

(F, f, f) ∈ {(B, b, b), (L, l, l)}, b = 3, l = 5.

Тогда верна оценка2

R
(
Ta,F

sm
p q ,DΛ(γ,N),GΛ(γ,N),ΥΛ(γ,N), Lr

)
≪a

( logω−1N

N

)ς
(logω−1N)f(p,q,r), (3.2)

где b(p, q, r) =
( 1

p∗
− 1

q

)
+
, l(p, q, r) =

(1
2
− 1

q

)
+

при r ≤ p и b(p, q, r) =
(1
r
− 1

q

)
+
, l(p, q, r) = 0

при p < r ( здесь p∗ = min{p, 2}).

З а м е ч а н и е 3. Вопрос о точности (в смысле порядка) полученных в теореме 1 оценок
погрешности (3.2) будет изучен во второй части работы. Там же будет исследована оптималь-
ность в том или ином смысле (по крайней мере по порядку при N → +∞) предложенного
метода восстановления и дано сравнение с известными методами.

2Здесь обозначение ≪a подчеркивает, что константа в определении ≪ зависит от a.
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4. Ограниченность ПДО между пространствами

гладких функций и распределений

Определим числа σp := max
{
1,

1

p

}
, σpq := max

{
1,

1

p
,
1

q

}
(0 < p, q ≤ ∞), далее положим

σ̃pq := σpq −
1

2
, σ̃p∞ :=

1

p
+

1

2
(0 < p, q <∞).

Ключевым ингредиентом доказательства теоремы 1 является ограниченность из простран-
ства F sm

p q в пространство F s−τ m
p q тороидальных ПДО Ta с символами из класса Ψ̃τm

ǫ θ [υ;k, l]
(здесь F ∈ {B,L}).

Теорема 2. Пусть s, τ ∈ R
n, υ ∈ R

n
+, 0 < p, q ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, ǫ ∈ [0, 1]n. Далее, пусть

a ∈ Ψ̃τ m
ǫ θ [υ;k, l], l = 0 ∈ R

n.

I. Пусть k = k(m, p) : kν = 2
⌊mν

2

⌋
+ 6 +

⌊
mν

(
σp − 1

2

)⌋
(ν ∈ zn). ПДО Ta вида (1.2)

является ограниченным оператором из Bsm
p q в Bs−τ m

p q , если для каждого ν ∈ zn выполнено
одно из следующих условий:

(i) υν(ǫν − 1) +mν(σp − 1) < sν − τν < υν ;

(ii) sν − τν = υν , ǫν < 1,
(
1 +

(
2− ǫν

) υν
mν

)−1
< p и θ ≤ q;

(iii) sν − τν = υν , ǫν = θ = q = 1 и 1 ≤ p.

II. Пусть k = k(m, p, q) : kν = 2
⌊mν

2

⌋
+6+

⌊
mν σ̃pq

⌋
(ν ∈ zn). ПДО Ta вида (1.2) является

ограниченным оператором из Lsm
p q в Ls−τ m

p q (при p < ∞), если для каждого ν ∈ zn выполнено
одно из следующих условий:

(i) υν(ǫν − 1) +mν(σpq − 1) < sν − τν < υν ;

(ii) sν − τν = υν , ǫν < 1,
(
1 + (2− ǫν)

υν
mν

)−1
< p и θ ≤ q;

(iii) sν − τν = υν , ǫν = θ = q = 1 и
(
1 +

υν
mν

)−1
< p.

З а м е ч а н и е 4. 1) Теорема 2 является аналогом для тора T
m основной теоремы рабо-

ты [4]. Идея доказательства теоремы 2 восходит к Р. Койфману и И. Мейеру [9], применялась,
в частности, М. Ямазаки [4] при доказательстве упомянутой теоремы (в случае евклидова про-
странства R

m) и состоит в представлении символа в виде ряда элементарных символов, до-
казательстве ограниченности ПДО с элементарными символами с сопутствующими оценками
и последующем “собирании” этих оценок для получения ограниченности исходного операто-
ра. Кроме того, в доказательстве теоремы 2 применяется техника, развитая автором в статье
2016 г.3 и использованная, в частности, при доказательстве теоремы 1 указанной статьи.

2) В связи с теоремой 2 отметим, что вопросы ограниченности тороидальных ПДО Ta с
символами из классов Sτm

̺δ (Tm × Z
m) (см. определение 1 с n = 1 (⇒ m = m) и дифференци-

альными неравенствами (2.1), выполненными для всех мультииндексов α, β ∈ N
m
0 ) и их ва-

риантов конечной гладкости, привлекли в последнее десятилетие большое внимание. Подроб-
ную историю вопроса и достаточно полную библиографию см. в работе [10], где, в частности,
анонсированы аналоги для тора T

m известных теорем Хёрмандера— Хони (об ограниченно-
сти ПДО с символами из классов Хёрмандера на L2(R

m)) и Хёрмандера— Феффермана—
Алварез— Хони (об ограниченности таких ПДО из Lp(R

m) в Lr(R
m) при 1 < p ≤ r < ∞).

Из теоремы 2 работы [10] следует, что (в обозначениях настоящей работы) если u ≤ 0, то ПДО

Ta вида (1.2) с символом a ∈ S̃um
1,0

[
m + 1,

⌊m
r

⌋]
ограничен на Lr(T

m) при 1 < r < ∞. Отсюда

нетрудно получить ограниченность на Lr(T
m) ПДО Ta вида (1.2) с символом a ∈ S̃τm

1,0[k, l],

k = m+ 1, l =
(⌊m1

r

⌋
, . . . ,

⌊mn

r

⌋)
при 1 < r <∞, если τ ∈ R

n : τν ≤ 0, ν ∈ zn.

3Cм. Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН, 2016, т. 22, № 4, c. 64–80.
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5. Доказательство теоремы 1

Нам понадобится теорема Литлвуда— Пэли (подробный комментарий по ней см. [8]).

Теорема 3. Пусть 1 < r < ∞. Тогда существуют постоянные 0 < cr,m < Cr,m такие,
что для всех f ∈ Lr(T

m)

cr,m‖f |Lr‖ ≤ ‖(∆⋆
κ(f)) |Lr(ℓ2)‖ ≤ Cr,m‖f |Lr‖.

Для произвольного конечного Ξ ⊂ N
n
0 обозначим Λ[Ξ] := ∪κ∈Ξρ(m, κ). Из теоремы 3 выте-

кают два простых следствия:
1) операторы сумм Фурье SΛ[Ξ] : Lr → Lr (см. (1.3)) ограничены равномерно по Ξ:

‖SΛ[Ξ] |Lr → Lr‖ ≤ Cr,m/cr,m ; (5.1)

2) для любой функции f ∈ Lr верно неравенство

‖f − SΛ[Ξ](f) |Lr‖ ≤ (1 + Cr,m/cr,m)min{‖f − t |Lr‖ | t ∈ T(Λ[Ξ])}. (5.2)

В силу п. 2) замечания 4 оператор Ta : Lr → Lr ограничен в условиях теоремы 1. Отсюда
и из (5.1), (5.2) (принимая во внимание (3.1)) для любой функции f ∈ Lr получаем

‖Taf −ΥΛ(γ,N)(DΛ(γ,N)(f),GΛ(γ,N)(Ta)) |Lr‖ = ‖Taf − SΛ(γ,N)(TaSΛ(γ,N)(f)) |Lr‖

≤ ‖Taf − SΛ(γ,N)(Taf) |Lr‖+ ‖SΛ(γ,N)(Ta(f − SΛ(γ,N)(f))) |Lr‖

≤ ‖Taf − SΛ(γ,N)(Taf) |Lr‖+ (Cr,m/cr,m)‖Ta |Lr → Lr‖‖f − SΛ(γ,N)(f) |Lr‖

≤ (1+Cr,m/cr,m)
2
( ∥∥∥Taf−

∑

κγ≤uN−u(γ)

∆η
κ(Taf)

∣∣Lr

∥∥∥+‖Ta |Lr → Lr‖
∥∥∥f−

∑

κγ≤uN−u(γ)

∆η
κ(f)

∣∣Lr

∥∥∥
)
. (5.3)

По теореме 4.1 (см. еще замечание 4.1) работы [7] справедлива оценка (надо еще учесть
определение uN )

sup
{∥∥∥f −

∑

κγ≤uN−u(γ)

∆η
κ(f)

∣∣Lr

∥∥∥
∣∣ f ∈ Fsm

p q

}
≍

( logω−1N

N

)ς
(logω−1N)f(p,q,r). (5.4)

Далее по теореме 2 оператор Ta : F sm
p q → F s−τm

p q ограничен (в условиях теоремы 1). Поэтому
для любой f ∈ Fsm

p q ее образ g := Taf принадлежит ‖Ta |F sm
p q → F s−τm

p q ‖Fs−τm
p q , т. е. шару радиуса

‖Ta |F sm
p q → F s−τm

p q ‖ пространства F s−τm
p q . (Здесь и ниже (F, F ) ∈ {(B, B), (L, L)}.) Поэтому

sup
{∥∥∥Taf −

∑

κγ≤uN−u(γ)

∆η
κ(Taf)

∣∣Lr

∥∥∥
∣∣ f ∈ Fsm

p q

}

≤ ‖Ta |F sm
p q → F s−τm

p q ‖ sup
{∥∥∥g −

∑

κγ≤uN−u(γ)

∆η
κ(g)

∣∣Lr

∥∥∥
∣∣ g ∈ Fs−τm

p q

}
. (5.5)

Положим ς̄ν =
sν − τν
mν

−
(1
p
− 1

r

)
+
, ν ∈ zn, ς̄ := min{ς̄ν : ν ∈ zn}, ̟ = #{ν ∈ zn : ς̄ν = ς̄}.

Если zω0(τ) := {ν ∈ zω : τν = 0} 6= ∅, то 1 ≤ ̟ ≤ ω, ς̄ = ς = ς ′ν = ς̄ν , если ν ∈ zω0(τ), и
ς̄ = ς ≤ ς ′ν < ς̄ν , если ν ∈ zn \ zω0(τ), и снова по теореме 4.1 и замечанию 4.1 из [7] верна оценка

sup
{∥∥∥g −

∑

κγ≤uN−u(γ)

∆η
κ(g)

∣∣Lr

∥∥∥
∣∣ g ∈ Fs−τm

p q

}
≍

( log̟−1N

N

)ς
(log̟−1N)f(p,q,r). (5.6)
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Если же zω0(τ) = ∅, то ς̄ > ς, и аналогичные рассуждения дают (в худшем случае)

sup
{∥∥∥g −

∑

κγ≤uN−u(γ)

∆η
κ(g)

∣∣Lr

∥∥∥
∣∣ g ∈ Fs−τm

p q

}

≪
( logn−1N

N

)ς̄
(logn−1N)f(p,q,r) = ō

(( logω−1N

N

)ς
(logω−1N)f(p,q,r)

)
. (5.7)

Теперь требуемая оценка погрешности (3.2) вытекает из полученных соотноше-
ний (5.3)–(5.7). Теорема 1 доказана.

6. Доказательство теоремы 2

6.1. Предварительные сведения

Для непустого конечного множества Λ ∈ Z
m пусть

d(Λ) = max{|ξ − ζ|∞ : ξ, ζ ∈ Λ }, d̄(Λ) = max (1, d(Λ)).

Для ρ(m, η, j) := {ξ ∈ Z
m : ⌊2j−1⌋ ≤ |ξ|∞ < 3 · 2j−1} (j ∈ N0) простые вычисления дают

d̄(ρ(m, η, 0)) = 2, d̄(ρ(m, η, j)) = 3 · 2j при j ∈ N. (6.1)

Положим Λ(m, e,m) := {ξ ∈ Z
m | |ξν |∞ ≤ eνmν , ν ∈ zn}, где e ∈ N

n и m ∈ N
n
0 . Ясно, что

Λ(m, e,m) = Λ(m1, e1,m1) × . . . × Λ(mn, en,mn), где Λ(mν , eν ,mν) := {ξν ∈ Z
mν | |ξν |∞ ≤ eνmν},

а также d̄(Λ(mν , eν ,mν)) = 2eνmν (ν ∈ zn).
Пространство бесселевых потенциалов Hu(Rm) (u ∈ R) определяется следующим образом:

Hu(Rm) :=
{
g ∈ S ′(Rm) : ‖g |Hu‖ := ‖F(g)(ξ)〈ξ〉u |L2(R

m)‖ <∞
}
.

Предложение 1. I. Пусть 0 < p ≤ ∞,

u = (u1, . . . , un) ∈ R
n
+ : uν > mν

(
σp −

1

2

)
(ν ∈ zn).

Существует постоянная C = C(m, p, u) > 0 такая, что для любого конечного множества
Λ(m) ⊂ Z

m вида Λ(m) = Λ(m1)× · · · × Λ(mn) 6= ∅, где Λ(mν ) ⊂ Z
mν , неравенство

∥∥∥
∑

ξ∈Zm

m(ξ)t̂(ξ)e2πiξx
∣∣Lp

∥∥∥ ≤ C
∏

ν∈zn

∥∥m
ν(d̄(Λ(mν)) ·)

∣∣Huν

∥∥ ‖ t |Lp‖

верно для всех функций m(x) = m
1(x1)×· · ·×m

n(xn) с m
ν ∈ Huν (Rmν ) и полиномов t ∈ T (Λ(m)).

II. Пусть 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞,

u = (u1, . . . , un) ∈ R
n
+ : uν > mν σ̃pq (ν ∈ zn).

Существует постоянная C = C(m, p, q, u) > 0 такая, что для любой совокупности Λ =

(Λ
(m)
κ )κ∈Nn

0
конечных множеств Λ

(m)
κ ⊂ Z

m вида Λ
(m)
κ = Λ

(m1)
κ ×· · ·×Λ

(mn)
κ 6= ∅, где Λ

(mν)
κ ⊂ Z

mν ,
неравенство

∥∥∥
∑

ξ∈Zm

mκ(ξ)t̂κ(ξ)e
2πiξx

∣∣Lp(ℓq)
∥∥∥ ≤ C sup

κ∈Nn

0

{ ∏

ν∈zn

∥∥m
ν
κν
(d̄(Λν

κ) ·)
∣∣Huν

∥∥
}
‖ (tκ) |Lp(ℓq) ‖

верно для всех последовательностей
(
mκ

)
функций вида mκ(x) = m

1
κ1
(x1) · · ·mn

κn
(xn) с m

ν
κν

∈
Huν (Rmν ) и последовательностей (tκ) полиномов tκ ∈ T (Λ

(m)
κ ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Это предложение при 1 = n ≤ m, а также его непериодический
аналог для R

m при 1 = n ≤ m и n = k = 2, доказаны в [11, §1.5.2, 1.6.3, 2.4.9; 12, § 3.3.4,
3.4.1, 3.6.4, 1.8.3, 1.10.3]. Комбинируя рассуждения, использованные там, нетрудно получить
его доказательство в общем случае. �
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6.2. Подготовительные конструкции

Нам понадобятся
A) Cистемы пробных функций Ψ(m), Φ(m), X

(m)
⋆ и Φ(m).

1) Выберем функции ψ0 := ψ
(m)
0 , ψ1 := ψ

(m)
1 ∈ S(Rm) такие, что

ψ0(ξ) = 1 при |ξ|∞ ≤ 3/2, supp (ψ0) ⊂ {ξ ∈ R
m : |ξ|∞ ≤ 2},

ψ1(ξ) = 1 при 1 ≤ |ξ|∞ ≤ 3, supp (ψ1) ⊂ {ξ ∈ R
m : 1/2 ≤ |ξ|∞ ≤ 4}.

Положим ψj(ξ) := ψ
(m)
j (ξ) := ψ1(2

1−jξ), j ∈ N, Ψ := Ψ(m) := {ψj : j ∈ N0},

Ψ(m) := ⊗ν∈znΨ
(mν) :=

{
ψκ(ξ) := ψ(m)

κ (ξ) :=
∏

ν∈zn

ψ(mν )
κν

(ξν) : κ ∈ N
n
0

}
,

при этом ясно, что η(m)
j (ξ)ψ

(m)
j (ξ) ≡ η

(m)
j (ξ), η(m)κ (ξ)ψ

(m)
κ (ξ) ≡ η

(m)
κ (ξ), ξ ∈ R

m, для всех j ∈ N0 и

κ ∈ Nn
0 , где η(m)

j ∈ H
(m), η(m)κ ∈ H

(m).

2) Выберем систему функций Φ := Φ(m) := {φα := φ
(m)
α : α ∈ N

m
0 } ⊂ S(Rm), удовлетворя-

ющую следующим условиям:
(i) supp φ̂0 ⊂ (−1, 1)m, здесь 0 ∈ R

m;
(ii)

∑
ξ∈Zm φ̂0(ζ + ξ) ≡ 1, ζ ∈ R

m;
(iii) φ0(ξ) = δ0 ξ, ξ ∈ Z

m (δξ ζ — символ Кронекера, ξ, ζ ∈ Z
m);

(iv) ∀α ∈ N
m
0 , ∀ξ ∈ Z

m имеем ∂αφ0(ξ) = ∆
α
φα(ξ).

Существование таких пробных функций φα нетрудно доказать, отправляясь от одномерного
случая (см., например, [13, Lemma 4.5.1]). Положим

Φ(m) :=
{
φ(m)α (ξ) :=

∏

ν∈zn

φ
(mν)
αν (ξν) : α ∈ N

m
0

}
.

3) По разбиению единицы H
(m) определим последовательности функций (для удобства

здесь и далее считаем η
(m)
j (ξ) ≡ 0, ξ ∈ R

m, при j < 0):

χ
(m)
j1 (ξ) :=

∑

i≤−2

η
(m)
j+i (ξ), χ

(m)
j2 (ξ) :=

∑

−1≤i≤1

η
(m)
j+i (ξ), χ

(m)
j3 (ξ) :=

∑

i≥2

η
(m)
j+i (ξ) (j ∈ N0),

ϕ
(m)
0ζ (ξ) := η

(m)
0 (ξ) · eπi

2
ζξ, ϕ

(m)
1ζ (ξ) := η

(m)
1 (ξ) · eπi

4
ζξ, ϕ

(m)
jζ (ξ) := ϕ

(m)
1ζ (21−jξ), j ∈ N (ζ ∈ Z

m).

Ясно, что

χ
(m)
j1 (ξ) + χ

(m)
j2 (ξ) + χ

(m)
j3 (ξ) ≡ 1, ξ ∈ R

m, χ
(m)
j1 (ξ) = η

(m)
0 (22−jξ), χ

(m)
j3 (ξ) = 1− η

(m)
0 (2−1−jξ).

Далее, положим (κ ∈ N
n
0 , ι ∈ zn3 := {1, 2, 3}n, ζ ∈ Z

m)

X
(m) :=

{
χκι(ξ) := χ(m)

κι (ξ) :=
∏

ν∈zn

χ(mν )
κνιν (ξ

ν)
}
, Φ

(m)
⋆ :=

{
ϕκζ(ξ) := ϕ

(m)
κζ (ξ) :=

∏

ν∈zn

ϕ
(mν )
κνζν

(ξν)
}
.

B) П р и м е р. Пусть K(m) = 2
⌊m
2

⌋
+ 2. Легко видеть, что функция

h(m)(x) :=
∑

ξ∈Zm

〈x− ξ〉−K(m)

непрерывна на T
m, поэтому ‖h(m)|C(Tm)‖ := max{|h(m)(x)| : x ∈ T

m} <∞.



Линейное восстановление псевдодифференциальных операторов 67

C) Формула Лейбница для оператора конечной разности и формула суммирования по
частям: для функций g , h : Zm → C и мультииндекса α ∈ N

m
0 имеем

∆α(g (ξ)h (ξ)) ≡ ∆α
ξ (g (ξ)h (ξ)) =

∑

β∈Nm

0 : β≤α

(
α

β

)
·∆β g (ξ) ·∆α−β

h (ξ + β), (6.2)

∑

ξ∈Zm

g (ξ) ·∆α h (ξ) = (−1)|α|
∑

ξ∈Zm

∆
α
g (ξ) · h (ξ). (6.3)

D) Элементарное неравенство (Петре): пусть u ∈ R, тогда для любых ξ, ζ ∈ R
m

〈ξ + ζ〉u ≤ 2|u|〈ξ〉u〈ζ〉|u|. (6.4)

E) Простое равенство (1 − ∆(m)ξ)
le−2πiζξ = 〈ζ〉2le−2πiζξ, где ∆(m) :=

1

4π2
(∂21 + . . . + ∂2m)

(∆(m)ξ) — m-мерный оператор Лапласа (действующий по переменной ξ), l ∈ N.

F) Неравенство: ∀g ∈ S(Rm), ∀N ∈ R+ ∃C(g,N) > 0: |g(ξ)| ≤ C(g,N)〈ξ〉−N .

6.3. Технические леммы

Лемма 1. I. Пусть 1 ≤ q <∞, aij ≥ 0 (i, j ∈ N0 : i ≥ j), тогда

( ∞∑

i=0

( i∑

j=0

aij

)q)1/q
≤

∞∑

j=0

( ∞∑

i=j

aqij

)1/q
, sup

i≥0

i∑

j=0

aij ≤
∞∑

j=0

sup
i≥j

aij . (6.5)

II. Пусть 0 < q <∞, u > 0, aj ≥ 0 (j ∈ N0), тогда

( ∞∑

i=0

(
2−iu

i∑

j=0

aj

)q)1/q
≤ Cqu

( ∞∑

j=0

(
2−juaj

)q)1/q
, (6.6)

sup
i≥0

2−iu
i∑

j=0

aj ≤ Cu sup
j≥0

aj, (6.7)

где постоянная Cqu (Cu =: C∞u) зависит только от q и u (u).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Неравенства (6.5) — простые следствия неравенства треуголь-
ника для ‖· | ℓq(N0)‖ (1 ≤ q ≤ ∞). Доказательство (6.6) при q ≥ 1, см., например, в [14, разд. 5.6,
формула (19)]. Пусть q < 1, последовательно применяя неравенство Йенсена (‖ · | ℓ1(N0)‖ ≤
‖ · | ℓq(N0)‖), меняя порядок суммирования и вычисляя сумму “хвоста” геометрической про-
грессии, получаем

∞∑

i=0

(
2−iu

i∑

j=0

aj

)q
≤

∞∑

i=0

2−iuq
i∑

j=0

aqj =

∞∑

j=0

2−juqaqj2
juq

∞∑

i=j

2−iuq =
1

1− 2−uq

∞∑

j=0

(2−juaj)
q,

т. е. неравенство (6.6) с Cqu = (1− 2−uq)−1/q.
Докажем (6.7). Предположим, что supj≥0 2

−juaj < ∞ (иначе доказывать нечего). Тогда
неравенство (6.7) верно с Cu = 2u(2u − 1)−1, так как для любого i ≥ 0

2−iu
i∑

j=0

aj ≤
(
sup
j≥0

2−juaj
)
2−iu

i∑

j=0

2ju ≤ 2u

2u − 1

(
sup
j≥0

2−juaj
)
. �
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Лемма 2. Пусть m ∈ N, u > 0. Для всех j ∈ N0, l ∈ Z, d > 0 и ζ ∈ Z
m имеют место

оценки

‖ϕ(m)
jζ (d̄(ρ(m, η, j))x) |Hu(Rm)‖ ≤

{
122u−

m

2 ‖η0 |Hu(Rm)‖〈ζ〉u (j = 0),

243u−
m

2 ‖η1 |Hu(Rm)‖〈ζ〉u (j ≥ 1),
(6.8)

‖η(m)
j (d2j+lx) |Hu(Rm)‖ ≤

{
2

3u−m

2 du−
m

2 ‖η0 |Hu(Rm)‖2(u−m

2
)l (j = 0),

2
3u−m

2 du−
m

2 ‖η1 |Hu(Rm)‖2(u−m

2
)(l−j) (j ≥ 1).

(6.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о легко следует из определения нормы пространства Hu(Rm),
свойств преобразования Фурье, элементарного неравенства Петре (см. подразд. 6.2, часть D))

и простых оценок, если принять во внимание свойства функций систем Φ
(m)
⋆ (см. подразд. 6.2,

часть A), п. 3)) и H
(m). �

Лемма 3. Пусть 1 ≤ p, q ≤ ∞, ∅ 6= z ⊂ zn. Для любых f ∈ L1(T
mz) и (gκ(x))κ∈Nn

0
⊂ Lp(ℓq)

верно неравенство (∗z — свертка по переменной xz)

‖
(
f ∗z gκ

)
|Lp(ℓq)‖ ≤ ‖f |L1(T

mz)‖‖
(
gκ
)
|Lp(ℓq)‖.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, последовательно применяя обобщенное нера-
венство Минковского для ℓq (см. [15, теорема 201]) и для Lp, получаем

‖
(
f ∗z gκ(x)

)
| ℓq‖ ≤

∫

Tmz

|f(yz)| ‖
(
gκ(x

z − yz, xż)
)
| ℓq‖dyz,

‖
(
f ∗z gκ(x)

)
|Lp(ℓq)‖ ≤

∫

Tmz

|f(yz)| ‖
(
gκ(·z − yz, ·ż)

)
|Lp(ℓq)‖dyz = ‖f |L1(T

mz)‖‖
(
gκ
)
|Lp(ℓq)‖. �

Из формулы суммирования Пуассона (см. [16], гл. 7, теорема 2.4, следствие 2.6 (форму-
ла (2.7)) вытекает

Лемма 4. Для любой функции g ∈ S(Rm) и ее периодизации g̃(x) :=
∑

ξ∈Zm g(x+ξ) имеют

место равенство g̃(x) =
∑

ξ∈Zm ĝ(ξ)e2πiξx и оценка ‖g̃ |L1(T
m)‖ ≤ ‖g |L1(R

m)‖ (ĝ = F(g) —
преобразование Фурье g). �

6.4. Теорема представления полиномами

Теорема 4. Пусть 0 < q ≤ ∞, e ∈ N
n. Пусть далее (tκ(x))κ∈Nn

0
— последовательность

тригонометрических полиномов tκ ∈ T(Λ(m, e, 2κ)), κ ∈ N
n
0 .

I. Пусть 0 < p ≤ ∞. Тогда ряд ∑

κ∈Nn

0

tκ(x) (6.10)

сходится в S ′(Tm) к распределению f ∈ Bsm
p q , если выполнены следующие условия:

(i) (2sκtκ(x)) ∈ ℓq(Lp);
(ii) для каждого ν ∈ zn или sν > mν(σp−1), или t̂κ(ξ) = 0 для всех ξ ∈ Z

m с |ξν |∞ ≤ hν2
κν

и всех κ ∈ N
n
0 ( с некоторыми фиксированными hν ∈ (0, 1), ν ∈ zn).

При этом ‖f |Bsm
p q ‖ ≪ inf{‖(2sκtκ(x)) | ℓq(Lp)‖}, где inf берется по всем представлени-

ям (6.10), удовлетворяющим условиям (i), (ii) и сходящимся к f .

II. Пусть 0 < p < ∞. Тогда ряд (6.10) сходится в S ′(Tm) к распределению f ∈ Lsm
p q , если

выполнены следующие условия:
(i) (2sκtκ(x)) ∈ Lp(ℓq);



Линейное восстановление псевдодифференциальных операторов 69

(ii) для каждого ν ∈ zn или sν > mν(σ̃pq − 1/2), или t̂κ(ξ) = 0 для всех ξ ∈ Z
m с |ξν |∞ ≤

hν2
κν и всех κ ∈ N

n
0 (с некоторыми фиксированными hν ∈ (0, 1), ν ∈ zn).

При этом ‖f |Lsm
p q ‖ ≪ inf{‖(2sκtκ(x)) |Lp(ℓq)‖}, где inf берется по всем представлени-

ям (6.10), удовлетворяющим условиям (i), (ii) данной части и сходящимся к f .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала предположим, что в условиях теоремы имеет место
сходимость ряда (6.10) в S ′(Tm).

Итак, пусть
f =

∑

κ∈Nn

0

tκ в S ′(Tm),

если последовательность (tκ) удовлетворяет условиям части I или II.
Докажем утверждение II. Обозначим z+ = {ν ∈ zn : sν > mν(σpq − 1)}, z− = {ν ∈ zn : sν ≤

mν(σpq − 1)}, ниже для z ∈ R
n z+ := zz+ , z− := zz− . Тогда, очевидно,

∆η
λ(f, x) =

∑

κ≥0

∆η
λ(tκ, x) =

∑

κ≥0:κ≥λ−E,κ−≤λ−+H−

∆η
λ(tκ, x) в S ′(Tm),

здесь E := (1 + log e1, . . . , 1 + log en), H− := (log(3/(2hν)) : ν ∈ z−) (log — это логарифм по
основанию 2).

Поэтому последовательно применяя неравенство Йенсена (‖· | ℓ1‖ ≤ ‖· | ℓr‖, r := min{1, p, q}),
меняя индкес суммирования (κ′ = κ−λ), применяя неравенства Минковского для ℓq/r и Lp/r и
используя предложение 1, часть II (c фиксированными uν ∈ (mν σ̃pq, sν +mν/2), если ν ∈ z+, и
uν ∈ (mν σ̃pq, ⌊mν σ̃pq⌋+1), если ν ∈ z−), с учетом леммы 2, (6.9), получаем следующую цепочку
неравенств:

‖f |Lsm
pq ‖ = ‖(2sλ∆η

λ(f, x)) |Lp(ℓq)‖

≤
∥∥∥
(
2sλr

∑

κ:κ≥λ−E,κ−≤λ−+H−

|∆η
λ(tκ, x)|r

)1/r ∣∣Lp(ℓq)
∥∥∥

=
{∥∥∥

(
2sλr

∑

κ:κ≥λ−E,κ−≤λ−+H−

|∆η
λ(tκ, x)|r

) ∣∣Lp/r(ℓq/r)
∥∥∥
}1/r

=
{∥∥∥

( ∑

κ:κ≥−E,κ−≤H−

2−sκr|2s(κ+λ)∆η
λ(tκ+λ, x)|r

) ∣∣Lp/r(ℓq/r)
∥∥∥
}1/r

≤
{∥∥∥

( ∑

κ:κ≥−E,κ−≤H−

2−sκr|2s(κ+λ)∆η
λ(tκ+λ, x)|r

) ∣∣Lp/r(ℓq/r)
∥∥∥
}1/r

≤
{ ∑

κ:κ≥−E,κ−≤H−

2−sκr
∥∥(2s(κ+λ)∆η

λ(tκ+λ, x)
) ∣∣Lp(ℓq)

∥∥r
}1/r

=
{ ∑

κ:κ≥−E,κ−≤H−

2−sκr
∥∥(Dη

λ ∗ (2s(κ+λ)tκ+λ(x))
) ∣∣Lp(ℓq)

∥∥r
}1/r

≪
{ ∑

κ:κ≥−E,κ−≤H−

2−sκr sup
λ

{ ∏

ν∈zn

∥∥η(mν )
λν

(eν2
κν+λν+2)

∣∣Huν (Rmν )
∥∥r
}

×
∥∥(2s(κ+λ)tκ+λ(x)

) ∣∣Lp(ℓq)
∥∥r
}1/r

≪
{ ∑

κ : κ≥−E,κ−≤H−

2−(s−u+ 1
2
m)κr

}1/r

× ‖
(
2sκtκ(x)

)
|Lp(ℓq)‖ ≪ ‖

(
2sκtκ(x)

)
|Lp(ℓq)‖ < +∞.

Из нее следует, что f ∈ Lsm
pq и верно неравенство ‖f |Lsm

pq ‖ ≪ ‖
(
2sκtκ(x)

)
|Lp(ℓq)‖; это завер-

шает доказательство теоремы для пространств Лизоркина — Трибеля. Случай пространств
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Никольского — Бесова рассматривается аналогично (надо лишь вместо части II предложе-
ния 1 использовать часть I).

Остается установить сходимость ряда (6.10) в S ′(Tm). Стандартные рассуждения (см.,
например, [12, Ch. 3] в случае n = 1) показывают, что оба пространства Bsm

pq и Lsm
pq (ква-

зи)банаховы и (непрерывно) вложены в S ′(Tm). Далее, применяя неравенство Йенсена ‖· | ℓp‖ ≤
‖ · | ℓq‖ при p ≥ q и обобщенное неравенство Минковского для пространства ℓq/p при p < q,
нетрудно получить неравенство ‖ · | ℓmax{p,q}(Lp)‖ ≤ ‖ · |Lp(ℓq)‖, из которого следует (непре-
рывное) вложение Lsm

pq →֒ Bsm
pmax{p,q}. Далее, легко видеть, что

Bsm
pmax{p,q} →֒ Bs−τm

p1 при τ ∈ R
n
+ и ‖(2(s−τ)κtκ) | ℓ1(Lp)‖ ≪ ‖(2sκtκ) | ℓmax{p,q}(Lp)‖.

Поэтому для любой вложенной последовательности конечных множеств {ΞN}, исчерпываю-
щей N

n
0 (∅ 6= ΞN ⊂ ΞN+1 ⊂ N

n
0 , #ΞN < ∞, ∪N∈NΞN = N

n
0 ), полагая fN (x) :=

∑
κ∈ΞN

tκ(x), в
силу уже доказанного имеем неравенство (M > N)

‖fM − fN |Bs−τm
p1 ‖ ≪

∑

κ∈ΞM\ΞN

2(s−τ)κ‖tκ(x) |Lp‖ → 0 N → ∞.

(конечная сумма тривиально сходится в S ′(Tm)). Следовательно, в силу полноты Bs−τm
p1 суще-

ствует распределение f ∈ Bs−τm
p1 такое, что fN → f при N → ∞ в Bs−τm

p1 , а потому и в S ′(Tm).
Ясно, что предел f ∈ S ′(Tm) не зависит от выбора последовательности {ΞN}. Таким образом,
сходимость ряда (6.10) в S ′(Tm) установлена.

Теорема 4 полностью доказана.

З а м е ч а н и е 5. 1) Утверждение, обратное теореме 4, также верно. Это следует из
определения 2 и того легко проверяемого факта, что для любого распределения f ∈ S ′(Tm)
ряд

∑
κ∆

η
κ(f, x) сходится к нему в S ′(Tm). Более того, в условиях части I (соответственно, II)

имеем ‖f |Bsm
p q ‖ ≍ inf{‖(2sκtκ(x)) | ℓq(Lp)‖} (соответственно, ‖f |Lsm

pq ‖ ≍ ‖
(
2sκtκ(x)

)
|Lp(ℓq)‖),

где inf берется по всем представлениям (6.10), удовлетворяющим условиям (i), (ii) части I
(соответственно, II) и сходящимся к f .

2) При s > (σp − 1)m и s > (σpq − 1)m для пространств Bsm
pq и Lsm

pq соответственно тео-
рема 4 (вместе с ее обращением, см. п. 1)) — это теорема представления Никольского три-
гонометрическими полиномами, в частности, при 1 ≤ p, q ≤ ∞ для пространств Bs

pq(T
m) и

их непериодических аналогов Bs
pq(R

m) (и, соответственно, представления целыми функция-
ми экспоненциального типа) — это классический результат С. М.Никольского [17] (q = ∞) и
О.В.Бесова [18] (1 ≤ q < ∞); дальнейшие подробности (достаточно полные историю вопроса
и библиографию) можно найти, например, в [14, гл. 5, 8] (см. также замечания к гл. 5, 6, 8
в конце книги), [11, гл. 2; 12, Ch. 2, 3]. Здесь лишь отметим, что теорема 4 — естественный
аналог для тора T

m теоремы 2.1 работы [4].

6.5. Доказательство теоремы 2

Для сокращения письма далее будем использовать соглашения: для u ∈ R, z ∈ R
n, x ∈ R

m

z > u(z < u, z ≤ u, z ≥ u) ⇔ zν > u (zν < u, zν ≤ u, zν ≥ u), ν ∈ zn, z + u := (z1 + u, . . . , zn + u),
uz := (uz1 , . . . , uzn), z · x = (z1x

1, . . . , znx
n).

Доказательство теоремы разобъем на несколько шагов.

1. Итак, пусть a(x, ξ) — произвольный символ из класса Ψ̃τ m
ǫ θ [υ;k, 0]. Построим его “про-

должение” ar : Tm ×R
m → C, полагая

ar(x, ξ) :=
∑

ζ∈Zm

φ
(m)
0

(ξ − ζ)a(x, ζ), (x, ξ) ∈ T
m × R

m; (6.11)

ясно, что ar(x, ξ) ≡ a(x, ξ), (x, ξ) ∈ T
m × Z

m.
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Принимая во внимание свойства Φ(m) и формулу (6.3), получаем для α ∈ N
m
0

∂αξ a
r(x, ξ) =

∑

ζ∈Zm

a(x, ζ)∂αξ φ
(m)
0

(ξ − ζ)

=
∑

ζ∈Zm

a(x, ζ)∆
α
φ(m)α (ξ − ζ) = (−1)|α|

∑

ζ∈Zm

φ(m)α (ξ − ζ)∆α
ζ a(x, ζ). (6.12)

Используя свойства систем H
(m) и Ψ(m), получаем еще одно разложение символа ar(x, ξ):

ar(x, ξ) =
∑

κ∈Nn

0

ar(x, ξ)ψκ(ξ)ηκ(ξ), (6.13)

при этом

suppar(x, 2κ+2 · ξ)ψκ(2
κ+2 · ξ) ⊂ T

m ×
(
− 1

2
,
1

2

)m
.

Поэтому ar(x, 2κ+2 · ξ)ψκ(2
κ+2 · ξ) как функция переменной ξ может быть разложена в ряд

Фурье на Im =
[
− 1

2
,
1

2

]m
:

ar(x, 2κ+2 · ξ)ψκ(2
κ+2 · ξ) =

∑

ζ∈Zm

arκζ(x)e
2πiζξ, (6.14)

где для ζ ∈ Z
m

arκζ(x) =

∫

Im

ar(x, 2κ+2 · ξ)ψκ(2
κ+2 · ξ)e−2πiζξdξ. (6.15)

Отсюда находим (функции ϕκζ определены в разд. 6.2, часть A), п. 3))

ar(x, ξ)ψκ(ξ)ηκ(ξ) =
∑

ζ∈Zm

arκζ(x)ϕκζ(ξ), (x, ξ) ∈ T
m × R

m,

следовательно,

ar(x, ξ) =
∑

ζ∈Zm

arζ(x, ξ), arζ(x, ξ) =
∑

κ∈Nn

0

arκζ(x)ϕκζ(ξ), (x, ξ) ∈ T
m × R

m. (6.16)

Таким образом,

a(x, ξ) =
∑

ζ∈Zm

arζ(x, ξ), arζ(x, ξ) =
∑

κ∈Nn

0

arκζ(x)ϕκζ(ξ), (x, ξ) ∈ T
m × Z

m. (6.17)

2. Изучим функции arκζ(x)(κ ∈ N
n
0 , ζ ∈ Z

m). Сначала оценим норму ‖arκζ(·) |L∞‖. Пусть

kν =
⌊
kν

2

⌋
, Kν = 2kν , ν ∈ zn. Из (6.15) (с учетом частей C), E) подразд. 6.2), интегрируя по

частям, получаем

arκζ(x) =
∏

ν∈zn

〈ζν〉1−Kν

∫

Im

e−2πiζξ

[( ∏

ν∈zn

(1−∆(mν)ξν )
kν

)
(ar(x, 2κ+2 · ξ)ψκ(2

κ+2 · ξ))
]
dξ. (6.18)

Представим оператор
∏

ν∈zn
(1−∆(mν)ξν )

kν в виде (k(m) = (k1, . . . , kn))

∏

ν∈zn

(1−∆(mν)ξν )
kν =

∑

α∈Nm

0 :|αν |≤Kν

c(α, k(m))∂αξ , (6.19)
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тогда, полагая z0 = z0(κ) = {ν ∈ zn : κν = 0}, z1 = zn \ z0, имеем

( ∏

ν∈zn

(1−∆(mν)ξν )
kν

)
(ar(x, 2κ+2 · ξ)ψκ(2

κ+2 · ξ)) =
∑

α:|αν |≤Kν

c(α, k(m))
∑

β≤α

(
α

β

)

∂βξ a
r(x, 2κ+2 · ξ)

∏

ν∈z0

(∂α
ν−βν

ξν ψmν

0 )(4ξν)22|α
ν |+κν |βν |

∏

ν∈z1

(∂α
ν−βν

ξν ψmν

1 )(8ξν)23|α
ν |+(κν−1)|βν |. (6.20)

Далее, из (6.12) (с учетом части F) подразд. 6.2) (для φ(mν)
βν (ξν), ν ∈ zn), подразд. 6.2, частей D),

B)) находим

|∂βξ ar(x, 2κ+2 · ξ)| ≤
∑

ζ∈Zm

|φ(m)β (2κ+2 · ξ − ζ)||∆β
ζ a(x, ζ)| ≤ ‖a | S̃τm

1,0[k, 0]‖

×
∏

ν∈zn

C(φ
(mν)
βν , Kν + 1 + ⌊|τν − |βν |⌋)

∑

ζν∈Zmν

〈2κν+2ξν − ζν〉−Kν−1−⌊|τν−|βν ||⌋〈ζν〉τν−|βν |

≤ ‖a | S̃τm
1,0[k, 0]‖

∏

ν∈zn

2|τν−|βν ||C(φ
(mν)
βν , Kν + 1 + ⌊|τν − |βν ||⌋)〈2κν+2ξν〉τν−|βν |

×
∑

ζν∈Zmν

〈2κν+2ξν − ζν〉−Kν ≤ ‖a | S̃τm
1,0[k, 0]‖

∏

ν∈zn

2|τν−|βν ||‖h(mν ) |C(Tmν )‖

× C(φ
(mν)
βν , Kν + 1 + ⌊|τν − |βν ||⌋)〈2κν+2ξν〉τν−|βν |. (6.21)

Подставляя правую часть (6.20) в (6.18) и используя оценку (6.21), получаем

|arκζ(x)| ≤ ‖a | S̃τm
1,0[k, 0]‖

∏

ν∈zn

C(ψ
(mν)
0 , ψ

(mν )
1 , l(mν))‖h(mν ) |C(Tmν )‖〈ζν〉1−Kν

×
∑

α:|αν |≤L(mν)

∑

β≤α

∏

ν∈zn

c(φ
(mν )
βν , Kν , ⌊|τν − |βν ||⌋)2κν |βν |

∫

Imν

〈2κν+2ξν〉τν−|βν |dξν

≤
( ∏

ν∈zn

C(ψ
(mν)
0 , ψ

(mν )
1 , φ

(mν )
βν (|βν | ≤ Kν), kν , τν)‖h(mν ) |C(Tmν )‖

)

× ‖a | S̃τm
1,0[k, 0]‖2

κτ
∏

ν∈zn

〈ζν〉1−Kν .

Итак,
‖arκζ(·) |L∞‖ ≪ ‖a | S̃τm

1,0[k, 0]‖2
κτ

∏

ν∈zn

〈ζν〉1−Kν . (6.22)

Теперь установим оценки величин ‖arκζ(·) |Bυzmz
∞θ ‖ (z ⊂ zn, z 6= ∅). Подставим (6.20) в (6.18):

arκζ(x) =
∏

ν∈zn

〈ζν〉1−Kν

∑

α:|αν |≤Kν

c(α, k(m))
∑

β≤α

(
α

β

) ∏

ν∈z1

23|α
ν |+(κν−1)|βν |

×
∏

ν∈z0

22|α
ν |+κν |βν |

∫

Im

∂βξ a
r(x, 2κ+2 · ξ)e−2πiζξ

∏

ν∈z0

(∂α
ν−βν

ξν ψmν

0 )(4ξν)
∏

ν∈z1

(∂α
ν−βν

ξν ψmν

1 )(8ξν)dξ.

Отсюда по определению нормы пространства Bυzmz
∞ϑ имеем

‖arκζ( · , xż) |Bυzmz
∞θ ‖ ≤ C(k(m))

∏

ν∈zn

〈ζν〉1−Kν

∑

α:|αν |≤Kν

∑

β≤α

∏

ν∈zn

2κν |βν |
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×
∥∥∥∥
(
2υzλz sup

xz

∣∣∣∣
∫

Tmz

Dη
λz
(yz)

[ ∫

Im

∂βξ a
r((xz − yz, xż), 2κ+2 · ξ)e−2πiζξ

×
∏

ν∈z0

(∂α
ν−βν

ξν ψ
(mν )
0 )(4ξν)

∏

ν∈z1

(∂α
ν−βν

ξν ψ
(mν )
1 )(8ξν)dξ

]
dyz

∣∣∣∣
)

λz

∣∣∣ ℓθ(N#z
0 )

∥∥∥∥

≤ C(k(m))
∏

ν∈zn

c(ψ
(mν )
0 , ψ

(mν )
1 )〈ζν〉1−Kν

∑

β:|βν |≤Kν

∏

ν∈zn

2κν |βν |

×
∥∥∥∥
( ∫

Im

dξ2λzυz sup
xz

∣∣∣∣
∫

Tmz

Dη
λz
(yz)∂βξ a

r((xz − yz, xż), 2κ+2 · ξ)dyz
∣∣∣∣
)

λz

∣∣∣ ℓθ(N#z
0 )

∥∥∥∥. (6.23)

Снова используя соотношение (6.12), получим
∣∣∣∣
∫

Tmz

Dη
λz
(yz)∂βξ a

r((xz − yz, xż), 2κ+2 · ξ)dyz
∣∣∣∣

=
∑

κ∈Zm

|φ(m)β (2κ+2 · ξ − κ)|
∣∣∣∣
∫

Tmz

Dη
λz
(yz)∆β

κa((x
z − yz, xż),κ)dyz

∣∣∣∣.

и продолжим оценку (6.23), применяя последовательно обобщенное неравенство Минковского

(подразд. 6.2, часть F))
(
с g = φ

(mν)
βν , Nν = Kν + |τν − |βν |+ ǫνυν | при ν ∈ z, Nν = Kν + |τν − |βν ||

при ν ∈ ż), определение 3, части D), B) подразд. 6.2
)

≤ C(k(m))
∏

ν∈zn

C
(
ψ
(mν )
0 , ψ

(mν )
1 , φ

(mν )
βν (|βν | ≤ Kν), τν , ǫν , υν

)
〈ζν〉1−Kν

×
∑

β

∏

ν∈zn

2κν |βν |

∫

Im

∑

κ∈Zm

∏

ν∈zn

〈2κν+2ξν − κ
ν〉−Nν

∥∥∆β
κa(( · , xż),κ)

∣∣Bυzmz
∞θ

∥∥dξ

≤ C(k(m))
∥∥a | Ψ̃τm

ǫ θ [υ;k, l]
∥∥ ∏

ν∈zn

C(ψ
(mν )
0 , ψ

(mν )
1 , φ

(mν )
βν (|βν | ≤ Kν), τν , ǫν , υν)〈ζν〉1−Kν

×
∑

β

∏

ν∈zn

2κν |βν |

∫

Im

∑

κ∈Zm

∏

ν∈zn

〈2κν+2ξν − κ
ν〉−Nν

∏

ν∈zn

〈κν〉τν−|βν |
∏

ν∈z

〈κν〉υνǫνdξ

≤ C(k(m))
∥∥a | Ψ̃τm

ǫ θ [υ;k, l]
∥∥ ∏

ν∈zn

C̃
(
ψ
(mν )
0 , ψ

(mν )
1 , φ

(mν )
βν (|βν | ≤ Kν), τν , ǫν , υν

)
〈ζν〉1−Kν

×
∑

β

∏

ν∈zn

2κν |βν |

∫

Im

∏

ν∈z

〈2κν+2ξν〉ǫνυν
∏

ν∈zn

〈2κν+2ξν〉τν−|βν |h(mν )(2κν+2ξν)dξ

≤ C(k(m))
∏

ν∈zn

C̃
(
ψ
(mν )
0 , ψ

(mν )
1 , φ

(mν )
βν (|βν | ≤ Kν), τν , ǫν , υν

)∥∥h(mν ) |C(Tmν )
∥∥〈ζν〉1−Kν

×
∥∥a | Ψ̃τm

ǫ θ [υ;k, l]
∥∥∑

β

∏

ν∈zn

2κν |βν |

∫

Im

∏

ν∈z

〈2κν+2ξν〉ǫνυν
∏

ν∈zn

〈2κν+2ξν〉τν−|βν |dξ.

Таким образом, окончательно получаем

‖arκζ( · , xż) |Bυzmz
∞θ ‖ ≪

∥∥a | Ψ̃τm
ǫ θ [υ;k, l]

∥∥ 2τκ
∏

ν∈z

2υνǫνκν

∏

ν∈zn

〈ζν〉1−Kν , xż ∈ T
(mż). (6.24)

3. Используя систему X
(m), представим функцию arκζ(x) в виде

arκζ(x) =
∑

ι∈zn3

ar ικζ(x), ar ικζ(x) =
∑

ξ∈Zm

ârκζ(ξ)χκι(ξ)e
2πiξx, ι ∈ zn3 . (6.25)
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Пусть сначала f ∈ Lsm
p q(T

m). Простые преобразования дают
(
см. (1.2), (6.17) и часть A)

подразд. 6.2 (определение системы Φ
(m)
⋆ )

)

Taf(x) =
∑

ζ∈Zm

∑

κ∈Nn

0

arκζ(x)fκζ(x), где fκζ(x) := ϕ̃κζ ∗ f(x), ϕ̃κζ(x) :=
∑

ξ∈Zm

ϕκζ(ξ)e
2πiξx.

Поэтому

Taf(x) =
∑

ζ∈Zm

∑

ι∈zn3

gιζ(x), где gιζ(x) :=
∑

κ∈Nn

0

ar ικζ(x)fκζ(x). (6.26)

Ясно, что

fκζ(x) = f ∗ ϕ̃κζ ∗
∑

λ∈Nn

0 :|κ−λ|∞≤1

Dη
λ(x) =

( ∑

λ∈Nn

0 :|κ−λ|∞≤1

∆η
λ(f, ·)

)
∗ ϕ̃κζ(x).

Используя это представление fκζ и применяя предложение 3, часть II
(
с u = (u1, . . . , un) таким,

что uν ∈ (mν σ̃pq, ⌊mν σ̃pq⌋ + 1), ν ∈ zn
)
, с учетом леммы 2, (6.8) оценим норму последователь-

ности (2κsfκζ(x))κ∈Nn

0
в пространстве Lp(ℓq)

‖(2sκfκζ(·))κ∈Nn

0
|Lp(ℓq)‖ ≤ C(m, p, q, u)

× sup
κ∈Nn

0

{ ∏

ν∈zn

∥∥ϕκνζν (d̄(ρ(mν , η, κν)) ·) |Huν

∥∥
}∥∥∥

(
2sκ

∑

λ∈Nn

0 :|κ−λ|∞≤1

∆η
λ(f, · )

)
κ∈Nn

0

|Lp(ℓq)
∥∥∥

≤ c

(
m, p, q, u, n, s, η

(mν )
0 , ν ∈ zn

) ∏

ν∈zn

〈ζν〉uν

∥∥(2sλ∆η
λ(f, · ))λ∈Nn

0
|Lp(ℓq)

∥∥ ≪ ‖ f |Lsm
p q ‖

∏

ν∈zn

〈ζν〉uν .

(6.27)
4. Теперь переходим к оценке норм функций gιζ(x) в пространстве Ls−τm

p q . Фиксируем про-
извольный ι ∈ zn3 , обозначим z(i) := z(ι, i) := {ν ∈ zn : ιν = i}, i=1,2,3, тогда zn = z(1) ∪ z(2) ∪ z(3).
Для определенности считаем, что z(i) 6= ∅, i=1,2,3 (в оставшихся случаях рассуждения лишь
упрощаются). Простые преобразования дают (ниже для z ∈ R

n, x ∈ R
m z(i) := zz(i), x[i] := xz(i),

ẋ[i] := xż(i), ż(i) := zż(i), ż(i) = zn \ z(i), например, ż(1) = (z(2), z(3)); ∗i — свертка по перемен-
ной x[i]) ∑

κ(3)≥0

arικζ(x)fκζ(x) =
∑

λ(3)≥0

∑

κ(3)≤λ(3)−2

brικλ(3)ζ(x)fκζ(x).

Здесь brικλ(3)ζ(x) := arκζ ∗Θι
κ̇(3)λ(3)(x) ≡ crκλ(3)ζ ∗1Θ

(1)
κ(1)(x), c

rι
κλ(3)ζ(x) := ((arκζ ∗2Θ

(2)
κ(2))∗3Θ

(3)
λ(3))(x),

Θι
κ̇(3)λ(3)(x) := Θ

(1)
κ(1)(x[1])Θ

(2)
κ(2)(x[2])Θ

(3)
λ(3)(x[3]), где

Θ
(1)
κ(1)(x[1]) :=

∑

ξ[1]∈Zm(1)

e2πiξ[1]x[1]η
(m(1))

0(1)
(22−κ(1) · ξ[1]), Θ

(3)
λ(3)(x[3]) :=

∑

ξ[3]∈Zm(3)

η
(m(3))
λ(3) (ξ[3])e2πiξ[3]x[3],

Θ
(2)
κ(2)(x[2]) :=

∑

ξ[2]∈Zm(2)

e2πiξ[2]x[2]
∑

ω(2)∈Zm(2):|ω(2)|∞≤1

η
m(2)
(κ+ω)(2)(ξ[2]).

Следовательно,

gιζ(x) =
∑

κ(1)≥0

∑

κ(2)≥0

∑

λ(3)≥0

hι(κ̇(3),λ(3))ζ (x), где hι(κ̇(3),λ(3))ζ (x) =
∑

κ(3)≤λ(3)−2

brικλ(3)ζ(x)fκζ(x)

= Θ
(1)
κ(1)(x[1]) ∗1 h̄

ι
(κ̇(3),λ(3))ζ (x), h̄ι(κ̇(3),λ(3))ζ (x) :=

∑

κ(3)≤λ(3)−2

crικλ(3)ζ(x)fκζ(x).
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Легко видеть, что спектр полинома brικλ(3)ζ содержится во множестве

{
ξ ∈ Z

m : |ξν |∞ ≤ 3 · 2κν−3, ν ∈ z(1), ⌊2κν−2⌋ ≤ |ξν |∞ ≤ 3 · 2κν , ν ∈ z(2),

⌊2λν−1⌋ ≤ |ξν |∞ ≤ 3 · 2λν−1, ν ∈ z(3)
}
.

Поэтому спектр произведения brικλ(3)ζfκζ (а следовательно, и спектр полинома hι(κ̇(3),λ(3))ζ ) со-
держится во множестве

{
ξ ∈ Z

m :
1

4
⌊2κν−1⌋ ≤ |ξν |∞ ≤ 15

4
2κν−1, ν ∈ z(1), |ξν |∞ ≤ 9 · 2κν−1, ν ∈ z(2),

1

4
⌊2λν−1⌋ ≤ |ξν |∞ ≤ 15

4
2λν−1, ν ∈ z(3)

}
,

так как fκζ ∈ T(ρ(m, η, κ)).
Далее, легко проверить, что при выполнении любого из условий (i)–(iii) части II теоремы 2

имеет место строгое неравенство

sν − τν + υν(1− ǫν) > mν(σpq − 1), ν ∈ zn. (6.28)

Определим вектор w = (w1, . . . , wn), полагая wν = sν − τν при ν ∈ z(1) ∪ z(3), wν = sν − τν +
υν(1− ǫν) при ν ∈ z(2).

Последовательно используя монотонность нормы ‖ · |Lsm
p q ‖ по дифференциальному показа-

телю s (так как s−τ ≤ w) и теорему 4 (имея в виду замечание о спектре полиномов hι(κ̇(3),λ(3))ζ
и (6.28)), получим

‖ gιζ |Ls−τ m
p q ‖ ≤ ‖ gιζ |Lw m

p q ‖ ≪ ‖ (2(κ̇(3),λ(3))whι(κ̇(3),λ(3))ζ ) |Lp(ℓq) ‖ =: Jιζ(p, q). (6.29)

Пусть z′′(3) := {ν ∈ z(3) : sν − τν = υν}, z′(3) = z(3) \ z′′(3) (ниже для z ∈ R
n z′ := zz′(3),

z′′ := zz′′(3), N
′
0 := N

#z′(3)
0 , N

′′
0 := N

#z′′(3)
0 , ℓ′q := ℓq(N

′
0), ℓ

′′
q := ℓq(N

′′
0)). Если z′′(3) 6= ∅, то

1 ≤ θ ≤ q ≤ ∞ (см. условия (ii), (iii) части II теоремы 2), поэтому применяя #z′′(3) раз
часть I леммы 1 (с (i, j) = (λν , κν), ν ∈ z′′(3)), получим для числовых последовательностей
(cκ′′λ′′ |κ′′, λ′′ ∈ N

′′
0 : κ

′′ ≤ λ′′ − 2) и (dκ′′ |κ′′ ∈ N
′′
0) неравенство

J′′(3) :=
∥∥∥
(
2(s−τ)′′λ′′

∑

κ′′≤λ′′−2

cκ′′λ′′dκ′′

)
λ′′

∣∣ ℓ′′q
∥∥∥ ≤

∑

κ′′∈N′′

0

( ∏

z′′(3)

2(sν−τν)ǫνκν

)

× |dκ′′ |
∥∥∥
(( ∏

z′′(3)

2(sν−τν)(λν−ǫνκν)
)
cκ′′λ′′

)
λ′′

∣∣ ℓ′′q
∥∥∥ =: J′′1(3).

Если q = 1 (в частности, это так, если ∃ν ∈ zn: ǫν = 1; тогда θ = q = 1 (см. условие (iii) части II
теоремы 2)), то очевидно,

J′′1(3) ≤ sup
κ′′

∥∥∥
(( ∏

z′′(3)

2(sν−τν)(λν−ǫνκν)
)
cκ′′λ′′

)
λ′′

∣∣ ℓ′′q
∥∥∥
∥∥∥
(( ∏

z′′(3)

2(sν−τν)ǫνκν

)
dκ′′

)
κ′′

∣∣ ℓ′′q
∥∥∥.

Если q > 1 (следовательно, ǫν < 1 ∀ν ∈ zn), то по неравенству Гёльдера для рядов продолжим

оценку
(
q′ =

q

q − 1
, если q <∞, q′ = 1, если q = ∞

)

J′′1(3) ≤
∥∥∥
( ∏

z′′(3)

2(sν−τν)(ǫν−1)κν

)
κ′′

∣∣ ℓ′′q′
∥∥∥

× sup
κ′′

∥∥∥
(( ∏

z′′(3)

2(sν−τν)(λν−ǫνκν)
)
cκ′′λ′′

)
λ′′

∣∣ ℓ′′q
∥∥∥
∥∥∥
(
2(s−τ)′′κ′′

dκ′′

)
κ′′

∣∣ ℓ′′q
∥∥∥.
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Итак, при z′′(3) 6= ∅ из неравенства Иенсена (‖ · | ℓq‖ ≤ ‖ · | ℓp‖, 0 < p ≤ q ≤ ∞) получаем

J′′(3) ≪ sup
κ′′

∥∥∥
(( ∏

z′′(3)

2υν(λν−ǫνκν)
)
cκ′′λ′′

)
λ′′

∣∣ ℓ′′θ
∥∥∥
∥∥∥
(
2(s−τ)′′κ′′

dκ′′

)
κ′′

∣∣ ℓ′′q
∥∥∥. (6.30)

Если z′(3) 6= ∅, то простые оценки и часть II леммы 1 (с (i, j) = (λν , κν), u = uν = υν − sν + τν ,
ν ∈ z′(3)) дают для числовых последовательностей (eκ′λ′ |κ′, λ′ ∈ N

′
0 : κ

′ ≤ λ′ − 2) и (fκ′ |κ′ ∈ N
′
0)

∥∥∥
(
2(s−τ)′λ′

∑

κ′≤λ′−2

eκ′λ′ fκ′

)
λ′

∣∣ ℓ′q
∥∥∥

=
∥∥∥
(
2(s−τ−υ)′λ′

∑

κ′≤λ′−2

( ∏

z′(3)

2υν (λν−ǫνκν)
)
eκ′λ′

( ∏

z′(3)

2υνǫνκν

)
fκ′

)
λ′

∣∣ ℓ′q
∥∥∥

≤
(
sup
κ′,λ′

|eκ′λ′ |
∏

z′(3)

2υν(λν−ǫνκν)
)∥∥∥

(
2(s−τ−υ)′λ′

∑

κ′≤λ′−2

|fκ′ |
∏

z′(3)

2υνǫνκν

)
λ′

∣∣ ℓ′q
∥∥∥

≤
( ∏

z′(3)

Cqυν−sν+τν

)(
sup
κ′,λ′

|eκ′λ′

∣∣ ∏

z′(3)

2υν(λν−ǫνκν)
)∥∥∥

(
fκ′

∏

z′(3)

2(sν−τν−υν(1−ǫν))κν

)
κ′

∣∣ ℓ′q
∥∥∥. (6.31)

Применяя неравенства (6.30) с cκ′′λ′′ = 2−τκcrικλ(3)ζ(x) и dκ′′ = 2τκfκζ(x) и (6.31) с

eκ′λ′ = sup
κ′′

∥∥∥
( ∏

z′′(3)

2υν(λν−ǫνκν)2−τκcrικλ(3)ζ(x)
)
λ′′

∣∣ ℓ′′θ
∥∥∥ и fκ′ =

∥∥(2(s−τ)′′κ′′

2τκfκζ(x)
)
κ′′

∣∣ ℓ′′q
∥∥

и простые оценки, имеем для произвольного κ(1)
(
ниже ℓ(i)q := ℓq(N

#z(i)
0 ), i=1,2,3, ℓ(4)q := ℓq(N

#ż(1)
0 ),

ż(1) = z(2) ∪ z(3); снова для определенности считаем, что z′(3) 6= ∅, z′′(3) 6= ∅
)

J
ι
κ(1)ζ(q, x) :=

∥∥ (2(κ̇(3),λ(3))w h̄ι(κ̇(3),λ(3))ζ (x))
∣∣ ℓ(4)q

∥∥

≪
∥∥∥
(
2ẇ(3)κ̇(3) sup

κ′,λ′

{
sup
κ′′

[∥∥∥
(
2−τκcrικλ(3)ζ (x)

∏

z(3)

2υν(λν−ǫνκν)
)
λ′′

∣∣ ℓ′′θ
∥∥∥
]}

×
∥∥∥
(
2(s−τ)(3)κ(3)2τκfκζ(x)

)
κ(3)

∣∣ ℓ(3)q

∥∥∥
)
κ(2)

∣∣ ℓ(2)q

∥∥∥

≤ sup
κ̇(1)

{
sup
λ′

[ ∥∥∥
(∏

z(2)

2υν(1−ǫν)κν

∏

z(3)

2υν (λν−ǫνκν)2−τκcrικλ(3)ζ(x)
)
λ′′

∣∣ ℓ′′θ
∥∥∥
]}∥∥(2sκfκζ(x)

)
κ̇(1)

∣∣ ℓ(4)q

∥∥

≤ sup
κ(3)

{
sup
κ(2)

[ ∥∥∥
(∏

z(2)

2υν (1−ǫν)κν

∏

z(3)

2υν(λν−ǫνκν)2−τκcrικλ(3)ζ(x)
)
λ(3)

∣∣ ℓ(3)θ

∥∥∥
]}∥∥(2sκfκζ(x)

)
κ̇(1)

∣∣ ℓ(4)q

∥∥.

Нетрудно видеть, что (в виду (6.24))

sup
κ(2)

[ ∥∥∥
(
2−τκcrικλ(3)ζ(x)

∏

z(2)

2υν(1−ǫν)κν

∏

z(3)

2υν (λν−ǫνκν)
)
λ(3)

∣∣ ℓ(3)θ

∥∥∥
]
≪ sup

κ(2)

[∥∥∥
(
2−τκdrι

κζλ̇(1)
(x)

×
∏

ż(1)

2υν(λν−ǫνκν)
)
λ̇(1)

∣∣ ℓ(4)θ

∥∥∥
]
≤ sup

κ(2)

[ ∥∥∥
(
2−τκ

∥∥drι
κζλ̇(1)

(x)
∣∣L∞(Tṁ(1))

∥∥∏

ż(1)

2υν (λν−ǫνκν)
)
λ̇(1)

∣∣ ℓ(4)θ

∥∥∥
]

= sup
κ(2)

[∥∥arκζ( · , x[1])
∣∣Bυ̇(1)ṁ(1)

∞θ

∥∥2−τκ
∏

ż(1)

2−υνǫνκν

]
≪

∥∥a | Ψ̃τm
ǫ θ [υ;k, l]

∥∥ ∏

ν∈zn

〈ζν〉1−Kν ,

где

drι
κζλ̇(1)

(x) =
((
arκζ ∗2

∑

ξ[2]∈Zm(2)

η
(m(2))
λ(2) (ξ[2])e2πi ξ[2]x[2]

)
∗3

∑

ξ[3]∈Zm(3)

η
(m(3))
λ(3) (ξ[3])e2πi ξ[3]x[3]

)
(x).
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Следовательно, (∀x ∈ T
m, ∀κ(1) ∈ N

#z(1)
0 )

J
ι
κ(1)ζ(q, x) ≪

∥∥a | Ψ̃τm
ǫ θ [υ;k, l]

∥∥ ∏

ν∈zn

〈ζν〉1−Kν
∥∥(2sκfκζ(x)

)
κ̇(1)

| ℓ(4)q

∥∥. (6.32)

Из леммы 4 и определения Θ
(1)
κ(1)(x[1])) получаем (для любого κ(1))

∥∥Θ(1)
κ(1) |L1(T

m(1))
∥∥ =

∏

z(1)

∥∥∥
∑

ξν

η
(mν )
0 (22−κν ξν)e2πiξ

νxν ∣∣L1(T
mν )

∥∥∥ ≤
∏

z(1)

∥∥F−1
mν

(η
(mν )
0 )

∣∣L1(R
mν )

∥∥.

Поэтому и по лемме 3 (с p = ∞, z = z(1), f = Θ
(1)
κ(1) и (h̄ι(κ̇(3),λ(3))ζ ), ℓ

(4)
q вместо (gκ), ℓq) из (6.32)

находим, что для любого κ(1)

∥∥ (2(κ̇(3),λ(3))whι(κ̇(3),λ(3))ζ (x)) | ℓ(4)q

∥∥ ≪
∥∥a | Ψ̃τm

ǫ θ [υ;k, l]
∥∥ ∏

ν∈zn

〈ζν〉1−Kν
∥∥(2sκfκζ(x)

)
κ̇(1)

| ℓ(4)q

∥∥,

и завершаем оценку правой части (6.29):

Jιζ(p, q) ≪ ‖a | Ψ̃τm
ǫ θ [υ;k, l]‖

∏

ν∈zn

〈ζν〉1−Kν‖
(
2sκfκζ

)
|Lp(ℓq)‖. (6.33)

Итак, из (6.26), (6.29), (6.33), (6.27) (с учетом части B) подразд. 6.2 и выбора u) следует
ограниченность ПДО Ta из Lsm

pq в Ls−τm
pq :

∥∥Taf |Ls−τm
pq

∥∥ ≪
∥∥a | Ψ̃τm

ǫ θ [υ;k, l]
∥∥∥∥f |Lsm

pq

∥∥.

Таким образом, для пространств типа Лизоркина — Трибеля утверждение теоремы 2 полно-
стью доказано. Случай пространств типа Никольского — Бесова разбирается аналогично (и
чуть проще), надо лишь в соответствующих местах применять часть I предложения 3 (вместо
части II).
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