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Дано решение задачи о наилучшем равномерном приближении на числовой оси оператора дифферен-

цирования первого порядка на классе функций с ограниченной второй производной линейными ограни-

ченными в пространстве L2 операторами. Это один из немногих случаев точного решения задачи прибли-

жения оператора дифференцирования в одном пространстве аппроксимирующими операторами, ограни-

ченными в другом пространстве. Получено родственное точное неравенство между равномерной нормой

производной функции, вариацией преобразования Фурье функции и L∞-нормой ее второй производной,

которое можно рассматривать как неклассический вариант неравенства Адамара — Колмогорова.
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V. V.Arestov. Best uniform approximation of the differentiation operator by operators boun-

ded in the space L2.

We give a solution of the problem on the best uniform approximation on the numerical axis of the first-order

differentiation operator on the class of functions with bounded second derivative by linear operators bounded

in the space L2. This is one of the few cases of the exact solution of the problem on the approximation of the

differentiation operator in some space with the use of approximating operators that are bounded in another

space. We obtain a related exact inequality between the uniform norm of the derivative of a function, the

variation of the Fourier transform of the function, and the L∞-norm of its second derivative. This inequality

can be regarded as a nonclassical variant of the Hadamard–Kolmogorov inequality.
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1. Обозначения. Окружение. Постановка задачи

В работе 1967 года С.Б.Стечкин [1] сформулировал задачу о наилучшем приближении
линейного неограниченного оператора линейными ограниченными операторами на классе эле-
ментов банахова пространства и получил в ней принципиальные результаты. В последующем
этой задаче было посвящено большое число исследований (см., в частности, [2–10] и приведен-
ную там библиографию). Наиболее полно эта тематика развита для операторов дифференци-
рования в пространствах Лебега Lγ = Lγ(I) на числовой оси I = (−∞,∞) и полуоси I = [0,∞)
(см., в частности, [2; 3; 7; 11–13] и приведенную там библиографию). В данной работе будет
рассмотрен конкретный вариант такой задачи на оси. Прежде чем описать этот вариант и
сформулировать полученный результат, приведем нужную для этого информацию, содержа-
щуюся в нескольких статьях. Нам удобно часть этой информации привести в довольно общей
ситуации.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 18-01-00336) и Программы повышения кон-
курентоспособности УрФУ (постановление № 211 Правительства РФ от 16.03.2013, контракт
№ 02.A03.21.0006 от 27.08.2013).
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1.1. Обозначения

В данной статье используются стандартные обозначения классических пространств изме-
римых (или даже непрерывных) комплекснозначных функций. Напомним обозначения этих
пространств и некоторые их свойства для числовой оси (−∞,∞), хотя использоваться они бу-
дут иногда и для полуоси [0,∞). Итак, пусть Lγ = Lγ(−∞,∞), при 1 ≤ γ < ∞ есть простран-
ство Лебега измеримых на числовой оси R = (−∞,∞) функций f , у которых функция |f |γ
суммируема на оси; пространство Lγ наделено нормой

‖f‖γ = ‖f‖Lγ
=

(
∫

|f(t)|γdt
)1/γ

;

здесь и ниже в интегралах по оси множество интегрирования не указано. Пространство L∞ =
L∞(−∞,∞) состоит из измеримых, существенно ограниченных функций на оси, наделено нор-
мой ‖f‖∞ = ‖f‖L∞

= ess sup{|f(t)| : t ∈ (−∞,∞)}. Пространство L∞ = L∞(−∞,∞) содержит
пространство C = C(−∞,∞) непрерывных, ограниченных функций на оси, наделенное нор-
мой ‖f‖C = sup{|f(t)| : t ∈ (−∞,∞)}. В свою очередь, C = C(−∞,∞) содержит простран-
ство C0 = C0(−∞,∞) функций, имеющих нулевой предел на бесконечности. В дальнейшем
в некоторых ситуациях под L∞ будет пониматься именно пространство C = C(−∞,∞) или
даже пространство C0 = C0(−∞,∞); эти ситуации будут оговариваться особо. Обозначим че-
рез V пространство (комплексных) ограниченных борелевских мер на (−∞,∞). Это простран-
ство будем отождествлять с множеством (комплексных) функций µ ограниченной вариации
на (−∞,∞), значения вещественной и мнимой частей которых в точках разрыва заключены
между пределами справа и слева. Норма в пространстве V есть полная вариация

∨

µ =
∨∞

−∞ µ
меры (функции) µ ∈ V.

Все эти пространства функций и их нормы инвариантны относительно группы сдвигов
{τh, h ∈ R}, определенных формулой (τhf)(t) = f(t − h), t ∈ R, и родственного семейства
операторов {σh, h ∈ R}, заданных формулой (σhf)(t) = f(h−t), t ∈ R. Отметим, что операторы
этих двух семейств связаны соотношением σh = τhσ0, где σ0 — оператор смены знака аргумента
функции: (σ0f)(t) = f(−t), t ∈ R.

Для функции f ∈ L1 преобразование Фурье f
∧

и обратное преобразование Фурье f

∧

опре-
делим формулами (см., например, [14])

f
∧

(t) =

∫

e−2πtηif(η) dη; f

∧

(t) =

∫

e2πtηif(η) dη.

Пусть S есть (топологическое векторное) пространство быстро убывающих бесконечно
дифференцируемых функций на R, а S ′ — соответствующее двойственное пространство обоб-
щенных функций (см., например, [14]). Значение функционала θ ∈ S ′ на функции φ ∈ S

будем обозначать через 〈θ, φ〉. Пространство S ′ содержит множество L = L (−∞,∞) функ-
ций f, измеримых, локально суммируемых на вещественной оси и растущих на бесконечности

не быстрее некоторой степени |t|, а точнее, удовлетворяющих условию

∫

(1+ |t|)µ|f(t)|dt < ∞,

µ = µ(f) ≤ 0. Функции f ∈ L сопоставляют функционал f ∈ S ′ по формуле

〈f, φ〉 =
∫

f(t)φ(t)dt, φ ∈ S .

Пространство S ′ замкнуто относительно нескольких классических операций. Для функ-
ционала θ ∈ S ′ производной порядка n ≥ 1 называют функционал θ(n) ∈ S ′, определенный
соотношением 〈θ(n), φ〉 = (−1)n〈θ, φ(n)〉, φ ∈ S . Преобразование Фурье функционала θ ∈ S ′

есть функционал θ
∧

∈ S ′, действующий по формуле

〈θ
∧

, φ〉 = 〈θ, φ
∧

〉, φ ∈ S . (1.1)
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Сверткой θ ∗ φ элементов θ ∈ S ′, φ ∈ S называют функцию y(t) = 〈θ, σtφ〉; если θ есть
классическая функция из множества L , то имеем

(θ ∗ φ)(t) =
∫

θ(η)φ(t− η)dη.

1.2. Приближение оператора дифференцирования

линейными ограниченными операторами

Пусть p, q, r, s — вещественные параметры, удовлетворяющие ограничениям 1 ≤ p, q, r,
s ≤ ∞. Для целого n ≥ 1 определим пространство W n

r,p функций f ∈ Lr, которые n − 1 раз

непрерывно дифференцируемы на оси, производная f (n−1) порядка n− 1 локально абсолютно
непрерывна, а f (n) ∈ Lp. В пространстве W n

r,p выделим класс

Qn
r,p = {f ∈ W n

r,p : ‖f (n)‖Lp
≤ 1}.

Обозначим через B(Lr, Ls) множество всех линейных ограниченных операторов из Lr в Ls, а
через B(N ;Lr, Ls) при N > 0 — множество операторов T ∈ B(Lr, Ls) с нормой ‖T‖Lr→Ls

≤ N.
Пусть 0 ≤ k < n — целые, причем k > 0, если r = s. Для оператора T ∈ B(Lr, Ls) положим

U(T ) = sup{‖f (k) − Tf‖Lq
: f ∈ Qn

r,p}; (1.2)

если разность f (k)−Tf не принадлежит пространству Lq, то считаем, что ‖f (k)−Tf‖Lq
= ∞.

Величину (1.2) можно интерпретировать как уклонение (в пространстве Lq) оператора T от
оператора дифференцирования Dk = dk/dtk на классе Qn

r,p. При N > 0 величина

En,k(N) = En,k(N ; r, s; p, q) = inf{U(T ) : T ∈ B(N ;Lr, Ls)} (1.3)

есть наилучшее приближение (в пространстве Lq) оператора дифференцирования Dk на клас-
се Qn

r,p множеством линейных ограниченных операторов B(N ;Lr, Ls). Задача Стечкина состо-
ит в вычислении величины (1.3) и экстремального оператора, на котором в (1.3) достигается
нижняя грань; будем называть ее задачей (1.3), а иногда — просто задачей En,k(N).

Наиболее полно задача (1.3) изучена в классическом случае s = q. Эту задачу изуча-
ли С.Б.Стечкин, В.В.Арестов, В.Н. Габушин, Л.В.Тайков, Ю.Н.Субботин, В.И.Бердышев,
В.М.Тихомиров, А.П.Буслаев, Г. Г.Магарил-Ильяев, В.Ф.Бабенко, Е. Е.Бердышева,
М.А.Филатова и многие другие (см. [2; 3; 12] и приведенную там библиографию).

Плодотворным оказалось наблюдение С.Б.Стечкина о том, что задача (1.3) связана с зада-
чей о наименьшей (наилучшей) константе в неравенстве между нормами производных функ-
ций

‖f (k)‖Lq
≤ K‖f‖αLr

‖f (n)‖βLp
, f ∈ W n

r,p, (1.4)

α = (n− k − 1/p+ 1/q)/(n − 1/p + 1/r), β = 1− α.

Первое точное неравенство (1.4) получил Э.Ландау [15] в 1913 году при n = 2, k = 1
относительно равномерной нормы на полуоси. А.Н.Колмогоров в 1939 году нашел [16] точную
константу в неравенстве (1.4) на оси R = (−∞,∞) для всех 1 ≤ k < n при p = q = r = ∞,
а точнее, в неравенстве

‖f (k)‖C ≤ Cn,k‖f‖(n−k)/n
C ‖f‖k/nL∞

, f ∈ W n
∞,∞; (1.5)

экстремальной в этом неравенстве является известная функция Фавара— Ахиезера— Крейна

fn(t) =
4

π

∞
∑

ℓ=0

sin ((2ℓ+ 1)t− nπ/2)

(2ℓ+ 1)n+1
, t ∈ R.
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Неравенство (1.5) для n = 2, k = 1 ранее (1914) получил Ж.Адамар [17]; а для n = 3, 4 при
всех 1 ≤ k < n и n = 5, k = 2 — Г.Е.Шилов (1937) [18]. Результат А.Н.Колмогорова (1.5) —
один из наиболее ярких и важных в данной тематике; в связи с этим неравенства (1.4) и в
общем случае часто называют неравенствами Колмогорова. В.Н. Габушин [19] доказал, что
необходимое и достаточное условие конечности константы K в неравенстве (1.4) состоит в
том, что (n− k)/r+ k/p ≥ n/q. Более полную информацию о неравенствах Колмогорова (1.4),
в частности, описание известных случаев с наилучшей константой, можно найти в [2;3;12;20].

Как частный случай более общего результата С.Б.Стечкина [1, неравенство (6)], при вы-
полнении условия

µ = n− 1/p + 1/r > 0

величина (1.3) и наилучшая константа в (1.4) связаны неравенством

En,k(N) ≥ βαα/βK1/βN−α/β, N > 0. (1.6)

Наилучшая константа K в неравенстве Колмогорова (1.4) известна в бо́льшем числе слу-
чаев в сравнении со случаями точного решения задачи (1.3). Чаще всего при решении зада-
чи (1.3) использовалось неравенство Стечкина (1.6). В некоторых случаях соответствующее
точное неравенство (1.4) было известно ранее, в других же одновременно была найдена наи-
меньшая константа K в (1.4), см. библиографию в [2; 12].

Обсудим ситуацию, когда s и q необязательно совпадают; такой вариант задачи (1.3) иногда
называют четырехпараметрическим. Величина (1.3) является однородной функцией парамет-
ра N. А именно, если параметры задачи (1.3) удовлетворяют ограничениям

k + 1/r − 1/s > 0, (1.7)

n− k + 1/q − 1/p > 0, (1.8)

то имеет место формула

En,k(N) = N−γEn,k(1), γ =
n− k + 1/q − 1/p

k + 1/r − 1/s
, (1.9)

которая, в частности, влечет, что En,k(N) → 0, N → ∞. Отметим сразу, что условия (1.7)
и (1.8) исключают три вырожденных случая задачи, они здесь обсуждаться не будут; см.
детали в [21, § 5]. Формула (1.9) впервые была получена в [1, теорема 2] при p = q = r = s = ∞.
В общем случае формула (1.9) обосновывается с помощью тех же соображений. Мы приведем
сейчас эти соображения, поскольку детали рассуждений понадобятся в дальнейшем. Следуя
[1, теорема 2], оператору T ∈ B(N ;Lr, Ls) сопоставим оператор Th, h > 0, формулой

(Thf)(t) = h−k(Tfh)(th
−1), (1.10)

в которой fh(u) = f(hu). Нетрудно проверить, что

‖Th‖Lr→Ls
= h−(k+1/r−1/s)‖T‖Lr→Ls

; (1.11)

U(Th) = hn−k+1/q−1/pU(T ). (1.12)

Из определения (1.10) отображения T → Th и (1.11) заключаем, что при этом отображении
множество операторов B(N ;Lr, Ls) взаимно однозначно отображается на множество
B(h−(k+1/r−1/s)N ;Lr, Ls). В силу (1.12) можно утверждать, что

En,k(h
−(k+1/r−1/s)N) = hn−k+1/q−1/pEn,k(N) (1.13)

при любых h > 0, N > 0. Более того, оператор T ∈ B(N ;Lr, Ls) является экстремальным
в задаче En,k(N) в том и только в том случае, если оператор Th — экстремальный в задаче
En,k(h

−(k+1/r−1/s)N). Формула (1.13) влечет (1.9).
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При s 6= q для полуоси не существует на данный момент случаев точного решения зада-
чи (1.3). Одна из причин состоит в том, что при s 6= q нет неравенства (1.6).

На оси задача (1.3) инвариантна относительно группы сдвигов τh, h ∈ (−∞,∞). Это свой-
ство позволяет получить в задаче (1.3) конкретные результаты [11; 21–25]. Обозначим через
T (Lr, Ls) множество операторов T ∈ B(Lr, Ls), инвариантных относительно группы сдвигов
на Lr, а через T (N ;Lr, Ls) — множество операторов T ∈ T (Lr, Ls), нормы которых ограничены
числом N > 0. В [21, теорема 1.1] доказано, что при любом N > 0 для всех значений парамет-
ров p, q, r, s (с некоторой особенностью при r = ∞) в (1.3) можно ограничиться операторами
T ∈ T (N ;Lr, Ls). Точнее, обозначим одним из двух выражений E⋄

n,k(N) или E⋄
n,k(N ; r, s; p, q)

величину (1.3) при r < ∞, а при r = ∞ — величину (1.3), в которой пространство Lr при
r = ∞ интерпретируется как C0 = C0(−∞,∞). В [21, теорема 1.1] доказано, что при любом
N > 0 имеет место равенство

E⋄
n,k(N) = E⋄

n,k(N ; r, s; p, q) = inf{U(T ) : T ∈ T (N ;Lr, Ls)}.

Множество T (Lr, Ls) ограниченных операторов из Lr в Ls, инвариантных относитель-
но сдвига, достаточно хорошо изучено (см., например, монографии [26; 27]). Известно, что
если s < r, то T (Lr, Ls) состоит только из нулевого оператора, и потому в этом случае
En,k(N) = sup{‖f (k)‖Lq

: f ∈ Qn
r,p}. При q < p справедливо некоторое подобное утвержде-

ние. Эти два факта как раз и позволили [21, § 5] показать, что в предположениях (1.7), (1.8)
величина En,k(N) конечна при каком-либо значении N > 0 (или согласно (1.9), то же самое,
при любом значении N > 0) в том и только в том случае, если выполнены условия s ≥ r, q ≥ p.
Этот результат при s = q ранее был получен другим методом В.Н. Габушиным [19].

При s ≥ r оператор T ∈ T (Lr, Ls), по крайней мере, на множестве S , имеет вид свертки
Tf = θ ∗ f с некоторым элементом θ = θT ∈ S ′, см., например, [26, теорема 1.2]. Множество
Mr,s = M(r, s) таких обобщенных функций θT является банаховым пространством относитель-
но нормы ‖θT ‖M(r,s) = ‖T‖Lr→Ls

. Пространства M(r, s), называемые пространствами мульти-
пликаторов, довольно хорошо изучены (см. монографии [14;26;27]). В частности, в некоторых
случаях известно описание множества M(r, s); см., например, [26, гл. I; 14, гл. 1, § 3; 27, гл. 4].
Так известно, что

M(2, 2) = L∞

∧

= {θ ∈ S
′ : θ

∧

∈ L∞}, (1.14)

M(r,∞) = Lr′ , 1 ≤ r < ∞, 1/r + 1/r′ = 1; M(∞,∞) = M(1, 1) = V. (1.15)

Соотношения (1.14) и (1.15) имеют место вместе с соответствующими формулами для норм

элементов; к примеру, ‖θ‖M(2,2) = ‖θ

∧

‖L∞
для θ ∈ M(2, 2).

При 1 ≤ r ≤ s ≤ ∞ определим на множестве S функционал

‖f‖r,s = sup{|〈θ, f〉| : θ ∈ M(r, s), ‖θ‖ ≤ 1},

который, как нетрудно понять, является на S нормой. Обозначим через Lr,s пополнение S

относительно этой нормы. Известно [21; 25], что Lr,s есть функциональное пространство, вло-
женное в Lω, 1/ω = 1/r − 1/s. Если s = ∞, то из (1.15) следует, что

L∞,∞ = C0, Lr,∞ = Lr при 1 ≤ r < ∞

вместе с равенствами норм элементов. Помимо того, как следствие (1.14) имеем

L2,2 = L1

∧

= {f ∈ C0 : f
∧

∈ L1}, (1.16)

причем ‖f‖2,2 = ‖f
∧

‖L1
, f ∈ L2,2.

В работах автора [21; 22; 25] были построены аналоги задачи (1.3) и неравенства (1.4) в
пространствах Lr,s и Lp,q, порожденные задачей (1.3). Ниже в п. 1.4 будет выписана одна из
этих задач для значений параметров s = r = 2, p = q = ∞.
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1.3. Некоторые известные случаи задачи (1.3)

Отметим несколько конкретных случаев решения задачи (1.3), близких к рассматриваемо-
му в данной работе.

С л у ч а й p = q = r = s = ∞. Первые точные результаты в задаче (1.3) получил
С.Б.Стечкин. Он доказал [1; 28], что в пространстве C = C(−∞,∞) (а точнее, в случае
r = s = q = p = ∞) при n = 2 и n = 3 для 1 ≤ k < n экстремальными являются следу-

ющие классические (конечноразностные) операторы T n,k
h :

(T 2,1
h f)(t) = (T 3,1

h f)(t) =
f(t+ h)− f(t− h)

2h
, N = h−1,

(T 3,2
h f)(t) =

f(t+ h)− 2f(t) + f(t− h)

h2
, N =

4

h2
.

При n = 4, 5 решение этого случая задачи (1.3) нашел В.В.Арестов [29], а при произвольном
n ≥ 6 — А.П.Буслаев [30] с использованием результата И.Домара [31]. При n ≥ 4 экстремаль-
ные операторы бесконечноразностные с равномерными узлами. Точнее, к примеру, при k = 1
экстремальный оператор имеет вид

Tn,1f(t) = h−1
∞
∑

ℓ=0

αℓ(f(t+ (2ℓ+ 1)h) − f(t− (2ℓ+ 1)h));

последовательность {αℓ}ℓ≥0 является суммой нескольких геометрических прогрессий. В обос-
новании результатов использовалась оценка снизу (1.6) и точное неравенство Колмогоро-
ва (1.5).

С л у ч а й p = q = r = s = 2. Решение задачи (1.3) в этом случае получили Ю.Н.Суббо-
тин и Л.В.Тайков [32]. Экстремальный оператор — некоторый интегральный оператор сверт-
ки. Использовалась оценка снизу (1.6). Соответствующее точное неравенство (1.4) было из-
вестно ранее [33, гл. VII, § 7.9, п. 261].

С л у ч а й p = q = 2, 1 ≤ r = s ≤ ∞. Для этих значений параметров решение задачи (1.3)
получил автор [11; 22; 24]. Соответствующего неравенства (1.4) не существует. Результат был
получен с помощью соображений инвариантности. При n ≥ 3 (1 ≤ k < n) это сделано в
статье [22], а при n = 2, k = 1, — на пять лет позже в статье [24] (см. также [11]).

1.4. Случай r = s = 2, p = q = ∞

В дальнейшем будет обсуждаться задача (1.3) для значений параметров r = s = 2,
p = q = ∞. Обозначение En,k(N) будет использоваться лишь для величины En,k(N ; 2, 2;∞,∞).
В данном случае исходным является пространство W n

2,∞ функций f ∈ L2, которые n − 1 раз
непрерывно дифференцируемы на оси, производная порядка n − 1 которых локально абсо-

лютно непрерывна на оси, а f (n) ∈ L∞. Обозначим через
◦

W =
◦

W n
2,∞ пространство функ-

ций f ∈ W n
2,∞ со свойством f (n) ∈ C0. В пространстве

◦

W n
2,∞ выделим класс функций

◦

Qn
2,∞=

{f ∈
◦

W n
2,∞ : ‖f (n)‖C0

≤ 1}. Наряду с En,k(N) рассмотрим наилучшее равномерное приближение

оператора Dk множеством B(L2, L2) линейных ограниченных операторов в пространстве L2,
а точнее, величину

E ◦
n,k(N) = inf{U◦(T ) : ‖T‖L2→L2

≤ N}, (1.17)

U◦(T ) = sup{‖f (k) − Tf‖C : f ∈
◦

Qn
2,∞}.

Для сокращения записи положим F = L1

∧

; это есть банахово пространство относительно
нормы ‖f‖F = ‖f

∧

‖L1
, f ∈ F. Обозначим через Y n = W n

2,2;∞,∞ пространство функций f ∈ F,
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которые n раз (непрерывно) дифференцируемы на оси и f (n) ∈ C0. Операторной задаче (1.17)
будет соответствовать в Y n следующее неравенство для норм функции и ее производных:

‖f (k)‖C ≤ Kn,k‖f
∧

‖ (n−k)/n
L ‖f (n)‖k/nC0

, f ∈ Y n. (1.18)

Как частный случай результатов автора [25, теорема 3] справедливо такое утверждение.

Теорема 1. При r = s = 2, p = q = ∞, 1 ≤ k < n для любого значения N > 0

E ◦
n,k(N) = βαα/β(Kn,k)

1/βN−α/β , α =
n− k

n
, β =

k

n
,

где Kn,k — наименьшая константа в (1.18).

Для того чтобы обеспечить существование экстремальных функций в рассматриваемых
здесь задачах, расширим пространство Y n. Рассмотрим более широкое в сравнении с (1.16)

множество F = V

∧

= {f ∈ C : f
∧

∈ V } функций f ∈ C = C(−∞,∞), преобразование Фурье
которых есть (вообще говоря, комплексная) ограниченная борелевская мера на оси, а точнее,
множество функций, представимых в виде

f(t) =

∫

e2πtηi dµ(η), где µ = µf = f
∧

∈ V. (1.19)

Полную вариацию
∨

µ меры µ в (1.19) будем обозначать через ‖f‖F . Относительно этого
функционала пространство F = V

∧

является банаховым.
При n ≥ 1 рассмотрим пространство Yn = F ⋂

W n
∞,∞ функций f ∈ F , непрерывно диффе-

ренцируемых n − 1 раз на (−∞,∞) и, более того, производная f (n−1) порядка n − 1 которых
локально абсолютно непрерывна на оси и f (n) ∈ L∞. Имеет место вложение Yn ⊂ W n

∞,∞; бо-

лее того, если f ∈ Yn, то ‖f‖C ≤ ∨

f
∧

. Поэтому из классического варианта (1.5) неравенства
Колмогорова следует, что на множестве Yn имеет место неравенство

‖f (k)‖C ≤ Kn,k

(

∨

f
∧

)(n−k)/n
‖f (n)‖k/nL∞

, f ∈ Yn. (1.20)

Наилучшая константа Kn,k в этом неравенстве и константы в неравенствах (1.18) и (1.5) свя-
заны соотношением Kn,k ≤ Kn,k ≤ Cn,k. Следует ожидать, что на самом деле справедливо
равенство Kn,k = Kn,k; ниже будет показано, что этот факт имеет место, по крайней мере, при
n = 2, k = 1. Неравенство же Kn,k ≤ Cn,k может быть и строгим (см. замечание к теореме 3
ниже).

Функцию f∗ ∈ Yn, f∗ 6≡ 0, на которой (1.20) обращается в равенство, называют экстре-

мальной в неравенстве (1.20). Нетрудно понять, что если f∗ экстремальная, то для любых
κ 6= 0, c, t0 функция cf∗(κt+ t0) также будет экстремальной. Если функция f∗ экстремальная
и любая другая экстремальная выражается через нее формулой cf∗(κt + t0), то говорят, что
f∗ — единственная экстремальная функция.

В пространстве Yn выделим класс Qn = {f ∈ Yn : ‖f (n)‖L∞
≤ 1}. Рассмотрим задачу наи-

лучшего равномерного приближения оператора дифференцирования порядка k на классе Qn

множеством B(F , C) линейных ограниченных операторов из F в C:

En,k(N) = inf{U(T ) : T ∈ B(F , C), ‖T‖F→C ≤ N}, (1.21)

U(T ) = sup{‖f (k) − Tf‖ : f ∈ Qn}.
С помощью тех же соображений, что и при обосновании (1.6), доказывается, что величи-
на (1.21) и наилучшая константа в (1.20) связаны неравенством

En,k(N) ≥ βαα/βK1/β
n,k N

−α/β, N > 0. (1.22)
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1.5. Основные результаты

В данной статье будет дано решение задачи (1.3) для значений параметров

r = s = 2, p = q = ∞; k = 1, n = 2. (1.23)

Одновременно будет дано решение нескольких родственных задач.

Теорема 2. Для значений параметров (1.23) при любом h > 0 имеет место формула

E2,1(N(h)) =
πh

4
, N(h) =

π2

2h

(

4
∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3

)−1

. (1.24)

Экстремальным в (1.24) является оператор сингулярной свертки на пространстве L2, опре-

деленный формулой

(Θhf)(t) = A(h)

πh
∫

0

(f(t+ u)− f(t− u)) y
(

uh−1
)

du, (1.25)

где

A(h) = h−2

(

4
∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3

)−1

; y(u) =
π − u

4 sinu
, u ∈ (0, π).

Наряду с теоремой 2 будет доказано следующее утверждение.

Теорема 3. Для функций пространства Y2 справедливо точное неравенство

‖f ′‖C ≤ K2,1

√

∨

f
∧

· ‖f ′′‖∞, f ∈ Y 2, (1.26)

с наименьшей возможной константой

K2,1 =
π

2

( 4

π

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3

)−1/2
, (1.27)

и функция

f2(t) = − 4

π

∞
∑

ℓ=0

sin ((2ℓ+ 1)t)

(2ℓ+ 1)3
(1.28)

является экстремальной в неравенстве (1.26).

З а м е ч а н и е. Имеют место соотношения (см., к примеру, лемму 1 ниже или [34, введение,
§ 0.2, п. 234])

4

π

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
>

4

π

∞
∑

ℓ=0

(−1)ℓ

(2ℓ+ 1)3
=

π2

8
,

4

π

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
<

4

π

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)2
=

π

2
.

Поэтому для константы (1.27) справедливы оценки
√

π

2
< K2,1 <

√
2. (1.29)

Согласно результату Адамара [17] при n = 2, k = 1 наилучшая константа в неравенстве (1.5)
имеет значение C2,1 =

√
2. Второе неравенство (1.29) означает, что выполняется строгое нера-

венство K2,1 < C2,1.
Доказательство теорем 2 и 3 будет дано в последующих трех разделах. В разд. 2 обсужда-

ются свойства функции (1.28), которая, как утверждается в теореме 3 и будет в дальнейшем
доказано, является экстремальной в неравенстве (1.26). В процессе исследований эта функ-
ция даст оценку снизу во всех рассматриваемых в этом разделе задачах. В разд. 3 строится
и исследуется оператор, относительно которого в дальнейшем доказывается, что он является
экстремальным в рассматриваемых здесь аппроксимационных задачах. В разд. 4 будет дано
доказательство основных утверждений данной работы.
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2. Экстремальная функция. Оценки снизу

Приведем некоторые необходимые в дальнейшем свойства функции f2, определенной фор-
мулой (1.28). Функция f2 — нечетная, 2π-периодическая, и для нее на [0, π] имеет место фор-
мула

f2(t) =
t

2
(t− π), t ∈ [0, π]. (2.1)

Помимо того, функция f2 дифференцируема на (−∞,∞), ее производная есть четная, 2π-
периодическая функция со значениями

f ′
2(t) = t− π

2
, t ∈ [0, π]. (2.2)

Следовательно, f ′
2 абсолютно непрерывна на оси (−∞,∞) и

f ′′
2 (t) = sgn sin t, t 6= νπ, ν ∈ Z. (2.3)

Функцию (1.28) можно записать в следующей экспоненциальной форме:

f2(t) = − 2

πi

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
(

e(2ℓ+1)ti − e−(2ℓ+1)ti
)

. (2.4)

С помощью δ-функции Дирака определим меру dµ2 на оси соотношением

dµ2(η) =
2

πi

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
δ(η − ηℓ)−

2

πi

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
δ(η + ηℓ), (2.5)

где ηℓ =
2ℓ+ 1

2π
, ℓ ≥ 0. Представление (2.4) функции (1.28) с помощью меры (2.5) можно

переписать в виде

f2(t) =

∞
∫

−∞

e2πηtidµ2(η) = µ2

∧

(t). (2.6)

Лемма 1. Функция f2 принадлежит пространству Y2, и соответствующие нормы функ-

ции и ее первых двух производных имеют следующие значения:

‖f2‖F =
4

π

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
, ‖f2‖C = −f2(π/2) =

4

π

∞
∑

ℓ=0

(−1)ℓ

(2ℓ+ 1)3
=

π2

8
,

‖f ′
2‖C = −f ′

2(0) =
4

π

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)2
=

π

2
, ‖f ′′

2 ‖L∞
= 1.

(2.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Представление (2.6) означает, что f2 ∈ F и, как нетрудно ви-
деть,

‖f2‖F =
∨

µ2 =
4

π

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
.

Остальные свойства функции f2 легко следуют из (1.28), (2.1), (2.2) и (2.3). Все утверждения
леммы 1 доказаны. �

Следствие 1. Для наилучшей константы в неравенстве (1.26) справедлива оценка снизу

K2,1 ≥
‖f ′

2‖C(−∞,∞)
√

(

∨

f2
∧

)

‖f ′′
2 ‖L∞

=
π

2

( 4

π

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3

)−1/2
. (2.8)
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Функция f2 не принадлежит множеству W 2
2,2;∞,∞. Для того чтобы воспользоваться функ-

цией f2 в задачах на пространстве W 2
2,2;∞,∞, произведем сглаживание этой функции; это и

сделано в следующей лемме.

Лемма 2. Для функции f2 существует семейство функций {gα} ⊂ W 2
2,2;∞,∞, зависящее

от параметра α, 0 < α ≤ α0 = 1/(2π), обладающее следующими свойствами:

(1) ‖gα
∧‖L1

=
∨

f2
∧

, 0 < α ≤ α0;
(2) limα→+0‖g′′α‖L∞

= ‖f ′′
2 ‖L∞

;
(3) limα→+0‖g′α‖C0

= ‖f ′
2‖C ;

(4) для любого R > 0 при k = 0 и k = 1 имеет место предельное соотношение

‖f (k)
2 − g(k)α ‖C[−R,R] → 0, α → +0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через φ функцию на оси (−∞,∞), четную, неотрица-
тельную, бесконечно дифференцируемую, имеющую компактный носитель, сосредоточенный
на отрезке [−1, 1], нормированную условием

∫

φ(t)dt = 1,

наконец, положительно определенную, т. е. преобразование Фурье которой неотрицательное:
φ
∧

≥ 0. Определим при 0 < α ≤ 1/(2π) функцию φα соотношением

φα(t) = α−1φ
(

tα−1
)

, t ∈ R;

носитель этой функции сосредоточен на отрезке [−α,α]. Имеем

φα

∧

(t) = α−1

∫

e−2πtηiφ
(

ηα−1
)

dη =

∫

e−2παtηiφ (η) dη = φ
∧

(αt), t ∈ R;

в частности,

φα

∧

(0) =

∫

φα(η) dη =

∫

φ(η) dη = 1. (2.9)

Введем семейство функций gα, 0 < α < 1/(2π), определив вначале их преобразование
Фурье. А именно, исходя из (2.5), положим

gα
∧

(η) =
2

πi

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
(φα(η − ηℓ)− φα(η + ηℓ)) . (2.10)

Функции (2.10), очевидно, суммируемы, а поскольку носители слагаемых в (2.10) не пересека-
ются, то имеем

∫

|gα
∧

(η)|dη =
2

π

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3

(
∫

φα(η − ηℓ)dη +

∫

φα(η + ηℓ)dη

)

.

Воспользовавшись свойством (2.9), окончательно получаем, что

∫

|gα
∧

(η)|dη =
4

π

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
.

Функции gα являются обратными преобразованиями Фурье функций (2.10). Поскольку
функции (2.10) нечетные, то имеем

gα(t) =
2

πi

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3

∫

e2πi t η (φα(η − ηℓ)− φα(η + ηℓ)) dη

= φα

∧

(t)
4

π

∞
∑

ℓ=0

sin (2π t ηℓ)

(2ℓ+ 1)3
= φα

∧

(t)
4

π

∞
∑

ℓ=0

sin ((2ℓ+ 1)t)

(2ℓ+ 1)3
.
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Таким образом,
gα(t) = Φ(αt)f2(t), где Φ(t) = φ

∧

(t). (2.11)

Всюду на оси

g′α(t) = Φ(αt)f ′
2(t) + ε1(α, t), ε1(α, t) = αΦ′(αt)f2(t), (2.12)

и почти всюду (в тех точках, где существует f ′′
2 )

g′′α(t) = Φ(αt)f ′′
2 (t) + ε2(α, t), ε2(α, t) = 2αΦ′(αt)f ′

2(t) + α2Φ′′(αt)f2(t). (2.13)

Обе функции ε1(α, t) и ε2(α, t) в (2.12) и (2.13) равномерно на оси стремятся к нулю при
α → +0. Из формул (2.11)–(2.13) следуют все утверждения леммы 2. �

Важную роль в наших исследованиях имеет частный случай неравенства (1.18) для n = 2,
k = 1:

‖f ′‖C ≤ K2,1

√

‖f
∧

‖L‖f ′′‖∞, f ∈ Y 2. (2.14)

Поскольку Y 2 ⊂ Y2, то K2,1 ≤ K2,1. Из приведенных ниже результатов будет следовать, что
эти константы совпадают. На данный момент как следствие леммы 2 можно утверждать, что
для константы K2,1 справедливо следующее утверждение.

Следствие 2. Для наилучшей константы в неравенстве (2.14) выполняется оценка

K2,1 ≥
π

2

(

4

π

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3

)−1/2

, (2.15)

аналогичная (2.8).

Результаты этого раздела дают оценки снизу во всех аппроксимационных задачах, рас-
сматриваемых в данной статье.

3. Построение и исследование экстремального оператора

3.1. Вспомогательные утверждения

Обозначим через y нечетную функцию, которая имеет на (0,∞) значения

y(u) =







π − u

4 sin u
, u ∈ (0, π);

0, u > π.

(3.1)

В последующем нам нужны будут свойства функции y и ее обратного преобразования Фурье y

∧

.
Функция y имеет в точке 0 неинтегрируемую особенность, поэтому ее обратное преобразова-
ние Фурье y

∧

следует понимать в смысле теории обобщенных функций (1.1). Как нетрудно
проверить, функция z = y

∧

классическая, и имеет место формула

z(t) = y

∧

(t) = 2i

π
∫

0

y(u) sin 2πtu du =
i

2

π
∫

0

π − u

sinu
sin 2πtu du; (3.2)

отметим, что функция z = y

∧

целая и нечетная.
Утверждения следующих двух лемм содержатся в работе автора [11;24] (отметим, что [11]

есть перевод на английский язык давней статьи автора [24], опубликованной на русском языке в
труднодоступном сборнике). Однако эти утверждения содержатся в названных работах внутри
доказательства теоремы 1, изложены довольно схематично, причем с некоторыми неточностя-
ми. Поэтому они будут приведены здесь с доказательствами.
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Лемма 3. Для функций (3.1) и (3.2) справедливы утверждения:

‖z‖C =
π2

4
, (3.3)

z′(0) = 8πi

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
, (3.4)

‖z′′
∧

‖1 = (2π)2
π
∫

0

u2y(u) du = (2π)3
∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
. (3.5)

Нам удобно вместо функции (3.2) провести исследование функции

χ(t) =
1

2

π
∫

0

π − u

sinu
sinut du, (3.6)

связанной с функцией (3.2) равенством

z(t) = iχ(2πt), t ∈ R. (3.7)

Лемма 4. Для функции (3.6) справедливы следующие утверждения.

(1) Имеет место представление

χ(t) =
1 + cos tπ

2

∞
∑

ℓ=0

(

1

(2ℓ+ 1− t)2
− 1

(2ℓ+ 1 + t)2

)

, t 6= 2k + 1, k ∈ Z. (3.8)

(2) Выполняются соотношения

0 ≤ χ(t) ≤ π2

4
, t ≥ 0, (3.9)

‖χ‖C(−∞,∞) = χ(2k + 1) =
π2

4
, k ≥ 0, k ∈ Z. (3.10)

(3) Для производной функции (3.6) справедливы формулы

χ′(t) =
1

2

π
∫

0

u(π − u)

sinu
cos ut du, t ∈ R, (3.11)

χ′(0) =
1

2

π
∫

0

u(π − u)

sinu
du = 4

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
. (3.12)

(4) Имеет место равенство

1

2

π
∫

0

u2(π − u)

sinu
du = 2π

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
. (3.13)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При m ≥ 1 для u 6= kπ, k ∈ Z, имеет место формула (см.,
например, [35, отдел VI, § 3, задача 17])

m−1
∑

ℓ=0

sin(2ℓ+ 1)u =
sin2 mu

sinu
=

1− cos 2mu

2 sinu
,
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которая влечет представление
1

2 sin u
=

m−1
∑

ℓ=0

sin(2ℓ + 1)u +
cos 2mu

2 sin u
. Подставив это выражение

в (3.6), получаем

χ(t) =
1

2

π
∫

0

π − u

sinu
sinut dt =

m−1
∑

ℓ=0

φℓ(t) +
1

2

π
∫

0

π − u

sinu
sinut cos 2mudu, (3.14)

где φℓ(t) =

∫ π

0
(π − u) sin(2ℓ+ 1)u sinut du. Каждая из функций φℓ целая, и, как легко прове-

рить,

φℓ(2ℓ+ 1) =
π2

4
,

φℓ(t) =
1 + cos tπ

2

(

1

(2ℓ+ 1− t)2
− 1

(2ℓ+ 1 + t)2

)

, t 6= 2ℓ+ 1.

(3.15)

Для фиксированного t при m → ∞ последний интеграл в (3.14) стремится к нулю, поэтому

справедлива формула χ(t) =

∞
∑

ℓ=0

φℓ(t), которая влечет (3.8).

Из (3.15) следует, что φℓ(t) ≥ 0 для t ≥ 0 и φℓ(2k + 1) = 0 для k 6= ℓ. Поэтому функция χ
на полуоси (0,∞) положительная и

χ(2ℓ+ 1) =
π2

4
, ℓ ≥ 0, ℓ ∈ Z. (3.16)

Воспользуемся теперь разложением
1

sin2 πt
=

1

π2

∞
∑

ν=−∞

1

(t− ν)2
, t 6∈ Z, которое можно полу-

чить, к примеру, дифференцированием разложения функции котангенс на простейшие дроби
(см. [36, гл. 4, § 4, п. 4.2, пример 2)] или [37, гл. XII, § 3, п. 441, пример 9)]). Заменив здесь
переменное t на (t− 1)/2, получаем тождество

π2

4
=

1 + cos tπ

2

∞
∑

ℓ=0

(

1

(2ℓ+ 1− t)2
+

1

(2ℓ+ 1 + t)2

)

, t 6= 2k + 1, k ∈ Z. (3.17)

Соотношения (3.8), (3.16), (3.17) влекут теперь свойства (3.9) и (3.10).
Формула (3.11) получается из (3.6) дифференцированием правой части (3.6) по параметру t

под знаком интеграла. Этот шаг требует пояснения. Для h 6= 0 и произвольного t имеем

χ(t+ h)− χ(t)

h
=

1

2h

π
∫

0

π − u

sinu
(sinu(t+ h)− sinut) du =

π
∫

0

π − u

sinu

(

1

h
sin

uh

2

)

cos
u(2t+ h)

2
du.

(3.18)

В последнем интеграле подынтегральная функция мажорируется функцией
u(π − u)

2 sinu
, не зави-

сящей от параметра h (впрочем, от t тоже). В силу теоремы Лебега о мажорантной сходимости
для вычисления предела выражения (3.18) при h → 0 можно перейти к пределу под знаком
последнего интеграла. В результате как раз и получим формулу (3.11). Воспользовавшись
формулой (3.11) и дифференцируя (3.8) в точке t = 0, получаем (3.12).

Наконец, вычислим интеграл J =
1

2

∫ π

0

u2(π − u)

sinu
du. Заменим в этом интеграле перемен-

ную u на π−u и возьмем полусумму исходного выражения для J и выражения, получившегося
после замены. В результате получим

J =
1

4

π
∫

0

u2(π − u) + (π − u)2u

sinu
du =

π

4

π
∫

0

u(π − u)

sinu
du.
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Применив теперь (3.12), приходим к (3.13). Лемма 4 полностью доказана. �

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 3. Будем исходить из (3.7). Свойство (3.3) содержится
в (3.10). Соотношение (3.7) влечет, что z′(0) = 2πiχ′(0). Воспользовавшись теперь соотноше-
нием (3.12), получаем (3.4).

В силу (3.6) и (3.7) имеем

z′′(t) = (2π)2iχ′′(2πt) = −(2π)2
i

2

π
∫

0

u2(π − u)

sinu
sin 2πut du.

Это соотношение можно интерпретировать так, что z′′ есть (понимаемое в классическом смыс-

ле) обратное преобразование Фурье функции −(2π)2u2y(u). Отсюда заключаем, что z′′
∧

(u) =
−(2π)2u2y(u), u ∈ R. А следовательно,

‖z′′
∧

‖1 = 2

π
∫

0

|z′′
∧

(u)|du = (2π)2
1

2

π
∫

0

u2(π − u)

sinu
du.

Применяя теперь формулу (3.13), получаем (3.5). Лемма 3 также доказана. �

3.2. Конструкция и свойства экстремального оператора

В данном подразделе будут рассмотрены свойства оператора

(Θf)(t) = A

∞
∫

−∞

e2πtηiz(η)dµf (η), f ∈ F , (3.19)

где функция z определена формулой (3.2), а константа A имеет значение

A =

(

4

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3

)−1

. (3.20)

Довольно очевидно, что (3.19) есть линейный ограниченный оператор из F в C. Позже с
помощью оператора Θ будет описано решение всех аппроксимационных задач данного раздела.

Лемма 5. Для нормы оператора (3.19) справедлива формула

‖Θ‖F→C = N2,1, N2,1 =
π2

4

(

4

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3

)−1

, (3.21)

и, более того, норма оператора достигается на функции (1.28).

Д о к а з а т е л ь с т в о. При любом t ∈ (−∞,∞) имеем |(Θf)(t)| ≤ A ‖z‖C
∨

µf , f ∈ F .
Отсюда следует оценка ‖Θ‖F→C ≤ A ‖z‖C . Применяя формулу (3.3), получаем окончательно
оценку сверху нормы оператора (3.19):

‖Θ‖F→C ≤ A
π2

4
. (3.22)

Для получения оценки снизу воспользуемся функцией (1.28), а точнее, ее представлени-
ем (2.6) через меру (2.5). Справедливы следующие соотношения:

(Θf2)(0) = A

∞
∫

−∞

z(η)dµ2(η) = −2A

πi

∞
∑

ℓ=0

(

1

(2ℓ+ 1)3
z(ην)−

1

(2ℓ+ 1)3
z(−ην)

)

= −2A

πi

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
(z(ην)− z(−ην)) .
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Воспользовавшись теперь связью (3.7) между функциями z и χ, нечетностью этих функций и
свойством (3.10), получаем

(Θf2)(0) = −4A

π

∞
∑

ℓ=0

χ(2ℓ+ 1)

(2ℓ+ 1)3
= −4A

π
· π

2

4

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
= −Aπ

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
= −π

4
.

Кроме того, согласно (2.7)

‖f2‖F =
4

π

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
=

1

πA
.

Поэтому имеем

‖Θ‖F→C ≥ |(Θf2)(0)|
‖f2‖F

= A
π2

4
.

Эта оценка и (3.22) влекут равенство (3.21) для нормы оператора Θ и тот факт, что норма
достигается на функции f2. Лемма 5 доказана. �

Лемма 6. Для оператора (3.19) на множестве Y2 справедливо представление в виде

свертки

(Θf)(t) = A

π
∫

0

(f(t+ u)− f(t− u))y(u)du (3.23)

с функцией y, определенной формулой (3.1), и константой A — формулой (3.20).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим вначале, что f ∈ F . Исходя из представления (1.19)
функции f , находим

f(t+ u)− f(t− u) =

∫

e2πtηi
(

e2πuηi − e−2πuηi
)

dµf (η) = 2i

∫

e2πtηi sin(2πuη) dµf (η).

Пусть ε0 — произвольное вещественное число со свойством 0 < ε0 < π. При 0 < ε ≤ ε0,
используя предыдущее равенство, имеем

π
∫

ε

(f(t+ u)− f(t− u))y(u)du = 2i

π
∫

ε

∞
∫

−∞

e2πtηi sin(2πuη)y(u) dµf (η)du.

В силу теорем Фубини и Тонелли [38, гл. III, § 11] последние два интеграла можно поменять
местами; в результате получаем соотношение

π
∫

ε

(f(t+ u)− f(t− u))y(u)du = 2i

∞
∫

−∞

e2πtηi
(

π
∫

ε

sin (2πuη) y(u) du

)

dµf (η). (3.24)

Нам предстоит перейти в (3.24) к пределу при ε → +0. Вначале обоснуем, что в правой ча-
сти (3.24) можно перейти к пределу при ε → +0 под знаком первого (внешнего) интеграла. Для
этого воспользуемся теоремой Лебега о мажорантной сходимости. Проверим, что интегралы

π
∫

ε

sin (2πuη) y(u) du (3.25)

равномерно ограничены по переменным η ∈ (−∞,∞), ε ∈ (0, ε0]. Поскольку согласно лемме 3
функция (3.2) ограничена на числовой оси, то достаточно доказать, что функция

I(η, ε) =

ε
∫

0

sin (uη) y(u) du (3.26)
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по переменным η ∈ (−∞,∞), ε ∈ (0, ε0] ограничена. Запишем

I(η, ε) =

ε
∫

0

π − u

4 sinu
sin (uη) du = I1(η, ε) + I2(η, ε) − I0(η, ε),

где

I0(η, ε) =
1

4

ε
∫

0

u

sinu
sin (uη) du, I1(η, ε) =

π

4

ε
∫

0

1

u
sin (uη) du,

I2(η, ε) =
π

4

ε
∫

0

( 1

sinu
− 1

u

)

sin (uη) du.

Интегралы I0(η, ε) и I2(η, ε), очевидно, равномерно ограничены по η и ε. Сделав замену пере-
менной, интеграл I1(η, ε) запишем в виде

I1(η, ε) =
π

4

εη
∫

0

sinu

u
du.

Исходя из свойств функции интегральный синус, заключаем, что I1(η, ε) также равномерно
ограничен по η и ε. Нужное свойство функций (3.26) и (3.25) доказано.

Применяя теорему Лебега о мажорантной сходимости, заключаем, что действительно в
правой части (3.24) можно перейти к пределу при ε → +0 под знаком первого (внешнего)
интеграла.

Пусть теперь f ∈ Y2. Производная f ′ такой функции всюду непрерывна. Поэтому левая
часть (3.24) при ε → +0 имеет конечный предел

π
∫

0

f(t+ u)− f(t− u)

u
uy(u)du =

π
∫

0

(f(t+ u)− f(t− u)) y(u)du.

Итак, доказано, что для функций f ∈ Y2 при любом t ∈ (−∞,∞) имеет место равенство

π
∫

0

(f(t+ u)− f(t− u))y(u)du = 2i

∞
∫

−∞

e2πtηi
(

π
∫

0

sin (2πuη) y(u) du

)

dµf (η),

которое с помощью (3.2) можно записать в виде

π
∫

0

(f(t+ u)− f(t− u))y(u)du =

∞
∫

−∞

e2πtηiz(η) dµf (η).

Это соотношение лишь мультипликативной константой отличается от (3.23). Лемма 6 доказа-
на. �

Лемма 7. Для оператора Θ, заданного формулой (3.23), на множестве W 2
∞,∞ имеет

место формула

f ′(t)− (Θf)(t) = A

π
∫

0

(

f ′′(t− η)− f ′′(t+ η)
)

Ψ(η) dη, f ∈ W 2
∞,∞, (3.27)
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в которой Ψ есть ядро

Ψ(η) =

π
∫

η

(u− η)y(u)du, (3.28)

обладающее свойством
π
∫

0

Ψ(η)dη =
π

2

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
. (3.29)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем исходить из представления (3.23) оператора Θ. Восполь-
зуемся формулой Тейлора с остаточным членом в интегральной форме Коши

f(t+ u) = f(t) + uf ′(t) +

u
∫

0

f ′′(t+ η)(u− η)dη.

Имеем

f(t+ u)− f(t− u) = 2uf ′(t) +

u
∫

0

(

f ′′(t+ η)− f ′′(t− η)
)

(u− η)dη.

Поэтому
π
∫

0

(f(t+ u)− f(t− u))y(u)du

= 2f ′(t)

π
∫

0

uy(u)du+

π
∫

0

(

u
∫

0

(

f ′′(t+ η)− f ′′(t− η)
)

(u− η)dη

)

y(u)du

= 2f ′(t)

π
∫

0

uy(u)du+

π
∫

0

(

f ′′(t+ η)− f ′′(t− η)
)

π
∫

η

(u− η)y(u)du dη.

Итак,

π
∫

0

(f(t+ u)− f(t− u))y(u)du = 2f ′(t)

π
∫

0

uy(u)du+

π
∫

0

(

f ′′(t+ η)− f ′′(t− η)
)

Ψ(η) dη,

где Ψ есть ядро (3.28). Подставляя это соотношение в (3.23), получаем

(Θf)(t) = 2Af ′(t)

π
∫

0

uy(u)du+A

π
∫

0

(

f ′′(t+ η)− f ′′(t− η)
)

Ψ(η) dη. (3.30)

При этом в силу (3.1) и (3.12)

π
∫

0

uy(u)du =
1

4

π
∫

0

u(π − u)

sinu
du = 2

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
=

1

2A
.

Поэтому (3.30) совпадает с (3.27).
Далее имеем

π
∫

0

Ψ(η)dη =

π
∫

0

π
∫

η

(u− η)y(u)dudη =

π
∫

0

y(u)

u
∫

0

(u− η)dη du =
1

2

π
∫

0

u2y(u) du.

Применяя формулу (3.13), получаем свойство (3.29). Лемма 7 доказана. �
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4. Доказательства основных результатов

4.1. Доказательство теоремы 2

Нам удобно вначале привести доказательство теоремы 2 для конкретного значения

N2,1 =
π2

4

(

4
∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3

)−1

параметра N. С помощью формулы (3.19) определим в пространстве L2 оператор, который
обозначим тем же символом Θ. Точнее, положим

(Θf)(t) = Aw

∧

, w = zf
∧

, f ∈ L2; (4.1)

функция z определена формулами (3.2) и (3.1). Оператор (4.1) на множестве достаточно глад-
ких функций, к примеру, на множестве S , есть оператор свертки

(Θf)(t) = A

π
∫

0

(f(t+ u)− f(t− u))y(u)du, f ∈ S , (4.2)

с сингулярным ядром (3.1). Согласно лемме 3 функция z ограничена на оси, поэтому опера-
тор Θ, определенный формулами (4.1) или, что то же самое, (4.2), является линейным огра-
ниченным в пространстве L2 с нормой

‖Θ‖L2→L2
= A ‖z‖C = N2,1. (4.3)

Теорема 4. Имеет место равенство

E2,1(N2,1) =
π

4
,

и оператор (4.1) является в данном случае экстремальным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как следствие (4.3) имеем

E2,1(N2,1) ≤ U(Θ) = sup{‖f ′ −Θf‖C : f ∈ W 2
2,∞, ‖f ′′‖L∞

≤ 1}.
Лемма 7 и (3.20) влекут, что

U(Θ) ≤ 2A

π
∫

0

Ψ(η)dη = πA

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
=

π

4
.

Итак, на данном этапе имеем

E2,1(N2,1) ≤ U(Θ) ≤ π

4
. (4.4)

С другой стороны, согласно теореме 1 имеет место равенство

E ◦
2,1(N2,1) =

K2
2,1

4N2,1
. (4.5)

Подставив в (4.5) оценку (2.15) для K2,1, получаем неравенство E ◦
2,1 (N2,1) ≥ π

4
. К тому же,

очевидно, E2,1 (N2,1) ≥ E ◦
2,1 (N2,1) . Поэтому все величины в (4.4) совпадают. Но это и состав-

ляет содержание теоремы 4. �

Из приведенных в доказательстве теоремы рассуждений также следует, что в (2.15) имеет
место равенство:

K2,1 =
π

2

(

4

π

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3

)−1/2

.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Воспользуемся формулами (1.13) и (1.10). Операто-
рам (4.1), (4.2) по формуле (1.10) будет соответствовать оператор (1.25). Поэтому теорема 4
влечет теорему 2. �
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4.2. Две экстремальные задачи в пространстве Y2

Для задачи (1.21) при n = 2, k = 1 справедлив следующий аналог теоремы 2.

Теорема 5. При любом h > 0 имеет место формула

E2,1(N(h)) =
πh

4
, N(h) =

π2

2h

(

4

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3

)−1

,

и оператор Θh, определенный на пространстве F формулой

(Θhf)(t) = Ah−1

∞
∫

−∞

e2πtηiz(ηh) dµ(η), µ = f
∧

, (4.6)

является в данном случае экстремальным.

Д о к а з а т е л ь с т в о теорем 5 и 3 проведем одновременно. Доказательство теоремы 5
начнем со значения h = 1. В данном случае нам предстоит доказать, что имеет место равенство

E2,1(N2,1) =
π

4
(4.7)

и оператор (3.19) является экстремальным. Согласно лемме 5 имеем ‖Θ‖F→C = N2,1. Поэтому

E2,1(N2,1) ≤ U(Θ) = sup{‖f ′ −Θf‖C : f ∈ Y2, ‖f ′′‖L∞
≤ 1}.

Утверждения леммы 7 и (3.20) влекут, что

U(Θ) ≤ 2A

π
∫

0

Ψ(η)dη = πA

∞
∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3
=

π

4
.

Итак, на данном этапе имеем

E2,1(N2,1) ≤ U(Θ) ≤ π

4
. (4.8)

Воспользуемся теперь неравенством (1.22). В данном случае оно принимает вид

E2,1 (N2,1) ≥
K2

2,1

4N2,1
. (4.9)

Для K2,1 ранее было получено неравенство (2.8). Подставив его в (4.9), получаем оценку

E2,1 (N2,1) ≥
π

4
.

Следовательно, оба неравенства (4.8) обратились в равенства. Так что равенство (4.7) и экс-
тремальность оператора (3.19) доказаны.

Из приведенных рассуждений также следует, что неравенство (2.8) тоже обратилось в
равенство. Это, в частности, означает, что функция f2 является экстремальной в неравен-
стве (1.26). Но это и составляет утверждение теоремы 3.

По формуле (1.10) оператору (3.19), как нетрудно проверить, соответствует оператор (4.6).
Отсюда так же, как и при обосновании теоремы 2, с помощью теоремы 4 следует справедли-
вость утверждений теоремы 5 при любом h > 0. �
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