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Пусть z := (ξ, ζ) = (reit, ρeiτ ), 0 ≤ r, ρ < ∞, 0 ≤ t, τ ≤ 2π, — точка двумерного комплексного простран-
ства C2, U2 := {z ∈ C2 : |ξ| < 1, |ζ| < 1} — единичный бикруг в C2, A(U2) — класс аналитических в
бикруге U2 функций, B2 := B2(U2) — пространство Бергмана функций f ∈ A(U2), для которых

‖f‖2 := ‖f‖B2(U2) =

(

1

4π2

∫∫

(U2)
|f(ξ, ζ)|2dσξdσζ

)1/2

< +∞,

где dσξ := dxdy, dσζ := dudv, а интеграл понимается в смысле Лебега. В работе С.Б. Вакарчука и
М.Б.Вакарчука (2013) доказано, что при выполнение некоторых условий относительно коэффициентов
Тейлора cpq(f) в разложении f(ξ, ζ) в двойной ряд Тейлора имеет место точное неравенство Колмогорова
вида
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где числовые коэффициенты Ck,l(µ, ν) конкретно определены параметрами k, l ∈ N, µ, ν ∈ Z+. В дан-
ной статье найдено точное неравенство типа Колмогорова для наилучших приближений Em−1,n−1(f)2
функций f ∈ B2(U2) обобщенными полиномами (квазиполиномами):
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в том смысле, что существует функция f0 ∈ B
(k,l)
2 , для которой полученное неравенства обращается в

равенство.

Ключевые слова: неравенство типа Колмогорова, пространство Бергмана, аналитическая функция,
квазиполином, верхняя грань.

M.Sh. Shabozov, V. D. Sainakov. On Kolmogorov type inequalities in the Bergman space for

functions of two variables.

Suppose that z := (ξ, ζ) = (reit, ρeiτ ), where 0 ≤ r, ρ < ∞ and 0 ≤ t, τ ≤ 2π, is a point in the two-
dimensional complex space C2; U2 := {z ∈ C2 : |ξ| < 1, |ζ| < 1} is the unit bidisk in C2; A(U2) is the class of
functions analytic in U2; and B2 := B2(U2) is the Bergman space of functions f ∈ A(U2) such that

‖f‖2 := ‖f‖B2(U2) =

(

1

4π2

∫∫
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|f(ξ, ζ)|2dσξdσζ

)1/2

< +∞,

where dσξ := dxdy, dσζ := dudv, and the integral is understood in the Lebesgue sense. S. B.Vakarchuk and
M.B.Vakarchuk (2013) proved that, under some conditions on the Taylor coefficients cpq(f) in the expansion
of f(ξ, ζ) in a double Taylor series, the following exact Kolmogorov inequality holds:
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where the numerical coefficients Ck,l(µ, ν) are explicitly defined by the parameters k, l ∈ N and µ, ν ∈ Z+. We
find an exact Kolmogorov type inequality for the best approximations Em−1,n−1(f)2 of functions f ∈ B2(U2)
by generalized polynomials (quasipolynomials):
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in the sense that there exists a function f0 ∈ B
(k,l)
2 for which the inequality turns into an equality.
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1. Введение

В монографии [1] приведены и систематизированы результаты исследований по неравен-
ствам для норм промежуточных производных (неравенствам типа Колмогорова) функций с
различными областями определения, как классических, так и полученных в последнее время.
При этом основное внимание уделено точным неравенствам такого типа. В [2] дан обстоятель-
ный обзор неравенств типа Колмогорова, где получены наилучшие константы и анализируется
их связь с задачей Стечкина о наилучшем приближении оператора дифференцирования на
различных классах функций. Следует отметить, что почти все результаты в [1; 2] получены
для вещественнозначных функций. Естественно, что представляет большой интерес получение
неравенств типа Колмогорова для функций комплексного переменного. Для функции одно-
го комплексного переменного некоторые результаты можно найти в [3–6]. В случае функций
нескольких переменных окончательных результатов значительно меньше (см. [7;8]). В данной
работе доказано неравенство типа Колмогорова для наилучших приближений функций f двух
комплексных переменных, аналитических в бикруге квазиполиномами [9] (или “углами” [10]) и
дано его приложение к экстремальной задаче нахождения точной верхней грани наилучшего
совместного приближения самой функции и ее последовательных производных указанными
квазиполиномами. Статью следует рассматривать как дальнейшее развитие и распростране-
ние идей и подходов, изложенных в работах [7; 8].

Пусть z := (ξ, ζ) = (reit, ρeiτ ), где 0 ≤ r, ρ < ∞, 0 ≤ t, τ ≤ 2π, — точка двумерного
комплексного пространства C

2, U2 := {z ∈ C
2 : |ξ| < 1, |ζ| < 1} — единичный бикруг в C

2.
Класс всех аналитических в бикруге U2 функций f(z) := f(ξ, ζ) обозначим через A(U2).

Для произвольной функции f ∈ A(U2) полагаем
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где 0 ≤ r, ρ < 1. Символом B2(U
2) обозначим пространство Бергмана, состоящее из функций

f ∈ A(U2), имеющих конечную норму
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где dσξ := dxdy, dσζ := dudv, ξ := x+iy, ζ = u+iv, x, y, u, v ∈ R, x2+y2 = r2 < 1, u2+v2 = ρ2 < 1.
Для произвольной функции f ∈ A(U2), принадлежащей пространству B2(U
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где cpq(f) — коэффициенты Тейлора функции f , в силу (1.1) и равенства Парсеваля запишем
соотношение
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Через B
(k,l)
2 (U2), где k, l ∈ N, обозначим класс функций f ∈ A(U2), у которых смешанные

производные f (k,l) по переменным ξ, ζ и частные производные f (k,0) и f (0,l) соответственно по

переменной ξ и ζ принадлежат пространству B2(U
2), т. е. B
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2). Для натураль-
ных p ≥ k, q ≥ l числа αp,k и αq,l определяем равенствами

αp,k = p(p− 1) · · · (p− k + 1), αq,l = q(q − 1) · · · (q − l + 1).

В [8] при некоторых естественных ограничениях на коэффициенты Тейлора cp,q(f) функ-

ции f ∈ B
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которое является неулучшаемым в том смысле, что существует функция f0 ∈ B
(k,l)
2 (U2), для

которой оно обращается в равенство.

2. Вспомогательные утверждения

Приведем некоторые известные факты и определения, нужные нам в дальнейшем [7;11;12].
Пусть (Z1, ‖ · ‖Z1) и (Z2, ‖ · ‖Z2) — два линейных нормированных пространства аналитических
в единичном круге функций одного комплексного переменного, а Mm ⊂ Z1 и Nn ⊂ Z2 —
конечномерные подпространства с базисами {ap(ξ)}

m
p=0 и {bq(ζ)}

n
q=0 соответственно. Положим

G(Mm,Nn) := Z2 ⊗Mm ⊕ Z1 ⊗Nn, (2.1)

где ⊗ и ⊕ означают соответственно операции тензорного произведения и прямой суммы мно-
жеств. Очевидно, что каждый элемент множеств (2.1) представим в виде

gm,n(ξ, ζ) :=
m
∑
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ϕp(ζ)ap(ξ) +
n
∑
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ψq(ξ)bq(ζ), (2.2)

где последовательности функций {ϕp(ζ)}
m
p=0 ⊂ Z2 и {ψl(ξ)}

n
l=0 ⊂ Z1 — произвольные наборы

функций из указанных пространств. Функции вида (2.2) называют обобщенными квазиполино-

мами [9] или “углами” [10]. Пусть теперь Z := Z1×Z2 — линейное нормированное пространство
аналитических в единичном бикруге U2 := {(ξ, ζ) : |ξ| < 1, |ζ| < 1} функций f(z) := f(ξ, ζ)
двух комплексных переменных, а множество G(Mm,Nn) ⊂ Z. Для произвольной функции
f ∈ Z равенством

Em,n(f)Z := E (f,G(Mm,Nn))Z = inf {‖f − gm,n‖ : gm,n ∈ G(Mm,Nn)} (2.3)

определим величину наилучшего приближения функции f элементами множества (2.1) или
наилучшим приближением функции f “углом”. Мы рассмотрим случай Z := B2(U

2), Z1 =
Z2 = B2(U),Mm := Pm,Nn := Pn, где Pm и Pn — соответственно множество комплексных
алгебраических полиномов одного переменного степени не более m и n. В этом случае

G(Pm,Pn) :=
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p : ϕp, ψq ∈ B2

}

. (2.4)
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Множество (2.4) называют подпространством квазиполиномов [9]. Для аналитической функ-
ции f ∈ A(U2) с разложением в ряд Тейлора (1.2) квазиполиномом Тейлора порядка (m,n),m,
n ∈ N называют выражение
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Очевидно, что Tm,n(f) ∈ G(Pm,Pn).

3. Основные результаты

В этом разделе излагаем основные результаты, полученные в данной работе. Имеет место
следующее утверждение.

Лемма 1. Среди всех обобщенных полиномов вида
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принадлежащих множеству G(Pm−1,Pn−1), наилучшее приближение функции f ∈ B2(U
2)

доставляет ее квазиполином Тейлора Tm−1,n−1(f) порядка (m− 1, n− 1). При этом

E
2
m−1,n−1(f)2 = ‖f − Tm−1,n−1(f)‖

2
2 =

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

|cpq(f)|
2

4(p + 1)(q + 1)
. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольный элемент gm−1,n−1 ∈ G(Pm−1,Pn−1)
вида (3.1). Поскольку {ϕp(ζ)}
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Подставляя вместо функций ϕp(ζ), p = 0,m− 1, ψq(ξ), q = 0, n − 1, в равенство (3.1) их раз-
ложения в ряды, стоящие в правых частях (3.3) и (3.4) в смысле сходимости в простран-
стве B2(U

2), получаем соотношение
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Далее, в силу того что каждая из систем функций {ξp}∞p=0 и {ζq}∞q=0 является ортогональ-
ной в круге U (см., например, [13, с. 201]), то система {ξpζq}∞p,q=0 является ортогональной в

бикруге U2. Имеем

‖f − gm−1,n−1‖
2
2 =

1

4π2

∫∫

(U2)

|f(ξ, ζ)− gm−1,n−1(ξ, ζ)|
2 dσξdσζ

=
1

4π2

∫∫

(U2)

(f(ξ, ζ)− gm−1,n−1(ξ, ζ))
(

f(ξ, ζ)− gm−1,n−1(ξ, ζ)
)

dσξdσζ . (3.6)



274 М.Ш.Шабозов, В.Д.Сайнаков

Пользуясь формулами (1.2) и (3.5), после некоторых простых вычислений находим
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Аналогичным образом для сопряженного выражения имеем
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Подставляя правые части равенств (3.7) и (3.8) вместо выражений f − gm−1,n−1 и f̄ − ḡm−1,n−1

внутри интеграла в правой части (3.6) и выполнив простые выкладки с учетом ортогонально-
сти системы {ξpζq}∞p,q=0 в бикруге U2, получаем
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∞
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Из (3.9) сразу вытекает, что величина (2.3) принимает минимальное значение, равное вели-
чине (3.2), тогда и только тогда, когда











cpq(f) = cq(ϕp) + cp(ψq), p = 0,m− 1; q = 0, n − 1,

cpq(f) = cq(ϕp), p = 0,m− 1; q = n, n+ 1, . . . ,

cpq(f) = cp(ψq), q = 0, n − 1; p = m,m+ 1, . . . .

Подставляя в правую часть равенства (3.5) вместо коэффициентов cq(ϕp) и cp(ψq) их значение
через коэффициенты cpq(f), мы получаем квазиполином Тейлора порядка (m−1, n−1) в виде
равенства (2.5), чем и завершаем доказательство леммы 1.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть m > k ≥ µ ≥ 1, n > l ≥ ν ≥ 1, m, n, l, µ, ν ∈ N. Тогда для любой

функции f ∈ B
(k,l)
2 (U2) выполняется неравенство

Em−k+µ−1,n−l+ν−1

(

f (k−µ,l−ν)
)

2

≤
αm,k−µ αn,l−ν(m− k + 1)(k−µ)/(2k)(n− l + 1)(l−ν)/(2l)(m+ 1)µ/(2k) (n+ 1)ν/(2l)

(αm,k)1−µ/m (αn,l)1−ν/l
[

(m− k + µ+ 1)(n − l + ν + 1)
]1/2

×
(

Em−1,n−1(f)2
)

µν
kl
(

Em−k−1,n−l

(

f (k,0)
)

2

)(1−µ
k
) ν
l

×
(

Em−1,n−l−1

(

f (0,l)
)

2

)
µ
k
(1− ν

l
) (

Em−k−1,n−l−1

(

f (k,l)
)

2

)(1−µ
k
)(1− ν

l
)
, (3.10)
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которое обращается в равенство для функции f0(ξ, ζ) = ξmζn ∈ B
(k,l)
2 (U2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что для произвольной f ∈ B
(k,l)
2 (U2) в силу равенств

(1.2) и (2.5) имеет место равенство

Rm,n(f ; ξ, ζ) := f(ξ, ζ)− Tm−1,n−1(f ; ξ, ζ) =

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

cpq(f)ξ
pζq. (3.11)

При этом из того, что f ∈ B
(k,l)
2 (U2), вытекает, что f ∈ B

(k−µ,l−ν)
2 (U2), а из (3.11) следует,

что Rm,n(f) ∈ B
(m−k,n−l)
2 (U2). Легко проверить, что при выполнении условия теоремы отно-

сительно указанных числовых параметров справедливы равенства

T
(k,0)
m−1,n−1(f ; ξ, ζ) = Tm−k−1,n−1

(

f (k,0); ξ, ζ
)

,

T
(0,l)
m−1,n−1(f ; ξ, ζ) = Tm−1,n−l−1

(

f (0,l); ξ, ζ
)

,

T
(k,l)
m−1,n−1(f ; ξ, ζ) = Tm−k−1,n−l−1

(

f (k,l); ξ, ζ
)

.

Из этих равенств и соотношения (3.11) при m ≥ k ≥ µ ≥ 1, n ≥ l ≥ ν ≥ 1 получаем

R(k,0)
m,n (f ; ξ, ζ) = f (k,0)(ξ, ζ)− T

(k,0)
m−1,n−1 (f ; ξ, ζ)

= f (k,0)(ξ, ζ)− Tm−k−1,n−1

(

f (k,0); ξ, ζ
)

=

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

αp,kcpq(f)ξ
p−kζq. (3.12)

Аналогичным образом будем иметь

R(0,l)
m,n (f ; ξ, ζ) =

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

αq,lcpq(f)ξ
pζq−l, (3.13)

R(k,l)
m,n (f ; ξ, ζ) =

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

αp,kαq,lcpq(f)ξ
p−kζq−l, (3.14)

R(k−µ,l−ν)
m,n (f ; ξ, ζ) =

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

αp,k−µαq,l−νcpq(f)ξ
p−k+µζq−l+ν. (3.15)

Из равенства (3.11) в силу равенства (3.2) имеем

‖Rm,n(f)‖
2
2 =

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

|cpq(f)|
2

4(p + 1)(q + 1)
= Em−1,n−1(f)

2
2, (3.16)

а из соотношений (3.12)–(3.15) сразу следуют равенства

∥

∥R(k,0)
m,n (f)

∥

∥

2

2
=

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

α2
p,k

4(p − k + 1)(q + 1)
|cpq(f)|

2 = E
2
m−k−1,n−1

(

f (k,0)
)

2
, (3.17)

∥

∥R(0,l)
m,n (f)

∥

∥

2

2
=

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

α2
q,l

4(p + 1)(q − l + 1)
|cpq(f)|

2 = E
2
m−1,n−l−1

(

f (0,l)
)

2
, (3.18)

∥

∥R(k,l)
m,n (f)

∥

∥

2

2
=

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

α2
p,k α

2
q,l

4(p − k + 1)(q − l + 1)
|cpq(f)|

2 = E
2
m−k−1,n−l−1

(

f (k,l)
)

2
, (3.19)
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∥

∥R(k−µ,l−ν)
m,n (f)

∥

∥

2

2

=

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

α2
p,k−µ α

2
q,l−ν

4(p− k + µ+ 1)(q − l + ν + 1)
|cpq(f)|

2 = E
2
m−k+µ−1,n−l+ν−1

(

f (k−µ,l−ν)
)

2
. (3.20)

Оценим теперь величину (3.20) сверху посредством величин (3.16)–(3.19). Имеем

E
2
m−k+µ−1,n−l+ν−1

(

f (k−µ,l−ν)
)

2
=

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

α2
p,k−µ α

2
q,l−ν

4(p − k + µ+ 1)(q − l + ν + 1)
|cpq(f)|

2

=
∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

[ α2
p,k α

2
q,l

4(p − k + 1)(q − l + 1)
|cpq(f)|

2
](1−µ

k
)(1− ν

l
)

×
[ α2

p,k

4(p − k + 1)(q + 1)
|cpq(f)|

2
](1−µ

k
) ν
l
[ α2

q,l

4(p + 1)(q − l + 1)
|cpq(f)|

2
]

µ
k
(1− ν

l
)

×
[ 1

4(p + 1)(q + 1)
|cpq(f)|

2
]

µν
kl

[

αp,k−µ αq,l−ν

α
1−µ/k
p,k α

1−ν/l
q,l

]2

×
[(p − k + 1)1−µ/k (q − l + 1)1−ν/l(p+ 1)µ/k(q + 1)ν/l

(p− k + µ+ 1)(q − l + ν + 1)

]

. (3.21)

Полагаем

ϕk,µ(p) :=
αp,k−µ (p− k + 1)(k−µ)/(2k)(p+ 1)µ/(2k)

α
1−µ/k
p,k (p− k + µ+ 1)1/2

,

ϕl,ν(q) :=
αq,l−ν (q − l + 1)(l−ν)/(2l)(q + 1)ν/(2l)

α
1−ν/l
q,l (q − l + ν + 1)1/2

.

Из (3.21) получаем

E
2
m−k+µ−1,n−l+ν−1

(

f (k−µ,l−ν)
)

2
≤
(

sup
p≥m

ϕk,µ(p)
)2 (

sup
q≥n

ϕl,ν(q)
)2

×

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

[ α2
p,k α

2
q,l

4(p − k + 1)(q − l + 1)
|cpq(f)|

2
](1−µ

k
)(1− ν

l
) [ α2

p,k

4(p− k + 1)(q + 1)
|cpq(f)|

2
](1−µ

k
) ν
l

×
[ α2

q,l

4(p+ 1)(q − l + 1)
|cpq(f)|

2
]

µ
k
(1− ν

l
) [ 1

4(p+ 1)(q + 1)
|cpq(f)|

2
]

µν
kl
. (3.22)

Если теперь воспользоваться двумерным аналогом неравенства Гельдера для сумм (см., на-
пример, [7; 14, с. 36])

∞
∑

p=1

∞
∑

q=1

aαpqb
β
pqd

γ
pqδ

c
pq ≤

(

∞
∑

p=1

∞
∑

q=1

apq

)α(
∞
∑

p=1

∞
∑

q=1

bpq

)β(
∞
∑

p=1

∞
∑

q=1

dpq

)γ(
∞
∑

p=1

∞
∑

q=1

δpq

)c
, (3.23)

где apq, bpq, dpq, δpq — неотрицательные числа, α + β + γ + c = 1, то, учитывая равенства
(3.16)–(3.19), из неравенства (3.22) в силу (3.23) имеем

E
2
m−k+µ−1,n−l+ν−1

(

f (k−µ,l−ν)
)

2
≤
(

sup
p≥m

ϕk,µ(p)
)2 (

sup
q≥n

ϕl,ν(q)
)2

×
[

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

α2
p,k α

2
q,l

4(p − k + 1)(q − l + 1)
|cpq(f)|

2
](1−µ

k
)(1− ν

l
)
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×
[

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

α2
p,k

4(p − k + 1)(q + 1)
|cpq(f)|

2
](1−µ

k
) ν
l

×
[

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

α2
q,l

4(p+ 1)(q − l + 1)
|cpq(f)|

2
]

µ
k
(1− ν

l
)[

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

1

4(p+ 1)(q + 1)
|cpq(f)|

2
]

µν
kl

=
(

sup
p≥m

ϕk,µ(p)
)2 (

sup
q≥n

ϕl,ν(q)
)2
(

Em−1,n−1(f)2
)

2µν
kl

×
(

Em−k−1,n−1(f
(k,0))2

)2(1−µ
k
) ν
l
(

Em−1,n−1(f)2
)2(1− ν

l
)µ
k
(

Em−k−1,n−l−1(f
(k,l))2

)2(1−µ
k
)(1− ν

l
)
. (3.24)

Из результата работы [5] вытекает, что

sup
p≥m

ϕk,µ(p) = ϕk,µ(m), sup
q≥n

ϕl,ν(q) = ϕl,ν(n). (3.25)

Неравенство (3.10) с учетом (3.25) следует из (3.24). Докажем точность неравенства (3.10) для
функции

f0(ξ, ζ) = ξmζn ∈ B
(k,l)
2 (U2), m > k, n > l, m, n, k, l ∈ N.

Для этой функции в силу (3.16)–(3.20) имеем

Em−1,n−1(f0)2 =
1

2
√

(m+ 1)(n + 1)
, (3.26)

Em−k−1,n−1

(

f
(k,0)
0

)

2
=

αm,k

2
√

(m− k + 1)(n + 1)
, (3.27)

Em−1,n−l−1

(

f
(0,l)
0

)

2
=

αn,l

2
√

(m+ 1)(n − l + 1)
, (3.28)

Em−k−1,n−l−1

(

f
(k,l)
0

)

2
=

αm,k αn,l

2
√

(m− k + 1)(n − l + 1)
, (3.29)

Em−k+µ−1,n−l+ν−1

(

f
(k−µ,l−ν)
0

)

2
=

αm,k−µ αn,l−ν

2
√

(m− k + µ+ 1)(n − l + ν + 1)
. (3.30)

Подставляя равенства (3.26)–(3.29) в правую часть неравенства (3.10), убедимся, что оно об-
ращается в равенство (3.30), откуда и следует утверждение теоремы 1.

Нам далее понадобится следующая

Лемма 2. Пусть m,n, k, l ∈ N удовлетворяют неравенствам m ≥ k ≥ 1, n ≥ l ≥ 1. Тогда

для произвольной f ∈ B
(k,l)
2 справедливы соотношения

Em−1,n−1(f)2 ≤

√

(m− k + 1)(n − l + 1)

(m+ 1)(n + 1)

1

αm,kαn,l
Em−k−1,n−l−1

(

f (k,l)
)

2
, (3.31)

Em−k−1,n−1

(

f (k,0)
)

2
≤

√

n− l + 1

n+ 1

1

αn,l
Em−k−1,n−l−1

(

f (k,l)
)

2
, (3.32)

Em−1,n−l−1

(

f (0,l)
)

2
≤

√

m− k + 1

m+ 1

1

αm,k
Em−k−1,n−l−1

(

f (k,l)
)

2
. (3.33)

Для функции f0(ξ, ζ) = ξmζn ∈ B
(k,l)
2 все неравенства (3.31)–(3.33) обращаются в равенство.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Не умаляя общности, для произвольной функции f ∈ B
(k,l)
2

докажем неравенство (3.31). Заметим, что для такой функции в силу (3.19) имеет место соот-
ношение

E
2
m−k−1,n−l−1

(

f (k,l)
)

2
=

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

α2
p,k α

2
q,l

4(p − k + 1)(q − l + 1)
|cpq(f)|

2,
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а потому, пользуясь доказанным в [15] соотношением

sup
p≥m
q≥n

(p− k + 1)(q − l + 1)

(p+ 1)(q + 1)

1

α2
p,k α

2
q,l

=
(m− k + 1)(n − l + 1)

(m+ 1)(n + 1)

1

α2
m,k α

2
n,l

,

будем иметь

E
2
m−1,n−1(f)2 =

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

|cpq(f)|
2

4(p + 1)(q + 1)

=

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

1

α2
p,k α

2
q,l

(p− k + 1)(q − l + 1)

(p+ 1)(q + 1)

α2
p,k α

2
q,l

4(p − k + 1)(q − l + 1)
|cpq(f)|

2

=
1

α2
m,k α

2
n,l

(m− k + 1)(n − l + 1)

(m+ 1)(n + 1)

∞
∑

p=m

∞
∑

q=n

α2
p,k α

2
q,l

4(p − k + 1)(q − l + 1)
|cpq(f)|

2

=
1

α2
m,k α

2
n,l

(m− k + 1)(n − l + 1)

(m+ 1)(n + 1)
E

2
m−k−1,n−l−1

(

f (k,l)
)

2
,

откуда и следует неравенство (3.31). Аналогичным образом доказываются два других нера-
венства (3.32) и (3.33).

Непосредственным вычислением можно убедиться, что все неравенства (3.31)–(3.33) об-

ращаются в равенства для функции f0(ξ, ζ) = ξmζn ∈ B
(k,l)
2 (U2), для которой имеют место

равенства (3.26)–(3.30). Лемма 2 доказана.

Пусть W
(k,l)
2 (k, l ∈ N) — класс функций f ∈ B

(k,l)
2 (U2), для которых

∥

∥f (k,l)
∥

∥

2
≤ 1.

Лемма 3. Пусть числа m,n, k, l ∈ N удовлетворяют неравенствам m ≥ k ≥ 1, n ≥ l ≥ 1.
Тогда справедливы равенства

sup
{

Em−1,n−1(f)2 : f ∈W
(k,l)
2

}

=
1

αm,kαn,l

√

(m− k + 1)(n − l + 1)

(m+ 1)(n + 1)
, (3.34)

sup
{

Em−k−1,n−1

(

f (k,0)
)

2
: f ∈W

(k,l)
2

}

=
1

αn,l

√

n− l + 1

n+ 1
, (3.35)

sup
{

Em−1,n−l−1

(

f (0,l)
)

2
: f ∈W

(k,l)
2

}

=
1

αm,k

√

m− k + 1

m+ 1
. (3.36)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что для произвольной функции f ∈W
(k,l)
2 имеет место

неравенство

Em−k−1,n−l−1

(

f (k,l)
)

2
≤ ‖f (k,l)‖2 ≤ 1. (3.37)

Учитывая (3.37), из соотношений (3.31)–(3.33) получаем неравенства

Em−1,n−1(f)2 ≤
1

αm,kαn,l

√

(m− k + 1)(n − l + 1)

(m+ 1)(n + 1)
, (3.38)

Em−k−1,n−1

(

f (k,0)
)

2
≤

1

αn,l

√

n− l + 1

n+ 1
, (3.39)

Em−1,n−l−1

(

f (0,l)
)

2
≤

1

αm,k

√

m− k + 1

m+ 1
. (3.40)
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Неравенства (3.38)–(3.40) на множестве функций W
(k,l)
2 являются точными. Знак равенства в

них достигается для функции

f1(ξ, ζ) =
ξmζn

αm,k tαn,l
2
√

(m− k + 1)(n − l + 1), (3.41)

очевидно, принадлежащей множеству W
(k,l)
2 . Для этой функции

f
(k,0)
1 (ξ, ζ) =

ξm−kζn

αn,l
2
√

(m− k + 1)(n − l + 1), f
(0,l)
1 (ξ, ζ) =

ξmζn−l

αm,k
2
√

(m− k + 1)(n − l + 1),

и, как следует из равенств (3.16)–(3.18),

Em−1,n−1(f1)2 =
1

αm,k αn,l

√

(m− k + 1)(n − l + 1)

(m+ 1)(n + 1)
,

Em−k−1,n−1

(

f
(k,0)
1

)

2
=

1

αn,l

√

n− l + 1

n+ 1
, Em−1,n−l−1

(

f
(0,l)
1

)

2
=

1

αm,k

√

m− k + 1

m+ 1
.

Этим равенства (3.34)–(3.36) доказаны, и вместе с ним лемма 3 доказана.

Утверждение леммы 3 в сочетании с результатом теоремы 1 позволяет решать следующую
экстремальную задачу: требуется найти величину

sup
{

Em−k+µ−1,n−l+ν−1

(

f (k−µ,l−ν)
)

2
: f ∈W

(k,l)
2

}

, (3.42)

где m > k ≥ µ ≥ 1, n > l ≥ ν ≥ 1. Имеет место следующая

Теорема 2. Пусть m,n, k, l, µ, ν ∈ N удовлетворяют ограничениям m > k ≥ µ ≥ 1,
n > l ≥ ν ≥ 1. Тогда справедливо равенство

sup
{

Em−k+µ−1,n−l+ν−1

(

f (k−µ,l−ν)
)

2
: f ∈W

(k,l)
2

}

=
αm,k−µ

αm,k

αn,l−ν

αn,l

√

(m− k + 1)(n − l + 1)

(m− k + µ+ 1)(n− l + ν + 1)
. (3.43)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как для произвольной функции f ∈ W
(k,l)
2 имеют место

оценки (3.37)–(3.39), то, пользуясь этими оценками, из неравенства (3.10) получаем

Em−k+µ−1,n−l+ν−1

(

f (k−µ,l−ν)
)

2

≤
αm,k−µ αn,l−ν(m− k + 1)(k−µ)/(2k)(n− l + 1)(l−ν)/(2l)(m+ 1)µ/(2k) (n+ 1)ν/(2l)

(αm,k)1−µ/m (αn,l)1−ν/l
[

(m− k + µ+ 1)(n − l + ν + 1)
]1/2

×
(

Em−1,n−1(f)2
)

µν
kl
(

Em−k−1,n−l

(

f (k,0)
)

2

)(1−µ
k
) ν
l

×
(

Em−1,n−l−1

(

f (0,l)
)

2

)
µ
k
(1− ν

l
) (

Em−µ−1,n−ν−1

(

f (k,l)
)

2

)(1−µ
k
)(1− ν

l
)

≤
αm,k−µ αn,l−ν(m− k + 1)(k−µ)/(2k)(n− l + 1)(l−ν)/(2l)(m+ 1)µ/(2k) (n+ 1)ν/(2l)

(αm,k)1−µ/m (αn,l)1−ν/l
[

(m− k + µ+ 1)(n − l + ν + 1)
]1/2

×

[

1

αm,kαn,l

√

(m− k + 1)(n − l + 1)

(m+ 1)(n + 1)

]
µν
kl ( 1

αn,l

√

n− l + 1

n+ 1

)(1−µ
k
) ν
l

×

[

1

αm,k

√

m− k + 1

m+ 1

]
µ
k
(1− ν

l
)

=
αm,k−µ αn,l−ν

α
1−µ

k
+µν

kl
+µ

k
(1− ν

l
)

m,k α
1− ν

l
+µν

kl
+ ν

l
(1−µ

k
)

n,l
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×
(m− k + 1)(k−µ)/(2k)(n− l + 1)(l−ν)/(2l)(m+ 1)µ/(2k) (n+ 1)ν/(2l)

[

(m− k + µ+ 1)(n − l + ν + 1)
]1/2

×
[ (m− k + 1)(n − l + 1)

(m+ 1)(n + 1)

]
µν
2kl
( n− l + 1

n+ 1

)(1−µ
k
) ν
2l
(m− k + 1

m+ 1

)
µ
2k

(1− ν
l
)

=
αm,k−µ

αm,k

αn,l−ν

αn,l

√

(m− k + 1)(n − l + 1)

(m− k + µ+ 1)(n− l + ν + 1)
. (3.44)

и таким образом оценка сверху величины (3.42) получена.
Для получения оценки снизу рассмотрим ту же функцию (3.41), введенную нами в конце

доказательства леммы 3. Для этой функции

f
(k−µ,l−ν)
1 (ξ, ζ) =

αm,k−µ αn,l−ν

αm,k αn,l
ξm−k+µζn−l+ν 2

√

(m− k + 1)(n − l + 1).

Em−k+µ−1,n−l+ν−1

(

f
(k−µ,l−ν)
1

)

2
=
αm,k−µ

αm,k

αn,l−ν

αn,l

√

(m− k + 1)(n − l + 1)

(m− k + µ+ 1)(n − l + ν + 1)
. (3.45)

Учитывая равенство (3.45), получаем оценку снизу

sup
{

Em−k+µ−1,n−l+ν−1

(

f (k−µ,l−ν)
)

2
: f ∈W

(k,l)
2

}

≥ Em−k+µ−1,n−l+ν−1

(

f
(k−µ,l−ν)
1

)

2
=
αm,k−µ

αm,k

αn,l−ν

αn,l

√

(m− k + 1)(n − l + 1)

(m− k + µ+ 1)(n − l + ν + 1)
. (3.46)

Требуемое равенство (3.43) получаем из сопоставления оценки сверху (3.44) и оценки сни-
зу (3.46). Теорема 2 доказана.

Автор выражает искреннюю признательность рецензенту за ценные замечания, которые
способствовали улучшению изложения материала статьи.
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