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Рассматриваются две родственные задачи поиска семейства непересекающихся подмножеств (класте-
ров) в конечном множестве точек евклидова пространства. В этих задачах требуется максимизировать
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центра. В первой задаче центры внутрикластерных разбросов — произвольные, но заданные на входе точ-
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Введение

Предметом исследования являются две родственные экстремальные задачи поиска семей-
ства непересекающихся кластеров в конечном множестве точек евклидова пространства. Цель
исследования — анализ вычислительной сложности этих задач.

Рассматриваемые задачи моделируют типичную для многих приложений проблему поис-
ка в совокупности объектов семейства непересекающихся подмножеств, каждое из которых
состоит из похожих по некоторому критерию объектов, и выделения вырожденных экземпля-
ров — “выбросов” (outliers), которые не похожи между собой и не принадлежат ни одному
из подмножеств в семействе. К числу приложений, для которых эта проблема типична, отно-
сятся, например, анализ данных, машинное обучение, интерпретация данных, распознавание
образов, статистика (data analysis, machine learning, data mining, pattern recognition, statistics).

Исследование мотивировано отсутствием опубликованных данных о сложностном статусе
задач и их актуальностью как в теоретическом, так и в прикладном плане.

1Исследования поддержаны Российским научным фондом, грант 16-11-10041.
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1. Формулировка задач и связанные с ними проблемы

Рассматриваемые задачи имеют следующие формулировки.

З а д а ч а 1: “Maximum Min-Size Clustering with Outliers 1”.
Дано: N -элементное множество Y точек в d-мерном евклидовом пространстве, число α ∈ (0, 1)
и точки z1, z2 ∈ R

d. Найти непустые непересекающиеся подмножества C1, C2 такие, что

min{|C1|, |C2|} → max (1.1)

при ограничениях ∑

y∈Ci

‖y − zi‖2 ≤ α
∑

y∈Y

‖y − y(Y)‖2, i = 1, 2, (1.2)

где

y(Y) = 1

|Y|
∑

y∈Y

y

— центроид (геометрический центр) множества Y.

З а д а ч а 2: “Maximum Min-Size Clustering with Outliers 2”.
Дано: N -элементное множество Y точек в d-мерном евклидовом пространстве и число α ∈
(0, 1). Найти непустые непересекающиеся подмножества C1, C2 и точки y1, y2 из Y такие, что
имеет место соотношение (1.1), при ограничениях

∑

y∈Ci

‖y − yi‖2 ≤ α
∑

y∈Y

‖y − y(Y)‖2, i = 1, 2. (1.3)

Задача 1 имеет простую трактовку в виде следующей прикладной проблемы. Имеется сово-
купность промышленных изделий (например, микросхем), содержащая две отличающиеся (по
характеристикам) группы однородных изделий и группу бракованных изделий. Характери-
стики изделий в однородных группах имеют некоторый разброс, обусловленный технологией
производства. Допустимое значение разброса задано пороговым значением. Изделия с харак-
теристиками, превышающими этот порог, считаются бракованными. Соответствие изделия и
группы неизвестно. Требуется найти две группы однородных изделий, содержащих наиболь-
шее число допустимых элементов, и отделить группу бракованных изделий. Сходную трактов-
ку имеет задача 2. В этих задачах координата точки соответствует характеристике изделий в
изложенной прикладной проблеме.

Характеристики бракованных изделий соответствуют так называемым (в статистике, ана-
лизе данных и распознавании образов) “выбросам”, т. е. случайным вырожденным элементам,
которые “нарушают” внутрикластерную однородность выборочных данных.

Обе задачи можно трактовать как поиск двух непересекающихся подмножеств (кластеров)
точек, сконцентрированных относительно двух точек; в задаче 1 это заданные точки z1, z2
из R

d, а в задаче 2 — неизвестные точки y1, y2 из входного множества Y ⊂ R
d.

Из формулировки задач видно, что объединение искомых подмножеств может не покры-
вать входное множество. Правая часть неравенств (1.2) и (1.3) определяет α-долю от суммар-
ного квадратичного разброса точек входного множества относительно его центроида. Левая
часть неравенств (1.2) и (1.3) при каждом i = 1, 2 определяет суммарный внутрикластерный
разброс точек из кластера Ci относительно заданной точки zi из R

d в задаче 1 и отноститель-
но искомой точки yi из Y в задаче 2. Уровень концентрации точек в кластерах определяется
α-долей от суммарного квадратичного разброса точек во входном множестве. В обеих зада-
чах требуется максимизировать минимальный размер кластера при ограничении сверху на
уровень внутрикластерной концентрации точек.

Напомним, что кластеризация данных, т. е. поиск (выявление) подмножеств в данных и
разбиение данных на подмножества по самым разнообразным критериям внутрикластерной
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однородности (похожести элементов из одного кластера) и отделимости (непохожести) класте-
ров, является одной из ключевых проблем в машинном обучении (machine learning) [1], интер-
претации данных (data mining) [2], распознавании образов (pattern recognition) [3] и обработке
большеразмерных данных (big-scaling data processing) [4]. Поиск однородных подмножеств ти-
пичен также для редактирования совокупности данных (data editing) [5] и их очистки (data
cleaning) [6] от непредвиденных случайных элементов в виде “выбросов”. В упомянутых при-
кладных проблемах очистка имеющихся данных от “выбросов”, как известно, является необ-
ходимой процедурой, так как эти, по сути, искаженные данные могут существенно ухудшить
качество машинного обучения.

В плане теоретической мотивации подчеркнем, что рассматриваемые задачи не эквива-
лентны ни одной из хорошо известных кластеризационных геометрических задач — k-means

(или k-MSSC) [7], k-median [8], k-cеnter [9], k-center clustering with outliers [10]. В этих задачах,
как известно, выпуклые оболочки оптимальных кластеров не пересекаются. В рассматрива-
емых задачах, в отличие от вышеупомянутых, при фиксированном разбросе точек входного
множества в зависимости от заданного на входе значения α эти оболочки, очевидно, могут как
пересекаться, так и не пересекаться. Именно этот факт привлекателен в плане практического
анализа данных с невыясненной структурой. Изменяя значения α на входе и последовательно
решая задачи при каждом α, можно найти набор кластеризаций данных и получить представ-
ление об их кластерной структуре. Задачи 1 и 2 также не эквивалентны недавно выявлен-
ным [11] геометрическим задачам разбиения на кластеры с центрами в начале координат, в
которых выпуклые оболочки оптимальных кластеров могут пересекаться.

Наконец, заметим, что в области дискретной оптимизации ключевым является вопрос о
сложностном статусе какой-либо вновь выявленной экстремальной задачи. Ниже мы показыва-
ем, что рассматриваемые экстремальные задачи и их многокластерные обобщения NP-трудны
даже в одномерном случае, т. е. на прямой.

2. Анализ вычислительной сложности

Положим
A = α

∑

y∈Y

‖y − y(Y)‖2,

f(Ci, zi) =
∑

y∈Ci

‖y − zi‖2, Ci ⊆ Y, zi ∈ R
d, i = 1, 2. (2.1)

Далее будем считать, что Y — мультимножество. Сформулируем задачу 1 в форме верифика-
ции свойств.

З а д а ч а 1A.
Дано: N -элементное мультимножество Y точек в d-мерном евклидовом пространстве, число
A > 0, точки z1, z2 ∈ R

d и натуральное число M . Вопрос: существуют ли в Y непустые
непересекающиеся мультиподмножества C1, C2 такие, что

min{|C1|, |C2|} ≥ M (2.2)

при ограничениях
f(Ci, zi) ≤ A, i = 1, 2? (2.3)

Теорема 1. Задача 1A NP-полна даже в одномерном случае.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Напомним известную [12] NP-полную задачу.

З а д а ч а “Разбиение 1”.
Дано: мультимножество X = {x1, . . . , x2K} натуральных чисел. Вопрос: существует ли разби-
ение X на мультиподмножества S1 и S2 такое, что |S1| = |S2| и

∑

x∈S1

x =
∑

x∈S2

x? (2.4)
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Заметим, что задача 1A, очевидно, лежит в классе NP. Сведем задачу “Разбиение 1” к зада-
че 1A и покажем, что это сведение полиномиально.

По произвольному входу задачи “Разбиение 1” построим следующий пример входа зада-
чи 1A. В задаче 1A положим

d = 1, N = 2K, M = K, A =
1

2

∑

x∈X

x, z1 = z2 = 0, Y = {y1, . . . , y2K},

где yk =
√
xk, k = 1, . . . , 2K.

Покажем, что в построенном примере задачи 1A мультиподмножества C1, C2 из Y, удо-
влетворяющие неравенствам (2.2) и (2.3), существуют тогда и только тогда, когда в задаче
“Разбиение 1” существует разбиение X на мультиподмножества S1 и S2 такое, что |S1| = |S2|
и имеет место равенство (2.4).

Пусть в задаче “Разбиение 1” существуют требуемые мультиподмножества

Si = {xk
∣∣ k ∈ Ii}, i = 1, 2, (2.5)

где I1, I2 ⊆ {1, . . . , 2K},
I1 ∪ I2 = {1, . . . , 2K}, I1 ∩ I2 = ∅. (2.6)

В задаче 1A рассмотрим мультиподмножества

Ci = {yk
∣∣ k ∈ Ii}, i = 1, 2. (2.7)

Поскольку в задаче “Разбиение 1” |S1| = |S2| = K, для мультиподмножеств (2.7) имеем |C1| =
|C2| = K и min{|C1|, |C2|} = K = M . Кроме того, для внутрикластерных разбросов (2.1) имеем

f(Ci, zi) =
∑

y∈Ci

‖y‖2 =
1

2

∑

x∈X

x = A, i = 1, 2.

Следовательно, условия (2.2) и (2.3) выполнены, и в задаче 1A требуемые мультиподмножества
C1 и C2 существуют.

Пусть теперь в задаче 1A в мультимножестве Y существуют требуемые мультиподмно-
жества (2.7), удовлетворяющие условиям (2.2) и (2.3). В задаче “Разбиение 1” рассмотрим
мультиподмножества (2.5). Для этих мультиподмножеств имеем

|S1| = |S2|,
∑

k∈Ii

xk =
∑

x∈Si

x =
∑

y∈Ci

‖y‖2 =
1

2

∑

x∈X

x, i = 1, 2.

Поэтому
∑

x∈S1

x =
∑

x∈S2

x. Следовательно, в задаче “Разбиение 1” требуемые мультиподмноже-

ства S1 и S2 также существуют.

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 1. Для простоты доказательства мы использовали числа ck =
√
xk,

k = 1, . . . , 2K, которые могут быть иррациональными. Однако, легко видеть, что те же дока-
зательные аргументы справедливы для рациональных чисел ck таких, что

0 ≤ √
xk − ck < 1/(4K⌈max

k

√
xk⌉), k = 1, . . . , 2K,

так как xk — целое число. Остается заметить, что построенное сведение, очевидно, полиноми-
ально.

Из теоремы 1 следует, что задача 1 NP-трудна, как и сформулированное ниже ее много-
кластерное обобщение.
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З а д а ч а 1’.
Дано: N -элементное множество Y точек в d-мерном евклидовом пространстве, натуральное
число J , число α ∈ (0, 1) и точки z1, . . . , zJ ∈ R

d. Найти непустые непересекающиеся подмно-
жества C1, . . . , CJ во множестве Y такие, что

min{|C1|, . . . , |CJ |} → max (2.8)

при ограничениях ∑

y∈Ci

‖y − zi‖2 ≤ α
∑

y∈Y

‖y − y(Y)‖2, i = 1, . . . , J.

В задаче 1’ число J кластеров является частью входа. Для варианта задачи 1, в котором
число кластеров не является частью входа, т. е. для параметрической задачи, которую далее
обозначим через 1(J), имеет место следующее утверждение.

Теорема 2. Если число J кластеров не является частью входа, то для любого фиксиро-

ванного параметра J ≥ 2 задача 1(J) NP-трудна даже в одномерном случае.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сформулируем задачу в форме верификации свойств и покажем
ее NP-полноту.

З а д а ч а 1A(J).
Дано: N -элементное мультимножество Y точек в d-мерном евклидовом пространстве, число
A > 0, точки z1, . . . , zJ ∈ R

d и натуральное число M . Вопрос: существуют ли непустые непе-
ресекающиеся мультиподмножества C1,. . . , CJ в мультимножестве Y такие, что

min{|C1|, . . . , |CJ |} ≥ M (2.9)

при ограничениях
f(Ci, zi) ≤ A, i = 1, . . . , J?

Построим полиномиальное сведение задачи 1A(J) к задаче 1A(J + 1).
По входу задачи 1A(J) построим следующий пример входа задачи 1A(J + 1). В зада-

че 1A(J + 1) положим

Ỹ = Y ∪ G, Ñ = N +M, d̃ = d, Ã = A, M̃ = M, (2.10)

G = {g1, . . . , gM}, gi = L, i = 1, . . . ,M, (2.11)

z̃i = zi, i = 1, . . . , J, z̃J+1 = L,

где L > max
i=1,...,J

zi +
√
A.

Пусть в задаче 1A(J) существуют требуемые мультиподмножества C1,. . . , CJ . Легко про-
верить, что в задаче 1A(J + 1) в качестве требуемых мультиподмножеств C̃1,. . . , C̃J+1 можно
взять C̃1 = C1,. . . , C̃J = CJ , C̃J+1 = G.

Пусть теперь в задаче 1A(J +1) существуют требуемые мультиподмножества C̃1, . . . , C̃J+1.
Покажем, что ни одна из точек gi, i = 1, . . . ,M , не входит в C̃1, . . . , C̃J . Предположим противное,
например, g1 ∈ C̃1. Тогда

f(C̃1, z̃1) ≥ ‖g1 − z̃1‖2 > Ã,

что противоречит условию f(C̃1, z̃1) ≤ Ã.
Поэтому мультиподмножества C1 = C̃1, . . . , CJ = C̃J являются требуемыми мультиподмно-

жествами в задаче 1A(J).
Теорема доказана.

Проанализируем теперь сложность задачи 2. Сформулируем эту задачу в форме верифи-
кации свойств.
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З а д а ч а 2A.
Дано: N -элементное мультимножество Y точек в d-мерном евклидовом пространстве, число
A > 0 и натуральное число M . Вопрос: существуют ли непустые непересекающиеся мультипод-
множества C1, C2 и точки y1, y2 в Y такие, что имеет место неравенство (2.2) при ограничениях

f(Ci, yi) ≤ A, i = 1, 2? (2.12)

Справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Задача 2A NP-полна даже в одномерном случае.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Напомним хорошо известную [12] NP-полную задачу.

З а д а ч а “Разбиение 2”.
Дано: мультимножество X = {x1, . . . , xK} натуральных чисел. Вопрос: существует ли раз-
биение мультимножества X на мультиподмножества S1 и S2 такое, что имеет место равен-
ство (2.4)?

Задача 2A, очевидно, лежит в классе NP. Построим сведение задачи “Разбиение 2” к за-
даче 2A и покажем, что это сведение полиномиально.

По произвольному входу задачи “Разбиение 2” построим следующий пример входа зада-
чи 2A. Положим

d = 1, N = 2K + 2, M = K + 1, Y = {b1, b2, a1, . . . , aK , c1, . . . , cK},

где

ak = 0, ck =
√
xk, k = 1, . . . ,K, b1 = b2 = −B,

причем

B > max

{
1

4

∑

x∈X

x,

√
1

2

∑

x∈X

x

}
, A = B2 +

1

2

∑

x∈X

x.

Без ограничения общности будем считать, что K ≥ 3.
Покажем, что в построенном примере задачи 2A мультиподмножества C1, C2 и точки y1,

y2 из Y, удовлетворяющие неравенствам (2.2) и (2.12), существуют тогда и только тогда, ко-
гда в задаче “Разбиение 2” существуют мультиподмножества S1 и S2 такие, что имеет место
равенство (2.4).

Пусть в задаче “Разбиение 2” мультиподмножества S1 и S2 существуют. Пусть эти муль-
типодмножества, как и ранее, определяются формулами (2.5), в которых, в отличие от (2.6),

I1, I2 ⊆ {1, . . . ,K}, I1 ∪ I2 = {1, . . . ,K}, I1 ∩ I2 = ∅.

В задаче 2A рассмотрим точки y1 = y2 = 0 и следующие мультиподмножества мощности
M = K + 1 каждое:

Ci = {bi} ∪ {ck
∣∣ k ∈ Ii} ∪ {ak

∣∣ k ∈ I3−i}, i = 1, 2. (2.13)

Для этих мультиподмножеств из (2.1) имеем следующие внутрикластерные разбросы:

f(Ci, yi) = ‖bi − yi‖2 +
∑

k∈Ii

‖ck − yi‖2 = B2 +
∑

k∈Ii

xk = B2 +
1

2

∑

k∈{1,...,K}

xk = A, i = 1, 2.

Это равенство означает, что условие (2.3) выполнено. Условие (2.2) выполнено по построению.
Таким образом, в задаче 2A требуемые мультиподмножества C1, C2 и точки y1, y2 существуют.

Допустим теперь, что требуемые мультиподмножества C1, C2 и точки y1, y2 существуют в
задаче 2A. Покажем тогда, что точки b1 и b2 лежат в различных мультиподмножествах.
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В самом деле, если, например, b1, b2 ∈ C1, то поскольку |C1| = K+1 ≥ 4, для любого выбора
y1 имеем f(C1, y1) ≥ 2B2 > A, что противоречит условию f(C1, y1) ≤ A.

Кроме того, покажем, что в паре {C1, C2} нет мультиподмножества, содержащего все точки
ck, k = 1, . . . ,K. Действительно, в противном случае положим, например, ck ∈ C1, k = 1, . . . ,K.
Тогда, если y1 = −B или y1 = cr для некоторого r ∈ {1, . . . ,K}, то

f(C1, y1) ≥ (B + min
k=1,...,K

ck)
2 > B2 + 2B > A,

что противоречит условию f(C1, y1) ≤ A. Поэтому y1 = 0. Но тогда

f(C1, y1) = B2 +
∑

k=1,...,K

c2k = B2 +
∑

x∈X

x > A.

Получили противоречие.

Далее, так как оба мультиподмножества C1 и C2 содержат не менее одной точки ck, k ∈
{1, . . . ,K}, и одну из точек b1, b2, то те же самые доказательные аргументы, как и выше,
влекут равенства y1 = y2 = 0.

Наконец, так как точки b1 и b2 лежат в разных мультиподмножествах и оба мультиподмно-
жества C1, C2 содержат точки из {c1, . . . , cK} и {a1, . . . , aK}, можно считать, что структура этих
мультиподмножеств определяется формулой (2.13). Тогда, используя эту формулу и равенства
yi = 0, i = 1, 2, получим следующую оценку для внутрикластерных разбросов:

f(Ci, yi) = ‖bi − yi‖2 +
∑

k∈Ii

‖ck − yi‖2 = B2 +
∑

k∈Ii

xk ≤ A = B2 +
1

2

∑

k∈{1,...,K}

xk, i = 1, 2.

Следовательно, ∑

k∈I1

xk =
∑

k∈I2

xk =
1

2

∑

k∈{1,...,K}

xk.

Поэтому в задаче “Разбиение 2” требуемые мультиподмножества S1 and S2 также существуют.

З а м е ч а н и е 2. В доказательстве этой теоремы, как и при доказательстве теоремы 1,
фигурируют числа ck =

√
xk, k = 1, . . . ,K, которые могут быть иррациональными. Однако

легко видеть, что все выкладки остаются справедливыми для рациональных чисел ck таких,
что 0 ≤ √

xk − ck < 1/(2K⌈maxk
√
xk⌉), k = 1, . . . ,K, так как xk — целое число. Остается

заметить, что построенное сведение, очевидно, полиномиально.

Теорема доказана.

Из теоремы 3 следует, что задача 2 NP-трудна, как и сформулированное ниже ее много-
кластерное обобщение.

З а д а ч а 2’.
Дано: N -элементное множество Y точек в d-мерном евклидовом пространстве, натуральное
число J и число α ∈ (0, 1). Найти непустые непересекающиеся подмножества C1,. . . , CJ и точки
y1, . . . , yJ во множестве Y такие, что имеет место соотношение (2.8) при ограничениях

∑

y∈Ci

‖y − yi‖2 ≤ α
∑

y∈Y

‖y − y(Y)‖2, i = 1, . . . , J.

В этой задаче число J кластеров является частью входа. Для варианта задачи 2, в котором
число кластеров не является частью входа, т. е. для параметрической задачи, которую далее
обозначим через 2(J), имеет место следующее утверждение.

Теорема 4. Если число J кластеров не является частью входа, то для любого фиксиро-

ванного параметра J ≥ 2 задача 2(J) NP-трудна даже в одномерном случае.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Сформулируем задачу в форме верификации свойств и покажем
ее NP-полноту.

З а д а ч а 2A(J).
Дано: N -элементное мультимножество Y точек в d-мерном евклидовом пространстве, число
A > 0 и натуральное число M . Вопрос: существуют ли непустые непересекающиеся подмно-
жества C1, . . . , CJ и точки y1, . . . , yJ во множестве Y такие, что имеет место соотношение (2.9)
при ограничениях

f(Ci, yi) ≤ A, i = 1, . . . , J?

Построим полиномиальное сведение задачи 2A(J) к задаче 2A(J + 1).

По входу задачи 2A(J) построим следующий пример входа задачи 2A(J + 1). Определим
вход задачи 2A(J + 1) равенствами (2.10) и (2.11), в которых

L > max
y∈Y

y +
√
A.

Если в задаче 2A(J) существуют требуемые мультиподмножества C1,. . . , CJ , то в задаче
2A(J + 1) требуемыми мультиподмножествами C̃1,. . . , C̃J+1 и точками ỹ1, . . . , ỹJ+1 являются
C̃1 = C1,. . . , C̃J = CJ , C̃J+1 = G, ỹ1 = y1,. . . ,ỹJ = yJ , ỹJ+1 = g1.

Пусть теперь в задаче 2A(J+1) существуют требуемые мультиподмножества C̃1, . . . , C̃J+1 и
точки ỹ1, . . . , ỹJ+1. Покажем, что из мультимножеств C̃1, . . . , C̃J+1 не более чем одно содержит
точки из G.

Предположим противное, например, g1 ∈ C̃1, g2 ∈ C̃2. Тогда из |G| = M и условия (2.9)
следует, что C̃1 (как и C̃2) содержит хотя бы одну точку y ∈ Y. Поэтому, если y1 ∈ G, то

f(C1, y1) ≥ ‖y − y1‖2 > A,

что противоречит условию f(C1, y1) ≤ A. Если же y1 ∈ Y, то

f(C1, y1) ≥ ‖g1 − y1‖2 > A,

что также противоречит условию f(C1, y1) ≤ A.

Следовательно, хотя бы J из мультимножеств C̃1, . . . , C̃J+1 не содержат точек из G. Бу-
дем считать, что это мультимножества C̃1, . . . , C̃J . Тогда требуемыми мультиподмножествами
и точками в задаче 2A(J) являются C1 = C̃1,. . . , CJ = C̃J , y1 = ỹ1,. . . , yJ = ỹJ .

Теорема доказана.

Таким образом, все рассмотренные задачи кластеризации NP-трудны даже на числовой
прямой.

Легко заметить, что NP-трудность задачи 1 следует из NP-трудности задачи 2. Действи-
тельно, для решения задачи 2 достаточно для каждой из N2 пар z1, z2 ∈ Y решить пример
задачи 1. Тем не менее, мы привели независимые доказательства труднорешаемости этих задач
с использованием различных классических NP-трудных задач. На наш взгляд, независимые
доказательства будут полезны в плане выяснения вопросов алгоритмической аппроксимируе-
мости рассматриваемых задач.

Заключение

В работе показана NP-трудность некоторых ранее не изученных максиминных задач поиска
непересекающихся множеств в конечном множестве точек евклидова пространства. Показано,
что эти задачи NP-трудны даже в одномерном случае. Построение эффективных алгоритмов с
теоретическими гарантиями качества (точности, временной сложности, надежности) для этих
задач представляется делом ближайшей перспективы.
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