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Пусть G — конечная группа, π(G) — множество простых делителей ее порядка, ω(G) — множество

порядков ее элементов. На π(G) определяется граф со следующим отношением смежности: различные

вершины r и s из π(G) смежны тогда и только тогда, когда rs ∈ ω(G). Этот граф называется графом

Грюнберга — Кегеля или графом простых чисел группы G и обозначается через GK(G). В “Коуровской

тетради” А. В.Васильев поставил вопрос 16.26 об описании всех пар неизоморфных конечных простых

неабелевых групп с одинаковым графом Грюнберга — Кегеля. Хаги и М.А. Звездина получили такое опи-

сание в случае, когда одна из групп совпадает со спорадической и знакопеременной группой соответствен-

но. Автор решил этот вопрос для конечных простых групп лиева типа над полями одной характеристики.

В данной работе доказана следующая теорема.

Теорема. Пусть G = A±

n−1
(q), где n ∈ {3, 4, 5, 6}, и G1 — неизоморфная группе G конечная про-

стая группа лиева типа над полем порядка q1, где q = pf , q1 = pf1
1

, p и p1 — различные простые

числа. Если графы GK(G) и GK(G1) совпадают, то выполнено одно из следующих утверждений: (1)
{G,G1} = {A1(7), A1(8)}; (2) {G,G1} = {A3(3), 2F4(2)′}; (3) {G,G1} = {2A3(3), A1(49)}; (4) {G,G1} =
{A2(q), 3D4(q1)}, где (q − 1)3 6= 3, q + 1 6= 2k и q1 > 2; (5) {G,G1} = {Aε

4
(q), Aε1

4
(q1)}, где qq1 нечетно; (6)

{G,G1} = {Aε
4
(q), 3D4(q1)}, где (q − ǫ1)5 6= 5 и q1 > 2; (7) G = Aε

5
(q), G1 ∈ {B3(q1), C3(q1), D4(q1)}.
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M.R. Zinov’eva. On finite simple linear and unitary groups of small size over fields of different

characteristics with coinciding prime graphs.

Suppose that G is a finite group, π(G) is the set of prime divisors of its order, and ω(G) is the set of orders

of its elements. A graph with the following adjacency relation is defined on π(G): different vertices r and s
from π(G) are adjacent if and only if rs ∈ ω(G). This graph is called the Gruenberg–Kegel graph or the prime

graph of G and is denoted by GK(G). In A. V.Vasil’ev’s Question 16.26 from the “Kourovka Notebook,” it

is required to describe all pairs of nonisomorphic simple nonabelian groups with identical Gruenberg–Kegel

graphs. M. Hagie and M.A. Zvezdina gave such a description in the case where one of the groups coincides

with a sporadic group and an alternating group, respectively. The author solved this question for finite simple

groups of Lie type over fields of the same characteristic. In the present paper we prove the following theorem.

Theorem. Let G = A±

n−1
(q), where n ∈ {3, 4, 5, 6}, and let G1 be a finite simple group of Lie type over a

field of order q1 nonisomorphic to G, where q = pf , q1 = pf1
1

, and p and p1 are different primes. If the graphs

GK(G) and GK(G1) coincide, then one of the following statements holds:

(1) {G,G1} = {A1(7), A1(8)};

(2) {G,G1} = {A3(3), 2F4(2)′};

(3) {G,G1} = {2A3(3), A1(49)};

(4) {G,G1} = {A2(q), 3D4(q1)}, where (q − 1)3 6= 3, q + 1 6= 2k, and q1 > 2;

(5) {G,G1} = {Aε
4
(q), Aε1

4
(q1)}, where qq1 is odd;

(6) {G,G1} = {Aε
4
(q), 3D4(q1)}, where (q − ǫ1)5 6= 5 and q1 > 2;

(7) G = Aε
5
(q) and G1 ∈ {B3(q1), C3(q1), D4(q1)}.
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Введение

Пусть G — конечная группа, π(G) — множество простых делителей ее порядка, ω(G) —
спектр группы G, т. е. множество порядков ее элементов. На π(G) определяется граф со сле-
дующим отношением смежности: различные вершины r и s в π(G) смежны тогда и только
тогда, когда rs ∈ ω(G). Этот граф называется графом Грюнберга — Кегеля или графом про-

стых чисел группы G и обозначается через GK(G).
В “Коуровской тетради” [1] А.В.Васильев поставил вопрос 16.26 об описании всех пар

неизоморфных конечных простых неабелевых групп с одинаковым графом Грюнберга — Ке-
геля. Хаги [2] и М.А. Звездина [3] получили такое описание в случае, когда одна из групп
совпадает со спорадической и знакопеременной группой соответственно. Автор решил этот
вопрос в 2014 г. для конечных простых групп лиева типа над полями одной характеристики.

В случае конечных простых групп лиева типа разных характеристик в 2016 г. получена
теорема редукции. В 2017 г. автором исследованы две конечные простые группы лиева типа G
и G1 над полями разных характеристик с t(G) = t(G1) ≥ 5, причем одна из групп является
линейной группой. Тем самым уточнен первый пункт теоремы редукции.

В данной работе рассмотрены две конечные простые группы лиева типа G и G1 над полями
разных характеристик с t(G) = t(G1) ≤ 3, причем одна из групп является линейной или
унитарной группой.

Далее q = pf и q1 = pf11 , где p, p1 — различные простые числа и f , f1 — натуральные числа.
Мы рассматриваем только простые группы. Для ε ∈ {+,−} через Aε

n−1(q) обозначается
An−1(q) = Ln(q) = PSLn(q) при ε = + и 2An−1(q) = Un(q) = PSUn(q) при ε = −, через Dε

n(q)
обозначается Dn(q) при ε = + и 2Dn(q) при ε = −.

Используя сведения о графах простых чисел конечных простых групп из [4–7], мы докажем
следующую теорему.

Теорема. Пусть G = Aε
n−1(q), где n ∈ {3, 4, 5, 6}, и G1 — неизоморфная группе G конечная

простая группа лиева типа над полем порядка q1, где q = pf , q1 = pf11 , p и p1 — различные

простые числа, ε, ε1 ∈ {+,−}. Если графы GK(G) и GK(G1) совпадают, то выполнено одно

из следующих утверждений:
(1) {G,G1} = {A1(7), A1(8)};
(2) {G,G1} = {A3(3),

2F4(2)
′};

(3) {G,G1} = {2A3(3), A1(49)};
(4) {G,G1} = {A2(q),

3D4(q1)}, где (q − 1)3 6= 3, q + 1 6= 2k и q1 > 2;
(5) {G,G1} = {Aε

4(q), A
ε1
4 (q1)}, где qq1 нечетно;

(6) {G,G1} = {Aε
4(q),

3D4(q1)}, где (q − ǫ1)5 6= 5 и q1 > 2;
(7) G = Aε

5(q), G1 ∈ {B3(q1), C3(q1),D4(q1)}.
З а м е ч а н и е. Автору известны следующие пары конечных простых групп лиева ти-

па {G,G1} над полями разных характеристик с одинаковым графом простых чисел: {A1(9),
A1(4)}, {A1(9), A1(5)}, {A1(7), A1(8)}, {2A3(3), A1(49)}, {A3(3),

2F4(2)
′}, {A1(13), G2(3)}.

Гипотеза. Указанные в замечании пары исчерпывают все неизоморфные пары конечных

простых групп лиева типа, заданные над полями разных характеристик, с одинаковым гра-

фом простых чисел.

1. Обозначения и вспомогательные результаты

Пусть G — конечная группа. Обозначим множество связных компонент графа GK(G) че-
рез {πi | i = 1, . . . , s(G)}, где s(G) — число связных компонент в графе GK(G); если порядок G
четен, считаем 2 ∈ π1. В [4; 5] описаны связные компоненты графов простых чисел всех ко-
нечных простых групп. В [6; 7] получен арифметический критерий смежности двух вершин в
графе простых чисел каждой конечной простой неабелевой группы.
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Индуцированный подграф называется кокликой графа, если его вершины попарно несмеж-
ны. Мощность (размер) коклики называется ее порядком. Максимальной по включению кокли-

кой будем называть коклику, которая не содержится в другой коклике. Пусть t(G) — наиболь-
шее число вершин в кокликах графа GK(G). Через t(q,G) обозначается наибольшее число
вершин в кокликах графа GK(G), содержащих простое число q.

Согласно [7, определения 3.3–3.8] определяются подмножества Θ(G) и Θ′(G) множества π(G).
Если G = Aε

2(q), то Θ(G) и Θ′(G) определяются согласно [7, определения 3.3–3.7]. Если
G 6= Aε

2(q), то согласно [7, определение 3.8], через θ(G) обозначается пересечение всех коклик
максимального размера графа GK(G), а через Θ(G) — множество {θ(G)}. Множество Θ′(G)
состоит из всех подмножеств θ′(G) из π(G) \ θ(G), для которых θ(G) ∪ θ′(G) — коклика мак-
симального размера в графе GK(G).

Лемма 1 (теорема Жигмонди [8]). Пусть q и n — неединичные натуральные числа. Cу-

ществует простое число r, делящее qn−1 и не делящее qi−1 при любом натуральном i < n,

кроме следующих случаев: q = 2 и n = 6; q = 2k − 1 для некоторого простого числа k и n = 2.
Если r cyществует, то r ≡ 1 (mod n).

Согласно [6] если q — натуральное число, r — нечетное простое число и (r, q) = 1, то
через e(r, q) обозначается минимальное натуральное число n с qn ≡ 1 (mod r). Если q нечетно,
то e(2, q) равно 1 при q ≡ 1 (mod 4) и 2 при q ≡ −1 (mod 4). Говорят, что простое число r с
e(r, q) = n является примитивным простым делителем числа qn−1. Через rn(q) обозначается
некоторый примитивный простой делитель числа qn − 1, а через Rn(q) — множество всех
таких делителей. По лемме 1 примитивный простой делитель rn(q) существует, за исключением
указанных в лемме 1 случаев. Если q фиксировано, то rn(q) обозначается через rn.

Для натурального числа n через np обозначается его p-часть.
Используя результаты [4–7], составим следующие табл. 1 и 2.

Т а б л и ц а 1

Конечные простые группы G лиева типа над полем

характеристики 2 с t(G) ≤ 3

G условия на G t(2, G) t(G) s(G) Θ(G) элементы Θ′(G)
2A3(2) 2 2 2 {5} {2},{3}
C2(q) q > 2 2 2 2 {r4} {2},{r1},{r2}
C3(2) 2 2 2 {7} {2},{3},{5}
D4(2) 2 2 2 {7} {2},{3},{5}
3D4(2) 2 2 2 {13} {2},{3},{7}
A5(2) 2 3 2 {5, 7, 31} ∅

A6(2) 2 3 2 {31, 127} {5},{7}
C4(2) 2 3 2 {5, 7, 17} ∅

3D4(q) q > 2 2 3 2 {r3, r6, r12} ∅

2F4(2)
′ 2 3 2 {3, 5, 13} ∅

A3(4) 3 3 1 {2, 7, 17} ∅

A3(q) q > 4 3 3 1 {2, r3, r4} ∅

A5(q) q > 2, (q − 1)3 6= 3 3 3 1 {r5} {2, r6}, {r3, r4}, {r4, r6}
A5(q) q > 4, (q − 1)3 = 3 3 3 1 {r5} {2, r6}, {r3, r4}, {r4, r6}, {3, r6}
2A3(4) 3 3 1 {2, 13, 17} ∅

2A3(8) 3 3 1 {2, 19, r4} ∅

2A3(q) q > 8 3 3 1 {2, r4, r6} ∅

2A5(q) (q + 1)3 6= 3 3 3 1 {r10} {2, r3}, {r6, r4}, {r4, r3}
2A5(q) q > 2,(q + 1)3 = 3 3 3 1 {r10} {2, r3}, {r6, r4}, {r4, r3}, {3, r3}
C3(4) 3 3 1 {7, 13} {2},{17}
C3(8) 3 3 1 {19, 73} {2},{r4}
C3(q) q > 8 3 3 1 {r3, r6} {2},{r4}
D4(4) 3 3 1 {7, 13} {2},{17}
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Продолжение табл. 1

G условия на G t(2, G) t(G) s(G) Θ(G) элементы Θ′(G)
D4(8) 3 3 1 {19, 73} {2},{r4}
D4(q) q > 8 3 3 1 {r3, r6} {2},{r4}
A2(8) 3 3 2 {2, 3, 73} ∅

A2(q) q > 8, (q − 1)3 6= 3 3 3 2 {2, r2, r3} ∅

A3(2) 3 3 2 {2, 5, 7} ∅

A4(q) (q − 1)5 6= 5 3 3 2 {r4, r5} {2},{r3}
A4(q) (q − 1)5 = 5 3 3 2 {r4, r5} {2},{5},{r3}
A5(4) 3 3 2 {r5} {2, 13}, {7, 17}, {13, 17}, {3, 13}
A7(2) 3 3 2 {127} {2, 17}, {17, 31}, {7, 17}, {5, 31}
2A2(8) 3 3 2 {2, 7, 19} ∅

2A2(q) q 6= 8,(q + 1)3 6= 3 3 3 2 {2, r1, r6} ∅

2A4(2) 3 3 2 {2, 5, 11} ∅

2A4(q) q > 2, (q + 1)5 6= 5 3 3 2 {r4, r10} {2},{r6}
2A4(q) (q + 1)5 = 5 3 3 2 {r4, r10} {2},{5},{r6}
2D4(2) 3 3 2 {7, 17} {2},{5}
2D5(2) 3 3 2 {11, 17} {2},{5},{7}
G2(4) 3 3 2 {7, 13} {2},{5}
G2(8) 3 3 2 {19, 73} {2},{7}
G2(q) q 6= 4, q ≡ 1 (mod 3) 3 3 2 {r3, r6} {2},{r2},{r1 6= 3}
G2(q) q 6= 8, q ≡ 2 (mod 3) 3 3 2 {r3, r6} {2},{r1},{r2 6= 3}
A1(q) q > 3 3 3 3 {2, r1, r2} ∅

A2(2) 3 3 3 {2, 3, 7} ∅

2A5(2) 3 3 3 {7, 11} {2},{3},{5}

Т а б л и ц а 2

Конечные простые группы G лиева типа над полем

нечетной характеристики p с t(G) ≤ 3

G условия на G t(2, G) t(G) s(G) Θ(G) Θ′(G)
A2(3) 2 2 2 {13} {2},{3}
C2(3) 2 2 2 {5} {2},{3}
2A2(3) 2 2 2 {7} {2},{3}
2A2(9) 2 2 2 {73} {2},{3},{5}
C2(q) q > 3 2 2 2 {r4} {p},{r1},{r2}
A2(q) (q − 1)3 6= 3, q + 1 = 2k > 4 2 2 2 {r3} {p},{r1},{2 = r2}
2A2(q) (q + 1)3 6= 3, q − 1 = 2k > 8 2 2 2 {r6} {p},{r2},{2 = r1}
A3(q) q > 3, (q − 1)2 6= 4 2 3 1 {p, r3, r4} ∅

2A3(q) (q + 1)2 6= 4 2 3 1 {p, r4, r6} ∅

B3(q), C3(q) q > 3 2 3 1 {r3, r6} {p},{r4}
D4(q) q > 3 2 3 1 {r3, r6} {p},{r4}
A5(q) q > 3, (q − 1)3 6= 3 2 3 1 {r5} {p, r6}, {r3, r4},

{r4, r6}
2A5(q) (q + 1)3 6= 3 2 3 1 {r10} {p, r3}, {r6, r4},

{r4, r3}
A5(q) q > 7, (q − 1)3 = 3 2 3 1 {r5} {p, r6}, {r3, r4},

{r4, r6}, {3, r6}
2A5(q) q 6= 5, (q + 1)3 = 3 2 3 1 {r10} {p, r3}, {r6, r4},

{r4, r3}, {3, r3}
A2(q) (q − 1)3 = 3, q + 1 = 2k 2 3 2 {3, p, r3} ∅

2A2(q) (q + 1)3 = 3, q − 1 = 2k 2 3 2 {3, p, r6} ∅

A2(q) (q − 1)3 6= 3, q + 1 6= 2k 2 3 2 {p, r2 6= 2, r3} ∅

2A2(q) (q + 1)3 6= 3, q − 1 6= 2k 2 3 2 {p, r1 6= 2, r6} ∅

A3(3) 2 3 2 {3,5,13} ∅

3D4(q) 2 3 2 {r3, r6, r12} ∅
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Продолжение табл. 2

G условия на G t(2, G) t(G) s(G) Θ(G) Θ′(G)
B3(3), C3(3) 2 3 2 {7,13} {3},{5}

D4(3) 2 3 2 {7,13} {3},{5}
A4(q) (q − 1)5 6= 5 2 3 2 {r4, r5} {p},{r3}
2A4(q) (q + 1)5 6= 5 2 3 2 {r4, r10} {p},{r6}
A4(q) (q − 1)5 = 5 2 3 2 {r4, r5} {5},{p},{r3}
2A4(q) (q + 1)5 = 5 2 3 2 {r4, r10} {5},{p},{r6}
A5(3) 2 3 2 {11} {3,7},{5,13},

{5,7}
A5(7) 2 3 2 {2801} {7,43},{5,19},

{5,43},{3,43}
2A5(5) 2 3 2 {521} {5,31},{7,13},

{13,31},{3,31}
A3(q) q > 5, (q − 1)2 = 4 3 3 1 {r3, r4} {p},{2}
2A3(q) q 6= 3, (q + 1)2 = 4 3 3 1 {r4, r6} {p},{2}
A3(5) 3 3 2 {13,31} {2}, {5}
G2(q) q ≡ 1 (mod 3) 3 3 2 {r3, r6} {p},{r2},{r1 6= 3}
G2(q) q ≡ 2 (mod 3) 3 3 2 {r3, r6} {p},{r1},{r2 6= 3}
A1(q) q > 3 3 3 3 {p, r1, r2} ∅

2A3(3) 3 3 3 {5, 7} {2}, {3}
G2(3) 3 3 3 {7,13} {2}, {3}
G2(q) q = 3m > 3 3 3 3 {r3, r6} {3},{r1}, {r2}

Лемма 2 (Героно [9]). Пусть p, q — простые числа такие, что pa−qb = 1 для некоторых

натуральных чисел a, b. Тогда пара (pa, qb) равна (32, 23), (p, 2b) или (2a, q).

Лемма 3 (Kpecчензо [10]). Пусть p, q — простые числа такие, что pm − 2qn = ±1 для

некоторых натуральных чисел m, n больших 1. Тогда пара (pm, qn) равна (35, 112), (2392, 134)
или (p2, q2).

Лемма 4 [11, лемма 6(iii)]. Пусть a, s, t — натуральные числа. Тогда

(a) (as − 1, at − 1) = a(s,t) − 1,

(b) (as + 1, at + 1) =

{

a(s,t) + 1, если s/(s, t)и t/(s, t) нечетны,

(2, a+ 1), иначе,

(c) (as − 1, at + 1) =

{

a(s,t) + 1, если s/(s, t)четно и t/(s, t) нечетно,

(2, a+ 1), иначе.

Лемма 5. Пусть q = pf , где p — простое число, m, n — натуральные числа.

(1) Если π(pm − 1) = π(pn − 1), то либо m = n, либо (m,n) ∈ {(1, 2), (2, 1)} и p = 2s − 1,
где s — простое число.

(2) Если π(pm − 1) = π(pn + 1), то либо p = 3 и (m,n) ∈ {(1, 1), (4, 2)}, либо p = 22
l
+ 1 и

(m,n) = (2, 1).
(3) Если π(pm + 1) = π(pn + 1), то m = n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) Предположим, что m 6= n. Если m = 1 и (n, p) 6= (2, 2s − 1),
то по лемме 1 существует простое число t ∈ π(pn − 1) \ π(pm − 1); противоречие. Если n = 1
и (m, p) 6= (2, 2s − 1), то по лемме 1 существует простое число t1 ∈ π(pm − 1) \ π(pn − 1);
противоречие. Если m > n ≥ 2, то по лемме 1 существует простое число t2 ∈ π(pm−1)\π(pn−1);
противоречие. Если n > m ≥ 2, то по лемме 1 существует простое число t3 ∈ π(pn−1)\π(pm−1);
противоречие.

(2) Пусть (m,n) = (1, 1). Тогда π(p−1) = π(p+1). Если p 6= 2s−1, то по лемме 1 существует

простое число t ∈ π(p + 1) \ π(p − 1); противоречие. Если p 6= 22
l

+ 1, то существует простое
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число t ∈ π(p−1)\π(p+1); противоречие. Если p = 2s−1 = 22
l
+1, то p = 3. Если (m,n) = (2, 1)

и p 6= 22
l
+ 1, то по лемме 1 существует простое число t1 ∈ π(p2 − 1) \ π(p + 1); противоречие.

Если n = 1 и m ≥ 3, то по лемме 1 существует простое число t2 ∈ π(pm − 1) \ π(pn + 1);
противоречие.

Если n = 2 и m ≤ 3, то по лемме 1 существует простое число t3 ∈ π(pn + 1) \ π(pm − 1);
противоречие. Предположим, что (m,n) = (4, 2). Тогда π(p4−1) = π(p2+1), поэтому π(p2−1) ⊆
π(p2 + 1). Так как (p2 − 1, p2 + 1) = 2, то p2 − 1 = 2l. По лемме 2 имеем p = 3. Если n = 2 и
m ≥ 5, то по лемме 1 существует простое число t4 ∈ π(pm − 1) \ π(pn + 1); противоречие.

Если n ≥ 3 и m < 2n, то по лемме 1 существует простое число t5 ∈ π(pn + 1) \ π(pm − 1);
противоречие. Предположим, что n ≥ 3 и m = 2n. Тогда π(p2n − 1) = π(pn + 1), поэтому
π(pn − 1) ⊆ π(pn + 1). Так как (pn − 1, pn + 1) = 2, то pn − 1 = 2l. По лемме 2 имеем n ∈ {1, 2};
противоречие. Если n ≥ 3 и m > 2n, то по лемме 1 существует простое число t6 ∈ π(pm − 1) \
π(pn + 1); противоречие.

(3) Предположим, что m 6= n. Если m > n, то по лемме 1 существует простое число
t ∈ π(pm + 1) \ π(pn + 1); противоречие. Если n > m, то по лемме 1 существует простое число
t1 ∈ π(pn + 1) \ π(pm + 1); противоречие. �

Лемма 6. Пусть q = pf , q1 = pf11 , где p, p1 — различные простые числа, f , f1 — нату-

ральные числа. Рассмотрим системы относительно (q, q1)

(1)

{

R4(q) = {p1},
π(q2 − 1) = π(q21 − 1) \ {2},

(2)

{

R4(q) = {p1},
π(q2 − 1) = π(q21 − 1).

Тогда верны следующие утверждения:

1a) если (q1 − 1)2 = 4, то система (1) имеет единственное решение (q, q1) = (2, 5);

1b) если (q1 + 1)2 = 4, то система (1) не имеет решений;

2) если (q, q1) решение системы (2), то либо q = p, q1 = p1 и p2 = 2p21 − 1, либо (q, q1) =
(239, 169).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (q, q1) — решение системы (1). Тогда q четно и q2+1 = pα1
для некоторого натурального числа α. По лемме 2 имеем q2 = 22

n
и α = 1, поэтому q = 22

n−1

и p1 ≡ 1 (mod 4).

Пусть (q1 − 1)2 = 4. Так как 4 делит p1 − 1, то f1 нечетно и (p1 − 1)2 = 4. Также имеем

(q21 − 1)2 = (q1 + 1)2(q1 − 1)2 = 8, поэтому p2f11 − 1 = 8m, где m нечетно. Так как π(q2 − 1) =
π(q21 − 1) \ {2}, то π(8m) = π(2(p1 − 2)). Если существует нечетное простое число s, делящее
p1 − 1, то s делит m, поэтому s делит (p1 − 1, p1 − 2) = 1; противоречие. Итак, p1 − 1 = 2k для
некоторого натурального числа k. Так как (p1 − 1)2 = 2k = 4, то k = 2, p1 = 5 и q = 2. Так как
π(52f1 − 1) = π(8m) = {2, 3}, то по лемме 1 имеем f1 = 1, т. е. q1 = 5. Пункт 1a) доказан.

Пусть (q1 + 1)2 = 4. Тогда q1 ≡ 3 (mod 4). Отсюда p1 ≡ 3 (mod 4), но p1 ≡ 1 (mod 4);
противоречие. Пункт 1b) доказан.

Пусть (q, q1) — решение системы (2). Тогда q нечетно и q2 + 1 = 2pα1 для некоторого
натурального числа α. Имеем p2f −2pα1 = −1. По лемме 3 либо f = 1, α = 2 и q2 = p2 = 2p21−1,
либо α = 1 и q2 = 2p1 − 1, либо q = p = 239, p1 = 13 и α = 4.

Так как π(p2f11 −1) = π(pα1 −1), то по лемме 5 либо α = 2f1, либо α = 1, 2f1 = 2 и p1 = 2s−1.
Если α = 2f1, то либо α = 2, f1 = 1 и q2 = p2 = 2p21 − 1, либо α = 4, f1 = 2 и q1 = 169. Если
α = 1, 2f1 = 2 и p1 = 2s − 1, то q2 = 2s+1 − 3, поэтому 2(s+1)/2 − 1 < q < 2(s+1)/2; противоречие.
Пункт 2) доказан. �

Лемма 7. Пусть q = pf , q1 = pf11 , где p, p1 — различные нечетные простые числа, f ,

f1, a, c — натуральные числа, причем либо a = 1, либо c = 1. Рассмотрим системы относи-



О конечных простых линейных и унитарных группах малых размерностей 79

тельно (q, q1)

(1)











q + 1 = 2cpd1,

q1 + 1 = 2apb,

π(q − 1) = π(q1 − 1),

(2)











q + 1 = 2cpd1,

q1 − 1 = 2apb,

π(q − 1) = π(q1 + 1),

(3)











q − 1 = 2cpd1,

q1 − 1 = 2apb,

π(q + 1) = π(q1 + 1).

Тогда верны следующие утверждения:
1) cистема (1) имеет ровно два решения: (q, q1) = (5, 9) и (q, q1) = (9, 5);
2) cистема (2) не имеет решений;
3) cистема (3) имеет ровно два решения: (q, q1) = (13, 27) и (q, q1) = (27, 13).

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) Пусть a = 1. Тогда pf11 − 2pb = −1. По лемме 3 либо f1 = 1
и q1 = p1 = 2pb − 1, либо b = 1 и q1 = 2p − 1, либо f1 = 2, b = 2 и q1 = p21 = 2p2 − 1, либо
q1 = 2392, p = 13 и b = 4.

Рассмотрим случай f1 = 1 и q1 = p1 = 2pb − 1. Тогда π(pf − 1) = π(q1 − 1) = π(pb − 1).
По лемме 5(1) либо f = b, либо b = 2 и q = p = 2s − 1 для некоторого простого числа
s, либо f = 2, b = 1 и p = 2s − 1 для некоторого простого числа s. Пусть f = b. Тогда
q1 + 1 = 2pf = 2q = 2(2cpd1 − 1) = 2c+1pd1 − 2, поэтому 3 = p1(2

c+1pd−1
1 − pf1−1

1 ). Отсюда
p1 = 3 = 2q − 1, т. е. q = 2; противоречие.

Если b = 2 и q = p = 2s − 1, то 2s = q + 1 = 2cpd1; противоречие. Пусть f = 2, b = 1 и
p = 2s − 1. Тогда q1 = p1 = 2p − 1 = 2s+1 − 3 и q = p2 = (2s − 1)2 = 22s − 2s+1 + 1. Отсюда
2(22s−1 − 2s + 1) = 2c(2s+1 − 3)d, поэтому c = 1 и 22s−1 − 2s + 1 = (2s+1 − 3)d. Пусть d = 1.
Тогда 22s − 6 · 2s + 8 = 0, т. е. (2s − 2)(2s − 4) = 0. Отсюда s = 2, p = 3, q = 9 и p1 = 5. Так как
5f1+1 = 6, то f1 = 1, т. е. q1 = 5. Пусть d ≥ 2. Тогда 0.5 ·22s−2s+1 = (2s+1−3)d ≥ (2s+1−3)2 =
22s+2 − 6 · 2s+1 +9. Отсюда 7 · 22s − 22 · 2s +16 ≤ 0. Но при s ≥ 2 имеем 7 · 22s − 22 · 2s +16 > 0;
противоречие.

Рассмотрим случай b = 1 и q1 = 2p−1. Так как π(q−1) = π(q1−1), то π(pf −1) = π(p−1).
По лемме 5(1) либо f = 1, либо f = 2 и p = 2s − 1.

Пусть f = 1 и q1 = 2q − 1. Тогда q1 + 3 = 2q + 2 = 2cpd1. Имеем 3 = p1(2
c+1pd−1

1 − pf1−1
1 ).

Отсюда p1 = 3. Так как p = 2c3d − 1, то 3f1 + 1 = 2p = 2c+13d − 2, т. е. 3f1 + 3 = 2c+13d.
Тогда 3f1−1 + 1 = 2c+13d−1, поэтому либо f1 = 1, либо d = 1. Если f1 = 1, то q1 = 3 и q = 2;
противоречие. Таким образом, d = 1 и, следовательно, 2c+1 − 3f1−1 = 1. По лемме 2 имеем
f1 = 2, т. е. q1 = 9 и q = 5.

Пусть f = 2 и p = 2s − 1. Тогда q = p2 = (2s − 1)2 = 22s − 2s+1 + 1, поэтому q + 1 =
2(22s−1 − 2s + 1) = 2cpd1. Отсюда c = 1. Получаем систему

{

pd1 = 22s−1 − 2s + 1,

pf11 = 2s+1 − 3.

Если s = 2, то q = 9 и q1 = 5. Если s = 3, то pd1 = 25 и pf11 = 13; противоречие.

Заметим, что при s ≥ 5 выполняется условие 7 ≤ p2f1−d
1 = (2s+1 − 3)2/(22s−1 − 2s + 1) ≤ 8.

Во-первых, 7 · 22s−1 − 7 · 2s + 7 ≤ 22s+2 − 3 · 2s+2 + 9, так как 22s−1 − 5 · 2s + 2 ≥ 0. Во-вторых,
22s+2 − 3 · 2s+2 + 9 ≤ 8(22s−1 − 2s + 1), так как 4 · 2s ≥ 1.

Итак, при s ≥ 5 имеем 7 ≤ p2f1−d
1 = (2s+1 − 3)2/(22s−1 − 2s + 1) ≤ 8. Отсюда p1 = 7 и

d = 2f1 − 1. Получаем систему
{

p2f1−1
1 = 22s−1 − 2s + 1,

pf11 = 2s+1 − 3.

Из системы следует, что p1 = p2f11 /p2f1−1
1 = (22s+2 − 6 · 2s+1 + 9)/(22s−1 − 2s + 1) = 7, так как

22s − 10 · 2s +4 = 0. Положим y = 2s. Тогда y2 − 10y+4 = 0. Дискриминант этого квадратного
уравнения D равен 84, поэтому

√
D — нецелое число; противоречие.
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Рассмотрим случай f1 = 2, b = 2 и q1 = p21 = 2p2 − 1. Так как π(q − 1) = π(q1 − 1), то
π(pf − 1) = π(p2 − 1). По лемме 5(1) либо f = 1 и p = 2s − 1, либо f = 2. Пусть f = 2.

Тогда q = p2 = (q1 + 1)/2. Отсюда q + 1 = (q1 + 3)/2 = 2cpd1. Имеем 3 = p1(2
c+1pd−1

1 − pf1−1
1 ).

Значит, p1 = 3, q1 = 9 и p2 = 5; противоречие. Пусть f = 1, p = 2s − 1 и q = p = 2s − 1. Тогда
q + 1 = 2s 6= 2cpd1; противоречие.

Рассмотрим случай q1 = 2392, p = 13 и b = 4. Тогда π(13f − 1) = π(pf − 1) = π(q1 − 1) =
π(2392−1) = {2, 3, 5, 7, 17}. Так как 5 делит 13f −1, то 4 делит f . При f = 4 имеем π(134−1) =
π(168 ·170) = {2, 3, 5, 7, 17}. При f > 4 по лемме 1 множество π(13f −1)\{2, 3, 5, 7, 17} непусто;
противоречие. Значит, f = 4. Тогда 134 + 1 = 2 · 14281, поэтому p1 = 14281, но p1 = 239;
противоречие.

В случае c = 1 аналогично получаем, что q = 5 и q1 = 9.

Системы (2) и (3) рассматриваются аналогично. �

Лемма 8. Пусть q = pf , q1 = pf11 , где p, p1 — различные нечетные простые числа, f , f1,
a ≥ 2, c ≥ 2 — натуральные числа. Тогда системы

(1)











q + 1 = 2cpd1,

q1 + 1 = 2apb,

π(q − 1) = π(q1 − 1),

(2)











q + 1 = 2cpd1,

q1 − 1 = 2apb,

π(q − 1) = π(q1 + 1),

(3)











q − 1 = 2cpd1,

q1 − 1 = 2apb,

π(q + 1) = π(q1 + 1).

не имеют решений.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим систему (1). Тогда q1 = 2a · 3b − 1 ≡ 3 (mod 4) и
q = 2cpd1 − 1 ≡ 3 (mod 4). Отсюда p1 ≡ 3 (mod 4), f1 нечетно, p ≡ 3 (mod 4) и f нечетно.
Заметим, что p + 1 делит pf + 1 = 2cpd1, поэтому либо π(p + 1) = {2}, либо π(p + 1) = {2, p1}.
Если π(p+ 1) = {2}, то p = 2s − 1, где s — простое число. Если π(p + 1) = {2, p1} = π(pf + 1),
то по лемме 5(3) имеем f = 1. Если π(p1 + 1) = {2}, то p1 = 2s1 − 1, где s1 — простое число.

Если π(p1 + 1) = {2, p} = π(pf11 + 1), то по лемме 5(3) имеем f1 = 1.

Рассмотрим случай p = 2s−1 и p1 = 2s1−1. Так как (2s1−1)f1+1 = 2apb, то (2s1−1)f1+1 =
2s1(E − f1(f1 − 1)2s1/2 + f1) = 2s1B, где E — натуральное число, B — нечетное число. Тогда
имеем 2s1B = 2apb, поэтому a = s1. Аналогично получаем, что b = s. Получаем систему















pf + 1 = (p+ 1)pd1,

pf11 + 1 = (p1 + 1)pb,

π(pf − 1) = π(pf11 − 1).

Отсюда pb = (pf11 + 1)/(p1 + 1) и pd1 = (pf + 1)/(p + 1). Тогда pb − 1 = p1(p
f1−1
1 + 1)/(p1 + 1)

и pd1 − 1 = p(pf−1 + 1)/(p + 1). Значит, p1 делит pb − 1 и p делит pd1 − 1.

По лемме 4(c) p делит (pd1−1, pf11 +1) = p
(d,f1)
1 +1 при d/(d, f1) четном и f1/(d, f1) нечетном.

Так как f1 нечетно, то (d, f1) нечетно и d четно. Если (d, f1) < f1, то по лемме 1 существует

простое число t 6= p, t ∈ π(pf11 + 1) \ π(p(d,f1) + 1); противоречие. Если (d, f1) = f1, то d = f1t1,
где t1 четно. Аналогично получаем, что b четно и b = ft, где t четно. Итак, q1+1 = 2s1qt ≥ 4q2,
но q + 1 = 2sqt11 ≥ 4q21 ≥ 4(4q2 − 1)2; противоречие.

Рассмотрим случай p = 2s−1 и f1 = 1. Так как (2s−1)f +1 = 2c(2apb−1)d, то (2s−1)f +1 =
2s(E − f(f − 1)2s/2 + f) = 2sA, где E — натуральное число, A — нечетное число, поэтому
c = s. Имеем pd1 = (pf + 1)/(p + 1), т. е. pd1 − 1 = p(pf−1 + 1)/(p + 1). По лемме 4(c) p делит
(pd1 − 1, p1 +1) = p1 +1 при d четном. Тогда pd1 = (2apb − 1)d = 2apbC +1, где C — натуральное
число. Имеем pf + 1 = 2s(2apbC + 1), т. е. pf−1 = 2a+spb−1C + 1. Итак, f = 1 или b = 1. Если
f = 1, то 2s = p+ 1 = 2spd1; противоречие.
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Таким образом, f > 1, b = 1 и p1 = 2cp− 1. Получаем систему























pf + 1 = (p+ 1)pd1,

p+ 1 = 2s,

p1 = 2ap− 1,

π(pf − 1) = π(p1 − 1).

Тогда
{

pf + 1 = (p + 1)(2ap− 1)d,

π(pf − 1) = π(2ap− 2).

Также имеем (2ap − 1)d = ((2ap − 2) + 1)d = (2ap − 2)D + 1, где D — натуральное число.
Получаем систему











p
pf−1 − 1

p+ 1
= (2ap− 2)D,

π(pf − 1) = π(2ap− 2).

Имеем цепочку включений π(pf − 1) = π(2ap− 2) ⊆ π
(pf−1 − 1

p+ 1

)

⊆ π(pf−1 − 1).

Заметим, что f > 2. По лемме 4(a) имеем (pf−1, pf−1−1) = p−1, но π(pf−1) ⊆ π(pf−1−1),
поэтому f = 2; противоречие.

В случае p1 = 2s1 − 1 и f = 1 получаем противоречие аналогично случаю p = 2s − 1 и
f1 = 1.

Рассмотрим случай f = 1 и f1 = 1. Так как p1 + 1 = 2apb ≥ 4p, то p + 1 = 2cp1 ≥ 4p1 ≥
4(4p − 1); противоречие.

Аналогично получаем противоречие в случаях (2) и (3). �

Лемма 9. Пусть q = pf , q1 = pf11 , где p, p1 — различные нечетные простые числа. Тогда

системы

(1)























R4(q1) = {p},
π(q − 1) = π(q21 − 1),

p1 ∈ R2(q),

R5(q1) = R3(q),

(2)























R4(q1) = {p},
π(q − 1) = π(q21 − 1),

p1 ∈ R2(q),

R10(q1) = R3(q).

не имеют решений.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) Так как R4(q1) = {p}, то p2f11 − 2pα = −1 для некоторого
натурального числа α. По лемме 3 либо q1 = 239, p = 13 и α = 4, либо α = 1, либо f1 = 1 и
α = 2.

Пусть q1 = 239, p = 13 и α = 4. Тогда π(13f − 1) = π(2392 − 1) = {2, 3, 5, 7, 17}. Если 5
делит 13f − 1, то 4 делит f . При f = 4 имеем π(13f − 1) = {2, 3, 5, 7, 17}. При f > 4 по лемме 1
множество π(13f −1)\{2, 3, 5, 7, 17} непусто. Значит q = 134. По условию 239 = p1 ∈ R2(13

4) =
{14281}; противоречие.

Пусть α = 1. Тогда p = (q21 + 1)/2. Так как π(q − 1) = π(q21 − 1), то π(pf − 1) = π(p− 1). По
лемме 5(1) либо f = 1 и q = p, либо f = 2 и p = 2s − 1.

Предположим, что f = 2 и p = 2s − 1. Тогда (2(s+1)/2 − 1)2 < q21 = 2p− 1 = 2s+1 − 3 < 2s+1,
т. е. 2(s+1)/2 − 1 < q1 < 2(s+1)/2; противоречие.

Предположим, что f = 1 и q = p = (q21 + 1)/2. Так как p1 ∈ R2(q), то p1 делит (q + 1)/2,

поэтому p1 делит q21 + 3. Отсюда p1 = 3. Заметим, что q1 = pf11 ≡ 3, 9, 21, 27 (mod 60).
Пусть q1 ≡ 3, 27 (mod 60). Тогда p ≡ 0 (mod 5), т. е. p = 5 и q1 = 3. Так как R5(3) = {11}

и 11 ≡ 2 (mod 3), получаем противоречие.
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Пусть q1 ≡ 9 (mod 60). Тогда q = p ≡ 41 (mod 60) и f1 ≡ 2 (mod 4). Так как 11 делит
35 − 1, то 11 делит 35f1 − 1. Если 11 не делит 3f1 − 1, то 11 делит (35f1 − 1)/(3f1 − 1), т. е.
11 ∈ R5(q1) = R3(q), но 11 ≡ 2 (mod 3); противоречие. Если 11 делит 3f1 − 1, то 5 делит f1,
поэтому f1 ≡ 10 (mod 20). Итак, f1 = 10 + 20t для некоторого натурального числа t. Простое
число p = (32f1 + 1)/2 = (320(1+2t) + 1)/2 делится на (320 + 1)/2 = 41 · 42521761; противоречие.

Пусть q1 ≡ 21 (mod 60). Тогда (q51 − 1)/((q1 − 1)(5, q1 − 1)) ≡ 40841 ≡ 2 (mod 3). Отсюда
существует r ∈ R5(q1) такое, что r ≡ 2 (mod 3). По лемме 1 имеем r /∈ R3(q); противоречие.

Пусть α = 2. Тогда p2 = (q21 +1)/2. Так как π(q−1) = π(q21 −1), то π(pf −1) = π(p2−1). По
лемме 1 либо f = 2, либо f = 1 и p = 2s−1. Если f = 1 и p = 2s−1, то p1 делит (q+1)/2 = 2s−1;
противоречие.

Предположим, что f = 2 и q = p2. Так как p1 ∈ R2(q), то p1 делит (q+1)/2, поэтому p1 делит

q21+3. Отсюда p1 = 3. Заметим, что q1 = pf11 ≡ 3, 9, 21, 27 (mod 60). Тогда p2 = (q21+1)/2 ≡ 5, 11
(mod 30) и p не является целым числом; противоречие.

Аналогично получаем противоречие в случае (2). �

Лемма 10. Пусть q = pf , q1 = pf11 , где p, p1 — различные нечетные простые числа,

неравные 5. Тогда системы

(1)











R4(q1) = {p},
π(q − 1) = π(q21 − 1) \ {5},
5, p1 ∈ R2(q),

(2)











R4(q1) = {p},
π(q + 1) = π(q21 − 1) \ {5},
5, p1 ∈ R1(q).

не имеют решений.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) Так как R4(q1) = {p}, то p2f11 − 2pα = −1 для некоторого
натурального числа α. По лемме 3 либо q1 = 239, p = 13 и α = 4, либо α = 1, либо f1 = 1 и
α = 2.

Пусть q1 = 239, p = 13 и α = 4. Тогда π(13f − 1) = π(2392 − 1) \ {5} = {2, 3, 7, 17}. Если 17
делит 13f − 1, то 4 делит f . При f = 4 имеем π(13f − 1) = {2, 3, 5, 7, 17} 6= {2, 3, 7, 17}; проти-
воречие. При f > 4 по лемме 1 множество t ∈ π(13f − 1) \ {2, 3, 7, 17} непусто; противоречие.

Пусть α = 1. Тогда p = (q21+1)/2. Так как π(q−1) = π(q21−1)\{5}, то π(pf−1) = π(p−1)\{5}.
По лемме 1 получаем противоречие.

Пусть α = 2. Тогда p2 = (q21 + 1)/2. Так как π(q − 1) = π(q21 − 1) \ {5}, то π(pf − 1) =
π(p2 − 1) \ {5}. По лемме 1 имеем f = 1 и p+ 1 = 2s5t для некоторых неотрицательных чисел
t и s. Так как p1 ∈ R2(q), то p1 делит 2s−15t, поэтому p1 = 5; противоречие.

Аналогично получаем противоречие в случае (2). �

Лемма 11. Пусть q = pf , q1 = pf11 , где p, p1 — различные нечетные простые числа. Тогда

система










R4(q1) = {p},
π(q + 1) = π(q21 − 1),

p1 ∈ R1(q),

не имеет решений.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как R4(q1) = {p}, то p2f11 − 2pα = −1 для некоторого на-
турального числа α. По лемме 3 либо q1 = 239, p = 13 и α = 4, либо α = 1, либо f1 = 1 и
α = 2.

Пусть q1 = 239, p = 13 и α = 4. Тогда π(13f +1) = π(2392−1) = {2, 3, 5, 7, 17}, но 13f +1 ≡ 2
(mod 3); противоречие.

Пусть α = 1. Тогда p = (q21 + 1)/2. Так как π(q + 1) = π(q21 − 1), то π(pf + 1) = π(p− 1). Из
равенства pf + 1 = pf − 1 + 2 следует, что (pf + 1, p − 1) = 2. Тогда pf + 1 = 2m и p − 1 = 2l,
поэтому (2l + 1)f + 1 = 2m. Если l = 1, то p = 3 = (q21 + 1)/2 и q21 = 5; противоречие.
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При l ≥ 2 имеем 2lf + 2lA + 2 = 2m для некоторого натурального числа A, поэтому m > lf .
Тогда 2(2l−1A+ 1) = 2lf (2m−lf − 1), поэтому lf = 1; противоречие.

Пусть α = 2. Тогда p2 = (q21 + 1)/2. Если p = 3, то 9 = (q21 + 1)/2 и q21 = 17; противоречие.
Так как π(q + 1) = π(q21 − 1), то π(pf + 1) = π(p2 − 1). При f четном из равенства pf + 1 =

(p2 − 1)
pf − 1

p2 − 1
+ 2 следует, что (pf + 1, p2 − 1) = 2. Тогда pf + 1 = 2m и p2 − 1 = 2l, поэтому

p2 − 2l = 1. По лемме 1 имеем p = 3; противоречие.

Пусть f нечетно. Так как pf + 1 = (p + 1)
pf + 1

p+ 1
, то (pf + 1, p + 1) = p + 1. Из равенства

pf + 1 = (p − 1)
pf − 1

p− 1
+ 2 следует, что (pf + 1, p − 1) = 2. Итак, (pf + 1, p2 − 1) = p + 1. Так

как π(q + 1) = π(q21 − 1), то π(p + 1) = π(pf + 1) = π(p2 − 1). По лемме 1 имеем f = 1. Из
равенства π(p+1) = π(p2 − 1) получаем, что p = 2l +1. Тогда q = p = 2l +1, поэтому p1 делит
(q − 1)/2 = 2l−1; противоречие. �

Пусть G = An−1(q) и G1 — неизоморфная G конечная простая группа лиева типа над полем
порядка q1 с характеристикой, отличной от характеристики группы G. Далее мы рассмотрим
возможности для G.

Лемма 12. Пусть G — одна из групп A2(2), A2(3), A2(4), A2(5), A2(7), A2(8), A2(9),
A2(31), A2(64), A3(2), A3(3), A3(4), A3(5), A3(8), A4(2), A5(2), A5(3), A5(4), A5(7), A5(8),
A6(2), A7(2), A7(3), A7(5), A7(9),

2A2(3),
2A2(4),

2A2(5),
2A2(7),

2A2(8),
2A2(9),

2A2(13),
2A2(17),

2A2(27),
2A2(81),

2A3(2),
2A3(3),

2A3(4),
2A3(8),

2A4(2),
2A5(2),

2A5(4),
2A5(5),

2A5(8),
2A7(3),

2A7(7),
2A6(2),

2A7(2).
Тогда графы GK(G) и GK(G1) совпадают тогда и только тогда, когда выполнено одно из

следующих утверждений:
(1) {G,G1} = {A1(7), A1(8)}; (2) {G,G1} = {2A3(3), A1(49)}; (3) {G,G1} = {A3(3),

2F4(2)
′}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G — одна из групп A2(2), A2(4), A6(2), A7(2), A7(3),
A7(5), A7(9),

2A3(3),
2A5(2),

2A7(3),
2A7(7),

2A6(2),
2A7(2). По лемме 6 (М.Р. Зиновьева.

О конечных простых классических группах над полями разных характеристик, графы про-
стых чисел которых совпадают. Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2016. Т. 22,
№ 3. С. 101–116.) выполняются утверждения (1) и (2) леммы.

Пусть G — одна из групп A2(3), A2(8), A2(64), A3(4), A3(5), A5(3), A5(4), A5(8),
2A2(9),

2A2(17),
2A3(4),

2A3(8),
2A5(2),

2A5(4),
2A5(8). По [12] π(G1) 6= π(G) и GK(G1) 6= GK(G).

Далее предполагаем, что для некоторой группы G1 имеет место равенство графов
GK(G1) = GK(G).

Пусть G = A2(5). Имеем π(G) = π(G1) = {2, 3, 5, 31} и по [12] G1 = A1(31). По табл. 1 и 2
GK(G1) 6= GK(G).

Пусть G = A2(7). Имеем π(G) = π(G1) = {2, 3, 7, 19} и по [12] G1 = 2A2(8). По табл. 1 и 2
GK(G1) 6= GK(G).

Пусть G = A2(9). Имеем π(G) = π(G1) = {2, 3, 5, 7, 13}. По [12]

G1 ∈ {A1(64),
2A3(5), C2(8), G2(4)}.

По табл. 1 и 2 GK(G1) 6= GK(G).
Пусть G = A2(31). Имеем π(G) = π(G1) ⊂ [2, 331]. По [12]

G1 ∈
{

A1(2
15), A2(2

10), A4(64), A5(64),
2A2(32),

2A3(32),
2A4(8),

2A5(8), C3(32), C5(8),

C6(8),D4(32),D6(8),
2D5(8),

2D6(8), G2(32), E8(2)
}

.

По табл. 1 и 2 GK(G1) 6= GK(G).
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Пусть G = A3(2). Имеем π(G) = π(G1) = {2, 3, 5, 7}. По [12]

G1 ∈ {A1(49), C2(7),
2A2(5),

2A3(3)}.

По табл. 1 и 2 GK(G1) 6= GK(G).
Пусть G = A3(3). Имеем π(G) = π(G1) = {2, 3, 5, 13}. По [12]

G1 ∈ {A1(25),
2A2(4), C2(5),

2F4(2)
′}.

По табл. 1 и 2 G1 = 2F4(2)
′. Таким образом, выполняется утверждение (3) леммы.

Пусть G = A3(8). Имеем π(G) = π(G1) = {2, 3, 5, 7, 13, 73}. По [12]

G1 ∈ {A1(3
6), C2(27), G2(9)}.

По табл. 1 и 2 GK(G1) 6= GK(G).
Пусть G = A4(2). Имеем π(G) = π(G1) = {2, 3, 5, 7, 31} и по [12] G1 ∈ {A1(125), G2(5)}.

По табл. 1 и 2 G1 = G2(5), причем Θ(G) = {5, 31}, Θ′(G) = {{2}, {7}}, Θ(G1) = {7, 31},
Θ′(G1) = {{2}, {5}}. Отсюда {2, 7, 31} — максимальная коклика в GK(G1), но не в GK(G);
противоречие.

Пусть G = A5(2). Имеем π(G) = π(G1) = {2, 3, 5, 7, 31} и по [12] G1 ∈ {A1(125), G2(5)}. По
табл. 1 и 2 GK(G1) 6= GK(G).

Пусть G = A5(7). По табл. 1 и 2 имеем G1 ∈ {A2(q1), A4(q1),
2A2(q1),

2A4(q1),
3D4(q1)}.

Заметим, что по табл. 2 имеем {2801, 7, 43}, {2801, 5, 43}, {2801, 5, 19} и {2801, 3, 43} — все
коклики порядка 3 в GK(G). Если G1 = A2(q1), то по табл. 2 либо (q1 − 1)3 = 3 и q1 +1 = 2k1 ,
либо (q1 − 1)3 6= 3 и q1 + 1 6= 2k1 . Если G1 = A2(q1), где (q1 − 1)3 = 3 и q1 + 1 = 2k1 , то
все коклики максимального порядка в GK(G1) имеют вид {3, p1, r3(q1)}; противоречие. Пусть
G1 = A2(q1), где (q1 − 1)3 6= 3 и q1 + 1 6= 2k1 . Заметим, что по лемме 1 имеем r3(q1) ≡ 1
(mod 3). Так как {2801, 3, 43} = {p1, r2(q1), r3(q1)}, то p1 = 2801 или p1 = 3. Из равенства
{2801, 5, 19} = {p1, r2(q1), r3(q1)} следует, что p1 = 2801 или p1 = 5. Таким образом, p1 = 2801
и 5 ∈ R2(q1), но 5 делит q1 − 1; противоречие.

Если G1 = 2A2(q1), то по табл. 2 либо (q1 + 1)3 = 3 и q1 − 1 = 2k1 , либо (q1 + 1)3 6= 3 и
q1 − 1 6= 2k1 . Если G1 = 2A2(q1), где (q1 + 1)3 = 3 и q1 − 1 = 2k1 , то все коклики размера 3
в GK(G1) имеют вид {3, p1, r6(q1)}; противоречие. Пусть G1 = 2A2(q1), где (q1 + 1)3 6= 3 и
q1 − 1 6= 2k1 . Заметим, что по лемме 1 имеем r6(q1) ≡ 1 (mod 6). Так как {2801, 3, 43} =
{p1, r1(q1), r6(q1)}, то p1 = 2801 или p1 = 3. Из равенства {2801, 5, 19} = {p1, r1(q1), r6(q1)}
следует, что p1 = 2801 или p1 = 5. Итак, p1 = 2801 и 3,5 делят q1 − 1 = 2801f1 − 1. Отсюда f1
четно. Так как {2801, 7, 43} = {p1, r1(q1), r6(q1)}, то 7 ∈ R1(q1). Из сравнения коклик размера 3
в графах GK(G) и GK(G1) получаем, что π(q1− 1) = {2, 3, 5, 7}. При f1 = 2 имеем π(p21− 1) =

{2, 3, 5, 7, 467} 6= {2, 3, 5, 7}. При f1 > 2 по лемме 1 множество (pf11 − 1) \ {2, 3, 5, 7} непусто;
противоречие.

Пусть G1 = A4(q1). Так как 3 /∈ Ri(q), где i ∈ {3, 4, 5}, то {2801, 3, 43} = {p1, r4(q1), r5(q1)}.
Тогда 43 ∈ R4(q1)∪R5(q1). По лемме 1 имеем 43 ≡ 1 (mod 4) или 43 ≡ 1 (mod 5); противоречие.

Пусть G1 = 2A4(q1). Так как 3 /∈ Ri(q), где i ∈ {4, 6, 10}, то {2801, 3, 43} = {p1, r4(q1), r10(q1)}.
Тогда 43 ∈ R4(q1) ∪ R10(q1). По лемме 1 имеем 43 ≡ 1 (mod 4) или 43 ≡ 1 (mod 10); противо-
речие.

Пусть G1 = 3D4(q1). Тогда {2801, 3, 43} = {r3(q1), r6(q1), r12(q1)}, поэтому 3 ∈ Ri(q), где
i ∈ {3, 6, 12}; противоречие.

Пусть G = 2A2(3). Имеем π(G) = π(G1) = {2, 3, 7}. По [12] G1 = A1(8). По табл. 1 и 2
GK(G1) 6= GK(G).

Пусть G = 2A2(4). Имеем π(G) = π(G1) = {2, 3, 5, 13}. По [12] G1 ∈ {A1(25), C2(5), A3(3)}.
По табл. 1 и 2 GK(G1) 6= GK(G).

Пусть G = 2A2(5). Имеем π(G) = π(G1) = {2, 3, 5, 7}. По [12]

G1 ∈ {A1(49), A2(4), A3(2), C2(7), C3(2),D4(2),
2A3(3)}.
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По табл. 1 и 2 GK(G1) 6= GK(G).
Пусть G = 2A2(7). Имеем π(G) = π(G1) = {2, 3, 7, 43} и по [12] GK(G1) 6= GK(G).
Пусть G = 2A2(8). Имеем π(G) = π(G1) = {2, 3, 7, 19} и по [12] G1 = A2(7). По табл. 1 и 2

GK(G1) 6= GK(G).
Пусть G = 2A2(13). Имеем π(G) = π(G1) ⊂ [2, 157]. По [12] G1 ∈ {A1(157

2), C2(157)}.
По табл. 2 GK(G1) 6= GK(G).

Пусть G = 2A2(27). Имеем π(G) = π(G1) = {2, 3, 7, 13, 19, 37} и по [12] GK(G1) 6= GK(G).
Пусть G = 2A2(81). По табл. 1 и 2 имеем

G1 ∈
{

A3(3), A5(2), A5(3), A5(7), A6(2), B3(3), C3(3), C4(2),D4(3),
2A5(5),

2F4(2)
′, A2(q1), A4(q1),

2A2(q1),
2A4(q1),

3D4(q1)
}

.

Заметим, что по табл. 2 имеем {3, 5, 6481} — единственная коклика максимального порядка в
GK(G). Если G1 ∈ {A3(3), A5(2), A5(3), A5(7), A6(2), B3(3), C3(3), C4(2),D4(3),

2A5(5),
2F4(2)

′},
то вершины GK(G1) — простые числа, не превосходящие 2801; противоречие. Пусть G1 =
A2(q1). По табл. 2 (q1 − 1)3 = 3, q1 = 2k1 − 1 и {3, p1, r3(q1)} — единственная коклика макси-
мального порядка в GK(G1). По лемме 2 имеем q1 = p1. Так как GK(G1) = GK(G), то 2k1−1 =
p1 ∈ {5, 6481}; противоречие. Пусть G1 =

2A2(q1). По табл. 2 имеем (q1+1)3 = 3, q1 = 2k1 +1 и
{3, p1, r6(q1)} — единственная коклика максимального порядка в GK(G1). По лемме 2 имеем
q1 = p1. Так как GK(G1) = GK(G), то 2k1 + 1 = p1 ∈ {5, 6481}. Тогда p1 = 5; противоречие c
одним из предыдущих абзацев. Если G1 ∈ {A4(q1),

2A4(q1)}, то коклик максимального размера
в графе GK(G1) не менее двух; противоречие. Если G1 = 3D4(q1), то {r3(q1), r6(q1), r12(q1)} —
коклика максимального порядка в GK(G1) и 3 ∈ {r3(q1), r6(q1), r12(q1)}; противоречие. Таким
образом, GK(G1) 6= GK(G).

Пусть G = 2A3(2). Имеем π(G) = π(G1) = {2, 3, 5}. По [12] G1 ∈ {A1(5), A1(9)}. По табл. 1
и 2 GK(G1) 6= GK(G).

Пусть G = 2A4(2). Имеем π(G) = π(G1) = {2, 3, 5, 11}. По [12] G1 = A1(11). По табл. 1 и 2
GK(G1) 6= GK(G).

Пусть G = 2A5(5). Имеем π(G) = π(G1) ⊂ [2, 521] и по [12]

G1 ∈ {A1(43
4), A1(521

3), A2(521),
2A2(521), C2(43

2), G2(521)}.

По табл. 1 и 2 имеем G1 ∈ {A2(521),
2A2(521)}. Заметим, что по табл. 2 {521, 5, 31}, {521, 13,

31}, {521, 7, 13} и {521, 3, 31} — все коклики порядка 3 в GK(G). Если G1 = A2(521), то
{521, 29, 31} — коклика максимального порядка в GK(G1); противоречие. Если G1 =

2A2(521),
то {521, 5, 19} — коклика максимального порядка в GK(G1); противоречие.

Пусть G = 2A5(8). Имеем π(G) = π(G1) ⊂ [2, 331]. По [12]

G1 ∈
{

A1(31
3), A2(31), A2(31

2), A3(31), B3(31), C3(31),D4(31), G2(31)
}

.

По табл. 1 и 2 GK(G1) 6= GK(G). �

Лемма 13. Пусть G = A±
2 (q) и G1 = A±

n−1(q1) — неизоморфная группе G конечная про-

стая классическая группа над полем порядка q1, где n ≥ 3. Если графы GK(G) и GK(G1)
совпадают, то выполняется один из случаев:

(1) {G,G1} = {A±
2 (q), A

±
2 (q1)}, где qq1 нечетно;

(2) {G,G1} = {A2(q),
3D4(q1)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что GK(G) = GK(G1). По табл. 1, 2 {G,G1} —
одна из пар {A±

2 (q), A
±
2 (q1)}, где qq1 нечетно; {A±

2 (q), A
±
4 (q1)}, где qq1 нечетно; {A±

2 (q),
3D4(q1)}.

Рассмотрим случай {G,G1} = {A±
2 (q), A

±
4 (q1)}, где qq1 нечетно. Предположим, что

{G,G1} = {A2(q), A4(q1)}, где qq1 нечетно. Рассматривая равенство коклик в графах GK(G) и
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GK(G1), получаем систему (1) из леммы 9. По лемме 9(1) получаем противоречие. В случаях
{G,G1} = {A2(q),

2A4(q1)} и {G,G1} = {2A2(q), A
±
4 (q1)} аналогично получаем противоречие,

используя леммы 9(2), 10 и 11.
Рассмотрим случай {G,G1} = {2A2(q),

3D4(q1)}. Рассмотрим все коклики в GK(G) и в
GK(G1). В GK(G) это {p, r1(q), r6(q)}, {2, r6(q)}, {3, r6(q)} при (q + 1)3 > 3, {r2(q), r6(q)} при
r2(q) 6= 2, 3. B GK(G1) это {r3(q1), r6(q1), r12(q1)}, {2, r12(q)}, {r1(q1), r12(q1)} при r1(q1) 6= 2,
{r2(q1), r12(q1)}. Так как GK(G) = GK(G1), то коклики максимального размера совпадают,
поэтому R12(q1) = R6(q). Из равенства {r3(q1), r6(q1)} = {p, r1(q)} следует, что либо R3(q1) =
{p}, либо R6(q1) = {p}. В любом случае по лемме 1 p ≡ 1 (mod 3), т. е. q ≡ 1 (mod 3). Если
(q+1)3 = 1, то либо p = 3, либо 3 делит q−1, поэтому 3 = t(3, G) 6= t(3, G1) = 2; противоречие.
Значит, (q + 1)3 > 3, т. е. q ≡ 2 (mod 3); противоречие. �

Лемма 14. Пусть G = A±
2 (q) и G1 6= A±

n−1(q1) — неизоморфная группе G конечная про-

стая классическая группа над полем порядка q1, где n ≥ 3. Если графы GK(G) и GK(G1)
совпадают, то {G,G1} = {A±

2 (q), C2(q1)}, где (q ∓ 1)3 6= 3, q ± 1 = 2k.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что GK(G) = GK(G1). По табл. 1, 2 {G,G1} —
одна из пар {A±

2 (q), C2(q1)}, где (q ∓ 1)3 6= 3, q ± 1 = 2k; {A±
2 (q), C4(q1)}, где q1 четно, q > 4,

(q ∓ 1)3 = 3 и q ± 1 6= 2k; {A±
2 (q), B4(q1)}, где qq1 нечетно; {A±

2 (q), C4(q1)}, где qq1 нечетно;
{A±

2 (q),
2D4(q1)}, где qq1 нечетно.

Рассмотрим случай {G,G1} = {A±
2 (q), C4(q1)}, где q1 четно, q > 4, (q ∓ 1)3 = 3 и q ±

1 6= 2k. Предположим, что {G,G1} = {A2(q), C4(q1)}. Тогда коклики максимального размера
в GK(G1) имеют вид {r3(q1), r4(q1), r6(q1), r8(q1)}, в GK(G1) — {p1, 3, r2(q1), r8(q)}. Так как
GK(G) = GK(G1), то коклики максимального размера совпадают, поэтому 3 ∈ Ri(q); проти-
воречие с малой теоремой Ферма. В случае {G,G1} = {2A2(q), C4(q1)}, где q1 четно, q > 4,
(q ∓ 1)3 = 3 и q ± 1 6= 2k аналогично получаем противоречие.

В случае {G,G1} = {A±
2 (q), C4(q1)} или {A±

2 (q),
2D4(q1)}, где qq1 нечетно, аналогично слу-

чаю {G,G1} = {A±
2 (q), C4(q1)}, где q1 четно, q > 4, (q ∓ 1)3 = 3 и q ± 1 6= 2k, получаем

противоречие. �

Лемма 15. Пусть {G,G1} — одна из пар {A±
2 (q), A

±
2 (q1)}, где

(q ∓ 1)3 6= 3, q ± 1 = 2k > 4, (q1 ∓ 1)3 6= 3, q1 ± 1 = 2k1 > 4;

{A±
2 (q), A

±
2 (q1)}, где

(q ∓ 1)3 = 3, q ± 1 = 2k, (q1 ∓ 1)3 = 3, q1 ± 1 = 2k1 ;

{A±
2 (q), A

±
2 (q1)}, где

(q ∓ 1)3 = 3, q ± 1 = 2k, (q1 ∓ 1)3 6= 3, q1 ± 1 6= 2k1 .

Тогда графы GK(G) и GK(G1) не совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что GK(G) = GK(G1).
Рассмотрим случай {G,G1} = {A2(q), A2(q1)}, где (q− 1)3 6= 3, q+1 = 2k > 4, (q1− 1)3 6= 3,

q1 + 1 = 2k1 > 4. Рассмотрим все коклики в GK(G) и в GK(G1). В GK(G) это {p, r3(q)},
{r1(q), r3(q)} при r1(q1) 6= 2, {2 = r2(q), r3(q)}. B GK(G1) это {p1, r3(q1)}, {r1(q1), r3(q1)} при
r1(q1) 6= 2, {2 = r2(q1), r3(q1)}. Положим A = {{p, r3(q)}}∪{{r1(q), r3(q)}}, B = {{p1, r3(q1)}}∪
{{r1(q1), r3(q1)}}.

Заметим, что {2, r3(q)} = {2, r3(q1)}, т. е. R3(q1) = R3(q). Так как A = B, то π(q(q − 1)) =
π(q1(q1− 1)). Так как q = 2k − 1 и q1 = 2k1 − 1, то π((2k − 1)(2k−1 − 1)) = π((2k1 − 1)(2k1−1− 1)).
Без ограничения общности можно считать, что q > q1, т. е. k > k1. Так как q = 2k − 1, то k —
простое число. По лемме 1 множество π(2k − 1) \π((2k1 − 1)(2k1−1− 1)) непусто; противоречие.
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В случаях пар {G,G1}, равных {A2(q),
2A2(q1)}, где

(q − 1)3 6= 3, q + 1 = 2k > 4, (q1 + 1)3 6= 3, q1 − 1 = 2k1 > 8;

{2A2(q), A
±
2 (q1)}, где

(q + 1)3 6= 3, q − 1 = 2k > 8, (q1 ± 1)3 6= 3, q1 ∓ 1 = 2k1 > 8;

{A±
2 (q), A

±
2 (q1)}, где

(q ∓ 1)3 = 3, q ± 1 = 2k, (q1 ∓ 1)3 = 3, q1 ± 1 = 2k1 ;

{A±
2 (q), A

±
2 (q1)}, где

(q ∓ 1)3 = 3, q ± 1 = 2k, (q1 ∓ 1)3 6= 3, q1 ± 1 6= 2k1 ,

аналогично получаем противоречие. �

Лемма 16. Пусть {G,G1} = {A±
2 (q), A

±
2 (q1)}, где (q ∓ 1)3 6= 3, q ± 1 6= 2k, (q1 ∓ 1)3 6= 3,

q1 ± 1 6= 2k1 . Тогда графы GK(G) и GK(G1) не совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что GK(G) = GK(G1).

Рассмотрим случай {G,G1} = {A2(q), A2(q1)}, где (q − 1)3 6= 3, q + 1 6= 2k, (q1 − 1)3 6= 3,
q1 + 1 6= 2k1 . Рассмотрим все коклики в GK(G) и в GK(G1). В GK(G) это

{p, r2(q), r3(q)} при r2(q) 6= 2; {2, r3(q)}; {r1(q), r3(q)} при r1(q) 6= 3;

{3, r3(q)} при (q − 1)3 > 3.

B GK(G1) это

{p1, r2(q1), r3(q1)} при r2(q1) 6= 2; {2, r3(q1)}; {r1(q1), r3(q1)} при r1(q1) 6= 3;

{3, r3(q1)} при (q1 − 1)3 > 3.

Положим

A = {{r1(q), r3(q)} | r1(q) 6= 3} ∪ {{3, r3(q)} | (q − 1)3 > 3},

B = {{r1(q1), r3(q1)} | r1(q1) 6= 3} ∪ {{3, r3(q1)} | (q1 − 1)3 > 3},

C = {{p, r2(q), r3(q)} | r2(q) 6= 2}, D = {{p1, r2(q1), r3(q1)} | r2(q1) 6= 2}.

Заметим, что {2, r3(q)} = {2, r3(q1)}, т. е. R3(q1) = R3(q).

Предположим, что p = 3. Так как t(3, G) = 3 = t(3, G1), то 3 ∈ R2(q1). Из равенства A = B
следует, что π(q − 1) = π(q1 − 1). Так как C = D, то q1 + 1 = 2a3b и q + 1 = 2cpd1, где a, b, c,
d — натуральные числа. По леммам 7 и 8 получаем противоречие.

В случае p1 = 3 получаем противоречие аналогично случаю p = 3.

Предположим, что 3 ∈ R2(q). Так как t(3, G) = 3 = t(3, G1), то 3 ∈ R2(q1). Из равенства
{p, 3, r3(q)} = {p1, r2(q1), r3(q1)} следует, что 3 = p1 или p = p1; противоречие.

В случае 3 ∈ R2(q1) получаем противоречие аналогично случаю 3 ∈ R2(q).

Предположим, что 3 ∈ R1(q). Тогда (q−1)3 > 3. Так как t(3, G) = 3 = t(3, G1), то 3 ∈ R1(q1)
и (q1 − 1)3 > 3. Из равенства A = B следует, что π(q − 1) = π(q1 − 1). Так как C = D, то
q1 + 1 = 2apb и q + 1 = 2cpd1, где a, b, c, d — натуральные числа. По леммам 7 и 8 получаем
противоречие.

В случае {G,G1} = {A±
2 (q),

2A2(q1)}, где (q ∓ 1)3 6= 3, q ± 1 6= 2k, (q1 + 1)3 6= 3, q1 − 1 6= 2k1

аналогично получаем противоречие. �
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Лемма 17. Пусть {G,G1} = {A±
2 (q), C2(q1)}, где (q∓ 1)3 6= 3, q± 1 = 2k > 4. Тогда графы

GK(G) и GK(G1) не совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что GK(G) = GK(G1).

Рассмотрим случай {G,G1} = {A2(q), C2(q1)}, где 2 < q1 четно, (q − 1)3 6= 3, q + 1 =
2k > 4. Рассмотрим все коклики в GK(G) и в GK(G1). B GK(G) это {2, r3(q)}, {p, r3(q)},
{r1(q), r3(q)} при r1(q) 6= 2. В GK(G1) это {2, r4(q1)}, {r1(q1), r4(q1)}, {r2(q1), r4(q1)}. Положим
A = {{p, r3(q)}∪{{r1(q), r3(q)} | r1(q) 6= 2}, B = {{r1(q1), r4(q1)}∪{{r2(q1), r4(q1)} | r1(q1) 6= 2}.

Заметим, что {2, r4(q1)} = {2, r3(q)}, т. е. R4(q1) = R3(q). Так как A = B, то π(q21 − 1) =
π(q(q − 1)) \ {2}. Так как q1 = 2f и q = 2k − 1, то π(22f − 1) = π((2k − 1)(2k−1 − 1)). Если
k > 2f , то по лемме 1 существует t ∈ π(2k − 1) \ π(22f − 1); противоречие. Если 6 6= 2f > k,
то по лемме 1 существует t1 ∈ π(22f − 1) \ π((2k−1 − 1)(2k − 1)); противоречие. Пусть 2f = 6.
Тогда π((2k−1 − 1)(2k − 1)) = {3, 7}. По лемме 1 имеем k = 3 и q1 = 7. По лемме 12 получаем
противоречие. Пусть 2f = k. Тогда π((2k−1 − 1)(2k − 1)) = π(2k − 1). Если k 6= 7, то по лемме 1
существует t2 ∈ π(2k−1 − 1) ⊆ π(2k − 1), но (2k−1 − 1, 2k − 1) = 1; противоречие. Если k = 7, то
{127} = {3, 7, 127}; противоречие.

В случаях пары {G,G1}, равной {2A2(q), C2(q1)}, где 2 < q1 четно, (q + 1)3 6= 3, q − 1 =
2k > 8; {A2(q), C2(q1)}, где 3 < q1 нечетно, (q − 1)3 6= 3, q + 1 = 2k > 4; {2A2(q), C2(q1)}, где
3 < q1 нечетно, (q + 1)3 6= 3, q − 1 = 2k > 8, аналогично получаем противоречие. �

Лемма 18. Пусть G = A±
3 (q) и G1 — неизоморфная группе G конечная простая класси-

ческая группа над полем порядка q1. Тогда графы GK(G) и GK(G1) не совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что GK(G) = GK(G1). По табл. 1, 2 либо па-
ра {G,G1} равна {A±

3 (q), A
±
3 (q1)} или {A±

3 (q), A
±
5 (q1)}, либо G = A±

3 (q) и G1 ∈ {B3(q1),
C3(q1),D4(q1)}.

Рассмотрим случай {G,G1} = {A±
3 (q), A

±
3 (q1)}, где q четно. Предположим, что {G,G1} =

{A3(q), A3(q1)}, где q > 4, q1 > 5 и (q1 − 1)2 = 4. Рассмотрим все максимальные по вклю-
чению коклики порядка 3 в GK(G) и в GK(G1). В GK(G) это {2, r3(q), r4(q)}. B GK(G1)
это {p1, r3(q1), r4(q1)}; {2, r3(q1), r4(q1)}. Заметим, что в GK(G) нет коклики {p1, r3(q), r4(q)};
противоречие.

В случае {G,G1} = {A3(q),
2A3(q1)}, где 4 < q четно, q1 6= 3, (q1 + 1)2 = 4; {G,G1} =

{2A3(q), A3(q1)}, где 8 < q четно, q1 > 5 и (q1 − 1)2 = 4; {G,G1} = {A±
3 (q), A

±
3 (q1)}, где qq1

нечетно, аналогично получаем противоречие.

Рассмотрим случай G = A±
3 (q), G1 = A±

5 (q1). Рассматривая равенство коклик в графах
GK(G) и GK(G1), получаем противоречие.

Рассмотрим случай G = A±
3 (q), G1 ∈ {B3(q1), C3(q1),D4(q1)}. Рассматривая равенство ко-

клик в графах GK(G) и GK(G1) и используя лемму 6, получаем противоречие. �

Лемма 19. Пусть G = A±
4 (q), G1 6= A±

2 (q) и GK(G) = GK(G1). Тогда G1 ∈ {A±
4 (q1),

3D4(q1)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По табл. 1, 2 либо G1 = G2(q1), либо G1 ∈ {A±
4 (q1),

3D4(q1)}. Ес-
ли {G,G1} = {A±

4 (q), G2(q1)}, то рассматривая равенство коклик в графах GK(G) и GK(G1),
получаем противоречие. �

Лемма 20. Пусть G = A±
5 (q), G1 6= A±

3 (q) и GK(G) = GK(G1). Тогда G1 ∈ {B3(q1), C3(q1),
D4(q1)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По табл. 1, 2 получаем заключение леммы. �

Из лемм 13–21 и теоремы 1 (Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2016. Т. 22,
№ 3. С. 101–116) следует теорема.
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