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Рассматривается задача оптимального управления решениями краевой задачи для сингулярно возму-
щенного эллиптического оператора в области Ω с распределенным управлением

Lεzε :=−ε2∆zε + a(x)zε = f + uε, x ∈ Ω, zε ∈ H1

0 (Ω),

uε ∈ U :={u(·) ∈ L2(Ω): ‖u(·)‖ 6 1 },

J := ‖zε(·)− zd(·)‖
2 + ν−1‖uε(·)‖

2 → inf.

Получены априорные оценки системы оптимальности, которые показывают, что формальное асимпто-
тическое решение системы оптимальности есть асимптотическое разложение искомого решения этой си-
стемы. Построено полное асимптотическое разложение в смысле Эрдейи по степеням малого параметра
решения системы оптимальности для рассматриваемой задачи оптимального управления. В отличие от
предыдущих работ аналогичной тематики, неотрицательный потенциал a(·) может обращаться в ноль
в конечном числе точек. Данная задача обладает большей регулярностью по сравнению с задачей ис-
следования асимптотического разложения краевой задачи для указанного оператора. Асимптотическое
разложение решения состоит из внешнего степенного разложения и внутреннего (в окрестности границы
области Ω) с экспоненциально убывающими коэффициентами.
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Введение

Рассматривается задача оптимального управления решениями краевой задачи для сингу-
лярно возмущенного эллиптического оператора (оператор Лапласа с малым коэффициентом
плюс неотрицательный потенциал) в области Ω с распределенным управлением [1]. Множество
допустимых управлений — шар из L2(Ω).

Получены априорные оценки системы оптимальности, которые показывают, что формаль-
ное асимптотическое решение системы оптимальности есть асимптотическое разложение ис-
комого решения. Построено полное асимптотическое разложение в смысле Эрдейи [2, Defi-
nition 2.5] по степеням малого параметра решения системы оптимальности для рассматривае-
мой задачи оптимального управления.

В отличие от предыдущих работ аналогичной тематики, потенциал может обращаться в
ноль в конечном числе точек.

Отметим, что рассматриваемая задача обладает большей регулярностью по сравнению с
задачей исследования асимптотического разложения краевой задачи для указанного опера-
тора. Асимптотическое разложение решения состоит из внешнего степенного разложения и
внутреннего (в окрестности границы области Ω) с экспоненциально убывающими коэффици-
ентами.

В настоящей работе используется методы, развитые в [3–5].

1. Постановка задачи и основные соотношения

Пусть Ω ⊂ R
n (n = 2, 3) — ограниченная область с границей Γ := ∂Ω.

Будем предполагать, что Ω = Ω∪Γ есть многообразие с краем класса C∞ (расположенное
локально по одну сторону от границы Γ).

Рассматривается следующая задача оптимального распределенного управления [1, гл. 2,
соотношения (2.8), (2.9)]:

Lεzε :=−ε2∆zε + a(x)zε = f + uε, x ∈ Ω, zε ∈ H1
0 (Ω), (1.1)

uε ∈ U = U1, Ur :={u(·) ∈ L2(Ω): ‖u(·)‖ 6 r }, (1.2)

J := ‖zε(·)− zd(·)‖2 + ν−1‖uε(·)‖2 → inf. (1.3)

Здесь H1
0 (Ω) — соболевское пространство функций с нулевыми значениями на границе [6;7],

‖ · ‖ — норма в L2(Ω), а ν > 0 — заданное число.
В дальнейшем через C∞

0 (Ω) будем обозначать пространство функций из C∞(Ω) с нулевыми
значениями на границе.

Предполагается, что функции a(·), b(·), f(·) и zd(·) удовлетворяют следующим условиям:

a(·), f(·), zd(·) ∈ C∞(Ω), ∀x ∈ Ω a(x) > 0, A0 :={x ∈ Ω: a(x) = 0} конечно, (1.4)

а решение уравнения (1.1) понимается в слабом смысле:

∀Z ∈ H1
0 (Ω) ε2(∇zε,∇Z) + (azε, Z) = (f + uε, Z), (1.5)

где (·, ·) — скалярное произведение в L2(Ω).
Содержательно задача (1.1)–(1.3) состоит в том, чтобы привести управляемое состояние zε

по возможности как можно ближе к некоторому заданному состоянию zd, но с учетом затра-
ченных на управление ресурсов.

В [1] для такой задачи получены условия оптимальности, если квадратичная форма из (1.5)

(LεZ,Z) = ε2‖∇Z‖2 + (aZ,Z)



Асимптотическое разложение решения 53

коэрцитивна в H1
0 (Ω) при всех достаточно малых ε > 0.

В силу неравенства Фридрихса (см., например, [8, теорема 30.2]) существует K > 0 такое,
что при всех Z ∈ H1

0 (Ω)

‖Z‖2 + ‖∇Z‖2 6 K‖∇Z‖2. (1.6)

Из (1.6) следует, что

(LεZ,Z) = ε2‖∇Z‖2 + (aZ,Z)
(1.4)

>
ε2

K

(
‖∇Z‖2 + ‖Z‖2

)
. (1.7)

Тем самым задача (1.1)–(1.3) разрешима единственным образом и существует pε ∈ H1
0 (Ω):

Lεpε = zε − zd, x ∈ Ω,

при этом

∀ v(·) ∈ U (pε + ν−1uε, v − uε) > 0 (1.8)

(см. [1, гл. 2, соотношение (2.10)]).
Как было показано в [9, (1.9)], условие (1.8) эквивалентно следующему:

∃λε ∈ (0; ν] : (uε = −λεpε) ∧ (λε‖pε‖ 6 1) ∧ ((ν − λε)(1− λε‖pε‖) = 0) . (1.9)

Таким образом, система оптимальности для задачи (1.1)–(1.3) имеет вид

Lεzε + λεpε = f, Lεpε − zε = −zd, zε, pε ∈ H1
0 (Ω), (1.10)

с дополнительным условием (1.9).
Отметим, что в силу свойств дифференциальных операторов второго порядка эллиптиче-

ского типа из условий (1.4) следует, что zε, pε ∈ C∞(Ω).

Целью данной работы является получение асимптотического разложения решения систе-
мы (1.10) при ε → +0.

2. Априорные оценки

В дальнейшем буквой K, возможно с индексами, мы будем обозначать различные положи-
тельные константы, зависящие только от области Ω и функции a(·).

Лемма. Пусть выполнены условия (1.4) и zε,f — решение задачи

Lεzε,f = f, f ∈ L2(Ω). (2.1)

Тогда при всех ε > 0 справедливо неравенство

max{ ‖zε,f‖, ‖∇zε,f‖ } 6 Kε−2‖f‖. (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножим скалярно равенство из (2.1) на zε,f . Тогда

‖f‖ · ‖zε,f‖ > |(Lεzε,f , zε,f )| = ε2‖∇zε,f‖2 + (azε,f , zε,f )
(1.7)

> K1ε
2‖zε,f‖2.

Поэтому ‖f‖ · ‖zε,f‖ > K1ε
2‖zε,f‖2 и ‖f‖ · ‖zε,f‖ > K1ε

2‖∇zε,f‖2. �

Рассмотрим подробнее краевую задачу для системы, зависящей от скалярного положи-
тельного параметра λ > 0:

Lεzε,λ + λpε,λ = f1, Lεpε,λ − zε,λ = f2, f1, f2 ∈ C∞(Ω), zε,λ, pε,λ ∈ C∞
0 (Ω). (2.3)

Решение задачи (2.3) при f1 = f и f2 = −zd будем обозначать через zε,λ,d и pε,λ,d соответ-
ственно.

Отметим, что

zε = zε,λε,d, pε = pε,λε,d. (2.4)
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Теорема 1. Пусть выполнены условия (1.4). Тогда задача (2.3) разрешима единственным

образом при любых ε > 0 и λ > 0 и существует константа K > 0 такая, что при всех λ > 0
и ε > 0 справедливо неравенство

max{ 4
√
λ ε‖∇zε,λ‖,

√
λ ‖zε,λ‖, 4

√
λ3ε‖∇pε,λ‖, λ‖pε,λ‖ } 6 K(‖f1‖+

√
λ‖f2‖). (2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Разрешимость задачи (2.3) доказывается аналогично доказа-
тельству теоремы 1 из [10].

Получим указанные оценки. Умножив скалярно первое равенство в (2.3) на p, а второе на
z и вычтя из одного получившегося равенства другое, получим

λ‖pε,λ‖2 + ‖zε,λ‖2 = (f1, pε,λ)− (f2, zε,λ).

Отсюда в силу неравенства Коши — Буняковского

λ‖pε,λ‖2 + ‖zε,λ‖2 6 ‖f1‖ · ‖pε,λ‖+ ‖f2‖ · ‖zε,λ‖.
Последнее соотношение есть квадратичное неравенство относительно ‖pε,λ‖ и ‖zε,λ‖. Но

неотрицательные решения квадратичного неравенства

β2
1y

2
1 + β2

2y
2
2 6 B1y1 +B2y2

с коэффициентами βi > 0, Bi > 0, i = 1, 2, оцениваются следующим образом:

y1 6
B1

β2
1

+
B2

2β1β2
, y2 6

B2

β2
2

+
B1

2β1β2
.

Поэтому

‖pε,λ‖ 6
‖f1‖
λ

+
‖f2‖
2
√
λ
, ‖zε,λ‖ 6 ‖f2‖+

‖f1‖
2
√
λ
.

Это дает оценки (2.5) для ‖zε,λ‖ и ‖pε,λ‖.
Для получения оценок норм градиентов ‖∇zε,λ‖, ‖∇pε,λ‖ умножим скалярно первое равен-

ство в (2.3) на z, а второе на p. Тогда в силу (1.7) получим

ε2K‖∇zε,λ‖2 6 ‖f1‖ · ‖zε,λ‖+ λ‖pε,λ‖ · ‖zε,λ‖, ε2K‖∇pε,λ‖2 6 ‖f2‖ · ‖pε,λ‖+ ‖z‖ · ‖pε,λ‖,
откуда с учетом оценок для ‖z‖ и ‖p‖ следуют оставшиеся оценки. �

Положив в системе (2.3) ε = 0, получим равенства

a(x)z0,λ − λp0,λ = f1(x), a(x)p0,λ − z0,λ = f2(x),

из которых находим

z0,λ(x) =
a(x)f1(x)− λf2(x)

a2(x) + λ
, p0,λ(x) =

a(x)f2(x) + f1(x)

a2(x) + λ
. (2.6)

Через z0,λ,d и p0,λ,d будем обозначать z0,λ и p0,λ, полученные по формулам (2.6) при f1 = f
и f2 = −zd.

Рассмотрим величину

λ2‖p0,λ‖2 = λ2

∫

Ω

f̃2(x) dx
(
a2(x) + λ

)2 =

∫

Ω

f̃2(x) dx
(
λ−1a2(x) + 1

)2 ,

где f̃(x) := a(x)f2(x) + f1(x).
Введем обозначение

F(µ) :=

∫

Ω

f̃2(x) dx
(
µa2(x) + 1

)2 . (2.7)

Отметим, что F(µ) непрерывна на [0;+∞) и дифференцирума на (0;+∞).
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Утверждение 1. Пусть выполнены условия (1.4) и f̃ 6= 0. Тогда F(µ) строго убывает

на [0;+∞) и lim
µ→+∞

F(µ) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку

F ′(µ) = −2

∫

Ω

f̃2(x)a2(x) dx
(
µa2(x) + 1

)3 ,

а в силу условий доказываемого утверждения f̃2(x)a2(x) 6= 0, то F ′(µ) < 0.
Покажем справедливость соотношения lim

µ→+∞
F(µ) = 0.

Возьмем достаточно малое δ ∈ (0; 1) и разобьем область интегрирования в (2.7) на две:

Ω1,δ :=Ω ∩
⋃

x∈A0

B(x, δ), Ω2,δ :=Ω \ Ω1,δ.

Здесь B(x, δ) — открытый шар в R
n с центром в точке x и радиусом δ.

В силу (1.4) найдется αδ > 0 такое, что ∀x ∈ Ω2,δ a(x) > αδ. Оценив подынтегральные
выражения в (2.7), на этих областях в силу (1.4) придем к неравенству

0 6 F(µ) 6 Kδn +
‖f̃‖2
µ2α2

δ

.

Поэтому 0 6 lim infµ→+∞F(µ) 6 lim supµ→+∞F(µ) 6 Kδn. Но Kδn → 0 при δ → 0. �

Утверждение 2. Пусть выполнены условия (1.4).
Если при всех ε ∈ (0; ε0) выполняется неравенство

ν‖pε,ν,d‖ < 1, (2.8)

то при этих ε
λε = ν, zε = zε,ν,d, pε = pε,ν,d.

Если же при всех ε ∈ (0; ε0) выполняется неравенство

ν‖pε,ν,d‖ > 1, (2.9)

то при этих ε

λε < ν, λε‖pε‖ = 1. (2.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В первом случае при всех ε ∈ (0; ε0) {zε,ν,d, pε,ν,d, λε = ν} удо-
влетворяют (1.9) и (1.10).

Во втором случае, предположив противное, найдем {εn} такую, что λεn‖pεn‖ < 1. Поэтому
λεn = ν и, в силу (2.4)

λεn‖pεn‖ = ν‖pεn,ν,d‖ 6 1,

что противоречит условию утверждения. �

Таким образом, для обоснования асимптотического разложения решения задачи (1.10),
(1.9) в случае (2.8) достаточно использовать оценки (2.5) с λ = ν.

В случае (2.9) необходимо рассматривать следующую систему аппроксимации:

Lεzε,γ + Λγpε,γ = f + f1,γ , Lεpε,γ − zε,γ = −zd + f2,γ , (2.11)

где f1, f2 ∈ C∞(Ω), zε,γ , pε,γ ∈ C∞
0 (Ω) и

fi,γ = O(εγ), i = 1, 2, Λγ 6 ν̃, Λγ‖pε,γ‖ − 1 = O(εγ) при ε → +0. (2.12)

Отметим, что при малых ε величина r :=Λγ‖pε,γ‖ близка к 1, а ur :=−Λγpε,γ есть опти-

мальное управление в задаче (1.1), (1.3) с U = Ur, ‖ur‖ = r и заменой f на f̃γ := f + f1,γ , zd —
на z̃d,γ := zd − f2,γ , а ν — на ν̃.
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Утверждение 3. Пусть выполнены условия (1.4), а uε,r — решение задачи (1.1), (1.3) с

U = Ur и ||uε,r|| = r при всех r ∈ [r∗; r
∗], r∗ > 0. Тогда при некоторых K > 0 и ε0 > 0

∀ r, r′ ∈ [r∗; r
∗] ∀ ε ∈ (0; ε0] ‖ur − ur′‖ 6 K |r − r′| ε−12. (2.13)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть zε,0 — решение задачи (1.1) с u = 0, а оператор

A : L2(Ω) → L2(Ω) ставит в соответствие функции uε решение задачи (1.1) с f̃ = 0. Тогда
zε = zε,0 + Auε и функционал качества примет вид J(uε) = ‖Auε + v0‖2 + ν−1‖uε‖2, где
v0 := zε,0 − z̃d,γ . В силу теоремы 3 (см.: Данилин А.Р. Асимптотика решения задачи опти-
мального граничного управления потоком через часть границы. Тр. Ин-та математики и

механики УрО РАН. 2014. Т. 20, № 4. С. 91–103) имеем

‖ur − ur′‖ 6 K1|r − r′| · ‖A‖2
(
‖A‖ + ‖v0‖

)4
.

По определению ‖A‖ в силу оценок (2.2) получим ‖A‖ 6 K2ε
−2. При этом

‖v0‖ 6 ‖zε,0‖+ ‖z̃,γd‖
(2.2)

6 K1ε
−2

(
‖f +O(εγ)‖+ ‖zd +O(εγ)‖

)
6 K3ε

−2.

Тем самым

‖ur − ur′‖ 6 K4|r − r′| ε−4
(
ε−2)4 6 K4|r − r′| ε−12

при всех достаточно малых ε > 0. �

Теорема 2. Пусть выполнены условия (1.4). Тогда

max{‖zε − zε,γ‖, ‖∇zε −∇zε,γ‖} = O
(
εγ−12

)
,

max{‖pε − pε,γ‖, ‖∇pε −∇pε,γ‖, |λε − Λγ | = O
(
εγ−14

)
.

при ε → 0 и γ > 14. �

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функции z̃ε,γ := zε,γ − zε и p̃ε,γ := pε,γ − pε являются решением
системы

Lεzε,γ = f1,γ + λεpε − Λγpε,γ, Lεpε,γ = f2,γ + zε,γ . (2.14)

Поскольку в силу (2.10) и (2.12)

‖λεpε − Λγpε,γ‖
(2.13)

6 Kε−12
∣∣∣λε‖pε‖ − Λγ‖pε,γ‖

∣∣∣ = O
(
εγ−14

)
(2.15)

при ε → 0, то, применяя к решению первого уравнения системы (2.14) оценки (2.2), получим
оценки для zε,γ , после чего в силу (2.2) из второго уравнения системы (2.14) выводим оценки
для pε,γ.

Так как λε
(2.10)
= ‖pε‖−1

(1.9)

6 ν, то

‖pε‖ > ν−1. (2.16)

Из уже полученных оценок следует, что

‖pε,γ‖ > ‖pε‖ − ‖pε − pε,γ‖
(2.16)

> ν−1 +O
(
εγ−14

) γ > 14
>

1

2ν
(2.17)

при достаточно малых ε > 0. Поэтому

Λγ
(2.12)
=

1 +O
(
εγ
)

‖pε,γ‖
(2.17)
= O

(
1
)

(2.18)

при ε → 0.
Наконец,

|Λγ − λε| · ‖pε‖ 6 ‖λεpε − Λγpε,γ‖+ |Λγ | · ‖pε − pε,γ‖
(2.15),(2.18)

= O
(
εγ−14

)
.

Отсюда в силу (2.16) получаем последнее соотношение |Λγ − λε| = O
(
εγ−14

)
при ε → 0. �
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3. Построение асимптотических разложений

Теоремы 1 и 2 показывают, что формальные асимптотические решения (Ф.А.Р. [3, введе-
ние]) по степеням ε задачи (1.10), (1.9) будут асимптотикой ее решения как в пространстве
H1

0 (Ω), так и (в силу априорных оценок Шаудера — см., например, [7, Гл.2, теорема 5.1], и
теорем вложения — см., например, [6, Гл 1, п. 8]) в C(Ω). При этом оценки погрешности,
завышенные в указанных теоремах, будут определяться оценками слагаемых в Ф.А.Р.

Построение Ф.А.Р. осуществляется аналогично тому, как это делается в случае одного
уравнения [3; 11] (но с учетом дополнительного условия (2.12) при выполнении (2.9)).

Ф.А.Р. задачи (1.10), (1.9) будем строить в виде суммы внешнего разложения и внутрен-
него разложения, коэффициенты которого будут экспоненциально убывающими функциями
пограничных слоев в окрестности Γ.

Внешнее разложение будем строить в виде

Zε :=
∞∑

k=0

εkzk(x), Pε :=
∞∑

k=0

εkpk(x), Λε :=
∞∑

k=0

εkλ2k, (3.1)

где z0 := z0,λ0,d и p0 := p0,λ0,d, а λ0 := ν в случае (2.8), или единственное решение уравнения
F(1/λ) = 1 в случае (2.9) (далее будут указаны достаточные условия выполнения условий
(2.8) и (2.9), а также существования единственного решения уравнения F(1/λ) = 1).

Отметим, что в случае (2.8) справедливы равенства λk = 0 при всех k.
Коэффициенты рядов (3.1) удовлетворяют системе уравнений

a(x)zk + λ0pk = −λkp0 +
k−1∑

m=1

λk−mpm +∆zk−2 :=−λkp0 + f1,k,

a(x)pk − zk = f2,k :=∆pk−2.

(3.2)

Как обычно, считаем, что если индекс у функции отрицателен, то она тождественно равна
нулю.

В случае Λε 6= ν коэффициенты zk и zk при k > 0 удобно представить в виде

zk = zk,1 + λkẑ, pk = pk,1 + λkp̂, (3.3)

где zk,1, pk,1 — решение системы (3.2) с правыми частями f1,k, f2,k, а ẑ, p̂ — решение этой же
системы с правыми частями p0, 0. Все zk,1, pk,1 однозначно находятся по предыдущим zm, pm
и λm по формулам (2.6) (с соответствующими заменами: λ заменяется на λ0, f1 — на f1,k и f2
— на f2,k). При этом zk, pk ∈ C∞(Ω).

Выпишем функции ẑ и p̂ через p0:

ẑ(x) =
−a(x)p0(x)

a2(x) + λ0
, p̂(x) =

−p0(x)

a2(x) + λ0
. (3.4)

Для аппроксимации граничных условий (и дополнительного условия (2.10)) в малой окрест-
ности границы Γ (пограничный слой) вводятся новые переменные (это можно сделать в силу
гладкости границы) (s, τ), где s — это координата на многообразии Γ, а τ — расстояние по
нормали к Γ, исходящей из точки на Γ с координатой s.

Пограничный слой имеет ширину порядка ε, а поправочные функции нужны не во всей
области Ω, а лишь в малой окрестности Γ. Поэтому после построения, поправочные функции
нужно умножить на срезающую функцию η, т. е. функцию c носителем в малой окрестности
границы и равную тождественно 1 в некоторой меньшей окрестности границы.

В пограничном слое стандартно (см., например, [11, 3, гл. I, § 2]) перейдем к растянутым
переменным ξ := τε−1 и к следующему виду разложений:
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Внутреннее разложение будем строить в виде

Wε :=

∞∑

k=0

εkWk(s, ηi), Vε :=

∞∑

k=0

εkVk(s, ηi). (3.5)

При переходе к новым координатам оператор Lεz = −ε2∆z + a1(x)z перейдет в оператор

MεW ≡ −∂2W

∂ξ2
+ εM1

∂u

∂ξ
+ ε2M2v + ã(s, εξ)v.

Здесь M1 и M2 — дифференциальные операторы 1-го и 2-го порядка, содержащие лишь диф-
ференцирование по переменной s, с гладкими коэффициентами от s и τ , а функция ã(s, τ) —
это a(x) в координатах (s, τ).

Подставляя в однородную систему ряды (3.5) и разлагая коэффициенты в уравнениях
системы и оператора Lε в ряды Тейлора по переменной τ = εξ, получим следующую систему:

−∂2Wk

∂ξ2
+ ã0(s)Wk + λ0Vk = Fk, −∂2Vk

∂ξ2
+ ã0(s)Vk −Wk = Gk, (3.6)

где F0(s, ξ) = 0, G0(s, ξ) = 0, Fk(s, ξ) и Gk(s, ξ) линейно выражаются через предыдущие функ-
ции Wk, Vk, и их производные и полиномиально зависят от ξ и гладко от s, а функция

a(x) = ã(s, εξ) =
∞∑

i=0

εiξiãi(s)

разложена в ряд по степеням малого параметра.
Системы дополняются граничными условиями

z̃k(s, 0) +Wk(0) = 0, p̃k(s, 0) + Vk(0) = 0. (3.7)

Здесь z̃k и p̃k — это zk и pk в координатах s и ξ.
Системы (3.6), рассматриваемые как системы четырех линейных дифференциальных урав-

нений уравнений первого порядка с постоянными коэффициентами (при каждом фиксирован-
ном s), имеют по четыре различных характеристических числа, два из которых имеют отрица-
тельные вещественные части, не превосходящие (−

√
λ0/2). Поэтому в классе экспоненциально

убывающих при ξ → +∞ функций все Wk, Vk, удовлетворяющие (3.6) и (3.7), однозначно на-
ходятся.

Таким образом, в случае Λε = ν Ф.А.Р. задачи (2.3) построено и тем самым построено
асимптотическое разложение zε,ν,d и pε,ν,d.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (1.4). Тогда zε,ν,d и pε,ν,d разлагаются в ряды ви-

да (3.1), (3.5)

zε,ν,d = Zε + ηWε, pε,ν,d = Pε + ηVε,

где все коэффициенты этих рядов одназначно находятся из (3.2), (3.6) и (3.7), а η — срезаю-

щая функция.

Эти разложения справедливы как в H1
0 (Ω), так и в C(Ω). �

Следствие. Пусть выполнены условия (1.4).
Если

ν‖p0,ν,d‖ < 1,

то найдется ε0 > 0 такое, что при всех ε ∈ (0; ε0)

λε = ν, zε = zε,ν,d, pε = pε,ν,d.
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Если же

ν‖p0,ν,d‖ > 1, (3.8)

то найдется ε0 > 0 такое, что при всех ε ∈ (0; ε0)

λε < ν, λε‖pε‖ = 1.

При этом

‖f − a(x)zd(x)‖ > 1. (3.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку V0 = O(
√
ε) при ε → 0, то в силу теоремы 3

ν‖pε,ν,d‖ → ν‖p0,ν,d‖. (3.10)

Тем самым в первом случае в силу (3.10) при всех достаточно малых ε > 0 выполняется
неравенство ν‖pε,ν,d‖ < 1. Поэтому {zε,ν,d, pε,ν,d, λε = ν} удовлетворяют (1.9) и (1.10).

Во втором случае, предположив противное, найдем {εn} такую, что λεn‖pεn‖ < 1. Поэтому
λεn = ν и в силу (3.10)

λεn‖pεn‖ = ν‖pεn,ν,d‖ → ν‖p0,ν,d‖ 6 1,

что противоречит условию следствия.
Наконец в силу утверждения 1 F(0) = ‖f − a(x)zd(x)‖2 > λ2

ε‖pεn,λε,d‖2 = λ2
ε‖pε‖2 = 1. �

Отметим, что достаточным условием выполнения (2.8) в силу утверждения 1 является
неравенство ‖f − a(x)zd(x)‖ < 1, а достаточным условием выполнения (2.9) и однозначной
разрешимости уравнения F(1/λ) = 1 является неравенство ‖f − a(x)zd(x)‖ > 1.

В случае (3.9) для нахождения λk надо использовать условие аппроксимации (2.11) ап-
проксимации величины λε‖pε‖ = 1, которое принимает вид

Λ2
ε‖Pε + Vε‖2 = 1 +O

(
ε+∞

)
, ε → 0. (3.11)

Правая часть соотношения в (3.11) есть сумма произведений вида

εkλm1
λm2

(pm3
+ Vm3

, pm4
+ Vm4

), m1 +m2 +m3 +m4 = k.

Но

(pm, pm′) = O
(
1), (pm, Vm′) = O

(
ε
)
, (Vm, Vm′) = O

(
ε
)
, ε → 0

и все (pm, Vm′) и (Vm, Vm′) разлагаются в степенные асимптотические ряды по {εk} при ε → 0.
Таким образом, условие (3.11) с учетом равенства λ0‖p0‖ = 1 принимает вид

λk‖p0‖2 + λ0(p0, pk) = δk,

где δk — известная константа, определяемая предыдущими коэффициентами всех разложений.
Учитывая (3.3), получим

λk‖p0‖2 + λ0(p0, pk,1) + λ0λk(p0, p̂) = δk.

Если ‖p0‖2 + λ0(p0, p̂) 6= 0, то λk находится однозначно

λk =
δk − λ0(p0, pk,1)

‖p0‖2 + λ0(p0, p̂)
. (3.12)

Утверждение 4. Пусть выполнены условия (1.4) и (3.8). Тогда ‖p0‖2 + λ0(p0, p̂) 6= 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Тогда в силу (3.4)

0 =

∫

Ω

(
p0(x)

2 − λ0p0(x)
2

a(x)2 + λ0

)
dx =

∫

Ω

p0(x)
2a(x)2

a(x)2 + λ0
dx.

Отсюда следует, что p0(x)a(x) = 0 на Ω. Тогда силу условия (1.4) и p0(x) = 0 на Ω. Но это
противоречит равенству λ0‖p0‖ = 1. �

Таким образом, алгоритм построения Ф.А.Р. следующий:

1. По λ0, p0 и z0 однозначно находятся W0 и V0.

2. Если все λm, pm и zm, Wm и Vm при m 6 k уже построены, то по ним сначала опреде-
ляется pk+1,1 и δk+1, по которым вычисляется λk+1, затем находятся zk+1 и pk+1 и, наконец,
Wk+1 и Vk+1.

Тем самым, доказана следующая теорема.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (1.4) и ‖f − a(x)zd(x)‖ > 1. Тогда zε, pε и λε раз-

лагаются в ряды вида (3.1), (3.5)

zε = Zε + ηWε, pε = Pε + ηVε λε = Λε,

где все коэффициенты этих рядов одназначно находятся из (3.2), (3.6), (3.7) и (3.12).

Эти разложения справедливы как в H1
0 (Ω), так и в C(Ω). �
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