
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 24 № 3 2018

УДК 517.977
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Рассматривается система уравнений для движения ионизированного идеального газа. Излагается алго-
ритм сведения данной системы нелинейных уравнений в частных производных к системам обыкновенных
дифференциальных уравнений (ОДУ). Показано, что независимая переменная ψ в системах ОДУ опре-
деляется из соотношения ψ = t + xf1(ψ) + yf2(ψ) + zf3(ψ) после выбора (задания или определения)
функций fi(ψ), (i = 1, 2, 3). Функции fi(ψ) либо определяются из условий задачи, поставленной для ис-
ходной системы в частных производных, либо задаются произвольно для получения конкретной системы
ОДУ. Для задачи о движении ионизированного газа вблизи тела получена система ОДУ, обсуждается
вопрос неустойчивости, отмеченной во многих случаях. Также рассматривается задача о движении пото-
ков (частиц) в заданном направлении, которая представляет значительный интерес в некоторых областях
физики. Получены функции fi(ψ), (i = 1, 2, 3), которые обеспечивают движение потока ионизированного
газа в заданном направлении и сведение системы уравнений в частных производных к системе ОДУ.

Ключевые слова: нелинейные дифференциальные уравнения с частными производными, точные реше-
ния, системы ОДУ, краевая задача.
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A system of equations for the motion of an ionized ideal gas is considered. An algorithm for the reduction
of this system of nonlinear partial differential equations (PDEs) to systems of ordinary differential equations
(ODEs) is presented. It is shown that the independent variable ψ in the systems of ODEs is determined from
the relation ψ = t+ xf1(ψ) + yf2(ψ) + zf3(ψ) after choosing (setting or finding) the functions fi(ψ), i = 1, 2, 3.
These functions are either found from the conditions of the problem posed for the original system of PDEs or
are given arbitrarily to obtain a specific system of ODEs. For the problem on the motion of an ionized gas near
a body, we write a system of ODEs and discuss the issue of instability, which is observed in a number of cases.
We also consider a problem of the motion of flows (particles) in a given direction, which is of significant interest
in some areas of physics. We find the functions fi(ψ), i = 1, 2, 3, that provide the motion of a flow of the ionized
gas in a given direction and reduce the system of PDEs to a system of ODEs.
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Введение

В статье рассматривается одна из математических моделей ионизированного газа (динами-
ки плазмы). Исследования, связанные с изучением плазмы, ведутся достаточно давно, термин
“плазма” введен в двадцатых годах двадцатого века И.Ленгмюром, положившим начало си-
стематическому теоретическому изучению плазмы [1]. Эти исследования находят все более
широкое применение (см., например, [2; 3]).

Математический аппарат для изучения плазмы основан на различных модификациях си-
стемы уравнений магнитной гидродинамики, кинетическом описании и др. Соответствующие
уравнения в основном решаются численными методами (см. например, [4;5]), развиваются так-
же аналитические подходы (см. например, [6; 7]). В данной работе проводится аналитическое
рассмотрение одного варианта системы уравнений магнитной гидродинамики. Во многих пуб-
ликациях обращается внимание на разного типа неустойчивости при движении потоков иони-
зированного газа [8–10]. В статье обсуждается этот вопрос для задачи о движении плазмы
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вблизи поверхности тела на основе геометрического метода, развиваемого авторами, а так-
же рассматривается задача о движении потоков (частиц) в заданном направлении, которая
представляет значительный интерес в некоторых областях физики [6; 7].

Итак, обратимся к системе уравнений магнитной гидродинамики для идеального ионизи-
рованного газа при наличии магнитного поля [11]:

ρt+div(ρU) = 0, (0.1)

divB = 0, (0.2)

Bt−rot(U ×B) = 0, (0.3)

ρUt + ρ(U∇)U+gradp − µ−1(rotB) ×B = 0. (0.4)

Здесь x = {x, y, z} — пространственные координаты, t — время, B(x, t) — вектор напря-
женности магнитного поля, B = {a, b, c}, µ — магнитная проницаемость, U(x, t) — вектор
скорости течения газа, U = {u, v, w}, ρ — плотность газа, p — давление, индекс t обозначает
дифференцирование по времени.

Предполагается, что имеет место бесконечная электропроводность, тогда выполняются за-
висимости E = −U×B, E(x, t) — вектор напряженности электрического поля, J = µ−1(rotB),
J(x, t) — вектор плотности электрического тока.

В разд. 1 система (0.1)–(0.4) геометрическим методом [12] сведена к системам ОДУ. Вы-
писаны некоторые точные решения системы. В разд. 2 рассматривается задача о движении
потока ионизированного газа в заданном направлении. В разд. 3 и 4 решаются краевые задачи
о течении ионизированного газа вблизи неподвижного тела.

1. Сведение системы (0.1)–(0.4) к системе ОДУ

Выпишем систему уравнений (0.1)–(0.4) в виде

ρt + uρx + vρy + wρz + ρ(ux + vy + wz) = 0, ax + by + cz = 0, (1.1)

at − (ub− va)y + (wa− uc)z = 0, bt − (vc− wb)z + (ub− va)x = 0,

ct − (wa− uc)x + (cv − wb)y = 0,
(1.2)

ρ(ut + uux + vuy + wuz) + px − µ−1[(az − cx)c− (bx − ay)b] = 0,

ρ(vt + uvx + vvy +wvz) + py − µ−1[(bx − ay)a− (cy − bz)c] = 0,

ρ(wt + uwx + vwy + wwz) + pz − µ−1[(cy − bz)b− (az − cx)a] = 0.

(1.3)

Здесь и далее нижние буквенные индексы обозначают дифференцирование по соответствую-
щим переменным.

Полагая, как и в [12], что

B = B(ψ), U = U(ψ), p = p(ψ), ρ = ρ(ψ), ψ = ψ(t, x, y, z),

получаем

ux = u′ψx, uy = u′ψy, uz = u′ψz, ut = u′ψt, vx = v′ψx, vy = v′ψy, vz = v′ψz,

vt = v′ψt, wx = w′ψx, wy = w′ψy, wz = w′ψz, wt = w′ψt, ax = a′ψx,

ay = a′ψy, az = a′ψz, at = a′ψt, bx = b′ψx, by = b′ψy, bz = b′ψz,

bt = b′ψt, cx = c′ψx, cy = c′ψy, cz = c′ψz, ct = c′ψt, ρx = ρ′ψx,

ρy = ρ′ψy, ρz = ρ′ψz, ρt = ρ′ψt, px = p′ψx, py = p′ψy, pz = p′ψz.

(1.4)
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Подставляя (1.4) в (1.1)–(1.3), приходим к системе

L1 := ρ′(1 + uf1 + vf2 + wf3) + ρ(u′f1 + v′f2 + w′f3) = 0, L2 := a′f1 + b′f2 + c′f3 = 0,

L3 := a′(1 + vf2 + wf3)− b′uf2 − c′uf3 − u′(bf2 + cf3) + v′af2 + w′af3 = 0,

L4 := −a′vf1 + b′(1 + uf1 + wf3)− c′vf3 + u′bf1 − v′(af1 + cf3) + w′bf3 = 0,

L5 := −a′wf1 − b′wf2 + c′(1 + uf1 + vf2)) + u′cf1 + v′cf2 − w′(af1 + bf2) = 0,

L6 := u′ρ(1 + uf1 + vf2 + wf3) + p′f1 − µ−1[a′(bf2 + cf3)− b′bf1 − c′cf1] = 0,

L7 := v′ρ(1 + uf1 + vf2 + wf3) + p′f2 − µ−1[−a′af2 + b′(af1 + cf3)− c′cf2] = 0,

L8 := w′ρ(1 + uf1 + vf2 + wf3) + p′f3 − µ−1[−a′af3 − b′bf3 + c′(af1 + bf2)] = 0,

(1.5)

cводя систему (0.1)–(0.4) к системе ОДУ. Здесь штрихом обозначена производная по ψ и

f1(ψ) = ψx/ψt, f2(ψ) = ψy/ψt, f3(ψ) = ψz/ψt, ψt 6= 0. (1.6)

Нетрудно проверить, что решение системы (1.6) имеет вид ψ = t + xf1(ψ) + yf2(ψ) + zf3(ψ),
где fi(ψ) (i = 1, 2, 3) — произвольные функции, задавая которые можно найти ψ = ψ(x, y, z, t)
(см., например, [12]).

Далее считаем, что функции fi(ψ) заданы произвольно, если не оговорены ограничения на
их выбор.

Рассмотрим систему (1.5) как алгебраическую линейную относительно производных. Cи-
стема (1.5) имеет нетривиальное решение, если определитель этой системы равен нулю. Вы-
числяя определитель системы (1.5), получаем, что он равен нулю, так как L2− (f1L3+ f2L4 +
f3L5) = 0.

Проанализируем возможности представления системы (1.5) в виде системы ОДУ.
Из линейной комбинации aL6 + bL7 + cL8 = 0 и L1 = 0 находим, что

p′ = −ρ(1 + uf1 + vf2 + wf3)

af1 + bf2 + cf3
(au′ + bv′ + cw′), ρ′ = −ρ(f1u

′ + f2v
′ + f3w

′)

1 + uf1 + vf2 + wf3
. (1.7)

Из уравнений Li = 0 (i = 3, 4, 5), учитывая, что L2 = 0, получаем

a′ =
u′(bf2 + cf3)− af2v

′ − af3w
′

1 + uf1 + vf2 + wf3
, b′ =

−bf1u′ + v′(af1 + cf3)− bf3w
′

1 + uf1 + vf2 + wf3
,

c′ =
−cf1u′ − cf2v

′ + w′(af1 + bf2)

1 + uf1 + vf2 + wf3
.

(1.8)

Тогда уравнения Lj = 0 (j = 6, 7, 8) принимают вид

A1u
′ +A2v

′ +A3w
′ = 0, B1u

′ +B2v
′ +B3w

′ = 0, C1u
′ + C2v

′ + C3w
′ = 0,

где A1 = (bf2 + cf3)α− β[c2f21 + (bf2 + cf3)
2 + b2f21 ],

A2 = −αbf1 − β[c2f1f2 − af2(bf2 + cf3)− bf1(af1 + cf3)],

A3 = −αcf1 − β[−cf1(af1 + bf2)− af3(bf2 + cf3) + b2f1f3],

B1 = −af2α− β[−af2(bf2 + cf3)− bf1(af1 + cf3) + c2f1f2],

B2 = α(af1 + cf3)− β[a2f22 + (af1 + cf3)
2 + c2f22 ],

B3 = −αcf2 − β[a2f2f3 − bf3(af1 + cf3)− cf2(af1 + bf2)],

C1 = −αaf3 − β[−af3(bf2 + cf3) + b2f1f3 − cf1(af1 + bf2)],

C2 = −αbf3 − β[a2f2f3 − bf3(af1 + cf3)− cf2(af1 + bf2)],

C3 = (af1 + bf2)α− β[a2f23 + b2f23 + (af1 + bf2)
2],

α = ρ(1 + uf1 + vf2 +wf3)
2, β = µ−1(af1 + bf2 + cf3).

(1.9)
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Определитель системы (1.9) равен нулю, следовательно, система имеет нетривиальные ре-
шения.

Рассматривая два первых уравнения этой системы для различных α и β, получим соот-
ветствующие системы ОДУ.

Утверждение 1. Если α 6= 0, β 6= 0 и заданы произвольные функции fj(ρ) (j = 1, 2, 3),
то система (1.5) сводится к системе ОДУ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u = u(ρ), v = v(ρ), w = w(ρ). К двум первым уравнениям
системы (1.9) присоединяем уравнение L1 = 0. Получаем систему уравнений для определения
u′, v′, w′

A1u
′ +A2v

′ +A3w
′ = 0, B1u

′ +B2v
′ +B3w

′ = 0, f1u
′ + f2v

′ + f3w
′ = −

√
α/(ρ

√
ρ).

Здесь штрих обозначает дифференцирование по ψ = ρ.

Считаем, что функции fj(ρ), (j = 1, 2, 3) заданы. В результате, присоединяя к (1.7), (1.8)
выражения u′, v′, w′, для α 6= 0, β 6= 0 приходим к системе ОДУ

p′ = −ρ(1 + uf1 + vf2 + wf3)

af1 + bf2 + cf3
(au′ + bv′ + cw′), a′ =

(bf2 + cf3)u
′ − af2v

′ − af3w
′

1 + uf1 + vf2 + wf3
,

b′ =
−bf1u′ + v′(af1 + cf3)− bf3w

′

1 + uf1 + vf2 + wf3
, c′ =

−cf1u′ − cf2v
′ +w′(af1 + bf2)

1 + uf1 + vf2 + wf3
,

u′ =
(A3B2 −A2B3)

√
α

D0ρ
√
ρ

, v′ =
(A1B3 −B1A3)

√
α

D0ρ
√
ρ

, w′ =
(A2B1 −B2A1)

√
α

D0ρ
√
ρ

,

где D0 = f1(A2B3 −B3A2) + f2(A3B1 −B3A1) + f3(A1B2 −B1A2).

(1.10)

Утверждение доказано.

Утверждение 2. Если β = 0, α 6= 0 и функции fj = fj(ψ) (j = 1, 2, 3) удовлетворяют

условию
∑

Tjfj = 0, Tj = const, то система (1.5) сводится к системе ОДУ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если β = µ−1(af1+bf2+cf3) = 0, α = ρ(1+uf1+vf2+wf3)
2 6= 0,

то из системы (1.9) имеем au′+bv′+cw′ = 0. Продифференцировав выражение µ−1(af1+bf2+
cf3) = 0 по ψ и учитывая зависимость L2 = 0, получаем, что af ′1+bf

′

2+cf
′

3 = 0. Таким образом,
для определения a, b, c приходим к системе трех линейных уравнений:

au′ + bv′ + cw′ = 0, af1 + bf2 + cf3 = 0, af ′1 + bf ′2 + cf ′3 = 0.

Эта система имеет нетривиальное решение, если соответствующий определитель равен нулю:

u′(f2f
′

3 − f3f
′

2) + v′(f3f
′

1 − f1f
′

3) + w′(f1f
′

2 − f2f
′

1) = 0.

Например, определитель равен нулю, если u′ = f1, v
′ = f2, w

′ = f3. Кроме того при β = 0 из
уравнений Lk = 0, (k = 3, 4, 5) имеем a = T1ρ, b = T2ρ, C = T3ρ, где Ti = const, (i = 2, 3). Тогда
систему (1.5) можно свести к виду

u′ = f1, v′ = f2, w′ = f3, p′ = −√
ρα, ρ′ = −ρf

√
ρ√
α
, a′ = −af

√
ρ√
α
,

b = a
f3f

′

1 − f1f
′

3

f2f
′

3 − f3f
′

2

, c = a
f1f

′

2 − f2f
′

1

f2f
′

3 − f3f
′

2

, f = f21 + f22 + f23 ,
(1.11)

если
∑

Tjfj = 0.

Утверждение доказано.
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При заданных f1 = f1(ψ), f2 = f2(ψ), f3 = f3(ψ) решение системы (1.11) легко выписыва-
ется в виде

u =

∫

f1dψ+M, v =

∫

f2dψ+N, w =

∫

f3dψ+T, ρ = exp

[

M1 −
∫

fdψ

1 + uf1 + vf2 + wf3

]

,

p = N1 −
∫

ρ(1 + uf1 + vf2 + wf3)dψ, a = T1ρ, b = a
f3f

′

1 − f1f
′

3

f2f
′

3 − f3f
′

2

, c = a
f1f

′

2 − f2f
′

1

f2f
′

3 − f3f
′

2

.

Здесь M = const, N = const, T = const, M1 = const, N1 = const, T1 = const.

Утверждение 3. Если α = 0, β 6= 0 и функции fi = fi(ψ) (i = 1, 2, 3) удовлетворяют

зависимости 1+u0f1+v0f2+w0f3 = 0, то система (1.5) сводится к системе ОДУ, имеющей

решение u = u0 = const, v = v0 = const, w = w0 = const, p = −0.5µ−1(a2 + b2 + c2) + K,

K = const, a = const, b = const, c = const, ρ = ρ(ψ)— произвольная функция.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если

α = ρ(1 + uf1 + vf2 + wf3)
2 = 0, β 6= 0,

то 1 + uf1 + vf2 + wf3 = 0. При таких предположениях имеем

L1 := u′f1 + v′f2 + w′f3 = 0,

L2 := a′f1 + b′f2 + c′f3 = 0, L3 := −u′(af1 + bf2 + cf3) = 0,

L4 := −v′(af1 + bf2 + cf3) = 0, L5 := −w′(af1 + bf2 + cf3) = 0,

L6 := p′f1 − µ−1[a′(af1 + bf2 + cf3)− f1(aa
′ + bb′ + cc′)] = 0,

L7 := p′f2 − µ−1[b′(af1 + bf2 + cf3)− f2(aa
′ + bb′ + cc′)] = 0,

L8 := p′f3 − µ−1[c′(af1 + bf2 + cf3)− f3(aa
′ + bb′ + cc′)] = 0.

(1.12)

Отсюда при β = (af1 + bf2 + cf3) 6= 0 имеем u = u0 = const, v = v0 = const, w = w0 = const,
p = −0.5µ−1(a2+b2+c2)+K,K = const, a = const, b = const, c = const, ρ = ρ(ψ) — произвольная
функция, если функции fi = fi(ψ) (i = 1, 2, 3) не произвольные, а удовлетворяют зависимости
1 + u0f1 + v0f2 + w0f3 = 0.

Утверждение доказано.

Следствие. Если α = 0, β = 0 и (f3f
′

2 − f2f
′

3) 6= 0, то из системы (1.5) следует

v =
(1 + uf1)f

′

3 − uf ′1f3
f3f

′

2 − f2f
′

3

, w =
uf2f

′

1 − (1 + uf1)f
′

2

f3f
′

2 − f2f
′

3

, b = a
f1f

′

3 − f3f
′

1

f3f
′

2 − f2f
′

3

, c = a
f2f

′

1 − f1f
′

2

f3f
′

2 − f2f
′

3

,

ρ = ρ(ψ), u = u(ψ), a = a(ψ) — произвольные функции.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если α = 0 и β = 0, то из системы (1.12) (получена из (1.5))
имеем u′f1+v

′f2+w
′f3 = 0, a′f1+ b

′f2+ c
′f3 = 0, p = −0.5µ−1(a2+ b2+ c2)+K. Тогда, выписав

дифференциальные следствия выражений 1 + uf1 + vf2 + wf3 = 0 и af1 + bf2 + cf3 = 0 по ψ,
получаем uf ′1 + vf ′2 + wf ′3 = 0, af ′1 + bf ′2 + cf ′3 = 0. Отсюда

v =
(1 + uf1)f

′

3 − uf ′1f3
f3f

′

2 − f2f
′

3

, w =
uf2f

′

1 − (1 + uf1)f
′

2

f3f
′

2 − f2f
′

3

, b = a
f1f

′

3 − f3f
′

1

f3f
′

2 − f2f
′

3

, c = a
f2f

′

1 − f1f
′

2

f3f
′

2 − f2f
′

3

,

ρ = ρ(ψ), u = u(ψ), a = a(ψ) — произвольные функции.
Следствие доказано.

Таким образом, выше показано, что при разных α и β система (1.5) сводится к систе-
ме ОДУ. При сведении к системе ОДУ в одних случаях функции fj (j = 1, 2, 3) могут выби-
раться произвольно, а в других — на их выбор накладываются некоторые условия. Имеющийся
произвол в выборе функций fj (j = 1, 2, 3) позволяет использовать его в приложениях.
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2. Некоторые приложения

2.1. О движении потока ионизированного газа в заданном направлении

В предыдущем разделе в ряде случаев считалось, что функции fj(ψ) выбраны произвольно.
Здесь покажем, что выбором функций fj(ψ) (j = 1, 2, 3) можно обеспечить заданное направ-
ление движения потока.

Пусть задано направление движения потока ионизированного газа u = u0(ψ), v = v0(ψ),
w = w0(ψ). Ищем условия, обеспечивающие такое направление движения потока, полагая, что
α = 0, β = 0:

1 + u0f1 + v0f2 +w0f3 = 0, af1 + bf2 + cf3 = 0. (2.1)

При условиях (2.1) уравнения системы (1.5) обращаются в тождество, если a′ = 0, b′ = 0,
c′ = 0, p′ = 0, u′0f1+v

′

0f2+w
′

0f3 = 0. Из второго соотношения (2.1) следует, что af ′1+bf
′

2+cf
′

3 = 0,
тогда

b = a
f ′3f1 − f ′1f3
f ′2f3 − f ′3f2

, c = a
f ′1f2 − f ′2f1
f ′3f2 − f ′2f3

. (2.2)

Из уравнений u0f1 + v0f2 + w0f3 = −1, u′0f1 + v′0f2 + w′

0f3 = 0 находим

f1 =
f3(v0w

′

0 − w0v
′

0)− v′0
u0v′0 − v0u′0

, f2 =
u′0 − f3(w0u

′

0 − u0w
′

0)

u0v′0 − v0u′0
. (2.3)

Подставив (2.2), (2.3) в выражение af1+bf2+cf3 = 0, получаем уравнение для определения f3,
а затем из (2.3) определим f1 и f2.

2.2. О движении потока ионизированного газа вблизи неподвижного тела

Перейдем в системе (0.1)–(0.4) к новым независимым переменным z − ϕ(x, y) = ξ, x = η,
y = ζ, t = τ и положим, что ξ = 0 — поверхность обтекаемого тела, на которой выполняются
условия прилипания: u(τ, η, ζ, ϕ(η, ζ)) = 0, v(τ, η, ζ, ϕ(η, ζ)) = 0, w(τ, η, ζ, ϕ(η, ζ)) = 0. Запишем
полученную при этих условиях систему, исключая уравнение неразрывности, в матричной
форме −AU = G, где

A =





















bϕy − c −aϕy a 0 0 0 0
−bϕx aϕx − c b 0 0 0 0
−cϕx −cϕy aϕx + bϕy 0 0 0 0
0 0 0 c− bϕy bϕx cϕx −ϕx
0 0 0 aϕy c− aϕx cϕy −ϕy
0 0 0 −a −b −(aϕx + bϕy) 1
0 0 0 ϕx ϕy −1 0





















, U =





















uξ
vξ
wξ
aξ
bξ
cξ
pξ





















,

G =





















aτ − (uζb− vζa)
bτ + (uηb− vηa)

cτ − (wηa− uηc) + (vζc− wζb)

ρuτ + pη + µ−1[ccη + b(bη − aζ)]

ρvτ + pζ + µ−1[ccζ − a(bη − aζ)]

ρwτ − µ−1(acη + bcζ)
−(aη + bζ)





















.

Определитель матрицы A равен нулю, поэтому система −AU = G имеет решение только
тогда, когда NG = 0, где N — левый нуль-вектор матрицы A (см. [11]). Заметим, что N =
N(a, b, c, ϕx, ϕy), следовательно, NG = 0 можно рассматривать как уравнение первого порядка
для определения функции z = ϕ(x, y).
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Уравнение неразрывности в новых переменных имеет вид

ρτ + ρ(uη + vζ − uξϕx − vξϕy + wξ) = 0

и является вторым уравнением первого порядка, которому должна удовлетворять функция
z = ϕ(x, y).

Если эта система двух уравнений первого порядка совместна (выраженные из этой систе-
мы производные ϕx и ϕy имеют равные смешанные производные), что будет иметь место при
выполнении определенных зависимостей между функциями p, u, v, w, a, b, c (условия согласо-
вания между давлением, скоростями и напряженностью магнитного поля на рассматриваемой
поверхности тела), то поток ионизированного газа будет двигаться вдоль тела, в противном
случае такое течение разрушается (см. например, [13]).

2.3. Об особенностях движения потока ионизированного газа
вблизи плоскости

Рассмотрим подробнее движение ионизированного газа в окрестности каждой фиксирован-
ной точки на обтекаемом теле. Зададим касательную плоскость в точке

ξ = z + l1x+ l2y = 0,

полагая, что {1, l1, l2} — вектор нормали к телу в точке касания и поверхность уровня ψ(x, y,
z, t) = z + l1x + l2y + l3t, lj = const (j = 1, 2, 3). В точке касания выполняются условия
прилипания u = v = w = 0. В этом случае система (1.5) имеет вид

L1 := ρ′l3 + ρ(u′l1 + v′l2 + w′) = 0, L2 := a′l1 + b′l2 + c′ = 0,

L3 := a′l3 − u′(bl2 + c) + v′al2 + w′a = 0, L4 := b′l3 + u′bl1 − v′(al1 + c) + w′b = 0,

L5 := c′l3 + u′cl1 + v′cl2 − w′(al1 + bl2) = 0,

L6 := u′ρl3 + p′l1 − µ−1[a′(bl2 + c)− b′bl1 − c′cl1] = 0,

L7 := v′ρl3 + p′l2 − µ−1[−a′al2 + b′(al1 + c)− c′cl2] = 0,

L8 := w′ρl3 + p′ − µ−1[−a′a− b′b+ c′(al1 + bl2)] = 0.

(2.4)

Из уравнений L1 = 0 и L2 = 0 системы (2.4) следует, что al1 + bl2 + c = C1, l3 ln ρ = const.
Положим, что ρl3 = C2, Ck = const (k = 1, 2). Тогда уравнения Lj = 0 (j = 6, 7, 8) можно
представить в виде

L6 = C2u
′ + p′l1 − µ−1(C1a

′ − 0.5 l1D
′), L7 = C2v

′ + p′l2 − µ−1(C1b
′ − 0.5 l2D

′),

L8 = C2w
′ + p′ − µ−1(C1c

′ − 0.5D′), D = (a2 + b2 + c2).

Отсюда после интегрирования получаем, что на плоскости ξ = 0

pl1 − µ−1(C1a− 0.5l1D) = C3, pl2 − µ−1(C1b− 0.5l2D) = C4,

p− µ−1(C1c− 0.5D) = C5, Cn = const (n = 3, 4, 5),

и, следовательно, если C1 6= 0, то на плоскости ξ = 0

a =
C2
1 l1 + µl1l2(C4 − C5l2)− µ(1 + l22)(C3 − C5l1)

C1l
= const,

b =
C2
1 l2 + µl1l2(C3 − C5l1)− µ(1 + l21)(C4 − C5l2)

C1l
= const,

c =
C2
1 + µl1(C3 − C5l1)− µl2(C4 − C5l2)

C1l
= const, l = (1 + l21 + l22).

(2.5)
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Возвращаясь к системе (2.4), исследуем поведение выводящих производных вблизи плоско-
сти ξ = 0.

Выразим u′, v′ w′ из уравнениий Li = 0 (i = 6, 7, 8) и подставим в Lj = 0 (j = 3, 4, 5).
Учитывая, что c′ = −(a′l1 + b′l2), для определения a′, b′ придем к системе

a′
(

l3 −
2C1 − q(C1l1 − al)

2µC2

)

+ b′
s(C1l1 − al)

2µC2
= p0(al − C1l1),

a′
q(C1l2 − bl)

2µC2
+ b′

(

l3 −
2C1 − s(C1l2 − bl)

2µC2

)

= p0(bl − C1l2),

(2.6)

где
q = 2(a+ al1 − C1l1 + bl1l2), s = 2(b+ bl2 − C1l2 + al1l2), p0 = p′.

Выпишем определитель при выводящих производных в системе (2.6):

∆ =
(

l3 −
C1

µC2

)

Md, Md = l3 −
C1

µC2
+
C1(sl2 + ql1)− (aq + bs)l

2µC2
.

Если ∆ 6= 0, то

a′ =
p0(al − C1l1)

Md

, b′ =
p0(bl − C1l2)

Md

, c′ = −(a′l1 + b′l2),

u′ =
1

µC2

[

(C1a
′ − 0.5 l1D

′)− p0l1
]

, v′ =
1

µC2

[

(C1b
′ − 0.5 l2D

′)− p0l2
]

,

w′ =
1

µC2

[

(C1c
′ − 0.5D′)− p0

]

.

(2.7)

Утверждение 4. Если Md = 0 (∆ = 0) и C3 6= C5l1, C4 6= C5l2, то

lim
M→∞

a′ = ∞, lim
M→∞

b′ = ∞.

Если C3 = C5l1 и C4 = C5l2, то направление вектора магнитной напряженности совпадает

с направлением нормали к плоскости ξ = 0 :

a = C1l1/l, b = C1l2/l, c = C1/l

и либо a′ = 0, b′ = 0, либо l3 − C1/(µC2) = 0 (∆ = 0).

Это утверждение является следствием (2.5), (2.7).

Утверждение 5. Если плотность вблизи плоскости ξ = 0 совпадает с плотностью на

плоскости, то вектор скорости ионизированного газа около плоскости параллелен плоскости

ξ = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если плотность вблизи плоскости ξ = 0 совпадает с плотностью
на плоскости, то ρ′ = 0 и, как следует из уравнения неразрывности L1 = 0, u′l1 + v′l2 +w′ = 0.
Но на плоскости ξ = 0 в любой момент времени u = v = w = 0, следовательно,

lim
ξ→0

u(ξ + l3τ)− u(l3τ)

ξ
= lim

ξ→0

u(ξ + l3τ)

ξ
, lim

ξ→0

v(ξ + l3τ)− v(l3τ)

ξ
= lim

ξ→0

v(ξ + l3τ)

ξ
,

lim
ξ→0

w(ξ + l3τ)− w(l3τ)

ξ
= lim

ξ→0

w(ξ + l3τ)

ξ
,

тогда u(ξ + l3τ)l1 + v(ξ + l3τ)l2 + w(ξ + l3τ) = o(ξ), что и требовалось доказать. �

Утверждение 6. Если на плоскости ξ = 0 не выполняется условие D′ = −2p0, то ско-

рость ионизированного газа не параллельна плоскости ξ = 0. Если D′ = −2p0, то вектор

скорости течения ионизированного газа параллелен плоскости ξ = 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из соотношений (2.7) получаем, что

u′l1 + v′l2 + w′ = −l(µC2)
−1(0.5D′ + p0)

и если D′ 6= −2p0, то u′l1+v
′l2+w

′ 6= 0 — скорость ионизированного газа не направлена парал-
лельно плоскости ξ = 0, а имеет другое направление. Таким образом, условием существования
течения ионизированного газа со скоростью, параллельной плоскости ξ = 0, является выпол-
нение соотношения D′ = −2p0 (условие согласования).

Утверждение доказано.

Рассмотрим случай C1 = 0.
В этом случае c+bl2+al1 = 0, следовательно, вектор магнитной напряженности параллелен

плоскости ξ = 0.

Утверждение 7. Если плотность около плоскости ξ = 0 совпадает с плотностью на

плоскости, а вектор магнитной напряженности параллелен плоскости ξ = 0 (al1 + bl2 +
c = 0), то для того чтобы направление вектора скорости, задаваемое уравнениями Li = 0
(i = 6, 7, 8), совпадало с направлением вектора скорости, задаваемого уравнением L1 = 0,
необходимо совпадение давления около плоскости с давлением на плоскости ξ = 0 (условие

согласования).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если около плоскости ξ = 0 плотность совпадает с плотностью
на плоскости и al1 + bl2 + c = 0, то ρ′ = 0, a′ = 0, b′ = 0, c′ = 0 и u′l1 + v′l2 + w′ = 0 (см. (2.4),
Li = 0 (i = 1, 2, 3, 4, 5)). Но в системе (2.4) Lk = 0 (k = 5, 6, 7), и отсюда l1L6 + l2L7 + L8 = 0,
следовательно, u′l1+v

′l2+w
′ = −l(µC2)

−1p0. Тогда u′l1+v
′l2+w

′ = 0 при p′ = 0, т. е. давление
на плоскости ξ = 0 совпадает с давлением около плоскости.

Утверждение доказано.

Заключение

Очень актуальной задачей является управление потоком ионизированного газа (например,
в ускорителях [6; 7]). Исследование этого вопроса с использованием геометрического метода
показало, что, по крайней мере, для идеального ионизированного газа существуют решения
уравнений динамики плазмы, обеспечивающие движение потока в заданном направлении.

Рассмотрение вопроса в последней части работы показывает, что отсутствие определенных
условий согласования в каждой точке обтекаемого тела приводит к возникновению разнона-
правленного движения ионизированного газа (u(ξ + l3τ)l1 + v(ξ + l3τ)l2 + w(ξ + l3τ) = o(ξ),
и u(ξ + l3τ)l1 + v(ξ + l3τ)l2 + w(ξ + l3τ) 6= o(ξ)) при разном направлении вектора магнитного
поля (c + bl2 + al1 = 0 или c + bl2 + al1 = C1 6= 0). Таким образом, как и в случае течения
несжимаемой жидкости [13], в случае движения ионизированного газа причиной неустойчи-
востей может являться невыполнение определенных условий согласования между давлением,
плотностью, магнитным полем и скоростью движения среды.
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