
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 24 № 2 2018

УДК 517.977

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ РЕШЕНИЯ СИНГУЛЯРНО
ВОЗМУЩЕННОЙ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ
С ИНТЕГРАЛЬНЫМ ВЫПУКЛЫМ КРИТЕРИЕМ КАЧЕСТВА,
ТЕРМИНАЛЬНАЯ ЧАСТЬ КОТОРОГО ЗАВИСИТ ТОЛЬКО

ОТ МЕДЛЕННЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

А.А. Шабуров

Рассматривается задача оптимального управления с интегральным выпуклым критерием качества для

одной линейной системы с быстрыми и медленными переменными в классе кусочно-непрерывных управ-

лений с гладкими ограничениями на управление























ẋε = A11xε +A12yε + B1u, t ∈ [0, T ], ‖u‖ 6 1,
εẏε = A22yε +B2u, xε(0) = x0, yε(0) = y0,

J(u) :=ϕ(xε(T )) +

T
∫

0

‖u(t)‖2 dt → min,

где x ∈ R
n, y ∈ R

m, u ∈ R
r; Aij , Bi, i, j = 1, 2, — постоянные матрицы соответствующей размерности, а

ϕ(·) — непрерывно дифференцируемая на R
n строго выпуклая и кофинитная функция в смысле выпукло-

го анализа. В общем случае для такой задачи принцип максимума Понтрягина является необходимым и

достаточным условием оптимальности, и существует единственный вектор lε, определяющий оптимальное

управление по формуле

uε(T − t) =
C∗

ε (t)lε

S (‖C∗
ε (t)lε‖)

,

где

Cε(t) := eAεtBε = eA11tB1 + ε−1Wε(t)B2, S(ξ) :=

{

2, 0 6 ξ 6 2,

ξ, ξ > 2.

Основное отличие статьи от предыдущих работ автора заключается в том, что терминальная часть функ-

ционала качества зависит только от медленных переменных, а управляемая система имеет более общий

вид. Доказано, что в случае конечного числа точек смены вида управления можно построить асимпто-

тику начального вектора сопряженного состояния lε, который определяет вид оптимального управления.

Показано, что асимптотика имеет степенной характер.

Ключевые слова: оптимальное управление, сингулярно возмущенные задачи, асимптотические разло-

жения, малый параметр.

A. A. Shaburov. Asymptotic expansion of a solution to a singularly perturbed optimal control

problem with a convex integral performance index whose terminal part depends on slow variables

only.

We consider an optimal control problem with a convex integral performance index for a linear system with

fast and slow variables in the class of piecewise continuous controls with smooth constraints on the control























ẋε = A11xε +A12yε + B1u, t ∈ [0, T ], ‖u‖ 6 1,
εẏε = A22yε +B2u, xε(0) = x0, yε(0) = y0,

J(u) :=ϕ(xε(T )) +

T
∫

0

‖u(t)‖2 dt → min,

where x ∈ R
n, y ∈ R

m, u ∈ R
r , Aij and Bi for i, j = 1, 2 are constant matrices of corresponding dimension,

and the function ϕ(·) is continuously differentiable in R
n, strictly convex, and cofinite in the sense of convex

analysis. In the general case, Pontryagin’s maximum principle is applied as a necessary and sufficient optimality

condition in this problem, and there exists a unique vector lε that defines an optimal control by the formula

uε(T − t) =
C∗

ε (t)lε

S (‖C∗
ε (t)lε‖)

,
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where

Cε(t) := eAεtBε = eA11tB1 + ε−1Wε(t)B2, S(ξ) :=

{

2, 0 6 ξ 6 2,

ξ, ξ > 2.

The main difference of this problem from the author’s previous papers is that the terminal part of the

performance index depends on the slow variables only and the control system has a more general form. It

is proved that, in the case of a finite number of points where the type of the control is changed, a power

asymptotic expansion can be constructed for the initial vector lε of the conjugate system that defines the type

of the optimal control.

Keywords: optimal control, singularly perturbed problems, asymptotic expansion, small parameter.
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Статья посвящена исследованию асимптотики вектора сопряженного состояния в задаче
оптимального управления [1–3] линейной системой с быстрыми и медленными переменными
(см. обзор [4]), с интегральным выпуклым функционалом качества [3, гл. 3] и гладкими гео-
метрическими ограничениями на управление.

В [5; 6] рассматривались проблемы, связанные с предельной задачей для задач оптималь-
ного управления линейной системой с быстрыми и медленными переменными. В других по-
становках асимптотика решений возмущенных задач управления рассматривалась в [7–9]. От-
метим, что данный вид управляемой системы, но с терминальным критерием качества был
рассмотрен в [8].

В данной работе получено полное асимптотическое разложение вектора сопряженной си-
стемы, определяющего оптимальное управление. Главной отличительной особенностью задачи
от рассмотренной ранее является более общий вид управляемой системы.

1. Постановка задачи и основные соотношения

Пусть управляемая система содержит быстрые и медленные переменные, а терминальная
часть функционала качества зависит только от медленных переменных:























ẋε = A11xε +A12yε +B1u, t ∈ [0, T ], ‖u‖ 6 1,
εẏε = A22yε +B2u, xε(0) = x0, yε(0) = y0,

J(u) :=ϕ(xε(T )) +

T
∫

0

‖u(t)‖2 dt→ min,

(1.1)

где x ∈ R
n, y ∈ R

m, u ∈ R
r; Aij , Bi, i, j = 1, 2, — постоянные матрицы соответствующей

размерности, а ϕ(·) — непрерывно дифференцируемая на R
n строго выпуклая и кофинитная

функция в смысле выпуклого анализа [10, § 13].
При каждом фиксированном ε > 0 управляемая система из (1.1) имеет вид

żε = Aεzε + Bεu,

где

zε(t) =

(

xε(t)

yε(t)

)

, zε(0) = z0 :=

(

x0

y0

)

, Aε =

(

A11 A12

0 ε−1A22

)

, Bε =

(

B1

ε−1B2

)

.

Отметим, что в рассматриваемом интегральном выпуклом критерии качества J первое
слагаемое можно интерпретировать как штраф за ошибку управления в конечный момент
времени T , а второе — как учет энергозатрат на реализацию управления.

Предположение 1. При всех достаточно малых ε > 0 пара (Aε,Bε) вполне управляема,

т. е. rank
(

Bε,AεBε, . . . ,A
n+m−1
ε Bε) = n+m.
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Предположение 2. Все собственные значения матрицы A22 имеют отрицательные ве-

щественные части.

При выполнении предположения 1 принцип максимума Понтрягина есть необходимое и до-
статочное условие оптимальности, которое дает единственное решение задачи (1.1) [3, п. 3.5, теорема
14].

Непосредственным вычислением получаем

eAεt :=

(

eA11t Wε(t)

0 eA22t/ε

)

, (1.2)

где

Wε(t) = eA11t

t
∫

0

eA11τA12e
A22τ/ε dτ. (1.3)

Тогда, как доказано в [11, утверждение 1 и формулы (2.4), (2.5)], оптимальное управле-
ние uε(t) в задаче (1.1) имеет вид

uε(T − t) =
C∗
ε (t)lε

S (‖C∗
ε (t)lε‖)

, (1.4)

Cε(t) := eAεtBε = eA11tB1 + ε−1Wε(t)B2, S(ξ) :=

{

2, 0 6 ξ 6 2,

ξ, ξ > 2,
, (1.5)

а вектор lε есть единственное (с учетом кофинитности ϕ — [10, теорема 26.6]) решение урав-
нения

0 = −∇ϕ∗(−l) + eA11Tx0 +Wε(T )y
0 +

T
∫

0

Cε(t)C
∗
ε (t)l

S (‖C∗
ε (t)l‖)

dt. (1.6)

Здесь ϕ∗ — функция, сопряженная к ϕ в смысле выпуклого анализа (см. [10, § 12]).

Вырожденной задачей для (1.1) называется задача































ẋ0 = A0x0 +B0u, t ∈ [0, T ], ‖u‖ 6 1,

A0 :=A11, B0 :=B1 −A12A
−1
22 B2, x0(0) = x0,

J(u) :=ϕ(x0(T )) +

T
∫

0

‖u(t)‖2 dt→ min .

Предположение 3. Пары (A0, B0) и (A22, B2) вполне управляемы.

Отметим, что выполнение предположения 3 влечет выполнение предположения 1 [5, Theo-
rem 1].

В [11, Theorem 1] показано, что при выполнении предположений 2 и 3

lε → l0 при ε→ +0, (1.7)

где lε — единственное решение уравнения (1.6), а l0 — единственное решение уравнения

0 = −∇ϕ∗(−l) + eA0Tx0 +

T
∫

0

C0(t)C
∗
0 (t)l

S (‖C∗
0 (t)l‖)

dt, C0(t) := eA0tB0. (1.8)
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Как показано в [8, формула (3.2)], из (1.3) следует, что равномерно на отрезке [0, T ] при
ε→ 0 имеет место асимптотическое разложение

Wε(t) ∼ ε eA11t
(

−A12A
−1
22

(

I − eA22t/ε
)

+

∞
∑

k=1

εk(−A11)
kA22

(

(−1)k+1A−k−1
22

(

I − eA22t/ε
)

+

k
∑

p=1

(−1)p−k+1Ap−k−1
22

1

p!

tp

εp
eA22t/ε

))

. (1.9)

Из формул (1.9), (1.2), (1.5) и (1.8) следует, что справедливы асимптотические формулы

Cε(t) = C0(t) + eA11tA12A
−1
22 e

A22t/εB2 +O(ε), ε→ 0, (1.10)

∂

∂t
Cε(t) =

d

dt
C0(t) +

(

A11e
A11tA12A

−1
22 + ε−1eA11tA12

)

eA22t/εB2 +O(ε), ε→ 0, (1.11)

равномерно на отрезке [0, T ].

Отметим известный факт, что при выполнении предположения 2 существуют γ > 0 иK > 0
такие, что

‖eA22t/ε‖ 6 Ke−γt/ε. (1.12)

Из формул (1.10), (1.11) и оценки (1.12) следует, что существуют K1 > 0 и ε0 > 0 такие,
что при всех ε ∈ (0, ε0) и t ∈ [µ, T ], где µ = εp, p ∈ (0, 1), справедливы неравенства

‖C∗
ε (t)− C∗

0(t)‖ 6 K1ε,
∥

∥

∥

∂

∂t
C∗
ε (t)−

d

dt
C∗
0 (t)

∥

∥

∥
6 K1ε. (1.13)

Основная задача, которая ставится для (1.1), есть нахождение полного асимптотического
разложения по степеням малого параметра ε оптимального управления u, оптимального значе-
ния функционала качества J и оптимального процесса (xε(t), yε(t)). Формула (1.4) показыва-
ет, что если удастся получить полное асимптотическое разложение вектора lε, определяющего
оптимальное управление в задаче (1.1), то из него получатся и асимптотические разложения
указанных величин.

2. Асимптотическое разложение вектора lε

1. Сначала рассмотрим случай, когда у предельной задачи есть только одна точка смены
вида оптимального управления.

Пусть для предельной задачи и начального состояния системы x0 существует единственный
момент времени t = t0 ∈ (0, T ) такой, что

∀ t < t0 : ‖C
∗
0 (t)l0‖ > 2; ‖C∗

0 (t0)l0‖ = 2; ∀ t > t0 : ‖C
∗
0 (t)l0‖ < 2;

d

dt
‖C∗

0 (t)l0‖
2

∣

∣

∣

∣

t=t0

6= 0. (2.1)

В этом случае интеграл из (1.8) разбивается на два интеграла

T
∫

0

C0(t)C
∗
0 (t)l

S (‖C∗
0 (t)l‖)

dt =

t0
∫

0

C0(t)C
∗
0 (t)l

‖C∗
0 (t)l‖

dt+
1

2

T
∫

t0

C0(t)C
∗
0 (t)l dt.

Отметим, что в силу (1.13) и (1.7) при всех t ∈ [µ, T ], µ = εp, p ∈ (0, 1), величина ‖C∗
ε (t)lε‖

близка к ‖C∗
0 (t)l0‖ при всех достаточно малых ε > 0.

Потребуем выполнения условия

∀ lε → l0 ∃ ε0 > 0 ∀ ε ∈ (0, ε0) ∀ t ∈ [0, µ] : ‖C∗
ε (t)lε‖ > 2. (2.2)
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Утверждение 1. Если выполнено условие

∀ τ > 0 : ψ(τ) :=
∥

∥

(

B∗
0 +B∗

2e
A∗

22
τ (A∗

22)
−1A∗

12

)

l0
∥

∥ 6= 2 и ψ(0) = ‖B∗
1 l0‖ > 2, (2.3)

то выполнено и условие (2.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Тогда найдутся последовательности
{tk} ⊂ [0, µ] и {εk} такие, что εk → +0 и

‖C∗
εk
(tk)lεk‖ 6 2. (2.4)

Положим τk := tk/εk и lk := lεk . Тогда εk, δk = tk → 0 и в силу (1.10)

C∗
εk
(εkτk)lk = B∗

0e
A∗

11
εkτk lk +B∗

2e
A∗

22
τk(A∗

22)
−1A∗

12e
A∗

11
εkτk lk +O(εk), εk → +0. (2.5)

Пусть τ0 — какая-нибудь предельная точка последовательности {τk} (для сокращения за-
писи считаем, что τk → τ0). Если τ0 = +∞, то, переходя в (2.5) к пределу при k → ∞ и
учитывая, что lk → l0, получим C∗

εk
(εkτk)lk → B∗

0 l0. Но ‖B∗
0 l0‖ > 2 в силу (2.1), что противо-

речит условию (2.4).
Таким образом, все предельные точки τ0 конечны. Тогда εkτn → 0, и поэтому

C∗
εk
(εkτk)lk →

(

B∗
0 +B∗

2e
A∗

22
τ (A∗

22)
−1A∗

12

)

l0.

Отсюда и из (2.3), (2.4) получим, что ψ(τ0) < 2. В силу (2.3), непрерывности функции ψ и
определения B1 следует существование точки τ1 такой, что ψ(τ1) = 2. Но это противоречит
условию (2.3).

Утверждение 1 доказано.

Теорема 1. При выполнении условий (2.1) и (2.2) существует ε0 > 0 такое, что для

любого ε ∈ (0, ε0) существует единственная точка tε смены вида оптимального управления

в задаче (1.1), т. е.

∀ t < tε : ‖C
∗
ε (t)lε‖ > 2; ‖C∗

ε (tε)lε‖ = 2; ∀ t > tε : ‖C
∗
ε (t)lε‖ < 2.

При этом tε → t0 при ε→ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что в силу предположения (2.1) существует δ0 > 0
такое, что

∀ t ∈ [t0 − δ0, t0 + δ0] :
d

dt
‖C∗

0 (t)l0‖
2

∣

∣

∣

∣

t=t0

< 0.

В силу (1.7) и (1.13) и того, что ‖C∗
0 (t0− δ0)l0‖ > 2 и ‖C∗

0 (t0+ δ0)l0‖ < 2, найдется ε1 > 0 такое,
что

∀ ε ∈ (0, ε1) : ‖C∗
ε (t0 − δ0)lε‖ > 2, ‖C∗

ε (t0 + δ0)lε‖ < 2,

∀ t ∈ [t0 − δ0, t0 + δ0] :
∂

∂t

(

‖C∗
ε (t)lε‖

2
)

< 0.

Отсюда следует наличие единственной точки tε ∈ [t0− δ0, t0+ δ0] такой, что ‖C∗
ε (tε)lε‖ = 2.

Покажем, что при всех достаточно малых ε > 0 (0 < ε < ε0 6 ε1) других точек t, удовле-
творяющих равенству ‖C∗

ε (t)lε‖ = 2, не существует.
В силу условия (2.1) существует α > 0 такое, что при t : |t− t0| > δ0 выполняется оценка

∣

∣‖C∗
0 (t)l0‖ − 2

∣

∣ > α > 0.

Из оценки (1.10) и условия (1.7) следует, что при всех достаточно малых ε > 0, t ∈ [µ, T ] и

‖t − t0‖ > δ0 будет справедливо неравенство
∣

∣‖C∗
ε (t)lε‖ − 2

∣

∣ >
α

2
> 0. Тем самым при таких ε

и t ‖C∗
ε (t)lε‖ 6= 2.
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На оставшемся отрезке [0, µ] соотношение ‖C∗
ε (t)lε‖ 6= 2 выполняется в силу условия (2.2).

Теорема 1 доказана.

Таким образом, в рассматриваемом случае интеграл из (1.6) тоже разбивается в сумму
двух интегралов

T
∫

0

Cε(t)C
∗
ε (t)l

S (‖C∗
ε (t)l‖)

dt =

tε
∫

0

Cε(t)C
∗
ε (t)l

‖C∗
ε (t)l‖

dt+
1

2

T
∫

tε

Cε(t)C
∗
ε (t)l dt. (2.6)

Пусть ∆lε := lε − l0, ∆tε := tε − t0. Тогда

∆lε = o(1), ∆tε = o(1) при ε→ 0, (2.7)

и в силу (1.6), (1.8) и теоремы 1 пара ∆lε и ∆tε является решением следующей системы урав-
нений, зависящей от параметра:







































0 = F (ε,∆l,∆t) :=−∇ϕ∗(−l) +∇ϕ∗(−l0) +Wε(T )y
0 +

tε
∫

0

Cε(t)C
∗
ε (t)l

‖C∗
ε (t)l‖

dt

+
1

2

T
∫

tε

Cε(t)C
∗
ε (t)l dt−

t0
∫

0

C0(t)C
∗
0 (t)l

‖C∗
0 (t)l‖

dt−
1

2

T
∫

t0

C0(t)C
∗
0 (t)l dt,

0 = G(ε,∆l,∆t) := ‖C∗
ε (t0 +∆t)(l0 +∆l)‖2 − ‖C∗

0 (t0)l‖
2.

(2.8)

Отметим, что функции F и G непрерывны. Рассмотрим их асимптотические разложения
относительно бесконечно малых ∆l и ∆t.

В силу бесконечной дифференцируемости функции ϕ∗

−∇ϕ∗(−l0 −∆l) +∇ϕ∗(−l0) ∼ D2ϕ∗(−l0)∆l +
∞
∑

k=2

Φk(∆l), (2.9)

где D2ϕ∗(−l0) — дифференциал второго порядка от ϕ∗ в точке (−l0), а Φk(∆l) — однородные
степени k известные функции (многочлены от компонент вектора ∆l).

В силу (1.9)

Wε(T )y
0 ∼ −εeA11TA12A

−1
22 y

0 +

∞
∑

k=2

εkyk, (2.10)

где yk — известные векторы.
Каждый интеграл в (2.6) разобьем на две части

t0
∫

0

+

t0+∆t
∫

t0

+
1

2

t0
∫

t0+∆t

+
1

2

T
∫

t0

и обозначим интегралы через I1(ε,∆l), I2(ε,∆l,∆t), I3(ε,∆l,∆t), I4(ε,∆l) соответственно.
Отметим, что в силу (1.9) асимптотика подынтегральных функций в I2 — I4 степенная по

ε и компонентам вектора ∆l с коэффициентами, гладко зависящими от t.
Для разложения интегралов I2 и I3 по ∆t надо дополнительно разложить коэффициенты,

зависящие от t, в ряд Тейлора в точке t0 и затем проинтегрировать получившиеся разложения
по указанным промежуткам.

Отметим, что слагаемое первого порядка малости по ∆t в I2 имеет вид
C0(t0)C

∗
0 (t0)l0

‖C∗
0 (t0)l0‖

∆t,

а в I3 −
C0(t0)C

∗
0 (t0)l0

2
∆t. Так как ‖C∗

0 (t0)l0‖ = 2, то в разложении суммы I2 + I3 слагаемых

первого порядка малости по ∆t не будет.
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В работе [8, формула (3.19)] методом вспомогательного параметра [12, § 30; 13] найдена
асимптотика интеграла I1(ε,∆l):

I1(ε,∆l) ∼

t0
∫

0

C0(t)C
∗
0 (t)l0

‖C∗
0 (t)l‖

dt+

t0
∫

0

C0(t)
C∗
0 (t)△l‖C

∗
0 (t)l0‖

2 − 〈C∗
0 (t)△l, C

∗
0 (t)l0〉C

∗
0 (t)l0

‖C∗
0 (t)l0‖

3
dt

+

∞
∑

k=2

I1,k(ε,∆l), (2.11)

где I1,k(ε,∆l) — однородные степени k известные функции.
Таким образом, в силу асимптотических оценок (2.9)–(2.11) асимптотика функции F при

∆l,∆t→ 0 имеет вид

F (ε,∆l,∆t) ∼ D2ϕ∗(−l0)∆l − εeA11TA12A
−1
22 y

0

+

t0
∫

0

C0(t)
C∗
0 (t)△l‖C

∗
0 (t)l0‖

2 − 〈C∗
0 (t)△l, C

∗
0 (t)l0〉C

∗
0 (t)l0

‖C∗
0 (t)l0‖

3
dt+

1

2

T
∫

t0

C0(t)C
∗
0∆ldt+

∞
∑

k=2

Fk(ε,∆l,∆t),

(2.12)
где Fk(ε,∆l,∆t) — однородные степени k известные функции.

Обозначим линейную часть по ∆l в (2.12) через F(∆l).
Из (1.10) находится асимптотика функции G(ε,∆l,∆t) при ∆l,∆t→ 0:

G(ε,∆l,∆t) ∼ 2
〈

C∗
0(t0)l0, C

∗
0 (t0)∆l + (C∗

0 )
′(t0)l0∆t− εB∗

2(A
∗
22)

−1A∗
11e

A∗
11
t0 l0

〉

+

∞
∑

k=2

Gk(ε,∆l,∆t), (C∗
0 )

′(t0) :=
d

dt
C∗
0(t)

∣

∣

∣

∣

t=t0

, (2.13)

где Gk(ε,∆l,∆t) — однородные степени k известные функции.
В силу (2.12) и (2.13) система первого приближения для (2.8) распадается на два уравнения



















0 = F(∆l1)− εeA11TA12A
−1
22 y

0,

0 =
〈

C∗
0 (t0)l0, C

∗
0 (t0)∆l1

〉

+
〈

C∗
0 (t0)l0, (C

∗
0 )

′(t0)l0
〉

∆t1

− ε
〈

C∗
0 (t0)l0, B

∗
2(A

∗
22)

−1A∗
11e

A∗
11
t0 l0
〉

.

(2.14)

В силу условий на ϕ линейный оператор D2ϕ∗(−l0) положительный, а в силу неравенства
Коши — Буняковского остальные слагаемые в определении линейного оператора F неотри-
цательны. Поэтому оператор F > 0, и тем самым из первого уравнения в (2.14) однозначно
находится ∆l1 = εF−1

(

eA11TA12A
−1
22

)

y0 =: εl1.
Поскольку в силу (2.1) 〈C∗

0 (t0)l0, (C
∗
0 )

′(t0)l0〉 6= 0, то из второго уравнения в (2.14) по ∆l1
однозначно находится ∆t1, и оно имеет вид ∆t1 = εt1.

Далее процесс нахождения следующих членов разложения ∆l и ∆t продолжается стан-
дартным образом.

Пусть уже построены приближения ∆l и ∆t до N -го порядка. Тогда величины

∆lN+1 :=∆l −

N
∑

k=1

εklk, ∆tN+1 :=∆t−

N
∑

k=1

εktk (2.15)

по построению удовлетворяют соотношениям


















F(∆lN+1) = O
(

εN+1
)

+O
(

ε‖rN+1‖
)

+O
(

‖rN+1‖
2),

G(∆lN+1,∆tN+1) :=〈C∗
0 (t0)l0, C

∗
0 (t0)∆lN+1〉+ 〈C∗

0 (t0)l0, (C
∗
0 )

′(t0)l0〉∆tN+1

= O
(

εN+1
)

+O
(

ε‖rN+1‖
)

+O
(

‖rN+1‖
2),

(2.16)
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где rN+1 :=

(

∆lN+1

∆tN+1

)

.

В силу непрерывной обратимости оператора

(

F
G

)

из (2.16) получим, что

rN+1 = O
(

εN+1
)

+O
(

ε‖rN+1‖
)

+O
(

‖rN+1‖
2). (2.17)

Утверждение 2. Если rε = o(1) и rε = O
(

εN+1
)

+ O
(

ε‖rε‖
)

+ O
(

‖rε‖
2) при ε → 0, то

rε = O
(

εN+1
)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Тогда найдется последовательность
{εk} > 0 такая, что для rk := rεk справедливо соотношение

(

‖rk‖/εk
)

→ +∞. Отсюда следует,
что

(

εk/‖rk‖
)

→ 0. Но тогда при некотором K > 0

1 =

∥

∥

∥

∥

rk
‖rk‖

∥

∥

∥

∥

6 K
(εN+1

k

‖rk‖
+ εk + ‖rk‖

)

→ 0,

что приводит к противоречию.

Утверждение 2 доказано.

Из соотношений (2.7), (2.15), (2.17) и утверждения 2 следует, что rN+1 = O
(

εN+1
)

. Тем
самым доказана следующая теорема.

Теорема 2. Пусть выполнены предположения 2 и 3, а также условия (2.1) и (2.3). Тогда

вектор lε и момент времени tε раскладываются в степенные асимптотические ряды

lε
as
= l0 +

∞
∑

k=1

εklk, tε
as
= t0 +

∞
∑

k=1

εktk, ε→ 0, (2.18)

коэффициенты которых находятся рекуррентным образом.

Случай, когда вместо условия (2.1) выполняется условие

∀ t < t0 : ‖C
∗
0 (t)l0‖ < 2; ‖C∗

0 (t0)l0‖ = 2; ∀ t > t0 : ‖C
∗
0 (t)l0‖ > 2;

d

dt
‖C∗

0 (t)l0‖
2

∣

∣

∣

∣

t=t0

6= 0, (2.19)

рассматривается аналогично.

Дополнительное условие (2.3) заменяется на условие

∀ τ > 0 ψ(τ) 6= 2 и ψ(0) < 2, (2.20)

где функция ψ определена в (2.3).

В этом случае справедлив аналог теоремы 1 (с естественной заменой знаков неравенств).
При этом линейный оператор F будет строго положительным и иметь вид

F(∆l) = D2ϕ∗(−l0)∆l +
1

2

t0
∫

0

C0(t)C
∗
0∆l dt

+

T
∫

t0

C0(t)
C∗
0 (t)△l‖C

∗
0 (t)l0‖

2 − 〈C∗
0 (t)△l, C

∗
0 (t)l0〉C

∗
0 (t)l0

‖C∗
0 (t)l0‖

3
dt.

При выполнении предположений 2, 3, условий (2.19) и (2.20) величины lε и tε будут раскла-
дываться в асимптотические ряды вида (2.18).
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2. В общем случае в предположении, что существует конечное число точек {t1, t2, . . . , tp} ⊂
(0, T ) таких, что

∀t ∈ [0, T ] \ {ti}
p
i=1 : ‖C

∗
0 (t)l0‖ 6= 2; ‖C∗

0 (ti)l0‖
2 = 4;

d

dt
‖C∗

0 (ti)l0‖
2

∣

∣

∣

∣

t=ti

6= 0, (2.21)

дополнительное условие (2.3) заменяется на

∀ τ > 0 : ψ(τ) 6= 2 и (‖C∗
0 l0‖ − 2)(ψ(0) − 2) > 0. (2.22)

В этом случае аналог теоремы 1 имеет следующий вид

Теорема 3. При выполнении условий (2.21) и (2.22) существует ε0 > 0 такое, что для

любого ε ∈ (0, ε0) существуют точки {t1,ε, t2,ε, . . . , tp,ε} ⊂ (0, T ) смены вида оптимального

управления в задаче (1.1). Других точек смены вида управления нет, и ti,ε → ti при ε → 0
для любого i = 1, . . . , p.

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы аналогично доказательству теоремы 1.
Отметим, что в этом случае система уравнений, аналогичная системе (2.8), будет содержать

вместо одного скалярного уравнения 0 = G набор из p уравнений 0 = Gp, соответствующий
точкам ti,ε, и неизвестными величинами будут ∆l и ∆it (i = 1, . . . , p).

Аналогично доказательству теоремы 2 доказывается следующая, итоговая, теорема.

Теорема 4. Пусть выполнены предположения 2 и 3, а также условия (2.21) и (2.22).
Тогда вектор lε и моменты времени {t1,ε, t2,ε, . . . , tp,ε} раскладываются в степенные асимп-

тотические ряды

lε
as
= l0 +

∞
∑

k=1

εklk, ti,ε
as
= ti +

∞
∑

k=1

εkti,k, i = 1, . . . , p, ε→ 0,

коэффициенты которых находятся рекуррентным образом.
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