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Гамильтона — Якоби с частными производными, которая основана на аппроксимации характеристических

функционально-дифференциальных включений, используемых при определении искомого минимаксного
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Введение

Данная работа, инициированная, с одной стороны, исследованиями по теории позицион-
ных дифференциальных игр [1–5], а с другой — развитием теории обобщенных (минимаксных
[6], вязкостных [7]) решений уравнений Гамильтона — Якоби, примыкает к работам [8–10],
посвященным функциональным уравнениям Гамильтона — Якоби, возникающим в задачах
динамической оптимизации систем с запаздыванием.

Рассматривается минимаксное решение задачи Коши для функционального уравнения Га-
мильтона — Якоби с коинвариантными производными [9–11] с условием на правом конце.
В теории уравнений Гамильтона — Якоби большое внимание уделяется аппроксимационным

1Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента Российской Федерации для го-
сударственной поддержки молодых российских ученых МК-3047.2017.1.



54 М.И. Гомоюнов, Н.Ю.Лукоянов, А.Р.Плаксин

схемам построения решений (см., например, [6;12–14]). Аппроксимация рассматриваемого урав-
нения Гамильтона — Якоби сопряжена с дополнительными вопросами корректного перехода
от бесконечномерного функционального аргумента искомого решения к конечномерному. В
работе [15] (см. также [10, § 10]) предложена аппроксимация функциональных уравнений Га-
мильтона — Якоби с коинвариантными производными, основанная на кусочно-линейном при-
ближении функционального аргумента и свойствах корректности минимаксных решений. Ни-
же приводится аппроксимационная схема, которая основана на аппроксимации используемых
при определении минимаксного решения характеристических дифференциальных включений
с запаздыванием при помощи обыкновенных дифференциальных включений. Применяемые
аппроксимации систем с запаздыванием восходят к работам [16–18] и подробно исследова-
ны в [19].

1. Формулировка результата

Пусть зафиксированы числа t0, ϑ ∈ R, t0 < ϑ и h > 0. Через C([a, b],Rn) обозначим про-
странство непрерывных функций из [a, b] в R

n, снабженное равномерной нормой ‖ · ‖C . Для
краткости положим C = C([−h, 0],Rn).

Рассматривается задача Коши для функционального уравнения Гамильтона — Якоби с
коинвариантными производными

∂tϕ(t, w(·)) +H
(
t, w(·),∇ϕ(t, w(·))

)
= 0, (t, w(·)) ∈ [t0, ϑ)× C, (1.1)

с условием на правом конце

ϕ(ϑ,w(·)) = σ(w(·)), w(·) ∈ C. (1.2)

Здесь искомым является функционал ϕ : [t0, ϑ]×C → R, ∂tϕ(t, w(·)) и ∇ϕ(t, w(·)) — коинва-
риантные производные [9–11] этого функционала в точке (t, w(·)). Эти производные однозначно
определяются соотношением

ϕ(τ, xτ (·))− ϕ(t, w(·)) = (τ − t)∂tϕ(t, w(·)) + 〈xτ (0) − w(0),∇ϕ(t, w(·))〉 + o(τ − t), τ ∈ [t, ϑ],

которое должно выполняться для любой функции x(·) ∈ C([t − h, ϑ],Rn), являющейся лип-
шицевой на отрезке [t, ϑ] и удовлетворяющей равенству x(t + ξ) = w(ξ) при ξ ∈ [−h, 0]. Здесь
функция xτ (·) ∈ C определяется по x(·) и τ согласно равенству xτ (ξ) = x(τ + ξ), ξ ∈ [−h, 0],
символ 〈·, ·〉 означают скалярное произведение векторов, бесконечно малое o(δ) может зависеть
от t и x(·), o(δ)/δ → 0 при δ ↓ 0.

Предполагаются выполненными следующие условия:
(A.1) Функционалы H : [t0, ϑ]× C × R

n → R и σ : C → R непрерывны.
(A.2) Существует такое число a > 0, что

|H(t, w(·), s) −H(t, w(·), r)| 6 a(1 + ‖w(·)‖C )‖s − r‖, (t, w(·)) ∈ [t0, ϑ]× C, s, r ∈ R
n.

(A.3) Для любого α > 0 справедливо равенство

H(t, w(·), αs) = αH(t, w(·), s), (t, w(·)) ∈ [t0, ϑ]× C, s ∈ R
n.

(A.4) Для любого компакта W ⊂ C существует такое число λ = λ(W ) > 0, что

|H(t, w(·), s) −H(t, z(·), s)| 6 λ‖s‖‖w(·) − z(·)‖C , t ∈ [t0, ϑ], w(·), z(·) ∈ W, s ∈ R
n.

Здесь символ ‖ · ‖ обозначает евклидову норму вектора.
Пусть U и V — непустые множества и многозначные отображения F ∗ = F ∗(t, w(·), v) ⊂ R

n,
F∗ = F∗(t, w(·), u) ⊂ R

n, (t, w(·)) ∈ [t0, ϑ]×C, u ∈ U, v ∈ V, обладают следующими свойствами:
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(B.1) Для любых t ∈ [t0, ϑ], w(·) ∈ R
n, u ∈ U и v ∈ V множества F ∗(t, w(·), v), F∗(t, w(·), u)

являются непустыми выпуклыми компактами в R
n.

(B.2) Для любых фиксированных u ∈ U и v ∈ V многозначные отображения F ∗(t, w(·), v)
и F∗(t, w(·), u) полунепрерывны сверху по включению при изменении (t, w(·)) ∈ [t0, ϑ]× C.

(B.3) Существует число c > 0, для которого справедлива оценка

‖f‖ 6 c(1 + ‖w(·)‖C ), f ∈ F ∗(t, w(·), v) ∪ F∗(t, w(·), u),
(t, w(·)) ∈ [t0, ϑ]× C, u ∈ U, v ∈ V.

(B.4) Имеет место равенство

H(t, w(·), s) = sup
v∈V

min
f∈F ∗(t,w(·),v)

〈s, f〉 = inf
u∈U

max
f∈F∗(t,w(·),u)

〈s, f〉,

(t, w(·)) ∈ [t0, ϑ]× C, s ∈ R
n.

Отметим (см. [10, с. 83]), что в силу (A.1)–(A.4) эти условия выполнены, например, для

U = V = R
n,

F ∗(t, w(·), v) =
{
f ∈ R

n : ‖f‖ 6
√
2a(1 + ‖w(·)‖C ), 〈f, v〉 > H(t, w(·), v)

}
,

F
∗
(t, w(·), u) =

{
f ∈ R

n : ‖f‖ 6
√
2a(1 + ‖w(·)‖C ), 〈f, u〉 6 H(t, w(·), u)

}
.

Пусть (t, w(·)) ∈ [t0, ϑ] × C, u ∈ U и v ∈ V. Рассмотрим дифференциальное включение с
запаздыванием

ẋ(τ) ∈ F ∗(τ, xτ (·), v), τ ∈ [t, ϑ], (1.3)

при начальном условии

x(τ) = w(τ − t), τ ∈ [t− h, t]. (1.4)

Здесь по-прежнему xτ (ξ) = x(τ + ξ), ξ ∈ [−h, 0]. Под решением задачи (1.3), (1.4) понимаем
функцию x(·) ∈ C([t−h, ϑ],Rn), которая при τ ∈ [t−h, t] удовлетворяет равенству (1.4), а при
τ ∈ [t, ϑ] является абсолютно непрерывной и почти всюду удовлетворяет соотношению (1.3).
Множество всех решений задачи (1.3), (1.4) обозначим через X∗(t, w(·), v). Соответственно
через X∗(t, w(·), u) ⊂ C([t − h, ϑ],Rn) обозначаем множество удовлетворяющих условию (1.4)
решений дифференциального включения

ẋ(τ) ∈ F∗(τ, xτ (·), u), τ ∈ [t, ϑ]. (1.5)

Отметим, что в силу свойств (B.1)–(B.3) множества X∗(t, w(·), v) и X∗(t, w(·), u) являются
непустыми компактами в C([t− h, ϑ],Rn) (см., например, [10, теорема P2.1]).

Из результатов [10] (см. теорему 7.1 с учетом утверждения 10.1) следует, что при условиях
(A.1)–(A.4) задача Коши (1.1), (1.2) имеет единственное минимаксное решение — непрерывный
функционал ϕ : [t0, ϑ]× C → R

n, удовлетворяющий краевому условию (1.2) и неравенствам

sup
(t,w(·),v,τ)

min
x(·)

(
ϕ(τ, xτ (·))− ϕ(t, w(·))

)
6 0,

inf
(t,w(·),u,τ)

max
y(·)

(
ϕ(τ, yτ (·))− ϕ(t, w(·))

)
> 0,

(1.6)

(t, w(·)) ∈ [t0, ϑ)× C, u ∈ U, v ∈ V, τ ∈ (t, ϑ], x(·) ∈ X∗(t, w(·), v), y(·) ∈ X∗(t, w(·), u),

каковы бы ни были удовлетворяющие условиям (B.1)–(B.4) отображения F ∗ и F∗, определяю-
щие множества X∗(t, w(·), v) и X∗(t, w(·), u). Это решение непрерывно зависит [10, теорема 9.1]
от изменения функционалов H, σ и в точках коинвариантной дифференцируемости удовле-
творяет [10, утверждение 4.2] уравнению (1.1).
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Следуя [19], аппроксимируем дифференциальные включения с запаздыванием (1.3)–(1.5)
при помощи обыкновенных дифференциальных включений. Зафиксируем m ∈ N. Обозначим

n = n(m+ 1), R
n = R

n × R
n × . . . × R

n

︸ ︷︷ ︸
(m+1)-раз

.

Всюду далее элементы пространства R
n будем выделять жирным шрифтом. Пусть ∆h = h/m,

y = (y0, y1, . . . , ym) ∈ R
n, Sm[y](·) ∈ C — линейный сплайн на отрезке [−h, 0] с узлами в точках

−i∆h и значениями Sm[y](−i∆h) = yi, i = 0,m. Рассмотрим дифференциальные включения

ẏ0(τ) ∈ F ∗
(
τ,Sm[y(τ)](·), v

)
, ẏi(τ) = (yi−1(τ)− yi(τ))/∆h, i = 1,m, τ ∈ [t, ϑ], (1.7)

ẏ0(τ) ∈ F∗

(
τ,Sm[y(τ)](·), u

)
, ẏi(τ) = (yi−1(τ)− yi(τ))/∆h, i = 1,m, τ ∈ [t, ϑ], (1.8)

при начальном условии

yi(t) = w(−i∆h), i = 0,m. (1.9)

Обозначим через F∗(t,y, v) (через F∗(t,y, u)) множество векторов f = (f0, f1, . . . , fm) ∈ R
n

таких, что f0 ∈ F ∗(t,Sm[y](·), v) (соответственно, f0 ∈ F∗(t,Sm[y](·), u)) и fi = (yi−1 − yi)/∆h,
i = 1,m. Положим

wi = w(−i∆h), i = 0,m, w = (w0, w1, . . . , wm). (1.10)

Тогда соотношения (1.7)–(1.9) можно переписать в виде

ẏ(τ) ∈ F∗(τ,y(τ), v), τ ∈ [t, ϑ], (1.11)

ẏ(τ) ∈ F∗(τ,y(τ), u), τ ∈ [t, ϑ], (1.12)

y(t) = w. (1.13)

В силу условия (B.4) имеют место равенства

sup
v∈V

min
f∈F∗(t,w,v)

〈s, f〉 = inf
u∈U

max
f∈F∗(t,w,u)

〈s, f〉 = H(t,Sm[w](·), s0) +
m∑

i=1

〈si, (wi−1 − wi)/∆h〉,

(t,w) ∈ [t0, ϑ]× R
n, s = (s0, s1, . . . , sm) ∈ R

n.

Более того, в силу условий (B.1)–(B.3) многозначные отображения F∗ = F∗(t,w, v) ⊂ R
n,

F∗ = F∗(t,w, u) ⊂ R
n, (t,w) ∈ [t0, ϑ]× R

n, u ∈ U, v ∈ V, удовлетворяют всем дополнительным
свойствам, необходимым для того, чтобы в согласии с [6, с. 19] их можно было использовать
для определения минимаксного решения следующей задачи Коши для обычного уравнения
Гамильтона — Якоби с частными производными

∂ϕm

∂t
(t,w) +H

(
t,Sm[w](·), ∂ϕm

∂w0
(t,w)

)
+

m∑

i=1

〈∂ϕm

∂wi
(t,w),

wi−1 − wi

∆h

〉
= 0, (t,w) ∈ (t0, ϑ)×R

n,

ϕm(ϑ,w) = σ(Sm[w](·)), w ∈ R
n. (1.14)

Здесь искомой является функция ϕm(t,w) = ϕm(t, w0, w1, . . . , wm), через ∂ϕm

∂wi
(t,w) обозна-

чен градиент этой функции по переменной wi.

Положим

Hm(t,w, s) = H(t,Sm[w](·), s0) +
m∑

i=1

〈si, (wi−1 − wi)/∆h〉, σm(w) = σ(Sm[w](·)),

(t,w) ∈ [t0, ϑ]× R
n, s ∈ R

n.

(1.15)
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Тогда задачу (1.14) можно переписать в стандартном виде:

∂ϕm

∂t
(t,w) +Hm

(
t,w,

∂ϕm

∂w
(t,w)

)
= 0, (t,w) ∈ (t0, ϑ)× R

n, (1.16)

ϕm(ϑ,w) = σm(w), w ∈ R
n. (1.17)

В силу требований (A.1)–(A.4) функции Hm и σm удовлетворяют всем условиям, при которых
задача Коши (1.16), (1.17) имеет единственное минимаксное решение [6, теорема 3.1]. Это ре-
шение является непрерывной функцией ϕm : [t0, ϑ]×R

n → R, которая удовлетворяет краевому
условию (1.17) и неравенствам

sup
(t,w,v,τ)

min
x(·)

(
ϕm(τ,x(τ)) − ϕm(t,w)

)
6 0,

inf
(t,w,u,τ)

max
y(·)

(
ϕm(τ,y(τ)) − ϕm(t,w)

)
> 0,

(1.18)

(t,w) ∈ [t0, ϑ)× R
n, u ∈ U, v ∈ V, τ ∈ (t, ϑ], x(·) ∈ Y∗(t,w, v), y(·) ∈ Y∗(t,w, u),

где через Y∗(t,w, v) и Y∗(t,w, u) обозначены соответственно множества решений дифферен-
циальных включений (1.11) и (1.12) при условии (1.13). Отметим, что множества Y∗(t,w, v) и
Y∗(t,w, u) являются непустыми компактами в C([t, ϑ],Rn) (см., например, [6, теорема П3]).

Имеет место

Теорема. Пусть выполнены условия (A.1)–(A.4), ϕ и ϕm, m ∈ N, — минимаксные решения

задач (1.1), (1.2) и (1.16), (1.17) соответственно. Тогда для любого компакта W0 ⊂ C и любого

числа ε > 0 найдется такое число M > 0, что для любых (t, w(·)) ∈ [t0, ϑ]×W0 при условии

m > M будет справедливо неравенство

|ϕ(t, w(·)) − ϕm(t,w)| 6 ε,

где вектор w ∈ R
n определяется по функции w(·) в согласии с соотношениями (1.10).

2. Доказательство теоремы

Доказательство проводится по схеме из [6, лемма 3.8; 10, теорема 7.1]. Зафиксируем ком-
пакт W0 ⊂ C и отображения F ∗, F∗, удовлетворяющие условиям (B.1)–(B.4). Обозначим

R0 = sup
{
‖w(·)‖C : w(·) ∈ W0

}
,

ω0(δ) = sup
{
‖w(ξ) − w(η)‖ : w(·) ∈ W0, |ξ − η| 6 δ, ξ, η ∈ [−h, 0]

}
, δ > 0,

и, взяв константу c из условия (B.3), положим

R1 = (1 +R0)e
c(ϑ−t0) − 1, ω1(δ) = ω0(δ) + c(1 +R1)δ, δ > 0.

Определим компакт

X0 =
{
x(·) ∈ C([t0 − h, ϑ],Rn) : ‖x(t)‖ 6 R1, ‖x(t)− x(τ)‖ 6 ω1(|t− τ |), t, τ ∈ [t0 − h, ϑ]

}
.

Пусть m ∈ N, y(·) ∈ X0 и t ∈ [t0, ϑ]. Рассмотрим решения yi(·), i = 0,m, системы

y0(τ) = y(τ), ẏi(τ) = (yi−1(τ)− yi(τ))/∆h, τ ∈ [t, ϑ], yi(t) = y(t− i∆h), i = 1,m. (2.1)

Обозначим y(τ | t, y(·)) = (y0(τ), y1(τ), . . . , ym(τ)) ∈ R
n, τ ∈ [t, ϑ]. В силу [19, лемма 1] имеем

‖Sm

[
y(τ | t, y(·))

]
(·)‖C = max

i=0,m
‖yi(τ)‖ 6 max

ξ∈[t−h,τ ]
‖y(ξ)‖, τ ∈ [t, ϑ]. (2.2)
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Согласно [19, лемма 3] найдется такой компакт W1 ⊂ C, что для любых m ∈ N, y(·) ∈ X0

и t ∈ [t0, ϑ] будут справедливы включения Sm[y(τ | t, y(·))](·) ∈ W1, yτ (·) ∈ W1, τ ∈ [t, ϑ].
Зафиксируем число ε > 0. В силу условия (A.1) выберем число ζ > 0 так, чтобы для любых

w(·), z(·) ∈ W1, удовлетворяющих неравенству ‖w(·) − z(·)‖C 6 ζ, выполнялась оценка

|σ(w(·)) − σ(z(·))| 6 ε. (2.3)

В согласии с условием (A.4) определим число λ1 = λ(W1) и положим

α = ζ2/
(
8(ϑ − t0)e

2λ1(ϑ−t0)
)
> 0. (2.4)

Опираясь на [19, теорема 2], выберем число M > 0 так, чтобы для любых m ∈ N, y(·) ∈ X0 и
t ∈ [t0, ϑ] при m > M выполнялось неравенство

‖Sm

[
y(τ | t, y(·))

]
(·)− yτ (·)‖C 6 min

{
ζ/2, α/(4λ1R0)

}
, τ ∈ [t, ϑ]. (2.5)

Покажем, что выбранное число M удовлетворяет утверждению теоремы.
Зафиксируем m ∈ N, m > M и (t, w(·)) ∈ [t0, ϑ] × W0. Пусть ϕ — минимаксное реше-

ние задачи (1.1), (1.2), ϕm — минимаксное решение задачи (1.16), (1.17), w ∈ R
n — вектор,

определенный согласно (1.10). Покажем, что

ϕm(t,w)− ϕ(t, w(·)) 6 ε. (2.6)

Неравенство ϕ(t, w(·)) − ϕm(t,w) 6 ε проверяется аналогично с понятными изменениями.
Обозначим через X1 множество функций x(·) ∈ C([t0 − h, ϑ],Rn), которые являются абсо-

лютно непрерывными на [t, ϑ] и удовлетворяют соотношениям

x(τ) = w(−h), τ ∈ [t0 − h, t− h], x(τ) = w(τ − t), τ ∈ [t− h, t],

‖ẋ(τ)‖ 6 c(1 + max
ξ∈[t−h,τ ]

‖x(ξ)‖) при п.в. τ ∈ [t, ϑ].

Множество X1 компактно в C([t0−h, ϑ],Rn) (см., например, [10, теорема P2.1]) и выполняется
включение X1 ⊂ X0. Положим

Z =
{
(x(·), y(·)) ∈ X1 ×X1 :

〈s(τ), ṡ(τ)〉 6 λ1 max
ξ∈[t,τ ]

‖s(ξ)‖2 + α при п.в. τ ∈ [t, ϑ], s(τ) = y(τ)− x(τ)
}
,

L(τ) =
{
(x(·), y(·)) ∈ Z : ϕ(t, w(·)) > ϕ(τ, xτ (·)), ϕm(t,w) 6 ϕm

(
τ,y(τ | t, y(·))

)}
, τ ∈ [t, ϑ],

t◦ = max
{
τ ∈ [t, ϑ] : L(τ) 6= ∅

}
. (2.7)

Максимум в (2.7) достигается в силу компактности Z в C([t0 − h, ϑ],R2n), непрерывности ϕ
и ϕm и того факта, что из сходимости yk(·) → y(·) при k → ∞ в C([t0 − h, ϑ],Rn) следует
сходимость y(· | t, yk(·)) → y(· | t, y(·)) в C([t, ϑ],Rn).

Предположим, что t◦ = ϑ, т. е. L(ϑ) 6= ∅, и (x(·), y(·)) ∈ L(ϑ). Тогда, если учесть краевые
условия (1.2) и (1.17), имеем

ϕ(t, w(·)) > ϕ(ϑ, xϑ(·)) = σ(xϑ(·)), ϕm(t,w) 6 ϕm

(
ϑ,y(ϑ | t, y(·))

)
= σm

(
y(ϑ | t, y(·))

)
. (2.8)

Далее, опираясь на определение множества Z, лемму Беллмана — Гронуолла (см., например,
[20, с. 43, лемма 2.1]) и выбор (2.4) числа α, выводим

max
ξ∈[t,τ ]

‖y(ξ)− x(ξ)‖2 6 2α(ϑ − t)e2λ1(ϑ−t)
6 ζ2/4, τ ∈ [t, ϑ].
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Отсюда с учетом выбора (2.5) числа M получаем

‖xϑ(·)−Sm

[
y(ϑ | t, y(·))

]
(·)‖C 6 ‖xϑ(·)− yϑ(·)‖C + ‖yϑ(·)−Sm

[
y(ϑ | t, y(·))

]
(·)‖C 6 ζ.

После этого, принимая во внимание выбор (2.3) числа ζ и обозначения (1.15), заключаем

|σ(xϑ(·))− σm
(
y(ϑ | t, y(·))

)
| = |σ(xϑ(·)) − σ

(
Sm[y(ϑ | t, y(·))](·)

)
| 6 ε. (2.9)

Соотношения (2.8) и (2.9) доказывают неравенство (2.6). Таким образом, для доказатель-
ства теоремы осталось убедиться, что равенство t◦ = ϑ действительно выполняется.

Предположим от противного, что t◦ < ϑ. Пусть (x◦(·), y◦(·)) ∈ L(t◦). Обозначим w◦(·) =
x◦t◦(·), w◦ = y(t◦ | t, y◦(·)) и s◦(τ) = y◦(τ)− x◦(τ), τ ∈ [t, ϑ].

Опираясь на свойство (B.4), выберем v◦ ∈ V и u◦ ∈ U так, чтобы для любых f∗ ∈
F ∗(t◦, w◦(·), v◦) и f∗ ∈ F∗(t

◦,Sm[w◦](·), u◦) выполнялись неравенства

H(t◦, w◦(·), s◦(t◦)) 6 〈s◦(t◦), f∗〉+ α/8, H(t◦,Sm[w◦](·), s◦(t◦)) > 〈s◦(t◦), f∗〉 − α/8. (2.10)

Обозначим через X̂∗ множество таких функций x(·) ∈ C([t0 − h, ϑ],Rn), что x(τ) = x◦(τ)
при τ ∈ [t0 − h, t◦ − h] и x(τ) = x̂(τ) при τ ∈ [t◦ − h, ϑ], где x̂(·) ∈ X∗(t◦, w◦(·), v◦). В
силу (B.3) справедливо включение X̂∗ ⊂ X1. Через Ŷ∗ обозначим множество таких функ-
ций y(·) ∈ C([t0 − h, ϑ],Rn), что y(τ) = y◦(τ) при τ ∈ [t0 − h, t◦] и существует функция
ŷ(·) = (ŷ0(·), ŷ1(·), . . . , ŷm(·)) ∈ Y∗(t

◦,w◦, u◦), для которой y(τ) = ŷ0(τ) при τ ∈ [t◦, ϑ]. Тогда в
силу связи включений (1.8), (1.12) и системы (2.1) имеем ŷ(τ) = y(τ | t, y(·)) при τ ∈ [t◦, ϑ],
откуда с учетом условия (B.3) и неравенства (2.2) получаем Ŷ∗ ⊂ X1.

Для любого y(·) ∈ Ŷ∗ в силу соотношений (2.1) и (2.2) выводим

‖Sm[y(τ | t, y(·))](·) −Sm[y(t◦ | t, y(·))](·)‖C 6 ω1(τ − t◦) + 2R1(τ − t◦)/∆h, τ ∈ [t◦, ϑ].

Учитывая это вместе с условиями (A.1), (B.2) и (B.3), из (2.10) получаем, что существует
τ◦ ∈ (t◦, ϑ] такое, что для любых x(·) ∈ X̂∗ и y(·) ∈ Ŷ∗ при почти всех τ ∈ [t◦, τ◦] выполняются
неравенства

H(τ, xτ (·), s(τ)) 6 〈ẋ(τ), s(τ)〉 + α/4, H
(
τ,Sm

[
y(τ | t, y(·))

]
(·), s(τ)

)
> 〈ẏ(τ), s(τ)〉 − α/4,

где s(τ) = y(τ)− x(τ), а стало быть, справедлива оценка

〈s(τ), ṡ(τ)〉 6 H
(
τ,Sm[y(τ | t, y(·))](·), s(τ)

)
−H(τ, xτ (·), s(τ)) + α/2.

Поскольку x(·), y(·) ∈ X0, то при τ ∈ [t◦, τ◦] имеем xτ (·) ∈ W1, Sm[y(τ | t, y(·))](·) ∈ W1 и,
далее, в согласии с условием (A.4) и выбором (2.5) числа M выводим

H
(
τ,Sm

[
y(τ | t, y(·))

]
(·), s(τ)

)
−H(τ, xτ (·), s(τ)) 6 λ1‖s(τ)‖‖Sm

[
y(τ | t, y(·))

]
(·)− xτ (·)‖C

6 λ12R1‖Sm

[
y(τ | t, y(·))

]
(·) − yτ (·)‖C + λ1‖s(τ)‖‖yτ (·)− xτ (·)‖C 6 α/2 + λ1 max

ξ∈[t,τ ]
‖s(ξ)‖2.

Таким образом, для любых x(·) ∈ X̂∗ и y(·) ∈ Ŷ∗ при почти всех τ ∈ [t◦, τ◦] верна оценка

〈s(τ), ṡ(τ)〉 6 λ1 max
ξ∈[t,τ ]

‖s(ξ)‖2 + α.

Более того, так как s(τ) = s◦(τ) = y◦(τ) − x◦(τ) при τ ∈ [t, t◦] и (x◦(·), y◦(·)) ∈ Z, эта оценка
выполняется при почти всех τ ∈ [t, τ◦].

Опираясь на первое из неравенств в (1.6) и второе из неравенств в (1.18), в согласии с
определениями множеств X̂∗ и Ŷ∗ заключаем, что найдутся такие функции x∗(·) ∈ X̂∗ и y∗(·) ∈
Ŷ∗, для которых будут справедливы неравенства

ϕ(t◦, w◦(·)) > ϕ(τ◦, x∗τ◦(·)), ϕm(t◦,w◦) 6 ϕm

(
τ◦,y(τ◦ | t, y∗(·))

)
. (2.11)
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Положим

(x̃(τ), ỹ(τ)) =




(x∗(τ), y∗(τ)), если τ ∈ [t0 − h, τ◦],

(x∗(τ◦), y∗(τ
◦)), если τ ∈ (τ◦, ϑ].

Тогда (x̃(·), ỹ(·)) ∈ Z. Кроме того, так как по построению x̃(τ) = x◦(τ) и ỹ(τ) = y◦(τ) при
τ ∈ [t0 − h, t◦], в силу включения (x◦(·), y◦(·)) ∈ L(t◦) и неравенств (2.11) имеем

ϕ(t, w(·)) > ϕ(t◦, w◦(·)) > ϕ(τ◦, x̃τ◦(·)), ϕm(t,w) 6 ϕm(t◦,w◦) 6 ϕm

(
τ◦,y(τ◦ | t, ỹ(·))

)
.

Таким образом, заключаем (x̃(·), ỹ(·)) ∈ L(τ◦), что противоречит определению (2.7) числа t◦.

Теорема доказана.
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