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В работе исследуются необходимые условия оптимальности в задачах управления на бесконечном про-
межутке. В качестве критерия оптимальности выбран обгоняющий критерий (overtaking optimality). В
предположении, что все градиенты платежной функции ограничены, для сопряженной переменной по-
строено необходимое для оптимальности условие в терминах предельных точек градиентов ∂J

∂x
(ξ, 0; ũ, T )

при ξ → x̃(0), T → ∞. В случае непрерывности на бесконечности градиента платежной функции вдоль
оптимальной траектории (единственности такой предельной точки) это условие, дополняя систему прин-
ципа максимума до полной системы соотношений, выделяет единственное решение. Показано, что при
этом сопряженная переменная данного решения может быть явно выписана с помощью формулы (типа
Коши), предложенной ранее в работах А.М.Асеева и А. В.Кряжимского. Также показано, что найден-
ное решение автоматически удовлетворяет еще одному условию (уже на гамильтониан), предложенному
недавно А.О.Беляковым для поиска оптимальных в смысле обгоняющего критерия решений. Отмечено,
что в случае более слабого требования — существования предела ∂J

∂x
(x̃(0), 0; ũ, T ) при T → ∞ — формула

типа Коши может оказаться несовместной с условием максимизации гамильтониана, а значит и с прин-
ципом максимума Понтрягина. Ключевая идея доказательства — применение в рамках схемы Халкина
теоремы о сходимости субдифференциалов для последовательности равномерно сходящихся функций.
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D. V.Khlopin. On necessary limit gradients in control problems with infinite horizon.

We study necessary optimality conditions in control problems with infinite horizon and an overtaking
optimality criterion. Under the assumption that all gradients of the payoff function are bounded, we construct a
necessary optimality condition for the adjoint variable in terms of the limit points of the gradients ∂J
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(ξ, 0; ũ, T )

as ξ → x̃(0), T → ∞. In the case when the gradient of the payoff function is continuous at infinity along an
optimal trajectory (the limit point is unique), this condition supplements the system of the maximum principle
to a complete system of relations and defines a unique solution. It is shown that the adjoint variable of this
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as T → ∞, a Cauchy type formula may be inconsistent with the Hamiltonian maximization condition and,
hence, with Pontryagin’s maximum principle. The key idea of the proof is the application of the theorem on
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Введение

Необходимые условия оптимальности для задач управления на бесконечном промежутке
в максимально общей постановке были доказаны Х. Халкиным в виде принципа максимума
Понтрягина в [1, § 4], но показанные соотношения не содержали какого-либо краевого условия
на бесконечности и не позволяли выделить единственное решение сопряженной системы.

В данной статье предлагается модификация предложенной Х. Халкиным общей схемы по-
строения необходимых условий оптимальности, при этом начальное значение сопряженной
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переменной описывается как предельный градиент платежной функции, а условие трансвер-
сальности напрямую следует из теорем о сходимости субдифференциалов. Для простоты из-
ложения в работе предполагается ограниченность градиентов платежной функции (что авто-
матически подразумевает также нормальность системы принципа максимума), а в качестве
критерия оптимальности принят обгоняющий критерий (overtaking optimality). При допол-
нительных предположениях на систему, а именно при непрерывности градиента платежной
функции от начального условия, показано, что указанное условие трансверсальности выделя-
ет единственное решение принципа максимума, т. е. дополняет систему принципа максимума
до полной системы соотношений.

Сама работа построена следующим образом. В первых двух разделах приведены поста-
новка задачи, соотношения принципа максимума и все необходимые определения, в том числе
из выпуклого анализа. В следующем разделе даны необходимые условия для критерия об-
гоняющей оптимальности в предположении ограниченности градиента платежной функции
(теорема 1) и точная формула для сопряженной переменной в предположении непрерывности
градиента платежной функции (теорема 2). Там же приведен пример, уточняющий примени-
мость этой формулы. Последний раздел посвящен доказательству теорем 1 и 2.

Сходные предположения исследовались также в работах [2; 3, §4; 4–7]. Показанные там
результаты не покрывают ни теоремы 1, ни теоремы 2.

Предварительная версия данной статьи была выложена в архиве библиотеки Корне́ллского
университета (см. [8]).

1. Базовые определения и постановки

Зафиксируем фазовое пространство исходной управляемой системы — некоторое конечно-

мерное евклидово пространство X
△
= R

m.
Рассмотрим задачу минимизации на бесконечном промежутке

l(b) +

∞
∫

0

f0(t, x, u) dt → min, (1.1a)

ẋ = f(t, x, u), u ∈ U, (1.1b)

x(0) ∈ C. (1.1c)

Здесь функции l, f0 скалярны; x — это фазовая переменная, принимающая значения в X,

а u — некоторый управляющий параметр из некоторого замкнутого подмножества U конеч-
номерного евклидового пространства. Обозначим через U множество всех ограниченных на
каждом компактном промежутке измеримых по Борелю отображений u : [0,∞) → U .

Мы будем предполагать выполненными следующие условия:

• C является замкнутым подмножеством в X;

• l — локально липшицевая скалярная функция от x ∈ X;

• для всякого u ∈ U функции [0,∞) × X ∋ (t, x) 7→ f(t, x, u(t)) ∈ X, [0,∞) × X ∋ (t, x) 7→
f0(t, x, u(t)) ∈ R вместе со своими производными по x измеримы по Борелю по t, локально
липшицевы по x и удовлетворяют условию подлинейного роста по x.

Теперь для любых допустимого управления u ∈ U , момента времени θ≥ 0 и начальной по-
зиции b ∈ X найдется решение y(b, θ, u; ·) системы (1.1b) с начальным условием x(θ) = b, можно
считать это решение заданным на всей полуоси [0,∞). Введем теперь скалярную функцию J

правилом:

J(b, θ;u, T )
△
=

T
∫

θ

f0
(

t, y(b, θ, u; t), u(t)
)

dt ∀b ∈ X, u ∈ U , θ ≥ 0, T > θ.
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Наложенных выше условий также достаточно, чтобы гарантировать как гладкость отображе-
ния J по x, так и принцип максимума Понтрягина [9, Theorem 5.2.1] для задачи минимиза-
ции J(b, θ;u, T ) на любом конечном промежутке времени [θ, T ] ⊂ [0,∞).

Пару (x, u) ∈ C([0,∞),X)×U назовем допустимым управляемым процессом, если x(0) ∈ C,
x(·) = y(x(0), 0, u; ·).

О п р е д е л е н и е 1 [10]. Назовем допустимый процесс (x̃, ũ) обгоняюще оптимальным
(overtaking optimal) для задачи (1.1a)–(1.1c), если для любого допустимого процесса (x, u)
выполнено

lim inf
T→∞

[

l(x(0)) − l(x̃(0)) +

T
∫

0

[f0(t, x(t), u(t)) − f0(t, x̃(t), ũ(t))] dt

]

≥ 0.

Всюду далее мы будем предполагать, что некоторый допустимый управляемый процесс (x̃, ũ)
является обгоняюще оптимальным для задачи (1.1a)–(1.1c). Для краткости мы также введем
для платежных функций и траекторий, порожденных управлением ũ, следующие обозначения:

J̃(b;T )
△
= J(b, 0; ũ, T ), ỹ(b;T )

△
= y(b, 0, ũ;T ) ∀T > 0, b ∈ X.

Нам понадобятся простейшие определения невыпуклого анализа [11]. Для всякой липши-
цевой функции g : X → R и точки ξ ∈ X через ∂̂g(ξ) будем обозначать субдифференциал
Фреше этой функции в точке ξ ∈ X; он состоит из всех градиентов h′(ξ) ∈ X

∗ по всем та-
ким дифференцируемым (по Фреше) функциям h : X → R ∪ {+∞}, что g(ξ) = h(ξ), а кроме
того, h(ξ′) ≤ g(ξ′) для всех ξ′ ∈ X. Предельный субдифференциал функции g в точке ξ, обо-
значаемый далее через ∂g(ξ), состоит из всех таких элементов ζ ∈ X

∗, что для некоторых
последовательностей элементов yn ∈ X, ζn ∈ ∂̂g(yn) выполнено

yn → ξ, ζn → ζ, g(yn) → g(ξ).

Обозначим также через NC(ξ) предельный нормальный конус множества C в точке ξ.

2. Принцип максимума Понтрягина и его краевые условия

Зададим функцию Гамильтона — Понтрягина H : X× X
∗ × U × [0,∞)2 7→ R правилом

H(x, ψ, u, λ, t)
△
= ψf

(

t, x, u
)

− λf0
(

t, x, u
)

∀(x, ψ, u, λ, t) ∈ X× X
∗ × U × [0,∞)2.

Нам понадобятся соотношения принципа максимума Понтрягина:

ẋ(t) = f
(

t, x(t), ũ(t)
)

; (2.1a)

−ψ̇(t) =
∂H

∂x

(

x(t), ψ(t), ũ(t), λ, t
)

; (2.1b)

sup
u′∈U

H
(

x(t), ψ(t), u′, λ, t
)

= H
(

x(t), ψ(t), ũ(t), λ, t
)

. (2.1c)

Как следует из [1], для всякого обгоняюще оптимального процесса найдется нетривиальное
решение принципа максимума Понтрягина (2.1a)–(2.1c). Тем не менее в этой системе необходи-
мых для оптимальности соотношений не хватает еще одного краевого условия на сопряженную
переменную, соответствующего условию трансверсальности на бесконечности. Такое условие
можно построить, в частности, в случае, если известна функция цены (см., например, [12–14]).
Еше один подход связан с использованием подходящих соболевских пространств (см. напри-
мер, [7;15]). В отличие от этих работ, полученное в данной работе условие трансверсальности
опирается на следующее определение.
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О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что нетривиальное решение (x̃, ψ̃, λ̃) системы
(2.1a)–(2.1b) является точным предельным, если для некоторых последовательностей yn ∈
X, tn≥ 0, λn > 0 выполнено

tn → ∞, yn → x̃(0), λn → λ̃,

−λn
∂J̃

∂x
(yn; tn) → ψ̃(0), J̃(yn; tn)− J̃(x̃(0); tn) → 0. (2.2)

Как показано в [6, Proposition 2.1] всякому слабо равномерно обгоняюще оптимальному [10]
для задачи (1.1a)–(1.1c) процессу (x̃, ũ) соответствует точное предельное решение (ψ̃, λ̃) прин-
ципа максимума Понтрягина (2.1a)–(2.1c) с λ̃ ∈ {0, 1}. В данной работе мы перенесем полу-
ченный в [6, Proposition 2.1] результат на обгоняющий критерий оптимальности. Отметим, что
ни слабо равномерно обгоняющий критерий [10], ни обгоняющий критерий не вкладываются
друг в друга.

Принципиальной сложностью для получения в задачах управления на бесконечном про-
межутке дополнительных условий, условий трансверсальности, является необходимость на-
хождения для сопряженной системы такой асимптотики, что была бы выполнена хотя бы для
одного, но и не для континуального числа решений. Отметим, что точных предельных решений
может быть в общем случае и континуум, следовательно дополнительное требование точного
предельного решения принципа максимума не гарантирует полной системы соотношений. Тем
не менее в ряде задач удается найти условие, выделяющее каждому оптимальному процессу
в точности одно решение сопряженной системы. Для того чтобы выразить это решение явно,
нам понадобится формула Коши для сопряженной системы.

Обозначим через L линейное пространство всех действительнозначных m×m матриц; здесь
m = dim X. Всякому вектору ξ ∈ X соответствует решение A(ξ; · ) ∈ C([0,∞),L) задачи Коши

dA(ξ; t)

dt
=
∂f

∂x

(

ỹ(ξ; t), ũ(t)
)

A(ξ; t), A(ξ; 0) = 1L. (2.3)

Теперь для всех ξ ∈ X, T ≥ 0 выполнено

∂ỹ

∂x
(ξ;T ) = A(ξ;T ),

∂J̃

∂x
(ξ;T ) =

T
∫

0

∂f0

∂x

(

t, ỹ(ξ; t), ũ(t)
)

A(ξ; t) dt, (2.4)

и у каждого положительного λ соответствующее ему решение (x, ψ) системы (2.1a)–(2.1b)
удовлетворяет формуле Коши:

ψ(t)A(x(0); t) − ψ(0) = λ
∂J̃

∂x
(x(0); t) ∀t ≥ 0. (2.5)

В работах [2;3] а затем [4;7;16] найден ряд предположений на асимптотики функций f, f0, J
и их производных, при выполнении которых решение принципа максимума однозначно (по
(x̃, ũ)) восстанавливается правилами

−ψ̃(0) = lim
T→∞

∂J̃

∂x
(x̃(0);T ) =

∞
∫

0

∂f0

∂x

(

t, x̃(t), ũ(t)
)

A(x̃(0); t) dt, λ̃ = 1. (2.6)

Другие представления этого условия смотрите, например, в [5; 6].
Мы исследуем применимость условий (2.2),(2.6) в предположении лишь ограниченно-

сти
∂J̃

∂x
. Кроме того, на основе условия (2.6) мы покажем необходимость еще одного условия:

для всех u ∈ U и почти всех t ≥ 0

lim inf
T→∞

[

H
(

x̃(t),−
∂J

∂x
(x̃(t), t; ũ, T ), ũ(t), 1, t

)

−H
(

x̃(t),−
∂J

∂x
(x̃(t), t; ũ, T ), u, 1, t

)

]

≥ 0. (2.7)

Такое условие было предложено в [16] для поиска обгоняюще оптимального управления.
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3. Основной результат

Теорема 1. Пусть дан некоторый обгоняюще оптимальный для задачи (1.1a)–(1.1c)
процесс (x̃, ũ) такой, что для любой ограниченной окрестности Ξ точки x̃(0), для всех

T > 0, ξ ∈ Ξ градиенты
∂J̃

∂x
(ξ;T ) =

∂J

∂x
(ξ, 0; ũ, T ) равномерно ограничены.

Тогда существует точное предельное решение (x̃, ψ̃, 1) принципа максимума Понтряги-

на (2.1a)–(2.1c), для которого

ψ̃(0) ∈ ∂l(x̃(0)) +NC(x̃(0)). (3.1)

В частности, −ψ̃(0) является частичным пределом градиентов
∂J

∂x
(ξ, 0; ũ, T ) при ξ → x̃(0),

T → ∞.

Более того, при любом выборе неограниченно возрастающей последовательности момен-

тов времени tn найдется удовлетворяющее (3.1) точное предельное решение (x̃, ψ̃, 1) принци-

па максимума Понтрягина (2.1a)–(2.1c), для которого −ψ̃(0) является частичным пределом

градиентов
∂J

∂x
(ξ, 0; ũ, tn) при ξ → x̃(0), n → ∞.

Теорема 2. Пусть в условиях теоремы 1 также существует конечный предел

lim
ξ→x̃(0),T→∞

∂J

∂x
(ξ, 0; ũ, T ). (3.2)

Тогда несобственный интеграл в (2.6) сходится, а система соотношений (2.1a)–(2.1c),
(2.6) имеет в точности одно решение. Кроме того, это решение также удовлетворяет усло-

вию (2.7).

Доказательство этих утверждений вынесено в следующий раздел.

Покажем, что в общем случае условие (3.2) в теореме 2 отбросить нельзя. Для этого при-
ведем пример, в котором все отображения x 7→ J̃(x;T ) являются 1-липшицевыми, в точке x̃(0)
их градиенты по x сходятся, т. е. существует предел

lim
T→∞

∂J

∂x
(x̃(0), 0; ũ, T ), (3.3)

более того, условие (2.6) выделяет решение системы (2.1a)-(2.1b), но тем не менее это решение
не удовлетворяет условию максимума гамильтониана (2.1c).

В работе [17] рассмотрена задача управления

2
∫

1

1

2
sin(2x) dt +

∞
∫

2

[x

t
cos(tx)−

1

t2
sin(tx)

]

dt→ min,

ẋ = u1[0,1](t), u ∈ [−1, 1],

x(0) = 0,

в которой любой допустимый процесс (x, u) является обгоняюще оптимальным (а также сильно
оптимальным [10] и классическим оптимальным [18]), соответствующая любому управлению
платежная функция 1-липшицева по x, таким образом для всякого произвольного допустимого
процесса (x̃, ũ) все условия теоремы 1 выполнены.

При этом для обгоняюще оптимального процесса (x̃, ũ) ≡ 0 результат теоремы 2 не имеет

места, а именно
∂J

∂x
(x̃(0), 0; ũ, t) = 1 при t > 2 (в частности, выполнено и (3.3)), однако реше-

ние (x̃, ψ̃, 1) соотношений (2.1a)–(2.1c), удовлетворяющее начальному условию ψ̃(0) = −1, не
удовлетворяет соотношению (2.1c) на промежутке [0, 1].

Таким образом, как показывает построенный выше пример, в общем случае условие (3.2)
в теореме 2 отбросить или хотя бы ослабить до (3.3) нельзя.
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4. Доказательство теорем

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Поскольку для всякой ограниченной компактной
окрестности Ξ точки x̃(0) отображения

Ξ ∋ ξ 7→
∂J̃

∂x
(ξ;T ), Ξ ∋ ξ 7→

∂J̃

∂x
(ξ;T )−

∂J̃

∂x
(x̃(0);T ) ∀T > 0

равномерно (по T > 0) ограничены, то отображения Ξ ∋ ξ 7→ J̃(ξ;T ) − J̃(x̃(0);T )(∀T > 0)
равностепенно непрерывны. Поскольку при ξ = x̃(0) эти отображения обращаются в ноль, все
они также равномерно ограничены на каждом компакте. Отсюда, семейство этих отображений
на каждом компакте предкомпактно в равномерной метрике, т. е. семейство отображений {X ∋
ξ 7→ J̃(ξ;T )− J̃(x̃(0);T ) |T > 0} предкомпактно на X в компактно-открытой топологии.

Теперь выберем произвольную, неограниченно возрастающую последовательность поло-
жительных чисел tn. Проредив ее при необходимости, можно считать, что отображения
X ∋ ξ 7→ J̃(ξ; tn) − J̃(x̃(0); tn) равномерно на каждом компакте сходятся к некоторому ло-
кально липшицевому отображению.

Заметим, что для всех ξ ∈ X, T ≥ 0, tk > T выполнено

J̃(ξ;T ) = J̃(ξ, tk)− J(ỹ(ξ, T ), T ; ũ, tk). (4.1)

Поскольку для всех ξ ∈ X, t ≥ 0 найдется такое ξ1 = y(ξ, t, ũ; 0) ∈ X, что ξ = ỹ(ξ1, t), то имеем

J(ξ, t; ũ, tk)− J(x̃(t), t; ũ, tk) = J(ξ1, 0; ũ, tk)− J(ξ1, 0; ũ, t)− J(x̃(0), 0; ũ, tk) + J(x̃(0), 0; ũ, t)

= J̃(y(ξ, t, ũ; 0); tk)− J̃(x̃(0); tk)−
(

J̃(y(ξ, t, ũ; 0); t) − J̃(x̃(0); t)
)

;

тогда для любого положительного t в силу выбора последовательности моментов времени tk
существует предел

J∗(ξ, t)
△
= lim

k→∞

[

J(ξ, t; ũ, tk)− J(x̃(t), t; ũ, tk)
]

∀ξ ∈ X, (4.2)

и, из ограниченности и локальной липшицевости отображения ξ 7→ y(ξ, t, ũ; 0) следует также,
что этот предел равномерен на каждом компакте и является локально липшицевой функцией.

Кроме того, при любых ξ ∈ X, T > 0 для всех достаточно больших tk имеем равенство

J̃(ξ;T )− J̃(x̃(0);T )
(4.1)
= J̃(ξ; tk)− J(ỹ(ξ, T ), T ; ũ, tk)−

(

J̃(x̃(0); tk)− J(x̃(T ), T ; ũ, tk)
)

= J∗(ξ, 0) − J∗(ỹ(ξ, T ), T ).

Рассмотрим предельный субдифференциал ∂xJ∗(ξ; 0) отображений ξ 7→ J∗(ξ; 0). За-
метим, что, поскольку отображения ξ → J̃(ξ;T ) непрерывно дифференцируемы, из [11,
Proposition 1.107(ii)] в силу показанного выше имеем

∂xJ∗(ξ, 0) =
∂J̃

∂x
(ξ;T ) + ∂ξ

(

J∗(ỹ(ξ, T ), T )
)

∀ξ ∈ X, T > 0.

Напомним также, что отображения X ∋ ξ → ỹ(ξ;T ) непрерывно дифференцируемы, а их

производные
∂

∂x
ỹ(ξ;T ) = A(ξ;T ) являются сюрьективными операторами как решения линей-

ной сопряженной системы (2.3) с условием A(ξ; 0) = 1L. Отсюда, воспользовавшись цепным
правилом [11, Proposition 1.112(i)], получаем

∂xJ∗(ξ, 0) =
∂J̃

∂x
(ξ;T ) + ∂xJ∗(ỹ(ξ, T ), T )A(ξ;T ) ∀ξ ∈ X, T > 0. (4.3)
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Вернемся к задаче оптимизации. Напомним, что ũ — обгоняюще оптимальное решение, в
частности

lim inf
n→∞

[

l(b) + J(b, 0;u, tn)− J̃(x̃(0); tn)
]

≥ l(x̃(0)) ∀u ∈ U , b ∈ C.

Тогда это справедливо и для таких u ∈ U , что u|[tn,∞) = ũ|[tn,∞) при некотором n ∈ N, откуда

l(x̃(0)) ≤ lim inf
k→∞

[

l(b) + J(b, 0;u, tn) + J(ỹ(b; tn), tn; ũ, tk)− J̃(x̃(0); tk)
]

= l(b) + J(b, 0;u, tn)− J̃(x̃(0); tn) + J∗(ỹ(b; tn), tn)

при всех u ∈ U , b ∈ C, n ∈ N. Таким образом, для всякого n ∈ N оптимальное значение задачи

l(x(0)) +

tn
∫

0

[

f0
(

t, x(t), u(t)
)

− f0
(

t, x̃(t), ũ(t)
)]

dt+ J∗(x(tn), tn) → min

ẋ = f(t, x, u), u ∈ U,

x(0) ∈ C

не меньше l(x̃(0)). Следовательно, процесс (x̃, ũ) оптимален в такой задаче для всякого нату-
рального n.

Теперь для всякого n ∈ N по [9, Theorem 5.2.1] найдутся такие ψn ∈ C([0,∞),X∗), что
каждая тройка (x̃, ψn, 1) удовлетворяет почти всюду на [0, tn] принципу максимума Понтрягина
(2.1a)–(2.1c) с краевыми условиями

ψn(0) ∈ ∂l(x̃(0)) +NC(x̃(0)), (4.4)

−ψn(tn) ∈ ∂xJ∗(x̃(tn), tn). (4.5)

В частности, ψn как решение сопряженного уравнения (2.1b) удовлетворяет формуле Ко-
ши (2.5); далее, последовательно применяя (2.5),(4.5),(4.3), имеем

−ψn(0)
(2.5)
= −ψn(tn)A(x̃(0); tn) +

∂J̃

∂x
(x̃(0); tn) ∈ ∂xJ∗(x̃(tn), tn)A(x̃(0); tn) +

∂J̃

∂x
(x̃(0); tn)

(4.3)
= ∂xJ∗(x̃(0), 0) −

∂J̃

∂x
(x̃(0); tn) +

∂J̃

∂x
(x̃(0); tn) = ∂xJ∗(x̃(0), 0),

т. е. −ψn(0) ∈ ∂xJ∗(x̃(0), 0).
Поскольку J∗ локально липшицево по x, нами показана ограниченность векторов ψn(0).

Теперь, переходя при необходимости от последовательности моментов времени tn к их подпо-
следовательности, можно считать, что ψn(0) сходятся. Отсюда по теореме о непрерывной зави-
симости решений дифференциальных уравнений от начальных условий, последовательность
решений ψn сходится на [0,∞) к некоторому решению ψ̃ сопряженной системы (2.1b), причем
сходится равномерно на всяком компактном промежутке времени. Но тогда и тройка (x̃, ψ̃, 1)
удовлетворяет соотношениям (2.1a)–(2.1c) на всей полуоси [0,∞), более того, условие (3.1) для
ψ̃ следует из (4.4), а из −ψn(0) ∈ ∂xJ∗(x̃(0), 0) мы имеем −ψ̃(0) ∈ ∂xJ∗(x̃(0), 0).

Осталось показать, что (x̃, ψ̃, 1) является точным предельным решением системы
(2.1a)–(2.1b). Напомним, что J∗(ξ; 0) является равномерным в каждой компактной окрестности
точки x̃(0) пределом последовательности отображений ξ 7→ J̃(ξ; tn)− J̃(x̃(0); tn). Как показано
в [19, Theorem 6.1(ii)], тогда каждый элемент субдифференциала Фреше ∂̂xJ∗(z, 0) (для всех

z ∈ X) может быть представлен в виде предела градиентов
∂J̃

∂x
(ξi; tn(i)) =

∂J

∂x
(ξi, 0; ũ, tn(i)) для

некоторых последовательностей ξi → z, n(i) → ∞. В силу определения предельного субдиф-
ференциала всякий элемент из ∂xJ∗(z, 0) (для всех z ∈ X) также может быть представлен в
виде предела элементов из ∂̂xJ∗(ξi, 0) для некоторой сходящейся к z последовательности ξi,
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но тогда ко всякому элементу из ∂xJ∗(z, 0) сходятся градиенты
∂J̃

∂x
(ξi; tn(i)) =

∂J

∂x
(ξi, 0; ũ, tn(i))

для некоторых последовательностей ξi → z, n(i) → ∞. В силу −ψ̃(0) ∈ ∂xJ∗(x̃(0), 0) най-
дутся некоторая сходящаяся к x̃(0) последовательность ξi и неограниченно возрастающая

последовательность натуральных чисел n(i), для которых −ψ∗(0) = limi→∞

∂J

∂x
(ξi, 0; tn(i)).

Теперь осталось лишь заметить, что за счет общей константы Липшица у отображений
Ξ ∋ ξ 7→ J̃(ξ; t) в любой ограниченной области Ξ ⊂ X из ‖ξi − x̃(0)‖ → 0 автоматически
следует |J(ξi, 0; ũ, tn(i)) − J(x̃(0), 0; ũ, tn(i))| → 0. Таким образом тройка (x̃, ψ̃, 1) является точ-
ным предельным решением максимума Понтрягина, что и требовалось. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Сходимость несобственного интеграла в (2.6) следует
непосредственно из (2.4) и (3.2). По доказанной теореме 1 для всякой неограниченно возраста-
ющей последовательности моментов времени tn мы найдем решение (x̃, ψ̃, 1) принципа макси-

мума (2.1a)–(2.1c), для которого −ψ̃(0) является частичным пределом градиентов
∂J̃

∂x
(ξn; tn)

для некоторой сходящейся к x̃(0) последовательности векторов ξn. Тогда из (3.2) −ψ̃(0) яв-

ляется пределом градиентов
∂J̃

∂x
(x̃(0); t) при t → ∞, в частности не зависит от выбора tn.

Теперь из (2.4) следует, что (2.6) выполнено для (x̃, ψ̃, 1). При этом равенство (2.1c) имеет ме-
сто для всех неотрицательных t, кроме некоторого нулевого (возможно пустого) подмножества
N ⊂ [0,∞). Зафиксируем это множество.

Покажем условие (2.7). Пусть оно не имеет места. Тогда для некоторого τ ∈ [0,∞)\N , для
некоторого u ∈ P найдутся такие неограниченно возрастающая последовательность моментов
времени t′n и положительное число ε, что

H
(

x̃(τ),−
∂J

∂x
(x̃(τ), τ ; ũ, t′n), ũ(τ), 1, τ

)

≤ H
(

x̃(τ),−
∂J

∂x
(x̃(τ), τ ; ũ, t′n), u, 1, τ

)

− ε. (4.6)

Вновь перейдя к подпоследовательности, можно также считать, что при n → ∞ последо-

вательность градиентов
∂J

∂x
(x̃(0), 0; ũ, t′n) сходится, а отображения ξ 7→ J(0, ξ; ũ, t′n) сходятся

равномерно на всяком компакте.
Теперь по теореме 1 уже для моментов времени tn = t′n мы получаем ту же сопряжен-

ную переменную ψ̃, при этом −ψ̃(0) ∈ ∂xJ∗(x̃(0), 0) для заданного в (4.2) равномерного на
всяком компакте предела J∗. В силу [19, Theorem 6.1(ii)] любой элемент субдифференциа-

ла ∂xJ∗(x̃(0), 0) является частичным пределом градиентов
∂J

∂x
(ξn, 0; ũ, t

′
n) для некоторых схо-

дящихся к x̃(0) векторов ξn. Отсюда, благодаря (3.2), множество ∂xJ∗(x̃(0), 0) — синглетон,
но тогда синглетоном будет и ∂xJ∗(x̃(τ), τ) в силу показанного в условиях теоремы 1 равен-
ства (4.3).

Покажем теперь, что выполнено {−ψ̃(τ)} = ∂xJ∗(x̃(τ), τ). В силу невырожденности
A(x̃(0); τ) для этого достаточно показать −ψ̃(τ)A(x̃(0); τ) ∈ ∂xJ∗(x̃(τ), t)A(x̃(0); τ). Действи-
тельно, последовательно применяя (2.5), −ψ̃(0) ∈ ∂xJ∗(x̃(0), 0) и (4.3), имеем

−ψ̃(τ)A(x̃(0); τ)
(2.5)
= −ψ̃(0)−

∂J̃

∂x
(x̃(0); τ) ∈ ∂xJ∗(x̃(0), 0)−

∂J̃

∂x
(x̃(0); τ)

(4.3)
= ∂xJ∗(x̃(τ), τ)A(x̃(0); τ).

Теперь, вновь воспользовавшись [19, Theorem 6.1(ii)] для заведомо сходящейся последова-

тельности градиентов
∂J

∂x
(x̃(τ), τ ; ũ, t′n), мы получаем, что они сходятся к некоторому элементу

из ∂xJ∗(x̃(τ), τ), т. е. к −ψ̃(τ). Переходя к пределу в (4.6), мы имеем для так выбранного мо-
мента времени τ ∈ [0,∞) \N неравенство

H
(

x̃(τ), ũ(τ), ψ̃(τ), 1, τ
)

≤ H
(

x̃(τ), u, ψ̃(τ), 1, τ
)

− ε,

что противоречит выполненному на [0,∞) \N равенству (2.1c). Условие (2.7) показано. �
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