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Рассматривается пространство непрерывных многозначных отображений, определенных на локально

компактном пространстве T со счетной базой. Значениями этих отображений являются замкнутые, не

обязательно ограниченные множества из метрического пространства (X, d(·)), в котором замкнутые шары

являются компактами. Пространство (X, d(·)) локально компактно и сепарабельно. Пусть Y — счетное

плотное множество из X. Расстояние ρ(A,B) между множествами A,B из семейства CL(X) всех непустых,

замкнутых подмножеств из X определяется как

ρ(A,B) =
∞∑

i=1

1

2i
|d(yi, A)− d(yi, B)|

1 + |d(yi, A)− d(yi, B)|
,

где d(yi, A) — расстояние от точки yi ∈ Y до множества A. Это расстояние не зависит от выбора множе-

ства Y , и функция ρ(A,B) является метрикой на пространстве CL(X). Сходимость последовательности

множеств An, n ≥ 1, из метрического пространства (CL(X), ρ(·)) эквивалентна сходимости последова-

тельности An, n ≥ 1, по Куратовскому. Доказаны полнота и сепарабельность метрического пространства

(CL(X), ρ(·)) и даны необходимые и достаточные условия компактности множеств в этом пространстве.

Пространство C(T , CL(X)) всех непрерывных отображений из T в (CL(X), ρ(·)) наделено топологией рав-

номерной сходимости на компактах из T . Доказаны полнота, сепарабельность пространства C(T , CL(X))
и даны необходимые и достаточные условия компактности множеств в пространстве C(T , CL(X)). Эти

результаты переформулированы для пространства C(T, CCL(X)), где T = [0, 1], X — конечномерное ев-

клидово пространство и CCL(X) — пространство всех непустых, замкнутых выпуклых множеств из X

с метрикой ρ(·). Это пространство играет большую роль при изучении процессов выметания. Приведен

контрпример, показывающий существенность предположения компактности замкнутых шаров из X.

Ключевые слова: неграниченные множества, сходимость по Куратовскому, компактность.

A. A.Tolstonogov. Space of continuous set-valued mappings with closed unbounded values.

We consider a space of continuous multivalued mappings defined on a locally compact space T with countable

base. Values of these mappings are closed not necessarily bounded sets from a metric space (X, d(·)) in which

closed balls are compact. The space (X, d(·)) is locally compact and separable. Let Y be a dense countable set

from X. The distance ρ(A,B) between sets A and B from the family CL(X) of all nonempty closed subsets

of X is defined as

ρ(A,B) =
∞∑

i=1

1

2i
|d(yi, A)− d(yi, B)|

1 + |d(yi, A)− d(yi, B)|
,

where d(yi, A) is the distance from a point yi ∈ Y to the set A. This distance is independent of the choice of the

set Y , and the function ρ(A,B) is a metric on the space CL(X). The convergence of a sequence of sets An, n ≥ 1,
from the metric space (CL(X), ρ(·)) is equivalent to the Kuratowski convergence of this sequence. We prove the

completeness and separability of the space (CL(X), ρ(·)) and give necessary and sufficient conditions for the

compactness of sets in this space. The space C(T , CL(X)) of all continuous mappings from T to (CL(X), ρ(·))
is endowed with the topology of uniform convergence on compact sets from T . We prove the completeness

and separability of the space C(T , CL(X)) and give necessary and sufficient conditions for the compactness

of sets in this space. These results are reformulated for the space C(T,CCL(X)), where T = [0, 1], X is a

finite-dimensional Euclidean space, and CCL(X) is the space of all nonempty closed convex sets from X with

the metric ρ(·). This space plays a crucial role in the study of sweeping processes. A counterexample showing

the significance of the assumption of the compactness of closed balls from X is given.
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1. Введение

Пусть (X, d(·)) — метрическое пространство, в котором замкнутые шары компактны. Оче-
видно, что X является локально компактным и сепарабельным. Примером пространства X яв-
ляется конечномерное пространство. Обозначим через CL(X) совокупность всех непустых, за-
мкнутых множеств из X. Пусть {yi, i ≥ 1}⊂X — счетное плотное множество. Для A,B∈CL(X)
положим

ρ(A,B) =
∞∑

i=1

1

2i
|d(yi, A)− d(yi, B)|

1 + |d(yi, A) − d(yi, B)|
, (1.1)

где d(yi, A) — расстояние от точки yi до множества A. Функция ρ(·, ·), определенная равен-
ством (1.1), является метрикой на пространстве CL(X). В дальнейшем считаем, что про-
странство CL(X) наделено метрикой ρ(·, ·). Мы доказываем полноту, сепарабельность про-
странства CL(X) и даем необходимые и достаточные условия компактности множеств в этом
пространстве.

Пусть T — локально компактное пространство со счетной базой. Примером такого про-
странства является числовая прямая R. Обозначим через Cc(T,CL(X)) пространство всех
непрерывных отображений из T в CL(X), наделенное топологией равномерной сходимости на
компактах из T . Для этого пространства мы доказываем полноту, сепарабельность и форму-
лируем необходимые и достаточные условия компактности множеств в Cc(T,CL(X)).

Дана конкретизация полученных результатов к пространствам CL(E), CCL(E) и
Cc(T,CL(E)), Cc(T,CCL(E)), где E — конечномерное евклидово пространство, CCL(E) —
совокупность всех непустых, выпуклых и замкнутых подмножеств из E, а T = [0, 1] — отрезок
числовой прямой.

Изучение вопросов, затронутых в статье, не только представляет самостоятельный инте-
рес, но и вызвано потребностями исследования управляемых процессов выметания (sweeping
process) [1; 2].

Пространству всех замкнутых подмножеств 2X , включая пустое множество, топологиче-
ского пространства X и различным топологиям на нем посвящено огромное количество ра-
бот. Наиболее распространенные топологии на этом пространстве и его свойства приведены
в [3]. Пространство непустых замкнутых подмножеств CL(X) топологического пространства X
обычно рассматривают как подмножество пространства 2X с индуцированной топологией. Но,
как правило, пространство CL(X) не наследует, кроме, быть может, сепарабельности, основ-
ных свойств пространства 2X . Пространству CL(X) подмножеств из метрического простран-
ства X посвящено ограниченное число исследований. Среди последних следует отметить ра-
боты [4; 5], в которых изучались вопросы полноты и сепарабельности этого пространства при
наделении его соответствующей метрикой. В настоящей работе дается полное изложение ре-
зультатов, анонсированных в публикации [6].

2. Основные обозначения, определения и вспомогательные результаты

В этом разделе, если не оговорено противное, (X, d(·)) — сепарабельное метрическое про-
странство, Xs ⊂ X — счетное плотное множество с элементами yi, i ≥ 1, CL(X) — сово-
купность всех непустых замкнутых множеств из X. Пространство CL(X) наделено метри-
кой ρ(·, ·), определенной по формуле (1.1).

Пусть C(X) — пространство непрерывных числовых функций. Через Cp(X), Cps(X) и
Cc(X) мы обозначаем пространство C(X), наделенное топологией поточечной сходимости, то-
пологией поточечной сходимости на счетном плотном множестве Xs и топологией равномер-
ной сходимости на компактах из X. Функцию f ∈ C(X) будем называть функцией рассто-

яния, если существует элемент A ∈ CL(X) такой, что f(x) = d(x,A), x ∈ X, где d(x,A) —
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расстояние от точки x до множества A. Совокупность всех функций расстояния мы будем обо-
значать через Cd(X). Если T — локально компактное пространство со счетной базой, то через
C(T,CL(X)) мы будем обозначать пространство всех непрерывных функций из T в CL(X).
Это пространство, наделенное топологией равномерной сходимости на компактах из T, мы
обозначаем через Cc(T,CL(X)). Если T — компакт, то для пространства Cc(T,CL(X)) мы ис-
пользуем обозначение C(T,CL(X)). Так как для любых u, v ∈ X и любого A ∈ CL(X) имеет
место неравенство

|d(v,A) − d(u,A)| ≤ d(v, u), (2.1)

то множество Cd(X) функций расстояния является равностепенно непрерывным подмноже-
ством пространства C(X). Поскольку на каждом равностепенно непрерывном множестве то-
пологии пространств Cp(X), Cps(X) и Cc(X) совпадают [7, гл. X, § 2, п. 4], то на множе-
стве Cd(X), не оговаривая специально, мы будем рассматривать любую из этих топологий.
Поэтому отображение Γ из T в CL(X) является непрерывным тогда и только тогда, когда
функция t → d(x,Γ(t)) непрерывна для любого x ∈ X.

Через compX мы будем обозначать пространство всех непустых, компактных подмножеств
из X, наделенное метрикой Хаусдорфа Dist (·, ·).

Если X — нормированное пространство, то convX — совокупность всех непустых, выпук-
лых, компактных подмножеств из X с метрикой Хаусдорфа. Пространство всех непрерывных
отображений из T в compX, наделенное топологией равномерной сходимости на компактах
из T, мы обозначаем как Cc(T, compX).

Нижний Li
n→∞

An и верхний Ls
n→∞

An пределы последовательности множеств An ⊂ X, n ≥ 1,

определяются следующим образом [8]:

Li
n→∞

An = {x ∈ X; x = lim
n→∞

xn, xn ∈ An, n ≥ 1},

Ls
n→∞

An = {x ∈ X; x = lim
k→∞

xnk
, xnk

∈ Ank
, n1 < n2 < . . . < nk < . . .}.

Ясно, что Li
n→∞

An ⊂ Ls
n→∞

An. Если Li
n→∞

An = Ls
n→∞

An = A, то говорят, что последовательность

множеств An ⊂ X, n ≥ 1, сходится к множеству A в смысле Куратовского. Известно, что A
является замкнутым множеством [8].

3. Пространство непустых замкнутых множеств

Всюду в дальнейшем, если не оговорено противное, X — метрическое пространство, в
котором замкнутые шары являются компактами. Пусть θ ∈ X — фиксированный элемент. Не
нарушая общности, мы можем считать, что θ ∈ Xs.

Теорема 3.1. Для пространства CL(X), наделенного метрикой (1.1), справедливы сле-

дующие утверждения:

1) последовательность An ∈ CL(X), n ≥ 1, сходится к A ∈ CL(X) в метрике (1.1) тогда

и только тогда, когда последовательность An, n ≥ 1, сходится к A по Куратовскому ;
2) пространство CL(X) является полным;

3) пространство CL(X) является сепарабельным;
4) множество H ⊂ CL(X) является относительно компактным тогда и только тогда,

когда

sup{d(θ,Γ); Γ ∈ H} < ∞. (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение 1) вытекает из теоремы 2.3 в [9]. Докажем полно-
ту пространства CL(X). Пусть Γn ∈ CL(X), n ≥ 1, — фундаментальная последовательность.
Тогда из (1.1) вытекает, что последовательность d(yi,Γn), n ≥ 1, фундаментальна для каждо-
го yi, i ≥ 1, из счетного плотного множества Xs ⊂ X. Поэтому последовательность функций



Пространство непрерывных многозначных отображений 203

fn(x) = d(x,Γn), n ≥ 1, будет фундаментальной для каждого x ∈ X и, следовательно, сходит-
ся в топологии пространства Cc(X) к некоторой функции f ∈ C(X). Покажем, что f ∈ Cd(X).
Пусть точка x ∈ X фиксирована и точки zn ∈ Γn, n ≥ 1, удовлетворяют равенству

fn(x) = d(x,Γn) = d(x, zn), n ≥ 1. (3.2)

Из сходимости fn(x) к f(x) и (3.2) вытекает, что последовательность zn, n ≥ 1, принадлежит
некоторому замкнутому шару с центром в точке x. Поэтому последовательность zn, n ≥ 1,
относительно компактна в X. Не нарушая общности, мы можем считать, что zn → z, n → ∞.
Так как fn(zn) = 0, n ≥ 1, и fn(zn) → f(z), то f(z) = 0.

Положим
Γ = {v ∈ X; f(v) = 0}.

Так как f(z) = 0 и функция f ∈ C(X), то множество Γ ∈ CL(X). Покажем, что

f(x) = d(x,Γ). (3.3)

Из (3.2) вытекает, что f(x) = d(x, z). Так как z ∈ Γ, то

d(x,Γ) ≤ f(x). (3.4)

Пусть v ∈ Γ, d(x,Γ) = d(x, v) и vn ∈ Γn, n ≥ 1, таковы, что d(v,Γn) = d(v, vn). Тогда

fn(x) = d(x,Γn) ≤ d(x, vn) ≤ d(x, v) + d(v, vn) = d(x,Γ) + fn(v).

Переходя в этом неравенстве к пределу при n → ∞ и учитывая, что f(v) = 0, мы получим

f(x) ≤ d(x,Γ).

Из этого неравенства и (3.4) вытекает равенство (3.3). Следовательно, последовательность
d(x,Γn), n ≥ 1, сходится к d(x,Γ) в топологии пространства Cc(X). Поэтому последователь-
ность Γn ∈ CL(X), n ≥ 1, сходится к Γ ∈ CL(X) в пространстве CL(X). Тем самым утвер-
ждение 2) теоремы доказано.

Пусть compXs — совокупность всех непустых, конечных подмножеств из Xs. Хорошо из-
вестно, что compXs является счетным плотным подмножеством пространства compX. Возь-
мем произвольное ε > 0 и A ∈ CL(X). Пусть номер k ≥ 1 такой, что

∑∞
i=k+1 1/2

i ≤ ε/2.
Выберем точки vi ∈ A, i = 1, . . . , k, так, чтобы имело место равенство

d(yi, vi) = d(yi, A), yi ∈ Xs, i = 1, . . . , k.

Положим V = {vi; i = 1, . . . , k}. Очевидно, что d(yi, A) = d(yi, V ), i = 1, . . . , k. Тогда

ρ(A,V ) ≤ ε/2. (3.5)

Поскольку V ∈ compX, то существует элемент W ∈ compXs такой, что

Dist (V,W ) ≤ ε/2. (3.6)

Воспользовавшись хорошо известным равенством Dist (V,W ) = sup
x∈X

|d(x, V )− d(x,W )| и нера-

венствами (3.5), (3.6), мы получим

ρ(A,W ) ≤ ρ(A,V ) + ρ(V,W ) ≤ ρ(A,V ) + Dist (V,W ) ≤ ε.

Тем самым утверждение 3) теоремы доказано.
Из утверждения 2) нашей теоремы вытекает, что Cd(X) является замкнутым подмно-

жеством пространства Cc(X). Так как любое подмножество пространства Cd(X) является
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равностепенно непрерывным, то согласно следствию 3 [7, гл. X, § 2, п. 5] множество функ-
ций {d(x,Γ); Γ ∈ H} ⊂ Cc(X) является относительно компактным подмножеством простран-
ства Cc(X) тогда и только тогда, когда sup{d(x,Γ); Γ ∈ H} < ∞ ∀x ∈ X. Так как d(θ,Γ) ≤
d(x,Γ) + d(θ, x) ∀x ∈ X и пространство CL(X) гомеоморфно пространству Cd(X), наделенно-
му топологией поточечной сходимости на счетном плотном множестве Xs, то утверждение 4)
доказано. Тем самым теорема доказана.

Следствие 3.1. Множество H ⊂ CL(X) является компактом тогда и только тогда,

когда выполняется неравенство (3.1) и для любого i ≥ 1 множество

Ri = {ri; ri = d(yi,Γ), Γ ∈ H}, yi ∈ Xs,

замкнуто в R.

Так как множество F ⊂ Cd(X) замкнуто в Cd(X) с топологией равномерной сходимости
на компактах из X тогда и только тогда, когда множество {f(yi); f ∈ F}, yi ∈ Xs замкнуто
в R, то следствие вытекает из теоремы 3.1.

4. Пространство непрерывных многозначных отображений

с замкнутыми значениями

В этом разделе T — локально компактное пространство со счетной базой. Пусть G ⊂
C(T,CL(X)). Рассмотрим множество

Ri = {d(yi,Γ)(·), Γ ∈ G} ⊂ C(T,R), yi ∈ Xs, (4.1)

где d(yi,Γ)(t) = d(yi,Γ(t)).

Лемма 4.1. Множество G ⊂ C(T,CL(X)) равностепенно непрерывно тогда и только

тогда, когда для любого i ≥ 1 семейство (4.1) числовых функций равностепенно непрерывно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольные i ≥ 1 и δ > 0. Поскольку lim
ε→0

2iε/(1 −

2iε) = 0, то существует ε > 0 такое, что

2iε/(1 − 2iε) < δ. (4.2)

Пусть G ⊂ C(T,CL(X)) равностепенно непрерывно и t ∈ T. Тогда существует окрест-
ность V (t) точки t такая, что для любого Γ ∈ G

ρ(Γ(t),Γ(τ)) < ε, τ ∈ V (t).

Из этого неравенства, (1.1) и (4.2) вытекает, что для любого Γ ∈ G

|d(yi,Γ(t))− d(yi,Γ(τ))| ≤ 2iε/(1 − 2iε) < δ,

τ ∈ V (t). Тем самым семейство Ri (4.1) равностепенно непрерывно в точке t ∈ T. Поскольку
точка t ∈ T произвольна, то семейство Ri равностепенно непрерывно.

Докажем обратное. Пусть t ∈ T, ε > 0 произвольны и для любого i ≥ 1 семейство Ri

равностепенно непрерывно. Выберем k ≥ 1 так, чтобы

∞∑

i=k+1

1

2i
<

ε

2
. (4.3)
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Так как семейство Ri, i ≥ 1, равностепенно непрерывно, то существует окрестность V (t)
точки t такая, что для любых Γ ∈ G, i = 1, . . . , k, будет иметь место неравенство

|d(yi,Γ(t)) − d(yi,Γ(τ))| ≤ ε/2, τ ∈ V (t). (4.4)

Теперь из (1.1) и (4.3), (4.4) непосредственно вытекает, что

ρ(Γ(t),Γ(τ)) < ε, Γ ∈ G, τ ∈ V (t).

Так как t ∈ T и ε > 0 произвольны, то это неравенство означает, что семейство G ⊂ C(T,CL(X))
равностепенно непрерывно. Лемма доказана.

Теорема 4.1. Пространство Cc(T,CL(X)) является метризуемым, полным и сепара-

бельным. Множество G ⊂ Cc(T,CL(X)) относительно компактно тогда и только тогда,

когда

1) для каждого i ≥ 1 семейство Ri (4.1) равностепенно непрерывно;

2) для каждого t ∈ T

sup{d(θ,Γ(t)); Γ ∈ G} < ∞. (4.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из следствия к предложению 16 [7, гл. IX, § 2] вытекает, что
пространство T метризуемо и счетно в бесконечности [10], т. е. является счетным объедине-
нием компактных множеств. Поскольку метризуемый компакт является сепарабельным, то
пространство T сепарабельно. Согласно предложению 15 [10, гл. 1, § 9] существует последова-
тельность Kn, n ≥ 1, относительно компактных открытых множеств, образующих покрытие
пространства T и таких, что Kn ⊂ Kn+1, n ≥ 1, где Kn означает замыкание Kn. Более того,
для любого компактного множества K ⊂ T существует n ≥ 1 такое, что K ⊂ Kn. Поэто-
му топология пространства Cc(T,CL(X)) совпадает с топологией равномерной сходимости на
компактах Kn, n ≥ 1. Последняя в соответствии с теоремой 1 [11, § 44, VII] метризуема с
помощью метрики

dist (Γ, F ) =

∞∑

i=1

1

2i
disti (Γ, F )

1 + disti (Γ, F )
,

где disti (Γ, F ) = supt∈Ki
ρ(F (t),Γ(t)), F,Γ ∈ C(T,CL(X)). Так как пространство CL(X) яв-

ляется полным и сепарабельным, то полнота и сепарабельность пространства Cc(T,CL(X))
вытекает из теоремы 3 [11, § 44, VII].

Критерий относительной компактности множества G ⊂ Cc(T,CL(X)) вытекает из утвер-
ждения 4) теоремы 3.1, леммы 4.1 нашей работы и следствия 3 в [7, гл. X, § 2, п. 5]. Теорема
доказана.

Следствие 4.1. Множество G ⊂ Cc(T,CL(X)) компактно тогда и только тогда, когда

1) для каждого i ≥ 1 семейство Ri (4.1) равностепенно непрерывно;

2) имеет место неравенство (4.5);

3) для любого i ≥ 1 множество

Ri(t) = {d(yi,Γ(t)); Γ ∈ G}, t ∈ T, yi ∈ Xs, (4.6)

замкнуто в R.

Так как на каждом равностепенно непрерывном множестве G ⊂ Cc(T,CL(X)) топология
равномерной сходимости на компактах из T совпадает с топологией поточечной сходимости
на T, то следствие вытекает из следствия 3.1 и теоремы 4.1.

Если пространство T дополнительно является связным, то критерий относительной ком-
пактности множества G ⊂ Cc(T,CL(X)) допускает уточнение.
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Теорема 4.2. Пусть T — локально компактное, связное пространство со счетной базой.

Множество G ⊂ Cc(T,CL(X)) является относительно компактным тогда и только тогда,

когда

1) для каждого i ≥ 1 семейство Ri равностепенно непрерывно;

2) для фиксированного s ∈ T

sup{d(θ,Γ(s)); Γ ∈ G} < ∞. (4.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нам достаточно показать, что из (4.7) следует (4.5). Так как
θ ∈ Xs, то существуют открытые окрестности V (t) точек t ∈ T такие, что

|d(θ,Γ(t))− d(θ,Γ(τ))| < 1, Γ ∈ G, τ ∈ V (t). (4.8)

Поскольку {Vi(t), t ∈ T} — открытое покрытие пространства T , то согласно теореме 8 [11, § 46,
II] каждую пару точек (s, t), t ∈ T, можно соединить цепью со звеньями, принадлежащими
этому покрытию, т. е. каждой паре (s, t) соответствует конечное число точек t1, . . . , tn таких,
что

s ∈ V (t1), V (tk) ∩ V (tk+1) 6= Ø, 1 ≤ k ≤ n− 1, t ∈ V (tn). (4.9)

Теперь неравенство (4.5) вытекает из (4.7)–(4.9). Теорема доказана.

Если E — конечномерное евклидово пространство, то мы можем рассмотреть пространства
CCL(E) и C(T,CCL(E)). Так как CCL(E) является замкнутым подмножеством пространства
CL(E) с метрикой (1.1), то все утверждения данного раздела, касающиеся пространств CL(X)
и Cc(T,CL(X)), сохраняют свою силу для пространств CCL(E) и Cc(T,CCL(E)). В частности,
счетным плотным подмножеством пространства CCL(E) будут выпуклые оболочки элемен-
тов из счетного плотного множества пространства CL(E). Если T = R, то для пространств
CL(E), CCL(E) в качестве θ мы можем взять нулевой элемент пространства E, а в качестве
элемента s ∈ T в (4.7) — элемент s = 0.

Комментарии. Как уже говорилось, метрическое пространство, в котором замкнутые
шары компактны, является локально компактным и сепарабельным. Пусть X — локально
компактное, сепарабельное, метрическое пространство, C,Cn ∈ CL(X), n ≥ 1, и для каж-
дого x ∈ X последовательность d(x,Cn), n ≥ 1, сходится к d(x,C). Тогда последователь-
ность Cn, n ≥ 1, сходится к C в смысле Куратовского [9]. Отметим, что для произвольного
локально компактного, сепарабельного, метрического пространства X обратное утверждение
неверно.

П р и м е р [12]. Пусть X = (0, 2) — интервал числовой прямой R, рассматриваемый как
самостоятельное пространство с топологией, индуцированной из R. Тогда X — локально ком-
пактное, сепарабельное, метрическое пространство, в котором не всякий замкнутый шар яв-
ляется компактом.

Пусть Cn = (0, 1] ∪ {2 − 1/n}. Ясно, что последовательность множеств Cn ∈ CL(X),
n ≥ 1, сходится в смысле Куратовского к множеству C = (0, 1] из пространства CL(X).
Однако для точки x = 7/4 ∈ X мы имеем

lim
n→∞

d(7/4, Cn) = 1/4 < 3/4 = d(7/4, C).

Этот пример показывает, что предложение 1.2.5 в [13] неверно. В нем утверждается, что
для произвольного локально компактного, сепарабельного, метрического пространства X для
сходимости последовательности Cn ∈ 2X , n ≥ 1, в смысле Куратовского, необходимо и доста-
точно, чтобы для любого x ∈ X последовательность d(x,Cn) сходилась в R+ = [0,+∞].
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