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В работе исследованы свойства параметризованной последовательности счетно аддитивных векторных
мер, имеющих плотность, определенных на компактном пространстве с неотрицательной неатомарной
мерой Радона и со значениями, принадлежащими сепарабельному банахову пространству. Каждая век-
торная мера из этой последовательности непрерывно зависит от параметра, принадлежащего некоторому
метрическому пространству. Предполагается, что в метрическом пространстве параметров задано счетное
локально конечное открытое покрытие и вписанное в него разбиение единицы. Доказано, что в компакт-
ном пространстве носителя векторных мер (с мерой Радона) при каждом значении параметра существует
последовательность измеримых (относительно меры Радона на пространстве носителя векторных мер)
подмножеств этого компактного пространства, которая образует разбиение этого пространства. При этом
последовательность измеримых разбиений равномерно непрерывно зависит от параметра, и при каждом
значении параметра и каждом значении индекса последовательности мер относительное значение меры
соответствующего подмножества разбиения компактного пространства может быть равномерно прибли-
жено соответствующим значением функции разбиения единицы.
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Введение

Из знаменитой теоремы А.А.Ляпунова (см. [1;2; 3, гл. 8]) о векторных мерах, заданных на
компактном топологическом пространстве T = (T,T , µ) с σ-алгеброй измеримых множеств T
и конечной неотрицательной неатомарной мерой Радона µ, следует, что для всякой счетно
аддитивной векторной меры m : T → R

n и любого числа α ∈ [0, 1] существует множество
Aα ∈ T такое, что справедливо равенство m(Aα) = αm(T ).

Опираясь на это следствие, в нашей работе [4] мы доказали следующее утверждение
(см. Lemma 3.1). Пусть на действительной прямой выбран отрезок T := [t0, t1] с мерой

Лебега µ и измеримыми по Лебегу множествами T на нем, и пусть задано семейство счет-

но аддитивных мер ms : T → R
n, непрерывно зависящих от параметра s, принадлежа-

щего некоторому компактному метрическому пространству S, на котором задано произ-

вольное (непрерывное) разбиение единицы {pj(s)}
J
j=1. Тогда для любого числа δ > 0 найдется

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 16-01-00259a) .
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набор непрерывно зависящих от s ∈ S непересекающихся множеств {Aj(s)}
J
j=1 ⊂ T та-

ких, что
⋃J

j=1Aj(s) = T (т. е. при каждом s ∈ S множества {Aj(s)}
J
j=1 образуют изме-

римое разбиение пространства T ), и при каждом s ∈ S и j ∈ (1, J) справедливы оценки

‖ms(Aj(s))− pj(s)ms(T )‖ < δ и µ(Aj(s)) = pj(s)µ(T ). Опираясь на данный результат, мы до-
казали существование непрерывного отображения из некоторого компактного функциональ-
ного пространства параметров во множество решений дифференциального включения, что, в
свою очередь, позволило в работе [5] получить необходимые условия оптимальности решения
экстремальной задачи Майера, в которой одним из ограничений является дифференциальное
включение с липшицевой правой частью.

В случае, когда вместо евклидова пространства R
n берется сепарабельное банахово про-

странство E, а вместо отрезка [t0, t1] — компактное топологическое пространство T = (T,T , µ),
из соответствующего обобщения теоремы А.А.Ляпунова (см. [6]) следует более слабое утвер-
ждение о том, что для любой счетно аддитивной векторной меры m : T → E, обладающей
плотностью, и любых чисел α ∈ [0, 1] и δ > 0 существует множество Aα ∈ T такое, что спра-
ведлива оценка в виде неравенства ‖m(Aα)− αm(T )‖ < δ.

В задачах оптимального управления системами в банаховом пространстве возникает по-
требность для произвольных счетных наборов векторных мер {mj}

∞
j=1, mj : T → E, облада-

ющих плотностью, и чисел {αj}
∞
j=1 таких, что αj ≥ 0 и

∑∞
j=1 αj = 1, для любого числа δ > 0

найти разбиение пространства T на непересекающиеся измеримые подмножества {Aj}
∞
j=1 ⊂ T ,

для которых справедливы оценки ‖mj(Aj)− αj mj(T )‖ < δ для всех j ∈ N.
Особый интерес представляет случай, когда каждая из векторных мер mj еще и непре-

рывно зависит от параметра s, принадлежащего некоторому метрическому пространству S,
т. е. имеем меры вида mj,s : T → E, а числа {αj} зависят от параметра и соответствуют неко-
торому разбиению единицы {pj(s)} пространства параметров S. При этом для любого числа
δ > 0 требуется доказать существование непрерывного по параметру семейства {Aj(s)}

∞
j=1

измеримых разбиений пространства T такого, что справедливы оценки ‖
∑∞

j=1mj,s(Aj(s)) −∑∞
j=1 pj(s)mj,s(T )‖ < δ. Данная проблема во многом решена в работе [7], что позволило ав-

торам этой работы доказать теорему о релаксации для дифференциальных включений с лип-
шицевой правой частью и со значениями из сепарабельного банахова пространства.

Данная статья посвящена развитию результатов указанных работ. Для счетного семейства
векторных мер, обладающих плотностью, непрерывно зависящих от параметра, принадлежа-
щего метрическому пространству, построено счетное семейство измеримых разбиений ком-
пактного носителя этого семейства мер, непрерывно параметризованного тем же параметром
и дающего приближенное разложение выпуклой комбинации значений мер на единице с более
точными равномерными оценками вида

∑∞
j=1 ‖mj,s(Aj(s))− pj(s)mj,s(T )‖ < δ.

1. Основные обозначения и определения

Мы в дальнейшем полагаем, что (T,T , µ) — компактное топологическое пространство с
σ-алгеброй измеримых подмножеств T и с конечной неотрицательной неатомарной мерой Ра-
дона µ на них. Также пусть E — сепарабельное банахово пространство. Пусть S — сепарабель-
ное метрическое пространство параметров. Через I обозначаем числовой отрезок I := [0, 1].

Напомним, что функция m : T → E называется конечно аддитивной векторной мерой,
если для любых непересекающихся множеств A1, A2 ∈ T следует, что m(A1 ∪ A2) = m(A1) +
m(A2). Если, дополнительно, для любой последовательности {An} попарно не пересекающихся
множеств из T имеет место равенство

m
( ∞⋃

n=1
An

)
=

∞∑
n=1

m(An),

где правый ряд сходится по норме в пространстве E, тогда m называется счетно аддитивной

векторной мерой.
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Напомним, что семейство множеств {Aα}α∈I называется возрастающим, если для любых
α, β ∈ I = [0, 1], α < β, следует включение Aα ⊂ Aβ.

Важнейшим примером счетно аддитивных векторных мер является неопределенный инте-
грал Бохнера. Поясном это. Пусть f : T → E – интегрируемая по Бохнеру функция. Тогда
функция mf : T → E вида

mf (A) :=

∫

A

f(t)dµ(t), A ∈ T ,

является счетно аддитивной и µ — непрерывной векторной мерой ограниченной вариации
(см., например, [6]). В этом случае функцию f(·) ∈ L1(T,E) называют плотностью (или

производной Радона — Никодима) векторной меры mf .
Отметим, что мы будем иметь дело лишь с такими счетно аддитивными векторными ме-

рами, для которых существуют плотности. Совокупность всех таких счетно аддитивных век-
торных мер, обладающих плотностями, будем обозначать через M(T,E).

Для каждой векторной меры m ∈ M(T,E), обладающей плотностью f(·) ∈ L1(T,E), опре-
делим норму этой меры через норму ее плотности, т. е.

‖m‖ = ‖f(·)‖L1 .

Поэтому если для каждого s ∈ S определена векторная мера ms ∈ M(T,E) с плотностью
fs(·) ∈ L1(T,E), то отображение ms из S в M(T,E) непрерывно тогда и только тогда, когда
отображение fs из S в L1(T,E) непрерывно.

В случае, когда имеется конечный набор векторных мер m1, . . . ,mn ∈ M(T,E), определим
составную векторную меру вида

m̃ := (m1, . . . ,mn) ∈ M(T,E × · · · × E),

норму такой меры определим по формуле

‖m̃‖ := max{‖m1‖, . . . , ‖mn‖}.

Напомним, что характеристической функцией произвольного множества B ⊂ T называется
функция вида χ

B
(t) := 1, если t ∈ B, и χ

B
(t) := 0, если t /∈ B.

Для всякой векторной меры m ∈ M(T,E) сужением меры m на некоторое множество

B ∈ T называется следующая мера:

m|B(D) := m(D ∩B) ∀D ∈ T .

Заметим, что если f(·) ∈ L1(T,E) — плотность векторной меры m, то очевидно, что плотно-
стью векторной меры m|B является функция f(·)χ

B
(·).

Для измеримых подмножеств пространства T , точнее для классов эквивалентностей из T ,
можно ввести метрику по формуле

̺(B,C) := µ(B△C) ∀B,C ∈ T ,

где B△C означает симметрическую разность множеств B и C.
В смысле этой метрики будем говорить о непрерывности отображений вида A : S → T .

Предложение 1. Пусть для каждого s ∈ S заданы векторная мера m(s) ∈ M(T,E)
и множество A(s) ∈ T , а также определена векторная мера m̂(s) := m(s)|A(s). Тогда если

отображения m : S → M(T,E) и A : S → T непрерывны, то и отображение m̂ : S → M(T,E)
также непрерывно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f(s)(·) ∈ L1(T,E) — плотность векторной меры m(s) для
любого s ∈ S. Выберем точку s0 ∈ S и произвольное ε > 0. В силу абсолютной непрерывно-
сти интеграла Лебега существует число δ = δ(ε) > 0 такое, что для любого A ∈ T , у которого
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µ(A) < δ, справедливо неравенство

∫

A

‖f(s0)(t)‖dµ(t) <
ε

3
. В свою очередь, существует окрест-

ность U(s0) ⊂ S точки s0 такая, что в силу непрерывности мер s → m(s) и множеств s → A(s)

справедливы неравенства ‖f(s)(·) − f(s0)(·)‖L1 <
ε

3
и µ(A(s)△A(s0)) < δ при всех s ∈ U(s0).

В итоге имеем

‖m̂(s)− m̂(s0)‖ =

∫

T

‖f(s)(t)χ
A(s)

(t)− f(s0)(t)χA(s0)
(t)‖dµ(t)

≤ 2

∫

T

‖f(s)(t)− f(s0)(t)‖dµ(t) +

∫

A(s)△A(s0)

‖f(s0)(t)‖dµ(t) < ε,

что и завершает доказательство предложения. �

2. Некоторые следствия теоремы Ляпунова

Напомним формулировку теоремы А.А.Ляпунова о векторных мерах [1].

Теорема 1 (А.А.Ляпунов). Пусть на компактном топологическом пространстве

(T,T , µ) с конечной неотрицательной неатомарной мерой Радона µ задана интегрируемая

по Лебегу вектор-функция f : T → R
n. Определим векторную меру m : T → R

n вида

m(A) :=

∫

A

f(t) dµ(t), A ∈ T .

Тогда множество

m(T ) := {m(A) | A ∈ T },

т. е. совокупность всех векторов m(A), отвечающих всевозможным измеримым подмноже-

ствам A из T , есть выпуклый компакт в R
n.

Заметим, что для произвольного измеримого множества D0 ⊂ T меры ноль (например,
пустого множества) получаем, что m(D0) = 0 ∈ m(T ). Аналогично m(T ) ∈ m(T ). Поэтому в
силу теоремы А.А.Ляпунова получаем, что отрезок [0,m(T )] принадлежит выпуклому ком-
пакту m(T ), соответственно для любого числа α ∈ [0, 1] точка α · m(T ) также принадлежит
этому компакту m(T ). В результате получили

Следствие 1. Пусть вектор-функция f : T → R
n интегрируема по Лебегу. Тогда для

любого числа α ∈ [0, 1] существует измеримое множество Aα ⊂ T такое, что m(Aα) =
α ·m(T ), т. е.

α

∫

T

f(t) dµ(t) =

∫

Aα

f(t) dµ(t).

Заметим, что для произвольных счетно аддитивных неатомарных векторных мер со значе-
ниями в бесконечномерном пространстве (и не обладающих плотностью) прямое распростра-
нение теоремы Ляпунова невозможно.

Для векторной меры, обладающей плотностью, со значениями в сепарабельном банаховом
пространстве E известно обобщение теоремы Ляпунова (см. [6]), из которого следует, что в
этом случае лишь замыкание совокупности всех векторов m(D), отвечающих всевозможным
измеримым подмножествам D из T , является выпуклым компактом в E.

Поэтому из обобщенной теоремы Ляпунова аналогично следствию 1 получаем лишь нера-
венство, т. е.

Следствие 2. Пусть функция f : T → E интегрируема по Бохнеру. Тогда для любого

числа ε > 0 и любого α ∈ [0, 1] существует измеримое множество Aα ⊂ T такое, что
∥∥∥∥α

∫

T

f(t) dµ(t)−

∫

Aα

f(t) dµ(t)

∥∥∥∥ < ε.
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Объединяя следствия 1 и 2, получаем

Следствие 3. Пусть функции f : T → E и g: T → R
p интегрируемы по Бохнеру и по

Лебегу соответственно. Определим векторные меры m : T → E и m0 : T → R
p вида

m(A) :=

∫

A

f(t)dµ(t); m0(A) :=

∫

A

g(t)dµ(t) ∀A ∈ T . (2.1)

Тогда для любого числа ε > 0 и любого α ∈ [0, 1] существует множество Aα ∈ T такое, что

‖m(Aα)− α ·m(T )‖ < ε и m0(Aα) = α ·m0(T ), т.е.

∥∥∥∥α
∫

T

f(t) dµ(t)−

∫

Aα

f(t) dµ(t)

∥∥∥∥ < ε, (2.2)

α

∫

T

g(t) dµ(t) =

∫

Aα

g(t) dµ(t). (2.3)

Отметим, что в следствии 3 ничего не говорится о взаимосвязи полученных в нем измери-
мых множеств {Aα}α∈I и, кроме того, что для них выполнены соотношения (2.2) и (2.3). Нам
хотелось бы, чтобы это семейство множеств было еще и возрастающим.

3. Сегменты и ε-сегменты

О п р е д е л е н и е 1 [8]. Пусть заданы функция f ∈ L1(T,E) и соответствующая ей
векторная мера m : T → E с плотностью f . Возрастающее семейство множеств {Aα}α∈I ⊂ T ,
у которого A0 = ∅ и A1 = T , называется

1) сегментом для меры m тогда и только тогда, когда для каждого α ∈ I = [0, 1] справед-
ливо равенство

m(Aα) = α ·m(T );

2) ε-сегментом для меры m тогда и только тогда, когда для каждого α ∈ I справедливо
неравенство

‖m(Aα)− α ·m(T )‖ < ε.

В работе [9] доказана следующая теорема, которой мы будем пользоваться в дальнейшем.

Теорема 2 [9, теорема 15]. Пусть заданы функции f ∈ L1(T,E) и g ∈ L1(T,Rp), а также

соответствующие им векторные меры m : T → E и m0 : T → R
p (см. формулы (2.1)). Тогда

для любого ε > 0 существует семейство {Aα}α∈I ⊂ T , которое одновременно является ε-
сегментом для векторной меры m и сегментом для векторной меры m0.

В дальнейшем нам также потребуются три леммы, которые либо доказаны в работе [9],
либо являются небольшой модификацией утверждений из [9]. Для самодостаточности изложе-
ния и по согласованию с редакцией мы приводим доказательство ключевых вспомогательных
утверждений.

Лемма 1 [8; 9, предложение 18]. Пусть S — компактное хаусдорфово топологическое

пространство, и пусть задано множество векторных мер {ms}s∈S ⊂ M(T,E) (т. е. име-

ющих плотности), которые непрерывно зависят от параметра s ∈ S. Пусть еще задана

конечномерная векторная мера m0 ∈ M(T,Rp). Тогда для любого ε > 0 существует семей-

ство множеств {Aα}α∈I ⊂ T , которое является сегментом для меры m0 и ε-сегментом для

каждой из векторных мер ms при s ∈ S.

Отметим, что для одной и той же векторной меры m ∈ M(T,E) можно построить несколь-
ко различных ε-сегментов в T . В дальнейшем нам потребуется находить пути непрерывного
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перехода от одного ε-сегмента такой меры к другому. Небольшое усиление предложения 2 из [7]
(или предложения 19 из [9]) (в п. 3)) приводит к следующей лемме.

Лемма 2. Пусть задана векторная мера m ∈ M(T,E) (т. е. обладающая плотностью).
Пусть {Aα}α∈I и {Bα}α∈I — два семейства из T , каждое из которых является ε-сегментом

для меры m и сегментом для меры µ. Тогда существует непрерывное отображение D : I×I →

T , обладающее следующими свойствами:

1) D(0, α) = Aα и D(1, α) = Bα для любого α ∈ I;

2) для каждого z ∈ I семейство {D(z, α)}α∈I является ε− сегментом как для меры m,

так и для меры µ;

3) µ(D(z1, α1)△D(z2, α2)) ≤ (|z1 − z2|+ 2|α1 − α2|)µ(T ), α1, α2, z1, z2 ∈ I.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как семейства {Aα}α∈I и {Bα}α∈I являются сегментами для
меры µ, то отображения α → χAα(·) и α → χBα(·) из I в L1(T,R1) непрерывны. Поэтому и
отображения α → m(Aα) и α → m(Bα) также непрерывны. Следовательно, если определить
величину

a := max{max
α∈I

‖m(Aα)− αm(T )‖ ; max
α∈I

‖m(Bα)− αm(T )‖},

то получим, что a < ε. Возьмем число η > 0 такое, что a+ 2η < ε.
Определим при каждом α ∈ I векторную меру вида

mα := (m|Aα
,m|Bα

, µ|Aα
, µ|Bα

) ∈ M(T,E × E × R
1 × R

1). (3.1)

В силу предложения 1 отображение α → mα непрерывно. Для выбранного числа η по лемме 1
существует семейство {Cz}z∈I , которое является η-сегментом для каждой меры из семейства
{mα}α∈I и сегментом для меры µ. Определим множества

D(z, α) := (Bα ∩ Cz) ∪ (Aα ∩ (T \ Cz)). (3.2)

Покажем, что это искомое множество. По построению из (3.2) следует, что свойство 1) выпол-
нено. По определению η-сегмента для семейства {Cz}z∈I имеем

‖mα(Cz)− z mα(T )‖ < η (3.3)

и поэтому
‖mα(T \ Cz)− (1− z)mα(T )‖ < η. (3.4)

Из неравенства (3.3), в частности, следует для второго компонента в (3.1)

‖m(Bα ∩ Cz)− z m(Bα)‖ < η.

Так как семейство {Bα}α∈I является ε-сегментом для меры m, то

‖m(Bα ∩ Cz)− z αm(T )‖ ≤ ‖m(Bα ∩ Cz)− z m(Bα)‖

+ ‖z m(Bα)− z αm(T )‖ < η + z a. (3.5)

Аналогично из (3.4) для первого компонента в (3.1) получаем

‖m((T \ Cz) ∩Aα)− (1− z)αm(T )‖ < η + (1− z) a. (3.6)

Суммируя неравенства (3.5) и (3.6), получаем для любого α ∈ I

‖m(D(z, α)) − αm(T )‖ ≤ 2 η + a < ε.

Аналогично из неравенств (3.3) и (3.4) для последних двух компонентов в (3.1) имеем

|µ(D(z, α)) − αµ(T )| < ε.
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Для доказательства непрерывности отображения D : I × I → T , точнее свойства 3), отметим
равенство

D(z, α)△D(y, α) = (Aα△Bα) ∩ (Cz△Cy).

Так как семейство {Cz}z∈I является сегментом для меры µ, то, например, при z1 > z2 имеем
Cz1 ⊃ Cz2 , откуда Cz1△Cz2 = Cz1 \ Cz2 . В результате имеем

µ(D(z1, α)△D(z2, α)) ≤ µ(Cz1△Cz2) ≤ |z1 − z2|µ(T ).

С другой стороны, из формулы (3.2) следует

µ(D(z, α1)△D(z, α2)) =

∫

T

∣∣χ
D(z,α1)

(t)− χ
D(z,α2)

(t)
∣∣dµ(t)

=

∫

T

∣∣χ
Bα1∩Cz

(t) + χ
Aα1∩(T\Cz)

(t)− χ
Bα2∩Cz

(t)− χ
Aα2∩(T\Cz)

(t)
∣∣dµ(t)

≤

∫

T

∣∣χ
Bα1

(t)− χ
Bα2

(t)
∣∣ · χ

Cz
(t)dµ(t) +

∫

T

∣∣χ
Aα1

(t)− χ
Aα2

(t)
∣∣ · χ

T\Cz
(t)dµ(t)

≤ µ(Aα1△Aα2) + µ(Bα1△Bα2) ≤ 2|α1 − α2|µ(T ).

Сложив последние неравенства, получаем свойство 3). �

Лемма 3 [9, теорема 17]. Пусть {mj}
∞
j=1 — произвольная последовательность векторных

мер с плотностями, т. е. {mj}
∞
j=1 ⊂ M(T,E), и пусть мера m0 = µ. Определим векторные

меры вида

m̃j := (m0,m1, . . . ,mj) : T → R
1 × E × · · · × E ∀j = 0, 1, 2, . . . .

Тогда для любого числа ε > 0 существует непрерывное отображение D : [0,∞) × I → T ,

обладающее следующими свойствами:

1) для каждого z ∈ [0,∞) семейство множеств {D(z, α)}α∈I является ε-сегментом для

меры m̃j при j = [z];

2) µ(D(z1, α1)△D(z2, α2)) ≤ (|z1 − z2|+ 2|α1 − α2|)µ(T ) ∀α1, α2 ∈ I, z1, z2 ∈ [0,∞).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем число ε > 0. По теореме 2 для каждого j =
0, 1, 2, . . . существует семейство множеств {D(j, α)}α∈I , которое является ε-сегментом для
векторной меры m̃j и сегментом для меры µ. Чтобы расширить это семейство до значений
{D(z, α)}α∈I , определенных при всех z ∈ [0,∞), при каждом j = 0, 1, 2, . . . применим к па-
ре семейств {D(j, α)}α∈I и {D(j + 1, α)}α∈I , являющихся ε-сегментами для векторной меры
m̃j и сегментами для меры µ, лемму 2, по которой существует непрерывное отображение
Cj : I × I → T , соединяющее эту пару семейств. Тогда для всех z ∈ [j, j + 1) определим
отображение D(z, α) := Cj(z − [z], α), которое очевидно удовлетворяет свойствам 1) и 2). �

4. Покрытия и разбиения

Далее будем полагать, что S = (S, d) — сепарабельное метрическое пространство с мет-
рикой d. Открытым покрытием метрического пространства (S, d) назовем некоторую сово-
купность непустых открытых множеств {Vλ}λ∈Λ ⊂ S таких, что

⋃
λ∈Λ Vλ = S и для любого

λ ∈ Λ выполнено Vλ 6= S.

Открытое покрытие {Vn}
∞
n=1 сепарабельного метрического пространства (S, d) назовем ло-

кально конечным, если для любой точки s0 ∈ S существует ее окрестность U(s0) такая, что
Vn ∩ U(s0) 6= ∅ лишь для конечного набора индексов n ∈ N.

Нам потребуется следующее свойство открытых покрытий.
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Лемма 4. Пусть {Vλ}λ∈Λ ⊂ S локально конечное покрытие метрического пространства

(S, d). Тогда существует локально конечное покрытие {Wλ}λ∈Λ пространства (S, d) такое,

что при любом λ ∈ Λ выполнено включение Wλ ⊂ Vλ (где W λ — замыкание множества Wλ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого s ∈ S определим множество индексов Λs := {λ ∈
Λ | s ∈ Vλ}. Так как покрытие {Vλ}λ∈Λ локально конечное, то каждое множество Λs конечно
и непусто. Для любого λ ∈ Λ определим множество

Sλ := {s ∈ Vλ | d(s, S \ Vλ) = max
ν∈Λs

d(s, S \ Vν)}.

Таким образом, каждой точке s ∈ S сопоставили те множества Vλ, в которых она содержится
с наибольшим шаром. В результате получили, что для любого s ∈ S найдется индекс λ ∈ Λ
такой, что s ∈ Sλ, а также Sλ ⊂ Vλ для любого λ ∈ Λ.

Зафиксируем произвольное λ0 ∈ Λ. Рассмотрим произвольную точку s1 ∈ S \ Vλ0 . По
определению покрытия существует индекс λ1 ∈ Λ такой, что s1 ∈ Vλ1 . Поэтому существует
ε > 0 такое, что B3ε(s1) ⊂ Vλ1 . Покажем, что Bε(s1)∩Sλ0 = ∅. Если это не так, то существует
точка s2 ∈ Bε(s1)∩Sλ0 . Тогда получаем, что B2ε(s2) ⊂ B3ε(s1) ⊂ Vλ1 . Следовательно, λ1 ∈ Λs2

и справедливы неравенства

d(s2, S \ Vλ0) ≤ d(s2, s1) ≤ ε < 2ε ≤ d(s2, S \ Vλ1),

т. е. s2 /∈ Sλ0 , противоречие. Итак, показали, что любая точка s1 ∈ S \ Vλ0 имеет окрестность,
не пересекающуюся с Sλ0 . Следовательно, справедливо следующее включение:

Sλ0 ⊂ Vλ0 .

Рассмотрим замкнутые множества Sλ0 и Uλ0 := S \ Vλ0 . Как только что показали, они не
пересекаются. В силу того что всякое метрическое пространство является нормальным про-
странством, существуют непересекающиеся окрестности U(Sλ0) и U(Uλ0) этих множеств Sλ0 и
Uλ0 . Обозначим Wλ0 := U(Sλ0). Тогда по построению Wλ0 ⊂ S \U(Uλ0) ⊂ Vλ0 , причем множе-
ство S \U(Uλ0) замкнуто. Следовательно, Wλ0 – открытое подмножество Vλ0 , принадлежащее
ему вместе со своим замыканием.

Поскольку для любого s ∈ S существует λ ∈ Λ такое, что s ∈ Sλ ⊂ Wλ, то таким образом
мы построили искомое покрытие {Wλ}λ∈Λ пространства S. �

Семейство непрерывных функций pn : S → I (где I := [0, 1], n ∈ N) называется разбие-

нием единицы, подчиненным локально конечному открытому покрытию {Vn}
∞
n=1 простран-

ства S, если для любого n ∈ N справедливо включение supp pn ⊂ Vn и для любой точки
s ∈ S справедливо равенство

∑∞
n=1 pn(s) = 1, причем в силу локальной конечности покрытия

{Vn}
∞
n=1 лишь конечное число слагаемых в данной сумме отлично от нуля. (Напомним, что

supp f := {s ∈ S | f(s) > 0}.)
Измеримым разбиением пространства T называется совокупность измеримых подмно-

жеств {An}
∞
n=1 ⊂ T таких, что Ai ∩Aj = ∅ при ∀i 6= j и

⋃∞
n=1An = T .

Если {An(s)}
∞
n=1 — измеримое разбиение пространства T , зависящее от параметра s ∈ S,

и если отображения An : S → T непрерывны при любом n ∈ N, то говорят, что {An(s)}
∞
n=1 —

непрерывное семейство измеримых разбиений пространства T .
Семейство измеримых разбиений {An(s)}

∞
n=1 пространства T называется конечным, если

при любом s0 ∈ S измеримое разбиение {An(s0)}
∞
n=1 является конечным, т. е. µ(An(s0)) > 0

лишь для конечного набора индексов n ∈ N, а для остальных индексов An(s0) = ∅.

В работе [9] доказана следующая замечательная теорема.

Теорема 3 [9, теорема 18]. Рассмотрим локально конечное открытое покрытие {Vn}
∞
n=1

метрического пространства S, и пусть {pn(·)}
∞
n=1 — разбиение единицы, подчиненное этому

покрытию. Пусть для каждого s ∈ S задана последовательность векторных мер {mn,s}
∞
n=1

с плотностями, т. е. {mn,s}
∞
n=1 ⊂ M(T,E), причем при каждом n ∈ N отображение mn,· :
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S → E непрерывно. Тогда для любого δ > 0 существует конечное и непрерывное семейство

{An(s)}
∞
n=1 ⊂ T измеримых разбиений пространства T такое, что для любого значения s ∈ S

справедливы неравенства

∥∥∥
∞∑

n=1

mn,s(An(s))−

∞∑

n=1

pn(s) ·mn,s(T )
∥∥∥ < δ,

|µ(An(s))− pn(s)µ(T )| < δ ∀n ∈ N.

Наша цель — привести важное для приложений обобщение указанной теоремы.

5. Основной результат

Теорема 4. Рассмотрим локально конечное открытое покрытие {Vn}
∞
n=1 метрическо-

го пространства S, и пусть {pn(·)}
∞
n=1 — разбиение единицы, подчиненное этому покрытию.

Пусть для каждого s ∈ S задана последовательность векторных мер {mn,s}
∞
n=1 с плотностя-

ми, т. е. {mn,s}
∞
n=1 ⊂ M(T,E), причем при каждом n ∈ N отображение mn,· : S → E непре-

рывно. Тогда для любого δ > 0 существует конечное и непрерывное семейство {An(s)}
∞
n=1 ⊂ T

измеримых разбиений пространства T такое, что

1) при любых значениях s ∈ S и n ∈ N, для которых µ(An(s)) > 0, следует, что и

pn(s) > 0;

2) для любого значения s ∈ S справедливы соотношения

∞∑

n=1

‖mn,s(An(s))− pn(s)mn,s(T )‖ < δ, (5.1)

∞∑

n=1

|µ(An(s))− pn(s)µ(T )| < δ, (5.2)

lim
s′→s

∞∑

n=1

µ(An(s
′)△An(s)) = 0. (5.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть fn(s)(·) ∈ L1(T,E) — соответствующие плотности вектор-
ных мер mn,s : T → E. По условию теоремы при каждом n ∈ N отображения fn : S → L1(T,E)
непрерывны. Для каждого s ∈ S обозначим

Ns := {n ∈ N | pn(s) > 0}.

Для любого n ∈ N рассмотрим непрерывные функции hn : S → I такие, что hn(s) ≡ 1
при s ∈ supp pn и supphn ⊂ Vn. Определим функцию r(s) :=

∑∞
n=1 hn(s). В силу локальной

конечности покрытия {Vn}
∞
n=1 пространства S для любого s ∈ S мощность множества Ns

(которую обозначаем card{Ns}) конечна, точнее, card{Ns} ≤ r(s) < ∞.

Определим функции f̃n : S → L1(T,R1 × E) вида f̃n(s)(·) := (1, fn(s)(·)).

Для всех n ∈ N и s ∈ S определим функцию kn(s) : T → L1(T,R1 × E) вида

kn(s)(t) := r(s) · hn(s) · f̃n(s)(t), t ∈ T. (5.4)

Очевидно, что при всех s ∈ S имеем r(s) ≥ 1, также отображения r : S → R
1 и kn : S →

L1(T,R1 × E) очевидно непрерывны. Для произвольного s0 ∈ S определим множество

Us0 :=
⋂

n∈Ns0

{
s ∈ S

∣∣pn(s) > 0, ‖fn(s)− fn(s0)‖L1 <
δ

16r(s0)
, 3r(s) < 4r(s0)

}
. (5.5)
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Очевидно, что семейство множеств {Us}s∈S является открытым покрытием метрического про-
странства S. В силу паракомпактности пространства S и в силу леммы 4 существует последо-
вательность непрерывных функций ri : S → I такая, что семейство множеств {int supp ri}

∞
i=1

является локально конечным подпокрытием покрытия {Us}s∈S , причем множества

W i := {s ∈ S | ri(s) = 1}

все еще покрывают пространство S. Поэтому существуют точки si ∈ S такие, что W i ⊂ Usi

при ∀i ∈ N. Определим функции uj ∈ L1(T,R1 × E), j ∈ N, по формуле

uj(t) :=

{
kn(si)(t), если j = 2i3n,

0 иначе.
(5.6)

Через эти функции (как плотности) определим векторные меры mj(A) :=

∫

A

uj(t)dµ(t) при

всех j ∈ N, и пусть m0(A) = µ(A) при A ∈ T . Определим также векторные меры вида

m̃j := (m0,m1, . . . ,mj), j = 0, 1, 2, . . . .

По лемме 3 для полученной последовательности векторных мер {mj}
∞
j=0 существует непре-

рывное отображение D : [0,∞)× I → T , обладающее следующими свойствами:

1) Для каждого z ∈ [0,∞) семейство множеств {D(z, α)}α∈I является
δ

4
-сегментом для

меры m̃j при j = [z];

2) µ(D(z1, α1)△D(z2, α2)) ≤ (|z1 − z2|+ 2|α1 − α2|)µ(T ),∀α1, α2 ∈ I, z1, z2 ∈ [0,∞).

Определим функцию τ : S → R
1
+ вида

τ(s) :=

∞∑

n, i=1

ri(s)hn(s) 2
i 3n. (5.7)

В силу локальной конечности покрытий {supp ri}
∞
i=1 и {Vn}

∞
n=1 пространства S для любого

s ∈ S сумма в формуле (5.7) конечна и функция τ : S → R
1
+ непрерывна.

Определим семейство измеримых множеств из T вида

A(s, α) := D(τ(s), α), s ∈ S, α ∈ I. (5.8)

По доказанному и из формулы (5.8) получаем, что отображение A : S × I → T непрерывно,

и для каждого s ∈ S семейство {A(s, α)}α∈I является
δ

4
-сегментом для векторной меры m̃j, у

которой j = [τ(s)], и для любых s1, s2 ∈ S, α1, α2 ∈ I справедлива оценка

µ(A(s1, α1)△A(s2, α2)) ≤ (|τ(s1)− τ(s2)|+ 2|α1 − α2|)µ(T ).

Зафиксируем точку s ∈ S. Чтобы оценить τ(s) и найти значения j ≤ [τ(s)], сделаем следующее.
Выберем номер n ∈ Ns, т. е. такой, что hn(s) = 1, и номер m ∈ N такой, что выбранная точка s
принадлежит множеству Wm ⊂ Usm . Отсюда rm(s) = 1, и по определению множества Usm (см.
(5.5)) имеем n ∈ Nsm , т. е. pn(sm) > 0, следовательно, hn(sm) = 1. Поэтому и из формулы (5.7)
получаем, что τ(s) ≥ rm(s)hn(s) 2

m 3n = 2m 3n. Таким образом, выбирая j = 2m 3n, получаем

неравенство j ≤ [τ(s)], в силу чего семейство {A(s, α)}α∈I является
δ

4
-сегментом для векторной

меры m̃j. В частности, оно является
δ

4
-сегментом для векторной меры mj при j = 2m 3n.

Последнее в силу формул (5.4) и (5.6) означает, что плотностью меры mj является функция
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uj(·) = kn(sm)(·) = r(sm) f̃n(sm)(·), поэтому, деля соответствующее неравенство на r(sm) > 0,
получаем (покоординатно) два неравенства

|µ(A(s, α)) − αµ(T )| <
δ

4r(sm)
∀α ∈ I, (5.9)

и ∥∥∥∥
∫

A(s,α)

fn(sm)(t)dµ(t) − α

∫

T

fn(sm)(t)dµ(t)

∥∥∥∥ <
δ

4r(sm)
∀α ∈ I. (5.10)

В свою очередь, для выбранной точки s ∈ S оценим выражение вида
∥∥∥∥

∫

A(s,α)

fn(s)(t)dµ(t)− α

∫

T

fn(s)(t)dµ(t)

∥∥∥∥

≤

∥∥∥∥
∫

A(s,α)

fn(sm)(t)dµ(t) − α

∫

T

fn(sm)(t)dµ(t)

∥∥∥∥ + 2‖fn(s)(·) − fn(sm)(·)‖L1 .

Так как выбранная точка удовлетворяет включению s ∈ Usm , то по формуле (5.5) для Usm и
согласно (5.10) получаем, что последнее выражение меньше, чем

δ

4r(sm)
+ 2

δ

16r(sm)
=

3δ

8r(sm)
<

δ

2r(s)
, (5.11)

откуда в итоге получаем, что для любого s ∈ S и любого n ∈ Ns справедливо неравенство
∥∥∥∥

∫

A(s,α)

fn(s)(t)dµ(t)− α

∫

T

fn(s)(t)dµ(t)

∥∥∥∥ <
δ

2r(s)
∀α ∈ I. (5.12)

Аналогично из (5.9) и (5.11) для любого s ∈ S получаем неравенство

|µ(A(s, α)) − αµ(T )| <
δ

2r(s)
∀α ∈ I, (5.13)

Введем обозначения вида z0(s) := 0, zn(s) := p1(s) + · · ·+ pn(s) и

An(s) := A(s, zn(s)) \ A(s, zn−1(s)). (5.14)

Из этого определения очевидно следует свойство 1), т. е. если pn(s) = 0, то An(s) = ∅. Так как
{pn(s)}

∞
n=1 — локально конечное разбиение единицы на S, то при каждом s ∈ S последова-

тельность {zn(s)}
∞
n=1 является неубывающей, причем существует номер ns такой, что при всех

n ≥ ns имеем равенство zn(s) = 1, т. е. семейство {An(s)}
∞
n=1 образует конечное измеримое

разбиение пространства T , при этом An(s) = ∅, если n /∈ Ns. Более того, так как для каждого
n ∈ N функция zn : S → I непрерывна, то отображения s → A(s, zn(s)) непрерывны (из S в

T ). Отсюда, из (5.14) и из неравенства

µ
((

A(s1, zn(s1)) \ A(s1, zn−1(s1))
)
△
(
A(s2, zn(s2)) \A(s2, zn−1(s2))

))

≤ µ
(
A(s1, zn(s1))△A(s2, zn(s2))

)
+ µ

(
A(s1, zn−1(s1))△A(s2, zn−1(s2))

)

следует, что и отображения An : S → T также непрерывны.
Покажем, что множества An(s) удовлетворяют неравенствам (5.1) и (5.2). Из форму-

лы (5.14), включения A(s, zn−1(s)) ⊂ A(s, zn(s)) и неравенств (5.12) и (5.13), взятых при
α = zn(s) и α = zn−1(s), получаем для любого n ∈ N неравенства

∥∥∥∥
∫

An(s)

fn(s)(t)dµ(t) − pn(s)

∫

T

fn(s)(t)dµ(t)

∥∥∥∥ <
δ

r(s)
,
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|µ(An(s))− pn(s)µ(T )| <
δ

r(s)
.

Мощность множества индексов n, для которых An(s) 6= ∅ (т. е. card{n | An(s) 6= ∅}), можно
оценить сверху, а именно: card{n | An(s) 6= ∅} = card{Ns} ≤ r(s). При суммировании послед-
них неравенств по всем n ∈ N достаточно брать лишь n ∈ Ns, так как при n /∈ Ns имеем
pn(s) = 0 и An(s) = ∅. В результате получаем неравенства (5.1) и (5.2).

Поскольку покрытие {Vn}
∞
n=1 пространства S является локально конечным, то для любой

фиксированной точки s0 ∈ S выберем ее окрестность U(s0) так, что существует конечный
набор индексов N(s0) ⊂ N такой, что Vn ∩ U(s0) 6= ∅ лишь при n ∈ N(s0). Пусть мощность
этого множества card{N(s0)} := r̃(s0). Тогда для любого s ∈ U(s0) имеем r(s) ≤ r̃(s0) < ∞.
Это означает, что для любого s ∈ U(s0) при условии, что n /∈ N(s0), имеем pn(s) = 0, т. е.
An(s) = ∅. В результате для любого s ∈ U(s0) справедливо равенство

∞∑

n=1

µ(An(s)△An(s0)) =
∑

n∈N(s0)

µ(An(s)△An(s0)).

Отсюда и из того, что каждое отображение An : S → T непрерывно, т. е. каждое слагаемое
в этой сумме стремится к нулю при s → s0, а число слагаемых для любого s из окрестности
U(s0) конечно, получаем равенство (5.3). �

В заключение покажем, как по полученному в теореме 5 конечному измеримому разбиению
{An(s)}

∞
n=1 пространства T , сильно непрерывному по параметру s ∈ S (в смысле выполнения

равенства (5.3)), можно строить непрерывные отображения.

Предложение 2. Пусть S — сепарабельное метрическое пространство, и пусть для

каждого s ∈ S и n ∈ N заданы измеримые подмножества An(s) компактного пространства T
такие, что справедливы соотношения





An1(s) ∩An2(s) = ∅ ∀n1 6= n2; T =
∞⋃
n=1

An(s);

lim
s→s0

∞∑
n=1

µ(An(s)△An(s0)) = 0 ∀s0 ∈ S.
(5.15)

Пусть заданы функции vn(·) ∈ L1(T,E), n ∈ N, для которых существует функция k(·) ∈
L1(T,R1

+) такая, что для всех n ∈ N имеем ‖vn(t)‖ ≤ k(t) при п.в. t ∈ T . Пусть определено

отображение g из S в L1(T,E) по формуле

g(s)(t) :=
∞∑

n=1

χ
An(s)

(t)vn(t), t ∈ T. (5.16)

Тогда отображение g: S → L1(T,E) непрерывно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (5.15), (5.16) для любого s, s0 ∈ S получаем оценки
интеграла

∫

T

‖g(s)(t) − g(s0)(t)‖ dµ(t) ≤

∞∑

n=1

∫

T

∣∣∣χ
An(s)

(t)− χ
An(s0)

(t)
∣∣∣ ‖vn(t)‖ dµ(t)

≤

∞∑

n=1

∫

T

χ
An(s)△An(s0)

(t)k(t) dµ(t) ≤

∞∑

n=1

∫

An(s)△An(s0)

k(t)dµ(t),

и в силу условия (5.15) при s → s0 правая часть последнего неравенства стремится к нулю. �
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Заключение

Полученный результат позволяет построить непрерывное отображение некоторого мно-
жества функций, являющихся приближениями решений дифференциального включения с
неограниченной правой частью и значениями в банаховом пространстве, во множество реше-
ний этого включения. В свою очередь с помощью такого отображения и других результатов
удается обобщить класс оптимизационных задач, для которых удается доказать необходимые
условия оптимальности решения в форме Эйлера — Лагранжа.
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