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Рассматривается задача оптимального управления для автономного дифференциального включения

со свободным временем и функционалом смешанного типа, содержащим в интегральном члене характе-

ристическую функцию заданного открытого множества M ⊂ Rn. Постановка данной задачи ослабляет

постановку классической задачи оптимального управления с фазовым ограничением на случай, когда

нахождение допустимых траекторий системы в множестве M физически возможно, но нежелательно,

например, исходя из соображений безопасности или неустойчивости системы. При помощи метода ап-
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как и в случае задачи с фазовым ограничением, полученные необходимые условия оптимальности могут

вырождаться. Приведены условия, гарантирующие их невырожденность и поточечную нетривиальность.

Полученные результаты распространяют предыдущие результаты автора на случай задачи со свободным

временем и более общим функционалом.
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1. Постановка задачи и формулировка основного результата

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления (P ):

J(T, x(·)) = ϕ(T, x(0), x(T )) +

T∫

0

λ(x(t))δM (x(t)) dt → min , (1.1)

ẋ(t) ∈ F (x(t)), (1.2)

x(0) ∈M0, x(T ) ∈M1. (1.3)

Здесь x ∈ R
n — фазовый вектор, M0, M1 — непустые замкнутые множества из Rn, F : Rn ⇒ R

n

— локально липшицевое многозначное отображение с непустыми выпуклыми компактными

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-50-00005).
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значениями, ϕ : [0,∞) × R
n × R

n 7→ R
1 — локально липшицевая функция, λ : Rn 7→ (0,∞) —

непрерывно дифференцируемая положительная функция, δM (·) — характеристическая функ-
ция заданного открытого множества M из R

n, т. е.

δM (x) =

{
1, x ∈M,

0, x /∈M.
(1.4)

Относительно множества M и его дополнения G = R
n \M предполагается, что оба эти множе-

ства непусты и для любого x ∈ G касательный конус Кларка TG(x) (см. [8]) имеет непустую
внутренность, т. е. int TG(x) 6= ∅. Время T > 0 окончания процесса управления считается
свободным. В качестве допустимых траекторий в задаче (P ) рассматриваются все абсолютно
непрерывные решения x(·) дифференциального включения (1.2), определенные на различных
интервалах времени [0, T ], T > 0, и удовлетворяющие концевым ограничениям (1.3). Допу-
стимая траектория x∗(·), определенная на некотором интервале [0, T∗], T∗ > 0, называется
оптимальной в задаче (P ), если функционал (1.1) принимает на паре (T∗, x∗(·)) наименьшеее
возможное значение.

Основное отличие сформулированной задачи (P ) от классической задачи оптимального
управления [12] состоит в “штрафующем” интегральном члене с разрывным интегрантом в
функционале (1.1). Наличие в интегранте характеристической функции δM (·) означает, что на-
хождение траекторий системы в множестве M физически возможно, но нежелательно. Такие
нежелательные множества M состояний управляемой системы (“зоны риска”) могут возникать
в различных приложениях. Например, множество M может соответствовать состояниям пере-
грузки или неустойчивости технической системы. Положительная функция λ(·) в интегранте
в функционале (1.1) определяет предпочтительность состояний x ∈M .

В классической теории оптимального управления наличие нежелательного множества M
состояний системы обычно моделируется при помощи дополнительного фазового ограничения
вида (см. [12, гл. 6])

x(t) ∈ G = R
n \M, t ∈ [0, T ].

В этом случае фазовое ограничение G (“зона безопасности”) предполагается замкнутым (т. е.
зона риска M — открытое множество). Заметим, что задачу оптимального управления с фа-
зовым ограничением можно рассматривать как предельный случай задачи (P ) с постоянной
функцией λ(x) ≡ λ > 0, x ∈ R

n, при λ → ∞. В этом смысле постановка задачи (P ) является
ослаблением постановки задачи оптимального управления с фазовым ограничением.

Различные задачи оптимального управления, включающие характеристическую функцию
заданного множества M , в случае когда M — замкнутое множество, рассматривались в рабо-
тах [4; 5; 13–15] (подробнее см. [3]). Однако на случай открытого множества M используемые
в этих работах методы напрямую не переносятся. При этом случай открытого множества M
представляет наибольший интерес, поскольку подразумевает естественную связь задачи (P ) с
задачей оптимального управления с фазовым ограничением. Кроме того, в этом случае содер-
жащий характеристическую функцию интегральный функционал полунепрерывен снизу, что
влечет (при естественных предположениях) существование решения в задаче (P ).

Впервые случай открытого множества M был рассмотрен в работе автора [3] для задачи
на фиксированном отрезке времени [0, T ], T > 0. В настоящей работе результаты, полученные
в [3], распространяются на случай задачи (P ) со свободным временем и более общим функци-
оналом смешанного типа, что существенно расширяет область применения развитой теории.
Кроме того, приведены условия, гарантирующие невырожденность и поточечную нетривиаль-
ность полученных необходимых условий оптимальности.

В дальнейшем через NA(a) = T ∗

A(a) и N̂A(a) будем обозначать нормальный конус Клар-
ка [8] и конус обобщенных нормалей [10] соответственно к замкнутому множеству A ⊂ R

n

в точке a ∈ A, а через ∂A — границу замкнутого множества A. Далее, через H(F (x), ψ) =
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max f∈F (x)〈f, ψ〉 будем обозначать значения гамильтониана H(F (·), ·) дифференциального вклю-
чения (1.2) в точке (x, ψ) ∈ R

n×R
n, а через ∂H(F (x), ψ) — субдифференциал Кларка локально

липшицевой функции H(F (·), ·) в точке (x, ψ) ∈ R
n×R

n [8]. Наконец, через ∂ϕ̂(T, x1, x2) будем
обозначать обобщенный градиент локально липшицевой функции ϕ(·, ·, ·) в точке (T, x1, x2) ∈
[0,∞) ×R

n × R
n (см. [10]).

Для произвольного x ∈ R
n и i ∈ N и положим δ̃i(x) = min {iρ(x,G), δM (x)}, где ρ(x,G) =

min {‖x−ξ‖ : ξ ∈ G} — расстояние от точки x до непустого замкнутого множества G = R
n \M ,

а функция δM (·) определена равенством (1.4). Для i ∈ N определим функцию δi : R
n 7→ R

1

равенством

δi(x) =

∫

Rn

δ̃i(x+ y)ωi(y) dy, (1.5)

где ωi(·) — гладкая (C∞(Rn)) вероятностная плотность с носителем suppωi(·) ⊂ 1/2iB. Здесь
B — замкнутый единичный шар из R

n с центром в 0. Тогда для любого i ∈ N функция δi(·)
является гладкой, как конволюция с гладкой функцией ωi(·).

Следующие два вспомогательных результата несложно вытекают из определения характе-
ристической функции δM (·), непрерывности положительной функции λ(·) и леммы Фату (см.
доказательства аналогичных лемм 1 и 2 в [3]).

Лемма 1. Для любого x ∈ R
n выполняется неравенство

δi(x) ≤ δM (x) +
i

2i
, i ∈ N. (1.6)

Лемма 2. Пусть последовательность {xi(·)}
∞

i=1 непрерывных функций сходится равно-

мерно на некотором интервале [0, T ], T > 0, к непрерывной функции x̃ : [0, T ] 7→ R
n. Тогда

lim inf
i→∞

T∫

0

λ(xi(t))δi(xi(t)) dt ≥

T∫

0

λ(x(t))δM (x̃(t)) dt.

Из лемм 1 и 2 получаем следующий результат о полунепрерывности снизу интегрального
функционала, содержащего характеристическую функцию множества M .

Теорема 1. Для любого T > 0 интегральный функционал JM : C([0, T ],Rn) 7→ R
1, опре-

деленный равенством

JM (x(·)) =

T∫

0

λ(x(t))δM (x(t)) dt,

полунепрерывен снизу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть T > 0 задано и последовательность {xi(·)}
∞

i=1 непрерыв-
ных функций xi : [0, T ] 7→ R

n, i = 1, 2, . . . , сходится к непрерывной функции x̃(·) в C([0, T ],Rn).
Тогда в силу леммы 1 имеем

JM (xi(·)) =

T∫

0

λ(xi(t))δM (xi(t)) dt ≥

T∫

0

λ(xi(t))δi(xi(t)) dt−
i

2i

T∫

0

λ(xi(t)) dt, i ∈ N.

Откуда в силу непрерывности функции λ(·) и леммы 2, переходя к пределу при i → ∞,
получаем

lim inf
i→∞

JM (xi(·)) ≥ lim inf
i→∞

T∫

0

λ(xi(t))δi(xi(t)) dt ≥

T∫

0

λ(x̃(t))δM (x̃(t)) dt = JM (x̃(·)). �
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Следствие 1. Пусть множество допустимых траекторий в задаче (P ) непусто,

M0 ∩M1 = ∅ и существует такое компактное множество A ⊂ [0,∞) × R
n, что для любой

допустимой траектории x(·) для всех t ∈ [0, T ], где [0, T ] — интервал определения x(·), вы-

полняется включение (t, x(t)) ∈ A. Тогда в задаче (P ) существует оптимальная допустимая

траектория.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, в силу теоремы Вейерштрасса [6, § 0.1] и теоре-
мы 1 минимум функционала (1.1) достигается (см. также [18, Theorem 9.3.i]). �

Следующая теорема является основным результатом настоящей работы.

Теорема 2. Пусть x∗(·) — оптимальная допустимая траектория в задаче (P ) и T∗ > 0 —

соответствующее оптимальное время. Тогда существуют постоянная ψ0 ≥ 0, абсолютно

непрерывная функция ψ : [0, T∗] 7→ R
n и ограниченная регулярная борелевская векторная ме-

ра η на [0, T∗], так что выполняются следующие условия:

1) мера η сосредоточена на множестве M = {t ∈ [0, T∗] : x∗(t) ∈ ∂G} и неположительна

на множестве непрерывных функций y : M 7→ R
n со значениями y(t) ∈ TG(x∗(t)), t ∈ M,

т. е. ∫

M

y(t) dη ≤ 0;

2) для п.в. t ∈ [0, T∗] выполняется гамильтоново включение

(−ψ̇(t), ẋ∗(t)) ∈ ∂H

(
x∗(t), ψ(t) +

t∫

0

λ(x∗(s)) dη + ψ0

t∫

0

δM (x∗(s))
∂λ(x∗(s))

∂x
ds

)
;

3) для t = T∗ и любого t ∈ [0, T∗), являющегося точкой правой аппроксимативной непре-

рывности2 функции δM (x∗(·)), выполняется условие стационарности

H

(
x∗(t), ψ(t) +

t∫

0

λ(x∗(s)) dη + ψ0

t∫

0

δM (x∗(s))
∂λ(x∗(s))

∂x
ds

)
− ψ0λ(x∗(t))δM (x∗(t))

= H
(
x∗(0), ψ(0)) − ψ0λ(x∗(0))δM (x∗(0)

)
;

4) выполняется условие трансверсальности

(
H

(
x∗(T∗), ψ(T∗) +

T∗∫

0

λ(x∗(s)) dη + ψ0

T∗∫

0

δM (x∗(s))
∂λ(x∗(s))

∂x
ds

)
, ψ(0),

− ψ(T∗)−

T∗∫

0

λ(x∗(s)) dη − ψ0

T∗∫

0

δM (x∗(s))
∂λ(x∗(s))

∂x
ds

)

∈ ψ0∂̂φ(T∗, x∗(0), x∗(T∗)) + {0} × N̂
M̃0

× N̂
M̃1

;

5) выполняется условие нетривиальности ψ0 + ‖ψ(0)‖ + ‖η‖ 6= 0.

2Напомним, что точка t ∈ [0, T ), T > 0, называется точкой правой аппроксимативной непрерыв-

ности функции ξ : [0, T ] 7→ R
1, если существует такое измеримое по Лебегу множество E ⊂ [t, T ], что

точка t является его точкой плотности, а функция ξ(·) непрерывна справа в точке t вдоль множества E
(см. [11, гл. 9, § 5]).
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Здесь

∫ t

0
λ(x∗(s)) dη — интеграл Лебега от функции λ(x∗(·)) по мере η на интервале [0, t],

t ≥ 0, а множества M̃0 и M̃1 определены равенствами

M̃0 =

{
M0, x∗(0) ∈M,

M0 ∩G, x∗(0) ∈ G
и M̃1 =

{
M1, x∗(T∗) ∈M,

M1 ∩G, x∗(T∗) ∈ G.
(1.7)

Приведенное в следующем разделе доказательство теоремы 2 основано на аппроксима-
ции задачи (P ) последовательностью {Pi}

∞

i=1 стандартных задач оптимального управления
для дифференциального включения, для которых соответствующие необходимые условия оп-
тимальности известны (см. [8, теорема 3.6.1]), с последующим в них предельным переходом
при i → ∞. Отметим, что аналогичные методы аппроксимаций использовались ранее для
получения необходимых условий оптимальности в задачах с фазовыми ограничениями в ра-
ботах [1; 2; 16; 17].

2. Построение последовательности аппроксимирующих задач

и доказательство теоремы 2

Пусть x∗(·) — оптимальная допустимая траектория в задаче (P ), а T∗ > 0 — соответствую-
щее оптимальное время. В дальнейшем будем предполагать, что траектория x∗(·) доопределена
на бесконечный интервал [T∗,∞) как постоянная, т. е. x∗(t) ≡ x∗(T∗), t ≥ 0.

Для i ∈ N рассмотрим следующую задачу оптимального управления (Pi):

Ji(T, x(·)) = ϕ(T, x(0), x(T )) + (T − T∗)
2

+

T∫

0

[
λ(x(t))δi(x(t)) + ‖x(t)− x∗(t)‖

2
]
dt → min , (2.1)

ẋ(t) ∈ F (x(t)), (2.2)

|T − T∗| ≤
T∗
2
, ‖x(t) − x∗(t)‖ ≤ 1, t ∈ [0, T ], (2.3)

x(0) ∈ M̃0, x(T ) ∈ M̃1. (2.4)

Здесь функции ϕ(·, ·, ·), λ(·) и многозначное отображениие F (·) — те же самые, что и в зада-

че (P ), а множества M̃0 и M̃1 определены равенствами (1.7). Как и в задаче (P ), множество
допустимых траекторий в (Pi) состоит из всех абсолютно непрерывных решений x(·) диффе-
ренциального включения (2.2), определенных на различных интервалах времени [0, T ], T > 0,
удовлетворяющих ограничениям (2.3) и краевым ограничениям (2.4).

Для каждого i ∈ N задача (Pi) является стандартной задачей оптимального управления со
свободным временем для дифференциального включения с липшицевыми данными, фазовыми
ограничениями и терминальными ограничениями (см. [8, § 3.6]). Поскольку траектория x∗(·)
является допустимой в задаче (Pi), то в силу теоремы Филиппова [18, Theorem 9.3.i] для лю-
бого i ∈ N существует оптимальная допустимая траектория xi(·) в задаче (Pi). Пусть Ti > 0 —
соответствующее оптимальное время. Всегда будем предполагать, что траектория xi(·) про-
должена на бесконечный интервал [Ti,∞) как постоянная, т. е. xi(t) ≡ xi(Ti)), t ≥ Ti.

Далее будем называть {(Pi)}
∞

k=1 последовательностью аппроксимирующих задач, соот-

ветствующей оптимальной траектории x∗(·).

Следующий результат позволяет получить утверждения теоремы 2 посредством предель-
ного перехода в необходимых условиях оптимальности для задачи (Pi) при i→ ∞.



20 С.М.Асеев

Теорема 3. Пусть x∗(·) — оптимальная допустимая траектория, T∗ — соответству-

ющее оптимальное время, а {(Pi)}
∞

i=1 — соответствующая последовательность аппрокси-

мирующих задач. Пусть xi(·), Ti > 0, — оптимальная допустимая траектория и соответ-

ствующее оптимальное время в задаче (Pi), i ∈ N. Тогда

lim
i→∞

Ti = T∗, (2.5)

lim
i→∞

xi(·) = x∗(·) в C([0, T∗],R
n), (2.6)

lim
i→∞

ẋi(·) = ẋ∗(·) слабо в L1([0, T∗],R
n), (2.7)

lim
i→∞

Ti∫

0

λ(xi(t))δi(xi(t)) dt =

T∗∫

0

λ(x∗(t))δM (x∗(t)) dt. (2.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как xi(·) — оптимальная допустимая траектория в зада-
че (Pi), i ∈ N, а x∗(·) — допустимая траектория в (Pi), то в силу леммы 1 имеем (см. (1.6)
и (2.1))

ϕ(Ti, xi(0), xi(Ti)) + (Ti − T∗)
2 +

Ti∫

0

[
λ(xi(t))δi(xi(t)) + ‖xi(t)− x∗(t)‖

2
]
dt

≤ ϕ(T∗, x∗(0), x∗(T∗)) +

T∗∫

0

λ(x∗(t))δi(x∗(t)) dt

≤ ϕ(T∗, x∗(0), x∗(T∗)) +

T∗∫

0

λ(x∗(t))δM (x∗(t)) dt+
i

2i

T∗∫

0

λ(x∗(t)) dt. (2.9)

Так как |Ti − T∗| ≤ T∗/2, i ∈ N, то, не ограничивая общности, можно считать, что limi→∞ Ti =
T̃ > 0. Далее, множество допустимых траекторий дифференциального включения (2.2), удо-
влетворяющих фазовому ограничению (2.3), является компактом в пространстве C([0, T̃ ],Rn).
Пусть x̃(·) — некоторая предельная точка последовательности {xi(·)}

∞

i=1 в C([0, T̃ ],Rn). То-
гда x̃(·) — допустимая траектория в задаче (P ) и, переходя к подпоследовательности, можно
считать, что limi→∞ xi(·) = x̃(·) в C([0, T̃ ],Rn).

Поскольку x∗(·) — оптимальная траектория в задаче (P ), а x̃(·) — допустимая траектория
в этой задаче, то

ϕ(T∗, x∗(0), x∗(T∗)) +

T∗∫

0

λ(x∗(t))δM (x∗(t)) dt ≤ ϕ(T̃ , x̃(0), x̃(T̃ )) +

T̃∫

0

λ(x̃(t))δM (x̃(t)) dt.

Откуда для i ∈ N в силу (2.9) получаем

ϕ(Ti, xi(0), xi(Ti))− ϕ(T̃ , x̃(0), x̃(T̃ )) +

Ti∫

0

λ(xi(t))δi(xi(t)) dt−

T̃∫

0

λ(x̃(t))δM (x̃(t)) dt

+ (Ti − T∗)
2 +

Ti∫

0

‖xi(t)− x∗(t)‖
2 dt ≤

i

2i

T∗∫

0

λ(x∗(t)) dt. (2.10)
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Так как limi→∞ Ti = T̃ и limi→∞ xi(·) = x̃(·) в C([0, T̃ ],Rn), то в силу леммы 2 для любого ε > 0
существует такое натуральное число i0, что для всех i ≥ i0 имеем

ϕ(Ti, xi(0), xi(Ti))− ϕ(T̃ , x̃(0), x̃(T̃ )) ≥ −ε,

Ti∫

0

λ(xi(t))δi(xi(t)) dt−

T̃∫

0

λ(x̃(t))δM (x̃(t)) dt ≥ −ε.

Откуда в силу (2.10) для любого i ≥ i0 получаем

(Ti − T∗)
2 +

Ti∫

0

‖xi(t)− x∗(t)‖
2 dt ≤ 2ε+

i

2i

T∗∫

0

λ(x∗(t)) dt.

Переходя в этом неравенстве к пределу при i→ ∞, выводим

lim sup
i→∞

[
(Ti − T∗)

2 +

Ti∫

0

‖xi(t)− x∗(t)‖
2 dt

]
≤ 2ε.

В силу произвольности ε > 0 последнее неравенство влечет равенства

lim
i→∞

Ti = T∗, lim
i→∞

T∗∫

0

‖xi(t)− x∗(t)‖
2 dt = 0.

Таким образом, равенство (2.5) доказано. Поскольку limi→∞ Ti = T̃ = T∗ и x̃(·) — произ-
вольная предельная точка последовательности {x(·)}∞i=1 в C([0, T̃ ],Rn), то выполняется усло-
вие (2.6). Далее, равенство (2.7) вытекает из (2.6) и того факта, что последовательность
{ẋi(·)}

∞

i=1 ограничена в L∞([0, T∗],R
n). Наконец, в силу леммы 2 равенство (2.8) вытекает

из условий (2.5), (2.6) и неравенства (2.10). �

Следствие 2. При выполнении условий теоремы 3, переходя, если нужно, в последова-

тельности {δi(xi(·)}
∞

i=1 к подпоследовательности, можно считать, что

lim
i→∞

δi(xi(t)) = lim
i→∞

δM (x∗(t)) при п.в. t ∈ [0, T∗]. (2.11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу открытости множества M для всех t ∈ [0, T ], для ко-
торых x∗(t) ∈ M , из определения функций δM (·) и δi(·), i = 1, 2, . . . , (см. (1.4) и (1.5)) и
условия (2.6) вытекает равенство limi→∞ δi(xi(t)) = limi→∞ δM (x∗(t)) = 1. Рассмотрим теперь
множество тех t ∈ [0, T ], для которых x∗(t) ∈ G. В этом случае δM (x∗(t)) = 0 и в силу (2.8)
выполняется равенство

lim
i→∞

∫

t∈[0,T∗] : x∗(t)∈G

λ(xi(t))δi(xi(t)) dt = 0.

Откуда в силу неотрицательности функций λ(xi(·))δi(xi(·)), i = 1, 2, . . . , для любого ε > 0
получаем

lim
i→∞

meas {t ∈ [0, T∗] : x∗(t) ∈ G, λ(xi(t))δi(xi(t)) > ε} = 0,

т. е. последовательность {λ(xi(·))δi(xi(·))}
∞

i=1 сходится к 0 на множестве {t ∈ [0, T∗] : x∗(t) ∈ G}
по мере. Следовательно, переходя, если нужно, к подпоследовательности, можно считать, что
{λ(xi(t))δi(xi(·))}

∞

i=1 сходится к 0 при п.в. t ∈ [0, T∗], для которых x∗(t) ∈ G, и, следовательно,
для п.в. t ∈ [0, T∗]. Поскольку limi→∞ λ(xi(t)) = λ(x∗(t)) > 0, t ∈ [0, T∗], то отсюда вытекает
условие (2.11). �
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Заметим, что в силу следствия 2 и теоремы Лебега о предельном переходе под знаком
интеграла (см. [11, гл. VI, § 3]), не ограничивая общности, можно считать, что для любой
непрерывной функции ξ : Rn 7→ R

n для любого t ∈ [0, T∗] справедливо равенство

lim
i→∞

t∫

0

ξ(xi(s))δi(xi(s)) ds =

t∫

0

ξ(x∗(s))δM (x∗(s)) ds.

Перейдем теперь к доказательству непосредственно утверждений теоремы 2.

Пусть x∗(·) — оптимальная траектория в задаче (P ), T∗ > 0 — соответствующее опти-
мальное время, а {Pi}

∞

i=1 — соответствующая последовательность аппоксимирующих задач
(см. (2.1)–(2.4)). Тогда в силу условий (2.5) и (2.6) теоремы 3 для всех достаточно больших
номеров i неравенства (2.3) выполняются как строгие. Следовательно, необходимые условия
оптимальности в форме гамильтонова включения Кларка (см. [8, теорема 3.6.1])) для задач
со свободным временем без фазовых ограничений и с негладкими концевыми ограничения-
ми [9] выполняются для оптимальной траектории xi(·) в задаче (Pi) для всех достаточно боль-
ших номеров i. Именно существуют такие число ψ0

i ≥ 0 и абсолютно непрерывная функция
ψ̃i : [0, Ti] 7→ R

n, что

(− ˙̃ψi(t), ẋi(t))
п.в.
∈ ∂H(xi(t), ψ̃i(t))− ψ0

i

(
λ(xi(t))

∂δi(xi(t))

∂x
+ δi(xi(t))

∂λ(xi(t))

∂x

+ 2(xi(t)− x∗(t), 0)
)
, (2.12)

(hi(Ti), ψ̃i(0),−ψ̃i(Ti)) ∈ ∂̂ϕ(Ti, xi(0), xi(Ti)) + {0} × N̂
M̃1

(xi(0)) × N̂
M̃2

(xi(Ti)), (2.13)

ḣi(t)
п.в.
= −2ψ0

i 〈xi(t)− x∗(t), ẋ∗(t)〉, (2.14)

ψ0
i + ‖ψ̃i(0)‖ 6= 0. (2.15)

Здесь абсолютно непрерывная функция hi(·), i = 1, 2, . . . , определяется равенством

hi(t) = H(xi(t), ψ̃i(t))− ψ0
i

(
λ(xi(t))δi(xi(t)) + ‖xi(t)− x∗(t)‖

2
)
, t ∈ [0, Ti]. (2.16)

Домножив на положительный множитель сопряженные переменные ψ0
i , ψ̃i(·), i = 1, 2, . . . ,

в силу (2.15), не ограничивая общности, можно считать, что выполняется равенство

ψ0
i + ‖ψ̃i(0)‖+ ψ0

i

Ti∫

0

∥∥∥∂δi(xi(t))
∂x

∥∥∥ dt = 1. (2.17)

Введем новые сопряженные переменные следующими равенствами:

ηi(t) = ψ0
i

∂δi(xi(t))

∂x
, ψi(t) = ψ̃i(t)−

t∫

0

λ(xi(s))ηi(s) ds−ψ
0

t∫

0

δi(xi(s))
∂λ(xi(s))

∂x
ds, t ∈ [0, Ti].

В терминах этих новых сопряженных переменных гамильтоново включение (2.12) запи-
шется в виде

(
− ψ̇i(t), ẋi(t)

) п.в.
∈ ∂H

(
xi(t), ψi(t) +

t∫

0

λ(xi(s))ηi(s) ds+ ψ0
i

t∫

0

δi(xi(s))
∂λ(xi(s))

∂x
ds
)

− 2ψ0
i (xi(t)− x∗(t), 0). (2.18)



Об одной задаче оптимального управления с разрывным интегрантом 23

В силу условия (2.17), переходя, если нужно к подпоследовательности, не ограничивая
общности, можно считать, что ψ0

i → ψ0 ≥ 0, ψi(0) = ψ̃i(0) → ψ0, ‖ψ0‖ ≤ 1, при i→ ∞, а в силу
теоремы Хелли (см., например, [18, Theorem 15.1.i.]) последовательность {ηi(·)}

∞

i=1 сходится
слабо при i→ ∞ к регулярной борелевской мере η на [0, T∗].

В силу включения (2.18) и предложения 3.2.4 из [8] имеем ‖ψ̇i(t)‖ ≤ k(‖ψi(t)‖+1), t ∈ [0, Ti],
где k ≥ 0 — некоторая постоянная. Следовательно, в силу леммы Гронуолла (см., напри-
мер, [18, Lemma 18.1.i]), не ограничивая общности, можно считать, что ψi(·) → ψ(·) в
C([0, T∗],R

n), ψ̇i(·) → ψ̇(·) слабо в L1([0, T∗],R
n) при i → ∞, где ψ : [0, T∗] 7→ R

n — липши-
цевая функция.

Оставшаяся часть доказательства теоремы 2 носит технический характер и основывается
на предельном переходе в необходимых условиях оптимальности (2.12)–(2.15) для задачи (Pi)
при i → ∞. С небольшими изменениями оно повторяет доказательство соответствующих
необходимых условий оптимальности для задачи с фазовым ограничением в [16, Theorem 1]
и [3, Theorem 1]. При этом используются теорема Мазура [6], дифференциальные свойства
функции расстояния (см. определение функции δi(·) равенством (1.5)), полунепрерывность
сверху субдифференциала Кларка [8], полунепрерывность сверху нормального конуса Кларка
NG(·) (в случае intTG(x) 6= ∅, x ∈ G), полунепрерывность сверху конуса обощенных нор-

малей N̂
M̃i

(·) к замкнутому множеству M̃i, i = 1, 2, полунепрерывность сверху обобщенного

градиента ∂̂ϕ(·, ·, ·) локально липшицевой функции ϕ(·, ·, ·), а также следствие 2. Подробное
описание аналогичного предельного перехода в случае фиксированного момента времени T > 0
см. в [17, разд. 3]. Теорема 2 доказана.

3. Условия невырожденности и поточечной нетривиальности

Доказанная в предыдущем разделе теорема 2 по форме аналогична известным необхо-
димым условиям оптимальности для задачи оптимального управления дифференциальным
включением с фазовым ограничением (см. [16, Theorem 1]). При этом главное отличие теоре-
мы 2 от теоремы 1 в [16] состоит в условии стационарности 3), которое играет ту же роль, что
и условие (b) на скачок меры в [16, Theorem 1]. Оказывается, что в некоторых случаях условие
стационарности 3) влечет условие (b) на скачок меры из [16, Theorem 1]. Данное обстоятельство
позволяет получить достаточные условия невырожденности и поточечной нетривиальности
для теоремы 2, аналогичные полученным в [16]. Другие результаты о невырожденности раз-
личных варинтов необходимых условий оптимальности для задач с фазовыми ограничениями
см. в [1; 2; 7; 19; 20].

Аналогично [16] допустимую траекторию x∗(·) будем называть управляемой в концевых

точках x∗(0) и x∗(T∗) (относительно множества G), если

H(x∗(0),−g0) > 0 для любого g0 ∈ NG(x∗(0)) ∩ N̂M̃0

, g0 6= 0,

и
H(x∗(T∗), g1) > 0 для любого g1 ∈ NG(x∗(T∗)) ∩ N̂M̃1

, g1 6= 0.

Теорема 4. Пусть допустимая траектория x∗(·) управляема в концевых точках x∗(0)
и x∗(T∗) и удовлетворяет условиям теоремы 2. Тогда выполняется следующее условие невы-

рожденности:

ψ0 +meas {t ∈ [0, T∗] : ψ(t) +

t∫

0

λ(x∗(s))dη + ψ0

t∫

0

δM (x∗(s))
∂λ(x∗(s))

∂x
ds 6= 0} > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что утверждение теоремы неверно. Тогда

ψ0 = 0 и ψ(t) +

t∫

0

λ(x∗(s))dη = 0 при п.в. t ∈ [0, T∗].
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Поскольку ψ0 = 0, то условие стационарности 3) теоремы 2 в точке t = T∗ и во всех точках
t ∈ [0, T∗], являющихся точками правой аппроксимативной непрерывности функции δM (x∗(·)),
принимает вид

H

(
x∗(t), ψ(t) +

t∫

0

λ(x∗(s)) dη

)
= H (x∗(0), ψ(0))) .

Далее, почти каждая точка t ∈ [0, T∗] является точкой правой аппрокcимативной непрерывно-

сти функции δM (x∗(·)), а функция t 7→

∫ t

0
λ(x∗(s)) dη непрерывна справа на [0, T∗]. Отсюда в

силу предыдущего равенства для t = T∗ и п.в. t ∈ [0, T ) получаем тождество

H

(
x∗(t), ψ(t) +

t∫

0

λ(x∗(s))dη

)
≡ H

(
x∗(t), ψ(t) +

t∫

0

λ(x∗(s))dη − λ(x∗(t))η(t)

)
, t ∈ [0, T∗].

(3.19)
Здесь η(t) — атомарная составляющая меры η в точке t ∈ [0, T∗]. Данное тождество пол-
ностью аналогично условию на скачок меры (b) в [16, Theorem 1]. Оставшаяся часть дока-
зательства теоремы 4 основана на использовании тождества (3.19), свойстве управляемости
траектории x∗(·) в концевых точках x∗(0) и x∗(T∗), определении меры η и почти дословно
повторяет доказательство теоремы 2 в [16, Theorem 2]. �

Теорема 5. Пусть допустимая траектория x∗(·) управляема в концевых точках x∗(0) и

x∗(T∗), удовлетворяет условиям теоремы 2 и, кроме того,

H(x∗(t), (−1)ig) > 0 ∀g ∈ NG(x∗(t)), t ∈ (0, T∗), i = 1, 2. (3.20)

Тогда

ψ0 +

∥∥∥∥ψ(t) +
t∫

0

λ(x∗(s)) dη + ψ0

t∫

0

δM (x∗(s))
∂λ(x∗(s))

∂x
ds

∥∥∥∥ > 0, t ∈ (0, T∗). (3.21)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим множество

∆ =

{
t ∈ (0, T∗) : ψ(t) +

t∫

0

λ(x∗(s)) dη = 0

}
.

Предположим, что условие (3.21) не выполняется. Тогда ψ0 = 0 и ∆ 6= ∅.
При ψ0 = 0 условие стационарности 3) теоремы 2 в точке t = T∗ и во всех точках t ∈ [0, T∗],

являющихся точками правой аппроксимативной непрерывности функции δM (x∗(·)), имеет вид

H

(
x∗(t), ψ(t) +

t∫

0

λ(x∗(s)) dη

)
= H (x∗(0), ψ(0))) .

Так как почти каждая точка t ∈ [0, T∗] является точкой правой аппрокcимативной непрерывно-

сти функции δM (x∗(·)), а функция t 7→

∫ t

0
λ(x∗(s)) dη непрерывна справа на [0, T∗], то отсюда,

как и в доказательстве теоремы 4, вытекает тождество (3.19), которое полностью аналогич-
но условию на скачок меры (b) в [16, Theorem 1]. Поэтому, полностью следуя рассуждениям,
приведенным в доказательстве теоремы 4 в [16], используя тождество (3.19), свойство управ-
ляемости траектории x∗(·) в концевых точках x∗(0) и x∗(T∗), условие (3.20) и определение
меры η, можно показать, что множество ∆ является одновременно открытым и замкнутым
относительно интервала (0, T∗). Поэтому ∆ = (0, T∗). Однако это противоречит утверждению
теоремы 4. �
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