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В конечномерном евклидовом пространстве рассматривается задача преследования группой преследо-

вателей одного убегающего с равными возможностями всех участников, описываемая системой вида

D(α)zi = azi + ui − v, ui, v ∈ V,

где D(α)f — производная по Капуто порядка α ∈ (1, 2) функции f. Множество допустимых управле-

ний V — строго выпуклый компакт, a — вещественное число. Целью группы преследователей является

поимка убегающего не менее чем m различными преследователями, при этом моменты поимки могут не

совпадать. Терминальные множества — начало координат. Преследователи используют квазистратегии. В

терминах начальных позиций получены достаточные условия разрешимости задачи преследования. При

исследовании в качестве базового используется метод разрешающих функций, позволяющий получить

достаточные условия разрешимости задачи сближения за некоторое гарантированное время.
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In a finite-dimensional Euclidean space, we consider a problem of pursuing one evader by a group of pursuers

with equal capabilities of all participants. The dynamics of the problem is described by the system

D(α)zi = azi + ui − v, ui, v ∈ V,

where D(α)f is the Caputo derivative of order α ∈ (1, 2) of the function f . The set of admissible controls V is

a strictly convex compact set and a is a real number. The aim of the group of pursuers is to catch the evader

by at least m different pursuers, possibly at different times. The terminal sets are the origin. The pursuers use

quasi-strategies. We obtain sufficient conditions for the solvability of the pursuit problem in terms of the initial

positions. The investigation is based on the method of resolving functions, which allows us to obtain sufficient

conditions for the termination of the approach problem in some guaranteed time.
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Введение

Важное направление развития современной теории дифференциальных игр связано с раз-
работкой методов решения игровых задач преследования-уклонения с участием нескольких
объектов [1–4], причем, кроме углубления классических методов решения, активно ведется
поиск новых задач, к которым применимы уже разработанные методы. В частности, в ра-
ботах [5–7] рассматривались задачи преследования двух лиц, описываемые уравнениями с
дробными производными, где были получены достаточные условия поимки.

В настоящей работе рассматривается одна задача о многократной поимке группой пресле-
дователей одного убегающего при условии, что все участники обладают равными возможно-
стями, а движение игроков описывается уравнениями с дробными по Капуто производными.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 16-01-00346) и Министерства образования и науки
РФ в рамках базовой части госзадания в сфере науки(проект 1.5211.2017/8.9).
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Получены достаточные условия поимки. Н.Л. Григоренко [8] получил необходимые и доста-
точные условия многократной поимки для задачи простого преследования. Условия одновре-
менной многократной поимки для задачи простого преследования с равными возможностями
всех участников получены А.И.Благодатских [9]. Задача о многократной поимке убегающего
в примере Л .С.Понтрягина представлена в работах [10–13]. Многократная поимка в линей-
ных дифференциальных играх рассматривалась в [2; 14–16]. Задача группового преследова-
ния с фазовыми ограничениями и дробными производными порядка α ∈ (0, 1) рассматрива-
лась в [17].

1. Постановка задачи

О п р е д е л е н и е 1 [18]. Пусть f : [0,∞) → R
k — функция такая, что f ′ — абсолютно

непрерывна на [0,∞), α ∈ (1, 2). Производной по Капуто порядка α функции f называется
функция D(α)f вида

(

D(α)f
)

(t) =
1

Γ(2− α)

t
∫

0

f ′′(s)

(t− s)α−1
ds, где Γ(β) =

∞
∫

0

e−ssβ−1 ds.

В пространстве R
k(k > 2) рассматривается дифференциальная игра n + 1 лиц: n пресле-

дователей P1, . . . , Pn и один убегающий E. Закон движения каждого из преследователей Pi

имеет вид

D(α)xi = axi + ui, xi(0) = x0i , ẋi(0) = x1i , ui ∈ V. (1.1)

Закон движения убегающего E имеет вид

D(α)y = ay + v, y(0) = y0, ẏ(0) = y1, v ∈ V. (1.2)

Здесь α ∈ (1, 2), xi, y, ui, v ∈ R
k, V — строго выпуклый компакт R

k, a — вещественное число.
Кроме того, x0i 6= y0 для всех i.

Вместо систем (1.1), (1.2) рассмотрим систему

D(α)zi = azi + ui − v, zi(0) = z0i = x0i − y0, żi(0) = z1i = x1i − y1, ui, v ∈ V. (1.3)

Здесь и всюду далее i ∈ I = {1, . . . , n}. Обозначим z0 = {z0i , z
1
i } — вектор начальных

позиций. Считаем, что z1i 6= 0 для всех i.

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что задана квазистратегия Ui преследователя Pi,
если определено отображение Ui, ставящее в соответствие начальным позициям z0, моменту t
и произвольной предыстории управления vt(·) убегающего E измеримую функцию ui(t) со
значениями в V.

О п р е д е л е н и е 3. В игре происходит m-кратная поимка (при m = 1 — поимка), если
существуют момент T (z0), квазистратегии U1, . . . , Un преследователей P1, . . . , Pn такие, что
для всякой измеримой функции v(·), v(t) ∈ V, t ∈ [0, T (z0)], существуют моменты τ1, . . . τm ∈
[0, T (z0)], попарно различные индексы i1, . . . , im ∈ I, что zis(τs) = 0, s = 1, . . . ,m.
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Введем следующие обозначения.

Eρ(z, µ) =
∞
∑

k=0

zk

Γ(kρ−1 + µ)
— обобщенная функция Миттаг — Лефлера [20, c. 17],

fi(t) =







tα−1E1/α(at
α, 1)z0i + tαE1/α(at

α, 2)z1i , если a < 0,

z0i
t
+ z1i , если a = 0,

λ(z, v) = sup{λ > 0
∣

∣ −λz ∈ V − v}, γ = −aΓ(2− α),

Ω(l) = {(i1, . . . , il)
∣

∣ i1, . . . , il ∈ I и попарно различны},

δ+0 = min
v∈V

max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

λ(z1j , v), δ−0 = min
v∈V

max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

λ(−z1j , v),

δ+t = min
v∈V

max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

λ(fj(t), v), δ−t = min
v∈V

max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

λ(−fj(t), v),

δ0 = min{δ+0 , δ
−

0 }, δt = min{δ+t , δ
−

t },

r(t, s) =

{

1, если E1/α(a(t− s)α, α) > 0,

−1, если E1/α(a(t− s)α, α) < 0,

E(t, s) = (t− s)α−1E1/α (a(t− s)α, α) .

2. Достаточные условия поимки

2.1. Достаточные условия поимки при a < 0

Лемма 1. Пусть a < 0, δ0 > 0. Тогда существует T > 0 такой, что для всех t > T
справедливо неравенство δt > 0.5γδ0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При t → +∞ справедливы следующие асимптотические оценки
[19, формула (1.2.4)]:

E1/α(at
α, 1) = −

1

atαΓ(1− α)
+O

( 1

t2α

)

,

E1/α(at
α, 2) = −

1

atαΓ(2− α)
+O

( 1

t2α

)

,

где под O(g) при t → +∞ понимается конкретная функция G такая, что функция G/g является
ограниченной на (A,+∞) при некотором A > 0. Следовательно, функции fi представимы в
виде

fi(t) = −
z0i

atΓ(1− α)
+

z1i
γ

+O
( 1

tα

)

и поэтому lim
t→+∞

fi(t) =
z1i
γ
. Так как функция λ непрерывна [2, лемма 1.3.13], для всех v ∈ V

верно lim
t→∞

λ(fi(t), v) = λ
(z1i
γ
, v
)

. Следовательно,

lim
t→+∞

δ+t = min
v∈V

max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

λ
(z1j
γ
, v
)

= γδ+0 .

Аналогично lim
t→+∞

δ−t = γδ−0 . Отсюда существует T > 0 такой, что для всех t > T справедливо

неравенство δt > 0.5γδ0. �
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Лемма 2. Пусть a < 0, δ0 > 0. Тогда существует T0 > 0 такой, что для любой изме-

римой функции v(·), v(t) ∈ V найдется множество Λ ∈ Ω(m) такое, что для всех j ∈ Λ
справедливо неравенство

Tα−1
0

T0
∫

0

∣

∣E(T0, s)
∣

∣λ(fj(T0)r(T0, s), v(s)) ds > 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 1 следует, что существует момент T1 > 0 такой, что
для всех t > T1 справедливо неравенство δt > 0.5γδ0. Пусть T > T1. Рассмотрим функции
(t ∈ [0, T ])

hi(t) = tα−1

t
∫

0

∣

∣E(t, s)
∣

∣λ(fi(T )r(T, s), v(s)) ds.

Тогда

max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

hj(t) > max
Λ∈Ω(m)

tα−1

t
∫

0

∣

∣E(t, s)
∣

∣min
j∈Λ

λ(fj(T )r(T, s), v(s))ds. (2.1)

Так как для любых неотрицательных чисел {aΛ}Λ∈Ω(m) справедливо неравенство

max
Λ∈Ω(m)

aΛ >
1

Cm
n

∑

Λ∈Ω(m)

aΛ,

то из (2.1) следует неравенство

max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

hj(t) >
tα−1

Cm
n

t
∫

0

∣

∣E(t, s)
∣

∣

∑

Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

λ(fj(T )r(T, s), v(s))ds

>
tα−1

Cm
n

t
∫

0

∣

∣E(t, s)
∣

∣ max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

λ(fj(T )r(T, s), v(s)) ds

>
δ0γt

α−1

2Cm
n

t
∫

0

∣

∣E(t, s)
∣

∣ ds >
δ0γ

2Cm
n

tα−1

t
∫

0

E(t, s) ds. (2.2)

В силу [20, формула (1.15)]

t
∫

0

E(t, s) ds = tαE1/α (at
α, α+ 1) .

Поэтому из (2.2) получаем

max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

hj(T ) >
δ0γ

2Cm
n

Tα−1TαE1/α(aT
α, α+ 1) =

δ0γ

2Cm
n

T 2α−1E1/α(aT
α, α+ 1).

Из [19, формула (1.2.4)] следует, что при t → +∞ справедливо асимптотическое представление

E1/α(at
α, α+ 1) = −

1

atα
+O

( 1

t2α

)

.
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Поэтому при T → +∞ справедливо неравенство

max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

hj(T ) >
δ0γ

2Cm
n

(

−
Tα−1

a
+O

( 1

T

))

.

Так как a < 0, α− 1 > 0, то существует T0 > T1 такой, что

δ0γ

2Cm
n

(

−
Tα−1

a
+O

( 1

T

))

> 1.

Получили, что существует T0 > 0 такой, что max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

hj(T0) > 1. Следовательно, существует

Λ0 ∈ Ω(m) такое, что hj(T0) > 1 для всех j ∈ Λ0. Что и требовалось доказать. �

Определим число

T̂ = inf

{

t
∣

∣ inf
v(·)

max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

tα−1

t
∫

0

|E(t, s)|λ(fj(t)r(t, s), v(s)) ds > 1

}

.

В силу леммы 2 число T̂ < ∞.

Теорема 1. Пусть a < 0, δ0 > 0. Тогда в игре происходит m-кратная поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(s), s ∈ [0, T̂ ], — произвольное управление убегающего.
Рассмотрим функцию

H(t) = 1− max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

T̂α−1

t
∫

0

|E(T̂ , s)|λ(fj(T̂ )r(T̂ , s), v(s)) ds.

Обозначим через T0 > 0 первый корень данной функции. Отметим, что T0 существует в силу
леммы 2 и определения T̂ . Кроме того, существует множество Λ0 ∈ Ω(m) такое, что для всех
j ∈ Λ0

1− T̂α−1

T0
∫

0

|E(T̂ , s)|λ(fj(T̂ )r(T̂ , s), v(s)) ds 6 0.

Поэтому существуют моменты tj 6 T0, j ∈ Λ0, для которых

1− T̂α−1

tj
∫

0

|E(T̂ , s)|λ(fj(T̂ )r(T̂ , s), v(s)) ds = 0. (2.3)

Для j /∈ Λ0 обозначим через tj моменты времени, для которых выполнено условие (2.3), если
такие моменты существуют. Задаем управления преследователей Pi, полагая

ui(s) =







v(s)− λ(fi(T̂ )r(T̂ , s), v(s))fi(T̂ )r(T̂ , s), s ∈ [0,min{ti, T̂ }],

v(s), s ∈ [min{ti, T̂ }, T̂ ].

Тогда решение системы (1.3) представимо в виде [21, формула (19)]

zi(t) = E1/α(at
α, 1)z0i + tE1/α(at

α, 2)z1i +

t
∫

0

E(t, s)(ui(s)− v(s))ds.
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Отсюда

T̂α−1zi(T̂ ) = fi(T̂ ) + T̂α−1

T̂
∫

0

E(T̂ , s)(ui(s)− v(s)) ds

= fi(T̂ )− T̂α−1

T̂
∫

0

|E(T̂ , s)|λ(fi(T̂ )r(T̂ , s), v(s))fi(T̂ ) ds

= fi(T̂ )

(

1− T̂α−1

ti
∫

0

|E(T̂ , s)|λ(fi(T̂ )r(T̂ , s), v(s))

)

ds = 0

для всех i ∈ Λ0. Следовательно, zi(T̂ ) = 0 для всех i ∈ Λ0. �

2.2. Достаточные условия поимки при a = 0

Лемма 3. Пусть a = 0, δ+0 > 0. Тогда существует T > 0 такой, что для всех t > T
справедливо неравенство δ+t > 0.5δ+0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как lim
t→+∞

fi(t) = z1i , а функция λ непрерывна [2, лем-

ма 1.3.13], то для всех v ∈ V имеем lim
t→+∞

λ(fi(t), v) = λ(z1i , v). Поэтому lim
t→+∞

δ+t = δ+0 , откуда

получаем требуемое. �

Лемма 4. Пусть a = 0, δ+0 > 0. Тогда существует T0 > 0 такой, что для любой из-

меримой функции v(·), v(t) ∈ V найдется множество Λ ∈ Ω(m) такое, что для всех j ∈ Λ
справедливо неравенство

1

T0

T0
∫

0

E(T0, s)λ(fj(T0), v(s))ds > 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о данной леммы проводится аналогично доказательству леммы 2
c опорой на лемму 3. �

Определим число

T̂ = inf

{

t > 0 | inf
v(·)

max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

1

t

t
∫

0

E(t, s)λ(fj(t), v(s))ds > 1

}

.

В силу леммы 4 число T̂ < +∞.

Теорема 2. Пусть a = 0, δ+0 > 0. Тогда в игре происходит m-кратная поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функции

H(t) = 1− max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

1

T̂

t
∫

0

E(T̂ , s)λ(fj(T̂ ), v(s))ds.

Обозначим через T0 первый корень данной функции. Тогда существует множество Λ0 ∈ Ω(m)
такое, что для всех j ∈ Λ0

1−
1

T̂

T0
∫

0

E(T̂ , s)λ(fj(T̂ ), v(s))ds 6 0.
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Поэтому существуют моменты tj 6 T0, j ∈ Λ0, для которых

1−
1

T̂

tj
∫

0

E(T̂ , s)λ(fj(T̂ ), v(s)) ds = 0. (2.4)

Для j /∈ Λ0 обозначим через tj моменты времени, для которых выполнено условие (2.4), если
такие моменты существуют. Задаем управления преследователей Pi, полагая

ui(s) =







v(s)− λ(fi(T̂ ), v(s))fi(T̂ ), s ∈ [0,min{ti, T̂}],

v(s), s ∈ [min{ti, T̂}, T̂ ].

Тогда решение системы (1.3) представимо в виде [21, формула (19)]

zi(t) = z0i + tz1i +

t
∫

0

E(t, s)(ui(s)− v(s))ds.

Отсюда

zi(T̂ )

T̂
= fi(T̂ ) +

1

T̂

T̂
∫

0

E(T̂ , s)(ui(s)− v(s))ds = fi(T̂ )−
1

T̂

T̂
∫

0

E(T̂ , s)λ(fi(T̂ ), v(s))ds · fi(T̂ )

= fi(T̂ )
(

1−
1

T̂

ti
∫

0

E(T̂ , s)λ(fi(T̂ ), v(s))ds
)

= 0

для всех i ∈ Λ0. Следовательно, zi(T̂ ) = 0 для всех i ∈ Λ0. �

Обозначим через IntA, coA внутренность и выпуклую оболочку множества A.

Лемма 5 [3, утверждение 1.3]. Пусть V — строго выпуклый компакт с гладкой границей

и

0 ∈
⋂

Λ∈Ω(n−m+1)

Intco{z1j , j ∈ Λ}. (2.5)

Тогда δ0 > 0.

Теорема 3. Пусть a 6 0, V — строго выпуклый компакт с гладкой границей и выполнено

условие (2.5). Тогда в игре происходит m-кратная поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость данной теоремы следует из леммы 5 и тео-
рем 1, 2. �

Следствие. Пусть a 6 0, V — строго выпуклый компакт с гладкой границей и

0 ∈ Intco{z11 , . . . , z
1
n}.

Тогда в игре происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Полагая в (2.5) m = 1, получаем утверждение следствия. �
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