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Исследуется разрешимость неоднородной смешанной краевой задачи для модели стационарной реакции-

конвекции-диффузии. Такие модели часто используются в науке и технике при описании и исследовании

различных процессов тепломассопереноса. Основное внимание уделяется вопросам разрешимости краевой

задачи в различных функциональных пространствах, вопросам устойчивости и непрерывной зависимости

решения задачи от исходных данных задачи в естественных метриках. Особенность краевой задачи состо-

ит в неоднородности и нерегулярности смешанных граничных данных. Такие граничные данные нельзя,

вообще говоря, продолжить внутрь области так, чтобы продолжение было достаточно гладким и его

можно было бы использовать известным способом для преобразования задачи к однородным граничным

данным. Для доказательства разрешимости задач используется теорема Лакса—Мильграмма, из этой же

теоремы следуют оценки норм решения. Установлены также варианты полной непрерывности оператора

решения. Найденные свойства решений прямой задачи в дальнейшем будут использоваться при решении

обратных задач.
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Введение

В работе изучаются краевые задачи для моделей стационарной реакции-конвекции-диф-
фузии с неоднородными смешанными граничными условиями. Такие модели часто исполь-
зуются при исследовании различных гидродинамических и тепловых процессов, в частности
при описании процессов распространения примесей в атмосфере и водоемах, при моделирова-
нии загрязнения грунтовых вод, в микроэлектронике при описании диффузии электрически
заряженных примесей в твердом теле [1; 2].

Основная задача состоит в нахождении решения соответствующей краевой задачи при из-
вестных данных на границе области изменения независимой пространственной переменной
(области протекания процесса). Математическая постановка задачи приводит к смешанной
краевой задаче для эллиптического уравнения второго порядка. Такую задачу иногда называ-
ют прямой задачей. Особенность прямой задачи состоит в неоднородности и нерегулярности
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смешанных граничных данных. Такие граничные данные нельзя, вообще говоря, продолжить
внутрь области так, чтобы продолжение было достаточно гладким и его можно было бы ис-
пользовать для преобразования задачи к однородным граничным данным.

Для прямой задачи вводятся понятия решения в различных функциональных простран-
ствах в зависимости от гладкости и согласованности граничных данных (слабые, обобщенные,
сильные [3–9]). Доказаны теоремы о разрешимости задачи. Установлены априорные оценки на
решения и непрерывная зависимость решений от исходных данных задачи. Получены оценки
норм оператора решения и установлены некоторые варианты его полной непрерывности. Най-
денные свойства решений прямой задачи в дальнейшем будут использоваться при решении
обратных задач.

В работе продолжаются исследования [10–12].

1. Постановка задачи

Охарактеризуем сначала содержательную сторону задачи. В прямоугольной области Ω =
(0, l1)×(0, l2) ⊂ R2, содержащей неоднородную сплошную среду, находящуюся под воздействи-
ем некоторых внутренних и внешних определяющих состояние среды факторов, рассматрива-
ется установившееся (стационарное) распределение температуры (или концентрации какого-
либо вещества среды). Математическая модель распределения температуры (концентрации
вещества) в области Ω представляет собой смешанную краевую задачу для уравнения реакции-
конвекции-диффузии [1–8]:

LT ≡ div ( k∇T )− 〈u ,∇T 〉 − q T = f , x ∈ Ω , (1.1)

T = ξ , x ∈ Γ1 = { (x1, 0) ∈ R2 : 0 < x1 < l1 } , (1.2)

∂T

∂n
= 0 , x ∈ Γ2 = { (l1, x2) ∈ R2 : 0 < x2 < l2 } , (1.3)

k
∂T

∂n
= ϕ , x ∈ Γ3 = { (x1, l2) ∈ R2 : 0 < x1 < l1 } , (1.4)

∂T

∂n
= 0 , x ∈ Γ4 = { (0, x2) ∈ R2 : 0 < x2 < l2 } . (1.5)

Здесь x = (x1, x2) — точка пространства R2; u = (u1(x ), u2(x )) — заданный вектор скоро-
сти движения среды в точках x области Ω, удовлетворяющий условию div u = 0 в области Ω
(условие несжимаемости среды) и условию u = 0 на границе Γ области Ω (условие прилипания
среды на неподвижной границе Γ); T = T (x ), x ∈ Ω, — искомая температура (концентрация
вещества) среды в области Ω; k = k(x ), x ∈ Ω, — заданный коэффициент теплопроводности
(диффузии) среды в области Ω; q = q(x ), x ∈ Ω, — заданный коэффициент реакции в точках
области Ω, характеризующий скорость образования или стока тепла (вещества) в результате
химических превращений; f = f(x ), x ∈ Ω, — заданная объемная плотность производства или
стока тепла (вещества) в области Ω; ξ = ξ(x ) и ϕ = ϕ(x ) — заданные функции, определенные
на частях Γ1 и Γ3 границы Γ области Ω соответственно, характеризующие внешние факто-
ры (режимы) взаимодействия среды, находящейся внутри области Ω, с окружающей средой;
n — единичный вектор внешней нормали в точках границы Γ области Ω; 〈 · , · 〉 — скалярное
произведение в R2.

Задача состоит в нахождении распределения температуры (концентрации вещества) T в
области Ω в результате решения краевой задачи (1.1)–(1.5). Эту задачу иногда будем называть
прямой задачей.

Уточним постановку задачи.
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Далее в тексте будут использоваться пространства Лебега Lp(Ω), Lp(Γ), Lp(Γ1), Lp(Γ3),
p > 1, пространства Соболева W l

p(Ω), p > 1, l > 1 [3–8; 13; 14], а также их векторные анало-

ги Lp(Ω), Lp(Γ), Lp(Γ1), Lp(Γ3), W l
p(Ω), нормы в которых определяются обычным образом [4,

с. 467; 5, с. 34]. Кроме того, будут использоваться гильбертовы пространства [5, с. 41]

H(Ω) =
{

u ∈ W1
2(Ω): u = 0 на Γ , div u = 0 в Ω

}

,

G1(Ω) =
{

g ∈W 1
2 (Ω): g = 0 на Γ1

}

,

G2(Ω) =
{

g ∈W 2
2 (Ω): g = 0 на Γ1 ,

∂g

∂n
= 0 на Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4

}

.

В пространствах H(Ω), G1(Ω) и G2(Ω) будут использоваться скалярные произведения и нормы
пространств W1

2(Ω), W
1
2 (Ω) и W 2

2 (Ω) соответственно или эквивалентные им нормы.

Пусть далее для определенности

k ∈ C1(Ω) , u ∈ H(Ω) , q ∈ L∞(Ω) , f ∈ L2(Ω) , ξ ∈ L2(Γ1) , ϕ ∈ L2(Γ3) ;

0 < µ1 6 k(x ) 6 µ2 , x ∈ Ω , µ1 = const 6 µ2 = const ;
‖u(x ) ‖R2 6 µ3 , x ∈ Ω , µ3 = const > 0 ;
0 6 q(x ) 6 µ4 , x ∈ Ω , µ4 = const > 0 .

Все рассматриваемые в работе числовые величины и пространства считаются веществен-
ными, измеримость и интегрируемость понимаются по Лебегу, определения используемых про-
странств имеются в [3–8;13; 14].

Далее исследуем разрешимость прямой задачи в различных функциональных простран-
ствах. Интерес будут представлять также некоторые свойства оператора решения прямой за-
дачи

A : ψ = ( f , ξ , ϕ ) → Tψ .

2. Разрешимость прямой задачи в L2(Ω)

Понятие слабого решения краевой задачи (1.1)–(1.5) из пространства L2(Ω) введено со-
гласно [9] и использовалось в [11;12]. Слабым решением краевой задачи (1.1)–(1.5) называется
функция T ∈ L2(Ω), удовлетворяющая интегральному равенству (2.1) для любой функции
g ∈ G2(Ω)

∫

Ω

T
(

div ( k∇g ) + 〈u ,∇g 〉 − q g
)

dx =

∫

Γ1

ξ k
∂g

∂n
dΓ−

∫

Γ3

ϕg dΓ +

∫

Ω

f g dx . (2.1)

Теорема 2.1. Для любых ξ ∈ L2(Γ1), ϕ ∈ L2(Γ3), f ∈ L2(Ω) краевая задача (1.1)–(1.5)
имеет единственное слабое решение T ∈ L2(Ω), удовлетворяющее оценке

‖T ‖L2(Ω) 6 C1 ‖ f ‖L2(Ω) + C2 ‖ ξ ‖L2(Γ1) + C3 ‖ϕ ‖L2(Γ3) ,

где C1, C2, C3 — некоторые положительные константы, вычисляемые по известным исход-

ным данным краевой задачи и не зависящие от оцениваемой и оценивающих величин. Опе-

ратор решения A, рассматриваемый как опрератор из Ξ = L2(Ω) × L2(Γ1) × L2(Γ3) в L2(Ω),
линеен и ограничен, причем

‖A ‖L(Ξ;L2(Ω)) 6
(

C2
1 + C2

2 + C2
3

)1/2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы проводится по схеме [11; 12].
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3. Разрешимость прямой задачи в W
1

2
(Ω)

Введем понятие обобщенного решения краевой задачи (1.1)–(1.5) из пространства W 1
2 (Ω),

следуя [3–5]. В этом разделе можно считать, что k ∈ C(Ω), а относительно функции ξ будем
предполагать, что она допускает продолжение в W 1

2 (Ω). Это означает, что существует функция
Pξ ∈W 1

2 (Ω) такая, что ее след на Γ1 совпадает с функцией ξ. Не каждую функцию ξ из L2(Ω)
можно продолжить в область Ω до функции из W 1

2 (Ω) [6, с. 200-204; 7, с. 309–311]. Любую
функцию ξ ∈ W 1

2 (Γ1) можно продолжить в область Ω до некоторой функции Pξ ∈ W 1
2 (Ω).

Действительно, функция

Pξ(x1, x2) = ξ(x1) , x = (x1, x2) ∈ Ω ,

является искомой. При этом для данного способа продолжения

‖Pξ ‖W 1

2
(Ω) 6

√

l2 ‖ ξ ‖W 1

2
(Γ1) . (3.1)

Подмножество всех функций из пространства L2(Ω), которые можно продолжить в область Ω
до функции из W 1

2 (Ω), представляет собой банахово пространство следов функций из W 1
2 (Ω)

на границе Γ1 [6, с. 140, 197; 7, с. 45, 309; 8, с. 29; 13, с. 216]:

W
1/2
2 (Γ1) =

{

ξ = η |Γ1
: η ∈W 1

2 (Ω)
}

.

Отметим, что имеют место вложения W 1
2 (Γ1) ⊂ W

1/2
2 (Γ1) ⊂ L2(Γ1) [6, с. 140, 197; 7, с. 45, 309;

13, с. 95, 97, 112, 216]; операторы вложения линейны и непрерывны: существуют положитель-

ные постоянные α1 > 0 и α2 > 0 такие, что для любых ξ ∈W 1
2 (Γ1) и η ∈W

1/2
2 (Γ1) справедливы

неравенства ‖ ξ ‖
W

1/2
2

(Γ1)
6 α1 ‖ ξ ‖W 1

2
(Γ1) и ‖ η ‖L2(Γ1) 6 α2 ‖ η ‖W 1/2

2
(Γ1)

[6, с. 140, 197; 7, с. 45,

309; 13, с. 95, 97, 112, 216]. Для рассматриваемой области Ω и ее грани Γ1 существует линейный

ограниченный оператор продолжения P : W
1/2
2 (Γ1) → W 1

2 (Ω) такой, что для любой функции

ξ ∈W
1/2
2 (Γ1) выполняется неравенство

‖P ξ ‖W 1

2
(Ω) 6 β ‖ ξ ‖

W
1/2
2

(Γ1)
(3.2)

c постоянной β, не зависящей от ξ ∈W
1/2
2 (Γ1) [6, с. 131, 197; 7, с. 309; 8, с. 30; 13, с. 217]. Если

оператор P рассматривать как оператор на более узкой области определения W 1
2 (Γ1), то отсю-

да получаем существование линейного ограниченного оператора продолжения P : W 1
2 (Γ1) →

W 1
2 (Ω) такого, что для любой функции ξ ∈W 1

2 (Γ1) выполняется неравенство

‖P ξ ‖W 1

2
(Ω) 6 τ ‖ ξ ‖W 1

2
(Γ1) (3.3)

c постоянной τ (τ = β α1), не зависящей от ξ ∈W 1
2 (Γ1). Заметим также, что искомое продолже-

ние не однозначно. Если к какому-либо продолжению прибавить любую достаточно гладкую
функцию с компактным носителем в Ω, то снова получим функцию из W 1

2 (Ω) с теми же самы-
ми следами на границе области Ω, какие имело исходное продолжение. Если какое-либо про-
должение умножить на любую достаточно гладкую функцию, равную единице в какой-либо
окрестности границы Γ, то снова получим функцию из W 1

2 (Ω) с теми же самыми следами на
границе области Ω, какие имело исходное продолжение.

Умножим равенство (1.1) на пробную функцию g ∈ W 1
2 (Ω), результат проинтегрируем по

области Ω. Применим формулу интегрирования по частям [3, с. 75; 4, с. 70] (первую формулу
Грина), перебросив часть производных с функции T на функцию g, получим равенство

∫

Γ

k
∂T

∂n
g dΓ−

∫

Ω

k 〈∇T ,∇g 〉 dx−

∫

Ω

〈u ,∇T 〉 g dx−

∫

Ω

q T g dx =

∫

Ω

f g dx .
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Учитывая граничные условия (1.3)–(1.5) и считая, что g ∈ G1(Ω), имеем

∫

Γ3

ϕg dΓ−

∫

Ω

k 〈∇T ,∇g 〉 dx−

∫

Ω

〈u ,∇T 〉 g dx−

∫

Ω

q T g dx =

∫

Ω

f g dx .

Если T искать в виде T = Θ + Pξ, где Θ есть новая искомая функция из G1(Ω), то для Θ
получим равенство

∫

Γ3

ϕg dΓ−

∫

Ω

k 〈∇Θ ,∇g 〉 dx−

∫

Ω

〈u ,∇Θ 〉 g dx−

∫

Ω

qΘ g dx

=

∫

Ω

f g dx+

∫

Ω

k 〈∇Pξ ,∇g 〉 dx+

∫

Ω

〈u ,∇Pξ 〉 g dx+

∫

Ω

q Pξ g dx .

Перепишем данное равенство в виде

B(Θ , g ) = F (g) , (3.4)

где

B(Θ , g ) =

∫

Ω

k 〈∇Θ ,∇g 〉 dx+

∫

Ω

〈u ,∇Θ 〉 g dx+

∫

Ω

qΘ g dx ,

F (g) =

∫

Γ3

ϕg dΓ−

∫

Ω

f g dx−

∫

Ω

k 〈∇Pξ ,∇g 〉 dx−

∫

Ω

〈u ,∇Pξ 〉 g dx−

∫

Ω

q Pξ g dx .

Все элементы в равенстве (3.4) определены корректно, интегралы существуют и конечны.
Обобщенным решением краевой задачи (1.1)–(1.5) из пространства W 1

2 (Ω) назовем функ-
цию T = Θ + Pξ, где функция-продолжение Pξ ∈ W 1

2 (Ω) определена выше, а функция Θ ∈
G1(Ω) удовлетворяет вариационному равенству (3.4) для любой функции g ∈ G1(Ω).

Для формулировки следующего утверждения введем обозначения

P [ ξ ] =
{

η ∈W 1
2 (Ω): η |Γ1

= ξ
}

;

для элементов ξ ∈W
1/2
2 (Γ1) ( ξ ∈W 1

2 (Γ1) ), Pξ ∈ P [ ξ ], ξ 6= 0, определим числа

β1 = β( ξ , Pξ ) = inf
{

β > 0: ‖Pξ ‖W 1

2
(Ω) 6 β ‖ ξ ‖

W
1/2
2

(Γ1)

}

, (3.5)

(

β2 = β[ ξ , Pξ ] = inf
{

β > 0: ‖Pξ ‖W 1

2
(Ω) 6 β ‖ ξ ‖W 1

2
(Γ1)

} )

, (3.6)

при ξ = 0 положим β1 = β( 0 , Pξ ) = 0 , β2 = β[ 0 , Pξ ] = 0 .

Теорема 3.1. Для любых ϕ ∈ L2(Γ3), f ∈ L2(Ω) и любой функции ξ ∈ L2(Γ1), допуска-

ющей продолжение в область Ω до функции Pξ ∈ W 1
2 (Ω), краевая задача (1.1)–(1.5) имеет

единственное обобщенное решение T ∈W 1
2 (Ω), для которого справедлива оценка

‖T ‖W 1

2
(Ω) 6 C4 ‖ f ‖L2(Ω) + C5 ‖Pξ ‖W 1

2
(Ω) + C6 ‖ϕ ‖L2(Γ3) , (3.7)

где C4, C5, C6 — некоторые положительные константы, вычисляемые по известным ис-

ходным данным краевой задачи и не зависящие от оцениваемой и оценивающих величин.

Оператор решения A, рассматриваемый как оператор из Ξ1 = L2(Ω) ×W
1/2
2 (Γ1) × L2(Γ3) в

W 1
2 (Ω), линеен и ограничен, причем

‖A ‖L(Ξ1;W 1

2
(Ω)) 6

(

C2
4 + β2C2

5 +C2
6

)1/2
. (3.8)
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Если A рассматривать как оператор из Ξ2 = L2(Ω)×W 1
2 (Γ1)× L2(Γ3) в W 1

2 (Ω), то

‖A ‖L(Ξ2;W 1

2
(Ω)) 6

(

C2
4 + τ2C2

5 + C2
6

)1/2
. (3.9)

Наряду с оценками (3.8) и (3.9) справедливы также оценки

‖A ‖L(Ξ1;W 1

2
(Ω)) 6

(

C2
4 + β21 C

2
5 + C2

6

)1/2
, ‖A ‖L(Ξ2;W 1

2
(Ω)) 6

(

C2
4 + β22 C

2
5 + C2

6

)1/2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем разрешимость вариационного равенства (3.4) в про-
странстве G1(Ω). Для доказательства воспользуемся теоремой Лакса — Мильграма [15, с. 386].
Проверим условия этой теоремы.

Правая часть в (3.4) является линейным непрерывным функционалом над гильбертовым
пространством G1(Ω). Действительно, это следует из оценок

|F (g)| 6

∣

∣

∣

∣

∫

Γ3

ϕg dΓ

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

f g dx

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

k 〈∇Pξ ,∇g 〉 dx

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

〈u ,∇Pξ 〉 g dx

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

q Pξ g dx

∣

∣

∣

∣

6 ‖ϕ‖L2(Γ3)‖g‖L2(Γ3) + ‖f‖L2(Ω)‖g‖L2(Ω) + µ2

∫

Ω

|〈∇Pξ ,∇g 〉| dx

+ ‖〈u ,∇Pξ 〉 ‖L2(Ω)‖ g ‖L2(Ω) + ‖ q Pξ‖L2(Ω)‖ g ‖L2(Ω)

6 ‖ϕ‖L2(Γ3) γ1 ‖ g ‖W 1

2
(Ω) + ‖f‖L2(Ω)‖ g ‖W 1

2
(Ω) + µ2 ‖∇Pξ‖L2(Ω)‖∇g‖L2(Ω)

+ µ3 ‖∇Pξ‖L2(Ω)‖ g ‖L2(Ω) + µ4 ‖Pξ‖L2(Ω)‖ g ‖W 1

2
(Ω)

6

[

γ1‖ϕ‖L2(Γ3) + ‖f‖L2(Ω) + µ2 ‖Pξ‖W 1

2
(Ω) + µ3 ‖Pξ‖W 1

2
(Ω) + µ4 ‖Pξ‖L2(Ω)

]

‖ g ‖W 1

2
(Ω)

= γ2 ‖ g ‖W 1

2
(Ω) ,

где γ1 — константа из теоремы вложения [3, с. 72–77; 4, с. 79; 15, с. 340],

‖ g ‖L2(Γ3) 6 γ1 ‖ g ‖W 1

2
(Ω) ∀ g ∈ G1(Ω) ,

γ2 = γ1‖ϕ‖L2(Γ3) + ‖f‖L2(Ω) + µ2 ‖Pξ‖W 1

2
(Ω) + µ3 ‖Pξ‖W 1

2
(Ω) + µ4 ‖Pξ‖L2(Ω) .

Левая часть в (3.4) есть билинейная непрерывная коэрцитивная форма на G1(Ω)×G1(Ω).
Проверим сначала непрерывность билинейной формы:

|B(Θ, g) | 6

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

k 〈∇Θ,∇g 〉 dx

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

Θ 〈u ,∇g 〉 dx

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

qΘ g dx

∣

∣

∣

∣

6 µ2

∫

Ω

| 〈∇Θ,∇g 〉 | dx+ ‖Θ‖L2(Ω)‖〈u ,∇g 〉 ‖L2(Ω) + µ4 ‖Θ‖L2(Ω)‖ g ‖L2(Ω)

6 µ2 ‖∇Θ‖L2(Ω)‖∇g‖L2(Ω) + ‖Θ‖L2(Ω) µ3 ‖∇g‖L2(Ω) + µ4 ‖Θ‖L2(Ω)‖ g ‖W 1

2
(Ω)

6
(

µ2 + µ3 + µ4
)

‖Θ‖W 1

2
(Ω)‖ g ‖W 1

2
(Ω) .

Проверим теперь коэрцитивность билинейной формы. Предварительно заметим, что
∫

Ω

Θ 〈u ,∇Θ 〉 dx =
1

2

∫

Γ

〈u ,n 〉Θ2 dΓ = 0 .

Поэтому

B(Θ,Θ) =

∫

Ω

k 〈∇Θ,∇Θ 〉 dx+

∫

Ω

qΘ2 dx
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>
µ1
2

∫

Ω

〈∇Θ,∇Θ 〉 dx+
µ1
2

∫

Ω

〈∇Θ,∇Θ 〉 dx >
µ1
2

∫

Ω

〈∇Θ,∇Θ 〉 dx+
µ1
2
γ−2
3

∫

Ω

Θ2 dx

> γ4 ‖Θ‖2W 1

2
(Ω) ,

где γ4 = min
{

2−1 µ1 , 2
−1 µ1 γ

−2
3

}

, γ3 — константа из неравенства Фридрихса [3, с. 62; 4, с. 71,
72; 15, с. 186, 344; 16, c. 374],

‖ g ‖L2(Ω) 6 γ3‖∇g ‖L2(Ω) ∀ g ∈ G1(Ω) .

Итак, по теореме Лакса — Мильграма получаем существование единственного решения
Θ вариационного равенства (3.4) из пространства G1(Ω). Из теоремы Лакса — Мильграмма
следует также оценка

‖Θ‖W 1

2
(Ω) 6 γ−1

4 ‖F ‖ 6 γ−1
4

[

γ1‖ϕ‖L2(Γ3) + ‖f‖L2(Ω) + (µ2 + µ3 + µ4 ) ‖Pξ‖W 1

2
(Ω)

]

.

Переходя к функции T = Θ+ Pξ, получаем искомую оценку

‖T‖W 1

2
(Ω) 6 ‖Θ‖W 1

2
(Ω) + ‖Pξ‖W 1

2
(Ω) 6 C4 ‖ f ‖L2(Ω) + C5 ‖ϕ ‖L2(Γ3) + C6 ‖Pξ ‖W 1

2
(Ω) ,

где C4 = γ−1
4 , C5 = γ−1

4 γ1 , C6 = 1 + γ−1
4 (µ2 + µ3 + µ4 ) .

Оценки норм оператора решения в заключительной части теоремы непосредственно сле-
дуют из неравенств (3.2), (3.3), (3.5)–(3.9). �

4. Разрешимость задачи в W
2

2
(Ω)

Введем понятие сильного решения краевой задачи (1.1)–(1.5) из пространства W 2
2 (Ω), сле-

дуя [3–5]. В этом разделе будем считать, что k ∈ C1(Ω), а относительно функций ξ и ϕ бу-
дем предполагать, что они допускают продолжения в область Ω, являющиеся функциями из
W 2

2 (Ω) удовлетворяющими соответствующим граничным условиям. Точнее, существуют функ-
ции Uξ ∈ W 2

2 (Ω) и Vϕ ∈ W 2
2 (Ω), удовлетворяющие граничным условиям (1.2), (1.3), (1.5),

∂ Uξ /∂ n = 0 на Γ3, и (1.3), (1.4), (1.5), Vϕ = 0 на Γ1, соответственно. Из теорем вложения
следует [3, с. 83–87; 6, с. 155; 7, с. 49, 50, 51; 8, с. 32, 33], что не каждая функция ξ ∈ W 1

2 (Γ1)
и ϕ ∈ L2(Γ3) допускают искомые продолжения.

Любая функция ξ ∈ W 2
2 (Γ1), удовлетворяющая граничным условиям d ξ/d x1(0) = 0 =

d ξ/d x1(l1), допускает искомое продолжение. Действительно, продолжение Uξ(x1, x2) = ξ(x1),
(x1, x2) ∈ Ω, является искомым. Обозначим

W =
{

ξ ∈W 2
2 (Γ1) : d ξ/d x1(0) = 0 = d ξ/d x1(l1)

}

.

Это множество является подпространством пространства W 2
2 (Γ1), как таковое оно далее и

будет рассматриваться.
Для любой функции ϕ ∈ W 2

2 (Γ3), удовлетворяющей граничным условиям dϕ/dx1(0) =
0 = dϕ/dx1(l1), продолжение Vϕ(x1, x2) = x22 (2 l2)

−1ϕ(x1), (x1, x2) ∈ Ω, является искомым.
Обозначим

Z =
{

ϕ ∈W 2
2 (Γ3) : dϕ/dx1(0) = 0 = dϕ/dx1(l1)

}

.

Это множество является подпространством пространства W 2
2 (Γ3), как таковое оно далее и

будет рассматриваться.

Подобных функций-продолжений Uξ и Vϕ существует бесконечно много. Если к функциям
Uξ и Vϕ прибавить любую достаточно гладкую функцию с компактным носителем в Ω, то
снова получим функции-продолжения, имеющие те же самые следы, что и функции Uξ и Vϕ
соответственно. Если функции Uξ и Vϕ умножить на любую достаточно гладкую функцию,
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равную единице в некоторой окрестности границы Γ, то снова получим функции-продолжения,
имеющие те же самые следы, что и функции Uξ и Vϕ соответственно.

Функции ξ и ϕ, допускающие искомые продолжения, образуют соответственно множества

U(Γ1) =
{

η |Γ1
: η ∈ A

}

, A =
{

η ∈W 2
2 (Ω):

∂η

∂n
= 0 на Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4

}

,

V (Γ3) =
{ ∂η

∂n
|Γ3

: η ∈ B

}

, B =
{

η ∈W 2
2 (Ω): η |Γ1

= 0 ,
∂η

∂n
= 0 на Γ2 ∪ Γ4

}

.

Множества A и B являются подпространствами пространства W 2
2 (Ω), на них далее будет рас-

сматриваться норма пространства W 2
2 (Ω). Из теорем вложения [8, с. 32; 13, с. 34] следует,

что U(Γ1) есть замкнутое линейное многообразие (подпространство) в W
3/2
2 (Γ1), а V (Γ3) есть

замкнутое линейное многообразие (подпространство) в W
1/2
2 (Γ3). Ясно, что для любой функ-

ции ξ ∈ U(Γ1), ξ 6= 0, и любого ее соответствующего продолжения Uξ ∈ W 2
2 (Ω) существует

число σ > 0 такое, что ‖Uξ ‖W 2

2
(Ω) 6 σ ‖ ξ ‖

W
3/2
2

(Γ1)
; для любой функции ϕ ∈ V (Γ3), ϕ 6= 0,

и любого ее соответствующего продолжения Vϕ ∈ W 2
2 (Ω) существует число λ > 0 такое, что

‖Vϕ ‖W 2

2
(Ω) 6 λ ‖ϕ ‖

W
1/2
2

(Γ3)
. Отметим также, что построенные выше конкретные операторы

продолжения
P : W 2

2 (Γ1) ⊃W ∋ ξ → Uξ ∈ A ⊂W 2
2 (Ω) ,

Q : W 2
2 (Γ3) ⊃ Z ∋ ϕ→ Vϕ ∈ B ⊂W 2

2 (Ω) ,

линейны и непрерывны.
Сильным решением краевой задачи (1.1)–(1.5) из пространства W 2

2 (Ω) назовем функцию
T = Φ + Uξ + Vϕ, где функции-продолжения Uξ ∈ A и Vϕ ∈ B определены выше, а функция
Φ ∈ G2(Ω) почти всюду в области Ω удовлетворяет равенству

LΦ = f − LUξ − LVϕ п. в. x ∈ Ω . (4.1)

Для формулировки следующего утверждения введем обозначения

U [ ξ ] =
{

η ∈ U(Γ1) : η = ξ на Γ1

}

, V [ϕ ] =
{

η ∈ V (Γ3) :
∂η

∂n
= ϕ на Γ3

}

;

для элементов ξ ∈ W
3/2
2 (Γ1), ξ 6= 0, Uξ ∈ U [ ξ ], ϕ ∈ W

1/2
2 (Γ3), ϕ 6= 0, Vϕ ∈ V [ϕ ] определим

числа
σ∗ = σ( ξ , Uξ ) = inf

{

σ > 0: ‖Uξ ‖W 2

2
(Ω) 6 σ ‖ ξ ‖

W
3/2
2

(Γ1)

}

,

λ∗ = λ(ϕ , Vϕ) = inf
{

λ > 0: ‖Vϕ ‖W 2

2
(Ω) 6 λ ‖ϕ ‖

W
1/2
2

(Γ3)

}

,

при ξ = 0 и ϕ = 0 положим σ∗ = σ( 0 , Uξ ) = 0 и λ∗ = λ( 0 , Vξ ) = 0 соответственно.

Теорема 4.1. Для любой функции f ∈ L2(Ω), любых функций ξ ∈ U(Γ1) и ϕ ∈ V (Γ3),
любых соответствующих продолжений Uξ ∈ A и Vϕ ∈ B, краевая задача (1.1)–(1.5) имеет

единственное сильное решение T ∈W 2
2 (Ω), для которого справедлива оценка

‖T ‖W 2

2
(Ω) 6 C7 ‖ f ‖L2(Ω) + C8 ‖Uξ ‖W 2

2
(Ω) +C9 ‖Vϕ ‖W 2

2
(Ω) ,

где C7, C8, C9 — некоторые положительные константы, вычисляемые по известным исход-

ным данным краевой задачи и не зависящие от оцениваемой и оценивающих величин. Опе-

ратор решения A, рассматриваемый как оператор из Ξ3 = L2(Ω) × U(Γ1) × V (Γ3) в W 2
2 (Ω),

линеен и ограничен, причем если для функций ξ и ϕ выполняются неравенства ‖Uξ ‖W 2

2
(Ω) 6

σ ‖ ξ ‖
W

3/2
2

(Γ1)
и ‖Vϕ ‖W 2

2
(Ω) 6 λ ‖ϕ ‖

W
1/2
2

(Γ3)
, то

‖A ‖L(Ξ3;W 2

2
(Ω)) 6

(

C2
7 + σ2 C2

8 + λ2 C2
9

)1/2
.

Наряду с этой оценкой справедлива также оценка

‖A ‖L(Ξ3;W 2

2
(Ω)) 6

(

C2
7 + σ2∗ C

2
8 + λ2∗ C

2
9

)1/2
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем произвольные функции f ∈ L2(Ω), ξ ∈ U(Γ1), ϕ ∈
V (Γ3) и произвольные соответствующие продолжения Uξ ∈ A, Vϕ ∈ B. Для доказательства
теоремы воспользуемся теоремой Лакса — Мильграма. Умножим равенство (4.1) на LY и
проинтегрируем по области Ω: B(Φ , Y ) ≡ 〈LΦ , LY 〉L2(Ω) = 〈 f − LUξ − LVϕ ,LY 〉L2(Ω) ≡
F (Y ) .

Получаем вариационное равенство

B(Φ , Y ) = F (Y ) ∀ Y ∈ G2(Ω) (4.2)

с билинейной формой

B(Φ , Y ) =

∫

Ω

(LΦ)(LY ) dx , Φ ∈ G2(Ω) , Y ∈ G2(Ω) ,

и линейной формой

F (Y ) =

∫

Ω

( f − LUξ − LVϕ )LY dx , Y ∈ G2(Ω) .

Прежде чем проверить условия теоремы Лакса — Мильграма, предварительно докажем,
что линейный оператор L : W 2

2 (Ω) → L2(Ω) ограничен (непрерывен), т. е. существует положи-
тельная константа ω такая, что

‖L g ‖L2(Ω) 6 ω ‖ g ‖W 2

2
(Ω) ∀ g ∈W 2

2 (Ω) . (4.3)

Действительно, для любой функции g ∈W 2
2 (Ω) справедлива цепочка неравенств

(L g )2 =
(

div ( k∇g)− 〈u ,∇g 〉 − q g
)2

=

(

∂( k ∂ g/∂ x1)

∂ x1
+
∂( k ∂ g/∂ x2)

∂ x2
− u1

∂ g

∂ x1
− u2

∂ g

∂ x2
− q g

)2

=

(

∂ k

∂ x1

∂ g

∂ x1
+ k

∂2g

∂ x21
+

∂ k

∂ x2

∂ g

∂ x2
+ k

∂2g

∂ x22
− u1

∂ g

∂ x1
− u2

∂ g

∂ x2
− q g

)2

6 7

[

( ∂ k

∂ x1

∂ g

∂ x1

)2
+
(

k
∂2g

∂ x21

)2
+
( ∂ k

∂ x2

∂ g

∂ x2

)2
+
(

k
∂2g

∂ x22

)2
+
(

u1
∂ g

∂ x1

)2
+
(

u2
∂ g

∂ x2

)2
+
(

q g
)2

]

6 7

[

∥

∥

∥

∂ k

∂ x1

∥

∥

∥

2

C(Ω)

( ∂ g

∂ x1

)2
+ (µ2 )

2
( ∂2g

∂ x21

)2
+

∥

∥

∥

∂ k

∂ x2

∥

∥

∥

2

C(Ω)

( ∂ g

∂ x2

)2
+ (µ2 )

2
( ∂2g

∂ x22

)2

+ µ23

( ∂ g

∂ x1

)2
+ µ23

( ∂ g

∂ x2

)2
+ µ24 g

2

]

6 14max
{
∥

∥

∥

∂ k

∂ x1

∥

∥

∥

2

C(Ω)
,
∥

∥

∥

∂ k

∂ x2

∥

∥

∥

2

C(Ω)
, µ22 , µ

2
3 , µ

2
4

}

(

( ∂2g

∂ x21

)2
+
( ∂2g

∂ x22

)2
+
( ∂ g

∂ x1

)2
+
( ∂ g

∂ x2

)2
+g2

)

6 ω2

[

( ∂2g

∂ x21

)2
+ 2

( ∂2g

∂ x1 ∂ x2

)2
+

( ∂2g

∂ x22

)2
+

( ∂ g

∂ x1

)2
+

( ∂ g

∂ x2

)2
+ g2

]

,

где

ω2 = 14 max
{

‖ k ‖2
C1(Ω)

, µ22 , µ
2
3 , µ

2
4

}

.

Выделяем из цепочки неравенств неравенство

(L g )2 6 ω2

[

( ∂2g

∂ x21

)2
+ 2

( ∂2g

∂ x1 ∂ x2

)2
+

( ∂2g

∂ x22

)2
+

( ∂ g

∂ x1

)2
+

( ∂ g

∂ x2

)2
+ g2

]

.
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Проинтегрировав это неравенство по Ω и вычислив затем квадратный корень из обеих частей
неравенства, получим (4.3).

Проверим теперь условия теоремы Лакса — Мильграма. Линейная форма F (Y ) явля-
ется линейным непрерывным функционалом над гильбертовым пространством G2(Ω). Дей-
ствительно, воспользовавшись неравенством Коши — Буняковского и оценкой (4.3), получим
цепочку неравенств

|〈 f − LUξ − LVϕ , LY 〉L2(Ω)| 6 |〈 f , LY 〉L2(Ω)|+ |〈LUξ , LY 〉L2(Ω)|+ |〈LVϕ , LY 〉L2(Ω)|

6 ‖ f ‖L2(Ω)‖LY ‖L2(Ω) + ‖LUξ‖L2(Ω)‖LY ‖L2(Ω) + ‖LVϕ‖L2(Ω)‖LY ‖L2(Ω)

6 ‖f‖L2(Ω) ω ‖Y ‖W 2

2
(Ω) + ω ‖Uξ‖W 2

2
(Ω) ω ‖Y ‖W 2

2
(Ω) + ω ‖Vϕ‖W 2

2
(Ω) ω ‖L‖W 2

2
(Ω)

6

(

ω ‖f‖L2(Ω) + ω2 ‖Uξ‖W 2

2
(Ω) + ω2 ‖Vϕ‖W 2

2
(Ω)

)

‖Y ‖W 2

2
(Ω)

6 κ ‖Y ‖W 2

2
(Ω) ,

κ = ω ‖f‖L2(Ω) + ω2 ‖Uξ‖W 2

2
(Ω) + ω2 ‖Vϕ‖W 2

2
(Ω) ,

из которой следует непрерывность линейной формы на G2(Ω): |F (Y ) | 6 κ ‖Y ‖W 2

2
(Ω) .

Билинейная форма B(Φ , Y ) непрерывна и коэрцитивна на G2(Ω)×G2(Ω). Проверим сна-
чала непрерывность билинейной формы. Используя неравенство Коши — Буняковского и оцен-
ку (4.3), получим цепочку неравенств

|B(Φ , Y ) | 6 |〈LΦ , LY 〉L2(Ω)| 6 ‖LΦ ‖L2(Ω)‖LY ‖L2(Ω) 6 ω2 ‖Φ‖W 2

2
(Ω) ‖Y ‖W 2

2
(Ω) ,

из которой следует непрерывность билинейной формы на G2(Ω)×G2(Ω):

|B(Φ , Y ) | 6 ω2 ‖Φ‖W 2

2
(Ω) ‖Y ‖W 2

2
(Ω) .

Проверим теперь коэрцитивность билинейной формы:

B(Y , Y ) = 〈LY , LY 〉L2(Ω) > ̺ ‖Y ‖2W 2

2
(Ω) . (4.4)

Действительно, для любого элемента Y ∈ G2(Ω) и любого числа ε ∈ (0, 1) имеем

∫

Ω

(LY )2dx =

∫

Ω

(

div ( k∇Y )−〈u ,∇Y 〉−q Y
)2
dx =

∫

Ω

(

k∆Y +〈∇k ,∇Y 〉−〈u ,∇Y 〉−q Y
)2
dx

=

∫

Ω

[

(

k∆Y
)2

+2
(

k∆Y
) (

〈∇k ,∇Y 〉− 〈u ,∇Y 〉− q Y
)

+
(

〈∇k ,∇Y 〉− 〈u ,∇Y 〉− q Y
)2
]

dx

> ( 1− ε )

∫

Ω

(

k∆Y
)2
dx+

(

1−
1

ε

)

∫

Ω

(

〈∇k ,∇Y 〉 − 〈u ,∇Y 〉 − q Y
)2
dx

> ( 1− ε )

∫

Ω

(

k∆Y
)2
dx+

(

1−
1

ε

)

3

∫

Ω

(

〈∇k ,∇Y 〉2 + 〈u ,∇Y 〉2 + ( q Y )2
)

dx

> ( 1 − ε )

∫

Ω

(

k∆Y
)2
dx+

(

1−
1

ε

)

3

∫

Ω

(

‖∇k ‖2R2 ‖∇Y ‖2R2 + ‖u ‖2R2 ‖∇Y ‖2R2 + q2 Y 2
)

dx

> ( 1− ε )

∫

Ω

(

k∆Y
)2
dx+

(

1−
1

ε

)

c1

∫

Ω

(

‖∇Y ‖2R2 + Y 2
)

dx ,

c1 = 3 max
{

‖ k ‖2
C1(Ω)

, µ23 , µ
2
4

}

.
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Далее, учитывая граничные условия для функций из G2(Ω), с помощью двухкратного
интегрирования по частям получим

∫

Ω

(

k∆Y
)2
dx > µ21

∫

Ω

( ∂2 Y

∂ x21
+
∂2 Y

∂ x22

)2
dx = µ21

∫

Ω

[ ( ∂2 Y

∂ x21

)2
+ 2

∂2 Y

∂ x21

∂2 Y

∂ x22
+

( ∂2 Y

∂ x22

)2 ]

dx

= µ21

∫

Ω

[ ( ∂2 Y

∂ x21

)2
+ 2

( ∂2 Y

∂ x1∂ x2

)2
+

( ∂2 Y

∂ x22

)2 ]

dx

+µ21

∫

Γ

[

2
∂ Y

∂ x1

∂2 Y

∂ x22
cos(n , x1)− 2

∂ Y

∂ x1

∂2 Y

∂ x1 ∂ x2
cos(n , x2)

]

dΓ

= µ21

∫

Ω

[ ( ∂2 Y

∂ x21

)2
+ 2

( ∂2 Y

∂ x1∂ x2

)2
+

( ∂2 Y

∂ x22

)2 ]

dx ≡ µ21 ‖Yxx ‖
2
L2(Ω) .

Итак, получаем неравенство

(1− ε)µ21 ‖Yxx ‖
2
L2(Ω) 6

∫

Ω

(LY )2dx+
( 1

ε
− 1

)

c1

∫

Ω

(

‖∇Y ‖2R2 + Y 2
)

dx .

Прибавим к обеим частям неравенства выражение (1− ε)µ21 ‖Y ‖2
W 1

2
(Ω)

, в результате имеем

(1− ε)µ21 ‖Y ‖2W 2

2
(Ω) 6

∫

Ω

(LY )2dx+
[

(1− ε)µ21 +
( 1

ε
− 1

)

c1

]

‖Y ‖2W 1

2
(Ω) . (4.5)

Учитывая коэрцитивность билинейной формы B(·, ·) из предыдущего раздела, неравен-
ство Коши — Буняковского, неравенство Фридрихса, для каждого элемента Y ∈ G2(Ω) имеем
цепочку неравенств

γ4 ‖Y ‖2W 1

2
(Ω) 6 B(Y , Y ) = 〈LY , Y 〉L2(Ω) 6 ‖LY ‖L2(Ω) ‖Y ‖L2(Ω) 6 ‖LY ‖L2(Ω) γ3 ‖Y ‖W 1

2
(Ω) ,

из которой следует неравенство ‖Y ‖W 1

2
(Ω) 6 γ−1

4 γ3 ‖LY ‖L2(Ω) . Используя это неравенство,

оценим правую часть в (4.5):

(1− ε)µ21 ‖Y ‖2W 2

2
(Ω) 6

∫

Ω

(LY )2dx+
[

(1− ε)µ21 +
( 1

ε
− 1

)

c1

]

γ−2
4 γ23 ‖LY ‖2L2(Ω)

6

[

1 +
(

(1− ε)µ21 +
( 1

ε
− 1

)

c1

)

γ−2
4 γ23

]

‖LY ‖2L2(Ω) .

Отсюда следует неравенство коэрцитивности (4.4) с

̺ = (1− ε)µ21

[

1 +
(

(1− ε)µ21 +
( 1

ε
− 1

)

c1

)

γ−2
4 γ23

]−1

.

Итак, по теореме Лакса — Мильграма получаем существование единственного решения Φ
вариационного равенства (4.2) из пространства G2(Ω). Из теоремы Лакса — Мильграма сле-
дует также оценка

‖Φ‖W 2

2
(Ω) 6 ̺−1

[

ω ‖f‖L2(Ω) + ω2 ‖Uξ‖W 2

2
(Ω) + ω2 ‖Vϕ‖W 2

2
(Ω)

]

.

Поскольку оператор L осуществляет отображение G2(Ω) на L2(Ω) [11 ; 12, § 1.2], то из то-
го, что Φ есть решение вариационного равенства (4.2), следует, что Φ есть сильное решение
краевой задачи (1.1)–(1.5) из пространства W 2

2 (Ω).
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Переходя к функции T = Φ+ Uξ + Vϕ, получаем искомую оценку

‖T‖W 2

2
(Ω) 6 ‖Φ‖W 2

2
(Ω) + ‖Uξ‖W 2

2
(Ω) + ‖Vϕ‖W 2

2
(Ω) 6 C7 ‖ f ‖L2(Ω) + C8 ‖Uξ‖W 2

2
(Ω) + C9 ‖Vϕ‖W 2

2
(Ω) ,

где C7 = ̺−1 ω , C8 = 1 + ̺−1 ω2 , C9 = 1 + ̺−1 ω2 .

Оценки норм оператора решения из заключительной части теоремы непосредственно сле-
дуют из полученного основного неравенства аналогично доказательству теоремы 4.1. �

5. Полная непрерывность оператора решения

В этом разделе докажем, что оператор решения прямой задачи является вполне непрерыв-
ным [17, c. 222, 230]. Отсюда получим важное для наших дальнейших исследований следствие,
что такой оператор не может иметь непрерывного (ограниченного [17, c. 209]) обратного опе-
ратора [17, c. 222, 228].

Теорема 5.1. Оператор слабого решения прямой задачи A : Ξ→L2(Ω) вполне непрерывен.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы проводится по схеме [11; 12].

Теорема 5.2. Оператор обобщенного решения прямой задачи A : Hs → W 1
2 (Ω), где Hs =

L2(Ω)×W s
2 (Γ1)× L2(Γ3), s > 1/2, вполне непрерывен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пространство W s
2 (Γ1) непрерывно (и даже компактно) вкла-

дывается в пространство W
1/2
2 (Γ1) [13, гл. 6; 8, с. 33, 319], поэтому оператор обобщенного

решения A, рассматриваемый как оператор, действующий из Hs в W 1
2 (Ω), будет также непре-

рывным. Поскольку Hs есть гильбертово пространство [8, с. 320] и поэтому является рефлек-
сивным пространством [17, с. 181], то для доказательства теоремы достаточно показать, что
оператор A переводит слабо сходящиеся последовательности из Hs в сильно сходящиеся по-
следовательность из W 1

2 (Ω) [17, с. 230; 18, с. 254]. Пусть задана произвольная слабо сходя-
щаяся в Hs последовательность {ψi = ( fi , ξi , ϕi )} ⊂ Hs, ψi ⇁ ψ0 = ( f0 , ξ0 , ϕ0 ) слабо в
Hs, т. е. fi ⇁ f0 слабо в L2(Ω), ξi ⇁ ξ0 слабо в W s

2 (Γ1), ϕi ⇁ ϕ0 слабо в L2(Γ3). Всякий
линейный непрерывный оператор, действующий в банаховых пространствах, переводит слабо
сходящиеся последовательности в слабо сходящиеся последовательности [18, с. 552], поэтому

Ti = Aψi ⇁ T0 = Aψ0 слабо в W 1
2 (Ω). Из компактности вложения W s

2 (Γ1) ⊂ W
1/2
2 (Γ1) име-

ем ξi → ξ0 в W
1/2
2 (Γ1), а из ограниченности оператора продолжения P : W

1/2
2 (Γ1) → W 1

2 (Ω)
получаем, что Pξi → Pξ0 в W 1

2 (Ω). Отсюда следует, что, по крайней мере, Θi = Ti − Pξi ⇁
Θ0 = T0 − Pξ0 слабо в W 1

2 (Ω).

В равенстве (3.4), определяющем компоненту Θi обобщенного решения Ti = Θi + Pξi, по-
ложим Θ = Θi и g = Θi и перепишем это равенство в виде

∫

Ω

k 〈∇Θi ,∇Θi 〉 dx+

∫

Ω

qΘ2
i dx = F (Θi)−

∫

Ω

〈u ,∇Θi 〉Θi dx .

В правой части этого равенства имеет место сходимость

F (Θi)−

∫

Ω

〈u ,∇Θi 〉Θi dx→ F (Θ0)−

∫

Ω

〈u ,∇Θ0 〉Θ0 dx .

Поскольку

F (Θ0)−

∫

Ω

〈u ,∇Θ0 〉Θ0 dx =

∫

Ω

k 〈∇Θ0 ,∇Θ0 〉 dx+

∫

Ω

qΘ2
0 dx ,
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то
∫

Ω

k 〈∇Θi ,∇Θi 〉 dx+

∫

Ω

qΘ2
i dx→

∫

Ω

k 〈∇Θ0 ,∇Θ0 〉 dx+

∫

Ω

qΘ2
0 dx .

В пространстве W 1
2 (Ω) можно ввести новое скалярное произведение

[u , v ]W 1

2
(Ω) =

∫

Ω

(

k 〈∇u , ∇v 〉+ q u v
)

dx ,

порождающее норму, эквивалентную стандартной норме в W 1
2 (Ω) [3, гл.2, § 3]. Таким образом,

Θi ⇁ Θ0 слабо в W 1
2 (Ω) и ‖Θi ‖W 1

2
(Ω) → ‖Θ0 ‖W 1

2
(Ω). В гильбертовом пространстве из слабой

сходимости и сходимости норм следует сильная сходимость [17, с. 185] Θi → Θ0 сильно в W 1
2 (Ω).

Поэтому

Ti → T0 сильно в W 1
2 (Ω) . �

Теорема 5.3. Оператор сильного решения прямой задачи A : Λ →W 2
2 (Ω), где Λ =W 1

2 (Ω)×
W × Z, вполне непрерывен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что оператор A переводит слабо сходящуюся в Λ по-
следовательность в сильно сходящуюся в W 2

2 (Ω) последовательность. Предварительно отме-
тим, что из теорем вложения следует непрерывность и компактность вложения Λ в Ξ3. Кроме
того, как установлено выше, существуют непрерывные операторы продолжения P : W → A ⊂
W 2

2 (Ω), Q : Z → B ⊂ W 2
2 (Ω), образы которых удовлетворяют соответствующим граничным

условиям.

Пусть задана произвольная слабо сходящаяся в Λ последовательность {ψi = ( fi , ξi , ϕi )} ⊂
Λ, ψi ⇁ ψ0 = ( f0 , ξ0 , ϕ0 ) слабо в Λ, т.е. fi ⇁ f0 слабо вW 1

2 (Ω), ξi ⇁ ξ0 слабо вW , ϕi ⇁ ϕ0 сла-
бо в Z. Всякий линейный непрерывный оператор, действующий в банаховых пространствах,
переводит слабо сходящиеся последовательности в слабо сходящиеся последовательности, по-
этому Ti = Aψi ⇁ T0 = Aψ0 слабо в W 2

2 (Ω). Из компактности вложения W 1
2 (Ω) ⊂ L2(Ω) имеем

fi → f0 сильно в L2(Ω), а из ограниченности и компактности вложения Λ ⊂ Ξ3, ограниченно-
сти операторов продолжения имеем P ξi → P ξ0 сильно в W 2

2 (Ω), Qϕi → Qϕ0 сильно в W 2
2 (Ω).

Отсюда следует, что ηi = fi−L (P ξi)−L (Qϕi) → η0 = f0 −L (P ξ0)−L (Qϕ0) сильно в L2(Ω).

В ходе доказательства теоремы 4.1 установлено, что билинейная форма B порождает новое
скалярное произведение в W 2

2 (Ω), которому соответствует норма, эквивалентная классической
норме в пространстве W 2

2 (Ω). Имеет место сходимость B(Φi , Φi ) = ηi → η0 = B(Φ0 , Φ0 ),
значит Φi ⇁ Φ0 слабо в W 2

2 (Ω) и ‖Φi ‖W 2

2
(Ω) → ‖Φ0 ‖W 2

2
(Ω).

В гильбертовом пространстве из слабой сходимости и сходимости норм следует сильная
сходимость

Ti → T0 сильно в W 2
2 (Ω) . �

6. Заключение

В работе рассматривалась краевая задача с неоднородными смешанными граничными
условиями для модели реакции-конвекции-диффузии, описывающая распределение тепла или
концентрации какого-либо вещества в известной области изменения независимых простран-
ственных переменных. На некоторых участках границы области, составляющих всю границу
в целом, задавались неоднородные граничные условия первого или второго рода. Граничные
данные предполагались нерегулярными в ряде случаев, что не позволяло продолжить эти дан-
ные внутрь области, чтобы известным способом можно было бы свести задачу к более простой
задаче с однородными граничными условиями. Для рассматриваемой краевой задачи в зависи-
мости от гладкости и согласованности граничных данных введены соответствующие понятия
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решения задачи, доказаны теоремы о разрешимости задачи, получены соответствующие апри-
орные оценки на решения, установлены некоторые варианты полной непрерывности оператора
решения.

Интерес представляет распространение полученных результатов на более общие классы
моделей. Результаты этой работы можно рассматривать как необходимый подготовительный
материал для правильной постановки и решения различных обратных граничных задач, свя-
занных с процессами тепломассопереноса.
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