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В данной работе изучаются группы классических зацеплений, зацеплений со спайками, виртуальных

зацеплений. Во-первых, для классических кос доказывается, что коса и ее автоморфный образ слабо

эквивалентны. Отсюда следует положительный ответ о совпадении группы, построенной по косе и ее ав-

томорфному образу. Далее в работе изучается проблема аппроксимируемости групп виртуальных узлов

нильпотентными группами. Известно, что в группе классического узла коммутант совпадает с третьим

членом нижнего центрального рядом, а потому факторизация по членам нижнего центрального ряда ни-

чего не дает. В работе доказано, что для виртуальных узлов ситуация другая. Построен нетривиальный

гомоморфизм группы виртуального трилистника на нильпотентную группу ступени нильпотентности че-

тыре. Используя конструкцию Магнуса представления свободной группы степенными рядами, строится

гомоморфизм группы виртуального трилистника в некоторую конечномерную алгебру. Это приводит к

нетривиальному линейному представлению группы виртуального трилистника унитреугольными матри-

цами порядка восемь.
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of approximability of groups of virtual knots by nilpotent groups. It is known that in a classical knot group the
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the terms of the lower central series yields nothing. We prove that the situation is different for virtual knots.

A nontrivial homomorphism of the virtual trefoil group to a nilpotent group of class 4 is constructed. We use
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group by unitriangular matrices of order 8.
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Введение

В данной работе изучаются группы классических зацеплений, зацеплений со спайками,
виртуальных зацеплений. При этом нас интересуют следующие вопросы.

В о п р о с 1. Пусть β — классическая коса (коса со спайками, виртуальная коса) из груп-
пы кос Bn (соответственно из WBn, V Bn), β̂ — зацепление, полученное замыканием косы β,
G(β̂) — группа зацепления, ϕ ∈ Aut(Bn) (соответственно ϕ ∈ Aut(WBn), Aut(V Bn)). Верно

ли, что зацепление ϕ̂(β) слабо эквивалентно зацеплению β̂? В частности, верно ли, что группа

G(ϕ̂(β)) изоморфна группе G(β̂)?

Для ответа на этот вопрос надо знать описание групп автоморфизмов Aut(Bn) (соответ-
ственно Aut(WBn), Aut(V Bn)). Полное описание группы Aut(Bn) хорошо известно [1], в то
же время описание групп Aut(WBn) и Aut(V Bn) далеко от завершения.

Напомним определение группы, аппроксимируемой нильпотентными группами. Пусть G —
группа и

G = γ1(G) ≥ γ2(G) ≥ . . . , γi+1(G) = [γi(G), G], i = 1, 2, . . . .,

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 16-01-00414).
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ее нижний центральный ряд. Обозначим пересечение
⋂

∞

i=1 γi(G) всех членов нижнего цен-
трального ряда через γω(G). Говорят, что G аппроксимируется нильпотентными группами,
если γω(G) = 1.

В следующем вопросе под зацеплением мы будем понимать либо классическое зацепле-
ние, либо зацепление со спайками, либо виртуальное зацепление. Под группой классического
зацепления понимается фундаментальная группа дополнения зацепления в трехмерной сфе-
ре, для зацепления со спайками — группа, определенная Кауффманом [2], для виртуального
зацепления — одна из групп, определенная в работах [3–6].

В о п р о с 2. Пусть L — зацепление, G(L) — его группа. Будет ли G(L) аппроксимиро-
ваться нильпотентными группами?

Интерес к этому вопросу продиктован следующими соображениями. Если L — классиче-
ское зацепление в трехмерной сфере S3, то можно найти задание его группы G(L) = π1(S

3 \L)
в виде системы порождающих и соотношений. Но, имея систему порождающих и соотноше-
ний некоторой группы, мы не всегда можем получить полную информацию о ее строении. В
этом случае бывает полезным изучить гомоморфизмы нашей группы на группы из некоторого
класса. Например, на конечные группы, на разрешимые группы, нильпотентные группы и т. д.
Если таких гомоморфизмов оказывается много (группа аппроксимируется данным классом),
то мы имеем некоторую информацию об исходной группе. Например, если группа аппрокси-
мируется конечными группами, то в ней разрешима проблема равенства.

Проблема аппроксимируемости нильпотентными группами сводится к изучению
фактор-групп по членам нижнего центрального ряда, которые являются инвариантами груп-
пы и не зависят от ее задания. Для групп классических узлов существуют только гомомор-
физмы на бесконечную циклическую группу, а потому группы узлов не аппроксимируются
нильпотентными группами. Более того, коммутант группы узла совпадает с третьим членом
ее нижнего центрального ряда.

В настоящей работе мы покажем, что для группы узла со спайками ситуация аналогичная,
т. е. для всякой группы узла со спайками ее коммутант совпадает с третьим членом нижнего
центрального ряда. Более интересна ситуация для виртуальных узлов. Мы докажем, что для
виртуального трилистника Tv и его группы G(Tv), найденной в работах [6; 7], первые пять
членов ее нижнего центрального ряда различны. Следовательно, существуют эпиморфизмы
группы G(Tv) на нильпотентные группы ступеней 1, 2, 3, 4, 5. Таким образом, у нас возникает
новая возможность построения инвариантов виртуальных узлов.

Отметим, что для групп классических зацеплений изучение членов нижнего центрального
ряда приводит к построению инвариантов Милнора. Проблеме аппроксимируемости групп
классических зацеплений посвящена работа [8].

Одним из первых результатов о нильпотентной аппроксимируемости был результат Маг-
нуса о нильпотентной аппроксимируемости свободной группы (см., например, [9]). Для дока-
зательства этого факта Магнус построил вложение свободной группы в кольцо формальных
степенных рядов от некоммутирующих переменных. Используя представление Магнуса, мы
построим гомоморфизм группы G(Tv) в некоторую конечномерную алгебру и, используя это
представление, найдем линейное представление группы G(Tv). Для классического трилистни-
ка представление Магнуса дает гомоморфизм на бесконечную циклическую группу.

В о п р о с 3. Какие инварианты виртуальных узлов можно построить, используя пред-
ставление Магнуса?

Мы благодарим участников семинара “Эварист Галуа” за плодотворные дискуссии.

1. Группы кос и группы зацеплений

Все узлы и зацепления, рассматриваемые в настоящей работе, являются ручными. Два
классических ориентированных (неориентированных) зацепления из S3 называются эквива-
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лентными (соответственно слабо эквивалентными), если существует гомеоморфизм S3 на се-
бя, сохраняющий ориентацию (соответственно произвольный гомеоморфизм), переводящий
одно зацепление в другое. Эквивалентность виртуальных зацеплений (зацеплений со спайка-
ми) определяется как эквивалентность соответствующих диаграмм относительно обобщенных
преобразований Рейдемейстера (более подробно см. [2]).

Группа виртуальных кос V Bn порождается группой классических кос Bn = 〈σ1, . . . , σn−1〉
и группой подстановок Sn = 〈ρ1, . . . , ρn−1〉. Порождающие σi, i = 1, . . . , n − 1, удовлетворяют
соотношениям группы Bn

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 при i = 1, 2, . . . , n − 2,

σiσj = σjσi при |i− j| ≥ 2,

а порождающие ρi, i = 1, . . . , n− 1, удовлетворяют соотношениям группы подстановок Sn

ρ2i = 1 при i = 1, 2, . . . , n− 1,

ρiρj = ρjρi при |i− j| ≥ 2,

ρiρi+1ρi = ρi+1ρiρi+1 при i = 1, 2 . . . , n− 2.

Остальные определяющие соотношения группы V Bn являются смешанными и имеют вид

σiρj = ρjσi при |i− j| ≥ 2,

ρiρi+1σi = σi+1ρiρi+1 при i = 1, 2, . . . , n − 2.

Группа кос со спайками WBn порождается элементами σi, αi, i = 1, 2, . . . , n− 1. Группа,
порожденная элементами σi, является классической группой кос Bn. Группа, порожденная
элементами αi, является симметрической группой Sn, и при этом выполняются смешанные
соотношения

αiσj = σjαi при |i− j| ≥ 2,

αiαi+1σi = σi+1αiαi+1 при i = 1, 2, . . . , n− 2,

σiσi+1αi = αi+1σiσi+1 при i = 1, 2, . . . , n− 2.

Сравнивая соотношения групп V Bn и WBn, мы видим, что WBn получается из V Bn введением
дополнительных соотношений. Следовательно, существует эпиморфизм

ϕV W : V Bn → WBn,

переводящий σi в σi и ρi в αi при всех i.
Как хорошо известно [10], группа кос со спайками WBn изоморфна группе сопрягающих

автоморфизмов Cn, которая является подгруппой группы автоморфизмов Aut(Fn) свободной
группы Fn. В свою очередь WBn есть полупрямое произведение WBn = WPn ⋋ Sn груп-
пы WPn крашеных кос со спайками и симметрической группы Sn. Группа WPn изоморфна
группе Cbn сопрягающих базис автоморфизмов, которую изучал Маккул [11]. Как мы зна-
ем, группа автоморфизмов классической группы кос почти совпадает с группой внутренних
автоморфизмов.

Существует гомоморфизм группы Bn на группу подстановок Sn, переводящий порож-
дающий σi в транспозицию (i, i + 1), i = 1, 2, . . . , n − 1. Ядро этого гомоморфизма назы-
вается группой крашеных кос и обозначается через Pn. Группа Pn порождается элемента-
ми aij, 1 ≤ i < j ≤ n, которые выражаются через порождающие группы Bn следующим
образом:

ai,i+1 = σ2
i ,
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aij = σj−1σj−2 . . . σi+1σ
2
i σ

−1
i+1 . . . σ

−1
j σ−1

j−1.

Группа Pn разлагается в полупрямое произведение свободных групп

Pn = Un ⋋ (Un−1 ⋋ (. . .⋋ (U3 ⋋ U2)) . . .),

где Ui ≃ Fi−1 — свободная группа ранга n− 1, i = 2, 3, . . . , n (см. [12; 13]).
В работе [6] было определено представление ϕM : V Bn −→ Aut(Fn,2n+1) группы виртуаль-

ных кос, которое обобщает все известные ранее представления. Здесь Fn,2n+1 = Fn ∗ Z2n+1 —
свободное произведение свободной группы ранга n и свободной абелевой группы. Представле-
ние ϕM не является продолжением представления Артина Bn −→ Aut(Fn), которое, как хоро-
шо известно, является точным. Представление ϕM равносильно более простому представлению
ϕ̃M , которое является продолжением представления Артина. Чтобы его определить, положим
Fn,n = Fn ∗ Zn, где Fn = 〈y1, y2, . . . , yn〉 — свободная группа ранга n, а Zn = 〈v1, v2, . . . , vn〉 —
свободная абелева группа ранга n. Представление ϕ̃M : V Bn −→ Aut(Fn,n), заданное действи-
ем на порождающих

ϕ̃M (σi) :

{
yi 7−→ yiyi+1y

−1
i ,

yi+1 7−→ yi,
ϕ̃M (σi) :

{
vi 7−→ vi+1,
vi+1 7−→ vi,

ϕ̃M (ρi) :

{
yi 7−→ y

v−1

i

i+1 ,
yi+1 7−→ y

vi+1

i ,
ϕ̃M (ρi) :

{
vi 7−→ vi+1,
vi+1 7−→ vi,

равносильно представлению ϕM , т. е. ϕM (β) = 1 тогда и только тогда, когда ϕ̃M (β) = 1, где
β ∈ V Bn [6].

В работе [6] описан общий подход, позволяющий по представлению группы виртуальных
кос автоморфизмами некоторой группы строить инварианты зацеплений. Напомним его. Пред-
положим, что у нас есть представление ϕ : V Bn −→ Aut(H) группы виртуальных кос в группу
автоморфизмов некоторой группы H = 〈h1, h2, . . . , hm ‖ R〉, где R — соотношения группы H.
Сопоставим виртуальной косе β ∈ V Bn группу

Gϕ(β) = 〈h1, h2, . . . , hm ‖ R, hi = ϕ(β)(hi), i = 1, 2, . . . ,m〉.

Группа Gϕ(β) будет инвариантом виртуального зацепления β̂, если для любой другой косы β′

такой, что зацепления β̂ и β̂′ эквивалентны, группа Gϕ(β) изоморфна Gϕ(β
′). В работе [6]

доказано, что группа G
M̃
(β), где β ∈ V Bn, является инвариантом зацепления β̂.

2. Автоморфизмы группы кос и эквивалентность узлов

Настоящий раздел посвящен первому вопросу, сформулированному во введении. Для клас-
сических кос полный ответ дает следующее утверждение.

Предложение 1. Пусть β ∈ Bn и ϕ ∈ Aut(Bn). Тогда ϕ(β) слабо эквивалентно β и, в

частности, G(ϕ̂(β)) ∼= G(β̂).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как хорошо известно [1], произвольный автоморфизм ϕ ∈ Aut(Bn)
представим в виде произведения

ϕ = θειg, ε = 0, 1,

где ιg для g ∈ Bn — внутренний автоморфизм группы Bn, действующий следующим образом:

ιg(β) = g−1βg, β ∈ Bn.

Автоморфизм θ задается на порождающих σ1, . . . , σn−1 группы Bn формулой

θ(σk) = σ−1
k , k = 1, . . . , n− 1.
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Пусть ε = 0. Тогда ϕ(β) = g−1βg, и по теореме Маркова [12] зацепление ϕ̂(β) эквивалентно
(а потому и слабо эквивалентно) зацеплению β̂.

Пусть ε = 1. Тогда ϕ(β) = θ(g−1βg) = θ(g)−1θ(β)θ(g) = θ(g)−1β−1θ(g). Опять по теореме

Маркова ϕ̂(β) эквивалентно β̂−1. По определению слабой эквивалентности ϕ̂(β) слабо эквива-

лентно β̂−1. Осталось заметить, что если два зацепления слабо эквивалентны, то их группы
изоморфны.

Предложение доказано.

Отметим, что заменить в этом утверждении слабую эквивалентность эквивалентностью
нельзя. Действительно, замыкание косы σ3 является правым трилистником, а замыкание ко-
сы σ−3 — левым трилистником. Левый и правый трилистники не эквивалентны (но слабо
эквивалентны). Тем не менее автоморфизм θ группы Aut(B2) переводит σ3 в σ−3.

В “Коуровской тетради” [14] сформулирован следующий вопрос 10.24: Верно ли, что зацеп-
ления, получающиеся замыканием крашеных кос, эквивалентны тогда и только тогда, когда
исходные косы сопряжены в группе кос?

Ответ на этот вопрос отрицательный. Соответствующие примеры можно найти в книге [12].
Для ответа на первый вопрос в случае кос со спайками и виртуальных кос необходимо

описать группы Aut(WBn) и Aut(V Bn). Мы предполагаем, что справедливы следующие ги-
потезы.

Г и п о т е з ы. 1) Группа Aut(WBn), n ≥ 3, совпадает с группой внутренних автомор-
физмов группы WBn.

2) Группа Aut(V Bn), n ≥ 2, порождается группой внутренних автоморфизмов группы V Bn

и автоморфизмом θ, который переводит порождающие σi в обратные и оставляет порождаю-
щие ρi на месте.

3. Нильпотентная аппроксимируемость групп узлов

Настоящий раздел посвящен второму вопросу из введения. Вначале рассмотрим группы
узлов со спайками. Каждому узлу со спайками Кауффман [2] сопоставил группу, которую
назвал его фундаментальной группой. Для этих групп справедлива

Теорема 1. Если K — узел со спайками, то его фундаментальная группа G(K) обладает

свойством

γ2 (G(K)) = γ3 (G(K)).

В частности, группа G(K) не аппроксимируется нильпотентными группами.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем вначале, что если K — узел со спайками, то
G(K)ab ∼= Z. Действительно, группа WBn может быть отождествлена с подгруппой сопря-
гающих базис автоморфизмов свободной группы Fn = 〈x1, x2, . . . , xn〉.

Пусть K = β̂, где β ∈ WBn. Известно, что β представляется в виде β = ps, где p ∈ WPn,
s ∈ Sn. Так как K — узел, то s — цикл длины n. Используя, если надо, сопряжение, можно
считать, что s = (12 . . . n). Тогда β действует на свободной группе следующим образом:

β : x1 7→ f−1
1 x2f1, x2 7→ f−1

2 x3f2, . . . , xn 7→ f−1
n x1fn,

где f1, f2, . . . , fn ∈ Fn. Следовательно, G(K)ab ∼= Z.
Для завершения доказательства покажем, что если G — произвольная группа, для которой

Gab ∼= Z, то γ2 (G) = γ3 (G). Группа γ2 (G)/γ3 (G) лежит в центре группы G/γ3 (G). Так как
(G/γ3 (G))/(G/γ2 (G)) ∼= Z, то γ2 (G) ⊆ γ3 (G).

Теорема доказана.

Так как всякий классический узел можно рассматривать как узел со спайками, то как
следствие получаем хорошо известное утверждение для классических узлов.
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Следствие 1. Если K — классический узел, то γ2 (G(K)) = γ3 (G(K)), где G(K) =
π1(S

3\K).

Для виртуального трилистника Tv группа G
M̃
(Tv) была найдена в [6] (см. также [7]). Для

простоты будем обозначать ее через H. Тогда

H =
〈
y, v || y

(
yv

−1

yv
)
=

(
yv

−1

yv
)
y
〉
.

Преобразуем определяющее соотношение для H:

1 = y−1y−vy−v−1

yyv
−1

yv = [y, vyv−2yv] = [y, y−2vyv−2yv] = [y, [yv−1, v−1y]v]

= [y, [yv−1, v−1y][yv−1, v−1y, v]] = [y, [yv−1, v−1y, v]] · [y, [yv−1, v−1y]][yv
−1,v−1y,v].

По модулю γ4(H) имеем [y, [yv−1, v−1y] ≡ [y, [y, v−1][v−1, y]] = 1.
Поэтому по модулю γ5(H) соотношение принимает вид 1 ≡ [y, [yv−1, v−1y]]. Далее по мо-

дулю γ5(H) имеем

[y, [yv−1, v−1y] = [y, [yv−1, y][yv−1, v−1]y] = [y, [v−1, y][yv−1, v−1][yv−1, v−1, y]]

≡ [y, [v−1, y][yv−1, v−1][y, v−1, y]] = [y, [v−1, y][y, v−1][y, v−1, v−1][y, v−1, y]]

= [y, [y, v−1, v−1][y, v−1, y]] ≡ [y, [y, v, v]] · [y, [y, v, y]]−1.

Итак, по модулю γ5(H) определяющее соотношение группы H имеет вид

[y, v, v, y] ≡ [y, v, y, y].

Так как базисные коммутаторы веса 4 свободной группы 〈y, v〉 имеют вид [y, v, v, v], [y, v, v, y],
[y, v, y, y], то

γ4 (H)/γ5 (H) ∼= Z2.

Таким образом, нами доказана

Теорема 2. Пусть H = G
M̃
(Tv) — группа виртуального трилистника. Тогда фактор-

группа H/γ5 (H) является нильпотентной ступени 4.

Так как факторы-группы по членам нижнего центрального ряда являются инварианта-
ми группы, то мы получаем новую возможность для определения инвариантов виртуальных
узлов.

В о п р о с 4. Какие виртуальные узлы, полученные замыканием 2-нитиевых виртуаль-
ных кос, можно различить, используя факторизацию по членам нижнего центрального ряда?

Заметим, что группу H виртуального трилистника можно представить как расширение
свободного произведения с помощью бесконечной циклической группы.

Действительно, положим yi = yv
i

, i ∈ Z. Тогда имеет место разложение H = H1 ⋋ Z, где
H1 = 〈yi | i ∈ Z〉 и Z = 〈v〉.

В группе H1 имеют место соотношения [yi, yi−1yi+1] = 1, i ∈ Z, и элемент v действует
сдвигом yvi = yi+1. Положим Ai = 〈yi, yi−1, yi+1 ‖ [yi, yi−1yi+1] = 1〉, Bi = 〈yi, yi+1〉 для всех
i ∈ Z. Тогда группа H1 является бесконечным свободным произведением с объединением

H1 = . . . ∗
B

−2

A−1 ∗
B

−1

A0 ∗
B0

A1 ∗
B1

. . . .

Легко видеть, что подгруппы Ai изоморфны произведению (Z×Z)∗Z и по теореме Магнуса [9]
подгруппы Bi являются свободными двупорожденными группами.

Г и п о т е з а. Группа виртуального узла, построенного по представлению ϕ
M̃

, является
расширением либо 1) конечно порожденной свободной группы, либо 2) бесконечного свобод-
ного произведения с объединением вида

. . . ∗
B

−2

A−1 ∗
B

−1

A0 ∗
B0

A1 ∗
B1

. . . ,

с помощью бесконечной циклической группы, где Bi для i ∈ Z — свободные подгруппы конеч-
ного ранга.
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4. Представление Магнуса группы G
M̃
(Tv)

Рассмотрим кольцо Z[[Y, V ]] формальных степенных рядов с целыми коэффициентами от
двух переменных Y , V , удовлетворяющих соотношениям Y 2 = V 2 = 0. Хорошо известно [11],
что свободная группа 〈y, v〉 имеет точное представление

y 7→ 1 + Y, v 7→ 1 + V

в группу обратимых элементов кольца Z[[Y, V ]]. При этом y−1 7→ 1− Y, v−1 7→ 1− V.
Найдем дополнительные соотношения на переменные Y и V , возникающие при продолже-

нии отображения
Φ : y 7→ 1 + Y, v 7→ 1 + V

на группу G
M̃
(Tv). Соотношение yyv

−1

yv = yv
−1

yvy после подстановки y = 1 + Y , v = 1 + V
примет вид

(1 + Y )(1 + V )(1 + Y )(1− 2V )(1 + Y )(1 + V ) = (1 + V )(1 + Y )(1 − 2V )(1 + Y )(1 + V )(1 + Y ).

Раскрывая скобки и пользуясь соотношениями Y 2 = V 2 = 0, получаем

(Y V )2(1 + Y V ) = (V Y )2(1 + V Y ).

Домножив это равенство на V Y , имеем (V Y )3(1 + V Y ) = 0. Так как 1 + V Y — обратимый
элемент кольца Z[[Y, V ]], то (V Y )3 = 0. Аналогично, (Y V )3 = 0 и соотношение принимает вид
(Y V )2 = (V Y )2. Итак, доказано

Предложение 2. Группа H = G
M̃
(Tv) допускает представление Φ в группу обратимых

элементов кольца Z[[Y, V ]] формальных степенных рядов с целыми коэффициентами от двух

переменных Y , V , которые удовлетворяют соотношениям Y 2 = V 2 = (Y V )2 − (V Y )2 = 0.

Так как Z-алгебра A, порожденная элементами Y, V и заданная соотношениями

Y 2 = V 2 = (Y V )2 − (V Y )2 = 0,

конечномерна, то представление Φ позволяет построить представление группы H целочислен-
ными конечномерными матрицами.

Возьмем в качестве базиса алгебры A элементы 1, Y, V, Y V, V Y, Y V Y, V Y V, (Y V )2.
Группа H = 〈y, v〉 действует на алгебре A умножением справа, т. е. w 7→ wg, w ∈ A, g ∈ H.
При этом действии элементам y, v соответствуют матрицы

y0 =




1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1




, v0 =




1 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1




.

Ясно, что матрицы y0, v0 порождают нильпотентную группу. Нами доказано

Предложение 3. Существует линейное представление H −→ UT8(Z).

Аналогичные построения для группы классического трилистника G(T ) = 〈y, v || yvy = vyv〉
приводят к Z-алгебре с порождающими Y, V , которые удовлетворяют соотношениям Y =
V, Y 2 = 0. При этом матричное представление Y 7→ y0, V 7→ v0, где

y0 =

(
1 1
0 1

)
, v0 =

(
1 1
0 1

)
,

является эпиморфизмом группы G(T ) на бесконечную циклическую группу.
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