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С.Б.Стечкиным была поставлена задача: для заданных 1 ≤ p < q ≤ ∞, r ∈ Z+, l, k ∈ N и ω ∈
Ωl(0, π] найти точный порядок убывания Lq(T)-модуля гладкости k-го порядка ωk(f

(r); δ)q на классах

2π-периодических функций Hl
p[ω] = {f ∈ Lp(T) : ωl(f ; δ)p ≤ ω(δ), δ ∈ (0, π]}, где T = (−π, π], L∞(T) ≡

C(T), Ωl(0, π] — класс функций ω = ω(δ), определенных на (0, π] и удовлетворяющих условиям: 0 < ω(δ) ↓
0 (δ ↓ 0) и δ−lω(δ) ↓ (δ ↑). Ранее автором получено решение указанной задачи в случае 1 ≤ p < q < ∞.

В настоящей работе приводится решение в случае 1 ≤ p < q = ∞, а именно, имеют место следующие

теоремы.

Теорема 1. Пусть 1 ≤ p < ∞, f ∈ Lp(T), r ∈ Z+, l, k ∈ N, l > σ = r + 1/p, ρ = l − (k + σ) и
∑

∞

n=1 n
σ−1ωl(f ; π/n)p <∞; тогда f эквивалентна некоторой функции ψ ∈ Cr(T) и справедлива оценка

ωk(ψ
(r); π/n)∞ ≤ C1(l, k, r, p)

(

∑

∞

ν=n+1 ν
σ−1ωl(f ; π/ν)p + χ(ρ)n−k

∑n
ν=1 ν

k+σ−1ωl(f ; π/ν)p
)

, n ∈ N, где

Cr(T) — класс функций ψ ∈ C(T), имеющих обычную производную r-го порядка ψ(r) ∈ C(T) (ψ(0) = ψ,

C0(T) = C(T)), χ(t) = 0 при t ≤ 0 и χ(t) = 1 при t > 0.

Отметим, что приведенная оценка охватывает все возможные случаи соотношений между l и k + r.

Теорема 2. Пусть 1 ≤ p < ∞, r ∈ Z+, l, k ∈ N, l > σ = r + 1/p, ρ = l − (k + σ), ω ∈ Ωl(0, π]
и

∑

∞

n=1 n
σ−1ω(π/n) < ∞; тогда sup{ωk(ψ

(r);π/n)∞ : f ∈ Hl
p[ω]} ≍

∑

∞

ν=n+1 ν
σ−1ω(π/ν) + χ(ρ)n−k ×

∑n
ν=1 ν

k+σ−1ω(π/ν), n ∈ N, где ψ обозначает соответствующую функцию из Cr(T), эквивалентную

f ∈ Hl
p[ω].

В утверждениях теорем 1 и 2 наибольший интерес представляет случай l = k + σ = k + r + 1/p
(⇒ χ(ρ) = 0), который возможен лишь при p = 1, поскольку r ∈ Z+ и l, k ∈ N. В этом случае при до-

казательстве оценки из теоремы 1 используется неравенство n−l‖T
(l)
n,1(f ; ·)‖∞ ≤ C2(l)nωl+1(f ; π/n)1, где

Tn,1(f ; ·) — полином наилучшего в метрике L1(T) приближения функции f ∈ L1(T), которое в свою

очередь выводится как следствие усиленного варианта неравенства разных метрик для производных про-

извольных тригонометрических полиномов ‖t
(l)
n (·)‖∞ ≤ 2−1π‖t

(l+1)
n (·)‖1, n ∈ N.

Ключевые слова: модуль гладкости, наилучшее приближение, неравенства между модулями гладкости

различных порядков в разных метриках, точный порядок убывания равномерных модулей гладкости на

классе.

N. A. Il’yasov. On the order of decrease of uniform moduli of smoothness for the classes of

periodic functions Hl
p[ω], l ∈ N, 1 ≤ p < ∞.

S. B. Stechkin posed the following problem: for given 1 ≤ p < q ≤ ∞, r ∈ Z+, l, k ∈ N, and ω ∈ Ωl(0, π], find

the exact order of decrease of the Lq(T)-modulus of smoothness of the kth order ωk(f
(r); δ)q on the classes of

2π-periodic functions Hl
p[ω] = {f ∈ Lp(T) : ωl(f ; δ)p ≤ ω(δ), δ ∈ (0, π]}, where T = (−π, π], L∞(T) ≡ C(T),

and Ωl(0, π] is the class of functions ω = ω(δ) defined on (0, π] and satisfying the conditions 0 < ω(δ) ↓ 0 (δ ↓ 0)
and δ−lω(δ) ↓ (δ ↑). Earlier the author solved this problem in the case 1 ≤ p < q < ∞. In the present paper,

we give a solution in the case 1 ≤ p < q = ∞; more exactly, we prove the following theorems.

Theorem 1. Suppose that 1 ≤ p < ∞, f ∈ Lp(T), r ∈ Z+, l, k ∈ N, l > σ = r + 1/p, ρ = l − (k + σ),
and

∑

∞

n=1 n
σ−1ωl(f ; π/n)p < ∞. Then f is equivalent to some function ψ ∈ Cr(T) and the following estimate

holds: ωk(ψ
(r);π/n)∞ ≤ C1(l, k, r, p)

{

∑

∞

ν=n+1 ν
σ−1ωl(f ; π/ν)p+χ(ρ)n

−k
∑n

ν=1 ν
k+σ−1ωl(f ; π/ν)p

}

, n ∈ N,

where χ(t) = 0 for t ≤ 0, χ(t) = 1 for t > 0, and Cr(T) is the class of functions ψ ∈ C(T) that have the usual

rth-order derivative ψ(r) ∈ C(T) (we assume that ψ(0) = ψ and C(0)(T) = C(T)).

Note that this estimate covers all possible cases of relations between l and k + r.

Theorem 2. Suppose that 1 ≤ p < ∞, r ∈ Z+, l, k ∈ N, l > σ = r + 1/p, ρ = l − (k + σ), ω ∈ Ωl(0, π],
and

∑

∞

n=1 n
σ−1ω(π/n) < ∞. Then sup{ωk(ψ

(r);π/n)∞ : f ∈ Hl
p[ω]} ≍

∑

∞

ν=n+1 ν
σ−1ω(π/ν) + χ(ρ)n−k ×

∑n
ν=1 ν

k+σ−1ω(π/ν), n ∈ N, where ψ denotes the corresponding function from Cr(T) equivalent to f ∈ Hl
p[ω].

In Theorems 1 and 2, the case l = k + σ = k + r + 1/p (⇒ χ(ρ) = 0) is of the most interest. This case is

possible only for p = 1, since r ∈ Z+ and l, k ∈ N. In this case, the proof of the estimate in Theorem 1 employs

the inequality n−l‖T
(l)
n,1(f ; ·)‖∞ ≤ C2(l)nωl+1(f ; π/n)1, where Tn,1(f ; ·) is a best approximation polynomial

for the function f ∈ L1(T). The latter inequality is derived from the strengthened version of the inequality of
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different metrics for derivatives of arbitrary trigonometric polynomials ‖t
(l)
n (·)‖∞ ≤ 2−1π‖t

(l+1)
n (·)‖1, n ∈ N.
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Введение

Пусть Lp(T), 1 ≤ p < ∞, — пространство всех измеримых 2π-периодических функций

f : T → R с конечной Lp(T)-нормой ‖f‖p =
(
π−1

∫

T

|f(x)|p dx
)1/p

, L∞(T) ≡ C(T) — про-

странство всех непрерывных 2π-периодических вещественнозначных функций с равномерной
нормой ‖f‖∞ = max{|f(x)| : x ∈ T}, где T = (−π, π]; ωl(f ; δ)p — модуль гладкости l-го поряд-
ка функции f ∈ Lp(T), l ∈ N, δ ∈ [0,∞) : ωl(f ; δ)p = sup{‖∆l

hf(·)‖p : h ∈ R, |h| ≤ δ}, где

∆l
hf(x) =

∑l
ν=0(−1)l−ν

(
l
ν

)
f(x + νh),

(
l
ν

)
= l!/(ν!(l − ν)!), ν = 0, l; Ωl(0, π] — класс функ-

ций ω = ω(δ), определенных на (0, π] и удовлетворяющих условиям: 0 < ω(δ) ↓ 0 (δ ↓ 0) и
δ−lω(δ) ↓ (δ ↑); H l

p[ω] — класс функций f ∈ Lp(T), для каждой из которых ωl(f ; δ)p ≤ ω(δ),
δ ∈ (0, π], где 1 ≤ p <∞, l ∈ N и ω ∈ Ωl(0, π].

Ниже и всюду в дальнейшем Cj(l, k, r, p, . . .), где j ∈ N, обозначают положительные по-
стоянные, зависящие только от указанных в скобках параметров, а χ(t), t ∈ R, обозначает
функцию Хевисайда: χ(t) = 0 при t ≤ 0 и χ(t) = 1 при t > 0.

С. Б.Стечкиным была поставлена задача: для заданных 1 ≤ p < q ≤ ∞, r ∈ Z+, l, k ∈ N

и ω ∈ Ωl(0, π] найти точный порядок убывания ωk(f
(r); δ)q на классах H l

p[ω]. Автором [1, тео-
рема 2] получено решение этой задачи в случае 1 ≤ p < q < ∞ (там же приведена соответ-
ствующая библиография), а именно, имеет место следующее утверждение: Пусть

1 ≤ p < q <∞, r ∈ Z+, l, k ∈ N, l > σ = r + 1/p− 1/q, ρ = l − (k + r), ω ∈ Ωl(0, π]

и
∞∑

n=1

nqσ−1ωq(π/n) <∞;

тогда

sup
{
ωk

(
f (r);

π

n

)
q
: f ∈ H l

p[ω]
}

≍

( ∞∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
(π
ν

))1/q

+ χ(ρ)n−k
( n∑

ν=1

νq(k+σ)−1ωq
(π
ν

))1/q

, n ∈ N.

Отметим, что поскольку 0 < 1/p − 1/q < 1, то условие l > σ = r + 1/p − 1/q равносильно
условию l > r, а соотношения ρ = l− (k+ r) > 0 (⇒ χ(ρ) = 1) и ρ = l− (k+ r) ≤ 0 (⇒ χ(ρ) = 0)
равносильны соответственно неравенствам l > k + σ и l < k + σ.

Напомним, что порядковое равенство αn ≍ βn означает существование таких постоянных
0 < C2 ≤ C1, зависящих лишь от заданных в условии утверждения параметров (в данном
случае l, k, r, p и q), что C2βn ≤ αn ≤ C1βn.

В настоящей работе приводится решение указанной задачи в случае 1 ≤ p < q = ∞.

Теорема 1. Пусть 1 ≤ p <∞, f ∈ Lp(T), r ∈ Z+, l, k ∈ N, l > σ = r+1/p, ρ = l−(k+σ) и

∞∑

n=1

nσ−1ωl

(
f ;
π

n

)
p
<∞; (0.1)
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тогда f эквивалентна некоторой функции ψ ∈ Cr(T) и справедлива оценка

ωk

(
ψ(r);

π

n

)
∞

≤ C1(l, k, r, p)

( ∞∑

ν=n+1

νσ−1ωl

(
f ;
π

ν

)
p
+ χ(ρ)n−k

n∑

ν=1

νk+σ−1ωl

(
f ;
π

ν

)
p

)
, n ∈ N,

(0.2)
где Cr(T) — класс функций ψ ∈ C(T), имеющих обычную производную r-го порядка ψ(r) ∈ C(T)
(ψ(0) = ψ, C(0)(T) = C(T)).

З а м е ч а н и е 1. 1) Условие l > σ = r + 1/p, равносильное неравенствам l ≥ r + 1
при p > 1 и l ≥ r + 2 при p = 1, необходимо для сходимости ряда (0.1) для каждой функ-
ции f ∈ Lp(T) с ωl(f ; δ)p 6≡ 0, поскольку в противном случае в силу известного свойства
ωl(f ; δ)p ≥ (2π)−lωl(f ;π)pδ

l, δ ∈ (0, π], ряд (0.1) заведомо расходится. Если r = 0 и l ≤ σ = 1/p,
что возможно лишь при p = 1 и l = σ = 1, то даже наибольший порядок убывания модуля
непрерывности ω1(f ; δ)1 = O(δ) (δ → 0) функции f ∈ L1(T) не гарантирует ее эквивалентность
некоторой функции ψ ∈ C(T), поскольку в этом случае условие ω1(f ; δ)1 = O(δ) равносиль-
но эквивалентности f некоторой функции ограниченной вариации (см., например, [2, гл. III,
п. 3.6.1] и [3, т. 1, гл. 4, различные теоремы и примеры, п. 8]).

2) Если l > k + σ = k + r + 1/p, то ρ = l − (k + σ) > 0 и χ(ρ) = 1; этот случай сводится к
равносильным неравенствам: l ≥ k + r + 1 при p > 1 и l ≥ k + r + 2 при p = 1.

Если l < k + σ = k + r + 1/p, то ρ = l − (k + σ) < 0 и χ(ρ) = 0; этот случай сводится к
равносильному неравенству l ≤ k + r при p ≥ 1, причем k ≥ 1 при p > 1 и k ≥ 2 при p = 1.

Если l = k+ σ = k+ r+1/p, то ρ = l− (k + σ) = 0 и χ(ρ) = 0; этот случай возможен лишь
при p = 1, и, следовательно, l = k + r + 1.

Таким образом, оценка (0.2) охватывает все возможные случаи соотношений между l и
k + r, где l, k ∈ N, r ∈ Z+.

З а м е ч а н и е 2. Формулировка теоремы 1 (в интегральной форме записи) для случая
p = 1 приведена автором в [4, замечание 4]. В случае p = 1, r = 0, l = k+σ = k+1 оценка (0.2)
анонсирована в работе С.Ю.Тихонова [5, разд. 5, п. 4] как частный случай доказанной там
же оценки (1.5) при p = 1, q = ∞, α = k (см. разд. 1, часть (А) теоремы 1).

Теорема 2. Пусть 1 ≤ p <∞, r ∈ Z+, l, k ∈ N, l > σ = r+1/p, ρ = l−(k+σ), ω ∈ Ωl(0, π]
и

∞∑

n=1

nσ−1ω
(π
n

)
<∞; (0.3)

тогда

sup
{
ωk

(
ψ(r);

π

n

)
∞

: f ∈ H l
p[ω]

}

≍
∞∑

ν=n+1

νσ−1ω
(π
ν

)
+ χ(ρ)n−k

n∑

ν=1

νk+σ−1ω
(π
ν

)
, n ∈ N, (0.4)

где ψ обозначает соответствующую функцию из Cr(T), эквивалентную f ∈ H l
p[ω].

З а м е ч а н и е 3. Условие (0.3) необходимо и достаточно для того, чтобы каждая

функция f ∈ Lp(T) с ωl(f ; δ)p = O(ω(δ)), δ ∈ (0, π], была эквивалентна некоторой функции

ψ ∈ Cr(T). Достаточность следует из первой части утверждения теоремы 1; необходимость
доказана в [6, § 4, теорема 5] при r = 0, l = 1, [7, теорема 4] при r ≥ 0, l ≥ 1 (см. также пп. 1)
и 2) леммы 5 в разд. 2 настоящей работы).

З а м е ч а н и е 4. Утверждение о справедливости порядкового равенства (0.4) в случае
p = 1 отмечено автором в [4, замечание 4].
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1. Доказательство теоремы 1

Для доказательства теоремы 1 нам понадобится ряд вспомогательных утверждений. Обо-
значим через En(f)p и Tn,p(f ;x) соответственно наилучшее приближение и полином наилучше-
го (в метрике Lp(T)) приближения порядка n ∈ Z+ функции f ∈ Lp(T) : ‖f(·)− Tn,p(f ; ·)‖p =
En(f)p.

Предложение 1. Пусть 1 ≤ p <∞, f ∈ Lp(T), r ∈ Z+, k ∈ N, σ = r + 1/p и

∞∑

n=1

nσ−1En−1(f)p <∞. (1.1)

Тогда f эквивалентна некоторой функции ψ ∈ Cr(T) и справедливы оценки:

1) En(ψ
(r))∞ ≤ ‖ψ(r)(·)− T

(r)
n,p(f ; ·)‖∞ ≤ C3(r, p)

(
(n+ 1)σEn(f)p +

∞∑
ν=n+1

νσ−1Eν(f)p

)
, n ∈ Z+;

2) ωk

(
ψ(r); πn

)
∞

≤ C4(k, r, p)
( ∞∑
ν=n+1

νσ−1Eν−1(f)p + n−k
n∑
ν=1

νk+σ−1Eν−1(f)p

)
, n ∈ N.

В случае r = 0 оценка 1) является частным случаем неравенства разных метрик для наи-
лучших приближений А.А.Конюшкова — С.Б.Стечкина, доказательство которого приведено
в [8, § 1, теорема 2, неравенство (1.8)]. В этой же работе (см. первый абзац после доказатель-
ства теоремы 2) отмечено, что имеет место также оценка 2). В случае r > 0 доказательство
оценки 1) проводится аналогично случаю r = 0 (см., например, [2, гл. VI, доказательство
теоремы 6.4.1]). Оценка 2) установлена в [2, гл. VI, теорема 6.4.1].

Лемма 1. Для любого l ∈ N и произвольного полинома tn(x) = a0 +
∑n

ν=1(aν cos νx +
bν sin νx), где a0, aν , bν ∈ R (ν = 1, 2, . . . , n), справедлива оценка

‖t(l)n (·)‖∞ ≤ 2−1π‖t(l+1)
n (·)‖1, n ∈ N. (1.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим ϕ(x) = (π−x)/2, x ∈ [0, 2π) и ϕ(x) = ϕ(x+2π), x ∈ R.
Интегрируя по частям, имеем для любого η ∈ (0, 2π)

2π−η∫

0

ϕ(y)t(l+1)
n (x− y) dy = −

2π−η∫

0

ϕ(y) d(t(l)n (x− y)) = −ϕ(y)t(l)n (x− y)
∣∣∣
2π−η

0
+

2π−η∫

0

t(l)n (x− y) dϕ(y)

= −ϕ(2π − η)t(l)n (x− 2π + η) + ϕ(0)t(l)n (x)−
1

2

2π−η∫

0

t(l)n (x− y) dy,

откуда, переходя к пределу при η → 0, получаем

2π∫

0

ϕ(y)t(l+1)
n (x− y) dy = −ϕ(2π − 0)t(l)n (x− 2π) + ϕ(0)t(l)n (x)−

1

2

2π∫

0

t(l)n (x− y) dy,

и, следовательно,

t(l)n (x) =
1

π

2π∫

0

ϕ(y)t(l+1)
n (x− y) dy +

1

2π

2π∫

0

t(l)n (x− y) dy. (1.3)

Поскольку второе слагаемое в (1.3) равно (2π)−1

∫ 2π

0
t(l)n (z) dz = 0 и |ϕ(z)| ≤ π/2, z ∈ R, то из

равенства (1.3) следует оценка



166 Н.А.Ильясов

|t(l)n (x)| ≤
1

π

2π∫

0

|ϕ(y)|
∣∣t(l+1)
n (x− y)

∣∣ dy ≤
1

2

2π∫

0

∣∣t(l+1)
n (x− y)

∣∣ dy =
1

2

π∫

−π

∣∣t(l+1)
n (z)

∣∣ dz =
π

2
‖t(l+1)
n (·)‖1.

�

З а м е ч а н и е 5. 1) Равенство (1.3) и оценка (1.2) имеют место также и в случае l = 0

при условии a0 = (2π)−1

∫ 2π

0
tn(y) dy = 0.

2) В личной беседе с автором С.Ю.Тихонов (январь 2010 г., г. Саратов), а позднее В.В.Жук
(май 2010 г., г. Санкт-Петербург) предложили следующее доказательство оценки (1.2) (с по-
стоянной π вместо π/2) в случае l = 0: поскольку a0 = 0, то найдется хотя бы одна точка

x0 ∈ T такая, что tn(x0) = 0, и, следовательно, |tn(x)| = |tn(x) − tn(x0)| =

∣∣∣∣
∫ x

x0

t(1)n (y) dy

∣∣∣∣ ≤
∫

T
|t(1)n (y)| dy = π‖t(1)n (·)‖1, x ∈ T. Аналогичные рассуждения позволяют доказать оценку (1.2)

(с той же постоянной π) и в случае l ∈ N.
3) Недавно П.Ю.Глазырина (по инициативе ред. А. Г.Бабенко) сообщила автору, что нера-

венства типа П.Турана для тригонометрических полиномов исследовались И.Я.Тырыгиным.
При условии, что все нули полинома вещественны, им найдена [9, следствие 1] точная констан-

та D = D(p, n), зависящая от p и n, в неравенстве ‖tn(·)‖∞ ≤ D‖t
(1)
n (·)‖p, n ∈ N, 1 ≤ p < ∞,

а также доказано, что экстремальными являются полиномы вида t∗n(x) = c
(
sin

x− γ

2

)2n
,

c, γ ∈ R, c 6= 0.
4) Утверждение о справедливости оценки (1.2) при l ≥ 0 с постоянной C0 вместо π/2, где

C0 = sup{‖Φn(·)‖∞ : n ∈ N} < ∞, Φn(x) =
∑n

ν=1 ν
−1 sin νx, x ∈ R, анонсировано автором

в [4, неравенство (2) и замечание 1]. Появление C0 в оценке (1.2) связано лишь с методом
доказательства, основанным на привлечении равенства (см. [4])

t(l)n (x) =
1

π

π∫

−π

t(l+1)
n (y)Φn(x− y) dy + (1− χ(l))a0, n ∈ N,

справедливость которого устанавливается простыми вычислениями

1

π

π∫

−π

t(l+1)
n (y)Φn(x− y) dy + (1− χ(l))a0 =

1

π

π∫

−π

t(l+1)
n (y)

n∑

ν=1

sin ν(x− y)

ν
dy + (1− χ(l))a0

=

n∑

ν=1

sin νx

ν

1

π

π∫

−π

t(l+1)
n (y) cos νy dy −

n∑

ν=1

cos νx

ν

1

π

π∫

−π

t(l+1)
n (y) sin νy dy + (1− χ(l))a0

=

{
(−1)(l+1)/2

n∑

ν=1

νl(aν sin νx− bν cos νx) = t(l)n (x), l — нечетное;

(−1)l/2
n∑

ν=1

νl(aν cos νx+ bν sin νx) + (1− χ(l))a0 = t(l)n (x), 0 ≤ l — четное

}
.

5) Положим ϕ∗(x) = ϕ(x), x ∈ (0, 2π), ϕ∗(0) = ϕ∗(2π) = 0 и ϕ∗(x) = ϕ∗(x+2π), x ∈ R. По-
скольку (см., например, [3, т. 1, гл. 1, п. 2, формула (2.8)]) ϕ∗(x) =

∑∞
ν=1 ν

−1 sin νx, x ∈ [0, 2π],
и Sn(ϕ

∗;x) =
∑n

ν=1 ν
−1 sin νx = Φn(x), то |ϕ∗(x)| ≤ |ϕ∗(x) − Sn(ϕ

∗;x)| + |Φn(x)| ≤ |ϕ∗(x) −
Sn(ϕ

∗;x)|+ C0. Предельный переход при n→ ∞ в правой части последнего неравенства при-
водит к оценке |ϕ∗(x)| ≤ C0, x ∈ [0, 2π], откуда C0 ≥ sup{|ϕ∗(x)| : x ∈ [0, 2π]} = max{|ϕ(x)| :
x ∈ [0, 2π]} = π/2.

З а м е ч а н и е 6. Оценка (1.2) является точной в смысле порядка на классе всех
тригонометрических полиномов, а именно: существует полином Gn порядка не выше n, n ∈ N,
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такой, что ‖G
(l+1)
n ‖1 ≤ C5(l)‖G

(l)
n ‖∞, где C5(l) = 2(l+1)(l+2) при четном l и C5(l) = 2l+2(l+2)

при нечетном l.

В случае четного l полагаем Gn(x) = 1/2 +
∑n

ν=1(1 − ν/(n + 1)) cos νx = Fn(x) — ядро
Фейера порядка (n + 1) ∈ N (F0(x) = 1/2). В силу неравенства С.Н.Бернштейна (см., на-

пример, [2, гл. IV, п. 4.8.61, неравенство (26)]): ‖t
(l)
n ‖p ≤ nl‖tn‖p, где 1 ≤ p ≤ ∞, n ∈ N,

имеем (‖Fm‖1 = 1, m ∈ Z+) ‖G
(l+1)
n ‖1 ≡ ‖F

(l+1)
n ‖1 ≤ nl+1‖Fn‖1 = nl+1. Далее, поскольку

F
(l)
n (x) = (−1)l/2

∑n
ν=1(1− ν/(n+ 1))νl cos νx, то применение преобразования Абеля приводит

к оценке

|F (l)
n (0)| =

n∑

ν=1

(
1−

ν

n+ 1

)
νl = (n+ 1)−1

n−1∑

ν=1

ν∑

µ=1

µl + (n+ 1)−1
n∑

µ=1

µl

= (n + 1)−1
n∑

ν=1

ν∑

µ=1

µl ≥ (l + 1)−1(n+ 1)−1
n∑

ν=1

νl+1

≥ (l + 1)−1(l + 2)−1(n+ 1)−1nl+2 ≥ (2(l + 1)(l + 2))−1nl+1,

учитывая которую, получим ‖F
(l+1)
n ‖1 ≤ nl+1 ≤ 2(l + 1)(l + 2)|F

(l)
n (0)| ≤ 2(l + 1)(l + 2)‖F

(l)
n ‖∞.

В случае нечетного l полагаем (см., например, [10, добавления к гл. 8, § 18]) Gn(x) =

sinmxFm−1(x) = (2m)−1
(∑m

ν=1 ν sin νx +
∑2m−1

ν=m+1(2m − ν) sin νx
)
, где m = [(n + 1)/2], [t] —

целая часть числа t, n ∈ N. Поскольку 2m−1 = 2[(n+1)/2]−1 ≤ 2(n+1)/2−1 = n, то порядок
полинома Gn(x) не превышает n. В силу неравенства С.Н.Бернштейна имеем

‖G(l+1)
n ‖1 ≤ nl+1‖Gn‖1 = nl+1 1

π

π∫

−π

| sinmx||Fm−1(x)| dx ≤ nl+1‖Fm−1‖1 = nl+1,

где m = [(n + 1)/2], n ∈ N. С другой стороны, так как

G(l)
n (x) = (−1)(l+1)/2+1(2m)−1

( m∑

ν=1

νl+1 cos νx+

2m−1∑

ν=m+1

νl(2m− ν) cos νx

)
,

то

|G(l)
n (0)| = (2m)−1

( m∑

ν=1

νl+1 +

2m−1∑

ν=m+1

νl(2m− ν)

)
≥ (2m)−1

m∑

ν=1

νl+1 ≥ (2m)−1(l + 2)−1ml+2

= (2(l + 2))−1ml+1 = (2(l + 2))−1
[n+ 1

2

]l+1
≥ (2(l + 2))−1

(n
2

)l+1
= (2l+2(l + 2))−1nl+1.

Учитывая последнюю оценку, имеем

‖G(l+1)
n ‖1 ≤ nl+1 ≤ (l + 2)2l+2|G(l)

n (0)| ≤ (l + 2)2l+2‖G(l)
n ‖∞.

З а м е ч а н и е 7. Утверждение о порядковой точности оценки (1.2) с указанной посто-
янной C5(l) анонсировано автором в [4, замечание 2].

Лемма 2. Для любого l ∈ N и произвольной функции f ∈ L1(T) справедлива оценка

n−l‖T
(l)
n,1(f ; ·)‖∞ ≤ C6(l)nωl+1

(
f ;
π

n

)
1
, n ∈ N. (1.4)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу оценки (1.2), неравенства Ф.Рисса — С.М.Никольского —

С.Б.Стечкина (см., например, [2, гл. IV, п. 4.8.61]): ‖t
(l)
n (·)‖p ≤ 2−lnl‖∆l

π/ntn(·)‖p, где 1 ≤ p ≤

∞, l ∈ N, и неравенства Джексона — Стечкина в Lp(T) (см., например, [2, гл. V, п. 5.1.32,
неравенство (16), п. 5.11, неравенство (1)]): En(f)p ≤ C7(l)ωl(f ;π/(n + 1))p, где 1 ≤ p ≤ ∞,
l ∈ N, n ∈ Z+, имеем

‖T
(l)
n,1(f ; ·)‖∞ ≤ 2−1π‖T

(l+1)
n,1 (f ; ·)‖1 ≤ 2−1π2−(l+1)nl+1‖∆l+1

π/nTn,1(f ; ·)‖1

≤ 2−1π2−(l+1)nl+1
(
‖∆l+1

π/n(Tn,1(f ; ·)− f(·))‖1 + ‖∆l+1
π/nf(·)‖1

)

≤ 2−1π2−(l+1)nl+1
(
2l+1‖Tn,1(f ; ·)− f(·)‖1 + ωl+1

(
f ;
π

n

)
1

)

= 2−1πnl+1
(
En(f)1 + 2−(l+1)ωl+1

(
f ;
π

n

)
1

)
≤ 2−1π

(
C7(l + 1) + 2−(l+1)

)
nl+1ωl+1

(
f ;
π

n

)
1
,

откуда следует оценка (1.4) с C6(l) = 2−1π{C7(l + 1) + 2−(l+1)}. �

З а м е ч а н и е 8. Оценка (1.4) анонсирована автором в [4, замечание 3].

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. В силу неравенства Джексона — Стечкина в Lp(T)
(см. доказательство леммы 2) имеем

∞∑

n=1

nσ−1En−1(f)p ≤ C7(l)

∞∑

n=1

nσ−1ωl

(
f ;
π

n

)
p
<∞,

откуда следует сходимость ряда (1.1), обеспечивающая в силу предложения 1 эквивалент-
ность f некоторой функции ψ ∈ Cr(T) и справедливость оценки (см. оценку 2 из предложе-
ния 1; l ∈ N, l > σ)

ωk

(
ψ(r);

π

n

)

∞
≤ C4(k, r, p)

( ∞∑

ν=n+1

νσ−1Eν−1(f)p + n−k
n∑

ν=1

νk+σ−1Eν−1(f)p

)

≤ C4(k, r, p)C7(l)

( ∞∑

ν=n+1

νσ−1ωl

(
f ;
π

ν

)
p
+ n−k

n∑

ν=1

νk+σ−1ωl

(
f ;
π

ν

)
p

)
, n ∈ N. (1.5)

Если l > k+σ (⇒ χ(ρ) = 1), то (1.5) совпадает с требуемой оценкой (0.2). Далее, если l < k+σ
(⇒ χ(ρ) = 0), то в силу свойств модулей гладкости ωl(f ; δ1)p ≤ ωl(f ; δ2)p и δ−l2 ωl(f ; δ2)p ≤
2lδ−l1 ωl(f ; δ1)p, 0 < δ1 < δ2 < +∞, имеем оценки

n−k
n∑

ν=1

νk+σ−1ωl

(
f ;
π

ν

)
p
≤ 2lnl−kωl

(
f ;
π

n

)
p

n∑

ν=1

νk+σ−l−1 ≤ C8(k + σ − l)2lnσωl

(
f ;
π

n

)
p
,

∞∑

ν=n+1

νσ−1ωl

(
f ;
π

ν

)
p
≥

2n∑

ν=n+1

νσ−1ωl

(
f ;
π

ν

)
p
≥ ωl

(
f ;

π

2n

)
p

2n∑

ν=n+1

νσ−1 ≥ 2−lC9(σ)n
σωl

(
f ;
π

n

)
p
,

учитывая которые в (1.5), получаем

ωk

(
ψ(r);

π

n

)
∞

≤ C4(k, r, p)C7(l)
(
1 + 22lC−1

9 (σ)C8(k + σ − l)
) ∞∑

ν=n+1

νσ−1ωl

(
f ;
π

ν

)
p
.

И, наконец, рассмотрим случай l = k+σ = k+ r+1/p, который возможен лишь при p = 1,
поскольку l, k ∈ N, r ∈ Z+, и, следовательно, l = k + r+ 1. В силу известных свойств модулей
гладкости и оценки (1.4) для l = k + r имеем

ωk

(
ψ(r);

π

n

)
∞

≤ ωk

(
ψ(r)(·)− T

(r)
n,1(f ; ·);

π

n

)
∞

+ ωk

(
T
(r)
n,1(f ; ·);

π

n

)
∞
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≤ 2k
∥∥ψ(r)(·)− T

(r)
n,1(f ; ·)

∥∥
∞

+ πkn−k
∥∥T (r+k)

n,1 (f ; ·)
∥∥
∞

≤ 2k
∥∥ψ(r)(·)− T

(r)
n,1(f ; ·)

∥∥
∞

+ πkC6(k + r)nr+1ωk+r+1

(
f ;
π

n

)
1
.

Далее, применяя оценку 1) из предложения 1 при p = 1 и неравенство Джексона — Стеч-
кина в L1(T), получаем (σ = r + 1)

ωk

(
ψ(r);

π

n

)
∞

≤ 2kC3(r, 1)
(
(n+1)σEn(f)1+

∞∑

ν=n+1

νσ−1Eν(f)1

)
+πkC6(k+ r)n

r+1ωk+r+1

(
f ;
π

n

)
1

≤ 2kC3(r, 1)C7(k + σ)

(
(n+ 1)σωk+σ

(
f ;

π

n+ 1

)
1
+

∞∑

ν=n+1

νσ−1ωk+σ

(
f ;

π

ν + 1

)
1

)

+πkC6(k + r)nσωk+σ

(
f ;
π

n

)
1
≤ C1(l, k, r, 1)

∞∑

ν=n+1

νσ−1ωk+σ

(
f ;

π

ν + 1

)
1
,

откуда и следует требуемая оценка (0.2) в случае l = k + σ = k + r + 1 (⇒ χ(ρ) = 0) с
C1(l, k, r, 1) = 2kC3(r, 1)C7(l) + 2lC−1

9 (r + 1)
(
2lC3(r, 1)C7(l) + πkC6(k + r)

)
.

Теорема 1 доказана.

2. Доказательство теоремы 2

Доказательство теоремы 2 основывается на приведенных ниже утверждениях.

Лемма 3. Пусть l ∈ N, σ ∈ (0,∞), l > σ. Для каждой функции ω ∈ Ωl(0, π] существует

последовательность ε = {εn}
∞
n=1 ⊂ R, удовлетворяющая условиям:

1) 0 < εn ≤ ω(π/n) (n = 1, 2, . . .), εn ↓ 0 (n ↑ ∞);

2) (2l)−1ω(π/n) ≤ n−l
∑n

ν=1 ν
l−1εν ≤ 3ω(π/n), n ∈ N;

3)
∑∞

n=1 n
σ−1ω(π/n) ≍

∑∞
n=1 n

σ−1εn;
4) если

∑∞
n=1 n

σ−1ω(π/n) <∞, то

∞∑

ν=n+1

νσ−1ω
(π
ν

)
≍

∞∑

ν=n+1

νσ−1εν + nσω
(π
n

)
, n ∈ N;

5) если l 6= k + σ, где k ∈ N, и ρ = l − (k + σ), то

n−k
n∑

ν=1

νk+σ−1ω
(π
ν

)
≍ (1− χ(ρ))nσω

(π
n

)
+ χ(ρ)n−k

n∑

ν=1

νk+σ−1εν , n ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Построение последовательности ε = {εn}, удовлетворяющей
условиям 1) и 2), проводится по схеме С.Б.Стечкина [11, § 3, лемма 2], случай l = 1. Схема
была развита В.Э. Гейтом [12, лемма 1], случай l ≥ 1 (более подробную историю вопроса
см. в [13, разд. 2, замечание 8]). Соотношения 3) и 4) доказываются с помощью 1) и 2) (см.,
например, [14, разд. 1, лемма 1]).

Докажем 5). При l < k + σ в силу ω(δ) ↑ (δ ↑) и δ−lω(δ) ↓ (δ ↑) имеем

nσω(π/n) ≍ ω(π/n)n−k
n∑

ν=1

νk+σ−1 ≤ n−k
n∑

ν=1

νk+σ−1ω(π/ν)

≤ n−knlω(π/n)
n∑

ν=1

νk+σ−l−1 ≍ nσω(π/n);
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при l > k + σ в силу 1) и 2) получаем

n−k
n∑

ν=1

νk+σ−1εν ≤ n−k
n∑

ν=1

νk+σ−1ω(π/ν) ≍ n−k
n∑

ν=1

νk+σ−l−1
ν∑

µ=1

µl−1εµ

= n−k
n∑

µ=1

µl−1εµ

n∑

ν=µ

νk+σ−l−1 ≤ C10(ρ)n
−k

n∑

µ=1

µk+σ−1εµ. �

Лемма 4. Пусть 1 ≤ p <∞, r ∈ Z+, k ∈ N, σ = r+1/p; для любой последовательности

ε = {εn}
∞
n=1 (0 < εn ↓ 0 при n ↑ ∞) существует функция g(x; p; ε) ∈ Lp(T) такая, что:

1) En−1(g)p ≤ C11(p)εn, n ∈ N;
2) g ∈ Cr(T) ⇔

∑∞
n=1 n

σ−1εn <∞;
3) если

∑∞
n=1 n

σ−1εn <∞, то

∞∑

ν=n+1

νσ−1εν ≤ C12(r, p)
{
En(g

(r))∞ + nσεn+1

}
, n ∈ N;

4) если g ∈ Cr(T), то

n−k
n∑

ν=1

νk+σ−1εν ≤ C13(k, r, p)ωk

(
g(r);

π

n

)
∞
, n ∈ N;

5) если
∑∞

n=1 n
σ−1εn <∞, то

∞∑

ν=n+1

νσ−1εν + n−k
n∑

ν=1

νk+σ−1εν ≤ C14(k, r, p)ωk

(
g(r);

π

n

)
∞
, n ∈ N.

Доказательство леммы 4 приведено в заметке автора [15, лемма 5]. Функция g(x; p; ε) ∈
Lp(T) определяется следующим образом. При p = 1 полагаем g(x; 1; ε) = g1(x; ε) + g2(x; ε), где
g1 и g2 — функции, рассмотренные В.Э. Гейтом в [16, § 2, п. 1 и п. 2] и [17, § 2, п. 2 и п. 3].
Имеем

g1(x; ε) =
∞∑

n=1

∆εnFn(x) = ε1/2 +
∞∑

n=1

an(1; ε) cos nx,

где ∆εn = εn−εn+1, an(1; ε) =
∑∞

ν=n(1−n/(ν+1))∆εν , Fn(x) — ядро Фейера порядка (n+1) ∈ N

(см. разд. 1, замечание 6) и

g2(x; ε) =

∞∑

n=1

∆εnGn(x) =

∞∑

n=1

bn(ε) sin nx,

где Gn(x) = sin((m+ 1)x)Fm(x), m = [(n + 1)/2] − 1, n ∈ N (см. разд. 1, замечание 6),

bn(ε) =

2(n−1)∑

ν=n

(1− (n/2[(ν + 1)/2]))∆εν + n

∞∑

ν=2n−1

(1/2[(ν + 1)/2])∆εν ,

n ∈ N (при n = 1 первое слагаемое в bn(ε) считается равным нулю); при p > 1 полагаем
g(x; p; ε) = g3(x; p; ε), где g3 — функция, рассмотренная автором в [15, доказательство леммы 5]:

g3(x; p; ε) =
∞∑

n=1

n1/p−1∆εn

n∑

ν=1

(cos νx+ sin νx) =
∞∑

n=1

an(p; ε)(cos nx+ sinnx),

an(p; ε) =

∞∑

ν=n

ν1/p−1∆εν , n ∈ N.
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Лемма 5. Пусть 1 ≤ p < ∞, r ∈ Z+, l, k ∈ N, l > σ = r + 1/p, ω ∈ Ωl(0, π]; существует

функция f0(x; p;ω) ∈ Lp(T), обладающая следующими свойствами:

1) ωl(f0; δ)p ≤ C15(l, p)ω(δ), δ ∈ (0, π];

2) f0 ∈ C
r(T) ⇔

∑∞
n=1 n

σ−1ω(π/n) <∞;

3) если
∑∞

n=1 n
σ−1ω(π/n) <∞, то

∞∑

ν=n+1

νσ−1ω
(π
ν

)
≤ C16(l, r, p)

(
En(f

(r)
0 )∞ + nσω

(π
n

))

≤ C17(l, k, r, p)
(
ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)
∞
, l ≥ k + σ; ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)
∞

+ nσω
(π
n

)
, l < k + σ

)
, n ∈ N;

4) если f0 ∈ Cr(T) и l > k + σ, то

n−k
n∑

ν=1

νk+σ−1ω
(π
ν

)
≤ C18(l, k, r, p)ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)
∞
, n ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим f0(x; p;ω) = g(x; p; ε), где g — функция из леммы 4,
которая определена последовательностью ε = {εn}

∞
n=1, построенной для заданной функции

ω ∈ Ωl(0, π] согласно лемме 3. В силу неравенства (1) [2, гл. VI, п. 6.1.1], п. 1) леммы 4 и п. 2)
леммы 3 имеем

ωl

(
f0;

π

n

)
p
≤ C19(l, p)n

−l
n∑

ν=1

νl−1Eν−1(f0)p

≤ C19(l, p)C11(p)n
−l

n∑

ν=1

νl−1εν ≤ 3C19(l, p)C11(p)ω
(π
n

)
,

откуда ωl(f0;π/n)p ≤ C20(l, p)ω(π/n), n ∈ N, и, следовательно, ωl(f0; δ)p ≤ 2lC20(l, p)ω(δ),
δ ∈ (0;π].

Утверждение п. 2) является следствием п. 3) леммы 3 и п. 2) леммы 4:

∞∑

n=1

nσ−1ω
(π
n

)
<∞ ⇔

∞∑

n=1

nσ−1εn <∞ ⇔ g ∈ Cr(T) ⇔ f0 ∈ Cr(T),

а оценка в п. 4) следует из п. 5) леммы 3 и п. 4) леммы 4:

n−k
n∑

ν=1

νk+σ−1ω
(π
ν

)
≍ n−k

n∑

ν=1

νk+σ−1εν ≤ C13(k, r, p)ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)
∞
.

Докажем утверждение п. 3). В силу п. 4) леммы 3, п. 3) леммы 4 и п. 1) леммы 3 имеем

∞∑

ν=n+1

νσ−1ω
(π
ν

)
≤ C21(l, r, p)

( ∞∑

ν=n+1

νσ−1εν + nσω
(π
n

))

≤ C21(l, r, p)
(
C12(r, p)(En(g

(r))∞ + nσεn+1) + nσω
(π
n

))
≤ C16(l, r, p)

(
En(f

(r)
0 )∞ + nσω

(π
n

))
.

(2.1)

Отсюда, применяя неравенство Джексона — Стечкина к первому слагаемому в правой
части (2.1), получим оценку в правой части п. 3) в случае l < k + σ:

∞∑

ν=n+1

νσ−1ω
(π
ν

)
≤ C16(l, r, p)

(
C7(k)ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)
∞

+ nσω
(π
n

))
, n ∈ N.
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Далее, в силу ω(δ) ↑ (δ ↑) (⇔ ω(π/n) ↓ (n ↑)) и п. 4) настоящей леммы имеем оценку

nσω
(π
n

)
≤ (k + σ)n−k

n∑

ν=1

νk+σ−1ω
(π
ν

)
≤ (k + σ)C18(l, k, r, p)ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)
∞
,

учитывая которую в правой части (2.1), получаем

∞∑

ν=n+1

νσ−1ω
(π
ν

)
≤ C16(l, r, p)

(
En(f

(r)
0 )∞ + nσω

(π
n

))

≤ C16(l, r, p)
(
C7(k)ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)
∞
+(k+σ)C18(l, k, r, p)ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)
∞

)
≤ C17(l, k, r, p)ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)
∞
,

откуда следует оценка в правой части п. 3) в случае l > k + σ.
Рассмотрим теперь случай l = k+σ = k+r+1 (см. п. 2) замечания 1). В силу левой оценки

в п. 2) леммы 3 и оценки в п. 4) леммы 4 (случай p = 1) имеем

nσω
(π
n

)
≤ 2lnσ−l

n∑

ν=1

νl−1εν = 2ln−k
n∑

ν=1

νk+σ−1εν ≤ 2lC13(k, r, 1)ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)
∞
.

Применяя последнюю оценку и неравенство Джексона — Стечкина в правой части (2.1), по-
лучим

∞∑

ν=n+1

νσ−1ω
(π
ν

)
≤ C16(l, r, 1)

(
En(f

(r)
0 )∞ + nσω

(π
n

))

≤ C16(l, r, 1)
(
C7(k)ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)
∞

+ 2lC13(k, r, 1)ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)
∞

)
≤ C17(l, k, r, 1)ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)
∞
,

откуда следует оценка в правой части п. 3) в случае l = k + σ. �

Лемма 6. Пусть r ∈ Z+, l, k ∈ N, σ = r+1, ω ∈ Ωl(0, π]; существует функция ϕ(x;ω) ∈
L1(T) такая, что:

1) ωl(ϕ; δ)1 ≤ C22(l)ω(δ), δ ∈ (0, π];
2) если ϕ ∈ Cr(T), то nσω(π/n) ≤ C23(l, k, r)ωk(ϕ

(r);π/n)∞, n ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Полагаем ϕ(x;ω) = g1(x;ω) при четном l и ϕ(x;ω) = g2(x;ω) при
нечетном l, где g1 и g2 — функции, указанные в первом абзаце после леммы 4, ω = {ω(π/n)},
n ∈ N. Так как δ−lω(δ) ↓ (δ ↑), то nlω(π/n) ↑ (n ↑); следовательно, в силу свойств функций g1
и g2, установленных в [16, § 2, свойство e) функции f1 в п. 1 и свойство c) функции f2 в п. 2]
и [17, § 2, свойство f) функции f1 в п. 2 и свойство d) функции f2 в п. 3] имеем ωl(ϕ;π/n)1 ≤
C24(l)ω(π/n), n ∈ N, откуда ωl(ϕ; δ)1 ≤ 2lC24(l)ω(δ), δ ∈ (0, π], т. е. имеет место 1). Далее,
автором [14, лемма 4, случай q = ∞] при условии ϕ ∈ Cr(T) доказана оценка nσω(π/n) ≤
C25(l, r)En−1(ϕ

(r))∞, n ∈ N, применяя в которой неравенство Джексона — Стечкина, получим
требуемую оценку в п. 2). �

Лемма 7. Пусть 1 < p < ∞, r ∈ Z+, l, k ∈ N, σ = r + 1/p, ω ∈ Ωl(0, π]; существует

последовательность функций {um(x; p;ω)}
∞
m=1 ⊂ Lp(T) такая, что:

1) ωl(um; δ)p ≤ C26(l, p)ω(δ), δ ∈ (0, π], m = 1, 2, . . . ;

2) mσω(π/m) ≤ C27(k, r)ωk(u
(r)
m ;π/m)∞, m ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим um(x; p;ω) = m1/p−1ω(π/m)(Dm(x) + D̃m(x)), где
Dm(x) = 1/2 +

∑m
ν=1 cos νx — ядро Дирихле, D̃m(x) =

∑m
ν=1 sin νx — сопряженное ядро Ди-

рихле. В силу неравенства М.Рисса (см., например, [10, гл. 8, § 14]): ‖f̃‖p ≤ C28(p)‖f‖p, f ∈
Lp(T), 1 < p <∞, и известной оценки (см., например, [6, § 4, неравенство (4.17)]): ‖Dm(·)‖p ≤

C29(p)m
1−1/p, имеем ‖Dm(·)+D̃m(·)‖p ≤ (1+C28(p))‖Dm(·)‖p ≤ (1+C28(p))C29(p)m

1−1/p, откуда
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‖um(·; p;ω)‖p = m1/p−1ω
(
π
m

)
‖Dm(·)+D̃m(·)‖p ≤ (1+C28(p))C29(p)ω

(
π
m

)
≤ (1+C28(p))C29(p)ω(π),

и, следовательно, sup{‖um(·; p;ω)‖p : m ∈ N} <∞, то есть {um}
∞
m=1 ⊂ Lp(T).

Для доказательства оценки в п. 1) заметим, что при любом δ ∈ (0, π] и каждом фиксирован-
ном m ∈ N возможны два случая: δ < π/m и δ ≥ π/m. При δ < π/m, учитывая δ−lω(δ) ↓ (δ ↑),

имеем ωl(um; δ)p ≤ δl‖u
(l)
m ‖p ≤ δlml‖um‖p ≤ δlmlC30(p)ω(π/m) ≤ C30(p)δ

lmlπlm−lδ−lω(δ) =
πlC30(p)ω(δ), а при δ ≥ π/m с учетом ω(δ) ↑ (δ ↑) получаем ωl(um; δ)p ≤ 2l‖um‖p ≤ 2lC30(p)
×ω(π/m) ≤ 2lC30(p)ω(δ), где C30(p) = (1+C28(p))C29(p). Таким образом, при любом δ ∈ (0, π]
справедлива оценка ωl(um; δ)p ≤ (2l + πl)C30(p)ω(δ), m ∈ N, т. е. имеет место 1).

Докажем 2). В силу неравенства Рисса — Никольского — Стечкина (см. доказательство
леммы 2) имеем

πrm−rωk

(
u(r)m ;

π

m

)
∞

≥ ωk+r

(
um;

π

m

)
∞

≥
∥∥∆k+r

π/mum(·)
∥∥
∞

≥ 2k+rm−(k+r)
∥∥u(k+r)m (·)

∥∥
∞

≥ 2k+rm−(k+r)
∣∣u(k+r)m (0; p;ω)

∣∣ = 2k+rm−(k+r)m1/p−1ω
( π
m

)∣∣D(k+r)
m (0) + D̃(k+r)

m (0)
∣∣

= 2k+rm−(k+r)m1/p−1ω
( π
m

) m∑

ν=1

νk+r ≥ 2k+rm−(k+r)m1/p−1ω
( π
m

)
(k + r + 1)−1mk+r+1

= 2k+r(k + r + 1)−1m1/pω
( π
m

)
,

откуда mσω(π/m) ≤ 2−(k+r)πr(k + r + 1)ωk(u
(r)
m ;π/m)∞, m ∈ N. �

З а м е ч а н и е 9. Рассмотрение последовательности функций, подобной {um(x; p;ω)}
∞
m=1

⊂ Lp(T), впервые предложено автором в [18, лемма 2] (см. также [1, лемма 2; 14, разд. 1, лем-
ма 3]) при решении задачи о порядковой точности неравенства Джексона — Стечкина в Lp(T)
на классах H l

p[ω] в случае 1 < p <∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Оценка сверху в (0.4) следует из неравенства (0.2):
если выполняется (0.3), то в силу теоремы 1 каждая функция f ∈ H l

p[ω] эквивалентна некото-
рой функции ψ ∈ Cr(T) и справедлива оценка

ωk

(
ψ(r);

π

n

)

∞
≤ C1(l, k, r, p)

( ∞∑

ν=n+1

νσ−1ωl

(
f ;
π

ν

)

p
+ χ(ρ)n−k

n∑

ν=1

νk+σ−1ωl

(
f ;
π

ν

)

p

)

≤ C1(l, k, r, p)

( ∞∑

ν=n+1

νσ−1ω
(π
ν

)
+ χ(ρ)n−k

n∑

ν=1

νk+σ−1ω
(π
ν

))
, n ∈ N.

Оценка снизу в (0.4) реализуется при p ≥ 1 и l > k+ σ (⇒ χ(ρ) = 1) посредством функции
C−1
15 (l, p)f0(·; p;ω) ∈ H l

p[ω] в силу п. 3) и п. 4) леммы 5:

∞∑

ν=n+1

νσ−1ω
(π
ν

)
+ n−k

n∑

ν=1

νk+σ−1ω
(π
ν

)
≤ C31(l, k, r, p)ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)

∞
, n ∈ N;

при p = 1 и l < k + σ (⇒ χ(ρ) = 0) — посредством функции C−1
15 (l, 1)f0(·; 1;ω) ∈ H l

1[ω] в силу
п. 3) леммы 5 и функции C−1

22 (l)ϕ(·;ω) ∈ H l
1[ω] в силу п. 2) леммы 6:

∞∑

ν=n+1

νσ−1ω
(π
ν

)
≤ C17(l, k, r, 1)

(
ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)
∞

+ nσω
(π
n

))

≤ C17(l, k, r, 1)
(
ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)
∞

+ C23(l, k, r)ωk

(
ϕ(r);

π

n

)
∞

)

≤ C32(l, k, r) sup
{
ωk

(
ψ(r);

π

n

)
∞

: f ∈ H l
1[ω]

}
;
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при p > 1 и l < k + σ (⇒ χ(ρ) = 0) — посредством функции C−1
15 (l, p)f0(·; p;ω) ∈ H l

p[ω] в силу

п. 3) леммы 5 и семейства функций {C−1
26 (l, p)un(·; p;ω)}

∞
n=1 ⊂ H l

p[ω] в силу п. 2) леммы 7:

∞∑

ν=n+1

νσ−1ω
(π
ν

)
≤ C17(l, k, r, p)

(
ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)
∞

+ nσω
(π
n

))

≤ C17(l, k, r, p)
(
ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)
∞

+ C27(k, r)ωk

(
u(r)n ;

π

n

)
∞

)

≤ C33(l, k, r, p) sup
{
ωk

(
ψ(r);

π

n

)
∞

: f ∈ H l
p[ω]

}
;

при l = k + σ (⇒ χ(ρ) = 0 и p = 1) — посредством функции C−1
15 (l, 1)f0(·; 1;ω) ∈ H l

1[ω] в силу
п. 3) леммы 5:

∞∑

ν=n+1

νσ−1ω
(π
ν

)
≤ C34(l, k, r)ωk

(
f
(r)
0 ;

π

n

)

∞
, n ∈ N.

Теорема 2 доказана.
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16. Gheit V.È. On the exactness of certain inequalities in approximation theory. Math. Notes, 1971, vol. 10,
no. 5, pp. 768–776.

17. Gheit V.È. The structural and constructive properties of a function and its conjugate in L. Izv. Vyssh.
Ucheb. Zaved. Mat., 1972, no. 7(122), pp. 19–30 (in Russian).

18. Il’yasov N.A. On inequalities between best approximations and module of smoothness of different orders
of periodic functions in Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ . Singular integral operators, Baku, Baku State Univ. Press,
1991, pp. 40–52 (in Russian).

The paper was received by the Editorial Office on August 10, 2017.

N.A. Il’yasov, Cand. Sci. (Phys.-Math.), Baku State University, Baku, Azerbaijan,
e-mail: niyazi.ilyasov@gmail.com.


