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РЕГУЛЯРНЫХ ГРАФОВ1

К.С.Ефимов

А.А.Махнев, Д.В.Падучих и М.М.Хамгокова классифицировали дистанционно регулярные локально

GQ(5, 3)-графы. В частности, возникает AT4(4, 4, 2)-граф с массивом пересечений {96, 75, 16, 1; 1, 16, 75, 96}
на 644 вершинах. Эти же авторы доказали, что AT4(4, 4, 2)-граф не является локально GQ(5, 3)-графом.

Однако существование AT4(4, 4, 2)-графа, являющегося локально псевдо-GQ(5, 3)-графом, неизвестно.

Антиподальное частное AT4(4, 4, 2)-графа является сильно регулярным графом с параметрами (322, 96, 20,
32). Оба этих графа являются локально псевдо-GQ(5, 3)-графами. В работе найдены возможные авто-

морфизмы указанных графов. Оказалось, что группа автоморфизмов дистанционно регулярного графа

с массивом пересечений {96, 75, 16, 1; 1, 16, 75, 96} действует интранзитивно на множестве его антиподаль-

ных классов.
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A.A.Makhnev, D.V.Paduchikh, and M.M.Khamgokova gave a classification of distance-regular locally

GQ(5, 3)-graphs. In particular, there arises an AT4(4, 4, 2)-graph with intersection array {96, 75, 16, 1; 1, 16,
75, 96} on 644 vertices. The same authors proved that an AT4(4, 4, 2)-graph is not a locally GQ(5, 3)-graph.

However, the existence of an AT4(4, 4, 2)-graph that is a locally pseudo GQ(5, 3)-graph is unknown. The

antipodal quotient of an AT4(4, 4, 2)-graph is a strongly regular graph with parameters (322, 96, 20, 32). These

two graphs are locally pseudo GQ(5, 3)-graphs. We find their possible automorphisms. It turns out that

the automorphism group of a distance-regular graph with intersection array {96, 75, 16, 1; 1, 16, 75, 96} acts

intransitively on the set of its antipodal classes.
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Введение

В этом параграфе приведены некоторые вспомогательные результаты, используемые в до-
казательствах теорем. Мы рассматриваем неориентированные графы без петель и кратных
ребер. Для вершины a графа Γ через Γi(a) обозначим i-окрестность вершины a, т. е. подграф,
индуцированный Γ на множестве всех его вершин, находящихся на расстоянии i от a. Положим
Γ(a) = Γ1(a), a

⊥ = {a} ∪ Γ(a). Если граф Γ фиксирован, то вместо Γ(a) будем писать [a]. Для
множества X вершин графа Γ через X⊥ обозначим ∩x∈Xx

⊥. Если не оговорено противное, то
слово “подграф” будет означать “индуцированный подграф”.

Пусть F — некоторый класс графов. Граф Γ назовем локально F-графом, если [a] лежит
в F для любой вершины a графа Γ. Если при этом класс F состоит из графов, изоморфных
некоторому графу ∆, то граф Γ назовем локально ∆-графом.

Степенью вершины называется число вершин в ее окрестности. Граф Γ называется регу-

лярным валентности k, если степень любой вершины из Γ равна k. Граф Γ назовем реберно

регулярным с параметрами (v, k, λ), если он содержит v вершин, регулярен валентности k, и

1Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ, проект 14-11-00061-П (теорема 3 и следствие),
и соглашения между Министерством образования и науки Российской Федерации и Уральским феде-
ральным университетом от 27.08.2013, № 02.A03.21.0006 (теоремы 1 и 2).
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каждое его ребро лежит ровно в λ треугольниках. Граф Γ — вполне регулярный граф с па-
раметрами (v, k, λ, µ), если он реберно регулярен c соответствующими параметрами и [a] ∩ [b]
содержит ровно µ вершин для любых двух вершин a, b, находящихся на расстоянии 2 в Γ.
Вполне регулярный граф называется сильно регулярным графом, если он имеет диаметр 2. Че-
резKm1,...,mn

обозначим полный многодольный граф с долямиM1, . . . ,Mn порядков m1, . . . ,mn

соответственно. Если m1 = · · · = mn = m, то указанный граф обозначается через Kn×m.

Задача классификации локально GQ(s, t)-графов является классической. В работе [1] клас-
сифицированы дистанционно регулярные локально GQ(5, 3)-графы.

Предложение. Пусть Γ является дистанционно регулярным графом, в котором окрест-

ность каждой вершины является обобщенным четырехугольником GQ(5, 3). Тогда либо диа-

метр Γ равен 2 и Γ имеет параметры (322, 96, 20, 32), либо диаметр Γ равен 4 и Γ — граф с

массивом пересечений {96, 75, 16, 1; 1, 16, 75, 96} на 644 вершинах или с массивом пересечений

{96, 75, 24, 1; 1, 8, 75, 96} на 1288 вершинах.

Графы диаметра 4 из предложения являются AT4(4, 4, r)-графами для r, равного 2 и 4 со-
ответственно. Ввиду [2] AT4(4, 4, 4)-граф не существует, а по теореме из [3] AT4(4, 4, 2)-граф
не является локально GQ(5, 3)-графом. Однако о существовании AT4(4, 4, 2)-графа, являюще-
гося локально псевдо-GQ(5, 3)-графом, неизвестно.

Пусть Γ является дистанционно регулярным графом с массивом пересечений {96, 75, 16, 1; 1,
16, 75, 96}. Тогда его антиподальное частное Γ′ — сильно регулярный граф с параметрами
(322, 96, 20, 32). Оба этих графа являются локально псевдо-GQ(5, 3)-графами. В работе найде-
ны возможные автоморфизмы указанных графов.

Теорема 1. Пусть Γ является сильно регулярным графом с параметрами (96, 20, 4, 4),
G = Aut(Γ), g — элемент простого порядка p из G и Ω = Fix(g). Тогда π(G) ⊆ {2, 3, 5} и

верно одно из утверждений:

(1) Ω является пустым графом, либо p = 2 и α1(g) = 16s, либо p = 3 и α1(g) = 24t;

(2) Ω является n-кликой, либо p = 5, n = 1 и α1(g) = 40s + 20 или n = 6 и α1(g) = 40s,
либо p = 3, n = 3 и α1(g) = 24t+ 12 или n = 6 и α1(g) = 24t;

(3) Ω является l-кокликой, p = 2, l четно, 4 ≤ l ≤ 16 и α1(g) = 16t− 4l;

(4) Ω содержит геодезический 2-путь и либо

(i) p = 3, |Ω| = 3t, t = 3, 4, . . . , 8, причем в случае t = 3 в Ω найдется вершина a
степени 8, для которой Ω(a) является объединением изолированных ребер, либо

(ii) p = 2, |Ω| = 2l, l = 3, 4, . . . , 12, причем в случае l = 3 граф Ω — октаэдр.

Теорема 2. Пусть Γ является сильно регулярным графом с параметрами (322, 96, 20, 32),
в котором окрестности вершин сильно регулярны с параметрами (96, 20, 4, 4), G = Aut(Γ),
g — элемент простого порядка p из G и Ω = Fix(g). Тогда π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7, 23} и верно одно

из утверждений:

(1) Ω является пустым графом, либо p = 23 и α1(g) = 92, либо p = 7 и α1(g) = 140l − 28,
либо p = 2 и α1(g) = 40t− 8;

(2) Ω является n-кликой, либо p = 3, n = 1 и α1(g) = 60t−24 или n = 4 и α1(g) = 60t−12,
или n = 7 и α1(g) = 60t, либо p = 5, n = 2 и α1(g) = 100s + 20 или n = 7 и α1(g) = 100s + 40;

(3) Ω является l-кокликой, p = 2, l четно, 4 ≤ l ≤ 56 и α1(g) = 20m+ 12 + 4l;

(4) Ω содержит геодезический 2-путь, степень любой вершины в Ω не больше 24 и либо

(i) p = 3, |Ω| = 3n+ 1, n = 1, 2, . . . , 37 и α1(g) = 60l + 12n, либо

(ii) p = 2, |Ω| = 2m, m = 4, 6, . . . , 56 и α1(g) = 40s+ 4|Ω| − 8.

Следствие 1. Сильно регулярный граф с параметрами (322, 96, 20, 32), в котором окрест-

ности вершин сильно регулярны с параметрами (96, 20, 4, 4), не является вершинно транзи-

тивным.
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Теорема 3. Пусть Γ является дистанционно регулярным графом с массивом пересече-

ний {96, 75, 16, 1; 1, 16, 75, 96}, G = Aut(Γ), g — элемент простого порядка p из G и Ω = Fix(g).
Тогда π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7, 23} и верно одно из утверждений:

(1) Ω — пустой граф, либо

(i) p = 2, α4(g) = 4l, α2(g) = 20 − 20l − 80s, α1(g) = 56m + 18l + 40s + 32 и α3(g) =
592 + 2l + 40s − 56m, либо

(ii) p = 7, α4(g) = 0, α1(g) = 140−140l+196t, α2(g) = 280l+140 и α3(g) = 364−196t−140l,
либо

(iii) p = 23, α4(g) = 0, α1(g) = α3(g) = 92 и α2(g) = 460;

(2) Ω является объединением двух изолированных t-клик, либо p = 3, t = 1, 4, 7 и α2(g) =
40s − 10t− 20, либо p = 5, t = 2, 7 и α2(g) = 200s − 10t+ 20;

(3) Ω содержит геодезический 2-путь, p = 2, |Ω| = 4m−α4(g), α4(g) = 14e+2s−78+10n,
α1(g) = 8s, α2(g) = 80n + 20− 20m и α3(g) = 624 − 80n + 16m− 8s.

Ввиду теоремы 3 и следствия группа автоморфизмов дистанционно регулярного графа
с массивом пересечений {96, 75, 16, 1; 1, 16, 75, 96} действует интранзитивно на множестве его
антиподальных классов.

1. Вспомогательные результаты

В этом разделе приведены некоторые вспомогательные результаты, используемые в дока-
зательствах теорем.

Лемма 1. Пусть Γ является сильно регулярным графом с параметрами (v, k, λ, µ) и

неглавными собственными значениями r, s, где s < 0. Если ∆ — индуцированный регуляр-

ный подграф из Γ степени d на w вершинах, то

s ≤ d−
w(k − d)

v − w
≤ r,

причем одно из равенств достигается тогда и только тогда, когда каждая вершина из Γ−∆
смежна точно с w(k − d)/(v − w) вершинами из ∆.

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из [4, §2].

Доказательство теорем опирается на метод Хигмена работы с автоморфизмами дистан-
ционно регулярного графа, представленный в третьей главе монографии Камерона [5]. При
этом граф Γ рассматривается как симметричная схема отношений (X,R) с d классами, где
X — множество вершин графа, R0 — отношение равенства на X и для i ≥ 1 класс Ri состоит
из пар (u,w) таких, что d(u,w) = i. Для u ∈ Γ положим ki = |Γi(u)| и v = |Γ|. Классу Ri

отвечает граф Γi на множестве вершин X, в котором вершины u,w смежны, если (u,w) ∈ Ri.
Пусть Ai — матрица смежности графа Γi для i > 0 и A0 = I — единичная матрица. Тогда
AiAj =

∑

plijAl для чисел пересечений plij графа Γ.

Пусть Pi — матрица, в которой на месте (j, l) стоит plij. Тогда собственные значения
p1(0), . . . , p1(d) матрицы P1 являются собственными значениями графа Γ кратностей m0 =
1, . . . ,md соответственно. Матрицы P и Q, у которых на месте (i, j) стоят pj(i) и qj(i) =
mjpi(j)/ni соответственно, называются первой и второй матрицей собственных значений схе-
мы и связаны равенствами PQ = QP = vI.

Пусть uj и wj — соответственно левый и правый собственные векторы матрицы P1, отве-
чающие собственному значению p1(j) и имеющие первую координату 1. Тогда кратность mj

собственного значения p1(j) равна v/〈uj , wj〉. Фактически wj являются столбцами матрицы P
и mjuj являются строками матрицы Q.
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Подстановочное представление группы G = Aut(Γ) на вершинах графа Γ обычным обра-
зом дает матричное представление ψ группы G в GL(v,C). Пространство C

v является ортого-
нальной прямой суммой собственных подпространств W0,W1, . . . ,Wd матрицы смежности A1

графа Γ. Для любого g ∈ G матрица ψ(g) перестановочна с A, поэтому подпространство Wi

является ψ(G)-инвариантным. Пусть χi — характер представления ψWi
. Тогда (см. [5, §3.7])

для g ∈ G получим

χi(g) = v−1
d

∑

j=0

Qijαj(g),

где αj(g) — число точек x из X таких, что d(x, xg) = j.

Лемма 2. Пусть Γ является дистанционно регулярным графом с i-м целочисленным

собственным значением θi, ψ — мономиальное представление группы G = Aut(Γ) в группу

линейных преобразований пространства V = C
v, χi — характер проекции ψ на подпростран-

ство Wi размерности mi, порожденное собственными векторами матрицы смежности гра-

фа Γ, отвечающими θi. Тогда выполняются следующие утверждения:
(1) если Q — рациональная матрица, то для элемента g из G имеем αi(g) = αi(g

l) для

любого l, взаимно простого с |g|;
(2) если g — элемент из G простого порядка p, то p делит mi − χi(g);
(3) если g — элемент из G порядка p2, p — простое число, то p2 делит mi − χi(g

p).

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из [6, лемма 1] и [7].

2. Автоморфизмы графа с параметрами (96, 20, 4, 4)

В этом разделе предполагается, что Γ — сильно регулярный граф с параметрами (96, 20,
4, 4) и спектром 201, 445,−450, G = Aut(Γ), g — элемент простого порядка p из G и Ω = Fix(g).
По [8, теорема 3.2.] имеем |Ω| ≤ 96 · 4/16 = 24.

Лемма 3. Пусть χ1 — характер проекции представления ψ на подпространство W1 раз-

мерности 45. Тогда

(1) χ1(g) = (4α0(g) + α1(g))/8 − 3 и χ1(g)− 45 делится на p;
(2) если Ω является пустым графом, то либо p = 2 и α1(g) = 16s, либо p = 3 и α1(g) = 24t;
(3) если Ω является n-кликой, то либо p = 5, n = 1 и α1(g) = 40s + 20 или n = 6 и

α1(g) = 40s, либо p = 3, n = 3 и α1(g) = 24t+ 12 или n = 6 и α1(g) = 24t;
(4) если Ω является l-кокликой, то p = 2, l четно, 4 ≤ l ≤ 16 и α1(g) = 16t− 4l.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

Q =





1 1 1
45 9 −3
50 −10 2



 .

Поэтому χ1(g) = 1/32(15α0(g) + 3α1(g)− α2(g)). Так как α2(g) = v − α0(g)− α1(g), то χ1(g) =
(4α0(g) + α1(g))/8 − 3. Наконец, χ1(g) − 45 делится на p по лемме 2.

Пусть Ω является пустым графом. Тогда p ∈ {2, 3}. Если p = 2, то χ1(g) нечетно, поэтому
α1(g) = 16s. Если p = 3, то α1(g) = 24t.

Пусть Ω является n-кликой. Ввиду границы Хофмана для клик имеем n ≤ 1 + k/m = 6.
Если n = 1, то p делит 20 и 75, поэтому p = 5, χ1(g) = (4 + α1(g))/8 − 3 и α1(g) = 40s + 20.
Если n ≥ 2, то p делит 6 − n, 15 и 60, поэтому либо p = 5, n = 6, χ1(g) = (24 + α1(g))/8 − 3
и α1(g) = 40s, либо p = 3 и n = 3, 6. Если n = 6, то χ1(g) = (24 + α1(g))/8 − 3 и α1(g) = 24t.
Если n = 3, то χ1(g) = (12 + α1(g))/8 − 3 и α1(g) = 24t+ 12.
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Пусть Ω является l-кокликой, l ≥ 2. Ввиду границы Хофмана для коклик имеем l ≤
vm/(k+m) = 16. Далее, p делит 4, 16 и 60− l, поэтому p = 2, l четно, χ1(g) = (4l+α1(g))/8−3
и α1(g) = 16t− 4l.

Пусть Ω содержит ребро и является объединением изолированных клик. Тогда p делит 4
и 15, противоречие.

Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть Ω содержит геодезический 2-путь b, a, c. Тогда

(1) если Γ содержит собственный сильно регулярный подграф ∆ с параметрами (v′, k′, 4, 4),
то ∆ — треугольный граф T (6);

(2) p ≤ 3;

(3) если p = 3, то |Ω| = 3t, где t = 3, 4, . . . , 8, причем в случае t = 3 в Ω найдется вершина a
степени 8, для которой Ω(a) является объединением изолированных ребер;

(4) если p = 2, то |Ω| = 2l, где l = 3, 4, . . . , 12, причем в случае l = 3 граф Ω — октаэдр.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что Γ содержит собственный сильно регулярный под-
граф ∆ с параметрами (v′, k′, 4, 4). Тогда n2 = 4(k′−4), n = 2u, k′ = u2+4 и ∆ имеет неглавные
собственные значения u,−u. Далее, кратность u равна f = (u − 1)(u2 + 4)(u2 + u + 4)/(8u),
поэтому u = 2, f = 5 и v′ = 15.

Если p ≥ 5, то Ω — сильно регулярный граф с параметрами (15, 8, 4, 4), поэтому p делит
81 и p = 3, противоречие.

Пусть p = 3. Тогда λΩ, µΩ ∈ {1, 4}, |Ω| = 3t, t ≤ 8 и степени вершин в Ω равны 2, 5, . . . , 20.
Если Ω содержит вершину a степени 20, то для любой вершины u ∈ Γ − a⊥ подграф [u] ∩ Ω
содержит 4 вершины из [a]. Для u /∈ Ω получим [u] ∩ Ω = [u] ∩ [a]. Если же u ∈ Ω, то [u] − a⊥

содержит не более 3 вершин из Ω, противоречие с тем, что u смежна с вершиной из Γ−(a⊥∪Ω).
Значит, |Ω| = 21 и α1(g) = 0 (иначе для вершины u, смежной с ug, подграф [u]∩ [ug] содержит
ug

2

и 4 вершины из Ω, противоречие). Но χ1(g) = (84 + α1(g))/8 − 3 и α1(g) = 24l + 12,
противоречие.

Пусть |Ω| = 6. Тогда степени вершин b, c в Ω равны 2 и Ω(a) содержит единственную
вершину степени 4, противоречие.

Пусть |Ω| = 9. Если степень вершины a в Ω равна 8, то Ω(a) является объединением
изолированных ребер, иначе ∆ = Ω(a) — регулярный граф степени 4, поэтому ∆ — кореберно
регулярный граф с µ(∆) = 3 и число ребер между ∆(b) и ∆2(b) равно 4 · 3 = 9, противоречие.
Если в Ω нет вершин степени 8, то Ω содержит вершину e степени 2. Для Ω(e) = {x, y} вершины
x, y смежны и каждая вершина из Ω − e⊥ смежна точно с одной вершиной из {x, y}. Далее,
Ω(x)− {e, y},Ω(y) − {e, x} — трехвершинные графы степени 1, противоречие.

Пусть p = 2. Тогда λΩ, µΩ ∈ {0, 2, 4}, |Ω| = 2l, l ≤ 12 и степени вершин в Ω равны 0, 2, . . . , 20.
Если Ω содержит вершину a степени 20, то получим противоречие, как и выше.

Если |Ω| = 4, то Ω — четырехугольник, противоречие. Если |Ω| = 6, то либо Ω — октаэдр,
либо степени вершин в Ω равны 0 или 2. В последнем случае получим противоречие.

Лемма доказана

Из лемм 3, 4 следует теорема 1.

3. Автоморфизмы графа с параметрами (322, 96, 20, 32)

В этом разделе предполагается, что Γ — сильно регулярный граф с параметрами (322, 96,
20, 32) и спектром 961, 4252,−1669, в котором окрестности вершин сильно регулярны с парамет-
рами (96, 20, 4, 4), G = Aut(Γ), g — элемент простого порядка p из G и Ω = Fix(g). По теореме
3.2. из [8] имеем |Ω| ≤ 322 ·32/92 = 112, а применимо к графу Γ(a) для вершины a ∈ Ω, степень
любой вершины в графе Ω не превосходит 24.
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Лемма 5. Пусть χ2 — характер проекции представления ψ на подпространство W2 раз-

мерности 69. Тогда

(1) χ2(g) = (4α0(g) − α1(g))/20 + 23/5 и χ2(g)− 69 делится на p;
(2) если Ω является пустым графом, то либо p = 23, α1(g) = 92, либо p = 7 и α1(g) =

140l − 28, либо p = 2 и α1(g) = 40t− 8;
(3) если Ω является n-кликой, то либо p = 3, n = 1, α1(g) = 60t − 24 или n = 4, α1(g) =

60t−12, или n = 7, α1(g) = 60t, либо p = 5, n = 2, α1(g) = 100s+20 или n = 7, α1(g) = 100s+40;
(4) если Ω является l-кокликой, то p = 2, l четно, 4 ≤ l ≤ 46 и α1(g) = 20m+ 12 + 4l.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для i > 1 положим αi(g) = pwi. Имеем

Q =





1 1 1
252 21/2 −28/5
69 −23/2 23/5



 .

Поэтому χ2(g) = 1/70(15α0(g) − 5α1(g)/2 + α2(g)). Так как α2(g) = v − α0(g) − α1(g), то
χ2(g) = (4α0(g) − α1(g))/20 + 23/5. Наконец, χ2(g) − 69 делится на p по лемме 2.

Пусть Ω является пустым графом. Тогда p ∈ {2, 7, 23}. Если p = 23, то χ2(g) = 23(−w1(g)+
4)/20, поэтому α1(g) = 92. Если p = 7, то χ2(g) = (−7w1 + 92)/20 и α1(g) = 140l − 28. Если
p = 2, то число χ2(g) = (−w1 + 46)/10 нечетно и α1(g) = 40t− 8.

Пусть Ω является n-кликой. Ввиду границы Хофмана для клик имеем n ≤ 1 + k/m = 7.
Если n = 1, то p делит 96 и 225, поэтому p = 3, χ2(g) = 3(32−w1)/20 и α1(g) = 60t− 24. Если
n ≥ 2, то p делит 22−n и 75, поэтому либо p = 5, n = 2, число χ2(g) = −α1(g)/20+5 сравнимо
с 4 по модулю 5 и α1(g) = 100s + 20 или n = 7, число χ2(g) = −α1(g)/20 + 6 сравнимо с 4 по
модулю 5 и α1(g) = 100s + 40, либо p = 3 и n = 4, 7. Если n = 4, то χ2(g) = 3(36 − w1)/20 и
α1(g) = 60t− 12. Если n = 7, то χ2(g) = −α1(g)/20 + 6 и α1(g) = 60t.

Пусть Ω является l-кокликой, l ≥ 2. Ввиду границы Хофмана для коклик имеем l ≤
vm/(k +m) = 46. Далее, p делит 32 и 162 − l, поэтому p = 2, l четно, число χ2(g) = (l + 23 −
α1(g)/4)/5 нечетно и α1(g) = 20m+ 12 + 4l.

Пусть Ω содержит ребро и является объединением изолированных клик. Тогда p делит 32
и 75, противоречие.

Лемма доказана.

Лемма 6. Пусть Ω содержит геодезический 2-путь b, a, c. Тогда

(1) Γ не содержит собственных сильно регулярных подграфов с параметрами (v′, k′, 20, 32);
(2) подграф [a] не содержится в Ω для любой вершины a;
(3) если p = 3, то |Ω| = 3n+ 1, n = 1, 2, . . . , 37 и α1(g) = 60l + 12n;
(4) если p = 2, то |Ω| = 2m, m = 4, 6, . . . , 56 и α1(g) = 40s + 4|Ω| − 8.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что Γ содержит собственный сильно регулярный
подграф ∆ с параметрами (v′, k′, 20, 32). Тогда n2 = 144 + 4(k′ − 32), n = 2u, k′ = u2 − 4
и ∆ имеет неглавные собственные значения u − 6,−(u + 6). Далее, кратность u − 6 равна
f = (u+ 5)(u2 − 4)(u2 + u+ 2)/(64u), поэтому u = 5, k = 21, противоречие.

Так как степень вершины в графе Ω не превосходит 24, то [a] не содержится в Ω для любой
вершины a.

Ввиду теоремы 1 имеем p = 2, 3, 5.
Пусть p = 5. Тогда по теореме 1 подграф Ω(a) является n-кликой, противоречие.
Пусть p = 3. Тогда по теореме 1 имеем |Ω(a)| = 3t, t = 1, 2, . . . , 8, χ2(g) = (4|Ω| + 92 −

α1(g))/20 и α1(g) = 60l + 4|Ω| − 8.
Пусть p = 2. Тогда по теореме 1 имеем |Ω(a)| = 2l, l = 2, 3, . . . , 12, число χ2(g) = (4|Ω| +

92− α1(g))/20 нечетно и α1(g) = 40s + 4|Ω| − 8.
Лемма доказана.

Из лемм 5, 6 следует теорема 2.
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Лемма 7. Пусть группа G = Aut(Γ) действует транзитивно на множестве вершин

графа Γ. Тогда выполняются следующие утверждения:
(1) если f — элемент из G порядка 23, то CG(f) = 〈f〉;
(2) S(G) = O2(G);
(3) если T̄ — цоколь группы Ḡ = G/O2(G), то |T̄ | делится на 11.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f — элемент из G порядка 23 и g — элемент из CG(f)
порядка p < 23. По теореме 2 Fix(f) — пустой граф и α1(f) = 92. Ввиду теоремы 2 из действия
f на Ω следует, что либо Ω — пустой граф, p = 2 и α1(g) = 40t− 8 делится на 23, либо p = 3,
|Ω| = 3n + 2, n = 7, 30 и α1(g) = 60l + 12n делится на 23, либо p = 2, |Ω| = 2m, m = 23, 46
и α1(g) = 40s + 4|Ω| − 8 делится на 23. В первом случае 40t − 8 не делится на 23. Во втором
случае n = 7 и 60l+ 84 не делится на 23. В третьем случае 40s− 8 не делится на 23. В любом
случае получаем противоречие.

Так как v = 2 · 7 · 23, то Q = Op(G) 6= 1 влечет p = 2, 7, 13. Ввиду утверждения (1) имеем
p = 2. Далее, длины Q-орбит на множестве вершин графа Γ равны 2.

Положим Ḡ = G/O2(G). Ввиду таблицы 1 из [9] порядок цоколя T̄ группы Ḡ = G/O2(G)
делится на 11.

Лемма доказана.

Так как по теореме 2 |G| не делится на 11, то G действует интранзитивно на множестве
вершин графа Γ. Следствие доказано.

4. Автоморфизмы графа с массивом пересечений {96, 75, 16, 1; 1, 16, 75, 96}

До конца работы предполагается, что Γ является дистанционно регулярным графом с
массивом пересечений {96, 75, 16, 1; 1, 16, 75, 96} и спектром 961, 2446, 4252,−4276,−1669, G =
Aut(Γ), g — элемент простого порядка p из G и Ω = Fix(g).

Лемма 8. Пусть χ1 — характер проекции представления ψ на подпространство W1 раз-

мерности 46, χ4 — характер проекции представления ψ на подпространство W4 размерно-

сти 69. Тогда

(1) χ1(g) = (4α0(g) + α1(g) − α3(g) − 4α4(g))/56 и χ1(g) − 46 делится на p;
(2) χ4(g) = (5α0(g) + α2(g) + 5α4(g))/40 − 23/2 и χ4(g) − 69 делится на p;
(3) если Ω является пустым графом, то либо

(i) p = 2, α4(g) = 4l, α2(g) = 20 − 20l − 80s, α1(g) = 56m + 18l + 40s + 32 и α3(g) =
592 + 2l + 40s − 56m, либо

(ii) p = 7, α4(g) = 0, α1(g) = 140−140l+196t, α2(g) = 280l+140 и α3(g) = 364−196t−140l,
либо

(iii) p = 23, α4(g) = 0, α1(g) = α3(g) = 92 и α2(g) = 460.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

Q =













1 1 1 1 1
46 23/2 0 −23/2 −46
252 21/2 −28/5 21/2 252
276 −23/2 0 23/2 −276
69 −23/2 23/5 −23/2 69













.

Поэтому χ1(g) = (4α0(g) + α1(g) − α3(g) − 4α4(g))/56 и χ1(g) − 46 делится на p. Аналогично,
χ4(g) = (6α0(g) − α1(g) + 2α2(g)/5 − α3(g) + 6α4(g))/56. Так как α1(g) + α3(g) = v − α0(g) −
α2(g)− α4(g), то χ4(g) = (5α0(g) + α2(g) + 5α4(g))/40 − 23/2, χ4(g) − 69 делится на p.

Пусть Ω является пустым графом. Тогда p ∈ {2, 7, 23}. Если p = 2, то α4(g) = 4l, χ4(g) =
(α2(g)+20l−460)/40, число χ4(g) нечетно и α2(g) = 20−20l−80s. Далее, α1(g)+α3(g) = 624+
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20l+80s и число χ1(g) = (α1(g)−312−18l−40s)/28 четно, поэтому α1(g) = 56m+18l+40s+32
и α3(g) = 592 + 2l + 40s − 56m.

Если p = 7, то α4(g) = 0, χ4(g) = α2(g)/40−23/2 и α2(g) = 280l+140. Далее, α1(g)+α3(g) =
504 − 280l, χ1(g) = (α1(g) − 252 + 140l)/28 и число χ1(g) сравнимо с 4 по модулю 7, поэтому
α1(g) = 140 − 140l + 196t и α3(g) = 364− 196t − 140l.

Если p = 23, то α4(g) = 0, χ4(g) = α2(g)/40−23/2 и α2(g) = 460. Далее, α1(g)+α3(g) = 184
и χ1(g) = (α1(g) − 92)/28, поэтому α1(g) = α3(g) = 92.

Лемма доказана.

Лемма 9. Элемент g индуцирует нетривиальный автоморфизм графа Γ′ и выполняется

одно из утверждений:
(1) Ω — пустой граф;
(2) Ω является объединением двух изолированных t-клик, либо p = 3, t = 1, 4, 7 и α2(g) =

40s − 10t− 20, либо p = 5, t = 2, 7 и α2(g) = 200s − 10t+ 20;
(3) Ω содержит геодезический 2-путь, p = 2, |Ω| = 4m−α4(g), α4(g) = 14e+2s−78+10n,

α1(g) = 8s, α2(g) = 80n + 20− 20m и α3(g) = 624 − 80n + 16m− 8s.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если g индуцирует тривиальный автоморфизм антиподального
частного Γ′, то p = 2 и α4(g) = v. Противоречие с леммой 9.

По теореме 2 либо Ω′ — пустой граф и p = 2, 7, 23, либо Ω′ является кликой или 2l-кокликой,
либо Ω′ содержит геодезический 2-путь.

Если Ω′ — пустой граф, то и Ω — пустой граф.
Если Ω′ является t-кликой, то по теореме 2 p = 3, 5 и Ω является объединением двух

изолированных t-клик. В этом случае по теореме 2 имеем α4(g) = 0 и либо p = 3, t = 1, 4, 7,
либо p = 5 и t = 2, 7.

Если p = 3, то χ4(g) = (10t−460+α2(g))/40, поэтому α2(g) = 40s−10t−20, а если p = 5, то
число χ4(g) = (10t−460+α2(g))/40 сравнимо с 4 по модулю 5, поэтому α2(g) = 200s−10t+20.

Если Ω′ является 2l-кокликой, то по теореме 2 p = 2, α′
1(g) = 20m+12+4l и |Ω| = 4l−α4(g).

Далее, число χ4(g) = (20l − 460 + α2(g))/40 нечетно, поэтому α2(g) = 80m − 20l + 20. Теперь
α1(g) + α3(g) = 564 + 16l − 80m, поэтому 282 + 8l − 40m = 20m+ 12 + 4l, противоречие.

Пусть Ω′ содержит геодезический 2-путь. Тогда по теореме 2 либо
(i) [ā] ⊂ Ω′ для некоторой вершины ā и p = 3, 5, либо
(ii) p = 3, |Ω′| = 3n+ 1, n = 1, 2, . . . , 37, α′

1(g) = 60l + 12n, либо
(iii) p = 2, |Ω′| = 2m, m = 4, 6, . . . , 56, α′

1(g) = 40s + 8m− 8.
В случае (i) для вершины u ∈ Γ2(a) имеем |[u]∩Ω| = 32, противоречие. В случае (ii) имеем

α4(g) = 0, число χ4(g) = (30n− 450+α2(g))/40 делится на 3, поэтому α2(g) = 120m− 30n− 30.
С другой стороны, α′

2(g) = 321 − 60l − 15n и 60m− 15 = 321 − 60l, противоречие.
В случае (iii) имеем |Ω| = 4m−α4(g). Далее, число χ4(g) = (20m−460+α2(g))/40 нечетно,

поэтому α2(g) = 80n + 20 − 20m и α1(g) + α3(g) = 624 − 80n + 16m. Теперь число χ1(g) =
(16m + α1(g) − α3(g) − 8α4(g))/56 четно, поэтому 2α1(g) − (624 − 80n) − 8α4(g) = −112e,
α1(g) = 8s и α4(g) = 14e+ 2s− 78 + 10n.

Лемма доказана.

Из лемм 8, 9 следует теорема 3.
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