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Для периодических линейных систем дифференциальных уравнений с последействием задача опти-

мальной стабилизации описывается в функциональном пространстве. Используется процедура сужения

класса допустимых управлений. Допустимые управления формируются по принципу обратной связи в

функциональном пространстве состояний. Предполагается кусочно-постоянная периодическая зависи-

мость управлений от времени. Точки разрыва не зависят от выбора состояний. Построена эквивалентная

дискретная задача оптимальной стабилизации в функциональном пространстве. Решение неавтономно-

го дискретного операторного уравнения Риккати определяет оптимальное стабилизирующее управление.

Дискретная задача стабилизации автономна, если последовательность точек разрыва управлений перио-

дична. Найдено представление решения автономного дискретного операторного уравнения Риккати. Для

коэффициентов этого представления получена система интегральных уравнений. Выводится формула,

определяющая оптимальное стабилизирующее управление в дискретной задаче.
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Введение

Проблеме оптимальной стабилизации линейных автономных систем дифференциальных
уравнений с последействиями и квадратичными критериями качества посвящено большое чис-
ло публикаций [1–5]. При решении задачи оптимальной стабилизации удобно использовать
функциональное пространство состояний [2; 6]. Задача построения оптимального стабилизи-
рующего управления сводится к нахождению решения автономного операторного уравнения
Риккати [6]. Для конечномерных пространств состояний методы определения решения мат-
ричного уравнения Риккати описаны в монографии [7]. Проблема нахождения точных ре-
шений операторного уравнения Риккати обсуждалась в работе [8]. Возникшие трудности с
интегрированием операторного уравнения Риккати стимулировали развитие аппроксимацион-
ных методов решения задачи оптимальной стабилизации для линейных автономных систем
дифференциальных уравнений с последействиями и квадратичными критериями качества
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[6; 9–11]. Проблема оптимальной стабилизации линейных периодических систем дифферен-
циальных уравнений с последействиями и квадратичными критериями качества недостаточно
исследована. Ее решение связано с интегрированием неавтономного операторного уравнения
Риккати [6]. При решении указанной задачи трудности возникают уже для конечномерных
пространств состояний [7]. Для линейных периодических систем дифференциальных уравне-
ний с последействиями использование канонических аппроксимаций позволяет ее заменить
приближенно периодической задачей оптимальной стабилизации системы дифференциальных
уравнений в конечномерном пространстве состояний [12]. В данной работе предлагается при
решении рассматриваемой задачи сузить класс допустимых управлений, формируемых по
принципу обратной связи в функциональном пространстве состояний. Предполагается, что
в заданном состоянии периодическая зависимость допустимого управления от времени явля-
ется кусочно-постоянной, с фиксированными точками разрывов. Это сужение позволяет пе-
рейти от непрерывной задачи оптимальной стабилизации к дискретной задаче оптимальной
стабилизации в бесконечномерном пространстве состояний. Указанный подход показал свою
эффективность для специального класса дифференциальных уравнений с последействиями —
линейных периодических дифференциальных уравнений с кусочно-постоянными аргумента-
ми [13]. В [13] задача построения оптимального стабилизирующего управления сводилась к
нахождению решения автономного дискретного матричного уравнения Риккати. Для конеч-
номерных пространств состояний методы стабилизации систем с дискретным временем хорошо
разработаны [14;15]. В настоящей работе строится дискретное операторное уравнение Риккати,
решение которого определяет оптимальное стабилизирующее управление в рассматриваемом
классе допустимых управлений. Изучается проблема разрешимости автономного дискретного
операторного уравнения Риккати.

1. Постановка задачи

Объект стабилизации описывается периодической линейной системой дифференциальных
уравнений с последействием запаздывающего типа

dx(t)

dt
=

0∫

−τ

[dϑη(t, ϑ)]x(t + ϑ) +B(t)u, t ∈ R
+ = (0,+∞). (1.1)

Здесь x : [−τ,+∞) → R
n, u ∈ R

r, 0 < τ ≤ ω; матричнозначная функция η ω-периодична по
первому аргументу, η(·, 0) = 0, матричнозначная функция B ω-периодична и интегрируема по
Лебегу на [0, ω]. Полагаем, что функция η измерима по Лебегу на множестве [0, ω]×[−τ, 0], при
фиксированном t ∈ [0, ω] функция η(t, ·) имеет ограниченную вариацию на [−τ, 0], функция
V ar[−τ,0]η(t, ·), t ∈ [0, ω], интегрируема по Лебегу на [0, ω].

Требуется найти управление, формируемое по принципу обратной связи, которое обес-
печивает устойчивую работу системы (1.1) и минимизирует критерий качества переходных
процессов

J =

+∞∫

0

(
x⊤(t)Cx(t)x(t) + u⊤(t)Cu(t)u(t)

)
dt, (1.2)

где матричнозначные функции Cx, Cu непрерывны и ω-периодичны, а их значения — самосо-
пряженные положительно определенные матрицы.

При решении задачи оптимальной стабилизации удобно использовать ее формализацию
в гильбертовом пространстве состояний [2; 6]. Последнее возможно при выполнении усло-
вий, указанных в [16, теорема 1], которые обеспечивают принадлежность начальной функции
ϕ(ϑ), ϑ ∈ [−τ, 0], и отрезков решений системы (1) xt(ϑ,ϕ) = x(t + ϑ,ϕ), ϑ ∈ [−τ, 0], t ∈ R

+,



Дискретное операторное уравнение Риккати... 107

гильбертову пространству состояний H = L2 ([−τ, 0),R
n) × R

n со скалярным произведением

〈ϕ,ψ〉H = ψ⊤(0)ϕ(0) +

∫ 0

−τ

ψ⊤(ϑ)ϕ(ϑ)dϑ, ϕ ∈ H, ψ ∈ H.

Объект стабилизации описывается в пространстве H периодическим линейным дифферен-
циальным уравнением

dxt

dt
= A(t)xt +B(t)u, t ∈ R

+. (1.3)

Здесь неограниченный оператор A(t) задается формулами

(A(t)x)(ϑ) =
dx(ϑ)

dϑ
, ϑ ∈ [−τ, 0), (A(t)x)(0) =

0∫

−r

[dsη(t, s)]x(s)

и имеет область определения D(A(t)) = {x ∈ H : x ∈ W
1
2 ([−τ, 0],R

n)}, а ограниченный опера-
тор B(t) : Rr → H — формулами

(B(t)u)(ϑ) = 0, ϑ ∈ [−τ, 0), (B(t)u)(0) = B(t)u.

Критерий качества переходных процессов уравнения (1.3) имеет вид

J =

+∞∫

0

(
〈Cx(t)xt,xt〉H + u⊤(t)Cu(t)u(t)

)
dt, (1.4)

где линейный ограниченный самосопряженный положительный оператор Cx(t) : H → H пери-
одически зависит от t с периодом ω и определяется формулами

(Cx(t)x)(ϑ) = 0, ϑ ∈ [−r, 0), (Cx(t)x)(0) = Cx(t)x(0),

линейный ограниченный самосопряженный положительно определенный оператор Cu(t) :
R
r → R

r периодически зависит от t с периодом ω и определяется формулой Cu(t)u = Cu(t)u.

Множество допустимых управлений, для которого решается задача оптимальной стабили-
зации, состоит из линейных непрерывных отображений u[t, ·] : H → R

r, периодически зави-
сящих от t ∈ R

+. Если задача (1.3), (1.4) стабилизируема, то оптимальное стабилизирующее
управление, определяется формулой [6]

u0[t,x] = −C−1
u (t)B⊤(t)(U(t)x)(0),

в которой U — операторнозначное ω-периодическое решение дифференциального операторно-
го уравнения Риккати [6]

dU

dt
+UA(t) +A∗(t)U+Cx(t)−UD(t)U = 0, t ∈ R

+,

значения которого являются самосопряженными положительными операторами, D(t) = B(t)×
Cu(t)B

∗(t), t ∈ R
+.

Сужение класса допустимых управлений позволяет перейти от непрерывной к дискрет-
ной задаче оптимальной стабилизации в бесконечномерном пространстве состояний. При этом
дифференциальное уравнение Риккати с неограниченными операторами заменяется дискрет-
ным уравнением Риккати с ограниченными операторами.
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2. Дискретная задача оптимальной стабилизации

в функциональном пространстве состояний

Выберем периодическое разбиение числовой оси точками tk = tk+p − ω, k ∈ Z, 0 = t0 <

t1 < . . . < tp−1 < tp = ω, и опишем сужение множества допустимых управлений, для которого
решается задача оптимальной стабилизации в данной работе.

Множество допустимых управлений состоит из линейных непрерывных отображений u[t, ·] :
H → R

r, периодически зависящих от t с периодом ω, которые являются кусочно-постоянными
функциями аргумента t с фиксированными точками разрыва в точках заданного разбие-
ния числовой оси, т. е. u[t,xt] = uk[xtk ], tk ≤ t < tk+1, k ≥ 0, где линейные отображения
uk[·] : H → R

r, k ≥ 0, непрерывны и периодически зависят от индекса с периодом p.
Для произвольного допустимого управления u[t, ·] система дифференциальных уравнений

dx(t)

dt
=

0∫

−τ

[dϑη(t, ϑ)]x(t + ϑ) +B(t)u[t,xt]

имеет единственное решение задачи Коши x(t, ϕ), t ≥ −r, x0(ϕ) = ϕ, ϕ ∈ H . При tk ≤
t < tk+1 имеем u[t,xt(ϕ)] = uk[xtk(ϕ)] = uk, k ≥ 0. Используя формулу общего решения
[16, формула 1.11], находим

x(t, ϕ) = V (t, tk)x(tk, ϕ) +

0∫

−τ

V̂k(t, s)x(tk + s, ϕ)ds

+

t∫

tk

V (t, s)B(s)dsuk, tk ≤ t ≤ tk+1, k ≥ 0. (2.1)

Здесь матричнозначная функция V (·, ·) при каждом фиксированном значении второго аргу-
мента s ∈ [0,+∞) локально абсолютно непрерывна по первому аргументу t на [s,+∞), при
каждом фиксированном значении первого аргумента t ∈ (0,+∞) имеет конечную вариацию
по второму аргументу s на [0, t]. Она удовлетворяет уравнению

∂V (t, s)

∂t
=

0∫

−τ

[dϑη(t, ϑ)]V (t+ ϑ, s), 0 ≤ s < t < +∞,

и начальным условиям V (t, s) = 0, t ∈ [s−τ, s), V (s, s) = In, s ∈ R
+
. При каждом фиксирован-

ном значении t ∈ (0,+∞) с помощью формулы η(t, ϑ) = η(t,−τ) определены значения функции
η при ϑ ∈ (−∞,−τ). Для единичной матрицы размерности n×n используется обозначение In.
Матричнозначные функции V̂k(·, ·) определяются формулами

V̂k(t, s) =
∂

∂s

τ∫

0

V (t, tk + z)η(tk + z, s − z)dz, −τ ≤ s ≤ 0, tk ≤ t < tk+1, k ≥ 0.

Последовательность функций

xk(ϑ,ϕ) = x(tk + ϑ,ϕ), ϑ ∈ [−τ, 0], k ≥ 0, (2.2)

определяет решение управляемого дискретного уравнения в гильбертовом пространстве со-
стояний H

xk+1 = Akxk +Bkuk, k ≥ 0. (2.3)
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Здесь Ak : H → H, Bk : Rr → H — линейные ограниченные операторы, периодически завися-
щие от индекса k с периодом p, определяются формулами

(Akx) (ϑ) = x(ϑ+ tk+1 − tk), −τ ≤ ϑ ≤ tk − tk+1,

(Akx) (ϑ) = V (tk+1 + ϑ, tk)x(0) +

0∫

−τ

V̂k(tk+1 + ϑ, s)x(s)ds, tk − tk+1 ≤ ϑ ≤ 0,

(Bku) (ϑ) = 0, −τ ≤ ϑ ≤ tk − tk+1,

(Bku) (ϑ) =

tk+1+ϑ∫

tk

V (tk+1 + ϑ, s)B(s)dsu, tk − tk+1 ≤ ϑ ≤ 0.

Для периодического дискретного уравнения (2.3) в качестве допустимых управлений будем
выбирать линейные непрерывные отображения uk[·] : H → R

r, k ≥ 0, периодически зависящие
от индекса с периодом p.

Для любого допустимого управления uk[·], k ≥ 0, дискретное уравнение

xk+1 = Akxk +Bkuk[xk], k ≥ 0. (2.4)

имеет единственное решение задачи Коши xk(ϕ), k ≥ 0, x0(ϕ) = ϕ, ϕ ∈ H. Если допусти-
мое управление дискретного уравнения порождает выбранное выше допустимое управление
системы с последействием и начальные функции решений дискретного уравнения и системы
с последействием совпадают, то решение уравнения (2.4) совпадает с последовательностью
функций (2.2). Поэтому для множества кусочно-постоянных управлений можно говорить о
эквивалентности задач стабилизации для системы с последействием и дискретного уравнения.

Используя формулы (2.1), преобразуем критерий качества (1.2). Имеем

Jd =
+∞∑

k=0

(
〈Cxxkxk,xk〉H + 2u⊤k C

∗
xukxk + u⊤k Cuukuk

)
. (2.5)

Здесь Cxxk : H → H, C∗
xuk : H → R

r, Cuuk : Rr → R
r — линейные ограниченные операторы,

периодически зависящие от индекса k с периодом p, Cxxk — самосопряженные положительные
операторы, а Cuuk — самосопряженные положительно определенные операторы. Они опреде-
ляются формулами

(Cxxkx) (ϑ) =

0∫

tk−tk+1

V̂ ⊤
k (tk+1 + α, ϑ)Cx(tk+1 + α)V (tk+1 + α, tk)dαx(0)

+

0∫

−τ

0∫

tk−tk+1

V̂ ⊤
k (tk+1 + α, ϑ)Cx(tk+1 + α)V̂ ⊤

k (tk+1 + α, s)dαx(s)ds, −τ ≤ ϑ < 0,

(Cxxkx) (0) =

0∫

tk−tk+1

V ⊤(tk+1 + α, tk)Cx(tk+1 + α)V (tk+1 + α, tk)dαx(0)

+

0∫

−τ

0∫

tk−tk+1

V ⊤(tk+1 + α, tk)Cx(tk+1 + α)V̂k(tk+1 + α, s)dαx(s)ds,
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C∗
xukx =

0∫

tk−tk+1

tk+1+α∫

tk

B⊤(s)V ⊤(tk+1 + α, s)dsCx(tk+1 + α)

×

(
V (tk+1 + α, tk)x(0) +

0∫

−τ

V̂k(tk+1 + α, s)x(s)ds

)
dα, Cuuku = Cuuku,

Cuuk =

tk+1∫

tk

Cu(t)dt+

0∫

tk−tk+1

tk+1+α∫

tk

B⊤(s)V ⊤(tk+1+α, s)dsCx(tk+1+α)

tk+1+α∫

tk

V (tk+1+α, s)B(s)dsdα.

Приведенные вычисления доказывают справедливость утверждения.

Теорема 1. При выполнении условий [16, теорема 1] задача оптимальной стабилиза-

ции системы с последействием (1.1), (1.2) с допустимым множеством кусочно-постоянных

управлений эквивалентна задаче оптимальной стабилизации дискретного уравнения (2.3),
(2.5).

Теорема 2. Пусть дискретная задача (2.3), (2.5) стабилизируема. Тогда оптимальное

стабилизирующее управление определяется формулами

u0k[xk] = − (Cuuk +B∗
kUk+1Bk)

−1 (B∗
kUk+1Ak +C∗

xuk)xk, xk ∈ H, k ≥ 0, (2.6)

в которых Uk, k ≥ 0, — операторнозначное p-периодическое решение дискретного периодиче-

ского операторного уравнения Риккати

Uk = A∗
kUk+1Ak − (A∗

kUk+1Bk +Cxuk)L
−1
k (B∗

kUk+1Ak +C∗
xuk) +Cxxk, (2.7)

значения которого являются линейными ограниченными самосопряженными положитель-

ными операторами. Здесь обратимые операторы Lk : Rr → R
r определяются формулами

Lk = Cuuk +B∗
kUk+1Bk, k ≥ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используется дискретное неавтономное уравнение Беллмана

Vk(x) = min
u∈Rr

{Vk+1(Akx+Bk) + 〈Cxxkx,x〉+ 2u⊤C∗
xukx+ u⊤Cuuku}, k ≥ 0.

Функционал Беллмана — Ляпунова выбирается в виде квадратичной формы

Vk(x) = 〈Ukx,x〉H , x ∈ H,

порождаемой линейным ограниченным самосопряженным положительным оператором Uk,

k ≥ 0. Из уравнения Беллмана находим формулу, определяющую оптимальное стабилизи-
рующее управление, в которой оператор Uk, k ≥ 0, удовлетворяет дискретному уравнению
Риккати (2.7). Для конечномерного пространства состояний (2.6), (2.7) совпадают с формула-
ми, приведенными в [15, с. 63]. �

3. Дискретное автономное операторное уравнение Риккати

Если при дискретизации задачи стабилизации выбрать специальное разбиение числовой
оси точками tk = kω, k ∈ Z, то получим автономную дискретную задачу оптимальной стаби-
лизации для дискретной системы

xk+1 = Axk +Buk, k ≥ 0, (3.1)
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с дискретным критерием качества

Jda =

+∞∑

k=0

(
〈Cxxxk,xk〉H + 2u⊤k C

∗
xuxk + u⊤k Cuuuk

)
. (3.2)

Здесь A : H → H, B : Rr → H — линейные ограниченные операторы, определяемые формулами

(Ax) (ϑ) = V (ω + ϑ, 0)x(0) +

0∫

−τ

V̂0(ω + ϑ, s)x(s)ds, −τ ≤ ϑ ≤ 0,

(Bu) (ϑ) =

ω+ϑ∫

0

V (ω + ϑ, s)B(s)dsu, −τ ≤ ϑ ≤ 0.

В критерии качества Cxx : H → H, C∗
xu : H → R

r, Cuu : Rr → R
r — линейные ограничен-

ные операторы, Cxx — положительный самосопряженный оператор, а Cuu — положительно
определенный самосопряженный оператор. Они определяются формулами

(Cxxx) (ϑ) =

0∫

−ω

V̂ ⊤
0 (ω + α, ϑ)Cx(α)V (ω + α, 0)dαx(0)

+

0∫

−τ

0∫

−ω

V̂ ⊤
0 (ω + α, ϑ)Cx(α)V̂

⊤
0 (ω + α, s)dαx(s)ds, −τ ≤ ϑ < 0,

(Cxxx) (0) =

0∫

−ω

V ⊤(ω+α, 0)Cx(α)V (ω+α, 0)dαx(0)+

0∫

−τ

0∫

−ω

V ⊤(ω+α, 0)Cx(α)V̂0(ω+α, s)dαx(s)ds,

C∗
xux =

0∫

−ω

ω+α∫

0

B⊤(s)V ⊤(ω + α, s)dsCx(α)

(
V (α, 0)x(0) +

0∫

−τ

V̂0(α, s)x(s)ds

)
dα,

Cuuu = Cuuu, Cuu =

0∫

−ω

(
Cu(α) +

ω+α∫

0

B⊤(s)V ⊤(ω + α, s)dsCx(α)

ω+α∫

0

V (ω + α, s)B(s)ds

)
dα.

Теорема 3. Пусть дискретная задача (3.1), (3.2) стабилизируема. Тогда оптимальное

стабилизирующее управление дискретной задачи определяется формулой

u0[x] = − (Cuu +B∗UB)−1 (B∗UA+C∗
xu)x, x ∈ H, (3.3)

в которой U — операторнозначное решение автономного дискретного операторного уравне-

ния Риккати

U = A∗UA− (A∗UB+Cxu)L
−1 (B∗UA+C∗

xu) +Cxx, (3.4)

являющееся линейным ограниченным самосопряженным положительным оператором. Здесь

обратимый оператор L : Rr → R
r определяется формулой L = Cuu +B∗UB.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При доказательстве утверждения используется автономное дис-
кретное уравнение Беллмана

V(x) = min
u∈Rr

{
V (Ax+Bu) + 〈Cxxx,x〉 + 2u⊤C∗

xux+ u⊤Cuuu
}
.

Функционал Беллмана — Ляпунова выбирается в виде квадратичной формы V(x) = 〈Ux,x〉H ,
x ∈ H, порождаемой положительным оператором U. Для конечномерного пространства состо-
яний (3.3), (3.4) совпадают с формулами, приведенными в [15, с. 64]. �
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4. Периодическая линейная система с постоянным запаздыванием

Продолжим исследование дискретного автономного операторного уравнения Риккати для
периодической линейной системы дифференциальных уравнений с постоянным запаздывани-
ем следующего вида

dx(t)

dt
= A(t)x(t− ω) +B(t)u, (4.1)

где матричнозначные функции A, B непрерывны и ω-периодичны.

Для системы (4.1) операторы дискретной задачи оптимизации в пространстве состояний
H = L2 ([−ω, 0),R

n)× R
n, τ = ω, определяются формулами

(Ax) (ϑ) = x(0) +

ϑ∫

−ω

A(s)x(s)ds, −ω ≤ ϑ ≤ 0, x ∈ H,

(Bu) (ϑ) = B̂(ϑ)u, −ω ≤ ϑ ≤ 0, Cuuu = Cuuu, u ∈ R
r,

(Cxxx) (ϑ) = Cxx(ϑ, 0)x(0) +

0∫

−ω

Cxx(ϑ, s)x(s)ds, −ω ≤ ϑ ≤ 0, x ∈ H,

C∗
xux = C∗

xu(0)x(0) +

0∫

−ω

C∗
xu(s)x(s)ds, x ∈ H,

Здесь

B̂(ϑ) =

ϑ∫

−ω

B(s)ds, −ω ≤ ϑ ≤ 0; Cxx(ϑ, s) = C⊤
xx(s, ϑ), Cxx(0, 0) =

0∫

−ω

Cx(α)dα,

Cxx(ϑ, 0) = A⊤(ϑ)

0∫

ϑ

Cx(α)dα, Cxx(ϑ, s) = A⊤(ϑ)

0∫

ϑ

Cx(α)dαA(s), −ω ≤ ϑ, s < 0;

C∗
xu(0) =

0∫

−ω

B̂⊤(α)Cx(α)dα, C∗
xu(s) =

0∫

s

B̂⊤(α)Cx(α)dαA(s), −ω ≤ s < 0;

Cuu =

0∫

−ω

Cx(α)dα +

0∫

−ω

B̂⊤(α)Cx(α)B̂(α)dα.

Находим операторы, входящие в дискретное операторное уравнение Риккати (3.4):

(A∗y) (ϑ) = A⊤(ϑ)

(
y(0) +

0∫

ϑ

y(s)ds

)
, −ω ≤ ϑ < 0, (A∗y) (0) = y(0) +

0∫

ϑ

y(s)ds, y ∈ H,

B∗y = B̂⊤(0)y(0) +

0∫

−ω

B̂⊤(s)y(s)ds, y ∈ H, (Cxuu) (ϑ) = C∗⊤
xu (ϑ)u, −ω ≤ ϑ ≤ 0, u ∈ R

r,
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Лемма 1. Пусть для системы (4.1) соответствующая дискретная задача (3.1), (3.2)
стабилизируема. Тогда решение дискретного уравнения Риккати (3.4) определяет ограни-

ченный самосопряженный положительный оператор, допускающий представление

(Ux) (ϑ) = K(ϑ, 0)x(0) +

0∫

−ω

K(ϑ, s)x(s)ds, −ω ≤ ϑ ≤ 0, x ∈ H, (4.2)

удовлетворяющее условиям:

1) K⊤(0, 0) = K(0, 0) ∈ R
n×n;

2) при фиксированном ϑ ∈ [−ω, 0) имеем K⊤(0, ϑ) = K(ϑ, 0) ∈ R
n×n и функция K(·, 0) ∈

C([−ω, 0),Rn×n);

3) при фиксированных (ϑ, s) ∈ [−ω, 0)×[−ω, 0) имеем K⊤(s, ϑ) = K(ϑ, s) ∈ R
n×n и функция

K(·, ·) ∈ C([−ω, 0) × [−ω, 0),Rn×n).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из представлений операторов A,A∗,B,B∗,Cxx,Cxu,C
∗
xu,Cuu и

ограниченности оператора U следуют конечномерность оператора L, справедливость для каж-
дого слагаемого в правой части дискретного уравнения Риккати формы представления (4.2)
и выполнение для каждого оператора, входящего в сумму, условий 1)–3). �

Самосопряженный конечномерный оператор L : Rr → R
r допускает представление Lu =

Lu, u ∈ R
r, где матрица L размерности r × r, detL 6= 0 определяется формулой L = Cuu +

B̂⊤(0)K(0, 0)B̂(0)+

∫ 0

−ω

(
B̂⊤(0)K(0, s)B̂(s) + B̂⊤(s)K(s, 0)B̂(0) +

∫ 0

−ω

B̂⊤(ϑ)K(ϑ, s)dϑB̂(s)

)
ds.

Теорема 4. Пусть для системы (4.1) соответствующая дискретная задача (3.1), (3.2)
стабилизируема. Тогда коэффициенты представления оператора (4.2) удовлетворяют следу-

ющей системе уравнений:

K(ϑ, s)−A⊤(ϑ)

[
K(0, 0) +

0∫

s

K(0, s1)ds1 +

0∫

ϑ

K(s1, 0)ds1

+

0∫

ϑ

0∫

s

K(s1, s2)ds2ds1

]
A(s) +

(
C∗⊤
xu (ϑ) + Â(ϑ)

)
L−1

×
(
C∗
xu(s) + Â⊤(s)

)
−A⊤(ϑ)

0∫

ϑ

χ(s,0)(α)Cx(α)dαA(s) = 0, ϑ, s ∈ [−ω, 0), (4.3)

K(ϑ, 0) −A⊤(ϑ)

[
K(0, 0) +

0∫

−ω

K(0, s)ds +

0∫

ϑ

(
K(s, 0) +

0∫

−ω

K(s, s1)ds1

)
ds

]

+
(
C∗⊤
xu (ϑ) + Â(ϑ)

)
L−1

(
C∗
xu(0) + Â⊤(0)

)
−A⊤(ϑ)

0∫

ϑ

Cx(α)dα = 0, ϑ ∈ [−ω, 0), (4.4)

0∫

−ω

(
K(0, s) +K(s, 0) +

0∫

−ω

K(s, s1)ds1

)
ds+

0∫

−ω

Cx(α)dα

−
(
C∗⊤
xu (0) + Â(0)

)
L−1

(
C∗
xu(0) + Â⊤(0)

)
= 0. (4.5)
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Здесь χE(·) — индикатор множества E,

Â(ϑ) = A⊤(ϑ)

(
K(0, 0)B̂(0) +

0∫

−ω

K(0, s)B̂(s)ds

)
+A⊤(ϑ)

0∫

ϑ

(
K(s, 0)B̂(0)

+

0∫

−ω

K(s, s1)B̂(s1)ds1

)
ds, −ω ≤ ϑ < 0,

Â(0) = K(0, 0)B̂(0) +

0∫

−ω

(
K(0, s)B̂(s) +K(s, 0)B̂(0) +

0∫

−ω

K(s, s1)B̂(s1)ds1

)
ds.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя представления операторов U,A и A∗, находим зна-
чения оператора

(
A∗UAx

)
(ϑ) = A⊤(ϑ)

{[
K(0, 0) +

0∫

−ω

K(0, s)ds +

0∫

ϑ

(
K(s, 0) +

0∫

−ω

K(s, s1)ds1

)
ds

]
x(0)

+

0∫

−ω

[
K(0, 0) +

0∫

s

K(0, s1)ds1 +

0∫

ϑ

(
K(s1, 0) +

0∫

s

K(s1, s2)ds2

)
ds1

]
A(s)x(s)ds

}
, −ω ≤ ϑ < 0,

(
A∗UAx

)
(0) =

[
K(0, 0) +

0∫

−ω

(
K(0, s) +K(s, 0) +

0∫

−ω

K(s, s1)ds1

)
ds

]
x(0)

+

0∫

−ω

[
K(0, 0) +

0∫

s

K(0, s1)ds1 +

0∫

−ω

(
K(s1, 0) +

0∫

s

K(s1, s2)ds2

)
ds1

]
A(s)x(s)ds.

Используя представления операторов A∗,U и B, находим значения оператора

(
A∗UBu

)
(ϑ) = A⊤(ϑ)

[
K(0, 0)B̂(0) +

0∫

−ω

K(0, s)B̂(s)ds +

0∫

ϑ

(
K(s, 0)B̂(0)

+

0∫

−ω

K(s, s1)B̂(s1)ds1

)
ds

]
u = Â(ϑ)u, −ω ≤ ϑ < 0,

(
A∗UBu

)
(0) =

[
K(0, 0)B̂(0)

+

0∫

−ω

(
K(0, s)B̂(s) +K(s, 0)B̂(0) +

0∫

−ω

K(s, s1)B̂(s1)ds1

)
ds

]
u = Â(0)u.

Используя найденные представления операторов в операторном уравнении Риккати (3.4), по-
лучим определяющую систему уравнений (4.3)–(4.5). �

Рассмотрим гибридную систему уравнений, определяющую матричнозначные функции
X1(·), X2(·) и матрицу K0. Она содержит матричные интегральные уравнения

X1(ϑ) = A⊤(ϑ)

{[
K0 +

0∫

−ω

X⊤
1 (s)ds +

0∫

ϑ

(
X1(s) +X3(s) + Cx(s)

)
ds

]
−

[
K0B̂(0)
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+

0∫

ϑ

(
X⊤

1 (s)B̂(s)ds+X12(s)
)
ds

]
L−1

[
B̂⊤(0)K0 +

0∫

−ω

(
X⊤

12(s) + B̂⊤(s)X1(s)
)
ds

]}
, (4.6)

X2(ϑ) = A⊤(ϑ)

0∫

−ω

[
K0 +

0∫

s

X⊤
1 (s1)ds1 +

0∫

ϑ

(
X1(s1) + χ(s,0)(s1)Cx(s1)

)
ds1

]
A(s)B̂(s)ds

−A⊤(ϑ)

[
K0B̂(0) +

0∫

−ω

X⊤
1 (s)B̂(s)ds+

0∫

ϑ

X12(s1)ds1

]
L−1

0∫

−ω

[
B̂⊤(0)K0 +

0∫

−ω

B̂⊤(s)X1(s)ds

+

0∫

s

X⊤
12(s1ds1

]
A(s)B̂(s)ds+A⊤(ϑ)

∞∑

m=1

0∫

−ω

0∫

ϑ

0∫

s

A⊤
m(ϑ, ζ)

{
K0 +

0∫

η

X⊤
1 (s1)ds1 +

0∫

ζ

(
X1(s1)

+ χ(η,0)(s1)Cx(s1)
)
ds1 −

[
K0B̂(0) +

0∫

−ω

X⊤
1 (s)B̂(s)ds+

0∫

ζ

X12(s1)ds1

]
L−1

[ 0∫

−ω

B̂⊤(s)X1(s)ds

+ B̂⊤(0)K0 +

0∫

η

X⊤
12(s1)ds1

]}
Am(s, η)dηdζA(s)B̂(s)ds, ϑ ∈ [−ω, 0), (4.7)

и матричное уравнение

0∫

−ω

(
X⊤

1 (s) +X1(s) +X3(s) + Cx(s)
)
ds−

[
K0B̂(0) +

0∫

−ω

(
X⊤

1 (s)B̂(s) +X12(s)
)
ds

]
L−1

×

[
B̂⊤(0)K0 +

0∫

−ω

(
B̂⊤(s)X1(s) +X⊤

12(s)
)
ds

]
= 0, (4.8)

Здесь A1(s, η) = A(η), Am+1(s, η) =

∫ η

s

Am(s1, η)A(s1)ds1, s, η ∈ [−ω, 0), m ≥ 1, L = Cuu +

B̂⊤(0)K0B̂(0) +

∫ 0

−ω

(
B̂⊤(0)X⊤

1 (s)B̂(s) + B̂⊤(s)X1(s)B̂(0) + B̂⊤(s)X2(s)
)
ds, вспомогательные

матричные функции X12(·), X3(·) выражаются через матричные функции X1(·), X2(·), матри-
цу K0 и определяются формулами X12(ϑ) = C⊤

x (ϑ)B̂(ϑ) +X1(ϑ)B̂(0) +X2(ϑ),

X3(ϑ) = A⊤(ϑ)

0∫

−ω

[
K0 +

0∫

s

X⊤
1 (s1)ds1 +

0∫

ϑ

(
X1(s1) + χ(s,0)(s1)Cx(s1)

)
ds1

]
A(s)ds

−A⊤(ϑ)

[
K0B̂(0) +

0∫

−ω

X⊤
1 (s)B̂(s)ds+

0∫

ϑ

X12(s1)ds1

]
L−1

0∫

−ω

[
B̂⊤(0)K0 +

0∫

−ω

B̂⊤(s)X1(s)ds

+

0∫

s

X⊤
12(s1)ds1

]
A(s)ds+A⊤(ϑ)

∞∑

m=1

0∫

−ω

0∫

ϑ

0∫

s

A⊤
m(ϑ, ζ)

{
K0 +

0∫

η

X⊤
1 (s1)ds1 +

0∫

ζ

(
X1(s1)

+ χ(η,0)(s1)Cx(s1)
)
(s1)ds1 −

[
K0B̂(0) +

0∫

−ω

X⊤
1 (s)B̂(s)ds+

0∫

ζ

X12(s1)ds1

]
L−1

[
B̂⊤(0)K0
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+

0∫

−ω

B̂⊤(s)X1(s)ds+ B̂⊤(0)

0∫

η

X⊤
12(s1)ds1

]}
Am(s, η)dηdζA(s)ds, ϑ ∈ [−ω, 0).

Лемма 2. Пусть для системы (4.1) соответствующая дискретная задача (3.1), (3.2)
стабилизируема. Тогда решение определяющей системы уравнений (4.3)–(4.5) задается фор-

мулами K(0, 0) = K0, K(ϑ, 0) = X1(ϑ),

K(ϑ, s) = A⊤(ϑ)

[
F (ϑ, s) +

∞∑

m=1

0∫

ϑ

0∫

s

A⊤
m(ϑ, ζ)F (ζ, η)Am(s, η)dηdζ

]
A(s), ϑ, s ∈ [−ω, 0), (4.9)

F (ϑ, s) = K0+

0∫

s

X⊤
1 (s1)ds1+

0∫

ϑ

(
X⊤

1 (s1)+χ(s,0)(s1)Cx(s1)
)
ds1−

[
K0B̂(0)+

0∫

−ω

X⊤
1 (s1)B̂(s1)ds1

+

0∫

ϑ

X12(s1)ds1

]
L−1

[
B̂⊤(0)K0 +

0∫

−ω

B̂⊤(s1)X1(s1)ds1 +

0∫

s

X⊤
12(s1)ds1

]
, ϑ, s ∈ [−ω, 0). (4.10)

Здесь матричнозначные функции X1(·), X2(·) и матрица K0 определяются системой урав-

нений (4.6)–(4.8).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем обозначения X1(ϑ) = K(ϑ, 0),X2(ϑ) =

∫ 0

−ω

K(ϑ, s)B̂(s)ds,

X3(ϑ) =

∫ 0

−ω

K(ϑ, s)ds, ϑ ∈ [−ω, 0), K0 = K(0, 0). Рассмотрим вспомогательное уравнение Воль-

терра 2-го рода

K(ϑ, s) = A⊤(ϑ)

[
F (ϑ, s) +

0∫

ϑ

0∫

s

K(s1, s2)ds2ds1

]
A(s), ϑ, s ∈ [−ω, 0), (4.11)

где F⊤(s, ϑ) = F (ϑ, s), функция F (·, ·) ∈ C([−ω, 0) × [−ω, 0),Rn×n). Уравнение (4.11) имеет
единственное решение. Непосредственной подстановкой убеждаемся, что оно допускает пред-
ставление (4.9). Уравнение (4.3) совпадает с (4.11), если функция F определяется форму-
лой (4.10). Учитывая введенные обозначения, из уравнения (4.4) получим (4.6), а из (4.5)–(4.8).
Учитывая определение функции X2(·) и формулу (4.9), получим уравнение (4.6). �

Теорема 5. Пусть для системы (4.1) соответствующая дискретная задача (3.1), (3.2)
стабилизируема. Тогда оптимальное стабилизирующее управление определяется формулой

u0[x] = −L−1

{[
B̂⊤(0)K0 +

0∫

−ω

(
B̂⊤(s1)X1(s1) +X⊤

12(s1)
)
ds1

]
x(0)

+

0∫

−ω

[
B̂⊤(0)K0 +

0∫

−ω

B̂⊤(s1)X1(s1)ds1 +

0∫

ϑ

X⊤
12(s1)ds1

]
A(ϑ)x(ϑ)dϑ

}
, x ∈ H. (4.12)

Значение критерия качества (3.2) для оптимального управления (4.12) и решения систе-

мы (3.1) с начальной функцией ϕ определяется формулой Jda = 〈Uϕ,ϕ〉H .

Д о к а з а т е л ь с т в о. При нахождении оптимального управления дискретной задачи
используются формула (3.3) и представления операторов L, B∗UA+C∗

xu. �
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