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В статье исследуется задача о порядковой точности оценки сверху наилучшего приближения в Lq(T)
посредством модуля гладкости l-го порядка (модуля непрерывности при l = 1) в

Lp(T) : En−1(f)q ≤ C(l, p, q)
(

∞
∑

ν=n+1
νqσ−1ωq

l (f ; π/ν)p
)1/q

, n ∈ N,

на классе Mp(T) всех функций f ∈ Lp(T), коэффициенты Фурье которых удовлетворяют условиям

a0(f) = 0, an(f) ↓ 0, bn(f) ↓ 0 (n ↑ ∞), где l ∈ N, 1 < p < q < ∞, l > σ = 1/p− 1/q, T = (−π, π].

В случае l=1 и p ≥ 1 указанная оценка впервые установлена П.Л.Ульяновым при доказательстве неравен-
ства разных метрик для модулей непрерывности, а в случае l > 1 и p ≥ 1 в силу Lp-аналога неравенства
Д.Джексона — С.Б.Стечкина доказательство этой оценки сохраняется. Ниже сформулированы основные
результаты, полученные в данной работе. Для того, чтобы функция f ∈ Mp(T) принадлежала Lq(T), где
1 < p < q < ∞, необходимо и достаточно выполнения условия

∑

∞

n=1 n
qσ−1ωq

l (f ; π/n)p < ∞, при этом
имеют место порядковые равенства

(a) En−1(f)q + nσωl(f ; π/n)p ≍
(

∞
∑

ν=n+1
νqσ−1ωq

l (f ; π/ν)p
)1/q

, n ∈ N;

(b) n−(l−σ)
(
∑n

ν=1 ν
p(l−σ)−1Ep

ν−1(f)q
)1/p

≍
(

∞
∑

ν=n+1
νqσ−1ωq

l (f ; π/ν)p
)1/q

, n ∈ N.

При оценке снизу в п. (a) второе слагаемое nσωl(f ; π/n)p, в общем случае, не допускает исключения. Од-
нако, если последовательность {ωl(f ; π/n)p}

∞

n=1 либо последовательность {En−1(f)p}∞n=1 удовлетворяет

(B
(p)
l )-условию Н.К.Бари, равносильному (Sl)-условию С.Б. Стечкина, то

En−1(f)q ≍
(

∞
∑

ν=n+1
νqσ−1ωq

l (f ; π/ν)p
)1/q

, n ∈ N.

Оценка сверху в пункте (b), имеющая место для любой функции f ∈ Lp(T) при условии сходимости
ряда, представляет собой усиленный вариант прямой теоремы. Порядковое равенство (b) показывает, что
усиленный вариант является точным в смысле порядка на всем классе Mp(T).

Ключевые слова: наилучшее приближение, модуль гладкости, прямая теорема в разных метриках,
тригонометрический ряд Фурье с монотонными коэффициентами, точное в смысле порядка неравенство
на классе.

N. A. Il’yasov. The direct theorem of the theory of approximation of periodic functions with

monotone Fourier coefficients in different metrics.

We study the problem of order optimality of an upper bound for the best approximation in Lq(T) in terms
of the lth-order modulus of smoothness (the modulus of continuity for l = 1) in

Lp(T) : En−1(f)q ≤ C(l, p, q)
(

∞
∑

ν=n+1
νqσ−1ωq

l (f ; π/ν)p
)1/q

, n ∈ N,

on the class Mp(T) of all functions f ∈ Lp(T) whose Fourier coefficients satisfy the conditions

a0(f) = 0, an(f) ↓ 0, and bn(f) ↓ 0 (n ↑ ∞), where l ∈ N, 1 < p < q < ∞, l > σ = 1/p−1/q, and T = (−π, π].

For l = 1 and p ≥ 1, the bound was first established by P. L.Ul’yanov in the proof of the inequality of different
metrics for moduli of continuity; for l > 1 and p ≥ 1, the proof of the bound remains valid in view of the
Lp-analog of the Jackson–Stechkin inequality. Below we formulate the main results of the paper. A function
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f ∈ Mp(T) belongs to Lq(T), where 1 < p < q < ∞, if and only if
∑

∞

n=1 n
qσ−1ωq

l (f ; π/n)p < ∞, and the
following order inequalities hold:

(a) En−1(f)q + nσωl(f ; π/n)p ≍
(

∞
∑

ν=n+1
νqσ−1ωq

l (f ; π/ν)p
)1/q

, n ∈ N;

(b) n−(l−σ)
(
∑n

ν=1 ν
p(l−σ)−1Ep

ν−1(f)q
)1/p

≍
(

∞
∑

ν=n+1
νqσ−1ωq

l (f ; π/ν)p
)1/q

, n ∈ N.

In the lower bound in inequality (a), the second term nσωl(f ; π/n)p generally cannot be omitted. However,

if the sequence {ωl(f ; π/n)p}
∞

n=1 or the sequence {En−1(f)p}∞n=1 satisfies Bari’s (B
(p)
l )-condition, which is

equivalent to Stechkin’s (Sl)-condition, then

En−1(f)q ≍

( ∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
l (f ; π/ν)p

)1/q

, n ∈ N.

The upper bound in inequality (b), which holds for any function f ∈ Lp(T) if the series converges, is a
strengthened version of the direct theorem. The order inequality (b) shows that the strengthened version is
order-exact on the whole class Mp(T).

Keywords: best approximation, modulus of smoothness, direct theorem in different metrics, trigonometric
Fourier series with monotone coefficients, order-exact inequality on a class.
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Введение

Пусть Lp(T), 1 ≤ p < ∞, — пространство всех измеримых 2π-периодических функций

c конечной Lp(T)-нормой ‖f‖p =
(

π−1

∫

T

|f(x)|p dx
)1/p

;

L∞(T) ≡ C(T) — пространство всех непрерывных 2π-периодических функций c равномер-
ной нормой ‖f‖∞ = max{|f(x)| : x ∈ T}, где T = (−π, π];

En(f)p — наилучшее в метрике Lp(T) приближение функции f тригонометрическими по-
линомами порядка не выше n, n ∈ Z+;

ωℓ(f ; δ)p — модуль гладкости ℓ-го порядка функции f ∈ Lp(T), ℓ ∈ N, δ ∈ [0,+∞) :

ωℓ(f ; δ)p = sup{‖∆ℓ
hf(·)‖p : h ∈ R, |h| ≤ δ},

где

∆ℓ
hf(x) =

ℓ
∑

ν=0

(−1)ℓ−ν
( ℓ
ν

)

f(x+ νh),
( ℓ
ν

)

=
ℓ!

ν!(ℓ− ν)!
, ν = 0, ℓ.

Следующее утверждение представляет собой прямую теорему в разных метриках теории
приближений периодических функций (см., например, [1, теорема В] и библиографию там).

Пусть 1 ≤ p < q ≤ ∞, f ∈ Lp(T),

γ(q) = q при q <∞ и γ(∞) = 1, ℓ ∈ N, σ = 1/p− 1/q, ℓ > σ (0.1)

и
∞
∑

n=1

nγσ−1ωγ
ℓ

(

f ;
π

n

)

p
<∞. (0.2)

Тогда f почти всюду совпадает с некоторой функцией из Lq(T) (которую после изменения

на множестве меры нуль снова обозначим через f) и справедлива оценка

En−1(f)q ≤ C1(ℓ, p, q)

( ∞
∑

ν=n+1

νγσ−1ωγ
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p

)1/γ

, n ∈ N. (0.3)

Здесь и всюду в дальнейшем Cj(ℓ, p, q, . . .), где j ∈ N, обозначают положительные величи-
ны, зависящие только от указанных в скобках параметров. В случаях когда в формулах часто
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используется величина, зависящая от параметров, для сокращения записи эту зависимость
указываем один раз, а затем ее подразумеваем, не оговаривая явно; при этом если указанная
упрощенная величина умножается на выражение, стоящее в круглых скобках, то между вели-
чиной и скобкой ставится знак умножения. Например, при доказательстве леммы 2 в длинной
цепочке неравенств величина C19 равна C19(βσ).

Оценка (0.3) в силу Lp-аналога неравенства Джексона — Стечкина (см., например, [2, § 2,
теорема 1, неравенство (2.5); 3, гл. V, п. 5.11, неравенство (1)])

En−1(f)p ≤ C2(ℓ)ωℓ

(

f ;
π

n

)

p
, n ∈ N, (0.4)

следует (см. [1, введение, абзац после теоремы В]) из неравенства разных метрик для наилуч-
ших приближений Конюшкова — Стечкина [4, § 1, теорема 2, неравенство (1.8)] при q = ∞ и
П.Л.Ульянова [5, § 4, теорема 4, неравенство (4.3)] при q <∞:

En−1(f)q ≤ C3(p, q)

(

nσEn−1(f)p +
(

∞
∑

ν=n+1

νγσ−1Eγ
ν−1(f)p

)1/γ
)

, n ∈ N. (0.5)

З а м е ч а н и е 1. Оценка (0.3) при ℓ = 1 и q < ∞ впервые установлена в работе
П.Л.Ульянова [5, § 4, неравенство (4.9)] (в силу неравенства (0.4) при ℓ > 1 доказательство
этой оценки сохраняется).

В случае 1 < p < q <∞ оценка (0.3) допускает усиление, а именно имеет место следующее
утверждение: Пусть 1 < p < q < ∞, f ∈ Lp(T) и выполнены условия (0.1), (0.2). Тогда

справедлива оценка

nσ−ℓ

( n
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1Ep
ν−1(f)q

)1/p

≤ C4(ℓ, p, q)

( ∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p

)1/q

, n ∈ N. (0.6)

В силу справедливости порядкового равенства (см., например, [1, разд. 2, замечание 7],
1 ≤ p < q ≤ ∞, ℓ > σ, α ∈ [1,∞))

nσ−ℓ

( n
∑

ν=1

να(ℓ−σ)−1Eα
ν−1(f)q

)1/α

≍ nσ−ℓ

( n
∑

ν=1

να(ℓ−σ)−1ωα
ℓ

(

f ;
π

ν

)

q

)1/α

(0.7)

оценка (0.6) является следствием аналогичной оценки для модулей гладкости, впервые полу-
ченной В.И.Колядой [6, разд. 3, теорема 2, неравенство (3.8)] в случае ℓ = 1 и отмеченной
М.Л. Гольдманом [7, разд. 4, доказательство леммы 6, неравенство (11)] в случае ℓ > 1. Дру-
гое доказательство оценки (0.6) (с показателем β = β(p) = max{2, p} вместо p в левой части)
приведено автором в [1, разд. 2, доказательство теоремы 2].

Далее, как обычно, порядковое равенство ϕn ≍ ψn означает существование таких постоян-
ных 0 < C5 ≤ C6, зависящих лишь от заданных параметров (в данном случае l, p, q и α), что
C5ψn ≤ ϕn ≤ C6ψn.

З а м е ч а н и е 2. Автором [1, теоремы 1 и 2] доказана точность в смысле порядка оце-
нок (0.3) и (0.6) на классе Hℓ

p[ω] = {f ∈ Lp(T) : ωℓ(f ; δ)p ≤ ω(δ), δ ∈ (0, π]}, где ω ∈ Ωℓ — класс
функций ω = ω(δ), определенных на (0, π] и удовлетворяющих условиям: 0 < ω(δ) ↓ 0 при δ ↓ 0
и δ−ℓω(δ) ↓ при δ ↑. В случае ℓ = 1 из этих результатов (в силу неравенства (0.4) и порядкового
равенства (0.7)) следуют соответствующие утверждения, ранее полученные другим способом
в [6, разд. 4, теорема 5, порядковое равенство (4.5); теорема 7, неравенство (4.9); теорема 4,
неравенство (4.1)].

Для заданного p ∈ [1,∞] обозначим через Mp(T) класс всех функций f ∈ Lp(T), коэф-
фициенты Фурье которых удовлетворяют условиям a0(f) = 0, an(f) ↓ 0, bn(f) ↓ 0 при
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n ↑ ∞. Известно (см., например, [8, гл. 1, § 30]), что ряды Фурье таких функций сходят-
ся всюду, за иcключением, быть может, счетного множества точек x ≡ 0 (mod 2π), так что
почти всюду на R имеем f(x) =

∑∞
n=1(an(f) cosnx + bn(f) sinnx). Отметим, что условие

a0(f) = 0 не умаляет общности формулируемых результатов, поскольку при a0(f) 6= 0, по-
лагая f(x) = f(x) − (1/2)a0(f), имеем ωℓ(f ; δ)p = ωℓ(f ; δ)p и En(f)p = En(f)p, 1 ≤ p ≤ ∞,
n ∈ Z+.

В настоящей работе рассматривается задача о точности в смысле порядка неравенств (0.3)
и (0.6) на всем классе Mp(T) при 1 < p < q <∞.

Теорема 1. Пусть 1 < p < q < ∞, σ = 1/p − 1/q, ℓ ∈ N. Для того чтобы функ-

ция f ∈Mp(T) принадлежала Lq(T), необходимо и достаточно выполнения условия

∞
∑

n=1

nqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

n

)

p
<∞, (0.8)

при этом имеют место порядковые равенства:

1) ‖f‖q ≍

( ∞
∑

n=1

nqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

n

)

p

)1/q

;

2) En−1(f)q + nσωℓ

(

f ;
π

n

)

p
≍

( ∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p

)1/q

, n ∈ N;

3) n−(ℓ−σ)

( n
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1Ep
ν−1(f)q

)1/p

≍

( ∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p

)1/q

, n ∈ N;

4) En−1(f)q + nσωℓ

(

f ;
π

n

)

p
≍ n−(ℓ−σ)

( n
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1Ep
ν−1(f)q

)1/p

, n ∈ N.

З а м е ч а н и е 3. При оценке снизу в пп. 2) и 4) теоремы 1 второе слагаемое nσωℓ(f ;π/n)p
в общем случае исключить невозможно, поскольку существует функция g ∈Mp(T) такая, что
nσωℓ(g;π/n)p 6= O(En−1(g)q) (см. ниже разд. 3, п. 1)). Однако при условии определенной регу-
лярности последовательности {ωℓ(f ;π/n)p}

∞
n=1 либо последовательности {En−1(f)p}

∞
n=1 такое

исключение возможно.

Для формулировки соответствующего результата обозначим через B
(α)
k класс всех после-

довательностей {ϕn}
∞
n=1 ⊂ R (0 < ϕn ↓ 0 при n ↑ ∞), удовлетворяющих условию

n−k

( n
∑

ν=1

ναk−1ϕα
ν

)1/α

= O(ϕn), n ∈ N,

где k ∈ (0,∞), α ∈ [1,∞). При k ∈ N и α = 1 это условие совпадает с известным (Bk)-условием
Н.К.Бари, которое равносильно (Sk)-условию С.Б.Стечкина: существует ε ∈ (0, k) такое, что
последовательность {nk−εϕn}

∞
n=1 почти возрастает (cм., например, [9, § 2]; там же приведены

эквивалентные описания этих условий).

Теорема 2. Пусть 1 < p < q < ∞, f ∈ Mp(T), σ = 1/p − 1/q, ℓ ∈ N и выполнено

условие (0.8). Если {En−1(f)p}
∞
n=1 ∈ B

(p)
ℓ либо (равносильное условие) {ωℓ(f ;π/n)p}

∞
n=1 ∈ B

(p)
ℓ ,

то имеет место порядковое равенство

En−1(f)q ≍

( ∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p

)1/q

, n ∈ N. (0.9)

З а м е ч а н и е 4. Условие {En−1(f)p} ∈ B
(p)
ℓ

(

⇔ {ωℓ(f ;π/n)p} ∈ B
(p)
ℓ

)

гарантирует
справедливость оценки nσωℓ(f ;π/n)p ≤ C7(ℓ, p, q)En−1(f)q, n ∈ N, для любой функции f из
Mq(T), где 1 < p < q <∞, ℓ ∈ N (см. ниже разд. 2, оценка (2.8)).



148 Н.А.Ильясов

З а м е ч а н и е 5. Равносильность условий {En−1(f)p} ∈ B
(α)
ℓ и {ωℓ(f ;π/n)p} ∈ B

(α)
ℓ ,

где 1 ≤ p ≤ ∞, α ∈ [1,∞), при α = 1 известна (см., например, [3, теорема 7.1.1]). Для
случая p = ∞ и α = 1 эквивалентные утверждения о равносильности указанных условий,
выраженные в терминах заданного порядка убывания величин En−1(f)p и ωℓ(f ; δ)p, содержатся
в [10, теорема 3] и [9, § 4, лемма 7] (там же приведены полное доказательство соответствующего
результата и подробная история вопроса). Общий случай α ≥ 1 сводится к случаю α = 1 (см.
ниже разд. 3, п. 2)). Последний факт отмечен также в [1, разд. 2, замечание 6].

З а м е ч а н и е 6. В связи с утверждением теоремы 2 отметим также следующий факт,
который является очевидным следствием п. 3) в утверждении теоремы 1: для справедли-

вости порядкового равенства (0.9) необходимо и достаточно, чтобы последовательность

{En−1(f)q}
∞
n=1 ∈ B

(p)
ℓ−σ. Кроме того, если {En−1(f)p}

∞
n=1 ∈ B

(p)
ℓ , то в силу (0.9) имеем

{En−1(f)q}
∞
n=1 ∈ B

(p)
ℓ−σ. С другой стороны, последнее условие гарантирует лишь

{(

∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ (f ;π/ν)p

)1/q}∞

n=1
∈ B

(p)
ℓ−σ.

1. Предварительные сведения и вспомогательные утверждения

Следующий результат, принадлежащий Г.Харди и Дж.Литтлвуду (см., например, [8, гл. Х,
§ 3; 11, т. 2, гл. 12, лемма 6.6] является фундаментальным при исследовании свойств функций
из Mp(T) в случае 1 < p <∞.

Предложение 1. Пусть an ↓ 0, bn ↓ 0 (n ↑ ∞) и f(x) =
∑∞

n=1(an cosnx+bn sinnx); тогда

f ∈ Lp(T) ⇔
∑∞

n=1 n
p−2(an + bn)

p < ∞, где 1 < p < ∞. При этом an = an(f), bn = bn(f),
n ∈ N, и справедливы оценки

C9(p)

( ∞
∑

n=1

np−2(an(f) + bn(f))
p

)1/p

≤ ‖f‖p ≤ C8(p)

( ∞
∑

n=1

np−2(an(f) + bn(f))
p

)1/p

. (1.1)

Предложение 2. Пусть dν ≥ 0, ν = 1, 2, . . . , 1 < λ < ∞, τ 6= 1, m ∈ N ∪ {+∞}, n ∈ N,
m > n и sn =

∑n
ν=1 dν при τ > 1, sn =

∑m
ν=n dν при τ < 1; тогда

m
∑

n=1

n−τsλn ≤ C10(τ, λ)

m
∑

n=1

n−τ (ndn)
λ. (1.2)

Неравенство (1.2) установлено Г.Харди (см., например, [12, теорема 346]).

Предложение 3. Пусть f(x) =
∑∞

n=1(an cosnx+ bn sinnx), где an ↓ 0, bn ↓ 0 (n ↑ ∞), и
∑∞

n=1 n
p−2(an + bn)

p <∞ при некотором p ∈ (1,∞). Тогда f ∈ Lp(T) и справедливa оценка

En−1(f)p ≤ C11(p)

(

n1−1/p(an + bn) +

( ∞
∑

ν=n+1

νp−2(aν + bν)
p

)1/p)

, n ∈ N. (1.3)

При p ≥ 2 в правой части (1.3) первое слагаемое можно опустить.

Неравенство (1.3) доказано А.А.Конюшковым [4, § 1, теорема 4, неравенство (1.21); 13,
§ 2, неравенство (21)].

Предложение 4. Пусть 1 < p < ∞, f ∈ Lp(T) и имеет ряд Фурье с коэффициентами

an(f) ↓, bn(f) ↓ при n ↑; тогда справедливы оценки

an(f) + bn(f) ≤ C12(ℓ, p)n
1/p−1ωℓ

(

f ;
π

n

)

p
, ℓ ∈ N, n ∈ N; (1.4)
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a2n(f) + b2n(f) ≤ C13(p)n
1/p−1En(f)p, n ∈ N; (1.5)

( ∞
∑

ν=n+1

νp−2(aν(f) + bν(f))
p

)1/p

≤ C14(p)E[(n+1)/2](f)p, n ∈ N, (1.6)

где [t] — целая часть числа t. В этой оценке при p > 2, вообще говоря, нельзя заменить

E[(n+1)/2](f)p на En(f)p; при p ≤ 2 такая замена возможна и без предположения an(f) ↓,
bn(f) ↓.

Оценка (1.4) установлена в [4, § 1, следствие 2, неравенство (1.19)]. Оценка (1.5) получена
в [13, § 2, теорема 5, неравенство (19)] (см. также [4, § 1, теорема 3, неравенство (1.12)]. Оценка
(1.6) и последующее утверждение доказаны в [13, § 2, теорема 6].

Предложение 5. Пусть 1 < p < ∞, ℓ ∈ N; тогда для любой функции f ∈ Mp(T) спра-

ведливы оценки

C16(ℓ, p)n
−ℓ

( n
∑

ν=1

νpℓ−1Ep
ν−1(f)p

)1/p

≤ ωℓ

(

f ;
π

n

)

p

≤ C15(ℓ, p)n
−ℓ

( n
∑

ν=1

νpℓ−1Ep
ν−1(f)p

)1/p

, n ∈ N. (1.7)

Доказательство предложения 5 приведено в работе В.М.Кокилашвили [14, § 1, теоре-
ма 1.1]. Правой оценке в (1.7) предшествовал результат С.Алянчича [15, теорема 1]: ω2(f ; δ)p =
O(δ) ⇒ ω1(f ; δ)p = O(δ(ln(πe/δ))1/p), δ ∈ (0, π], если учесть классический результат А. Зигмун-
да [16, теоремы 8 и 8′]: ω2(f ; δ)p = O(δ), δ ∈ (0, π] ⇔ En−1(f)p = O(n−1), n ∈ N, где 1 ≤ p ≤ ∞.
Отметим, что оценки (1.7) являются уточнениями на классе Mp(T) соответствующих нера-
венств, установленных М.Ф.Тиманом в [17, теорема 1, неравенства (7)] (правая оценка в (1.7)
с показателем θ = min{2, p} вместо p) и [18, неравенство (2)] (левая оценка в (1.7) с показателем
β = max{2, p} вместо p) для функций f ∈ Lp(T).

Лемма 1. Пусть 1 < p < q < ∞, f ∈ Lq(T), σ = 1/p − 1/q, ℓ ∈ N; тогда справедлива

оценка

ωℓ

(

f ;
π

n

)

q
≤ C17(ℓ, p, q)

(

En(f)q + nσωℓ

(

f ;
π

n

)

p

)

, n ∈ N. (1.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу известных свойств модулей гладкости имеем ωℓ(f ;π/n)q

≤ ωℓ(f(·) − Sn(f ; ·);π/n)q + ωℓ(Sn(f ; ·);π/n)q ≤ 2ℓ‖f(·) − Sn(f ; ·)‖q + πℓn−ℓ‖S
(ℓ)
n (f ; ·)‖q , где

Sn(f ;x) — частная сумма порядка n ∈ N ряда Фурье функции f . Привлечение неравенства
М.Рисса (см., например, [11, т. 1, гл. 7, теорема 6.4]) приводит к оценкам

‖∆ℓ
hSn(f ; ·)‖p = ‖Sn(∆

ℓ
hf(·))‖p ≤ C18(p)‖∆

ℓ
hf(·)‖p (h ∈ R),

‖f(·)− Sn(f ; ·)‖q ≤ (1 + C18(q))En(f)q.

Далее в силу неравенства разных метрик Джексона — Никольского и неравенства Никольско-
го — Стечкина (см., например, [3, гл. 4, п. 4.9.2, неравенство (7); п. 4.8.6, неравенство (18)])
получаем

‖S(ℓ)
n (f ; ·)‖q ≤ 2nσ‖S(ℓ)

n (f ; ·)‖p ≤ 2nσ2−ℓnℓ‖∆ℓ
π/nSn(f ; ·)‖p ≤ 2−ℓ+1nσ+ℓC18(p)

×‖∆ℓ
π/nf(·)‖p ≤ 2−ℓ+1C18(p)n

σ+ℓωℓ(f ;π/n)p.

Учитывая приведенные оценки, окончательно имеем ωℓ(f ;π/n)q ≤ 2ℓ(1 + C18(q))En(f)q +
2−ℓ+1πℓC18(p)n

σωℓ(f ;π/n)p. Лемма 1 доказана. �
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Лемма 2. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp(T), 1 ≤ γ < β < ∞, σ > 0, m ∈ N ∪ {+∞},
n ∈ N, m > n; тогда справедлива оценка

( m
∑

ν=n+1

νβσ−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

≤ C
1/β
19 (βσ)

(

nσEn(f)p +C
1/γ
20 (γσ)

( m
∑

ν=n+1

νγσ−1Eγ
ν (f)p

)1/γ)

. (1.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим ϕn = En−1(f)p, n ∈ N. Очевидно, что достаточно
рассмотреть случай m ∈ N. Поскольку m > n, то найдется s ∈ N такое, что 2s−1n < m ≤ 2sn.
Отсюда, в силу ϕn ↓ (n ↑), имеем

( m
∑

ν=n+1

νβσ−1ϕβ
ν

)1/β

≤

( 2sn
∑

ν=n+1

νβσ−1ϕβ
ν

)1/β

=

( s−1
∑

j=0

2j+1n
∑

ν=2jn+1

νβσ−1ϕβ
ν

)1/β

≤

( s−1
∑

j=0

ϕβ
2jn+1

2j+1n
∑

ν=2jn+1

νβσ−1

)1/β

≤ C
1/β
19 (βσ)

( s−1
∑

j=0

(2jn)βσϕβ
2jn+1

)1/β

≤ C
1/β
19 ·

( s−1
∑

j=0

(2jn)γσϕγ
2jn+1

)1/γ

= C
1/β
19 ·

(

nγσϕγ
n+1 +

s−1
∑

j=1

(2jn)γσϕγ
2jn+1

)1/γ

≤ C
1/β
19 ·

(

nγσϕγ
n+1 + C20(γσ)

s−1
∑

j=1

2jn
∑

ν=2j−1n+1

νγσ−1ϕγ
ν+1

)1/γ

= C
1/β
19 ·

(

nγσϕγ
n+1 +C20

2s−1n
∑

ν=n+1

νγσ−1ϕγ
ν+1

)1/γ

≤ C
1/β
19 ·

(

nσϕn+1 +C
1/γ
20

( m
∑

ν=n+1

νγσ−1ϕγ
ν+1

)1/γ)

,

где C19(βσ) = 2βσ−1 при βσ ≥ 1 и C19(βσ) = (βσ)−1(2βσ − 1) при βσ ≤ 1, C20(γσ) = γσ(1 −
2−γσ)−1 при γσ ≥ 1 и C20(γσ) = 2 при γσ ≤ 1. Лемма 2 доказана. �

З а м е ч а н и е 7. Оценка (1.9) в случае γ = 1 и m = +∞ следует (возможно, с другими
постоянными) из неравенства (2.6) [5, § 2, лемма 8], в котором надо положить ak = Ek(f)p,
α = βσ−1, ν = β. В приведенном доказательстве леммы 2 с некоторыми изменениями исполь-
зуются соответствующие рассуждения из [5, § 2, лемма 8].

Лемма 3. Пусть 1 ≤ γ < β < ∞, σ > 0, m ∈ N ∪ {+∞} и {ϕn}
∞
n=1 ⊂ R (0 < ϕn ↓ 0 при

n ↑ ∞); тогда
( m
∑

ν=1

νβσ−1ϕβ
ν

)1/β

≤ C21(γ, β, σ)

( m
∑

ν=1

νγσ−1ϕγ
ν

)1/γ

. (1.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно рассмотреть случай m ∈ N. Поскольку ϕn ↓ при n ↑,

то при 1 ≤ ν ≤ m имеем
(

∑m
µ=1 µ

γσ−1ϕγ
µ

)1/γ
≥

(

∑ν
µ=1 µ

γσ−1ϕγ
µ

)1/γ
≥ ϕν

(

∑ν
µ=1 µ

γσ−1
)1/γ

≥

C
−1/γ
22 (γσ)νσϕν , где C22(γσ) = γσ при γσ ≥ 1 и C22(γσ) = 1 при γσ ≤ 1. Учитывая последнюю

оценку, получаем
( m
∑

ν=1

νβσ−1ϕβ
ν

)1/β

=

( m
∑

ν=1

νγσ−1ϕγ
ν [ν

σϕν ]
β−γ

)1/β

≤ C
1/γ−1/β
22 ·

( m
∑

ν=1

νγσ−1ϕγ
ν

[( ν
∑

µ=1

µγσ−1ϕγ
µ

)1/γ]β−γ)1/β

≤ C
1/γ−1/β
22 ·

( m
∑

ν=1

νγσ−1ϕγ
ν

( m
∑

µ=1

µγσ−1ϕγ
µ

)β/γ−1)1/β

= C
1/γ−1/β
22 ·

( m
∑

ν=1

νγσ−1ϕγ
ν

)1/γ

.

Лемма 3 доказана. �
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2. Доказательства теоремы 1 и теоремы 2

Для удобства изложения примем cn(f) = (a2n(f) + b2n(f))
1/2, где an(f), bn(f) — коэффи-

циенты Фурье функции f ∈ Mp(T). Очевидно, что cn(f) ↓ 0 (n ↑ ∞) и 2−1(an(f) + bn(f)) ≤
cn(f) ≤ an(f) + bn(f), n ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.
1) Достаточность: если f ∈ Mp(T) и сходится ряд (0.8), то в силу правой оценки в (1.1)

и оценки (1.4) имеем

‖f‖q ≤ 2C8(q)

( ∞
∑

n=1

nq−2cqn(f)

)1/q

≤ 2C8C12(ℓ, p)

( ∞
∑

n=1

nq−2
(

n1/p−1ωℓ

(

f ;
π

n

)

p

)q
)1/q

= 2C8C12 ·

( ∞
∑

n=1

nq/p−2ωq
ℓ

(

f ;
π

n

)

p

)1/q

= C23(ℓ, p, q)

( ∞
∑

n=1

nqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

n

)

p

)1/q

.

Необходимость: если f ∈ Mp(T) принадлежит Lq(T), то f ∈ Mq(T) и в силу правой оцен-
ки в (1.7), неравенства (1.2) (λ = q/p > 1, τ = q(ℓ − σ) + 1 > 1), неравенства (8) из [19]:
(

∑∞
n=1 n

qσ−1Eq
n−1(f)p

)1/q
≤ C24(p, q)

(

∑∞
n=1 n

q−2cqn(f)
)1/q

, левой оценки в (1.1) получаем

( ∞
∑

n=1

nqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

n

)

p

)1/q

≤ C15(ℓ, p)

( ∞
∑

n=1

nqσ−1−qℓ

( n
∑

ν=1

νpℓ−1Ep
ν−1(f)p

)q/p)1/q

≤ C15C25(ℓ, p, q)

( ∞
∑

n=1

nqσ−1Eq
n−1(f)p

)1/q

≤ C15C25C24 ·

( ∞
∑

n=1

nq−2cqn(f)

)1/q

≤ C15C25C24C
−1
9 (q)‖f‖q.

2) Оценка сверху: в силу оценок (1.3) и (1.4) имеем

En−1(f)q ≤ 2C11(q)

(

n1−1/qcn(f) +

( ∞
∑

ν=n+1

νq−2cqν(f)

)1/q)

≤ 2C11C12(ℓ, p)

(

nσωℓ

(

f ;
π

n

)

p
+

( ∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p

)1/q)

,

откуда

En−1(f)q + nσωℓ

(

f ;
π

n

)

p
≤ 2C11C12 ·

( ∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p

)1/q
+ (1 + 2C11C12)n

σωℓ

(

f ;
π

n

)

p

≤ C26(ℓ, p, q)

( ∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p

)1/q

,

поскольку (ωℓ(f ; δ1)p ≤ ωℓ(f ; δ2)p и δ−ℓ
2 ωℓ(f ; δ2)p ≤ 2ℓδ−ℓ

1 ωℓ(f ; δ1)p при 0 < δ1 < δ2 <∞)

( ∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p

)1/q

≥

( 2n
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p

)1/q

≥ ωℓ

(

f ;
π

2n

)

p

( 2n
∑

ν=n+1

νqσ−1

)1/q

≥ 2−ℓC27(p, q)n
σωℓ

(

f ;
π

n

)

p
, n ∈ N, (2.1)

где C27(p, q) = 2σ−1/q при qσ ≤ 1 и C27(p, q) = ((2qσ − 1)(qσ)−1)1/q при qσ ≥ 1.
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Оценка снизу: в силу правой оценки в (1.7), неравенства (1.2), неравенства (10) из [19]:
(

∑∞
ν=n+1 ν

qσ−1Eq
ν−1(f)p

)1/q
≤ C28(ℓ, p, q)ωℓ(f ;π/n)q, n ∈ N, и левой оценки в (1.7) имеем

∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p
≤ Cq

15(ℓ, p)
∞
∑

ν=n+1

νqσ−1−qℓ

( ν
∑

µ=1

µpℓ−1Ep
µ−1(f)p

)q/p

≤ 2q/p−1Cq
15 ·

( ∞
∑

ν=n+1

ν−q(ℓ−σ)−1

( n
∑

µ=1

µpℓ−1Ep
µ−1(f)p

)q/p

+

∞
∑

ν=n+1

νqσ−1−qℓ

( ν
∑

µ=n+1

µpℓ−1Ep
µ−1(f)p

)q/p)

≤ 2q/p−1Cq
15 ·

(

(q(ℓ− σ))−1n−q(ℓ−σ)

( n
∑

µ=1

µpℓ−1Ep
µ−1(f)p

)q/p

+ C29(ℓ, p, q)

∞
∑

ν=n+1

νqσ−1Eq
ν−1(f)p

)

≤ 2q/p−1Cq
15 ·

(

(q(ℓ− σ))−1C−q
16 (ℓ, p)n

qσωq
ℓ

(

f ;
π

n

)

p
+ C29C

q
28ω

q
ℓ

(

f ;
π

n

)

q

)

,

откуда, учитывая оценку (1.8), получим

( ∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p

)1/q

≤ C30(ℓ, p, q)

(

nσωℓ

(

f ;
π

n

)

p
+ ωℓ

(

f ;
π

n

)

q

)

≤ C30 ·

(

nσωℓ

(

f ;
π

n

)

p
+ C17

(

En(f)q + nσωℓ

(

f ;
π

n

)

p

)

)

≤ C31(ℓ, p, q)

(

En−1(f)q + nσωℓ

(

f ;
π

n

)

p

)

.

3) Оценка сверху. В силу неравенствa (0.5) при 1 < p < q <∞ имеем

( n
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1Ep
ν−1(f)q

)1/p

≤ 21−1/pC3 ·

( n
∑

ν=1

νpℓ−1Ep
ν−1(f)p

+

n
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1

( ∞
∑

µ=ν+1

µqσ−1Eq
µ−1(f)p

)p/q)1/p

≤ 21−1/pC3 ·

[( n
∑

ν=1

νpℓ−1Ep
ν−1(f)p

)1/p

+

( n
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1

( n
∑

µ=ν+1

µqσ−1Eq
µ−1(f)p

)p/q)1/p

+ C32(ℓ, p, q)n
ℓ−σ

( ∞
∑

µ=n+1

µqσ−1Eq
µ−1(f)p

)1/q]

, (2.2)

где C32(ℓ, p, q) = (p(ℓ− σ))−1/p при p(ℓ− σ) ≤ 1 и C32(ℓ, p, q) = 1 при p(ℓ− σ) ≥ 1.
Оценим сверху второе слагаемое в квадратных скобках в правой части (2.2). Применяя

оценку (1.9) при γ = p > 1, β = q, получим

n
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1

( n
∑

µ=ν+1

µqσ−1Eq
µ−1(f)p

)p/q

≤ C
p/q
19 (qσ)

n
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1

(

νσEν(f)p + C
1/p
20 (pσ)

( n
∑

µ=ν+1

µpσ−1Ep
µ(f)p

)1/p)p

≤ 2p−1C
p/q
19 ·

( n
∑

ν=1

νpℓ−1Ep
ν(f)p + C20

n
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1
n
∑

µ=ν+1

µpσ−1Ep
µ(f)p

)
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≤ 2p−1C
p/q
19 ·

( n
∑

ν=1

νpℓ−1Ep
ν(f)p + C20

n
∑

µ=1

µpσ−1Ep
µ(f)p

µ
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1

)

≤ 2p−1C
p/q
19 · (1 + C20C32)

n
∑

ν=1

νpℓ−1Ep
ν(f)p.

Учитывая полученную оценку в (2.2), имеем

nσ−ℓ

( n
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1Ep
ν−1(f)q

)1/p

≤ C33(ℓ, p, q)

[

nσ−ℓ

( n
∑

ν=1

νpℓ−1Ep
ν−1(f)p

)1/p

+

( ∞
∑

ν=n+1

νqσ−1Eq
ν−1(f)p

)1/q]

. (2.3)

Далее, привлекая в (2.3) левую оценку в (1.7), неравенство (0.4) и оценку (2.1), окончательно
получаем

nσ−ℓ

( n
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1Ep
ν−1(f)q

)1/p

≤ C33 ·

(

C−1
16 (ℓ, p)nσωℓ

(

f ;
π

n

)

p
+ C2(ℓ)

( ∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p

)1/q)

≤ C33 ·
(

2ℓC−1
16 C

−1
27 (p, q) + C2

)

( ∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p

)1/q

.

Оценка снизу. В силу оценки снизу в порядковом равенстве 2) из утверждения теоремы 1
имеем

( ∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p

)1/q

≤ C34(ℓ, p, q)
(

En−1(f)q + nσωℓ

(

f ;
π

n

)

p

)

, n ∈ N. (2.4)

Требуемая оценка сверху первого слагаемого в правой части (2.4) очевидна, поскольку в силу
En(f)q ↓ (n ↑) имеем

nσ−ℓ

( n
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1Ep
ν−1(f)q

)1/p

≥ C35(ℓ, p, q)En−1(f)q, (2.5)

где C35(ℓ, p, q) = (p(ℓ− σ))−1/p при p(ℓ− σ) ≥ 1 и C35(ℓ, p, q) = 1 при p(ℓ− σ) ≤ 1.
Для оценки сверху второго слагаемого в правой части (2.4) предварительно докажем спра-

ведливость неравенства

En−1(f)p ≤ C36(ℓ, p, q)n
−σωℓ

(

f ;
π

n

)

q
, n ∈ N. (2.6)

Действительно, в силу оценки (1.3), оценки (1.4), неравенства (11) из [19]:

nσ
( ∞

∑

ν=n+1

νp−2cpν(f)

)1/p

≤

( ∞
∑

ν=n+1

νq−2cqν(f)

)1/q

, n ∈ N,

и неравенства (см. [19, доказательство неравенства (10)]):
(

∑∞
ν=n+1 ν

q−2cqν(f)
)1/q

≤ C37(ℓ, q)×

ωℓ(f ;π/n)q, n ∈ N, получаем

En−1(f)p ≤ 2C11(p)

(

n1−1/pcn(f) +

( ∞
∑

ν=n+1

νp−2cpν(f)

)1/p)
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≤ 2C11(p)

(

C12(ℓ, q)n
−σωℓ

(

f ;
π

n

)

q
+ n−σ

( ∞
∑

ν=n+1

νq−2cqν(f)

)1/q)

≤ 2C11(p)
(

C12(ℓ, q) +C37(ℓ, q)
)

n−σωℓ

(

f ;
π

n

)

q
,

откуда и следует требуемое неравенство (2.6).
Далее в силу правой оценки в (1.7), неравенства (2.6) и порядкового равенства (0.7) (по-

лагаем α = p) имеем

nσωℓ

(

f ;
π

n

)

p
≤ C15(ℓ, p)n

σ−ℓ

( n
∑

ν=1

νpℓ−1Ep
ν−1(f)p

)1/p

≤ C15C36n
σ−ℓ

( n
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1ωp
ℓ

(

f ;
π

ν

)

q

)1/p

≤ C15C36C38(ℓ, p, q)n
σ−ℓ

( n
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1Ep
ν−1(f)q

)1/p

,

откуда

ωℓ

(

f ;
π

n

)

p
≤ C39(ℓ, p, q)n

−ℓ

( n
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1Ep
ν−1(f)q

)1/p

. (2.7)

Учитывая неравенства (2.5) и (2.7) в (2.4), получим требуемую оценку снизу в порядковом
равенстве 3):

( ∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p

)1/q

≤ C34 · (C
−1
35 +C39)n

σ−ℓ

( n
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1Ep
ν−1(f)q

)1/p

, n ∈ N.

4) Это порядковое равенство следует из сопоставления 2) и 3). Оценка сверху в 4) была
непосредственно установлена выше при доказательстве оценки снизу в 3).

Теорема 1 полностью доказана. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Пусть 1 < p < q <∞, f ∈Mp(T), ℓ ∈ N, σ = 1/p−1/q
и выполнено условие (0.8), обеспечивающее включение f ∈ Mq(T). Предварительно докажем,

что если {En−1(f)p}
∞
n=1 ∈ B

(p)
ℓ , то имеет место оценка

nσωℓ

(

f ;
π

n

)

p
≤ C40(ℓ, p, q)En(f)q, n ∈ N. (2.8)

В силу правой оценки в (1.7) и условия {En−1(f)p} ∈ B
(p)
ℓ имеем

nσωℓ

(

f ;
π

n

)

p
≤ 2ℓnσωℓ

(

f ;
π

2n

)

p
≤ 2ℓnσC15(ℓ, p)(2n)

−ℓ

( 2n
∑

ν=1

νpℓ−1Ep
ν−1(f)p

)1/p

≤ 2ℓC15C41(ℓ, p)n
σE2n−1(f)p. (2.9)

Оценим сверху E2n−1(f)p. В силу оценки (1.3), оценки (1.5), неравенства (11) из [19] (см. выше
доказательство неравенства (2.6)) и оценки (1.6) получаем

E2n−1(f)p ≤ 2C11(p)

(

(2n)1−1/pc2n(f) +

( ∞
∑

ν=2n+1

νp−2cpν(f)

)1/p)

≤ 2C11 ·

(

(2n)1−1/pC13(q)n
1/q−1En(f)q + (2n)−σ

( ∞
∑

ν=2n+1

νq−2cqν(f)

)1/q)

≤ 2C11 ·
(

21−1/pC13n
−σEn(f)q + 2−σC14(q)n

−σEn(f)q
)

= 2C11 ·
(

21−1/pC13 + 2−σC14

)

n−σEn(f)q,
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откуда
nσE2n−1(f)p ≤ C42(p, q)En(f)q, n ∈ N. (2.10)

Учитывая полученную оценку (2.10) в (2.9), приходим к оценке (2.8).
Требуемая оценка снизу в (0.9) следует из порядкового равенства в п. 2) утверждения

теоремы 1 с учетом оценки (2.8):

( ∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p

)1/q

≍ En−1(f)q + nσωℓ

(

f ;
π

n

)

p
≤

(

1 + C40(ℓ, p, q)
)

En−1(f)q.

Оценка сверху в (0.9) содержится в утверждении (0.3) (см. введение), а для случая функций
f ∈ Mp(T) ее доказательство (без привлечения неравенства (0.5)) приведено в п. 2) доказа-
тельства теоремы 1. Теорема 2 доказана. �

3. Необходимые комментарии и замечания

1) В общем случае оценка (2.8) не имеет места на всем классе Mp(T), что подтверждается
приведенным ниже примером. Положим

g(x; p;α) =

∞
∑

n=1

an cosnx, где an = an(p;α) = n−(1/p′+α), α ∈ (0,+∞), 1/p + 1/p′ = 1.

Поскольку

an ↓ 0 (n ↑ ∞) и
∞
∑

n=1

np−2apn =
∞
∑

n=1

n−(pα+1) <∞,

то в силу предложения 1 имеем g ∈ Mp(T), откуда ввиду оценок (1.3) и (1.5) получаем
En−1(g)p ≍ n−α, n ∈ N. Для значений α ∈ (0, ℓ] в силу оценок (1.7) имеем ωℓ(g;π/n)p ≍ n−α

при α < ℓ и ωℓ(g;π/n)p ≍ n−ℓ(ln(en))1/p при α = ℓ.
Допустим теперь, что α ∈ (σ,+∞), где σ = 1/p − 1/q, 1 < p < q <∞. В этом случае

∞
∑

n=1

nq−2Faqn =
∞
∑

n=1

n−(q(α−σ)+1) <∞,

и, следовательно, g ∈Mq(T) в силу предложения 1. Далее, в силу оценок (1.3) и (1.5) получаем
En−1(g)q ≍ n−(α−σ), n ∈ N. Для значений α ∈ (σ, ℓ] с учетом оценок (1.7) имеем ωℓ(g;π/n)q ≍
n−(α−σ), n ∈ N, поскольку α ∈ (σ, ℓ] ⇒ 0 < α − σ ≤ ℓ − σ < ℓ. Таким образом, при σ < α < ℓ

оценка (2.8) имеет место (в этом случае
{

En−1(g)p
}∞

n=1
∈ B

(p)
ℓ ):

nσωℓ(g;π/n)p ≍ n−(α−σ) ≍ En−1(g)q ≍ ωℓ(g;π/n)q, n ∈ N,

а при σ < α = ℓ оценка (2.8) не имеет места (в этом случае {En−1(g)p}
∞
n=1 /∈ B

(p)
ℓ ):

nσωℓ(g;π/n)p ≍ n−(ℓ−σ)(ln(en))1/p ≍ En−1(g)q(ln(en))
1/p ≍ ωℓ(g;π/n)q(ln(en))

1/p, n ∈ N.

2) Условия {En−1(f)p}
∞
n=1 ∈ B

(α)
ℓ и {ωℓ(f ;π/n)p}

∞
n=1 ∈ B

(α)
ℓ равносильны при любых

α ∈ [1,∞), 1 ≤ p ≤ ∞, ℓ ∈ N. Как было отмечено в замечании 5, равносильность указан-
ных условий при α > 1 сводится к известному случаю α = 1. Поэтому достаточно установить,
что для любой последовательности {ϕn}

∞
n=1 (0 < ϕn ↓ 0 при n ↑ ∞) при α > 1 имеет место

соотношение: {ϕn} ∈ B
(α)
ℓ ⇔ {ϕn} ∈ B

(1)
ℓ ≡ Bℓ, откуда, полагая ϕn = En−1(f)p, n ∈ N, либо

ϕn = ωℓ(f ;π/n)p, n ∈ N, получим

{En−1(f)p} ∈ B
(α)
ℓ ⇔ {En−1(f)p} ∈ B

(1)
ℓ ⇔

{

ωℓ

(

f ;
π

n

)

p

}

∈ B
(1)
ℓ ⇔

{

ωℓ

(

f ;
π

n

)

p

}

∈ B
(α)
ℓ .
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Если {ϕn} ∈ B
(1)
ℓ , то с учетом леммы 3 (полагаем γ = 1, β = α) имеем {ϕn} ∈ B

(α)
ℓ

при любом α > 1. С другой стороны, если {ϕn} ∈ B
(α)
ℓ при некотором α > 1, то очевидно, что

{ϕα
n} ∈ B

(1)
αℓ . Последнее условие на последовательность {ϕα

n} равносильно (Sαℓ)-условию: суще-
ствует ε ∈ (0, αℓ) такое, что {nαℓ−εϕα

n} почти возрастает и, следовательно, последовательность
{nℓ−ε/αϕn} также почти возрастает. Таким образом, последовательность {ϕn} удовлетворяет

(Sℓ)-условию, которое равносильно условию {ϕn} ∈ Bℓ ≡ B
(1)
ℓ . Отметим также, что ввиду

установленного соотношения имеем

{En−1(f)p} ∈ B
(α)
ℓ ⇔ {En−1(f)p} ∈ B

(β)
ℓ , {ωℓ(f ;π/n)p} ∈ B

(α)
ℓ ⇔ {ωℓ(f ;π/n)p} ∈ B

(β)
ℓ

при любых α, β ∈ [1,∞) и, следовательно, {En−1(f)p} ∈ B
(α)
ℓ ⇔ {ωℓ(f ;π/n)p} ∈ B

(β)
ℓ .

3) В силу (0.4) из оценки (2.7) следует неравенство (f ∈Mq(T), 1 < p < q <∞)

ωℓ

(

f ;
π

n

)

p
≤ C43(ℓ, p, q)n

−ℓ

( n
∑

ν=1

νp(ℓ−σ)−1ωp
ℓ

(

f ;
π

ν

)

q

)1/p

, n ∈ N. (3.1)

С другой стороны, применяя (0.3) в оценке (1.8) и учитывая (2.1), получим неравенство

ωℓ

(

f ;
π

n

)

q
≤ C44(ℓ, p, q)

( ∞
∑

ν=n+1

νqσ−1ωq
ℓ

(

f ;
π

ν

)

p

)1/q

, n ∈ N, (3.2)

которое при ℓ = 1 другим способом установлено П.Л.Ульяновым [5, § 4, теорема 4, нера-
венство (4.4)] (формулировка приведена ранее в [20, § 3, второе неравенство в (3.6′)]; там же
указывается, что это неравенство имеет место и при ℓ > 1).

Неравенство (3.1) для f ∈ Mq(T) ⊂ Mp(T) является обратным (в смысле оценки сверху
ωℓ(f ; δ)p посредством ωℓ(f ; δ)q) к неравенству (3.2), имеющему место для любой функции f ∈
Lq(T) при условии сходимости ряда (0.2). Из неравенства (3.1) можно сделать заключение,
что при переходе из класса Mq(T) в Mp(T), где p < q, гладкость функции увеличивается на
величину, не большую, чем σ = 1/p − 1/q. Последнее утверждение легко просматривается в
степенной шкале порядков убывания модулей гладкости, а именно: если f ∈Mq(T) и ωℓ(f ; δ)q ≍
δα, где 0 < α ≤ ℓ, то в силу неравенства (3.1)

ωℓ(f ; δ)p = O(δα+σ) при α+σ < ℓ и ωℓ(f ; δ)p = O(δα+σ(ln(πe/δ))1/p) при α+σ = ℓ, δ ∈ (0, π].

При этом для любого ε > 0 имеет место соотношение ωℓ(f ; δ)p 6= O(δα+σ+ε), поскольку в
противном случае неравенство (3.2) приводит к оценке ωℓ(f ; δ)q = O(δα+ε), что противоречит
исходному предположению ωℓ(f ; δ)q ≍ δα, δ ∈ (0, π].

Утверждения, аналогичные приведенным в предыдущем абзаце, для случая неотрицатель-
ных и невозрастающих на отрезке [0, 1] функций ранее установлены Э.А.Стороженко [21, § 3,
абзац после доказательства теоремы 4]. Отметим, что в [21] рассматривается случай ℓ = 1,
а соответствующие выводы основаны на привлечении первого неравенства в утверждении тео-
ремы 4 [21] и неравенства (3.2) при ℓ = 1.

Для функции g(x; q;α) =
∑∞

n=1 n
−(1/q′+α) cosnx, где α ∈ (0,+∞), 1/q + 1/q′ = 1, имеем

(необходимые обоснования приведены выше в п. 1) этого раздела): g ∈ Mq(T) и En−1(g)q ≍
n−α, n ∈ N, откуда ωℓ(g;π/n)q ≍ n−α при α < ℓ, ωℓ(g;π/n)q ≍ n−ℓ(ln(en))1/q при α = ℓ, и,
следовательно,

ωℓ(g; δ)q ≍ δα при α < ℓ и ωℓ(g; δ)q ≍ δℓ(ln(πe/δ))1/q при α = ℓ, δ ∈ (0, π].

Далее, поскольку g ∈ Mp(T) и En−1(g)p ≍ n−(α+σ), n ∈ N, то ωℓ(g;π/n)p ≍ n−(α+σ) при
α+σ < ℓ, ωℓ(g;π/n)p ≍ n−ℓ(ln(en))1/p при α+σ = ℓ, n ∈ N, откуда следует, что ωℓ(g; δ)p ≍ δα+σ

при α+σ < ℓ и ωℓ(g; δ)p ≍ δℓ(ln(πe/δ))1/p при α+σ = ℓ, δ ∈ (0, π]. Таким образом, при α+σ < ℓ
имеем

ωℓ(g; δ)p ≍ δα+σ = δσδα ≍ δσωℓ(g; δ)q , δ ∈ (0, π].
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