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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН
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УДК 519.6

ДИСКРЕТНО-НЕПРЕРЫВНАЯ ЗАДАЧА МАРШРУТИЗАЦИИ

С УСЛОВИЯМИ ПРЕДШЕСТВОВАНИЯ
1

А. Г. Ченцов, А. А.Ченцов

Рассматривается задача последовательного обхода замкнутых множеств в компактном метрическом

пространстве, осложненная ограничениями в виде условий предшествования и возможной зависимостью

функций стоимости от списка заданий. Исследуется вариант аппроксимативной реализации экстремума

посредством применения моделей, использующих задачи последовательного обхода мегаполисов (непу-

стых конечных множеств). Данный вариант естественным образом вкладывается в более общую кон-

струкцию, связанную с последовательным посещением конечной системы непустых замкнутых множеств

(НЗМ) в метризуемом компакте. Само же пространство НЗМ оснащается метрикой Хаусдорфа, в тер-

минах которой оценивается (при соответствующем условии непрерывности сечений функций стоимости)

близость экстремумов упомянутой задачи последовательного обхода для двух любых систем НЗМ (подра-

зумевается, что количество НЗМ в каждой системе одно и то же). При этом ограничения в виде условий

предшествования сохраняются.

Ключевые слова: маршрут, трасса, условия предшествования.

A. G.Chentsov, A.A.Chentsov. A discrete–continuous routing problem with precedence conditions.

We consider the problem of visiting closed sets in a compact metric space complicated by constraints in the

form of precedence conditions and a possible dependence of the cost function on a list of tasks. We study a variant

of the approximate realization of the extremum by applying models that involve problems of sequential visits to

megalopolises (nonempty finite sets). This variant is naturally embedded into a more general construction that

implements sequential visits to nonempty closed sets (NCSs) from a finite system in a metrizable compactum.

The space of NCSs is equipped with the Hausdorff metric, which is used to estimate (under the corresponding

condition that the sections of the cost functions are continuous) the proximity of the extrema in the problem

of sequential visits for any two systems of NCSs (it is assumed that the numbers or NCSs in the systems are

the same). The constraints in the form of precedence conditions are preserved.
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Введение

В исследованиях свердловской школы Н.Н.Красовского по теории управления большое
внимание уделялось решению конкретных задач и разработке соответствующих численных
методов. Данное направление занимает важное место в работах Н.Н.Субботиной, связанных с
построением обобщенных решений уравнения Гамильтона — Якоби, и в работах В.Н.Ушакова,
касающихся построения множеств достижимости и стабильных мостов, используемых при ре-
шении дифференциальных игр. Упомянутые стабильные мосты играют важную роль в связи
с фундаментальной теоремой об альтернативе Н.Н.Красовского и А.И.Субботина.

В предлагаемой статье методы вычислений рассматриваются для других задач, которые,
однако, объективно также связаны с процессами управления и возникают во многих прило-
жениях, включающих элементы маршрутизации перемещений при выполнении совокупности
заданий. В исследованиях такого рода применяется динамическое программирование (ДП),
которое активно используется и в традиционных задачах управления.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (гранты 15-01-07909, 16-01-00505, 16-01-00649) и ком-
плексной программы УрО РАН (проект 15-16-1-8).
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В известной [1–3] инженерной задаче управления инструментом при листовой резке де-
талей на машинах с ЧПУ предполагается обычно, что возле контуров вырезаемых деталей
намечены некоторые упорядоченные пары (УП) точек, одна из которых принимается как воз-
можная точка врезки (ВТВ), а вторая — как соответствующая ей точка выключения инстру-
мента. Получающиеся (конечные) множества, связанные с контурами, рассматриваются как
своеобразные мегаполисы, которые должны последовательно посещаться инструментом с це-
лью осуществления резки упомянутых контуров (см. [1–3] и др.). Сам процесс резки осложнен
ограничениями различных типов, среди которых выделим сейчас так называемые условия
предшествования (условия типа “одно после другого”). Так, в частности, у каждой детали
внутренние контуры должны вырезаться раньше внешнего.

Точки врезки и (соответствующие им) точки выключения инструмента обычно (при резке
по замкнутому контуру) близки и на этапе качественного исследования могут отождествлять-
ся. Дополнительные затраты, связанные с врезкой (пробивкой материала), могут быть вклю-
чены в стоимости внешних перемещений. Возникают, однако, вопросы: где именно следует
располагать ВТВ и сколько их должно быть? В частности, возникает и понятная идеализа-
ция: с каждым контуром можно связывать континуум ВТВ, располагаемых уже на “непре-
рывной” эквидистанте. Во всяком случае, данную возможность следует рассматривать как
своеобразный ориентир, приближение к которому осложнено, однако, трудностями вычисли-
тельной реализации.

Из приводимых ниже построений вытекает (при естественных для приложений условиях
на функции стоимости) возможность приближения по результату вышеупомянутой “непре-
рывной” (а точнее, дискретно-непрерывной) задачи соответствующими задачами с дискрети-
зацией множества ВТВ.

Отметим, что подобные проблемы имеют место и в других прикладных задачах. В частно-
сти, это касается важной инженерной задачи о демонтаже энергоблока АЭС, выведенного из
эксплуатации (см., например, [4]). Полезно отметить, что в данной задаче стоимости переме-
щений (дозы радиации) зависят от списка заданий, не выполненных на момент перемещения:
“светят” те и только те фрагменты оборудования, которые не были демонтированы. Как ре-
зультат, суммарная доза радиации, полученная работником, существенно зависит от маршрута
и конкретной траектории движения.

Имея в виду возможность различных применений, в статье рассматривается достаточно
общая постановка дискретно-непрерывной задачи маршрутизации с ограничениями, для ко-
торой изучаются возможности, связанные с аппроксимацией в классе моделей, использующих
задачи дискретной оптимизации (ДО), подобные [5–7]. Применяемая логика исследования до-
пускает аналогию с [8], где рассматривался частный случай постановки настоящей работы.

Следует заметить, что сами потенциально реализуемые задачи ДО имеют своим прототи-
пом известную труднорешаемую задачу коммивояжера (ЗК) [9–13], но обладают целым рядом
особенностей качественного характера. Нас интересуют сейчас задачи с “большими” мегапо-
лисами. Решение таких задач сопряжено с серьезными трудностями в части вычислений; речь
идет о затруднениях, обусловленных ограничениями. В [5–7] разработаны методы решения
задач ДО упомянутого типа, восходящие к [14] и базирующиеся на идеях широко понимаемо-
го ДП. В этой связи отметим работы [15;16], посвященные применению ДП для решения ЗК.
В процедурах [5–7;14] используется схема ДП, учитывающая эффект ограничений различных
типов (см., кроме того, [17; 18] в случае аддитивного агрегирования затрат, а также [19; 20] в
случае маршрутной задачи “на узкие места”).

В настоящей статье упомянутый вариант ДП предлагается использовать при решении за-
дач ДО, аппроксимирующих в нужном смысле исходную дискретно-непрерывную маршрут-
ную задачу. При этом реализуется приближение по результату (экстремумы задач ДО, при-
меняемых для целей аппроксимации, близки к экстремуму исходной дискретно-непрерывной
задачи), а оптимальные решения упомянутых задач ДО, являющихся маршрутными задача-
ми о посещении “больших” мегаполисов, соблюдают все ограничения этой исходной задачи.
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Таким образом, схема решения на основе варианта ДП, используемого в [5–7; 14] и ряде дру-
гих работ, определяет потенциально реализуемую возможность приближенного построения
оптимального решения исходной задачи (условия, налагаемые на параметры последней, не яв-
ляются обременительными и учитывают особенности многих прикладных задач упомянутого
типа).

1. Общие сведения

Ниже используется стандартная теоретико-множественная символика: кванторы, пропози-

циональные связки. В дальнейшем ∅ обозначает пустое множество,
△
= — равенство по опреде-

лению, def заменяет фразу “по определению”. Семейством называем множество, все элементы
которого — множества. Если a и b — объекты, то через {a; b} обозначаем (единственное) мно-
жество, содержащее в виде своих элементов a, b и не содержащее никаких других элементов.

Тогда для каждого объекта s в виде {s}
△
= {s; s} имеем синглетон, содержащий s : s ∈ {s}. Вся-

кое множество — объект. Поэтому для любых двух объектов x и y определена [21, c. 87] УП

(x, y)
△
= {{x}; {x; y}} упомянутых объектов (в [21, c. 87] для аналогичной цели использовалось

обозначение 〈x, y〉); x есть первый, y — второй элементы УП (x, y)). Во многих случаях УП
удобно рассматривать как целое и обозначать одной буквой. Тогда если z есть УП, то через
pr1(z) и pr2(z) обозначаем соответственно первый и второй элементы z, однозначно определя-
емые условием z = (pr1(z),pr2(z)).

Если H — множество, то через P(H) обозначаем семейство всех подмножеств (п/м) H;

P ′(H)
△
= P(H)\{∅} (семейство всех непустых п/м H); Fin(H) есть def семейство всех конечных

множеств из P ′(H), т. е. семейство всех непустых конечных п/м H.

Через R обозначаем вещественную прямую; N
△
= {1; 2; . . .} ∈ P ′(R) и No

△
= {0} ∪ N =

{0; 1; 2; . . .}. Если p ∈ No и q ∈ No, то

p, q
△
= {t ∈ No | (p 6 t)& (t 6 q)}

(при q < p имеем p, q = ∅; 1, k = {t ∈ N | t 6 k} при k ∈ N). Непустому конечному множеству
K сопоставляем его мощность |K| ∈ N, а также непустое множество (bi)[K] всех биекций

[22, c. 87] интервала 1, |K| на K. Как обычно, |∅|
△
= 0. Перестановка непустого множества Λ

есть биекция Λ на себя (см. [22, c. 87]).
Если A и B — непустые множества, то через BA обозначаем (непустое) множество всех

отображений из A в B (см. [21, c. 77]). При f ∈ BA и a ∈ A в виде f(a) ∈ B имеем значение
f в точке a. Условимся, что элементы N (натуральные числа) не являются множествами. С

учетом этого для любых множества T и числа n ∈ N вместо T 1,n используем, как обычно,
обозначение T n. При этом, конечно,

T n = T × · · · × T︸ ︷︷ ︸
n

,

а элементами T n являются кортежи “длины” n (строго говоря, это отображения из 1, n в T ).
Если S — непустое множество, то полагаем, что R+[S] есть def множество всех функций

из S в R+
△
= {ξ ∈ R | 0 6 ξ}; R+[S] — множество всех неотрицательных вещественнозначных

(в/з) функций на S.

Наряду с УП используем триплеты, также определяемые посредством УП: если a, b и c —

объекты, то [23, c. 17] (a, b, c)
△
= ((a, b), c) есть УП с первым элементом (a, b) и вторым элементом

c. Для любых трех непустых множеств A,B и C, как обычно [23, c. 17], A×B×C
△
= (A×B)×C.

Если, кроме того, D — непустое множество, ϕ ∈ DA×B×C , x ∈ A×B и y ∈ C, то для ϕ(x, y) ∈ D

используем также обозначение ϕ(x1, x2, y), где x1
△
= pr1(x) и x2

△
= pr2(x).
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Далее используются простейшие свойства метризуемых топологических пространств (ТП)
и непрерывных в/з функций на упомянутых пространствах (см. [24, гл. 4]).

2. Обсуждение задачи

Рассмотрим сначала некоторые специальные понятия и обозначения, фиксируя в дальней-
шем компактное метрическое пространство (X, ρ), X 6= ∅. Итак, ρ : X×X → R+ есть метрика
(на X), порождающая топологию τ на множестве X. Следовательно, (X, τ) — непустой мет-
ризуемый компакт. Через F обозначаем семейство всех непустых замкнутых (в (X, τ)) п/м X;
множества из F компактны в (X, τ), F ⊂ P ′(X).

Фиксируем далее xo ∈ X в качестве базы рассматриваемых процессов, а также N ∈ N,
N > 2. Кортежи (Fi)i∈1,N ∈ FN , являющиеся каждый отображением

(Fi)i∈1,N : 1, N −→ F ,

играют роль совокупностей целевых множеств (ЦМ) в определяемых далее “аддитивных” за-

дачах маршрутизации: полагая (здесь и далее) P
△
= (bi)[1, N ], рассматриваем процессы

(xo
△
= xo) → (x1 ∈ Fα(1)) → . . . → (xN ∈ Fα(N)), (2.1)

где α ∈ P подлежит выбору исследователем наряду с (x1, . . . , xN ). Перестановку α в (2.1) име-
нуем маршрутом, а кортеж точек, выбираемых из ЦМ, — трассой или траекторией процесса.
Через X обозначаем множество всех кортежей

(xi)i∈0,N : 0, N −→ X.

Среди кортежей из X выделяем трассы, согласованные с тем или иным маршрутом: при
(Fi)i∈1,N ∈ FN и α ∈ P полагаем, что

Xα[(Fi)i∈1,N ]
△
= {(xi)i∈0,N ∈ X | (xo = xo)& (xt ∈ Fα(t) ∀ t ∈ 1, N )}, (2.2)

получая непустое множество. Сам же выбор α ∈ P может быть стеснен ограничениями.

Условия предшествования. Фиксируем K ∈ P(1, N×1, N ). Итак, K есть п/м 1, N×1, N .
При z ∈ K имеем pr1(z) ∈ 1, N и pr2(z) ∈ 1, N. Постулируем в дальнейшем, что

∀ Ko ∈ P ′(K) ∃ zo ∈ Ko : pr1(zo) 6= pr2(z) ∀ z ∈ Ko (2.3)

(в [14, ч. 2] указаны легко проверяемые конкретные условия, которые гарантируют справед-
ливость (2.3) и типичны для задач, рассматриваемых в [1–3]). Тогда (см. (2.3), [14, ч. 2])

A
△
=

{
α ∈ P | ∀ z ∈ K ∀ t1 ∈ 1, N ∀ t2 ∈ 1, N (z = (α(t1), α(t2))) ⇒ (t1 < t2)

}
=

{
α ∈ P | α−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀ z ∈ K

}

есть непустое (и конечное) множество всех K-допустимых (допустимых по предшествованию)
маршрутов. Соответственно при (Fi)i∈1,N ∈ FN

D[(Fi)i∈1,N ]
△
=

{
(α,x) ∈ A× X | x ∈ Xα[(Fi)i∈1,N ]

}
6= ∅

есть множество всех допустимых решений (ДР) в смысле реализации (2.1).

Функции стоимости. Пусть N
△
= P ′(1, N ); элементы N (а это — непустые множества

индексов) называем списками. Фиксируем

(c ∈ R+[X ×X ×N ])& (f ∈ R+[X]). (2.4)
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Функцию c применяем для оценивания перемещений (см. (2.1)), а f — для оценивания терми-
нального состояния. Используем ниже аддитивное агрегирование стоимостей. Для этого при
α ∈ P и x ∈ X полагаем, что

Cα[x]
△
=

N∑
t=1

c(x(t− 1),x(t), {α(j) : j ∈ t,N}) + f(x(N)). (2.5)

В частности, (2.5) определено при α ∈ A и x ∈ Xα[(Fi)i∈1,N ], где (Fi)i∈1,N ∈ FN . Предметом
дальнейшего исследования являются задачи

Cα[x] −→ min, α ∈ A, x ∈ Xα[(Fi)i∈1,N ], (2.6)

где (Fi)i∈1,N ∈ FN . Так, задачи (2.6) определены, конечно, при F1 ∈ Fin(X), . . . , FN ∈ Fin(X).
Задачи этого типа относятся, строго говоря, к сфере ДО. Каждой задаче (2.6) сопоставляется
значение (экстремум)

V [(Fi)i∈1,N ]
△
= min

α∈A
inf

x∈Xα[(Fi)i∈1,N
]
Cα[x] = inf

(α,x)∈D[(Fi)i∈1,N
]
Cα[x] ∈ R+. (2.7)

В следующем разделе будут введены условия на функции (2.4), достаточные для существова-
ния в задачах (2.6) оптимальных ДР.

3. Некоторые свойства топологического характера и их следствия

Компакту (X, τ) сопоставляем “квадрат” в виде ТП

(X ×X, τ ⊗ τ), (3.1)

определяемый стандартным произведением двух экземпляров (X, τ) (см. [24, гл. 2]). Разуме-
ется, (3.1) — непустой метризуемый компакт. Метрика ρ̃ на множестве X ×X, порождающая
топологию τ ⊗ τ, может быть, в частности, определена в виде отображения

((x1, x2), (x
(1), x(2))) 7−→ sup({ρ(x1, x

(1)); ρ(x2, x
(2))}) : (X ×X)× (X ×X) −→ R+. (3.2)

Данная метрика ρ̃ (3.2) превращает X ×X в метрическое пространство. Кроме того, непустое
множество XN оснащаем топологией ⊗N (τ) N -й степени (X, τ), т. е. топологией произведения
N экземпляров (X, τ). По теореме Тихонова [24, 3.2.4]

(
XN ,⊗N (τ)

)
(3.3)

есть (метризуемый) компакт. Топология ⊗N (τ) порождается метрикой ρ♮ вида

((u′t)t∈1,N , (u′′t )t∈1,N ) 7−→ max
16t6N

ρ(u′t, u
′′
t ) : X

N ×XN −→ R+.

Отметим, что при (Fi)i∈1,N ∈ FN и α ∈ P в виде

N∏
i=1

Fα(i) = {(xi)i∈1,N ∈ XN | xj ∈ Fα(j) ∀ j ∈ 1, N} ∈ P ′(XN ) (3.4)

имеем замкнутое (а стало быть, и компактное в ТП (3.3)) п/м XN . Условимся о следующем
соглашении: если x ∈ X и x ∈ XN , то склеенное “движение” x�x ∈ X def таково, что

((x�x)(0)
△
= x)& ((x�x)(t)

△
= x(t) ∀ t ∈ 1, N

)
;
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в качестве x может использоваться xo. Легко видеть, что при (Fi)i∈1,N ∈ FN и α ∈ P справед-
ливо равенство

Xα[(Fi)i∈1,N ] =
{
xo �x : x ∈

N∏
t=1

Fα(t)

}
. (3.5)

Свойство (3.5) существенно в связи с компактностью множеств вида (3.4). Полагаем далее,

что C
∗
α[x]

△
= Cα[x

o �x] ∀α ∈ P ∀x ∈ XN . Тогда (см. (3.5)), как легко видеть,

V [(Fi)i∈1,N ] = min
α∈A

inf

x∈
N
∏

t=1

Fα(i)

C
∗
α[x].

Всюду в дальнейшем полагаем выполненным следующее условие.

Условие непрерывности функций стоимости. Функция f непрерывна как отображе-
ние из (X, τ) в R+. Кроме того, при всяком выборе K ∈ N функция

c(·,K)
△
= (c(z,K))z∈X×X ∈ R+[X ×X]

непрерывна как отображение из (X ×X, τ ⊗ τ) в R+ (см. (3.1)).

З а м е ч а н и е 3.1. Разумеется, с учетом метризуемости топологий τ и τ ⊗ τ вышеупомя-
нутое предположение эквивалентно требованию секвенциальной непрерывности функций f и
c(·,K), K ∈ N, которое, в свою очередь, может быть дано в терминах метрик ρ и ρ̃ соответ-
ственно. Далее, в силу компактности метризуемых ТП (X, τ) и (3.1) имеем (при упомянутом
условии непрерывности) факт равномерной непрерывности функций f и c(·,K), K ∈ N.

Предложение 3.1. Если α ∈ P, то C
∗
α[·]

△
= (C∗

α[x])x∈XN есть непрерывный функционал

на компакте (3.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из определений (см., в частности, (2.5)). С учетом ком-
пактности множеств (3.4) и (3.5) получаем, что ∀ (Fi)i∈1,N ∈ FN ∀α ∈ A ∃ xo ∈ Xα[(Fi)i∈1,N ]:

Cα[xo] 6 Cα[x] ∀x ∈ Xα[(Fi)i∈1,N ]. (3.6)

Поэтому (см. (2.7), (3.6)) имеем полезное следствие:

V [(Fi)i∈1,N ] = min
α∈A

min
x∈Xα[(Fi)i∈1,N

]
Cα[x] = min

(α,x)∈D[(Fi)i∈1,N
]
Cα[x] ∈ R+ ∀ (Fi)i∈1,N ∈ FN . (3.7)

4. Непрерывная зависимость значения задачи

при изменении целевых множеств

В настоящем разделе исследуются вопросы, связанные с зависимостью значения дискретно-
непрерывной задачи маршрутизации от ЦМ. Рассматриваем при этом (3.7) как зависимость от
N переменных, принимающих значения в семействе F . В этой связи заметим, что при F ∈ F

и x ∈ X

ρ(x;F )
△
= min

y∈F
ρ(x, y) ∈ R+ (4.1)

есть обычное расстояние от точки x до множества F. При фиксации F зависимость ρ(x;F ) от
x ∈ X обладает свойством непрерывности как в/з функция на компакте (X, τ), достигающая
максимума на любом множестве из F . Это позволяет ввести метрику Хаусдорфа [24, с. 441]
H ∈ R+[F × F ]: при F1 ∈ F и F2 ∈ F

H(F1, F2)
△
= sup

({
max
x∈F1

ρ(x;F2);max
x∈F2

ρ(x;F1)
})

∈ R+.



Дискретно-непрерывная задача маршрутизации 281

Итак, (F ,H) — (непустое) метрическое пространство. Возвращаясь к (2.4), отметим, что с
учетом равномерной непрерывности функций f и c(·,K), K ∈ N, могут быть введены их
модули непрерывности.

С учетом этого при K ∈ N полагаем, что ωK ∈ R+[R+] определяется условием

ωK(δ)
△
= sup({|c(z′,K)−c(z′′,K)| : (z′, z′′) ∈ (X×X)×(X×X), ρ̃(z′, z′′) 6 δ}) ∀ δ ∈ R+. (4.2)

Аналогичным образом функции f сопоставляется Ω ∈ R+[R+] посредством правила

Ω(δ)
△
= sup({|f(x′)− f(x′′)| : (x′, x′′) ∈ X ×X, ρ(x′, x′′) 6 δ}) ∀ δ ∈ R+. (4.3)

Из (4.2), (4.3) при K ∈ N имеем, конечно, что ωK(0) = 0 и ∀ ε ∈]0,∞[ ∃ δ ∈]0,∞[ : ωK(ζ) < ε

∀ ζ ∈ [0, δ]. Кроме того, Ω(0) = 0 и ∀ ε ∈]0,∞[ ∃ δ ∈]0,∞[ : Ω(ζ) < ε ∀ ζ ∈ [0, δ]. Функции
ωK , K ∈ N, и Ω изотонны (см. (4.2), (4.3)). Поскольку N — непустое конечное семейство,
определена функция

ω
△
=

(
max
K∈N

ωK(δ)
)
δ∈R+

∈ R+[R+] (4.4)

(“совокупный” модуль непрерывности) с аналогичными свойствами (ω(0) = 0, функция ω

изотонна и непрерывна в нуле). Отметим, что при F1 ∈ F и F2 ∈ F определены значения
ω(H(F1, F2)) ∈ R+ и Ω(H(F1, F2)) ∈ R+.

Предложение 4.1. Если (Fi)i∈1,N ∈ FN , (F̃i)i∈1,N ∈ FN , α ∈ P и x ∈ Xα[(Fi)i∈1,N ], то

∃ x̃ ∈ Xα[(F̃i)i∈1,N ] :

|Cα[x]− Cα[x̃]| 6 ω(H(Fα(1), F̃α(1)))

+
N∑
t=2

ω
(
sup ({H(Fα(t−1) , F̃α(t−1));H(Fα(t), F̃α(t))})

)
+Ω(H(Fα(N), F̃α(N))).

Д о к а з а т е л ь с т в о сводится к непосредственной комбинации (2.5), (4.1)–(4.4). �

Следствие 4.1. Если (Fi)i∈1,N ∈ FN , (F̃i)i∈1,N ∈ FN , δ ∈]0,∞[ и при этом H(Fj , F̃j)6 δ

∀ j ∈ 1, N, то справедливо неравенство

|V [(Fi)i∈1,N ]− V [(F̃i)i∈1,N ]| 6 Nω(δ) + Ω(δ).

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно. Итак, установлено свойство “непрерывности по резуль-
тату” семейства задач (2.6) при изменении кортежа ЦМ.

5. Вопросы аппроксимативной реализации, 1

В настоящем разделе следствие 4.1 применяется для построения аппроксимативных моде-
лей, оперирующих с задачами ДО. В интересах упрощения обозначений фиксируем далее

(Fi)i∈1,N ∈ FN , (5.1)

получая в качестве основной следующую дискретно-непрерывную версию задачи (2.6):

Cα[x] −→ min, α ∈ A, x ∈ Xα[(Fi)i∈1,N ]. (5.2)

Из (3.7), (5.1) получаем, что определено значение задачи (5.2):

V
△
= V [Fi)i∈1,N ] = min

α∈A
min

x∈Xα[(Fi)i∈1,N
]
Cα[x] = min

(α,x)∈D[(Fi)i∈1,N
]
Cα[x] ∈ R+. (5.3)



282 А. Г. Ченцов, А.А.Ченцов

При этом (см. (5.1)) F1 ∈ F , . . . ,FN ∈ F . Задача (5.2) не является, вообще говоря, задачей ДО,
и определение экстремума (5.3), а также ДР, точно или приближенно реализующих (5.3), пред-
ставляет серьезную проблему. Мы учитываем, что Fin(X) ⊂ F . Тогда, в частности, Fin(F) ⊂ F

при F ∈ F и

(ε− Fin)[F]
△
= {K ∈ Fin(F) | ρ(x;K) 6 ε ∀x ∈ F} ∈ P ′

(
Fin(F)

)
∀ε ∈ [0,∞[ (5.4)

(простое следствие компактности F), причем, как легко видеть,

H(F,K) 6 ε ∀K ∈ (ε− Fin)[F]. (5.5)

С учетом (5.4) получаем, в частности, что

N∏
i=1

(δ − Fin)[Fi]

= {(Ki)i∈1,N ∈ Fin(X)N | Kt ∈ (δ − Fin)[Ft] ∀ t ∈ 1, N} ∈ P ′(Fin(X)N ) ∀ δ ∈]0,∞[. (5.6)

Предложение 5.1. Если δ ∈]0,∞[ и (Mi)i∈1,N ∈
N∏
i=1

(δ − Fin)[Fi], то

V [(Fi)i∈1,N ] 6 V [(Mi)i∈1,N ] 6 V [(Fi)i∈1,N ] +Nω(δ) + Ω(δ). (5.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (5.4)–(5.6) и следствия 4.1 имеем неравенство

|V [(Fi)i∈1,N ]− V [(Mi)i∈1,N ]| 6 Nω(δ) + Ω(δ). (5.8)

При этом (см. (5.4), (5.6)) Mt ⊂ Ft ∀ t ∈ 1, N. Значит, согласно (2.2)

Xα[(Mi)i∈1,N ] ⊂ Xα[(Fi)i∈1,N ] ∀α ∈ A. (5.9)

С учетом (3.7) и (5.9) получаем, что V [(Fi)i∈1,N ] 6 V [(Mi)i∈1,N ], откуда (см. (5.8)) вытека-
ет (5.7). �

Из предложения 5.1 следует, что ∀ ε ∈]0,∞[ ∃ δ ∈]0,∞[ ∀ (Mi)i∈1,N ∈
N∏
i=1

(δ − Fin)[Fi]

V [(Fi)i∈1,N ] 6 V [(Mi)i∈1,N ] < V [(Fi)i∈1,N ] + ε. (5.10)

Согласно (5.6), (5.10) исходная дискретно-непрерывная задача (5.2) допускает аппроксима-
тивную реализацию в классе задач ДО, а точнее, в классе моделей, использующих “большие”
мегаполисы. Всюду в дальнейшем полагаем, что

(
xo /∈

N⋃
i=1

Fi

)
&(Fp ∩ Fq = ∅ ∀ p ∈ 1, N ∀ q ∈ 1, N \ {p}). (5.11)

6. Вопросы аппроксимативной реализации, 2

С учетом предложения 5.1 обсудим совсем кратко частный случай задачи, рассматривае-
мой в [5–7] (имеется в виду развитие схемы [14, § 4.9]). Итак, фиксируем M1 ∈ Fin(X), . . . ,MN ∈

Fin(X), получая кортеж (Mi)i∈1,N ∈ Fin(X)N . Для наших целей естественно полагать, что
(Mi)i∈1,N есть элемент множества (5.6) при некотором δ > 0. Учитывая (5.4), (5.6) и (5.11),
будем ограничиваться тем естественным случаем, когда

(
xo /∈

N⋃
i=1

Mi

)
&(Mp ∩ Mq = ∅ ∀ p ∈ 1, N ∀ q ∈ 1, N \ {p}),
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что соответствует [5–7;14] (см. также [17;18]). Множества M1, . . . ,MN называем мегаполисами.
Рассматриваем задачу

Cα[x] −→ min, α ∈ A, x ∈ Xα[(Mi)i∈1,N ], (6.1)

для которой значение (экстремум) совпадает с V [(Mi)i∈1,N ] ∈ R+. Поскольку D[(Mi)i∈1,N ]
непусто и конечно, в задаче (6.1) существует оптимальное решение в виде УП маршрут-трасса.
Для построения данного решения воспользуемся вариантом ДП [18, разд. 9], ограничиваясь из-
ложением соответствующего алгоритма на функциональном уровне. Прежде всего напомним
определение [14, § 4.9] семейства

G
△
= {K ∈ N | ∀ z ∈ K (pr1(z) ∈ K) =⇒ (pr2(z) ∈ K)} (6.2)

существенных списков (заданий). Пусть, кроме того, Gs
△
= {K ∈ G | s = |K|} ∀ s ∈ 1, N.

При этом (см. [5; 14, § 4.9]) GN = {1, N} и G1 = {{t} : t ∈ 1, N \ K1}, где (здесь и ниже)

K1
△
= {pr1(z) : z ∈ K}. Наконец (см. [5]),

Gs−1 = {K \ {t} : K ∈ Gs, t ∈ I(K)} ∀ s ∈ 2, N. (6.3)

Здесь I — отображение, действующее в N по правилу

I(K)
△
= K \ {pr2(z) : z ∈ Ξ[K]}, (6.4)

где Ξ[K]
△
= {z ∈ K | (pr1(z) ∈ K)& (pr2(z) ∈ K)}, K ∈ N.

Посредством (6.3) определена рекуррентная процедура построения всего семейства (6.2):
GN известно, цепочка GN → GN−1 → . . . → G1 реализуется на основе (6.3).

Следующий этап реализации ДП — создание слоев Do, D1, . . . ,DN пространства позиций—
ориентирован на то, чтобы избежать насчитывания всего массива значений функции Беллма-
на и также ограничиться системой слоев данной функции, что существенно с точки зрения
расходования памяти вычислителя. В виде

X
△
= {xo} ∪

( N⋃
i=1

Mi

)
∈ Fin(X)

определяем фазовое пространство дискретной модели. Полагаем Do
△
= {(x,∅) : x ∈ M}, где M

есть объединение всех множеств Mi, i ∈ 1, N \ K1, и DN
△
= {(xo, 1, N )}. При s ∈ 1, N − 1 и

K ∈ Gs определяем последовательно

Js(K)
△
= {j ∈ 1, N \K | {j}∪ K ∈ Gs+1}, Ms[K]

△
=

⋃
j∈Js(K)

Mj , Ds[K]
△
= {(x,K) : x ∈ Ms[K]},

получая всякий раз непустые конечные множества. Тогда

Ds
△
=

⋃
K∈Gs

Ds[K] ∈ P ′(X× Gs) ∀ s ∈ 1, N − 1.

Итак, в виде D1, . . . ,DN имеем набор непустых п/м конечного множества X× G. Важно сле-
дующее свойство (см. [5–7;17; 18]) построенных слоев:

(y,K \ {k}) ∈ Ds−1 ∀ s ∈ 1, N ∀K ∈ Gs ∀ k ∈ I(K) ∀ y ∈ Mk. (6.5)

Отображение I (6.4) играет важную роль в конструкции, связанной с реализацией слоев про-
странства позиций. Данные слои порождают, в свою очередь, слои функции Беллмана, кото-
рые введем сразу посредством следующей рекуррентной процедуры:
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1) Полагаем, что vo ∈ R+[Do] определяется условием vo(x,∅)
△
= f(x) ∀x ∈ M.

2) Если s ∈ 1, N и функция vs−1 ∈ R+[Ds−1] уже построена, то в силу (6.5) определено при
(x,K) ∈ Ds выражение

min
j∈I(K)

min
y∈Mj

[c(x, y,K) + vs−1(y,K \ {j})] ∈ R+.

С учетом этого полагаем, что функция vs ∈ R+[Ds] такова, что

vs(x,K)
△
= min

j∈I(K)
min
y∈Mj

[c(x, y,K) + vs−1(y,K \ {j})] ∀ (x,K) ∈ Ds. (6.6)

Итак, (6.6) определяет трансформацию функции vs−1 в vs.

3) Процедура завершается построением функции vN ∈ R+[DN ], определяемой единствен-
ным значением vN (xo, 1, N ) ∈ R+. Более того,

V [(Mi)i∈1,N ] = vN (xo, 1, N ). (6.7)

З а м е ч а н и е 6.1. В настоящем кратком изложении мы опустили ряд важных поло-
жений [5–7; 18], из которых следует (см., например, [18, разд. 6, 9]), в частности, что каждая
из функций vo, v1 . . . , vN является сужением “единой” функции Беллмана для задачи (6.1),
откуда и вытекает равенство (6.7).

Таким образом, (6.6) определяет рекуррентную процедуру

vo → v1 → . . . → vN , (6.8)

доставляющую, в частности, значение (экстремум) задачи (6.1) посредством (6.7). Если огра-
ничиться определением величины (6.7), то представляется естественным с точки зрения эко-
номии ресурсов памяти вычислителя следующий алгоритм.

Алгоритм нахождения экстремума задачи (6.1). Из (6.6) следует, что

V [Mi)i∈1,N ] = min
j∈I(1,N)

min
y∈Mj

[c(xo, y, 1, N ) + vN−1(y, 1, N \ {j})]. (6.9)

Из (6.9) видно, что для нахождения (6.7) достаточно располагать функцией vN−1; аналогичное
суждение справедливо по отношению к любой функции vs, s ∈ 1, N, цепочки (6.8). Тогда
можно наметить следующие этапы работы алгоритма:

1′) Располагаем функцией vo, определяемой в 1).
2′) Пусть s ∈ 1, N и нам известна функция vs−1. Используя (6.6), находим функцию vs,

после чего заменяем массив значений vs−1 (он уничтожается) массивом значений vs.

3′) Значение V [(Mi)i∈1,N ] выводим посредством (6.7), (6.9). �

На всех этапах реализации данного алгоритма в памяти вычислителя находится массив
значений только одной функции, участвующей в (6.8).

Построение оптимального решения задачи (6.1). Для данного построения необходи-
мо сохранять в памяти все функции v1, . . . , vN , которые сейчас мы предполагаем полученными
на основе преобразований, подобных (6.6).

Пусть xo
△
= xo. Далее, используя (6.9), выбираем η1 ∈ I(1, N ) и x1 ∈ Mη1 так, что при этом

V [(Mi)i∈1,N ] = c(xo,x1, 1, N ) + vN−1(x1, 1, N \ {η1}) (6.10)

(решаем локальную задачу оптимизации, связанную с (6.9)). В силу (6.5) имеем: (x1, 1, N \

{η1}) ∈ DN−1. При этом согласно (6.6)

vN−1(x1, 1, N \ {η1} = min
j∈I(1,N\{η1})

min
y∈Mj

[c(x1, y, 1, N \ {η1}) + vN−2(y, 1, N \ {η1; j})]. (6.11)
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С учетом (6.11) выбираем η2 ∈ I(1, N \ {η1}) и x2 ∈ Mη2 так, что

vN−1(x1, 1, N \ {η1}) = c(x1,x2, 1, N \ {η1}) + vN−2(x2, 1, N \ {η1; η2}); (6.12)

при этом определяем в силу (6.5), что (x2, 1, N \ {η1; η2}) ∈ DN−2. Отметим, кстати, что из
(6.10) и (6.12) вытекает равенство

V [(Mi)i∈1,N ] = c(xo,x1, 1, N ) + c(x1,x2, 1, N \ {η1}) + vN−2(x2, 1, N \ {η1; η2}). (6.13)

З а м е ч а н и е 6.2. Если N = 2, то из (6.13) по определению vo выводим сразу, что
(ηj)j∈1,2 и (xj)j∈0,2 позволяют получить оптимальное решение задачи (6.1) (см. в этой связи
(2.5) и установленное в [14, теорема 2.2.1, (2.2.32)] представление A).

При N > 2 построение на основе соотношений, подобных (6.10), (6.12), следует продол-
жать вплоть до исчерпывания индексного множества 1, N. Точнее, после исполнения N одно-

типных шагов, подобных (6.10), (6.12), будут построены маршрут η
△
= (ηi)i∈1,N ∈ A и трасса

x
△
= (xi)i∈0,N ∈ Xη[(Mi)i∈1,N ], для которых Cη[x] = V [(Mi)i∈1,N ]; УП (η,x) ∈ D[(Mi)i∈1,N ]

является, следовательно, оптимальным решением задачи (6.1).

З а м е ч а н и е 6.3. Если (Mi)i∈1,N ∈
N∏
i=1

(δ − Fin)[Fi], где δ ∈]0,∞[, то справедливо (5.7),

(η,x) ∈ D[(Fi)i∈1,N ] и при этом Cη[x] 6 V [(Fi)i∈1,N ] +Nω(δ) + Ω(δ).

7. Конкретизация общих положений для задачи

управления режущим инструментом

В настоящем разделе кратко обсудим одно из возможных применений аппроксимативных
конструкций двух предыдущих разделов: рассматриваем вопрос о реализации раскройного
плана (см. [1–3]), полагая, что X есть достаточно большой прямоугольник на плоскости, т. е.
лист, на котором намечены детали, подлежащие резке. В качестве ρ используем обычную
евклидову метрику данного плоского множества, получая вариант компакта (X, ρ) разд. 2.
Рассматриваем процедуру резки по замкнутому контуру. В этом случае с каждым контуром
связывается эквидистанта, по которой и осуществляется резка (создание некоторого “отступа”
от контура необходимо по технологическим условиям). В принципе любая точка эквидистан-
ты может выбираться в качестве ВТВ (некоторые сопутствующие обстоятельства, связанные
с врезкой, сейчас опускаем, отсылая к [1–3; 25; 26]), если игнорировать ограничения на жест-
кость листа и деталей, тепловые допуски. Некоторые из этих (динамических) ограничений
можно учесть посредством введения соответствующей зависимости стоимостей перемещений
от списка заданий (см. (2.4)), т. е., по сути, за счет введения штрафов. Мы не будем, однако,
сейчас (в данном разделе) на этом останавливаться, привлекая упрощенную модель резки.
Итак, логично допускать выбор любой точки эквидистанты в качестве ВТВ. В этом случае
возникает многомерная задача нелинейного программирования [27, гл. 5], осложненная огра-
ничениями в виде условий предшествования (в частности, внутренние контуры каждой детали
должны вырезаться раньше внешнего). Решение этой задачи сопряжено с большими трудно-
стями, даже если функции (2.4) определяются евклидовыми расстояниями и зависимость от
списка заданий в функции c отсутствует.

Подход, изложенный в разд. 5, 6 и связанный с применением моделей на основе задач ДО,
можно рассматривать как способ решения исходной дискретно-непрерывной маршрутной за-
дачи с любой наперед заданной точностью. В рамках данного подхода предлагается дискрети-
зировать эквидистанты контуров, создавая тем самым мегаполисы и сохраняя условия пред-
шествования исходной задачи (последние касаются таких макрообъектов, как эквидистанты и
мегаполисы). При этом (5.7) определяет потребную мощность мегаполисов в модельной задаче.
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В этой связи полезно отметить следующий простейший случай: функция c в (2.4) не за-
висит от списка заданий и определяется евклидовой метрикой ρ, а функция f в (2.4) есть
евклидово расстояние до заданной точки xoo ∈ X. Здесь полагаем, что

c(x′, x′′,K)
△
= ρ(x′, x′′) ∀x′ ∈ X ∀x′′ ∈ X ∀K ∈ N. (7.1)

Пусть также f(x)
△
= ρ(x, xoo) ∀x ∈ X. Тогда c(z,K) = ρ(z) = ρ(pr1(z),pr2(z)) при z ∈ X ×X

и K ∈ N. Примем теперь, что ωo ∈ R+[R+] определяется условиями

ωo(δ)
△
= sup({|ρ(z′)− ρ(z′′)| : (z′, z′′) ∈ (X ×X)× (X ×X), ρ̃(z′, z′′) 6 δ}) ∀ δ ∈ R+. (7.2)

Тогда в силу (4.2), (7.1) имеем ωK = ωo ∀K ∈ N. С учетом (4.4) выводим теперь, что ω = ωo.

Отметим, что, как легко видеть,

|ρ(x′, y)− ρ(x′′, y)| 6 ρ(x′, x′′) ∀x′ ∈ X ∀x′′ ∈ X ∀ y ∈ X, (7.3)

|ρ(x, y′)− ρ(x, y′′)| 6 ρ(y′, y′′) ∀x ∈ X ∀ y′ ∈ X ∀ y′′ ∈ X. (7.4)

Если z′ ∈ X × X, z′′ ∈ X ×X, x′
△
= pr1(z

′), y′
△
= pr2(z

′), x′′
△
= pr1(z

′′) и y′′
△
= pr2(z

′′), то при
K ∈ N

|c(z′,K)− c(z′′,K)| = |ρ(x′, y′)− ρ(x′′, y′′)|

≤ |ρ(x′, y′)− ρ(x′′, y′)|+ |ρ(x′′, y′)− ρ(x′′, y′′)| ≤ ρ(x′, x′′) + ρ(y′, y′′)

(мы учли (7.3), (7.4)), а потому согласно (3.2)

|c(z′,K)− c(z′′,K)| 6 2ρ̃(z′, z′′), (7.5)

где c(z′,K) = ρ(z′) и c(z′′,K) = ρ(z′′). Подобно (7.5) имеем неравенство |ρ(z′) − ρ(z′′)| 6

2ρ̃(z′, z′′). Как следствие получаем с учетом (7.2), что

ωo(δ) 6 2δ ∀ δ ∈ R+. (7.6)

Далее, при x′ ∈ X и x′′ ∈ X имеем (см. (7.3)), что

|f(x′)− f(x′′)| = |ρ(x′, xoo)− ρ(x′′, xoo)| 6 ρ(x′, x′′). (7.7)

Поэтому согласно (4.3) в нашем случае

Ω(δ) 6 δ ∀ δ ∈ R+. (7.8)

Отметим, что согласно (7.1) (см. также определение f в терминах ρ) имеем в силу (7.5) и (7.7),
что наши конкретные функции c(·,K), K ∈ N, и f непрерывны.

Предложение 7.1. Если δ ∈]0,∞[ и (Mi)i∈1,N ∈
N∏
i=1

(δ − Fin)[Fi], то

V [(Fi)i∈1,N ] 6 V [(Mi)i∈1,N ] ≤ V [(Fi)i∈1,N ] + 2Nδ + δ.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из предложения 5.1 с учетом (7.6), (7.8) и равенства
ω = ωo. Таким образом, по заданному ε, ε > 0, можно подобрать параметр δ, δ > 0, так,
что при любом выборе кортежа мегаполисов (Mi)i∈1,N из множества (5.6) в виде V [(Mi)i∈1,N ]
будет получено ε-приближение экстремума V [(Fi)i∈1,N ] (напомним, что условие (5.11) предпо-
лагается выполненным). �

В силу предложения 7.1 ключевым становится вопрос решения задачи о посещении “боль-
ших” мегаполисов, т. е. мегаполисов M1, . . . ,MN , для которых при “малых” δ, δ > 0, оказыва-
ется возможным реализовать включения

M1 ∈ (δ−Fin)[F1], . . . ,MN ∈ (δ−Fin)[FN ]. (7.9)
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Вопрос о размещении мегаполиса Mj в Fj при j ∈ 1, N затруднений не представляет (обычно
речь идет о равномерных сетках). Более принципиальным является (см. (7.9)) вопрос об обес-
печении достаточно больших значений |M1|, . . . , |MN |. В этой связи заметим, что при условии
|Mj | ≡ µ, где µ ∈ N, общее количество возможных решений (пар маршрут-трасса) есть µN ·N !.

Приведенные в настоящей работе алгоритмические конструкции были реализованы в виде
программы для ПЭВМ (использован язык программирования C++), работающей под управ-
лением 64-разрядной операционной системы семейства Windows, начиная с Windows 7. Вы-
числительная часть программы реализована в отдельном от интерфейса пользователя потоке.
Для случаев решения задачи на плоскости имеется возможность графического представления
траектории движения, отдельные участки графика могут быть увеличены, а все изображение
может быть сохранено в файл графического формата bmp. Исходные данные и результаты
работы программы хранятся в текстовом файле специальной структуры. Вычислительный
эксперимент проводился на компьютере с центральным процессором Intel Core i7 объемом
ОЗУ 64 гБ с установленной операционной системой Windows 7 Максимальная Sp1.

Рассматривались конкретные варианты решения задачи управления инструментом, раз-
личающиеся размерностью мегаполисов. Предполагалось, что xo = (0, 0), N = 33, |K| = 63.
Опуская по соображениям объема описание мегаполисов, приведем результаты эксперимен-
тов, характеризующие качество решения, обозначая через µ мощность каждого из множеств
M1, . . . ,M33 (предполагается их равномощность). Следуя построениям разд. 5 и 6, полагаем,
что данные мегаполисы получены дискретизацией континуальных множеств F1, . . . ,FN (гра-
ницы прямоугольников, окружности), описание которых опустим по соображениям объема
(см. рис. 1, 2). Условия предшествования типичны для задач такого типа: внутренние кон-
туры деталей должны вырезаться раньше внешних; при размещении одних деталей в других
раньше должна осуществляться резка внутренних деталей.

Ниже рассматриваются конкретные примеры применения вышеупомянутых аппроксима-
тивных конструкций для исследования маршрутных задач с “непрерывными”, а точнее, кон-
тинуальными множествами на плоскости. Исследуются модельные задачи, ориентированные
на проблему, связанную с листовой резкой на машинах с ЧПУ.

Итак, мы рассматриваем достаточно простые детали, у которых, однако, имеется несколь-
ко контуров, подлежащих резке; представлены также вложенные системы деталей. Эти об-
стоятельства приводят к вышеупомянутым условиям предшествования. По самому смыслу
задачи процедуры резки контуров могут и должны осуществляться по “непрерывным” экви-
дистантам, т. е. с некоторым запасом, обеспечивающим сохранность вырезаемых деталей. В
этой связи уместно (см. введение) полагать, что данные эквидистанты образуют в своей сово-
купности кортеж (5.1). На рис. 1, 2 упомянутые “непрерывные” эквидистанты специально не
выделяются, но легко угадываются по их дискретизациям, образующим соответствующие ме-
гаполисы; мощности последних предполагаются совпадающими и достаточно большими. Так,
на рисунках приведены варианты мегаполисов, возникающих из соображений дискретизации
“непрерывных” эквидистант; каждый мегаполис состоит из 120 “городов”. По этой причине,
кстати, мегаполисы, отвечающие “малым” эквидистантам (в смысле длины), воспринимаются
зрительно как “непрерывные” (сплошные) замкнутые кривые. В случае протяженных эквиди-
стант (на рисунках — прямоугольники) дискретизация уже заметна. Таким образом, на рис.
1, 2 можно увидеть и фрагменты, в большей степени отражающие конечную цель (посеще-
ние “непрерывных” эквидистант), и фрагменты, на которых проявляется аппроксимативная
схема решения (приближение к цели посредством дискретизаций упомянутых эквидистант).
Предложение 7.1 определяет “вилку” для значений аппроксимирующих задач ДО. Что же ка-
сается ДР для “непрерывной” задачи, доставляющих оптимум последней с высокой, но все
же конечной степенью точности, то в их качестве можно использовать оптимальные ДР ап-
проксимирующих задач ДО. В предложении 7.1 (для более общего случая — в замечании 6.3)
указаны соответствующие оценки близости по результату.
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1) Вариант “незамкнутой” (и неосновной) задачи: функция f полагается тождественно
равной нулю (функция c определялась при этом посредством (7.1)). При µ = 60 и δ = 6, 67
получено V [(Mi)i∈1,33] = 411, 57 и время счета — 5 ч 10 мин 58 с; при µ = 80 и δ = 3, 89
V [(Mi)i∈1,33] = 411, 02 и время счета — 5 ч 33 мин 59 с; при µ = 100 и δ = 3, 04 V [(Mi)i∈1,33] =
410, 97 и время счета — 6 ч 0 мин 39 с; при µ = 120 и δ = 2, 59 V [(Mi)i∈1,33] = 410, 91 и время
счета — 6 ч 33 мин 5 с. В данном случае верхняя оценка в цепочке неравенств предложения
7.1 естественным образом улучшается за счет отбрасывания последнего слагаемого δ в связи
с “занулением” терминальной функции f . График маршрута и трассы для µ = 120 приведен
на рис. 1.

2) Вариант “замкнутой” задачи (основной) при xoo = xo = (0, 0): функции c и f определены
выше. При µ = 60 и δ = 6, 67 получено значение V [(Mi)i∈1,33] = 445, 44 и время счета — 5 ч
14 мин 24 с; при µ = 80 и δ = 3, 89 V [(Mi)i∈1,33] = 445, 23 и время счета — 5 ч 35 мин 15 с;
при µ = 100 и δ = 3, 04 V [(Mi)i∈1,33] = 445, 22 и время счета — 6 ч 1 мин 51 с; при µ = 120
и δ = 2, 59 V [(Mi)i∈1,33] = 445, 04 и время счета — 6 ч 34 мин 44 с. Для данного варианта
оценочное свойство определяется предложением 7.1. График маршрута и трассы для µ = 120
приведен на рис. 2.

Рис. 1. Маршрут и трасса в “незамкнутой” задаче при значении µ, равном 120.
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Рис. 2. Маршрут и трасса в “замкнутой” задаче при значении µ, равном 120.

Отметим, что как в случае 1), так и в случае 2) при увеличении мощности мегаполисов
(параметр µ) неуклонно улучшался достигаемый результат (значение V [(Mi)i∈1,33]) за счет
лучшего приближения к гипотетическим континуальным множествам (множества F1, . . . ,F33,
которые мы в связи с экспериментом не обсуждали, могут быть легко восстановлены; это гра-
ницы прямоугольников и окружности) при соответствующем увеличении времени счета. Такое
поведение результатов является вполне логичным с точки зрения проблем вычислительной ре-
ализации.
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Введение

Математическая теория управления и теория динамических игр располагают широким
спектром фундаментальных методов исследования управляемых эволюционных процессов раз-
личной природы. Ключевая роль в этой системе знаний принадлежит уральской научной шко-
ле, основанной Н.Н.Красовским [1–3], создавшим ряд классических методов в данной области.
Сегодня его ученики [4–9] возглавляют авторитетные научные коллективы, работают в раз-
личных уголках мира и продолжают удерживать ведущие позиции.

Крупный вклад в становление и развитие указанного научного направления внесли, в част-
ности, Н.Н.Субботина [10; 11] и В.Н.Ушаков [12; 13]. Их труды, посвященные изучению вяз-
костных решений уравнения Гамильтона— Якоби— Беллмана — Айзекса, построению стабиль-
ных мостов, и связанные с этими проблемами аналитические результаты вошли в сокровищ-
ницу мировой науки.

Данная работа примыкает к упомянутым исследованиям. Она посвящена изучению неста-
ционарных игровых задач динамики на основе первого прямого метода Понтрягина [14; 15]
и метода разрешающих функций [16–19]. Рассматривается случай, когда условие Понтряги-
на не имеет места. В этой ситуации вместо селектора Понтрягина, которого не существует,
рассматривается некоторая функция сдвига, а с ее помощью вводятся специальные много-
значные отображения. Они порождают верхние и нижние разрешающие функции двух типов,
через которые формулируются достаточные условия завершения игры за некоторое гаранти-
рованное время. Дается сравнение уже упомянутых методов. Результаты иллюстрируются на
модельном примере с простыми движениями игроков.
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1. Постановка задачи

Динамика конфликтно-управляемого процесса в конечномерном евклидовом пространст-
ве R

n задается системой квазилинейных дифференциальных уравнений

ż = A(t)z + ϕ (t, u, v) , z (t0) = z0, t ≥ t0 ≥ 0. (1.1)

Здесь A(t) — матричная функция порядка n, элементы которой являются измеримыми
функциями; они к тому же суммируемы на любом конечном интервале [t0, T ], t0 < T < +∞.
Управляющие параметры игроков u и v в каждый момент времени выбираются из областей
управления U(t) и V (t) соответственно, которые являются измеримыми компактнозначными
отображениями с образами в R

n при t ∈ [t0,+∞). Вектор-функция ϕ (t, u, v) — блок управле-
ния — удовлетворяет условиям Каратеодори: она измерима по t и непрерывна по совокупно-
сти (u, v) на соответствующих областях определения. Кроме того, будем предполагать, что

‖ϕ(t, u, v)‖ ≤ c(t) при u ∈ U(t), v ∈ V (t), t ∈ [t0,+∞), (1.2)

где c(t) — некоторая локально суммируемая функция.

Вместе с нестационарной динамической системой (1.1) задано цилиндрическое терминаль-
ное множество

M∗(t) = M0 +M(t), t ∈ [t0,+∞) , (1.3)

где M0 — линейное подпространство из R
n, а M(t) — измеримое компактнозначное отображе-

ние, образы которого принадлежат ортогональному дополнению L к M0 в R
n.

Определим информированность обоих игроков в процессе игры. Второй игрок в качестве
допустимого управления выбирает произвольные измеримые селекторы многозначного отоб-
ражения V (t). Поскольку это отображение измеримо и замкнутозначно, то в силу теоремы
об измеримом выборе [20, p. 308] такие селекторы существуют; их совокупность обозначим
через ΩE. Если первый игрок в момент t, t ≥ t0, имеет информацию о начальном состоянии
процесса (t0, z0) и предыстории управления второго игрока

vt(·) = {v(s) : v(s) ∈ V (s), s ∈ [t0, t]} ,

т. е. u(t) = u (t0, z0, t, vt(·)), то будем говорить, что его управление предписано квазистрате-
гией [2]. При этом допустимое управление u(t) обязано быть измеримым селектором отобра-
жения U(t).

В случае, когда первый игрок принимает решение в момент t лишь на основе информа-
ции о начальном состоянии (t0, z0) и мгновенном значении управления второго игрока, т. е.
u(t) = u (t0, z0, t, v(t)), то говорят о контруправлении по Н.Н.Красовскому [1], которое пред-
писывается стробоскопической стратегией О. Хайека [21]. Конечно же, и в этом случае u(t)
должно быть измеримым селектором отображения U(t). Цель первого игрока — вывести тра-
екторию процесса (1.1) на терминальное множество (1.3), второй игрок этому препятству-
ет. При сделанных предположениях необходимо найти достаточные условия завершения иг-
ры (1.1)–(1.3) в пользу первого игрока за некоторое гарантированное время, указав управление
первого игрока, которое обеспечивает ему этот результат.

2. Условие Понтрягина. Первый прямой метод

Обозначим через π ортопроектор, который действует из R
n в L, и введем многозначное

отображение

ϕ (t, U(t), v) = {ϕ(t, u, v) : u ∈ U(t)} , v ∈ V (t), t ≥ t0.
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В силу предположений о параметрах конфликтно-управляемого процесса (1.1)–(1.3) и теоремы
о прямом образе [20, p. 314] это отображение измеримо по t и непрерывно по v в метрике
Хаусдорфа.

Положим

W (t, τ, v) = πΦ(t, τ)ϕ(τ, U(τ), v), W (t, τ) =
⋂

v∈V (τ)

W (t, τ, v), t ≥ τ ≥ t0,

где Φ(t, τ) — переходная матрица однородной системы (1.1) — матрица Коши или матрицант.
Многозначное отображение W (t, τ, v) является измеримым по τ и непрерывным по v, а

отображение W (t, τ) измеримо по τ и замкнутозначно [20]. Измеримость по τ W (t, τ) следует
из свойств пересечения счетного числа измеримых отображений, а также теоремы Кастена
о существовании у измеримого отображения счетного всюду плотного апроксимирующего се-
мейства измеримых селекторов [22, c. 119–121].

У с л о в и е Понтрягина. Многозначное отображение W (t, τ) имеет непустые образы при
t0 ≤ τ < t < +∞.

В силу условия Понтрягина и свойств многозначного отображения W (t, τ) в нем существует
хотя бы один измеримый по τ селектор — селектор Понтрягина, что позволяет ввести интеграл
Ауманна [20] от W (t, τ).

Положим

P (t0, z0) =

{
t ≥ t0 : πΦ(t, t0)z0 ∈ M(t)−

t∫

t0

W (t, τ)dτ

}
(2.1)

и введем функцию
p (t0, z0) = inf {t : t ∈ P (t0, z0)} ,

определяющую наименьшее гарантированное время схемы первого прямого метода Понтряги-
на [14; 15].

Теорема 1. Пусть для игровой задачи (1.1)–(1.3) выполнено условие Понтрягина,

P (t0, z0) 6= ∅ и P ∈ P (t0, z0).
Тогда траектория процесса (1.1) может быть приведена на множество (1.3) в момент P

с помощью некоторого контруправления.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из предположений теоремы и включения в соотношении (2.1)
имеем

πΦ (P, t0) z0 ∈ M(P )−

P∫

t0

W (P, τ)dτ.

Это означает, что существуют такая точка m ∈ M(P ) и, по определению интеграла Ауманна,
такой измеримый селектор Понтрягина γ(P, τ), τ ∈ [t0, P ], что

πΦ (P, t0) z0 = m−

P∫

t0

γ(P, τ)dτ. (2.2)

Рассмотрим многозначное отображение

U0(τ, v) =
{
u ∈ U(τ) : πΦ (P, t0)ϕ (τ, u, v) − γ(P, τ) = 0

}
, v ∈ V (τ), τ ∈ [t0, P ]. (2.3)

При произвольном допустимом управлении v(τ), τ ∈ [t0, P ], в силу теоремы Филиппова —
Кастена [15, c. 375] в нем существует измеримый селектор u0(τ) = u0 (τ, v(τ)) , τ ∈ [t0, P ]. Его
и выберем в качестве управления первого игрока.
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Тогда из формулы Коши для представления проекции решения уравнения (1.1)

πz(P ) = πΦ (P, t0) z0 +

P∫

t0

πΦ (P, τ)ϕ (τ, u0(τ), v(τ)) dτ

c учетом соотношения (2.2) и равенства в (2.3) получим πz(P ) = m ∈ M(P ), что и завершает
доказательство. �

З а м е ч а н и е 1. Отметим отдельно, что селектор Понтрягина γ(P, τ) определяется в
схеме доказательства и связан соотношением (2.2).

3. Верхние и нижние разрешающие функции

Далее условие Понтрягина не предполагается выполненным и, следовательно, селектор
Понтрягина не существует. Его роль будет выполнять некоторая специальная функция. Обо-
значим

∆(t0) = {(t, τ) : t0 ≤ τ ≤ t < +∞} .

Пусть γ(t, τ), γ : ∆(t0) → L, — почти везде ограниченная измеримая по t функция, сумми-
руемая по τ , τ ∈ [t0, t], для каждого t, t ≥ t0. Назовем ее функцией сдвига и зафиксируем в
дальнейшем. Обозначим

ξ(t) = ξ (t, t0, z0, γ(t, ·)) = πΦ(t, t0)z0 +

t∫

t0

γ(t, τ)dτ

и рассмотрим многозначное отображение

A (t, τ, v) =
{
α ≥ 0: [πΦ (t, τ)ϕ (τ, U(τ), v) − γ (t, τ)] ∩ α [M(t)− ξ(t)] 6= ∅

}
,

(3.1)
v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0).

Поскольку условие Понтрягина не имеет места, то сдвинутое многозначное отображение
W (t, τ, v)− γ(t, τ) в выражении (3.1) при некоторых значениях переменных не содержит нуля.
Если бы это было не так, то функция сдвига γ(t, τ) была бы селектором Понтрягина, а само
условие Понтрягина было бы выполненным.

Сказанное выше означает, что для некоторых элементов v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0), 0 /∈

A (t, τ, v), в то время как в традиционной схеме метода разрешающих функций [16;17] с усло-
вием Понтрягина автоматически 0 ∈ A (t, τ, v) для всех (t, τ, v), v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0).

Взамен условия Понтрягина потребуем более слабое предположение.

У с л о в и е 1. Многозначное отображение A (t, τ, v) имеет непустые образы при v ∈ V (τ),
(t, τ) ∈ ∆(t0).

При этом условии многозначное отображение A (t, τ, v) порождает верхнюю и нижнюю
скалярные разрешающие функции первого типа

α∗ (t, τ, v) = sup {α : α ∈ A (t, τ, v)} , α∗ (t, τ, v) = inf {α : α ∈ A (t, τ, v)} ,

зависящие от мгновенного значения управления второго игрока v, v ∈ V (τ).
Так как образы отображения A (t, τ, v) являются числовыми множествами положитель-

ной полуоси R+, то верхняя разрешающая функция α∗ (t, τ, v) является опорной функцией
этого отображения в направлении +1. Учитывая свойства конфликтно-управляемого процес-
са (1.1)–(1.3), условие 1, теоремы о характеризации и обратном образе [20, p. 310, 315], можно
показать [17], что замкнутозначное отображение A (t, τ, v) при фиксировании t ∈ R+ является
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измеримым по τ при произвольном допустимом селекторе v(τ), τ ∈ [t0, t], а верхняя и нижняя
разрешающие функции суперпозиционно измеримы по совокупности (τ, v) в силу теоремы об
опорной функции [20, p. 317]; следовательно, функция α∗ (t, τ, v(τ)) измерима по τ , τ ∈ [t0, t],
и интегрируема по Лебегу при любой измеримой функции v(·) ∈ ΩE .

Поставим в соответствие верхней разрешающей функции множество

T (t0, z0, γ (·, ·)) =

{
t ≥ t0 : inf

v(·)∈ΩE

t∫

t0

α∗ (t, τ, v(τ)) dτ ≥ 1

}
(3.2)

и его наименьший элемент t (t0, z0, γ (·, ·)) = inf {t : t ∈ T (t0, z0, γ (·, ·))} , здесь γ (·, ·) — зафик-
сированная ранее функция сдвига.

Если для некоторого t, t > t0, α
∗(t, τ, v) ≡ +∞ для v ∈ V (τ), τ ∈ [t0, t], то значение

интеграла в соотношении (3.2) положим равным +∞; соответствующее неравенство выполнено
автоматически и t ∈ T (t0, z0, γ (·, ·)). В случае, когда неравенство в (3.2) не имеет места при
всех t > t0, положим T (t0, z0, γ (·, ·)) = ∅ соответственно, t (t0, z0, γ (·, ·)) = +∞.

Введем многозначное отображение

A (t, τ) =
⋂

v∈V (τ)

A (t, τ, v) , (t, τ) ∈ ∆(t0).

По аналогии с предыдущей ситуацией для W (t, τ) оно измеримо по τ , τ ∈ [t0, t].
Обозначив, следуя [23], domA = {(t, τ) ∈ ∆(t0) : A (t, τ) 6= ∅}, сделаем более жесткое по

сравнению с условием 1 предположение.

У с л о в и е 2. domA = ∆(t0).

Многозначное отображение A (t, τ) порождает верхнюю и нижнюю разрешающие функции
второго типа

α∗(t, τ) = sup {α : α ∈ A (t, τ)} , α∗(t, τ) = inf {α : α ∈ A (t, τ)} ,

но уже не зависящие от мгновенного значения управления второго игрока.
По теореме об опорной функции [20] она измерима по τ , τ ∈ [t0, t].
Установим связь между разрешающими функциями обоих типов.

Лемма. Пусть для конфликтно-управляемого процесса (1.1)–(1.3) с фиксированной функ-

цией сдвига γ(t, τ) отображение A (t, τ, v) компактнозначно и выполнено условие 2.
Тогда имеет место неравенство

inf
v∈V (τ)

α∗(t, τ, v) ≥ α∗(t, τ), (t, τ) ∈ ∆(t0). (3.3)

Если к тому же отображение A (t, τ, v) , v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0), выпуклозначно, то в (3.3)
имеет место равенство.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По построению рассматриваемые функции имеют вид

inf
v∈V (τ)

α∗(t, τ, v) = inf
v∈V (τ)

sup
{
α : α ∈ A (t, τ, v)

}
,

α∗(t, τ) = sup
{
α : α ∈

⋂
v∈V (τ)

A (t, τ, v)
}
, t0 ≤ τ ≤ t < +∞.

Обозначим α∗ = α∗(t, τ). Поскольку отображение A (t, τ, v) компактнозначно, то и A (t, τ) яв-
ляется компактнозначным. К тому же α∗ ∈ A (t, τ, v) при любом v ∈ V (τ). Отсюда следует,
что α∗ ≤ sup {α : α ∈ A (t, τ, v)} , v ∈ V (τ), поэтому,

α∗ ≤ inf
v∈V (τ)

sup {α : α ∈ A (t, τ, v)} = inf
v∈V (τ)

α∗(t, τ, v).
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Из предположений о выпуклозначности и компактнозначности отображения A (t, τ, v) вы-
текает, что A (t, τ, v) = [α∗(t, τ, v), α

∗(t, τ, v)], v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0), а непустота образов отоб-
ражения A (t, τ), (t, τ) ∈ ∆(t0), при этом означает, что A (t, τ) = [α∗(t, τ), α

∗(t, τ)], причем

α∗(t, τ) = sup
v∈V (τ)

α∗(t, τ, v) ≤ inf
v∈V (τ)

α∗(t, τ, v) = α∗(t, τ), (t, τ) ∈ ∆(t0). �

Введем в рассмотрение числовые функции

α∗(t) =

t∫

t0

α∗(t, τ)dτ, α∗(t) =

t∫

t0

α∗(t, τ)dτ.

Верхняя разрешающая функция второго типа порождает множество

Θ(t0, z0, γ(·, ·)) = {t ≥ t0 : α
∗(t) ≥ 1},

его наименьший элемент δ (t0, z0, γ(·, ·)) = inf{t : t ∈ Θ(t0, z0, γ(·, ·))}.

З а м е ч а н и е 2. Чтобы сравнивать предложенные схемы отметим, что из условия
Понтрягина следует условие 2, а из него вытекает условие 1.

4. Достаточные условия завершения игры

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть для игровой задачи (1.1)–(1.3) существует такая функция сдви-

га γ(t, τ), (t, τ) ∈ ∆(t0), что выполнено условие 2, а отображение M(t) является выпуклознач-

ным. Кроме того, T (t0, z0, γ(·, ·)) 6= ∅ и

T ∈ T (t0, z0, γ(·, ·)) .

Тогда при α∗(T ) < 1 траектория процесса (1.1) может быть приведена на терминальное

множество (1.3) в момент T с использованием некоторой квазистратегии, а если к тому

же α∗(T ) ≥ 1, то — в классе контруправлений при любых допустимых управлениях второго

игрока.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(τ) — произвольный измеримый селектор отображения
V (τ), τ ∈ [t0, T ]. Предположим, что α∗(T, τ, v) 6= +∞ для v ∈ V (τ), τ ∈ [t0, T ].

Рассмотрим контрольную функцию

h(t) = 1−

t∫

t0

α∗(T, τ, v(τ))dτ −

T∫

t

α∗(T, τ)dτ, t ∈ [t0, T ].

Функция α∗(T, τ, v(τ)), как отмечалось ранее, измерима по τ , τ ∈ [t0, T ]; этим же свой-
ством обладает и нижняя разрешающая функция второго типа α∗(T, τ). Таким образом, функ-
ция h(t) является абсолютно непрерывной на интервале [t0, T ]. Так как

h(t0) = 1−

T∫

t0

α∗(T, τ)dτ = 1− α∗(T ) > 0,

а по определению момента T h(T ) = 1−

∫ T

t0

α∗(T, τ, v(τ))dτ ≤ 0, то по известной теореме ана-

лиза существует такой момент времени t∗, t∗ ∈ [t0, T ], что h(t∗) = 0. Отметим при этом, что
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момент переключения t∗ зависит от предыстории управления второго игрока vt∗(·). Промежут-
ки времени [t0, t∗) и [t∗, T ] будем называть активным и пассивным соответственно. Опишем
способ управления первым игроком на каждом из них. Для этого рассмотрим компактнознач-
ные отображения

U1(τ, v) =
{
u ∈ U(τ) : πΦ(T, τ)ϕ(τ, u, v) − γ(T, τ) ∈ α∗(T, τ, v)[M(T ) − ξ(T )]

}
,

v ∈ V (τ), τ ∈ [t0, t∗), (4.1)

U2(τ, v) =
{
u ∈ U(τ) : πΦ(T, τ)ϕ(τ, u, v) − γ(T, τ) ∈ α∗(T, τ)[M(T ) − ξ(T )]

}
,

v ∈ V (τ), τ ∈ [t∗, T ].

Из условия 2 и выражений для многозначных отображений A (T, τ, v) и A (T, τ) следует, что
отображения Ui(τ, v), i = 1, 2, имеют непустые образы.

В силу теоремы об обратном образе многозначные отображения U1(τ, v), U2(τ, v) при допу-
стимых селекторах v(τ) являются измеримыми [17] для τ ∈ [t0, T ], а согласно теореме Филип-
пова — Кастена в каждом из них существует хотя бы по одному селектору u1(τ, v) и u2(τ, v),
которые являются суперпозиционно измеримыми функциями.

Обозначим u1(τ) = u1(τ, v(τ)), u2(τ) = u2(τ, v(τ)), где v(τ) — произвольный измеримый
селектор отображения V (τ), τ ∈ [t0, T ].

Положим управление первого игрока на активном промежутке равным u1(τ), а на пассив-
ном — u2(τ). Таким образом, несмотря на то что на каждом из промежутков первый игрок
использует не предысторию управления второго, а лишь его мгновенное управление, для опре-
деления момента переключения t∗ предыстория все же необходима.

Из формулы Коши для представления решения системы (1.1) получим

πz(T ) = πΦ(T, t0)z0 +

t∗∫

t0

πΦ(T, τ)ϕ (τ, u1(τ), v(τ)) dτ +

T∫

t∗

πΦ(T, τ)ϕ (τ, u2(τ), v(τ)) dτ. (4.2)

Прибавив и вычтя в правой части (4.2) выражение

∫ T

t0

γ(T, τ)dτ и учитывая включения в (4.1),

получим

πz(T ) ∈ πΦ(T, t0)z0+

t∗∫

t0

α∗(T, τ, v(τ))[M(T )−ξ(T )]dτ +

T∫

t∗

α∗(T, τ)[M(T )−ξ(T )]dτ +

T∫

t0

γ(T, τ)dτ

= ξ(T )

(
1−

t∗∫

t0

α∗(T, τ, v(τ))dτ −

T∫

t∗

α∗(T, τ)dτ

)
+

t∗∫

t0

α∗(T, τ, v(τ))M(T )dτ +

T∫

t∗

α∗(T, τ)M(T )dτ

=

[ t∗∫

t0

α∗(T, τ, v(τ))dτ +

T∫

t∗

α∗(T, τ)dτ

]
M(T ) = M(T ).

При этом учтено равенство h(t∗) = 0, а соотношения при интегрировании многозначных отоб-
ражений с множеством M(T ) могут быть подверждены применением аппарата опорных функ-
ций [23]. Случай α∗(T, τ, v) = +∞ для некоторых v ∈ V (τ), τ ∈ [t0, T ], как следует из выраже-
ния (3.1), возможен лишь при условиях 0 ∈ M(T ) − ξ(T ), 0 ∈ πΦ(T, τ)ϕ (τ, U(τ), v) − γ(T, τ)
для этих переменных, а в этом случае для них, очевидно,

A (T, τ, v) = [0,+∞), A (T, τ) = [0,+∞).

Это дает возможность выбирать в качестве разрешающей функции в тех точках τ ∈ [t0, T ],
где α∗(T, τ, v(τ)) = +∞, произвольную конечную суперпозиционно измеримую функцию, при-
нимающую значения на полубесконечном интервале с одним лишь условием, чтобы итоговая
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разрешающая функция обеспечивала равенство h(t∗) = 0 для некоторого момента переключе-
ния t∗, t∗ ∈ [t0, T ]. Тем самым построение управления сведено к предыдущему случаю.

Если же α∗(T, τ, v) = +∞ для всех v ∈ V (τ), τ ∈ [t0, T ], то этот случай соответствует
первому методу Понтрягина [14]. Действительно, включение

0 ∈ πΦ(T, τ)ϕ (τ, U(τ), v) − γ(T, τ) ∀ v ∈ V (τ), τ ∈ [t0, T ],

обеспечивает выполнение условия Понтрягина на [t0, T ], а функция сдвига γ(T, τ) является
селектором Понтрягина. Из другого включения 0 ∈ M(T )− ξ(T ) вытекает соотношение

πΦ(T, t0)z0 ∈ M(T )−

T∫

t0

W (T, τ)dτ,

из которого в силу теоремы 1 следует возможность закончить игру (1.1)–(1.3) в момент T в
классе стробоскопических стратегий.

Отдельно рассмотрим случай α∗(T ) ≥ 1, а α∗(T ) < 1. Введем контрольную функцию

h1(t) = 1−

t∫

t0

α∗(T, τ)dτ −

T∫

t

α∗(T, τ)dτ.

Естественно рассмотреть лишь случай α∗(T, τ) 6= +∞, τ ∈ [t0, T ]. Тогда

h1(t0) = 1− α∗(T ) > 0, h1(T ) = 1− α∗(T ) ≤ 0,

и в силу непрерывности функции h1(t) существует такой момент t1∗, t
1
∗ ∈ [t0, T ], что h1(t

1
∗) = 0.

Заметим, что момент t1∗ уже не зависит от v(·). На обоих участках [t0, t
1
∗) и [t1∗, T ] рассмотрим

многозначные отображения (4.1), причем в выражении для U1
1 (τ, v) вместо α∗(T, τ, v) фигури-

рует функция α∗(T, τ). Используя свойство компактнозначности отображений U1
1 (τ, v), U2(τ, v)

при допустимых селекторах v(τ), τ ∈ [t0, T ], выберем в них измеримые селекторы на основа-
нии теоремы Филиппова — Кастена, которые и определяют допустимые управления на обоих
участках. Заключительные рассуждения аналогичны выводам в предыдущей ситуации. �

З а м е ч а н и е 3. Из утверждения леммы вытекает включение

Θ(t0, z0, γ(·, ·)) ⊂ T (t0, z0, γ(·, ·)) .

При этом вторая часть теоремы 2, соответствующая случаю α∗(T ) < 1, α∗(T ) ≥ 1, по
существу, использует лишь разрешающие функции второго типа и характеризует те начальные
состояния, из которых игра может быть закончена в классе контруправлений в момент T ,
причем T ∈ Θ(t0, z0, γ(·, ·)) . Приведем еще один тип достаточных условий завершения игры в
классе контруправлений, основанный на свойстве выпуклозначности отображения A (t, τ, v) ,
v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0).

Введем в рассмотрение функции

α(t) =

t∫

t0

inf
v∈V (τ)

α∗ (t, τ, v) dτ, α(t, τ) = 1/α(t) • inf
v∈V (τ)

α∗(t, τ, v).

При этом предполагается выполненным следующее требование.

У с л о в и е 3. Для выбранной функции сдвига γ(t, τ), (t, τ) ∈ ∆(t0), функция

inf
v∈V (τ)

α∗(t, τ, v)



Верхняя и нижняя разрешающие функции в игровых задачах динамики 301

измерима по τ , τ ∈ [t0, t] и

inf
v(·)∈ΩE

t∫

t0

α∗ (t, τ, v(τ)) dτ =

t∫

t0

inf
v∈V (τ)

α∗(t, τ, v)dτ, t > t0.

Теорема 3. Пусть для конфликтно-управляемого процесса (1.1)–(1.3) с некоторой функ-

цией сдвига γ(t, τ), t, τ ∈ ∆(t0), выполнены условия 2 и 3, отображения A (t, τ, v) и M(t),
v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0) выпуклозначны, для T ∈ T (t0, z0, γ(·, ·)) 6= ∅ имеет место неравен-

ство

α(T, τ) ≥ sup
v∈V (τ)

α∗(T, τ, v), τ ∈ [t0, T ]. (4.3)

Тогда траектория процесса (1.1) может быть приведена на терминальное множество в

момент T с помощью подходящего контруправления.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно рассмотреть случай α∗(T, τ, v) < +∞, v ∈ V (τ),
τ ∈ [t0, T ]. Поскольку в силу неравенства в (3.2) α(T ) ≥ 1, то

α(T, τ) = 1/α(T ) • inf
v∈V (τ)

α∗(T, τ, v) ≤ inf
v∈V (τ)

α∗(T, τ, v), τ ∈ [t0, T ].

Учитывая неравенство (4.3), можно сделать вывод, что α(T, τ) ∈ A (T, τ, v) для v ∈ V (τ),
τ ∈ [t0, T ], а значит, α(T, τ) ∈ A (T, τ), τ ∈ [t0, T ].

Рассмотрим многозначное отображение

U(τ, v) =
{
u ∈ U(τ) : πΦ(T, τ)ϕ (τ, u, v) − γ(T, τ) ∈ α(T, τ)[M(T ) − ξ(T )]

}
,

(4.4)
v ∈ V (τ), τ ∈ [t0, T ].

Отображение U(τ, v) компактнозначно, и поэтому при v(·) ∈ ΩE согласно теореме Филип-
пова — Кастена в нем существует измеримый селектор u(τ) = u (τ, v(τ)) , τ ∈ [t0, T ]. Положим
управление первого игрока равным u(τ), τ ∈ [t0, T ]. Из формулы Коши с учетом включе-
ния в (4.4) получим

πz(T ) ∈ ξ(T )

[
1−

T∫

t0

α(T, τ)dτ

]
+

T∫

t0

α(T, τ)M(T )dτ.

Так как M(T ) — выпуклый компакт, а α(T, τ), τ ∈ [t0, T ], — неотрицательная функция, причем∫ T

t0

α(T, τ)dτ = 1, то

∫ T

t0

α(T, τ)M(T )dτ = M, а, следовательно, πz(T ) ∈ M(T ). �

5. Связь первого прямого метода Понтрягина

и метода разрешающих функций

Установим некоторые связи между уже упомянутыми методами.

Утверждение 1. Пусть задан конфликтно-управляемый процесс (1.1)–(1.3). Тогда для

выполнения условия Понтрягина необходимо и достаточно, чтобы существовала такая функ-

ция сдвига γ(t, τ), (t, τ) ∈ ∆(t0), что

0 ∈ A (t, τ, v) ∀ v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0). (5.1)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть W (t, τ) 6= ∅, (t, τ) ∈ ∆(t0). Тогда в силу замкнутознач-
ности и измеримости по τ отображения W (t, τ) в нем существует измеримый по τ селектор
γ(t, τ). Отсюда следует, что 0 ∈ W (t, τ)− γ(t, τ) ∀ (t, τ) ∈ ∆(t0) или

0 ∈ W (t, τ, v) − γ(t, τ) ∀ v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0).

Тем самым нулевое значение α в выражении (3.1) обеспечивает непустоту пересечения, а зна-
чит, справедливо включение (5.1).

Рассуждая в обратном порядке, придем к нужному выводу. �

Таким образом, в условиях утверждения 1 функция сдвига γ(t, τ) является селектором
Понтрягина. При этом 0 ∈ A (t, τ) , (t, τ) ∈ ∆(t0), а соответствующие нижние разрешающие
функции α∗ (t, τ, v) = α∗ (t, τ) = 0 ∀ v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0).

Утверждение 2. Пусть для некоторого t, t > t0, W (t, τ) 6= ∅, τ ∈ [t0, t.] Тогда включе-

ние

πΦ (t, t0) z0 ∈ M(t)−

t∫

t0

W (t, τ)dτ (5.2)

имеет место тогда и только тогда, когда существует такой измеримый по τ селектор

Понтрягина, что

ξ (t, t0, z0, γ(t, ·)) ∈ M(t).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполнено включение (5.2). Тогда по определению инте-
грала Ауманна существует такой селектор Понтрягина, что

πΦ (t, t0) z0 +

t∫

t0

γ(t, τ)dτ = ξ (t, t0, z0, γ(t, ·)) ∈ M(t). (5.3)

Обратно, если для некоторого селектора Понтрягина имеет место включение (5.3), то, перенеся
интеграл от селектора в правую часть, тем более получим включение (5.2). �

Таким образом, если для некоторого t, t ≥ t0, и некоторого селектора Понтрягина выпол-
нено включение (5.3), то A (t, τ, v) = [0 + ∞) ∀ v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0). Тем самым A (t, τ) =
[0+∞), (t, τ) ∈ ∆(t0). Следовательно, в этом случае верхние разрешающие функции — обоих
типов

α∗ (t, τ, v) = α∗ (t, τ) = +∞, v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0),

а соответствующие нижние разрешающие функции — нулевые.

Из приведенных схем сближения вытекают неравенства для соответствующих гарантиро-
ванных времен

inf
γ(·,·)

t (t0, z0, γ(·, ·)) ≤ inf
γ(·,·)

δ (t0, z0, γ(·, ·)) ≤ p (t0, z0) .

Случаи равенства изучены в работе [17].

В заключение приведем иллюстративный пример стационарной игры с простыми движени-
ями с целью получить в явном виде верхние и нижние разрешающие функции, позволяющие
сделать вывод о возможности окончания игры.

6. Пример

Рассмотрим простые движения

ż = u− v, z ∈ R
n, z(0) = z0, v ∈ S, u ∈ aS◦, a > 1, M∗ = M = εS, M◦ = 0.
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Здесь S — единичный шар с центром в нуле, S◦ — его граница. Условие Понтрягина не

имеет места, поскольку aS◦
∗
− S = ∅,

∗
− — геометрическая разность Минковского.

Выберем функцию сдвига γ(t, τ) ≡ 0. Поскольку Φ(t, τ) = E и π = E, E — единичная
матрица, то ξ(t) = z0. Тогда многозначное отображение A (t, τ, v) не зависит от t и τ и имеет
вид

A (t, τ, v) = {α ≥ 0: [aS◦ − v] ∩ α[εS − z0] 6= ∅}.

Оно обладает непустыми образами и условие 1 выполнено.
Верхняя разрешающая функция

α∗ (t, τ, v) = α∗ (v, z0) = sup{α ≥ 0: [aS◦ − v] ∩ α[εS − z0] 6= ∅}

= sup{α > 0: αz0 − v ∈ (a+ αε)S} = sup{α > 0: ‖v − αz0‖ = (a+ αε)}.

Тем самым она является большим положительным корнем квадратного уравнения(
‖z0‖

2 − ε2
)
α2 − 2[(v, z0) + aε]α−

(
a2 − ‖v‖2

)
= 0

и, следовательно,

α∗ (v, z0) =
(v, z0) + aε+

√
[(v, z0) + aε]2 +

(
‖z0‖

2 − ε2
)(
a2 − ‖v‖2

)
‖z0‖

2 − ε2
.

Тогда

min
v∈S

α∗ (v, z0) =
a− 1

‖z0‖ − ε
достигается при v = −

z0

‖z0‖
.

Отсюда следует, что T = t (t0, z0, 0) =
‖z0‖ − ε

a− 1
.

Нижняя разрешающая функция определяется из соотношения

α∗ (t, τ, v) = α∗ (v, z0) = inf{α ≥ 0: [aS◦ − v] ∩ α[εS − z0] 6= ∅}

= sup{α ≥ 0: α (εS − z0) ⊂ aS − v} = sup{α ≥ 0: ‖v − αz0‖ = a− αε}.

Больший положительный корень соответствующего квадратного уравнения(
‖z0‖

2 − ε2
)
α2 − 2[(v, z0)− aε]α−

(
a2 − ‖v‖2

)
= 0

имеет вид

α∗ (v, z0) =
(v, z0)− aε+

√
[(v, z0)− aε]2 +

(
‖z0‖

2 − ε2
)(
a2 − ‖v‖2

)
‖z0‖

2 − ε2
.

Далее получим sup
v∈S

α∗ (v, z0) = a+ 1/‖z0‖+ ε при v = z0/‖z0‖. Очевидно,

α∗(t, τ) = inf
v∈S

α∗ (t, τ, v) = a− 1/‖z0‖ − ε, α∗(t, τ) = sup
v∈S

α∗ (t, τ, v) = a+ 1/‖z0‖+ ε,

и многозначное отображение A (t, τ) 6= ∅, если
a− 1

‖z0‖ − ε
≥

a+ 1

‖z0‖+ ε
, что приводит к неравен-

ству aε ≥ ‖z0‖.

В данном примере α∗(t) =
a− 1

‖z0‖ − ε
• t, α∗(t) =

a+ 1

‖z0‖+ ε
• t. В момент T α∗(T ) = 1, а

α∗(T ) =
a+ 1

‖z0‖+ ε
•
‖z0‖ − ε

a− 1
и α∗(T ) < 1 при aε > ‖z0‖, и в этом случае заключение теоремы 2

остается в силе.

Отметим, что при ε = 0 возможность закончить данную игру в момент T из каких-либо
точек z0 в рассматриваемой схеме не следует, хотя окончание игры не позже чем за время T

из любых начальных положений z0 без каких-либо условий с любым ε следует из того факта,
что функция α∗ (t, τ, v) не зависит от t [16, p. 99].
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For single-input single-output discrete-time systems, we consider a stabilization problem by a fixed order

controller. A number of examples show that such controller may not exist. It is assumed that the controller

depends linearly on a stabilizing parameter. In this case, the stabilizing controller defines an affine subset in

the parameter space. We use the well-known property of the Schur stability region in the parameter space.

According to this property the closed convex hull of this region is a polytope with known vertices. Every stable

vector has a preimage in the open cube (−1, 1)n, and this preimage is called the reflection coefficient of this

stable polynomial. By using reflection coefficients and polytopic properties of the stability region we obtain

the stabilizability condition. This condition is expressed in terms of vertices of the stability region which is a

multilinear image of the cube of reflection coefficients.

Keywords: discrete system, stability, affine stabilizer, reflection coefficient.
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тивных коэффициентов.

Рассматривается задача стабилизации дискретных систем с одним входом и одним выходом регулято-

ром заданного порядка. Ряд примеров показывает, что такой регулятор может не существовать. Предпола-

гается, что регулятор линейно зависит от стабилизирующих параметров. В этом случае стабилизирующий

регулятор определяет аффинное подмножество в пространстве параметров. В этом пространстве замкну-

тая выпуклая оболочка области устойчивости по Шуру является многогранником с известными верши-

нами. Каждый стабильный вектор имеет прообраз в открытом кубе (−1, 1)n, и этот прообраз называется

рефлективным коэффициентом соответствующего стабилизирующего полинома. На основе рефлективных

коэффициентов и свойств многогранной области устойчивости получено условие стабилизируемости. Это

условие выражено в терминах вершин области устойчивости, которая является мультилинейным образом

куба рефлективных коэффициентов.
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1. Introduction

Consider n-th degree polynomial p(s) = a1 + a2s+ · · · + ans
n−1 + an+1s

n with an+1 6= 0. This
polynomial is called Hurwitz stable when all its roots lie in the open left half plane and Schur stable
when all its roots lie in the open unit disc. Division by an+1 does not affect the stability property,
therefore, we will assume that an+1 = 1, that is

p(s) = a1 + a2s+ · · ·+ ans
n−1 + sn. (1.1)

The polynomial (1.1) can be expressed as n-dimensional vector p = (a1, a2, ..., an)
T ∈ R

n. Define
the following subsets of Rn:

Hn = {p ∈ R
n : The polynomial (1.1) is Hurwitz stable},

Sn = {p ∈ R
n : The polynomial (1.1) is Schur stable}.

The set Hn (n ≥ 3) is open, nonconvex, unbounded, and the set Sn (n ≥ 3) is open, nonconvex
and bounded [1–3]. In the case of n = 2, the set H2 equals {(a1, a2) : a1 > 0, a2 > 0}, and S2 is the
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open triangle with vertices (−1, 0), (1, 2), (1,−2). In [3], it is shown that the closed convex hull of
Sn is a polytope in R

n with known vertices, i.e.

coSn = co{v1, v2, . . . , vn+1}, (1.2)

where vi corresponds to the unstable polynomial (s + 1)i−1(s − 1)n−i+1 (1 ≤ i ≤ n + 1). In other
words,

v1(s) = (s− 1)n, v2(s) = (s− 1)n−1(s+ 1), . . . , vn+1(s) = (s+ 1)n.

For example, in the case of n = 3

v1 = (−1, 3,−3)T , v2 = (1,−1,−1)T , v3 = (−1,−1, 1)T , v4 = (1, 3, 3)T .

Construction of Sn recursively starts from S1 and S2. It is given in [3].

Consider the transfer function

G(s) =
n(s)

d(s)

and the stabilizer C(s) =
a(s, c)

b(s, c)
, where c = (c1, c2, . . . , cl)

T ∈ R
l is a stabilizing parameter and

n(s), d(s), a(s, c), b(s, c) are polynomials. It is assumed that l < n and a(s, c), b(s, c) depend on
vector c in the affine linear way.

The closed loop characteristic polynomial is

p(s, c) = n(s)a(s, c) + d(s)b(s, c) = p0(s) + c1p
1(s) + · · · + clp

l(s). (1.3)

Additionally, we assume that degree(p0(s)) = n, degree(pi(s)) < n (i = 1, 2, ..., l). From these
conditions it follows that p(s, c) is an unitary polynomial. The vector c ∈ R

l is called stabilizing if
the corresponding p(s, c) is Schur stable. In this paper, we consider the case where the number of
stabilizing parameters l equals n− 1, where n is the degree of the characteristic polynomial.

Many works have been devoted to the problems of stabilization of continuous and discrete time
systems (see [4–9] and references therein).

In [4], a large number of Schur stable polynomials are generated using the known methods.
These polynomials are projected on the set of characteristic polynomials and, as a result, stabilizing
controller parameters are determined. The same idea is developed in [5] where random generations
of stable segments of polynomials are used for determination of the stabilizing parameter.

In [6], stabilization algorithms are given for continuous time systems, both deterministic and
stochastic. In [7], stabilization algorithms based on linear programming are given for discrete time
systems.

In [8], stabilization conditions are obtained by estimating the distance between the affine controller
set and the Schur stability region Sn.

Remark 1. The characteristic polynomial of the type (1.3) with l = n − 1 appears in the

stabilization problem for linear time-invariant discrete system

x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t), y(t) = Cx(t)

( A, B and C are real matrices of suitable dimension) with output feedback of the form u(t) = Ky(t)
and rank(K) = 1 (see [3, Introduction]).

2. Main result

In this section, we give the definition of reflection coefficients for Schur stability and necessary
and sufficient conditions for stabilization in the case of l = n− 1.
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Reflection coefficients or Schur-Szegö parameters [10;11] for polynomials have been widely used
in the stability problems of discrete systems. For ki ∈ R (i = 1, 2, . . . , n) and n ≥ 3 reflection map
f : Rn → R

n is defined by

(f1, f2, . . . , fn)
T (k1, . . . , kn) = Rn(kn)

[
0T

Rn−1(kn−1)

]
· · ·

[
0T

R1(k1)

] [
0
1

]

where Rj(kj) = Ij+1 + kjEj+1, Ij is the j × j identity matrix, j × j matrix Ej is the following one:

Ej =




0 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 0


 .

The map f is multilinear ([11]), that is affine linear with respect to each component ki. The
explicit formulas for f are given in the special cases of n = 3 and n = 4:

f1(k1, k2, k3) = −k3, f2(k1, k2, k3) = −k1k2k3 + k1k3 − k2, f3(k1, k2, k3) = k1k2 + k2k3 − k1,

f1(k1, k2, k3, k4) = −k4,

f2(k1, k2, k3, k4) = −k1k2k4 − k2k3k4 + k1k4 − k3,

f3(k1, k2, k3, k4) = k1k2k3k4 − k1k2k3 − k1k3k4 + k1k3 + k2k4 − k2,

f4(k1, k2, k3, k4) = k1k2 + k2k3 + k3k4 − k1.

According to [11], for arbitrary polynomial f1+ f2s+ · · ·+ fns
n−1+ sn there exist k1, k2, . . . , kn

such that f1 = f1(k1, . . . , kn), . . . , fn = fn(k1, . . . , kn).
The numbers k1, k2, . . . , kn are called the reflection coefficients of the polynomial f1+f2s+ · · ·+

fns
n−1 + sn. The following fact is important:

Proposition 1 [11]. The unitary polynomial p(s) = f1+ f2s+ · · ·+ fns
n−1+ sn is Schur stable

if and only if its reflection coefficients satisfy the conditions |ki| < 1 (i = 1, 2, . . . , n).

According to the fact mentioned above, there exists a multilinear one to one map f from the
open cube (−1, 1)n onto Sn.

Define vectors V i ∈ R
n (i = 0, 1, . . . , n), where V 0 corresponds to p0(s) and V i to pi(s) (i =

1, 2, . . . , n). We add zero components for pi(s) (i ≥ 1) in order to complete n-dimension (see [8]).
For example, assume that n = 4, l = 3 and p0(s) = 1 + 2s − s2 + s3 + s4, p1(s) = 1− 2s + s2,

p2(s) = 1+ 2s, p3(s) = 2− s2 + s3. Then V 0 = (1, 2,−1, 1)T , V 1 = (1,−2, 1, 0)T , V 2 = (1, 2, 0, 0)T ,
V 3 = (2, 0,−1, 1)T . Consider n× l matrix

A =
[
V 1, V 2, . . . , V l

]
.

From now, we assume that V 1, V 2, . . . , V l are linearly independent and l = n− 1. In this case, the
family (1.3) corresponds TO (n−1)-dimensional affine subset A = {Ac+V 0 : c ∈ R

n−1} ⊂ R
n, and

there exists stabilizing vector c if and only if

A ∩ Sn 6= ∅. (2.4)

Since rank(A) = n− 1 and V 0 6= 0, the subset A is (n− 1)-dimensional hyperplane which does not
pass through the origin. Normal vector of A satisfies the following homogenous system

〈N,V 1〉 = 0, 〈N,V 2〉 = 0, . . . , 〈N,V n−1〉 = 0,

where the symbol 〈·,·〉 stands for the scalar product. The hyperplane has the equation

〈N,x− V 0〉 = 0 or 〈N,x〉 = α,

where α = 〈N,V 0〉.
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Theorem 1. Assume that l = n−1, and the vectors V 1, V 2, . . . , V n−1
are linearly independent.

There exists a stabilizing vector if and only if there exist vertices vi, vj of the polytope coSn =
co{v1, v2, . . . , vn+1} such that vi and vj lie in the opposite sides of the hyperplane A. In other

words, there exist vi, vj such that 〈N, vi〉 > α, 〈N, vj〉 < α.

Proof.⇐). By the known property of a multilinear function defined on a box ([2, p. 247]), there
exist vertices ki and kj of the cube [−1, 1]n such that f(ki) = vi, f(kj) = vj. Consider a curve
L connecting ki and kj which is contained in (−1, 1)n with the exception of the points ki and kj .
The image f(L) intersects the hyperplane A, since their end points vi and vj lie in the opposite
sides of A. Indeed, assume that f(L) has equation x = x(t) (0 ≤ t ≤ 1). Consider scalar function
b(t) = 〈N,x(t)〉. Then b(0) = 〈N,x(0)〉 = 〈N, vi〉 > α, b(1) = 〈N,x(1)〉 = 〈N, vj〉 < α and by
continuity there exists t∗ ∈ (0, 1) such that b(t∗) = α, i.e. 〈N,x(t∗)〉 = α or x(t∗) ∈ A.
⇒). Let c be a stabilizing parameter. Then the hyperplane 〈N,x〉 = α intersects the set Sn :
A ∩ Sn 6= ∅. By the contrary, assume that 〈N, vi〉 ≥ α for all i = 1, 2, . . . , n + 1. Then the closed
convex hull coSn = co{v1, v2, . . . , vn+1} is contained in the half space {x : 〈N,x〉 ≥ α}. From this
and the openness property of Sn, it follows that

A ∩ Sn = ∅

which is a contradiction. This contradiction proves the necessity.
Since the hyperplane A does not pass through the origin then the following corollary is true

Corollary 1. Let all conditions of Theorem 1 be satisfied. Then there exists a stabilizing vector c

if and only if there exists vertex vi such that vi and the origin lie in opposite sides of A.

3. Evaluation of stabilizing parameter

Theorem 1 indicates a way for evaluation of a stabilizing parameter. Assume that all conditions
of Theorem 1 are satisfied. As noted above, the hyperplane A does not contain the origin, therefore,
there exists vertex vi such that vi and the origin lie in the opposite sides of A (Corollary 1). Consider
line segment C which connects the vertex ki and the origin, where ki is the preimage of vi, that is
f(ki) = vi. The segment C is defined by

kj(t) =

{
t if kij = 1

−t if kij = −1
(j = 1, 2, . . . , n).

The image f(C) is contained in Sn, except the point f(vi). The curvef(C) ⊂ R
n depends on the

parameter t ∈ [0, 1] and has the equation x = ϕ(t). After inserting x = ϕ(t) into equation of A, we
have the scalar equation with respect to t

〈N,ϕ(t)〉 = α, (3.5)

from which the values t∗ ∈ (0, 1) and x∗ = ϕ(t∗) can be calculated. Finally, the value of c can be
defined from the following system of linear equations

Ac+ V 0 = x∗. (3.6)

Example 1. Consider the transfer function and the stabilizer

G(s) =
s− 1

s3 + 2s2 + s
, C(s) =

c1s
2 + c2s+ c3

s
.

The closed loop system has the following characteristic polynomial

p(s, c) = s4 + 2s3 + s2 + c1(s
3 − s2) + c2(s

2 − s) + c3(s− 1).
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Here V 0 = (0, 0, 1, 2)T , V 1 = (0, 0,−1, 1)T , V 2 = (0,−1, 1, 0)T , V 3 = (−1, 1, 0, 0)T . The vectors
V 1, V 2, V 3 are linearly independent and N = (1, 1, 1, 1)T is a normal vector. The hyperplane A

has equation x1 +x2+x3 +x4− 3 = 0. The stability set S4 has five vertices: v1 = (1, 4, 6, 4)T , v2 =
(−1,−2, 0, 2)T , v3 = (1, 0,−2, 0)T , v4 = (−1, 2, 0,−2)T , v5 = (1,−4, 6,−4)T . The vertex v1 and the
origin lie in the opposite sides of A. Vertex v1 is the image of the vertex k1 = (−1,−1,−1,−1)T

of the cube [−1, 1]4. The line segment C connecting k1 and (0, 0, 0, 0)T has equation kj(t) = −t

(j = 1, 2, 3, 4). The image of C under f is the following curve in R
4:

x1(t) = t, x2(t) = 2t3 + t2 + t, x3(t) = t4 + 2t3 + t2 + t, x4(t) = 3t2 + t (0 ≤ t ≤ 1).

For the point of intersection of f(C) and A we have the following equation (t+1)4 = 4 which gives
t∗ =

√
2− 1, and

x∗ = x(t∗) = (
√
2− 1, 9

√
2− 12, 8 − 5

√
2, 8 − 5

√
2)T .

Finally, the equation (3.6) gives the stabilizing value c = (c1, c2, c3)
T = (6−5

√
2, 13−10

√
2, 1−

√
2)T .

Example 2. Consider

G(s) =
s− 3

s2 − 4s − 5
, C(s) =

c1s
2 + c2s+ c3

s2
.

The hyperplane A has the equation x1 + 3x2 + 9x3 + 27x4 + 153 = 0 and 〈N, vi〉+ 153 > 0 for all
vertices vi (i = 1, . . . , 5). By Corollary 1, there is no a stabilizing parameter c.

Remark 2. In some control problems it is required that the stabilizing vector varies in some

box, not in the whole space R
l
. In this case, the set A is not a hyperplane. In this case, the above

result (Theorem 1) is not applicable and the problem remains open.
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ПРАВИЛА ПРЕДСТАВЛЕНИЯ РУКОПИСЕЙ

В журнале “Труды Института математики и механики УрО РАН” публикуются оригиналь-
ные работы теоретического характера по современным разделам математики и механики.

“Труды Института математики и механики УрО РАН” являются изданием широкого про-
филя, поэтому редколлегия рекомендует авторам в начале статьи изложить постановку зада-
чи и дать определения основных понятий, используемых в работе. Новые результаты должны
быть ясно сформулированы в виде математических утверждений и доказаны (нетривиаль-
ность и новизна). В доказательствах нельзя использовать результаты из неопубликованных
или принятых в печать статей. В “Труды Института математики и механики” не принимаются
методические статьи. По заказу редакции могут публиковаться статьи обзорного характера.
Объем статьи, как правило, не должен превышать 16 страниц (в формате стилевого файла
“Трудов Института математики и механики”).

Для решения вопроса о целесообразности публикации в “Трудах Института математики и
механики” редакционная коллегия организует рецензирование представленных статей.

C 2000 г. статьи журнала (по решению редколлегии) выходят на английском языке в
издательстве Pleiades Publishing, Ltd; МАИК “НАУКА/INTERPERIODICA” под названием
“Selected articles from Trudy Instituta Matematiki i Mekhaniki UrO RAN” как приложение к
“Proceedings of the Steklov Institute of Mathematics”.

Автор представляет в редакцию электронный вариант статьи (tex-формат и pdf-формат).

К статье должны быть приложены:

• Сопроводительное письмо в отсканированном виде от имени организации следующего со-
держания: Организация не возражает против опубликования статьи в открытой печати автора
(ФИО, должность, звание). На письме должна стоять печать организации.

• Информация со сведениями об авторе (на русском и английском языке) — ФИО, место
работы, почтовый адрес, а также e-mail и телефон.

Плата с аспирантов за публикацию рукописей не взимается. В настоящее время также не
взимается плата за публикацию рукописей и других авторов.

Авторы заключают с Учреждением Российской академии наук Институтом математики и
механики Уральского отделения РАН авторский договор, текст которого размещен на сайте
ИММ УрО РАН.

Правила оформления рукописей:

• В статье должны быть сформулированы и доказаны НОВЫЕ результаты в виде теорем,
утверждений, предложений.

• Текст статьи должен быть набран в LATEX2e в соответствии со стилевым файлом и
рекомендациями журнала, размещенными на веб-сайте ИММ УрО РАН.

• Представляемая в “Труды Института математики и механики УРО РАН” статья долж-
на начинаться с индекса УДК, названия работы, фамилий и инициалов авторов, аннотации,
ключевых слов на русском и английском языках. Аннотация (не менее 10-15 предложений)
должна быть информативной (не содержать общих слов), оригинальной (отражать основное
содержание статьи и результаты исследований), структурированной. В аннотации не допус-
каются ссылки на список цитированной литературы и нумерация формул. После аннотации
должен быть указан код MSC от 1 до 5 значений (Mathematics Subject Classification).

• Список цитированной литературы оформляется по ГОСТу 7.05-2008, очередность назва-
ний — по алфавиту либо в соответствии с порядком ссылок в тексте работы.

• Включение рисунков в статью теоретического характера носит исключительный характер
и должно быть обосновано. Статьи, содержащие рисунки, принимаются к публикации только
после согласования с редакцией технических вопросов подготовки рисунков.

• Файлы со статьей — tex-источник и pdf-вариант статьи — высылаются на адрес
e-mail: trudy@imm.uran.ru .
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ЭТИКА НАУЧНЫХ ПУБЛИКАЦИЙ

Редакционная коллегия научного журнала “Труды Института математики и механики УрО
РАН” руководствуется в своей работе международными этическими правилами научных пуб-
ликаций, включающими правила порядочности, конфиденциальности, надзора за публикаци-
ями, учет возможных конфликтов интересов и др. В своей деятельности редакция опирает-
ся на рекомендации и стандарты Комитета по этике научных публикаций — Committee on
Publication Ethics, а также учитывает ценный опыт авторитетных международных журналов
и издательств.

1.1. Этические принципы, которыми должен руководствоваться автор научной

публикации.
Стандарты отчетности. Авторы должны предоставлять достоверные результаты проде-

ланной работы, а также объективное обсуждение значимости исследования. Данные, лежащие
в основе работы, должны быть представлены безошибочно. Статья должна содержать доста-
точное количество информации для проверки доказательств другими исследователями. Мо-
шеннические или заведомо ошибочные утверждения приравниваются к неэтичному поведению
и являются неприемлемыми.

Доступ к данным и их хранение. Автор должен быть готов предоставить исходные данные
для редакционного обзора, а также предоставить открытый доступ к таким данным (согласно
ALPSP-STM Statement on Data and Databases), если это осуществимо, и в любом случае быть
готовым сохранять эти данные в течение разумного периода времени после публикации.

Оригинальность и плагиат. Авторы должны гарантировать, что результаты исследова-
ния, изложенные в рукописи, представляют собой самостоятельную и оригинальную работу.
В случае использования фрагментов чужих работ и/или заимствования утверждений дру-
гих авторов, в статье должны быть оформлены соответствующие библиографические ссылки
с обязательным указанием автора и первоисточника и/или письменное разрешение автора.
Любого рода плагиат расценивается как неэтичное поведение и является неприемлемым.

Множественные, повторные и конкурирующие публикации. Автор должен указать, что
его работа публикуется впервые. Если элементы рукописи ранее были опубликованы в дру-
гой статье, Автор обязан сослаться на более раннюю работу и указать, в чем существенное
отличие новой работы от предыдущей. Дословное копирование собственных работ и их пе-
рефразирование неприемлемы, они могут быть использованы только как основа для новых
выводов. Подача статьи в более чем один журнал одновременно расценивается как неэтичное
поведение и является неприемлемой.

Подтверждение источников. Автор обязуется признавать вклад других лиц, оказавших
влияние на характер представленного исследования. Правильно ссылаться на публикации,
которые имеют значение для выполнения представленной работы. Информация, полученная
в частном порядке, путем разговора, переписки или обсуждения с третьими лицами, не должна
использоваться без получения открытого письменного разрешения от их источника.

Авторство работы. Авторство должно быть ограничено теми лицами, кто внес значитель-
ный вклад в концепцию, структуру, исполнение или интерпретацию заявленного исследования.
Все те, кто внес значительный вклад, должны быть обозначены как Соавторы. Другим людям,
участвовавшим в некоторых аспектах работы, должна быть выражена благодарность. Автор
должен также гарантировать, что все соавторы ознакомлены с окончательным вариантом ста-
тьи, одобрили его и согласны с ее представлением к публикации.

Раскрытие информации и конфликт интересов. Все авторы должны раскрывать в своих
работах информацию о любых финансовых и других значительных конфликтах интересов,
которые могут повлиять на результаты исследования или их интерпретацию. Все источники
финансовой поддержки проекта должны быть раскрыты.
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Существенные ошибки в опубликованных работах. В случае обнаружения Автором суще-
ственных ошибок или неточностей в публикации Автор должен написать “Письмо в редакцию”
(на адрес trudy@imm.uran.ru) на имя Главного редактора журнала “Труды Института мате-
матики и механики УрО РАН” с указанием неточностей и вариантом их исправления. Письмо
будет напечатано в очередном номере журнала. Если Редактор или Издательство получили
сведения от третьей стороны о том, что публикация содержит существенные ошибки, Автор
обязан изъять работу или исправить ошибки в максимально короткие сроки.

1.2. Этические принципы в деятельности рецензента.

Рецензент осуществляет научную экспертизу авторских материалов, вследствие чего его
действия должны носить непредвзятый характер, заключающийся в соблюдении следующих
принципов:

Вклад в редакционные решения. Экспертная оценка помогает Редактору в принятии ре-
дакционных решений и посредством соответствующего сотрудничества Редактора и Автора
может помочь Автору повысить качество работы.

Квалификация рецензента. Любой избранный для оценки работы Рецензент, считающий,
что его квалификации недостаточно для рассмотрения исследования, представленного в науч-
ной работе, или не имеющий достаточно времени для быстрого выполнения работы, должен
уведомить об этом Редактора и отказаться от рецензирования.

Конфиденциальность. Любая рукопись, полученная на рецензирование, должна рассмат-
риваться как конфиденциальный документ. Недопустимо ее демонстрировать и обсуждать с
любыми лицами, не имеющими на то полномочий от главного Редактора.

Объективность. Отзывы о научных работах должны быть объективными. Личная критика
Автора неуместна. Рецензенты обязаны выражать свои взгляды четко и аргументировано.

Подтверждение источников. Рецензентам следует выявлять значимые опубликованные
работы, соответствующие теме и не включенные в библиографию к рукописи. На любое утвер-
ждение (наблюдение, вывод или аргумент), опубликованное ранее, в рукописи должна быть
соответствующая библиографическая ссылка. Рецензент должен также обращать внимание
Редактора на обнаружение существенного сходства или совпадения между рассматриваемой
рукописью и любой другой опубликованной работой, находящейся в сфере научной компетен-
ции Рецензента.

Раскрытие информaции. Неопубликованные данные, полученные из представленных к рас-
смотрению рукописей, нельзя использовать в личных исследованиях без письменного согласия
Автора. Информация или идеи, полученные в ходе рецензирования и связанные с возможны-
ми преимуществами, должны сохраняться конфиденциальными и не использоваться с целью
получения личной выгоды.

Конфликт интересов. Рецензент не должен принимать к рассмотрению рукописи при на-
личии конфликта интересов, вызванных конкуренцией, сотрудничеством или другими отно-
шениями с любыми авторами или организациями, связанными со статьей.

1.3. Принципы профессиональной этики в деятельности редакции, редакционно-

издательской группы и редакционной коллегии.

В своей деятельности редакция, сотрудники редакционно-издательской группы и члены
редакционной коллегии журнала несут ответственность за обнародование авторских произве-
дений, что влечет необходимость следования следующим основополагающим принципам:

Решение о публикации. Главный редактор журнала несет ответственность за решение о
том, какие из статей, присланных в журнал, будут приняты к публикации, а какие отклоне-
ны. При принятии решения о публикации он руководствуется достоверностью представленных
данных и научной значимостью рассматриваемой работы. Также главный редактор руковод-
ствуется политикой журнала и соблюдает юридические ограничения, избегая клеветы, нару-
шения авторских прав и плагиата.

Равенство авторов. Главный редактор оценивает рукопись исключительно по ее научному
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содержанию — безотносительно к расовой принадлежности, полу, религиозным убеждениям,
национальности, гражданству, происхождению, социальному положению или политическим
взглядам Авторов.

Конфиденциальность. Главный редактор, сотрудники редакции, члены редакционного со-
вета и редакционной коллегии журнала не должны раскрывать никакую информацию по
представленной в журнал статье никому, кроме автора(ов), назначенных и потенциальных
рецензентов, других сотрудников редакции и, при необходимости, издателя.

Раскрытие конфликта интересов. Неопубликованные данные, полученные из представ-
ленных к рассмотрению рукописей, не должны использоваться главным редактором, сотруд-
никами редакции, редакционно-издательской группы или членами редакционной коллегии для
личных целей или передаваться третьим лицам (без письменного согласия автора).

Надзор за публикациями. Главный редактор не должен допускать к публикации информа-
цию, если имеется достаточно оснований полагать, что она является плагиатом.
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