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Рассмотрим характеристическую систему для задачи (3.1)–(3.3) в предположении 3:

dxi
dt

=
∂Hα(t, x1, x2, s1, s2)

∂si
,

dsi
dt

= −
∂Hα(t, x1, x2, s1, s2)

∂xi
, i = 1, 2, t ∈ [t0, T ], (3.7)

с краевыми условиями

x1(T ) = y1(T ), x2(T ) = y2(T ), s1(T ) = 0, s2(T ) = ξk. (3.8)

В качестве точек ξk берутся точки из отрезка Sδ = [smin, smax]. Границы smin и smax выбраны
из условия |ẋ2(T )− ẏ2(T )| ≤ δ и будут пояснены ниже в (3.12).

Из предположения 3 вытекает, что характеристическая система (3.7) для задачи (3.1)–(3.3)
имеет вид

ẋ1(t) = x2(t), ẋ2(t) = −
f(x1(t))

2

α2
s2(t),

ṡ1(t) =
s2(t)

2f(x1(t))

α2

∂f(x1(t))

∂x1
+ (x1(t)− y1(t)), ṡ2(t) = −s1(t) + (x2(t)− y2(t)).

(3.9)

Предположение 4. Пусть при 0 < δ ≤ δ0, где δ0 — из предположения 1, и для любого

x1(t, ξk) — решения системы (3.9) с краевыми условиями (3.8) справедливо

x1(t, ξk) ∈ Φ ∀t ∈ [t0, T ].

Введем невязки: z1(t) = x1(t)− y1(t), z2(t) = x2(t)− y2(t). Вспомнив, что y2(t) = ẏ1(t), из (3.9)
получим следующие уравнения:

ż1(t) = z2(t), ż2(t) = −
f(x1(t))

2

α2
s2(t)− ẏ2(t),

ṡ1(t) = z1(t) +
s2(t)

2f(x1(t))

α2

∂f(x1(t))

∂x1
, ṡ2(t) = −s1(t) + z2(t).

(3.10)

Из (3.8) получаем краевые условия

z1(T ) = 0, s1(T ) = 0, z2(T ) = 0, s2(T ) = ξk, (3.11)

где ξk выбираются из условия |ż2(T )| ≤ δ на компакте Sδ = [smin, smax],

smin =
α2

f(x1(T ))2
(−ẏ2(T )− δ), smax =

α2

f(x1(T ))2
(−ẏ2(T ) + δ). (3.12)

Иначе говоря, ξk =
α2

f(x1(T ))2
(−ẏ2(T ) + θkδ), θk ∈ [−1, 1].

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть выполняются предположения 1−4 и выбрано (z1(t, ξk), z2(t, ξk), s1(t, ξk),
s2(t, ξk)) — решение системы (3.10) с краевым условием (3.11). Тогда существуют такие огра-

ниченные кусочно-непрерывные функции ¯̄zi(t) : [t0, T ] → R,
=
zi(t) : [t0, T ] → R, ¯̄si(t) : [t0, T ] →

R,
=
si(t) : [t0, T ] → R, i = 1, 2, которые на каждом полуинтервале непрерывности (τj+1, τj]

либо имеют вид

¯̄z1(t) = z1(τj, ξk) + α6M, ¯̄z2(t) = α2M,
=
z1(t) = z1(τj , ξk)− α6M,

=
z2(t) = −α2M,

¯̄s1(t) = α2M, ¯̄s2(t) = α4M
=
s1(t) = −α2M,

=
s2(t) = −α4M,

где константа M определяется из предположений 2 и 3, либо являются решениями систем

вида
˙̄z1(t) = z̄2(t), ˙̄z2(t) = −X2s̄2(t)/α

2 − ẏ2(t),
˙̄s1(t) = z̄1(t) + α2R, ˙̄s2(t) = −s̄1(t) + z̄2(t),

(3.13)
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где в качестве постоянной X берется одна из постоянных X∗, X
∗ (где X∗ и X∗ — из предпо-

ложения 2), a в качестве постоянной R берется либо R = K2f ′∗/X∗, либо R = −K2f ′∗/X∗,

где f ′∗ = max
x∈Φ

|f ′
x(x)|.

При этом имеют место следующие оценки:

=
zi(t) ≤ zi(t, ξk) ≤ ¯̄zi(t), =

si(t) ≤ si(t, ξk) ≤ ¯̄si(t), i = 1, 2, t ∈ [t0, T ]. (3.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нетрудно показать, что временной отрезок [t0, T ] можно пред-
ставить в виде объединения компактов T1 и T2, где T1 содержит конечное число нулей функции
s2(t, ξk), расстояние между которыми не меньше, чем 2α4, а T2 представим в виде объедине-
ния конечного числа отрезков, длина каждого из которых не больше, чем 2α4 и каждый из
которых содержит хотя бы два нуля функции s2(t, ξk), причем на компакте T2 верно

|s2(t, ξk)| ≤ α4M1, (3.15)

где константа M1 определяется из предположений 2 и 3.
Построение кусочно-гладких функций ¯̄zi(t), ¯̄si(t), i = 1, 2, и

=
zi(t), =

si(t), i = 1, 2, которые
будем называть соответственно верхними и нижними оценочными функциями, производится
последовательно на каждом j-м отрезке [τj+1, τj], принадлежащем компакту T1 либо T2, при-
чем s2(τj , ξk) = s2(τj+1, ξk) = 0. Построение ведется в обратном времени, начиная с первого
участка [τ2, τ1], τ1 = T .

Если рассматриваемый отрезок [τj+1, τj ] принадлежит компакту T2, то на нем выполняется
условие (3.15). При этом, используя схему доказательства, аналогичную схеме доказательства
леммы и теоремы из работы [13], можно доказать оценку |s1(t, ξk)| ≤ α2M2, t ∈ [τj+1, τj ], где
константа M2 определяется из предположений 2 и 3. Заметим, что по теореме Ролля в силу
построения рассматриваемых отрезков и свойств компакта T2 найдется хотя бы одна точка
τ0 ∈ [τj+1, τj] такая, что ṡ2(τ0, ξk) = 0. В силу уравнений (3.10) z2(τ0, ξk) = s1(τ0, ξk) ≤ α2M2.
Отсюда следует, что при t ∈ [τj+1, τj]

|z2(t, ξk)| ≤ α2M2 + 2α4 max
t∈[τj+1,τj ]

|ż2(t, ξk)| ≤ α2M2 + 2α4(α2X∗M1 + Ȳ ) = α2M3,

где M3 = M2 + 2α2(α2X∗M1 + Ȳ ). Нетрудно показать, что

z1(τj , ξk)− 2α6M3 ≤ z1(t) ≤ z1(τj, ξk) + 2α6M3.

В качестве константы M выберем константу M = max{M1,M2, 2M3}.
В случае, если рассматриваемый отрезок [τj+1, τj] принадлежит компакту T1, для выбран-

ного решения z(t, ξk), s(t, ξk) либо s2(t, ξk) > 0, либо s2(t, ξk) < 0 при t ∈ (τj+1, τj). При этом
s2(τj+1, ξk) = s2(τj , ξk) = 0. В таком случае построим оценочную функцию в виде решения
системы (3.13) с краевыми условиями вида

z̄1(T ) = 0, z̄2(T ) = 0, s̄1(T ) = 0, s̄2(T ) = ξk (3.16)

для отрезка [τ2, τ1], τ1 = T . На последующих интервалах знакопостоянства функции s2(t, ξk)
t ∈ [τj+1, τj], j ≥ 2, принадлежащих компакту T1, в качестве краевых условий берутся условия
вида

z̄1(τj) = z1(τj, ξk), z̄2(τj) = z2(τj, ξk), s̄1(τj) = 0, s̄2(τj) = 0, (3.17)

где z1(t, ξk), z2(t, ξk) — координаты решения z(t, ξk), s(t, ξk) системы (3.10) с краевым услови-
ем (3.11).

Доказательство справедливости оценок (3.14) для случая [τj+1, τj] ∈ T1 можно провести,
используя схему доказательства, аналогичную схеме доказательства леммы из работы [13].
Предположения 2–4 обеспечивают существование и продолжимость решений рассматриваемых
систем на каждом отрезке [τj+1, τj]. Лемма 1 доказана.

Справедливо следующее утверждение.
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Лемма 2. При выполнении предположений 1–4 при 0 < δ ≤ δ0 и α2 = α2(δ) ≥ δ1−ν ,

ν ∈ (0, 1), для оценочных функций ¯̄zi(t), =
zi(t), ¯̄si(t), =

si(t), i = 1, 2, из (3.14) справедливы

соотношения:

|¯̄z1(t)| = O(α2(δ)), |
=
z2(t)| = O(α2(δ)), |¯̄s1(t)| = O(α2(δ)), |

=
s2(t)| = O(α2(δ)), t ∈ [t0, T ]. (3.18)

Д о к а з а т е л ь с т в о для верхних и нижних оценочных функций проводится одинако-
во. В силу построения оценочные функции на каждом участке [τj+1, τj ] совпадают с решениями
системы вида (3.13) с краевыми условиями (3.16) или (3.17). При этом на интервале [τj+1, τj]
константа X в (3.13) равна либо X∗, либо X∗. Для упрощения дальнейших пояснений исполь-
зуем общий символ X.

Рассмотрим первый участок [τ2, T ]. Предположим, что он принадлежит компакту T1. Кра-
евые условия для системы (3.13) на этом участке тогда имеют вид (3.16). Построим решение
этой системы в таком случае.

Общее решение системы (3.13) будем искать как сумму общего решения w̄O(t) = (z̄1O(t),
z̄2O(t), s̄1O(t), s̄2O(t))

T однородной системы и частного w̄H(t) = (z̄1H(t), z̄2H(t), s̄1H(t), s̄2H(t))T

неоднородной.
Сначала найдем общее решение w̄O(t) однородной системы. Характеристический много-

член для соответствующей однородной системы будет иметь вид

λ4 + λ2X
2

α2
−

X2

α2
= 0.

Он имеет два чисто мнимых корня и два действительных:

λ1,2 = ±r, r =
X

√
2α

√
−1 +

√
1 + α2/X2, lim

α→0
r = X,

λ3,4 = ±ip, p =
X

√
2α

√
1 +

√
1 + α2/X2, lim

α→0
αp = X.

(3.19)

Зная собственные значения характеристической матрицы (3.19), можно найти собственные
векторы и с их помощью записать фундаментальную матрицу F (t). Нетрудно показать, что в
качестве такой матрицы можно взять матрицу

F (t) =




ert e−rt cos(pt)− sin(pt) − sin(pt)− cos(pt)
ert e−rt −p cos(pt)− p sin(pt) p sin(pt)− p cos(pt)
ert e−rt cos(pt)/p + sin(pt)/p − sin(pt)/p+ cos(pt)/p
ert e−rt p2α2(cos(pt)− sin(pt))/X2 −p2α2(sin(pt)− cos(pt))/X2


 . (3.20)

Общее решение w̄O(t) тогда можно записать как w̄O(t) = F (t)C, где C — столбец свободных
коэффициентов. Для того чтобы найти частное решение в удобном нам виде (ниже будет по-
яснено, почему именно такой вид удобен для доказательства), произведем замену переменных

z̃1H(t) = z̄1(t) + α2R, z̃2H(t) = z̄2(t),

s̃1H(t) = s̄1(t)− α2ÿ2(t)/X
2, s̃2H(t) = s̄2(t) + α2ẏ2(t)/X

2.
(3.21)

Подставим новые переменные в систему (3.13)

˙̃z1H = z̃2H , ˙̃z2H = −X2s̃2/α
2, ˙̃s1H = z̃1H − ÿ2(t), ˙̃s2H = −s̃1H + z̃2H . (3.22)

В силу того что в качестве частного решения w̄H(t) можно рассматривать решение систе-
мы (3.13) при любых краевых условиях w̄H(T ), то частное решение системы в новых пере-
менных (3.22) будем искать при нулевых краевых условиях. Тогда по формуле Коши такое
решение можно искать в форме

w̄H = FH(t)

T∫

t0

F−1
H (τ)f(τ)dτ, (3.23)
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где FH(t) — нормированная фундаментальная матрица этой системы. Заметим, что получить
такую матрицу можно, нормировав матрицу F (t), поскольку однородная часть системы (3.22)
совпадает с таковой, соответствующей системе (3.13). Явный вид матрицы FH(t) был найден
с помощью вычислительного пакета. В силу громоздкости полученных результатов промежу-
точные выкладки не приводятся. Выпишем сразу оценки для интеграла из выражения (3.23):

T∫

t0

(∣∣∣− α2p2rÿ2(τ)e
−rτ

2(p2 + r2)X2

∣∣∣,
∣∣∣α

2p2rÿ2(τ)e
rτ

2(p2 + r2)X2

∣∣∣,

∣∣∣−
α3r

√
prÿ2(τ) (sin(pτ) + cos(pτ))

X3

∣∣∣,
∣∣∣
α3r

√
prÿ2(τ) (sin(pτ)− cos(pτ))

X3

∣∣∣
)T

dτ

≤
( α2p2r

k2 + r2
K1,

α2p2r

k2 + r2
K2, α

3r
√
prK3, α

3r
√
prK4

)T
,

K1 = Ȳ (e−T + e−t0)/2X2, K2 = Ȳ (eT + et0)/2X2, K3 = 2Ȳ/X3, K4 = 2Ȳ/X3.

Если подставить эти оценки в выражение (3.23), получим следующие оценки для частного
решения:

|z̃1H(t)| ≤ α2Kp,r, |z̃2H(t)| ≤ α2Kp,r, |s̃1H(t)| ≤ α2Kp,r, |s̃2H(t)| ≤ α4Kp,r, t ∈ [t2, T ],

Kp,r =
p2r2

2X(p2 + r2)
(2rK2e

−rt0 + 2rK1e
rT + 2pX(K3 +K4)) = O(1/α).

(3.24)
Итак, общее решение системы (3.13) записывается в виде

w̄O(t) = F (t)C + w̄H(t). (3.25)

Свободные коэффициенты найдем, подставив краевые условия. Для наглядного обоснова-
ния выбора краевых условий подставим краевые условия общего вида z̄1(T ) = z10, z̄2(T ) =
z20, s̄1(T ) = s10, s̄2(T ) = s20:




z10
z20
s10
s20


 = F (T )




c1
c2
c3
c4


+




z̃1H(T )− α2R
z̃2H(T )

s̃1H(T ) + α2ÿ2(T )/X
2

s̃2H(T )− α2ẏ2(T )/X
2


 .

Разрешив эту систему относительно коэффициентов c1,2,3,4, получим

c1 = e−rT
(
α2(p2(r(s10 − s̃1H(T )− α2ÿ2(T )/X

2) + (z10 − z̃1H(T ) + α2R)) + rz20 − z̃2H(T ))

− (s20 − s̃2H(T ) + α2ẏ2(T )/X
2)X2

)
/
(
2α2(p2 + r2)

)
,

c2 = erT
(
α2(p2(r(s10 − s̃1H(T )− α2ÿ2(T )/X

2)− (z10 − z̃1H(T ) + α2R)) + rz20 − z̃2H(T ))

+ (s20 − s̃2H(T ) + α2ẏ2(T )/X
2)X2

)
/
(
2α2(p2 + r2)

)
,

c3 = sin(pT )
(
α2(pr2(s10 − s̃1H(T )− α2ÿ2(T )/X

2)− pz20 − z̃2H(T )− r2(z10 − z̃1H(T ) + α2R))

−
[
s20 − s̃2H(T ) + α2ẏ2(T )/X

2
]
X2

)
/
(
2α2(p2 + r2)

)

+ cos(pT )
(
α2(pr2(s10 − s̃1H(T )− α2ÿ2(T )/X

2)− pz20 − z̃2H(T ) + r2(z10 − z̃1H(T ) + α2R))

+
[
s20 − s̃2H(T ) + α2ẏ2(T )/X

2
]
X2

)
/
(
2α2(p2 + r2)

)
,

c4 = cos(pT )
(
α2(pr2(s10 − s̃1H(T )− α2ÿ2(T )/X

2)− pz20 − z̃2H(T )− r2(z10 − z̃1H(T ) + α2R))

−
[
s20 − s̃2H(T ) + α2ẏ2(T )/X

2
]
X2

)
/
(
2α2(p2 + r2)

)

− sin(pT )
(
α2(pr2(s10 − s̃1H(T )− α2ÿ2(T )/X

2)− pz20 − z̃2H(T ) + r2(z10 − z̃1H(T ) + α2R))

+
[
s20 − s̃2H(T ) + α2ẏ2(T )/X

2
]
X2

)
/
(
2α2(p2 + r2)

)
.

(3.26)



Метод характеристик в задаче идентификации 263

Согласно условиям леммы выбираем α и δ согласованно, а именно, так, чтобы α2 = α2(δ) ≥
δ1−ν , ν ∈ (0, 1).

Заметим, что в формулах (3.26) в числителях слагаемые младших порядков малости по
α выделены в квадратные скобки. Однако если подставить краевые условия (3.16) и оцен-
ки (3.24), можно показать, что на самом деле эти слагаемые имеют тот же порядок малости
(а именно, α3(δ)), что и остальные слагаемые в числителях. Замена переменных (3.21) и вы-
бор краевых условий (3.16) позволяют доказать, что выражения в квадратных скобках в (3.26)
имеют порядок малости α3(δ) с учетом краевых условий (3.16), оценок (3.24) и пределов (3.19),
а именно

∣∣[s20− s̃2H(T )+α2(δ)ẏ2(T )/X
2
]∣∣ =

∣∣∣−θk
δα2(δ)

X2
− s̃2H(T )

∣∣∣ ≤ α4(δ)

X2
+α4(δ)O(1/α(δ)) = O(α3(δ)).

Если воспользоваться пределами (3.19), то можно заметить, что знаменатели в выражени-
ях (3.26) при α → 0 стремятся к постоянным величинам. Из этого в свою очередь можно
получить, что

c1 = O(α2(δ)), c2 = O(α2(δ)), c3 = O(α3(δ)), c4 = O(α3(δ)). (3.27)

Перепишем формулу (3.25), используя замену переменных (3.21):

w̄O(t) = F (t)C +




z̃1H(t)− α2(δ)R
z̃2H(t)

s̃1H(t) + α2(δ)ÿ2(T )/X
2

s̃2H(t)− α2(δ)ẏ2(T )/X
2


 .

Подставив известный вид матрицы F (t) (3.20), оценки (3.27) и (3.24), можно сделать следую-
щий вывод:

‖z̄(t)‖C[τ2,T ] = O(α2(δ)), t ∈ [τ1, T ]. (3.28)

Аналогичная оценка получается на отрезке [τ2, T ] и для ‖
¯̄
z(t)‖.

Доказательство для последующего участка времени [τ3, τ2] для случая [τ3, τ2] ∈ T1 можно
провести аналогичным образом с той разницей, что отличаются краевые условия (3.16), новые
переменные (3.21) и связанные с ними выражения (3.22), (3.24) и (3.26). При этом доказатель-
ство выполнения на этом шаге оценок (3.27) будет проводиться c использованием оценок (3.28),
полученных на предыдущем этапе.

В случае, если [τ3, τ2] ∈ T2, оценка (3.18) будет следовать непосредственно из леммы 1 и
оценки z1(t2), полученной на первом шаге.

И так далее по индукции доказательство можно продлить на весь участок [τ0, T ].
Лемма 2 доказана.

4. Решение задачи реконструкции

Зафиксируем δ ∈ (0, δ0] и α2 = α2(δ) ≥ δ1−ν , ν ∈ (0, 1), и рассмотрим множество траек-
торий x(t, ξk) = (x1(t, ξk), x2(t, ξk)) — фазовых координат характеристической системы (3.9) с
краевыми условиями вида (3.8) и порождающих их управлений u(t, ξk), где ξk ∈ Sδ (3.12).

Рассмотрим задачу на минимум функционала (3.3)

I(t0, x(·, ξ
∗), u(·, ξ∗)) = min

ξk∈Sδ

I(t0, x(·, ξk), u(·, ξk)). (4.1)

Из компактности множества x(·, ξk), ξk ∈ Sδ, вытекает существование ξ∗ ∈ Sδ и траектории
xδ,α(t) = x(t, ξ∗) системы (3.9), порождаемой непрерывным допустимым управлением uδ,α(·) =
u(t, ξ∗), которые решают задачу (4.1). Справедлива следующая
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Теорема. Если выполняются предположения 1–4 и условие согласования параметров

lim
δ→0,α→0

δ/α2 = 0, то

lim
δ→0,α→0

‖xδ,α1 (t)− x∗(t)‖C = 0,

где xδ,α1 (t) — решение задачи (4.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого δ ∈ [0, δ0], δ0 — из предположения 1, выберем со-
гласованный с ним параметр α = α(δ) такой, что lim

δ→0,α→0
δ/α2 = 0.

В силу лемм 1 и 2 для xδ,α(t) найдутся такие ограниченные оценочные функции ¯̄z(t) и
=
z(t)

из (3.14), для которых выполняется условие (3.18), что

O(α2(δ)) + y1(t) = =
z(t) + y1(t) ≤ xδ,α1 (t) ≤ ¯̄z(t) + y1(t) = O(α2(δ)) + y1(t).

Из этого следует, что lim
δ→0,α→0

‖xδ,α1 (t)−y1(t)‖C = 0. Из этого соотношения и (2.4) можно сделать

вывод:

lim
δ→0,α→0

‖xδ,α1 (t)− x∗(t)‖C = 0.

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 3. Теорема верна для любого выбранного ξk ∈ Sδ. Для решения задачи
реконструкции управления при условии согласования параметров lim

δ→0,α→0
δ/α2 = 0 с помощью

теоремы можно провести доказательство сходимости управления

lim
δ→0,α→0

‖uδ,α(t)− u∗(t)‖L2
= lim

δ→0,α→0
‖uδ,α(t)− k2∗‖L2

= 0

таким же образом, каким это было проделано в работе [4, c. 226–228]. При этом существенную
роль играет выбор ξ∗k, решающего задачу минимизации (4.1).

Значит, траектория xδ,α(t) и порождающее ее управление uδ,α(t) являются решениями ис-
ходной задачи реконструкции в смысле (3.4), (3.5).

5. Пример

Был проведен ряд численных экспериментов, заключающихся в реализации предложенно-
го метода решения задачи реконструкции на примере идентификации параметра k2∗ модели
колебаний пружины, где f(x) = x, а k2∗ играет роль неизвестного коэффициента жесткости.

В этих экспериментах в качестве базовой траектории x∗(t) рассматривалось решение урав-
нения (2.1) при k2∗ = 9. А именно, в качестве базовой траектории рассматривалась траектория

x∗(t) = sin(3t), t ∈ [9.6, 10].

С помощью генератора случайных чисел, имитирующего погрешность, была взята дис-
кретная история замеров базовой траектории x∗(t), проинтерполированная гладкой функци-
ей y1(t). В качестве функции y2(t) была взята производная ẏ1(t). На промежутке времени
t ∈ [9.6, 10], на котором выполняется предположение 2, были восстановлены решения xδ,α(t)
и порождающие их управления uδ,α(t) для разных значений параметров δ, α. Полученные
результаты наглядно иллюстрируют, что при согласованном стремлении этих параметров к
нулю выполняются условия (3.4), (3.5).

Ниже на рис. 1–4 приведены графики восстановленных фазовых переменных xδ,α1 (t) и
управления, порождающего их. Эти графики построены при разных значениях параметров δ,
α. Также было численно найдено kδ,α — “усредненное” значение uδ,α(t), вычисленное по фор-
муле (3.6).
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Рис. 1. График xδ,α

1
(t) при α = 10−2.
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Рис. 2. График xδ,α

1
(t) при α = 10−3.
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Рис. 3. График uδ,α(t) при α = 10−2, kδ,α
2

= 8.95.
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Рис. 4. График uδ,α(t) при α = 10−3, kδ,α
2

= 8.99.

Помимо предложенного метода, опирающегося на решение задачи (3.1), о минимизации
функционала с отрицательной невязкой (3.3), была предпринята попытка использовать функ-
ционал с положительной невязкой вида

It0,x0
(u(·)) =

T∫

t0

[(x1(t)− y1(t))
2

2
+

(x2(t)− y2(t))
2

2
+

α

2
u(t)2

]
dt. (5.1)

Такой выбор функционала может казаться более естественным. Тем не менее исследование
характеристической системы для задачи управления системой (3.1) на минимум функциона-
ла (5.1) дало следующие результаты: соответствующая характеристическая система является
неустойчивой [14, гл. I, п. 11] по теореме о первом приближении. Это приводит к тому, что при
нахождении решений этой системы невязки начинают расти по экспоненте, что очень сильно
затрудняет построение аппроксимаций. Этот результат наблюдается при аналогичных иссле-
дованиях, проведенных для управляемых нелинейных систем, рассмотренных в работе [13].
Рисунок 5 иллюстрирует попытку построения такой аппроксимации.
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Рис. 5. График x1(t) при α = 10−3.
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Для линейной управляемой динамической системы с запаздыванием рассмотрена задача построения
гарантированного позиционного наведения к заданному моменту времени при неполной информации о
начальном состоянии с использованием метода пакетов программ. Доказывается критерий разрешимости
задачи для случая конечного множества начальных состояний. Предложенная методика иллюстрируется
на примере конкретной линейной управляемой системы дифференциальных уравнений с запаздыванием.
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The problem of guaranteed closed-loop guidance by a given time under incomplete information on the
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1. Введение. Задача гарантированного позиционного наведения

Теория управления, находящая свое применение в различных сферах науки и практики,
продолжает активно развиваться благодаря усилиям широкого круга исследователей. Осо-
бый интерес вызывают задачи управления различными системами при неполной информации
ввиду своей распространенности. Отличительной чертой подобного рода задач является от-
сутствие (ненаблюдение) некоторых данных о системе во время реализации управляющего
воздействия.

Неполнота информации в задачах управления может находить свое отражение как в неточ-
ном задании самой системы, наблюдении только части координат, так и неизвестном началь-
ном состоянии (см., например, [1]). Рассматриваемая в настоящей работе задача относится к
последнему типу. Для управляемой динамической системы вида

ẋ(t) = A0(t)x(t) +A1(t)x(t− r) +B(t)u(t) + f(t), t ∈ [σ, T ], (1.1)

где временной отрезок [σ, T ] — ненулевой длины, x(t) ∈ R
n — состояние системы в момент

времени t, u(t) ∈ R
m — управление в этот момент, элементы матриц A0(t), A1(t) ∈ R

n×n, B(t) ∈
R
n×m, а также f(t) ∈ R

n являются непрерывными функциями на [σ, T ], будет решена задача
гарантированного позиционного наведения (задача (Ps)) [2–5] на заданное целевое множество к
заданному моменту времени. Алгоритм ее решения основан на методе пакетов программ [6–9].

Для линейных систем обыкновенных дифференциальных уравнений в случае конечного
начального множества для метода пакетов программ в [8] был получен критерий разрешимо-
сти задачи пакетного наведения. Предложенная в ней методика была успешно применена в

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-01-00539).
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задачах гарантированного позиционного наведения для частично наблюдаемых систем, опи-
сываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями при наличии действия на систе-
му неизвестного возмущения [10], а также стохастическими дифференциальными уравнения-
ми [11]. В работе [12] рассматривалась задача терминального управления линейной автономной
управляемой системой с ограниченным управлением и неизвестным начальным состоянием,
но принадлежащим заданному множеству. Авторами был предложен алгоритм построения
гарантированного управления при неполной информации о начальной функции с привлечени-
ем конструкций программных пакетов, если матрица наблюдения зависит только от фазовых
координат. В работе [9] для обыкновенных дифференциальных уравнений получены необходи-
мые и достаточные условия разрешимости задачи гарантированного позиционного наведения
к заданному моменту времени. В данной работе мы рассматриваем случай, когда в роли дина-
мической системы выступает линейная управляемая система дифференциальных уравнений с
запаздыванием.

Будем предполагать, что начальное состояние системы содержится в некотором заданном
конечном множестве допустимых начальных состояний X0 ⊂ C, где C = C([−r, 0],Rn) —
функциональное пространство состояний [13, с. 182]. Под программным управлением или про-

граммой будет понимать всякую измеримую по Лебегу функцию u(·) : [σ, T ] → P , P ⊂ R
m —

выпуклый компакт. Множество всех программ обозначается U . Для любой начальной функ-
ции ϕ(ϑ) из пространства C и всякой программы u(·) ∈ U движением системы из начального
состояния (σ, ϕ) под действием программы u(·) будем называть решение (по Каратеодори)
дифференциального уравнения с запаздыванием (1.1), определенное на отрезке [σ, T ] и удов-
летворяющее условию xσ = ϕ, где xσ(ϑ) = x(σ+ϑ), ϑ ∈ [−r, 0], и обозначать его как x(·|ϕ, u(·)).
Далее, будем предполагать выполнение условий существования решения задачи управляемо-
сти для системы (1.1) с ограниченным управлением [14].

От функционального пространства состояний C([−r, 0],Rn) перейдем к сепарабельному
гильбертову пространству H = R

n × L2([−r, 0),R
n) со скалярным произведением

(x, y)H = y⊤(0)x(0) +

0∫

−r

y⊤(s)x(s) ds

и пару (ϕ(0), ϕ(·)) будет обозначать одним символом ϕ.
Пусть заданы непустое конечное множество S ⊂ (σ, T ] допустимых моментов наведения

и для каждого момента t ∈ S непустое выпуклое замкнутое целевое множество M(t) ⊂ R
n.

Пусть для каждого t ∈ [σ, T ] задана матрица наблюдения Q(t) ∈ R
q×n, определяющая текущий

сигнал наблюдения y(t) = Q(t)x(t) о состоянии x(t) системы.
Задача управляющей стороны — привести состояние x(t) системы в какой-либо допусти-

мый момент наведения t ∈ S в заранее заданную ε-окрестность целевого множества M(t). В
процессе движения управление строится по принципу обратной связи по сигналу y(t). Следуя
стандартным методикам теории гарантирующего управления, позиционная стратегия подра-
зумевает возможность коррекции управляющего воздействия u(·) в заранее заданные моменты
времени σ = t0 < t1 < . . . < tk = T . В каждый момент ti, i = 1, k − 1, значения управления на
интервале t ∈ [ti, ti+1) определяются согласно прошедшим наблюдениям и истории управления
t 7→ u(t) на [σ, ti).

Описанная выше формализация находит отражение в следующей формулировке зада-
чи (Ps): для произвольного, наперед заданного ε > 0 выбрать такую позиционную стратегию
управления, которая для произвольной начальной функции ϕ ∈ X0 обеспечивала бы движе-
нию системы x(·), исходящему в момент σ из состояния ϕ, попадание в ε-окрестность целевого
множества M(t) в некоторый момент времени t ∈ S. Для случая, когда S = {T}, в [6; 7] дана
точная постановка задачи (Ps), а в [8] — с использованием упрощенной терминологии. Эта
постановка естественным образом была распространена на рассматриваемый в работе случай
для обыкновенных дифференциальных уравнений в [9].
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2. Задача пакетного наведения

Для удобства чтения приведем некоторые определения из работы [8]. Пусть V (·, ·) — мат-
рица-функция, являющаяся решением системы без управления

ẋ(t) = A0(t)x(t) +A1(t)x(t− r)

и удовлетворяющая начальным условиям V (t, s) = 0, t < s, V (t, t) = In, которые определяют
ее однозначно. Здесь In ∈ R

n×n — единичная матрица. Каждому допустимому начальному
состоянию ϕ ∈ X0 будет соответствовать функция

gϕ(t) = Q(t)F (t, σ)ϕ, t ∈ [σ, T ],

которую назовем однородным сигналом. Здесь линейный непрерывный функционал F (·, σ) :
H → R

n определяется формулой

F (t, σ)ϕ = V (t, σ)ϕ(σ) +

σ∫

σ−r

V (t, s+ r)A1(s+ r)ϕ(s) ds, t ∈ [σ, T ].

Множество всех допустимых начальных состояний ϕ, соответствующих однородному сигна-
лу g(·) до момента времени τ ∈ [σ, T ], обозначим X0(τ |g(·)); таким образом,

X0(τ |g(·)) = {ϕ ∈ X0 : g(·)|[σ,τ ] = gϕ(·)|[σ,τ ]}, τ ∈ [σ, T ].

Здесь и далее g(·)|[σ,τ ] — сужение однородного сигнала g(·) на отрезок [σ, τ ].
Переходя теперь непосредственно к управлению, приведем условие неупреждаемости [6]:

для любых однородного сигнала g(·), момента τ ∈ (σ, T ] и допустимых начальных состояний
ϕ1, ϕ2 ∈ X0(τ |g(·)) при всех t ∈ [σ, τ ] выполняется равенство uϕ1

(t) = uϕ2
(t).

Семейство (uϕ(·))ϕ∈X0
программ называем пакетом программ, если оно удовлетворяет

условию неупреждаемости. Пакет программ (uϕ(·))ϕ∈X0
называем наводящим, если для лю-

бого ϕ ∈ X0 найдется момент t ∈ S такой, что x(t|ϕ, uϕ(·)) ∈ M(t). Если существует наводя-
щий пакет программ, то говорим, что разрешима задача пакетного наведения (задача (Pk)).
В [7, теорема 2.2] для случая S = {T} установлено, что задача (Ps) разрешима тогда и толь-
ко тогда, когда разрешима задача (Pk). Данное утверждение остается справедливым и для
рассматриваемого здесь более общего случая (см. также [9]).

Всякое семейство s = (sϕ)ϕ∈X0
элементов множества S будем называть семейством до-

пустимых моментов наведения. Будем говорить, что пакет (uϕ(·))ϕ∈X0
программ является

наводящим с семейством допустимых моментов наведения s, если для любого ϕ ∈ X0 вы-
полняется x(sϕ|ϕ, uϕ(·)) ∈ M(sϕ). Если существует пакет программ, являющийся наводящим
с семейством допустимых моментов наведения s, будем говорить, что разрешима задача (Pk)
с семейством допустимых моментов наведения s. Нетрудно установить справедливость сле-
дующей леммы.

Лемма 1. 1) Пакет программ является наводящим тогда и только тогда, когда он яв-

ляется наводящим с некоторым семейством допустимых моментов наведения.

2) Задача (Pk) разрешима тогда и только тогда, когда разрешима задача (Pk) с некото-

рым семейством допустимых моментов наведения.

3. Постановка расширенной задачи программного наведения

Пусть G — множество всех однородных сигналов. Ввиду его конечности для каждого од-
нородного сигнала g(·) существует номер k(g(·)) > 1 такой, что τk(g(·))(g(·)) = T , где τj(g(·)),
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j = 1, k(g(·)), — моменты расслоения [8] однородного сигнала g(·). Введем множество T =⋃
g(·)∈G

{τj(g(·)) : j = 1, k(g(·))}. Как следует из [8], множество T = {τ1, . . . , τK}, где τ1 < . . . < τK .

Для каждого k = 1,K введем множество

X (τk) = {X0(τk|g(·)) : g(·) ∈ G},

каждый элемент Xk которого назовем кластером начальных состояний в момент τk. Тогда
для каждого k = 1,K кластеры начальных состояний в момент τk образуют разбиение мно-
жества X0:

X0 =
⋃

Xk∈X (τk)

Xk, X ′
k ∩X

′′
k = ∅, X ′

k,X
′′
k ∈ X (τk), X ′

k 6= X ′′
k . (3.1)

Каждый кластер Xk−1 ∈ X (τk−1) при k = 2,K представляет собой объединение конечного
числа кластеров из кластерной позиции X (τk); обозначим его как Xk(Xk−1) ⊂ X (τk); тогда

Xk−1 =
⋃

Xk∈Xk(Xk−1)

Xk. (3.2)

Следуя описанному в [8] подходу, будем представлять пакеты программ как расширен-
ные программные управления. Пусть P — множество всех семейств (uϕ)ϕ∈X0

векторов из P .
Всякую измеримую (по Лебегу) функцию t 7→ (uϕ(t))ϕ∈X0

: [σ, T ] 7→ P назовем расширенной

программой и всякое семейство (uϕ(·))ϕ∈X0
программ будем отождествлять с расширенной

программой t 7→ (uϕ(t))ϕ∈X0
.

Для каждого k = 1,K введем множество Pk всех семейств (uϕ)ϕ∈X0
∈ P таких, что для

всякого кластера Xk ∈ X (τk) и любых начальных состояний ϕ1, ϕ2 ∈ Xk выполняется равен-
ство uϕ1

= uϕ2
. Расширенная программа (uϕ(·))ϕ∈X0

будет называться допустимой, если для
каждого k = 1,K выполняется (uϕ(t))ϕ∈X0

∈ Pk при всех t ∈ (τk−1, τk] в случае k > 1 и при
всех t ∈ [σ, τ1] в случае k = 1.

Рассмотрим расширенную систему, состоящую из экземпляров системы (1.1), параметри-
зованных допустимыми начальными состояниями ϕ ∈ X0. Каждый экземпляр имеет соот-
ветствующее начальное состояние ϕ и подвержен управляющему воздействию по некоторой
программе uϕ(·). Таким образом, расширенная система имеет вид

ẋϕ(t) = A0(t)xϕ(t) +A1(t)xϕ(t− r) +B(t)uϕ(t) + f(t), xϕ(σ) = ϕ, ϕ ∈ X0.

Фазовым пространством этой системы считаем расширенное пространство Rn. Для произ-
вольного j ∈ N под Rj будем понимать конечномерное гильбертово пространство всех семейств
векторов (lϕ)ϕ∈X0

из R
j со скалярным произведением 〈·, ·〉 вида

〈l′, l′′〉 =
∑

ϕ∈X0

(l′ϕ, l
′′
ϕ), l′ = (l′ϕ)ϕ∈X0

∈ Rj, l′′ = (l′′ϕ)ϕ∈X0
∈ Rj ,

где (·, ·) — скалярное произведение в конечномерном евклидовом пространстве. Тогда зна-
чение расширенных программ трактуем как элементы пространства Rm. Для произвольно-
го непустого множества E ⊂ Rj (j ∈ N) вводим его нижнюю ρ−(·|E) : Rj 7→ R и верхнюю
ρ+(·|E) : Rj 7→ R опорные функции:

ρ−(l|E) = inf
r∈E

〈l, r〉, ρ+(l|E) = sup
r∈E

〈l, r〉, l ∈ Rj . (3.3)

Далее ρ−(l|P ) = minu∈P (l, u), l ∈ R
m, — нижняя опорная функция мгновенного ресурса управ-

ления P в R
m.
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Управление расширенной системой выбираем из класса всех допустимых расширенных
программ. Под движением расширенной системы, соответствующим допустимой расширенной
программе (uϕ(·))ϕ∈X0

, будем понимать функцию t 7→ (x(t|ϕ, uϕ(·))ϕ∈X0
: [σ, T ] 7→ Rn.

Расширенным целевым множеством для семейства допустимых моментов наведения s =
(sϕ)ϕ∈X0

будем называть множество M(s) всех семейств (zϕ)ϕ∈X0
∈ Rn таких, что zϕ ∈M(sϕ)

для всех ϕ ∈ X0.
Допустимую расширенную программу (uϕ(·))ϕ∈X0

будем называть наводящей для расши-

ренной системы с семейством допустимых моментов наведения s = (sϕ)ϕ∈X0
, если для

движения (x(·|ϕ, uϕ(·))ϕ∈X0
расширенной системы, соответствующего (uϕ(·))ϕ∈X0

, выполня-
ется условие (x(sϕ|ϕ, uϕ(·))ϕ∈X0

∈ M(s). Соответственно расширенная задача программного

наведения (задача (Pm)) с семейством допустимых моментов наведения s разрешима, если
существует допустимая расширенная программа, являющаяся наводящей для расширенной
системы с семейством допустимых моментов наведения s. Доказательство следующей теоре-
мы проводится аналогично [8, теорема 1].

Теорема 1. 1) Допустимая расширенная программа является наводящим пакетом про-

грамм с семейством допустимых моментов наведения s тогда и только тогда, когда она

является наводящей для расширенной системы с этим же семейством допустимых момен-

тов наведения.

2) Задача (Pk) с семейством допустимых моментов наведения s разрешима тогда и толь-

ко тогда, когда разрешима задача (Pm) с этим же семейством допустимых моментов на-

ведения.

4. Критерий разрешимости задачи (Pm)

Для каждого семейства допустимых моментов наведения s = (sϕ)ϕ∈X0
∈ S введем соответ-

ствующее ему множество достижимости

A(s) =
{
(x(sϕ|ϕ, uϕ(·)))ϕ∈X0

: (uϕ(·)))ϕ∈X0
∈ Up

}
(4.1)

расширенной системы. Здесь Up — множество допустимых расширенных программ. Нетрудно
установить справедливость следующей леммы, исходя из методики [8, лемма 5].

Лемма 2. Для каждого семейства допустимых моментов наведения s множество A(s)
представляет собой выпуклый компакт в Rn.

Пусть R(t) для каждого t ∈ S — подпространство пространства R
n, ортогональное всем l ∈

R
n таким, что ρ+(l|M(t)) = +∞. Для каждого t ∈ S зафиксируем выпуклый компакт L(t) ⊂

R(t), являющийся образом единичной сферы, т. е. существуют r1(t) > r2(t) > 0 такие, что
для каждого вектора z ∈ R(t) единичной нормы при некотором r ∈ [r1(t), r2(t)] выполняется
rz ∈ L(t). Для каждого семейства s = (sϕ)ϕ∈X0

допустимых моментов наведения множество
всех (lϕ)ϕ∈X0

∈ Rn таких, что lϕ ∈ L(sϕ) при всех ϕ ∈ X0, обозначим через L(s).
Свойства множества достижимости расширенной системы и расширенного целевого мно-

жества (см. лемму 2 и [9, замечание 1]) приводят на основании теоремы об отделимости выпук-
лых множеств к следующему критерию разрешимости задачи (Pm) с заданным семейством
допустимых моментов наведения.

Теорема 2. Задача (Pm) с семейством допустимых моментов наведения s разрешима

тогда и только тогда, когда

max
(lϕ)ϕ∈X0

∈L(s)
γ((lϕ)ϕ∈X0

, s) 6 0, (4.2)

где

γ((lϕ)ϕ∈X0
, s) = ρ−((lϕ)ϕ∈X0

|A(s))− ρ+((lϕ)ϕ∈X0
|M(s)). (4.3)
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Следствие. Задача (Pk) разрешима тогда и только тогда, когда неравенство (4.2) вы-

полняется для некоторого семейства допустимых моментов наведения s.

Д о к а з а т е л ь с т в о с очевидностью следует из леммы 1 и теорем 1 и 2. �

Для всякого семейства допустимых моментов наведения s = (sϕ)ϕ∈X0
введем множество

Yk(s) = {ϕ ∈ X0 : sϕ ∈ (τk−1, τk]}, k = 1,K, (4.4)

и при любом l = (lϕ)ϕ∈X0
∈ L(s) положим

lϕ(s, t) =

{
lϕ, t 6 sϕ,

0, t > sϕ,
t ∈ [σ, T ], ϕ ∈ X0. (4.5)

Теорема 3. Пусть s = (sϕ)ϕ∈X0
— семейство допустимых моментов наведения и l =

(lϕ)ϕ∈X0
∈ L(s). Тогда справедливы равенства

ρ+(l|M(s)) =
∑

ϕ∈X0

ρ+(lϕ|M(sϕ)), (4.6)

ρ−(l|A(s)) = r(l, ϕ) +

K−1∑

j=1

Σj

τj∫

τj−1

ρ−
(
djj(s, ξ) +

K∑

k=j+1

djk|P
)
dξ +ΣK

τK∫

τK−1

ρ−(dKK(s, ξ)|P ) dξ,

(4.7)

где для произвольных ϕ ∈ X0 и числовой функции h(·) приняты обозначения

Σjh =
∑

X1∈X (τ1)

∑

X2∈X2(X1)

. . .
∑

Xj∈Xj(Xj−1)

h,

r(l, ϕ) = 〈l, F (s, σ)ϕ〉 +

〈
l,

s∫

σ

V (s, z)f(z) dz

〉
, D(s, ξ) = V (s, ξ)B(ξ),

djk(s, ξ) =
∑

ϕ∈Xj∩Yk(s)

D⊤(sϕ, ξ)lϕ(s, ξ), djk =
∑

ϕ∈Xj∩Yk(s)

D⊤(sϕ, ξ)lϕ, k, j = 1,K.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения M(s) и верхней опорной функции (3.3) под-
множества пространства Rn получаем (4.6). Пусть (uϕ)ϕ∈X0

— произвольная допустимая рас-
ширенная программа, тогда для произвольного k = 1,K выполняется (uϕ(t))ϕ∈X0

∈ Pk при
всех t ∈ (τk−1, τk]. Поскольку Pk — расширенный ресурс, то для всякого Xk ∈ X (τk) значения
uϕ(t) ∈ P для всех ϕ ∈ Xk совпадают между собой при любом t ∈ (τk−1, τk]. Таким образом,

uϕ(t) = uXk
(t) ∈ P, ∀ϕ ∈ Xk, Xk ∈ X (τk), t ∈ (τk−1, τk], k = 1,K. (4.8)

Учитывая (3.2), для произвольного k = 2,K и ∀ϕ ∈ Xk, Xk ∈ Xk(Xk−1), Xk−1 ∈ X (τk−1) имеем

uϕ(t) = uXk−1
(t) ∈ P, t ∈ (τk−2, τk−1]. (4.9)

Используя формулу Коши для x(·|ϕ, uϕ(·)), получаем

〈l, x(s|ϕ, uϕ(·))〉 = r(l, ϕ) +

〈
l,

s∫

σ

D(s, ξ)uϕ(ξ) dξ

〉
. (4.10)

Из определения множеств (4.4) следует, что

〈
l,

s∫

σ

D(s, ξ)uϕ(ξ) dξ

〉
=

K∑

k=1

Ωk,
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где Ωk =
∑

ϕ∈Yk(s)

(
lϕ,

∫ sϕ

σ
D(sϕ, ξ)uϕ(ξ) dξ

)
=

∑
ϕ∈Yk(s)

∫ sϕ

σ
(D⊤(sϕ, ξ)lϕ, uϕ(ξ)) dξ. Учитывая

свойство кластеров (3.1), определение (4.5), а также равенства (4.8) и (4.9), имеем

Ω1 = Σ1

τ1∫

σ

(d11(s, ξ), uX1
(ξ)) dξ, Ω2 = Σ1

τ1∫

σ

(d12, uX1
(ξ)) dξ +Σ2

τ2∫

τ1

(d22(s, ξ), uX2
(ξ)) dξ.

Продолжая аналогичным образом для k = 3,K, получаем

Ωk = Σ1

τ1∫

σ

(d1k, uX1
(ξ)) dξ +Σ2

τ2∫

τ1

(d2k, uX2
(ξ)) dξ + . . .+Σk

τk∫

τk−1

(dkk(s, ξ), uXk
(ξ)) dξ.

Суммируя последние выражения по k, для формулы (4.10) находим

〈l, x(s|ϕ, uϕ(·))〉 = r(l, ϕ) +

K∑

k=1

(
Σk

τk∫

τk−1

(dkk(s, ξ), uXk
(ξ)) dξ +

k−1∑

j=1

Σj

τj∫

τj−1

(djk, uXj
(ξ)) dξ

)
.

По определению нижней опорной функции (3.3) множества достижимости A(s) расширенной
системы, соответствующего семейству s допустимых моментов наведения (см. (4.1)), получаем,
что ρ−(l|A(s)) есть точная нижняя грань значений, записанных в левой части последнего
равенства, по всем расширенным программам (uϕ(·))ϕ∈X0

. Из последнего равенства следует,
что данная точная нижняя грань достигается взятием минимума по uXj

(t) ∈ P при всех
t ∈ (τj−1, τj ] в подынтегральном выражении каждого интеграла, записанного в правой части.
В результате получаем представление (4.7). �

5. Пример

Рассмотрим линейную управляемую систему дифференциальных уравнений с запаздыва-
нием

ẋ1(t) = x2(t),

ẋ2(t) = −x1(t− 1) + u(t).
(5.1)

Здесь x1(t) и x2(t) — координаты фазового вектора x(t) = (x1(t) x2(t))
⊤. Значения управ-

ления u(t) ограничены отрезком [−1, 1]. Таким образом, имеем следующие параметры систе-
мы (1.1): n = 2, r = 1, P = [−1, 1], и матрицы A0, A1 и B имеют вид

A0 =

(
0 1
0 0

)
, A1 =

(
0 0
−1 0

)
, B =

(
0
1

)
.

Пусть [σ, T ] = [0, 2] и множество допустимых начальных состояний состоит из двух различных
элементов, X0 = {x′, x′′}, где

x′ =
(
ϕ′ ψ′

)⊤
, x′′ =

(
ϕ′′ ψ′′

)⊤
, ϕ′ = (ϕ′(0), ϕ′(ϑ)), ψ′ = ψ′(0).

Предположим, что данные о положении системы на отрезке [0, 1] при движении будут
недоступны, а на полуинтервале (1, 2] состояние системы будет полностью отслеживаться, т. е.
мы имеем сигнал вида

y(t) =

(
y1(t)
y2(t)

)
=

{
(0 0)⊤, t ∈ [0, 1],

(t− 1)(x1(t) x2(t))
⊤, t ∈ (1, 2],
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который соответствует следующей непрерывной матрице наблюдения:

Q(t) =

{
0, t ∈ [0, 1],

(t− 1)I2, t ∈ (1, 2],

где I2 ∈ R
2×2 — единичная матрица. Пусть задано множество допустимых моментов наведе-

ния S =
{1

2
,
3

2

}
. Цель управления состоит в том, чтобы по имеющимся значениям сигнала

сформировать программу управления системой, которая обеспечивала бы попадание коорди-
наты x1 в отрезок [−m,m], где m = 1, к моменту t = 2, т. е. в один из моментов множества S.
Тогда целевым множеством будет цилиндрическое множество с ограниченным основанием

M(t) =
{
(x1 x2)

⊤ ∈ R
2 : |x1| 6 m,x2 ∈ R

}
, t ∈ S.

Фундаментальная матрица V (·, ·) однородной системы, соответствующей системе (5.1), удов-
летворяет уравнению

∂V (t, s)

∂t
= A0V (t, s) +A1V (t− 1, s), t > s,

с начальными условиями V (t, s) = 0, s− 1 6 t < s, V (t, t) = I2.
Поскольку система (5.1) автономная, фундаментальная матрица зависит только от разно-

сти аргументов, т. е. справедливы равенства V (t, s) = V (t − s, 0) = V (t − s). Применяя метод
шагов [15] для ее нахождения, имеем

V (t− s) =





(
1 t− s

0 1

)
, 0 < t− s 6 1,

(
f(t− s) h(t− s)

−(t− s− 1) f(t− s)

)
, 1 < t− s 6 2,

где f(t− s) = −
1

2
(t− s− 1)2 + 1, h(t− s) = −

1

6
(t− s− 1)3 + t− s. Для системы (5.1) формула

Коши записывается в виде

x(ϕ, u)(t) = V (t)ϕ(0) +

0∫

−1

V (t− s− 1)A1ϕ(s) ds +

t∫

0

V (t− s)Bu(s) ds.

Однородные сигналы, соответствующие допустимым начальным состояниям x′ = (ϕ′ ψ′)⊤ и
x′′ = (ϕ′′ ψ′′)⊤, имеют вид

gx′(t) = Q(t)

(
V (t)x′0 +

0∫

−1

V (t− s− 1)A1x
′(s) ds

)

=





(0 0)⊤, t ∈ [0, 1],

(t− 1)




−
1

2
(t− 1)2ϕ′

0 +

(
−

1

6
(t− 1)3 + t

)
ψ′
0 +

0∫

−1

h(t− s)ϕ′(s) ds

(−t+ 1)ϕ′
0 +

(
−

1

2
(t− 1)2 + 1

)
ψ′
0 +

0∫

−1

f(t− s)ϕ′(s) ds



, t ∈ (1, 2].

Аналогичным образом находится gx′′(t).
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Поскольку начальные состояния различаются, x′ 6= x′′, то τ1 = 1 — первый момент расслое-
ния каждого из этих однородных сигналов; при этом второй момент расслоения τ2 — конечный
момент T = 2, число K моментов расслоения однородных сигналов равно 2, кластерная пози-
ция X (1) в момент t = 1 содержит единственное множество X0, а кластерная позиция X (2) в
момент t = 2 содержит два множества, {x′} и {x′′}.

Формула (4.3) примет вид

γ((lϕ′ , lϕ′′), s) = (lϕ′ , F (sϕ′ , 0)ϕ′) + (lϕ′′ , F (sϕ′′ , 0)ϕ′′) +

1∫

0

ρ−(D(sϕ′ , ξ)lϕ′ +D(sϕ′′ , ξ)lϕ′′ |P ) dξ

+

2∫

1

ρ−(D(sϕ′ , ξ)lϕ′(s, ξ)|P ) dξ+

2∫

1

ρ−(D(sϕ′′ , ξ)lϕ′′(s, ξ)|P ) dξ−ρ+(lϕ′ |M(sϕ′))−ρ+(lϕ′′ |M(sϕ′′)).

Используя определение множества L(s) ⊂ R2 и с учетом того, что множество M(t), t ∈
S, — цилиндрическое с ограниченным основанием, можно принять ((l′1 l′2)

⊤, (l′′1 l′′2)
⊤) =

((l′ 0)⊤, (l′′ 0)⊤). Далее, нам понадобятся

D
(1
2
, ξ
)
=





(
1

2
− ξ 1

)
, ξ ∈

[
0,

1

2

]
,

(0 0), ξ ∈
(1
2
, 2
]
.

D
(3
2
, ξ
)
=





(
−
1

6

(1
2
− ξ

)3
+

3

2
− ξ −

1

2

(1
2
− ξ

)2
+ 1

)
, ξ ∈

[
0,

1

2

]
,

(
3

2
− ξ 1

)
, ξ ∈

(1
2
,
3

2

]
,

(0 0), ξ ∈
(3
2
, 2
]
.

Следствие позволяет выполнить проверку критерия (4.2) разрешимости задачи (Ps) для неко-

торого семейства s = (sϕ)ϕ∈X0
. Множество S определяет четыре таких семейства: s1 =

{1

2
,
1

2

}
,

s2 =
{1

2
,
3

2

}
, s3 =

{3

2
,
1

2

}
и s4 =

{3

2
,
3

2

}
.

Принимая во внимание выражения (4.6) и (4.7), для значений функции γ(·) при произ-
вольных действительных l′ и l′′ из формулы (4.2) получаем для семейства s2

γ((l′ 0)⊤, (l′′ 0)⊤) = l′z′ + l′′z′′ −

1/2∫

0

∣∣∣
(1
2
− ξ

)
l′ +

(
−

1

6

(1
2
− ξ

)3
+

3

2
− ξ

)
l′′
∣∣∣ dξ

+

1∫

1/2

(3
2
− ξ

)
|l′′| dξ +

3/2∫

1

(3
2
− ξ

)
|l′′| dξ −m|l′| −m|l′′|,

где z′ = 0.8, z′′ = −1.8. В результате находим

γ = max
l′,l′′∈L(s)

γ((l′ 0)⊤, (l′′ 0)⊤) = −0.176 6 0;

этот максимум достигается при l′ = 1 и l′′ = −0.3. Следовательно, критерий разрешимо-
сти (4.2) выполняется, т. е. задача (Pk) разрешима с семейством допустимых моментов наве-
дения s2. В качестве наводящего можно выбрать следующий пакет программ:

ux′(t) = −1, t ∈ [0, 2], ux′′(t) =

{
−1, t ∈ [0, 1],
1, t ∈ (1, 2];
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используя его для управления, получаем движения

x1

(1
2

∣∣∣x′, ux′(·)
)
= z′ +

1/2∫

0

(1
2
− ξ

)
ux′,x′′(ξ) dξ = 0.925,

x1

(3
2

∣∣∣x′′, ux′′(·)
)
= z′′ +

1/2∫

0

(
−

1

6

(1
2
− ξ

)3
+

3

2
− ξ

)
ux′,x′′(ξ) dξ +

3/2∫

1/2

(3
2
− ξ

)
ux′,x′′(ξ) dξ = −0.928,

приводящие на целевое множество M(t) к моменту времени T = 2.
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ТЕОРЕМЫ ОБ ОТДЕЛИМОСТИ α-МНОЖЕСТВ
В ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 1

В.Н. Ушаков, А. А.Успенский

Работа посвящена изучению α-множеств в евклидовом пространстве R
n. Понятие α-множества введено

как некоторое обобщение выпуклого замкнутого множества в R
n. Оно возникло при изучении множеств

достижимости и интегральных воронок нелинейных управляемых систем в евклидовых пространствах.
Множества достижимости нелинейных динамических систем, как правило, невыпуклы; при этом в раз-
личных системах невыпуклость множеств достижимости имеет различную степень выраженности. Это
обстоятельство побудило авторов навести некоторую классификацию множеств в R

n по степени их невы-
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Введение

В настоящей работе изучаются свойства по существу невыпуклых множеств конечномер-
ного евклидова пространства, названных α-множествами [1]. Неотрицательная константа α
является супремальным значением функции, определенной на дополнении множества до все-
го пространства, имеет смысл угловой величины и характеризует степень вогнутости множе-
ства. Чем больше эта константа, тем ощутимее по свойствам множество отличается от своей
выпуклой оболочки. Изучение свойств α-множеств представляет несомненный интерес для
геометрии, а также служит развитию теории и методов негладкого и выпуклого анализа.

В работе осуществлена классификация α-множеств в соответствии с введенным опреде-
лением регулярного множества. Основной результат заключается в перенесении базовых ре-
зультатов выпуклого анализа [2; 3] на случай невыпуклых множеств. Доказаны теоремы об
отделимости для некоторых классов α-множеств.

К числу сфер приложения результатов относятся теория оптимального управления и диф-
ференциальные игры. Конструкции теории α-множеств находят приложение при построении
обобщенных решений уравнений гамильтонова типа [4; 5], сингулярных множеств и функции
оптимального результата в плоской задаче о быстродействии [6], при построении эволюции
волновых фронтов и эйконала при решении основного уравнения геометрической оптики [7;8].

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 14-01-00486_а) и Комплексной про-
граммы фундаментальных исследований УрО РАН (проект 15-16-1-13).
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В работе приводятся примеры, иллюстрирующие введенные понятия.

1. Основные определения

Пусть A — замкнутое множество в евклидовом пространстве R
n и z∗ ∈ R

n \A. Под проек-
цией p(z∗) точки z∗ на A понимаем ближайшую к z∗ точку в A.

Полагаем

ΩA(z
∗) =

{
p(z∗)

}
— множество всех проекций p(z∗) точки z∗ на A;

coΩA(z
∗) — выпуклая оболочка множества ΩA(z

∗);

con
(
coΩA(z

∗) − z∗
)
=

{
h = λ(z − z∗) : λ > 0, z ∈ coΩA(z

∗)
}

— конус в R
n, натянутый на

coΩA(z
∗)− z∗ =

{
z − z∗ : z ∈ coΩA(z

∗)
}
;

HA(z
∗) — множество всевозможных пар (h∗, h

∗) ненулевых векторов h∗, h
∗ из con

(
coΩA(z

∗)−
z∗
)
;

(h∗ ,̂h
∗) = arccos

(
〈h∗, h

∗〉/(‖h∗‖ · ‖h
∗‖)

)
∈ [0, π] — угол между h∗ и h∗, (h∗, h

∗) ∈ HA(z
∗);

αA(z
∗) = max

(h∗,h∗)∈HA(z∗)
(h∗ ,̂h

∗) ∈ [0, π];

〈h∗, h
∗〉 — скалярное произведение векторов h∗ и h∗ в R

n, ‖h∗‖ = 〈h∗, h∗〉
1/2.

Полагаем также α = αA = sup
z∗∈Rn\A

αA(z
∗) ∈ [0, π].

О п р е д е л е н и е 1.1. Множество A назовем α-множеством в R
n.

Отметим некоторые свойства функции αA(z
∗), z∗ ∈ R

n \ A (см. [1]).

Свойство 1.1. Функция αA(z), z ∈ R
n \ A не является, вообще говоря, непрерывной

функцией.

Свойство 1.2 Функция αA(z), z ∈ R
n \ A полунепрерывна сверху.

Спрашивается: достигается ли sup в равенстве α = αA = sup
z∗∈Rn\A

αA(z
∗)?

В общем случае ответ на этот вопрос отрицательный. Есть примеры множеств A, для
которых sup не достигается на A, и в то же время для многих замкнутых множеств A в R

n

sup достигается на A (см. [1]).

Число α = αA ∈ [0, π] характеризует степень вогнутости множества A. Однако аккуратнее
было бы говорить, что α = αA ∈ [0, π] характеризует не степень вогнутости A, а степень
изогнутости его границы ∂A. Так, два множества в R

2 на рис. 1 имеют одну и ту же степень
вогнутости α = αA = π.

Если для некоторого замкнутого множества A ⊂ R
n имеет место α = αA = 0, то αA(z

∗) = 0
для любой точки z∗ ∈ R

n \A, т. е. множество ΩA(z
∗) состоит из одной точки. Согласно теореме

Моцкина (см., например, [9]), множество A в этом случае — выпуклое множество в R
n. Также

если A — выпуклое замкнутое множество в R
n, то αA(z

∗) = 0 для любой точки z∗ ∈ R
n \ A

и, стало быть, α = αA = 0. Значит, выпуклые замкнутые множества A в R
n и 0-множества A

(0-вогнутые множества A) суть эквивалентные понятия.

∂A

∂A

A

A

R
2

Рис. 1.
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Допустим теперь, что для некоторой точки z∗ ∈ R
n \ A выполнено соотношение

z∗ /∈ coΩA(z
∗). (1.1)

Тогда справедливо неравенство

αA(z
∗) = max

(h∗,h∗)∈HA(z∗)
(h∗ ,̂h

∗) < π. (1.2)

С другой стороны, если для некоторой точки z∗ ∈ R
n \A выполнено (1.2), то справедливо

и (1.1). Таким образом, соотношения (1.1) и (1.2) эквивалентны.

О п р е д е л е н и е 1.2. Замкнутое множество A в R
n назовем регулярным множеством

в R
n, если для любой точки z∗ ∈ R

n \ A выполняется (1.1).

Принимая во внимание эквивалентность (1.1) и (1.2), получаем, что если A — регулярное
множество в R

n, то для любой точки z∗ ∈ R
n \A выполняется αA(z

∗) < π. При этом возможны
варианты: 1) α = αA < π; 2) α = αA = π, причем αA(z

∗) < π для любых z∗ ∈ R
n \ A.

О п р е д е л е н и е 1.3. Замкнутое множество A в R
n назовем нерегулярным множеством

в R
n, если оно не является регулярным в R

n, т. е. если αA(z
∗) = π для некоторой точки

z∗ ∈ R
n \A.

Пример нерегулярного множества приведен в [1].

Приведем некоторые свойства регулярных множеств в R
n. Обозначим ρ(z) = min

a∈A
‖z − a‖,

z ∈ R
n.

Утверждение 1 [1, теорема 1.1]. Пусть A — регулярное множество в R
n. Тогда для лю-

бого замкнутого множества B в R
n, B ⊃ A, B 6= A, для которого supb∈B ρ(b) достигается

на B, все точки b множества B, максимально удаленные от A, удовлетворяют включению

b ∈ ∂B.

Сформулируем еще одно утверждение (см. [1]), которое будет использовано нами при до-
казательстве некоторых утверждений из разд. 2.

Утверждение 2 [1, теорема 1.3]. Пусть A — замкнутое множество в R
n и ε > 0. Тогда

αAε
6 αA.

2. Теоремы об отделимости α-множеств

Справедливо следующее утверждение.

Пусть ϕ(A) — такой гомеоморфный образ в R
n компакта A ⊂ R

n с intA 6= ∅, что

ϕ(A) ⊂ intOr(0), где Or(0) — замкнутый шар в R
n радиуса r с центром 0 ∈ R

n (см. рис. 2).
Тогда отвечающее компакту A множество A∗ = cl(Or(0)\ϕ(A)) ⊂ R

n таково, что αA∗ = π.

z∗

A∗

R
n

ϕ(A)

Рис. 2.
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В самом деле, пусть A∗ — множество в R
n указанного вида и пусть z∗ — наиболее удаленная

от A∗ точка в множестве ϕ(A).

Введем функцию σ(z) = min
a∗∈A∗

‖z − a∗‖2, z ∈ R
n и производную

σ′(z∗, s) = lim
λ↓0

σ(z∗ + λs)− σ(z∗)

λ

функции σ(z) в точке z∗ по направлению s 6= 0.

Для любого s ∈ R
n, s 6= 0 справедливо представление

σ′(z∗, s) = min
p(z∗)∈ΩA∗(z∗)

ϕ′(z∗, s) = 2 min
p(z∗)∈ΩA∗(z∗)

〈z∗ − p(z∗), s〉;

здесь ϕ′(z∗, s) — производная функции ϕz∗(z) = ‖z− p(z∗)‖2 в точке z = z∗ по направлению s.

Поскольку z∗ — наиболее удаленная от A∗ точка в ϕ(A), то σ′(z∗, s) = 2 min
p(z∗)∈ΩA∗ (z∗)

〈z∗ −

p(z∗), s〉 ≤ 0, s ∈ R
n, s 6= 0. Из этого неравенства следует z∗ ∈ coΩA(z

∗) и, значит, αA∗(z∗) = π,
что влечет равенство αA∗ = π.

Также для любого гомеоморфного образа ϕ(S(n−1)) в R
n сферы S(n−1) = ∂O(n)(0) в R

n

(O(n)(0) — шар в R
n радиуса 1) имеет место αϕ(S(n−1)) = π. В частности, для ϕ(S(1)) в R

2

справедливо αϕ(S(1)) = π.

В связи с этим возникает вопрос: “Пусть ϕ(S(n−1)) — гомеоморфный образ в простран-
стве R

n+1 сферы S(n−1). Выполняется ли равенство αϕ(S(n−1)) = π?”

В этом разделе рассматриваются α-множества в пространстве R
n, и в основном в R

2. Пе-
ренесены некоторые понятия и утверждения из выпуклого анализа в область α-множеств.

Рассмотрим некоторые определения.

О п р е д е л е н и е 2.1. Обозначим через Aα (Bα) совокупность всех замкнутых мно-
жеств A в R

n с числом αA = α (αA 6 α), где α ∈ [0, π].

Справедливы соотношения Aα ⊂ Bα и Bα =
⋃

β∈[0,α]Aβ.

Пусть α ∈ [0, π).

О п р е д е л е н и е 2.2. α-гиперплоскостью Γ в R
n назовем такой гомеоморфный образ

гиперплоскости в R
n, что

1) Γ ∈ Aα;

2) Γ разбивает R
n на два замкнутых множества в R

n, гомеоморфных замнутому полупро-
странству в R

n.

Обозначим замкнутые множества в R
n из определения 2.2 через Φ+ и Φ−. Имеем: Φ+ и Φ−

суть элементы совокупности Bα и хотя бы одно из них — элемент совокупности Aα.

Φ− (Φ+) назовем α-полупространством в R
n, если Φ− ∈ Aα (Φ+ ∈ Aα). Тогда, если Φ− ∈

Bα \ Aα (Φ+ ∈ Bα \ Aα), то Φ− ∈ Aβ (Φ+ ∈ Aβ) при некотором β ∈ [0, α).

В случае, если Γ, Φ−, Φ+ таковы, что Γ, ∂Φ−, ∂Φ+ содержат точку z∗ ∈ R
n, будем иногда

обозначать так: Γ(z∗), Φ−(z∗), Φ+(z∗).

Также в случаях, когда ясно, что речь идет об α-полупространствах Φ− и Φ+ в R
n, будем

иногда называть их полупространствами в R
n.

О п р е д е л е н и е 2.3. α-гиперплоскость Γ(z∗) в R
n назовем опорной к A ∈ Aα в точке

z∗ ∈ ∂A, если A содержится в одном из полупространств Φ−(z∗), Φ+(z∗), соответствующих
α-гиперплоскости Γ(z∗).

То из полупространств Φ−(z∗), Φ+(z∗), которое содержит множество A, назовем опорным
к A в точке z∗ ∈ ∂A.

О п р е д е л е н и е 2.4. Будем говорить, что множества A и B из R
n α-отделимы (Bα-

отделимы), если существует такая α-гиперплоскость Γ (гиперплоскость Γ ∈ Bα) в R
n, что A ⊂
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Φ−, B ⊂ Φ+; здесь Φ−, Φ+ — полупространства в R
n, соответствующие α-гиперплоскости Γ

(гиперплоскости Γ ∈ Bα).

О п р е д е л е н и е 2.5. Будем говорить, что множества A и B из R
n сильно α-отделимы

(сильно Bα-отделимы), если существуют α-гиперплоскость Γ (гиперплоскость Γ ∈ Bα) в R
n и

ρ ∈ (0,∞) такие, что Aρ ⊂ Φ−, Bρ ⊂ Φ+; здесь Φ−, Φ+ — полупространства в R
n, соответству-

ющие α-гиперплоскости Γ (гиперплоскости Γ ∈ Bα).

Ниже сформулируем и докажем несколько утверждений, относящихся к множествам A из
Aα или Bα, аналогичных некоторым теоремам из выпуклого анализа [2;3], таким как теорема
о существовании опорной гиперплоскости к выпуклому множеству, теорема о представимости
замкнутого выпуклого множества в виде пересечения содержащих его полупространств, теоре-
мы об отделимости выпуклых множеств в R

n. При формулировке утверждений, относящихся к
множествам из Aα и Bα, нам придется наложить на эти множества некоторые дополнительные
условия.

Итак, сначала рассмотрим в R
2 замкнутые множества, стесненные свойством мажорируе-

мости (m-свойством). Приведем примеры множеств в R
2, обладающих m-свойством, и пока-

жем, что не все замкнутые множества в R
2 обладают m-свойством. Далее приведем некоторые

утверждения относительно α-множеств в R
2, обладающих m-свойством.

Пусть A — замкнутое множество в R
2 и z∗ ∈ ∂A.

Введем следующие множества в R
2 :

K(z∗;A) =
{
h ∈ R

2 : h 6= 0, z = z∗ + λh ∈ A при некотором λ > 0
}

— конус допустимых
направлений множества A в точке z∗;

KA(z
∗) =

{
z = z∗ + λh : λ > 0, h ∈ K(z∗;A)

}
;

QA(z
∗) = cl

(
R
2 \KA(z

∗)
)
, где символ clX означает замыкание множества X в R

2.

Для краткости конические множества KA(z
∗) и QA(z

∗) будем называть конусами в R
2.

QA(z
∗) — замкнутое, не обязательно выпуклое множество в R

2. Может случиться для
некоторых α-множеств A в R

2 с числом α ∈ (0, π), что QA(z
∗) = ∅ при некоторых z∗ ∈ ∂A.

Допустим теперь, что QA(z
∗) 6= ∅ для некоторых A ⊂ R

2 и z∗ ∈ ∂A. В этом случае
конус QA(z

∗) можно представить как объединение выпуклых замкнутых конусов из некоторого
набора Kω, ω ∈ R

2 с вершиной z∗ :

QA(z
∗) =

⋃

ω∈Ω

Kω; (2.1)

здесь Ω — некоторое множество.

Ясно, что представление (2.1) конуса QA(z
∗) может быть неоднозначно. Это будет в случа-

ях, когда intQA(z
∗) 6= ∅. Но может оказаться, что intQA(z

∗) = ∅, и тогда QA(z
∗) не допускает

представления (2.1), в котором среди Kω, ω ∈ Ω есть конус с intKω 6= ∅.

Для замкнутого множества A ⊂ R
2 и z∗ ∈ ∂A будем говорить, что z∗ ∈ ∂A есть точка

типа I, если

a) QA(z
∗) 6= ∅;

b) существует такое представление (2.1) конуса QA(z
∗), что среди конусов Kω, ω ∈ Ω есть

конус Kω∗ с intKω∗ 6= ∅, не совпадающий с полуплоскостью в R
2;

c) конус QA(z
∗) не допускает представления (2.1), в котором среди Kω, ω ∈ Ω есть конус,

совпадающий с полуплоскостью в R
2.

Будем говорить, что z∗ ∈ ∂A есть точка типа II, если

a) QA(z
∗) 6= ∅;

b) конус QA(z
∗) допускает представление (2.1), в котором среди Kω, ω ∈ Ω есть конус,

совпадающий с полуплоскостью в R
2.

На рис. 3 изображены точки z∗ ∈ ∂A типов I и II.

В случае, когда z∗ — точка типа I, рассмотрим соответствующий конус K∗ = Kω∗ (см.
п. b) ), биссектрису конуса K∗ и какую-либо точку y∗, y∗ 6= z∗ на биссектрисе. Из y∗ восстано-



282 В.Н.Ушаков, А.А.Успенский

Kω∗

Kω∗

R
2

A

A

z∗z∗

Рис. 3.

вим перпендикуляры к образующим (крайним лучам) конуса K∗. Через β = β(y∗) обозначим
угол между перпендикулярами (0 < β < π).

Угол β = β(y∗) есть некоторая характеристика конуса K∗, принадлежащего конусу QA(z
∗).

Следовательно, эта характеристика имеет отношение к самому A. Однако отсутствует ее непо-
средственная связь с понятием проекции точки на множество A. Угол β = β(y∗) не есть, вообще
говоря, угол между двумя векторами вида p(y∗)− y∗.

Свойство, которое вводим ниже, связывает характеристику β = β(y∗) с угловой характе-
ристикой, в основе которой лежит понятие проекции точки на множество A.

О п р е д е л е н и е 2.6. Будем говорить, что замкнутое множество A в R
2 обладает m-

свойством (свойством мажорируемости), если для любой точки z∗ ∈ ∂A существует такое
представление (2.1), в котором z∗ есть точка типа I или типа II и для любой точки типа I
среди соответствующих конусов K∗ = Kω∗ найдется такой и для него такая точка z0 ∈ R

2 \A,
что β 6 αA(z

0).

Возникает естественный вопрос о существовании в R
2 замкнутых множеств, обладающих

точками z∗ ∈ ∂A типа I и m-свойством. Ответ на этот вопрос положителен. Приведем пример
такого множества.

П р и м е р 1. Пусть замкнутое множество A в R
2 ограничено дугами трех окружностей

(см. рис. 4), причем концы z(1) и z(2) внутренней дуги не совпадают.

Любая внутренняя точка z∗ внутренней дуги, входящей в ∂A, является точкой типа I.

z∗

z(1) z(2)

K1

K2 A

A

R
2

Рис. 4.
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Рис. 5.

Так, например, точке z∗, принадлежащей всем трем дугам одновременно, соответствует конус
QA(z

∗) = cl
(
R
2\KA(z

∗)
)
= K1∪K2, где K1 и K2 — замкнутые выпуклые конусы с вершиной z∗.

Конусы K1 и K2 имеют непустые внутренности и не совпадают с полуплоскостью в R
2. Видим,

что конус K∗ = K2 имеет соответствующий угол β = β(y∗) < π. С другой стороны, αA =

αA(z
0) = π для точки z0 =

z(1) + z(2)

2
.

Точки z(1) и z(2), а также внутренние точки двух внешних дуг, входящих в ∂A, являются
точками типа II.

Видим, что множество A обладает m-свойством. �

Приведенный пример показывает, что совокупность замкнутых множеств A в R
2, облада-

ющих m-свойством, непуста. Нетрудно убедиться в том, что таких множеств A в R
2 много. В

связи с этим спрашивается: может быть, все замкнутые множества A в R
2, у которых z∗ ∈ ∂A

суть точки типа I или типа II, обладают m-свойством? Приведем пример, показывающий, что
ответ на этот вопрос отрицателен.

П р и м е р 2. Основу конструкции составляет трехзвенная ломаная X с узлами в точках
w = (0, b), y = (−c, 0), u = (d,−e), z = (2d + c, 0), где параметры b > 0, c > 0, d > 0, e > 0;
их значения определим ниже. Построим характеристическое множество L(X), состоящее из
точек, имеющих не менее двух проекций (ближайших точек) на ломаной X. Линейная струк-
тура X определяет геометрию характеристического множества. L(X) является объединением
одномерных и нульмерных многобразий в виде дуг парабол, открытых отрезков (отрезков без
концов), полупрямых, точек и содержит (см. рис. 5):

• конечную совокупность
{
x(1), x(2), x(3)

}
точек склейки одномерных многообразий;

• открытый отрезок L1 биссектрисы угла, образованного звеньями wy и yu ломаной X;

• дугу L2 параболы, фокус которой совпадает с точкой w, а директриса — с осью Ox1;

• дугу L3 = x(2)x(3) параболы, состоящую из точек, равноудаленных от точки w и звена
uz ломаной X;

• полупрямую L4 с крайней точкой x(3), состоящую из точек, равноудаленных от концов
w и z ломаной X;

• открытый отрезок L5 = ux(2) биссектрисы угла, образованного звеньями yu и uz лома-
ной X.

Изучим поведение функции αX(·) на характеристическом множестве L(X) и оценим сверху
ее множество значений.

Выделим особо точку бифуркации x(2) — единственную точку из L(X), имеющую не две, а
три различные проекции на ломаную X. Одной из проекций является w, другую обозначим как
g, третью проекцию обозначим как q. Проекции w, g и q упорядочены против часовой стрелки
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s

αX

0 s(x(1)) s(x(2))

α(x(1))

α2

Рис. 6.

относительно точки x(2). Пусть углы α1 = wx̂(2)g, α2 = gx̂(2)q, тогда αX(x(2)) = α1 + α2.
Заметим, что за счет надлежащего выбора значений параметров b, c, d, e угол αX(x(2)) можно
сделать меньше любой наперед заданной положительной константы.

Функция αX(·), будучи рассмотренной на кривой L(y) = L1∪L2∪L3∪L4∪
{
x(1), x(2), x(3)

}
,

в точке x(2) терпит разрыв. В этой точке происходит скачок значений функции на величину
α2 > 0 при движении вдоль L(y) в направлении от x(1) до x(2). График сужения αX(·) на L(y)
при натуральной параметризации s = s(x) этой кривой представлен на рис. 6. Аналогичным
образом функция αX(·) ведет себя вдоль другой характеристической линии L(u) = L5∪

{
x(2)

}

при движении вдоль L(u) в направлении от u до x(2). Здесь также в точке x(2) происходит
скачок значений функции, но на величину α1 > 0. За счет выбора параметров углы α1 и α2, а
вместе с этим и угол αX(x(2)) = α1 + α2 можно сделать меньше любой малой положительной

величины. Примем b = 1/2, c = 1. Потребуем, чтобы
e

d+ c
= 1/2. Тогда x(1) = (1/4, 0).

Найдем значение параметра d, при котором парабола с фокусом в точке w и директрисой,
определяемой звеном yu ломаной X, проходит через точку x(2) = (d, 1/2). Подставив b = 1/2,
c = 1 в уравнение параболы 2b(d + c)2x2 − (d + c)2x21 + e

(
2(d + c)x1x2 + 2c(d + c)x2 + 2ecx1 +

2bex2− ex
2
2

)
= (d+ c)2b2+ e2(b2− c2), учитывая соотношение

e

d+ c
= 1/2, получим квадратное

уравнение d2 − d − 1 = 0. Откуда d =
1 +

√
5

2
. Тогда e =

3 +
√
5

4
, точки x(2) =

(1 +
√
5

2
,
1

2

)
;

x(3) =
(51 + 24

√
5

8(3 +
√
5)
,
37 + 16

√
5

4(3 +
√
5)

)
≈ (2.498, 3.474).

Докажем, что при таком выборе параметров, выполняется строгое неравенство

αX(x(2)) < αX(x(1)).

Обозначим через α0 угол между звеньями wy и yu ломаной X. Имеем tg
(α0

2

)
=

b

c
=

e

d+ c
= 1/2. Отсюда α0 = 2arctg 1/2. Поскольку tgα0 =

2 · 1/2

1− (1/2)2
= 4/3, то α0 = arctg 4/3.

Обозначим через α∗ дополнение угла α(x(2)) до π, т. е. α∗ = π − α(x(2)). Из подобия пря-
моугольных треугольников (см. рис. 5) получаем, что tgα∗ = c/b = 2. Тогда α∗ = arctg 2.
Отсюда αX(x(1)) = π− α0 = π− arctg 4/3, αX(x(2)) = π −α∗ = π− arctg 2. Требуемое неравен-
ство αX(x(1)) > αX(x(2)) доказано.

Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что функция αX(·) монотонно убывает
вдоль кривой L1 ∪ L2 при ее обходе в направлении от точки y до точки x(2) :

αX(x) 6 αX(x(1)), x ∈ L1 ∪ L2.

Аналогично можно показать, что αX(·) монотонно убывает вдоль кривой L3 ∪L4 ∪ {x(3)} при
ее обходе в направлении от точки x(2) до точки x(3). Стало быть, для всех точек кривой L(y)
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выполняется оценка
αX(x) 6 αX(x(1)), x ∈ L(y).

Осталось заметить, что функция αX(·) на открытом отрезке L5 постоянна, причем для всех
точек x ∈ L5 справедливо равенство αX(x) = α0 = arctg 4/3. Поскольку α0 < αX(x(2)), а
αX(x(2)) < αX(x(1)), то для всех точек кривой L5 ∪ x(2) справедливо неравенство αX(x) <
αX(x(1)). В итоге получаем оценку

αX(x) < αX(x(1)), x ∈ L(X).

Опираясь на полученные результаты, построим невыпуклое компактное множество A, не
обладающее m-свойством.

Для этого сконструированную ломаную X дополним до замкнутой линии выпуклой кри-
вой, соединяющей точки w и z. В качестве такой кривой выберем, например, дугу X эллипса,
проходящего через точки w и z. Замкнутая кривая X ∪X является кусочно-гладкой и ограни-
чивает компактно невыпуклое множество, которое обозначим через A (см. рис. 7). Нетрудно
видеть, что характеристическое множество L(A) множества A совпадает с L(X).

Поскольку αA(x) = 0, когда x ∈ R
2 \ L(A) (в силу единственности проекции точки x на

множество A), и αA(x) 6 αA(x
(1)), когда x ∈ L(A) (обоснование приведено выше), то

αA = sup
x∈Rn\A

αA(x) = αA(x
(1)) = π − arctg 4/3.

Рассмотрим QA(y) — замыкание дополнения конуса возможных направлений множества A
в точке y ∈ ∂A. В данном случае y является точкой типа I, конус QA(y) = wyz, т. е. состоит
из одной выпуклой компоненты K1, K1 = QA(y). На биссектрисе конуса K1 выберем точку
y∗ 6= y, вычислим угол

β(y∗) = π − arctg 1/2.

Очевидно, что
αA < β(y∗). �

Вернемся к изучению замкнутых множеств A в R
2, обладающих m-свойством. Дадим еще

одно определение.

О п р е д е л е н и е 2.7. Будем говорить, что замкнутое множество A в R
2 обладает уси-

ленным m-свойством, если для любой ε-окрестности Aε, ε ∈ [0,∞) выполняется m-свойство.
Здесь обозначено A0 = A.

Приведем пример замкнутого множества в R
2, обладающего усиленным m-свойством.

x1

x2

w

y

u

z

A

x(1)

x(2)

x(3)

L1

L2

L3

L4

L5

Рис. 7.
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x1

x2

A

Aε

0

Рис. 8.

K∗

R
2 K♮

A
z∗

Γ(z∗)

Рис. 9.

П р и м е р 3 представлен на рис. 8.

Сформулируем и докажем некоторые утверждения относительно α-множеств в конечно-
мерных евклидовых пространствах. Эти утверждения, подобные некоторым утверждениям
выпуклого анализа, представляют собой достаточные условия, и в некоторых из них участву-
ет m-свойство. В формулируемых ниже теоремах 1, 2 множество A содержится в R

2.

Теорема 1 (о существовании опорной α-гиперплоскости). Пусть A ∈ Aα, α ∈ [0, π) обла-

дает m-свойством и z∗ ∈ ∂A. Тогда существует хотя бы одна α-гиперплоскость, опорная

к A в точке z∗.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Итак, пусть z∗ ∈ ∂A. Тогда по условиям теоремы существует
такое представление (2.1), согласно которому z∗ есть точка типа I или типа II.

Если z∗ — точка типа I, то среди соответствующих конусов Kω∗ , ω∗ ∈ Ω в представле-
нии (2.1) найдется конус K∗ = Kω∗ , а также точка z0 ∈ R

2 \A такие, что β 6 αA(z
0). Так как

A есть α-множество, то αA(z
0) 6 α и, значит, β 6 α. Тогда угол при вершине z∗ конуса K∗

равен π−β > π−α. Это неравенство означает, что в K∗ можно вложить замкнутый выпуклый
конус K♮ с вершиной z∗ и углом π − α при вершине (см. рис. 9).

Граница ∂K♮ конуса K♮ есть α-гиперплоскость в R
2. Введем обозначения Γ(z∗) = ∂K♮,

Φ+(z∗) = K♮ и Φ−(z∗) = cl
(
R
2 \ K♮

)
. Множества Φ+(z∗) и Φ−(z∗) суть α-полупространства

в R
2, соответствующие α-гиперплоскости Γ(z∗). Учитывая A ⊂ Φ−(z∗), z∗ ∈ ∂A, получаем:

Γ(z∗) — опорная к A в точке z∗ α-гиперплоскость в R
2. Теорема 1 доказана. �

Теорема 2 (о сильной отделимости точки и α-множества). Пусть A ∈ Aα, α ∈ [0, π) об-

ладает усиленным m-свойством и z∗ ∈ R
2 \ A. Тогда {z∗} и A сильно α-отделимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как A замкнуто в R
2 и z∗ ∈ R

2 \A, то ρ(z∗) = min
z∈A

‖z−z∗‖ =

ε > 0. В силу утверждения 2 выполняется αε = αAε
6 α < π и, значит, B = Aε — регуляр-

ное множество в R
2. Тогда множества A и B удовлетворяют условиям теоремы 1 и, следова-

тельно, z∗ ∈ ∂Aε. Так как A обладает усиленным m-свойством, то Aε обладает m-свойством.
Значит, по теореме 1 существует опорная в точке z∗ к Aε αε-гиперплоскость Γε(z∗). Множе-
ство Aε содержится в одном из замкнутых полупространств Φ̂−(z∗), Φ̂+(z∗), соответствующих
αε-гиперплоскости Γε(z∗). Пусть, для определенности, Aε ⊂ Φ̂+(z∗).

На основании доказательства теоремы 1 считаем, что Φ̂−(z∗) — выпуклый конус в R
2 с

углом π − αε при вершине z∗. Так как αε 6 α, то π − α 6 π − αε и, значит, в конус Φ̂−(z∗)
можно вложить некоторый выпуклый замкнутый конус K(z∗) с углом π−α при вершине z∗. По
построению конуса K(z∗) его граница Γ(z∗) = ∂K(z∗) есть α-гиперплоскость в R

2 (см. рис. 10).
Пространство R

2 разбивается α-гиперплоскостью Γ(z∗) на два замкнутых полупространства
Φ−(z∗) = K(z∗) ∈ A0 ⊂ Bα и Φ+(z∗) ∈ Aα, причем {z∗} ⊂ Φ−(z∗), Aε ⊂ Φ+(z∗).
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Рассмотрим теперь множество Φ−(z∗)ρ — ρ-окрестность множества Φ−(z∗), где ρ = ε/2 > 0.
Полагаем Γ = ∂

(
Φ−(z∗)ρ

)
(см. рис. 11).

Множество Γ есть α-гиперплоскость в R
2, которая разбивает R

2 на два полупространства
Φ− = K(z∗)ρ ∈ A0 ⊂ Bα и Φ+ ∈ Aα такие, что {z∗}ρ ⊂ Φ−, Aρ ⊂ Φ+. Теорема 2 доказана. �

Отметим, что тематика исследований, в рамках которой возникают вопросы относительно
структуры пересечений множеств из Aα (или из Bα), является заслуживающей внимания. Так,
вопросы относительно структуры пересечений множеств из Aα (или из Bα) возникают в ходе
доказательства некоторых утверждений об отделимости α-множеств в R

n.

Теперь перейдем к изучению вопроса об α-отделимости непересекающихся множеств A и
B из R

n (A ∈ Bα, B ∈ Bα, α ∈ [0, π)).

Имеет место

Гипотеза. Пусть A и B из R
n (A ∈ Bα, B ∈ Bα, α ∈ [0, π)) таковы, что ρ(A,B) =

inf
(a,b)∈A×B

‖a − b‖ > γ > 0. Тогда существует гиперплоскость Γ ∈ Bα, сильно разделяющая

A и B.

В теореме 2 рассмотрен вопрос о сильной α-отделимости точки и α-множества в R
2. Си-

туация непересекающихся одноточечного множества и α-множества в R
2 является частной по

отношению к ситуации двух непересекающихся множеств из совокупности Bα, представлен-
ной в гипотезе. Теорему 2 можно рассматривать как подтверждение гипотезы в одном, весьма
частном, случае.

Рассмотрим еще одну ситуацию, связанную с вопросом о сильной α-отделимости, действу-
ющую в пользу гипотезы.

Пусть заданы функции f(x) : M 7→ R
1 и g(x) : M 7→ R

1, липшицевы на M с константой
L ∈ (0,∞), где M — замкнутое множество в R

n.

Введем множества A = epi f(·) =
{
(x, y) : x ∈ M ; y > f(x)

}
и B = hypo g(·) =

{
(x, y) : x ∈

M ; y 6 g(x)
}
, относительно которых предполагаем inf

x∈Rn

(
f(x)− g(x)

)
= γ > 0.

Для нас представляет интерес вопрос о сильной α-отделимости множеств A и B из R
n+1.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть скалярные функции f(x) и g(x) определены на замкнутом множестве

M ⊂ R
n, липишицевы на M с константой L ∈ (0,∞) и inf

x∈M

(
f(x) − g(x)

)
= γ > 0. Тогда в

R
n+1 существует гиперплоскость Γ∗ ∈ Bα, tgα/2 = L, сильно Bα-разделяющая множества

A = epi f(·), и B = hypo g(·) в пространстве R
n+1.

Aε

z∗

Γ(z∗) Γε(z∗)

π − α

π − αε

Φ̂+(z∗)Φ̂+(z∗)

K(z∗)

Рис. 10.

R
2

A Aρ

ρ

ρ

z∗

Γ

Γ(z∗)
Φ−(z∗)

Рис. 11.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем утверждение для случая M = R
n. В связи

с этим выберем для определенности из двух функций f(x) и g(x) одну — функцию f(x) и
введем множество gr f(·) =

{
(x, y) : x ∈ R

n : y = f(x)
}
⊂ R

n+1. Каждой точке z∗ = (x∗, y∗) ∈
gr f(·) сопоставим конус K(z∗) =

{
(x, y) : x ∈ R

n, |y − f(x∗)| 6 L‖x − x∗‖
}
, состоящий из

двух замкнутых выпуклых конусов K+(z∗) =
{
(x, y) : x ∈ R

n, 0 6 y − f(x∗) 6 L‖x − x∗‖
}

и
K−(z∗) =

{
(x, y) : x ∈ R

n,−L‖x− x∗‖ 6 y − f(x∗) 6 0
}
.

Для определенности сосредоточим внимание на конусе K+(z∗) и выделим в нем какую-либо
пару крайних лучей Λ∗ и Λ∗, составляющую максимальный угол ϑ по сравнению с другими
парами крайних лучей конуса K+(z∗). Угол ψ, который составляет каждый из лучей Λ∗ и Λ∗

с подпространством R
n пространства R

n+1, равен (π − ϑ)/2.
Пусть Λ — центральный луч конуса K+(z∗), составляющий равные углы с крайними луча-

ми конуса K+(z∗), а z (z 6= z∗) — некоторая точка на Λ и α — угол между перпендкулярами,
восстановленными из z к Λ∗ и Λ∗. Угол α = 2ψ = π − ϑ не зависит от выбора точки z на
луче Λ. Здесь ψ = arctgL.

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 1. Множества hypo f(·), epi f(·) и gr f(·) в R
n+1 суть элементы совокупности Bα,

tgα/2 = L.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства леммы выберем произвольную точку z0 ∈
R
n+1 \ gr f(·). Пусть, например, z0 ∈ epi f(·). Обозначим через z∗ какую-либо проекцию точки

z0 на gr f(·), считая при этом для простоты рассуждений, что z∗ = 0 ∈ R
n+1.

Точка z∗ расположена в R
n+1 = R

n × R
1 строго ниже точки z0, т. е. вектор s = z0 − z∗

удовлетворяет неравенству 〈s, e〉 > 0, где e = (0, 0, . . . , 0, 1) ∈ R
n+1.

Обозначим через Πs(z
∗) =

{
z ∈ R

n+1 : 〈s, z〉 = 0
}

— гиперплоскость в R
n+1, опорную к

шару Or(z
0) =

{
z ∈ R

n+1 : ‖z − z0‖ 6 r
}

в точке z∗ = 0; здесь r = ‖z0‖.

Введем также конус Булигана T
(
gr f(·); z∗

)
=

{
h ∈ R

n+1 : lim
λ↓0

inf ρ
(
h, λ−1(gr f(·)−z∗)

)
= 0

}

в точке z∗ (см, например, [10; 11]); здесь ρ(h,H) — расстояние от h ∈ R
n+1 до замкнутого

множества H ⊂ R
n+1.

Множества Or(z
0), Πs(z

∗) и T
(
gr f(·); z∗

)
представлены на рис. 12.

Пусть Φ(1) и Φ(2) — некоторые множества в R
n+1 = R

n × R, имеющие вид графиков ска-
лярных функций, определенных на R

n. Будем говорить, что Φ(1) расположено под Φ(2), если
для любых (x, y(1)) ∈ Φ(1) и (x, y(2)) ∈ Φ(2), x ∈ R

n верно y(1) 6 y(2).
Множества Φ(1) =

{
(x, y) : x ∈ R

n, y = inf{y(1) : (x, y(1)) ∈ T (gr f ; z)}
}

в R
n+1 имеют как раз

вид графиков скалярных функций, определенных на R
n, и, кроме того, y(1) 6 y(2) для любых

R
n+1

e
s

Or(z
0)

z∗

z0

T
(
gr f(·); z∗

)

T
(
gr f(·); z∗

)

Πs(z
∗)

Πs(z
∗)

K−(z∗)

Рис. 12.
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(
x, y(1)

)
∈ T

(
gr f(·); z∗

)
и

(
x, y(2)

)
∈ Πs(z

∗), x ∈ R
n. В противном случае для некоторого

направления Λh = {λh : λ > 0} конуса T
(
gr f(·); z∗

)
было бы 〈s, h〉 > 0, что повлекло бы за

собой соотношение gr f(·) ∩ intOr(z
0) 6= ∅, противоречащее определению точки z∗.

Обозначим через T−
(
gr f(·); z∗

)
и Π−

s (z
∗) множества всех точек в R

n+1, лежащих не выше

множеств Φ(1) =
{
(x, y) : x ∈ R

n, y = inf{y(1) : (x, y(1)) ∈ T (gr f ; z)}
}

и Φ(2) = Πs(z
∗) соответ-

ственно:
T−

(
gr f(·); z∗

)
=

{
(x, y) : x ∈ R

n, y 6 y(1), где (x, y(1)) ∈ Φ(1)
}
,

Π−
s (z

∗) =
{
(x, y) : x ∈ R

n, y 6 y(2), где (x, y(2)) ∈ Φ(2)
}
.

Так как T
(
gr f(·); z∗

)
расположен под Πs(z

∗), то справедливо

T−
(
gr f(·); z∗

)
⊂ Π−

s (z
∗) =

{
z ∈ R

n+1 : 〈s, z〉 6 0
}
. (2.2)

Далее, конус K−(z∗), согласно определению, расположен под T
(
gr f(·); z∗

)
и, значит,

K−(z∗) ⊂ T−
(
gr f(·); z∗

)
. (2.3)

Из включений (2.2), (2.3) следует

K−(z∗) ⊂ Π−
s (z

∗). (2.4)

Учитывая (2.4), получаем, что s есть вектор внешней нормали к K−(z∗) в точке z∗ = 0,
т. е. s ∈ K0(z∗) =

{
s ∈ R

n+1 : 〈s, k〉 6 0 ∀k ∈ K−(z∗)
}
.

Конус K0(z∗) в R
n+1, нормальный к конусу K−(z∗), имеет максимальный угол между

крайними лучами (при переборе пар крайних лучей конуса), равный α = π−ϑ. Отсюда следует
z∗−z0 = −s ∈ −K0(z∗). Точка z∗ в рассуждениях была выбрана произвольно среди ближайших
точек к z0 в gr f(·). Тем самым показано, что все векторы z∗−z0, (z∗ — ближайшая точка к z0

на gr f(·)) удовлетворяют включению z0 − z∗ ∈ −K0(z∗). Значит, угол (s′ ,̂s′′) между любыми
векторами s′ и s′′ вида p(z0) − z0 удовлетворяет неравенству (s′ ,̂s′′) 6 α; здесь обозначено
p(z0) — проекция точки z0 на gr f(·).

В итоге показано, что для любой точки z0 ∈ epi f(·) \ gr f(·) выполняется αhypo f(·)(z
0) 6 α

и, значит, hypo f(·) ∈ Bα. Аналогично показывается αepi f(·)(z
0) 6 α для любой точки z0 ∈

hypo f(·) \ gr f(·) и, значит, epi f(·) ∈ Bα.
Из epi f(·) ∈ Bα и hypo f(·) ∈ Bα следует gr f(·) ∈ Bα. Лемма доказана. �

Также имеют место epi g(·) ∈ Bα, hypo g(·) ∈ Bα и gr g(·) ∈ Bα.
Возвратимся теперь к условию о сильной α-отделимости множеств A = epi f(·) и B =

hypo g(·) в R
n+1 в рамках условий, наложенных на f(x) и g(x) в случае, когда M = R

n.
Введем функцию h(x) = 1/2

(
f(x) + g(x)

)
, x ∈M = R

n.
Функция h(x) липшицева на R

n с той же самой константой L, что и функции f(x), g(x).
Поэтому в соответствии с леммой 1 множество Γ = gr h(·) в R

n+1 есть элемент совокупности Bα

с константой α, tgα/2 = L, той же самой, что и множества A и B. Кроме того, при ρ ∈
(0, γ/2) множества Aρ =

{
(x, y) ∈ R

n+1 : x ∈ R
n, y 6 f(x)− ρ

}
и Bρ = {(x, y) ∈ R

n+1 : x ∈ R
n,

y > g(x) + ρ} удовлетворяют включениям

Aρ ⊂ Φ+, Bρ ⊂ Φ−; (2.5)

здесь Φ+ =
{
(x, y) ∈ R

n+1 : x ∈ R
n, y > h(x)

}
и Φ− =

{
(x, y) ∈ R

n+1 : x ∈ R
n, y 6 h(x)

}
— за-

мкнутые полупространства, на которые гиперплоскость Γ ∈ Bα разбивает R
n+1.

Принимая во внимание липшицивость функции h(x), x ∈ R
n, по ρ ∈ (0,∞) можем подо-

брать такое ε ∈ (0,∞), что Aε ⊂ Aρ и Bε ⊂ Bρ.
Из (2.5) и последних включений следует

Aε ⊂ Φ+, Bε ⊂ Φ− (2.6)



290 В.Н.Ушаков, А.А.Успенский

при некотором ε ∈ (0,∞).

Вместе с тем утверждение теоремы 3 доказано в случае, когда M = R
n. �

Воспользовавшись этим результатом, докажем теорему 3. Итак, пусть выполнены условия
теоремы 3.

Пусть M ⊂ R
n — замкнутое множество из условий теоремы 3. Введем функции f∗(x) =

inf
y∈M

{
f(y) + L‖x− y‖

}
и g∗(x) = inf

y∈M

{
g(y) + L‖x− y‖

}
, определенные на R

n.

Справедливо следующее утверждение (см, например [12, c. 626]).

Лемма 2. Функции f∗(x) и g∗(x) липшицевы на R
n с константой L, той же самой, что

и функции f(x) и g(x), определенные на M.

Таким образом, функции f∗(x) и g∗(x) представляют собой продолжения функций f(x) и
g(x) с множества M на все пространство R

n с сохранением константы Липшица.

Заметим также, что поскольку при любых x ∈ R
n и y ∈M выполняется

f(y) + L‖x− y‖ > g(y) + L‖x− y‖, f(y)− g(y) > γ > 0,

то f∗(x)− g∗(x) > γ > 0, x ∈ R
n.

В соответствии с рассмотренным частным случаем M = R
n получаем, что множества

A∗ = epi f∗(·) и B∗ = hypo g∗(·) в R
n+1 суть элементы совокупности Bα, tgα/2 = L. Вместе с

ними gr f∗(·) и gr g∗(·) — элементы совокупности Bα.

Тогда функция h∗(x) = 1/2
(
f∗(x)+g∗(x)

)
, x ∈ R

n удовлетворяет соотношению grh∗(·) ∈ Bα,
tgα/2 = L, и при этом гиперплоскость Γ∗ = gr h∗(·) сильно Bα-разделяет множества A∗ и B∗

в пространстве R
n+1.

По определению функций f∗(x) и g∗(x) имеем A ⊂ A∗, B ⊂ B∗, и поэтому гиперплос-
кость Γ∗ сильно Bα-разделяет множества A и B в пространстве R

n+1.

Теорема 3 доказана. �

З а м е ч а н и е. В ходе доказательства теоремы 3 было установлено, что в частном случае
M = R

n множества A = epi f(·) и B = hypo g(·) суть элементы совокупности Bα, tg α/2 = L.

Возникает естественный вопрос: “Являются ли в общем случае множества A и B элемен-
тами совокупности Bα?”. Этот вопрос сводится к следующему: “Пусть ZM = {(x, y) ∈ R

n :
x ∈ M,y ∈ R} — замкнутый цилиндр в R

n+1 с основанием M∗ = {(x, 0): x ∈ M} ⊂ R
n+1. Яв-

ляются ли множества A = ZM ∩A∗ и B = ZM ∩B∗ элементами совокупности Bα, tgα/2 = L?”.

Очевидно, что без дополнительных ограничений на M ответ на этот вопрос отрицателен.
Например, если M ⊂ R

n есть элемент совокупности Aα∗ , где α < α∗
6 π, то множества

A = ZM ∩A∗ и B = ZM ∩B∗ не будут элементами совокупности Bα.

В связи с этим отметим, что даже в таком простом случае, когда A представлено в виде
ZM ∩ grϕ(·), где grϕ(·) ∈ Bα, а M — выпуклое замкнутое множество в R

n, мы не можем
утверждать, что A ∈ Bα. Для некоторых функций ϕ(·), grϕ(·) ∈ Bα включение A ∈ Bα не
выполняется, в то время как для других функций ϕ(·), grϕ(·) ∈ Bα включение A ∈ Bα имеет
место.

Итак, даже если дополнить в условиях теоремы 3 замкнутое множество M условием вы-
пуклости, то в теореме мы не можем утверждать, что множества A = ZM ∩A∗ и B = ZM ∩B∗

являются элементами совокупности Bα.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН
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УДК 518.6

АППРОКСИМИРУЕМОСТЬ
ЗАДАЧИ ОБ ОПТИМАЛЬНОЙ МАРШРУТИЗАЦИИ ТРАНСПОРТА

В КОНЕЧНОМЕРНЫХ ЕВКЛИДОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ1

М. Ю.Хачай, Р.Д. Дубинин

Задача об оптимальной маршрутизации с ограничением на грузоподъемность транспортных средств
(CVRP) является одной из классических задач комбинаторной оптимизации и обладает широким спек-
тром приложений в исследовании операций. Поскольку задача CVRP NP -трудна и сохраняет трудно-
решаемость, даже будучи сформулированной в конечномерном евклидовом пространстве, традиционно
особое внимание уделяется вопросам ее аппроксимируемости. Большая часть известных результатов в
области приближенных алгоритмов и полиномиальных приближенных схем для данной задачи получены
для ее частной постановки на евклидовой плоскости. В данной работе показывается, что подход, предло-
женный М.Хаймовичем и А.Ринноем Каном в 1985 г. для разработки полиномиальных приближенных
схем для планарной задачи с единственным складом, успешно может быть применен и в более общем
случае, например, в пространствах произвольной фиксированной размерности и при произвольном числе
складов.

Ключевые слова: оптимальная маршрутизация, CVRP, аппроксимируемость, EPTAS.

M.Yu. Khachai, R. D.Dubinin. Approximability of the optimal routing problem in finite-dimensional Eucli-
dean spaces.

The capacitated vehicle routing problem (CVRP) is a classical combinatorial optimization problem with
a wide range of applications in operations research. Since the CVRP is NP-hard even in a finite-dimensional
Euclidean space, special attention is traditionally paid to the issues of its approximability. A major part of the
known results concerning approximation algorithms and polynomial-time approximation schemes (PTAS) for
this problem are obtained for its particular instance on the Euclidean plane. In the present paper we show that
the approach to the development of a PTAS in the planar problem with a single depot proposed by Haimovich
and Rinnooy Kan in 1985 can be effectively applied in a more general case, for example, in spaces of arbitrary
fixed dimension and for an arbitrary number of depots.
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Введение

В статье изучаются вопросы эффективной аппроксимируемости комбинаторной задачи об
оптимальной маршрутизации транспортных средств (Vehicle Routing Problem, VRP) [15], опи-
сывающей одну из активно разрабатываемых моделей исследования операций. По-видимому,
впервые задача об оптимальной маршрутизации транспорта была введена в работе Г.Данцига
и Дж.Рамсера [5] при построении наиболее экономичного плана снабжения горючим сети
бензо-заправочных станций.

В простейшей постановке задача VRP состоит в следующем: заданы n-элементное множе-
ство пунктов обслуживания (клиентов, clients), выделенный пункт, именуемый складом, depot,
и транспортные издержки, возникающие при перевозках из одного пункта в другой. Требуется
указать наиболее экономичный набор маршрутов, начинающихся и заканчивающихся на скла-
де и посещающих в совокупности каждого из клиентов в точности один раз. Известен широкий
круг модификаций этой базовой постановки (см., [12;15]), связанных, например, с увеличением

1Исследование выполнено при поддержке Российского научного фонда (проект 14-11-00109).
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числа складов, учетом неоднородности спроса различных клиентов, а также дополнительными
ограничениями на грузоподъемность, количество транспортных средств, время поставок и т. п.

В работе рассматривается модификация задачи, в которой объем спроса клиентов полага-
ется одинаковым, а грузоподъемность (capacity) транспортных средств ограничена сверху зна-
чением параметра q. В литературе данная задача известна [8] как Capacitated Vehicle Routing
Problem (CVRP).

Сложностной статус этой задачи определяется ее близким родством с известными трудно-
решаемыми задачами комбинаторной оптимизации. Так, задача коммивояжера (TSP) является
частным случаем СVRP при условии, что склад совпадает с одним из пунктов обслуживания
и q > n. Как известно [13], задача TSP NP -трудна и остается таковой даже на евклидовой
плоскости, поэтому аналогичным свойством обладает и задача VRP. Почти все известные ее
модификации (за исключением, быть может, CVRP c грузоподъемностью q 6 2) сохраняют
свойство труднорешаемости (см., например, [12]), даже будучи сформулированными в конеч-
номерных евклидовых пространствах.

По этой причине большая часть работ, посвященных CVRP, связана с разработкой прибли-
женных алгоритмов и эвристик. Известно [2], что в метрической постановке CVRP APX-полна
(т. е. наличие у нее полиномиальной приближенной схемы влечет равенство P = NP ) при про-
извольном фиксированном q > 3. Позитивные результаты в области аппроксимируемости зада-
чи CVRP в основном опираются на эвристику итерированного разбиения маршрутов (ITP),
предложенную в работе М.Хаймовича и А.Ринноя Кана [8], и известную полиномиальную
приближенную схему (PTAS), разработанную С.Аророй [1] для задачи коммивояжера на плос-
кости. Так, в статье [8] обоснована первая полиномиальная приближенная схема для CVRP с
одним складом. В работе [2] была предложена полиномиальная схема с лучшей оценкой тру-
доемкости для q = O(log n/ log log n). Там же показано, что полиномиальная схема С.Ароры
для TSP порождает PTAS для CVRP при q = Ω(n). В недавней работе [6] обоснована квазипо-
линомиальная приближенная схема для этой задачи. Предложенный авторами алгоритм для
произвольного ε > 0 находит (1+ε)-приближенное решение задачи CVRP с одним складом при

произвольном q за время n(logn)O(1/ε)

. Авторами статьи [3] результаты [2;8] распространены на
случай произвольного фиксированного числа складов. В работе [14] разработаны полиноми-
альные приближенные схемы для CVRP с ограничениями на время поставки.

Приведенный выше краткий обзор, ни в коей мере не претендуя на полноту изложения,
дает некоторое представление об интенсивности исследований, посвященных аппроксимации
задачи CVRP на плоскости. Перечисленные результаты позволяют прийти к выводу о том, что
задача CVRP в R

2 и ее модификации, сохраняя труднорешаемость, как правило, эффективно
аппроксимируемы, обладая полиномиальными приближенными схемами.

Однако, об аппроксимируемости задачи в евклидовых пространствах большей размерно-
сти, по нашим сведениям, известно существенно меньше. В работе [11] результаты, полученные
в [8] для CVRP с одним складом, распространены на случай трехмерного евклидова простран-
ства.

В данной статье мы приводим обобщение результатов [11] на случай, когда число складов
m и размерность пространства d > 2 принимают произвольные фиксированные значения.

1. Постановки задач

Зададимся необходимыми обозначениями.

1. Пусть X = {x1, . . . , xn} — множество клиентов, Y = {y1, . . . , ym} — множество складов.
Через G0(X∪Y,E,w) обозначим полный взвешенный орграф, совместно с порогом грузоподъ-
емности q ∈ N задающий условие задачи CVRP. Весовая функция w определяет транспортные
издержки, связанные с перевозками из одной вершины в другую. Полагаем ее неотрицатель-
нозначной и симметричной. Стоимостью произвольного маршрута R назовем сумму стои-
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мостей входящих в него дуг и договоримся обозначать ее через w(R). Наряду с графом G0

договоримся рассматривать его подграф G = G0 〈X〉, индуцированный долей X.

2. Каждому клиенту xi сопоставим число ri = min{w(yj , xi) : j = 1, . . . ,m}, определяю-
щее наименьшие транспортные издержки по прямым перевозкам в пункт обслуживания xi.
Разрешая неоднозначность произвольным образом, зададимся разбиением X1 ∪ . . . ∪Xm = X
множества клиентов на подмножества

Xj = {x ∈ X : ri = w(x, yj)}, (1.1)

каждое из которых состоит из клиентов, ассоциированных со складом yj из соображений ми-
нимизации транспортных издержек.

3. Каждый допустимый маршрут имеет вид yjs , xi1 , . . . , xit , yjf , где yjs и yjf — (необязатель-
но различные) склады, xi1 , . . . , xit — попарно различные пункты обслуживания, посещаемые
данным маршрутом, и t 6 q.

Если m = 1, задача CVRP называется Single Depot Capacitated Vehicle Routing Problem
(SDCVRP). Все допустимые маршруты при этом условии являются простыми контурами.

Если m > 1, задачу называют Multiple Depot CVRP и различают две ее частные поста-
новки. В первой (договоримся обозначать ее MDCVRP1) каждый маршрут волен начинаться
и заканчиваться на произвольных складах yjs , yjf ∈ Y . Во второй (MDCVRP2), напротив,
допустимыми являются лишь те маршруты, в которых начальный и конечный склады совпа-
дают (yjs = yjf ).

В любой из перечисленных выше постановок задача CVRP состоит в том, чтобы для за-
данного взвешенного орграфа G0(X∪Y,E,w) и числа q указать набор допустимых маршрутов
наименьшей суммарной стоимости VRP∗, посещающих каждого клиента в точности один раз.

Ниже мы рассмотрим аппроксимируемость каждой из этих постановок. Как обычно, дого-
воримся называть задачу CVRP метрической, если весовая функция w удовлетворяет нера-

венству треугольника, т. е. для произвольных z1, z2, z3 ∈ X ∪ Y справедливо соотношение
w(z1, z2) 6 w(z1, z3) +w(z3, z2), и евклидовой, если X ∪ Y ⊂ R

d и w(z1, z2) = ‖z1 − z2‖2.

2. Задача SDCVRP

Воспользуемся традиционным подходом к построению приближенных алгоритмов для за-
дачи CVRP, опирающимся на сведение ее к подходящей задаче коммивояжера.

А л г о р и т м 1. Эвристика ITP [8].

Input: полный взвешенный орграф G0(X ∪{y}, E,w) порядка n, натуральное число q и выде-
ленный гамильтонов контур H графа G.
Output: допустимое решение SITP задачи SDCVRP.

1: for all x ∈ H do
2: начиная с вершины x, разбить контур H на l = ⌈n/q⌉ цепей, каждая из которых кроме,

может быть, одной состоит из q вершин;
3: соединив концевые вершины цепей со складом y, построить набор S(x), состоящий из l

контуров;
4: end for
5: выдать набор SITP = argmin{w(S(x)) : x ∈ H}.

Нам потребуется несколько вспомогательных утверждений, доказанных в работе [8] для
случая евклидовой плоскости. Для полноты изложения мы также приводим их с доказатель-
ствами, тем более что в большинстве своем они справедливы при гораздо более общих усло-
виях.
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Лемма 2.1. Для r̄ = 1/n
n∑

i=1
ri справедливо соотношение

w(SITP) 6 2 ⌈n/q⌉ r̄ +
(
1−

⌈n/q⌉

n

)
w(H) 6 2 ⌈n/q⌉ r̄ + (1− 1/q)w(H). (2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Легко убедиться, что для контура H число вхождений произ-
вольной дуги (xi1 , xi2) в решения S(x1), . . . , S(xn), перебираемые на основном цикле алгорит-
ма 1, составит n− l, при том, что l раз она будет заменена парой дуг (y, xi1) и (xi2 , y) стоимости
ri1 и ri2 соответственно. Следовательно, суммарная стоимость W этих решений определяется
равенством

W =
n∑

j=1

w(S(xj)) = 2l
n∑

i=1

ri + (n− l)w(H).

Справедливость утверждения леммы следует из очевидной оценки RITP(X) 6 W/n и соотно-
шения l = ⌈n/q⌉ > n/q.

Заметим, что лемма 2.1 верна для наиболее общей постановки задачи SDCVRP. В метри-
ческом случае может быть получена и нижняя оценка стоимости произвольного допустимого
решения S задачи в терминах порождаемого им гамильтонова контура (графа G). В самом
деле, пусть S состоит из контуров C1, . . . , Ct. Исключив из каждого из них вершину y и про-
извольным образом соединив получившиеся цепи, построим гамильтонов контур HS.

Лемма 2.2. Справедлива оценка

w(S) > max {2nr̄/q, w(HS)} .

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, оценка w(S) > w(HS) непосредственно следует из
неравенства треугольника. Пусть далее X(C1), . . . ,X(Ct) — разбиение множества X, порож-
даемое контурами C1, . . . , Ct. Воспользовавшись снова неравенством треугольника и проведя
несложные преобразования

w(S) >
t∑

j=1

2 max
xi∈X(Cj )

ri > 2
l∑

j=1

∑
xi∈X(Cj)

ri

|X(Cj)|
> 2

t∑

j=1

∑
xi∈X(Cj )

ri

q
= 2nr̄/q,

завершаем доказательство леммы.

Следующая теорема позволяет сопоставить оптимальное значение VRP∗(X, y) метрической
задачи SDCVRP для графа G0 и оптимум задачи коммивояжера TSP∗(X) для графа G.

Теорема 2.1. Справедливы соотношения

min {2r̄n/q,TSP∗(X)} 6 VRP∗(X, {y}) 6 2⌈n/q⌉r̄ + (1− 1/q) TSP∗(X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Верхняя оценка непосредственно следует из леммы 2.1. В самом
деле, произвольному гамильтонову контуру H∗ стоимости w(H∗) = TSP∗ в графе G алгоритм 1
сопоставляет допустимое решение SITP исходной задачи SDCVRP, вес w(SITP) которого одно-
временно удовлетворяет неравенству VRP∗

6 w(SITP) и соотношению (2.1) при подстановке
H = H∗.

С другой стороны, пусть S∗ — оптимальное решение задачи SDCVRP. По лемме 2.2

VRP∗(X, {y}) = w(S∗) > max {2r̄n/q, w(HS∗)} > max {2r̄n/q,TSP∗(X)} . (2.2)

Теорема доказана.

Приведенные выше утверждения позволяют оценить точность приближенного алгоритма,
получаемого для метрической задачи SDCVRP комбинацией произвольного приближенного
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алгоритма для задачи коммивояжера и эвристики ITP. В самом деле, допустим алгоритм 1
применяется к гамильтонову контуру H в графе G, стоимость которого удовлетворяет соот-
ношению TSP∗

6 w(H) 6 ρTSP∗ для некоторого ρ > 1. Комбинируя соотношения (2.1) и (2.2),
для веса w(S) результирующего решения имеем

w(S)

VRP∗(X, {y})
6

2 ⌈n/q⌉ r̄ + (1− 1/q) ρTSP∗(X)

max {2r̄n/q,TSP∗(X)}
6 (n+ q)/n+ (1− 1/q)ρ 6 q/n+ 1 + ρ. (2.3)

При условии q = o(n) правая часть соотношения (2.3) стремится к 1 + ρ, т. е. произвольный
ρ-приближенный алгоритм для метрической задачи коммивояжера порождает асимптотически
(1 + ρ)-приближенный алгоритм для метрической задачи SDCVRP.

Поскольку трудоемкость ITP оценивается сверху O(n2), суммарная трудоемкость базирую-
щегося на ней приближенного алгоритма определяется временной сложностью приближенного
алгоритма для задачи TSP. Например, известный 3/2-приближенный алгоритм Н.Кристофи-
деса [4] с трудоемкостью O(n3) порождает асимптотически 5/2-приближенный алгоритм с
такой же верхней оценкой временной сложности, а известная PTAS С.Ароры [1] для зада-
чи TSP в произвольном евклидовом пространстве фиксированной размерности d порождает
для произвольного c > 0 асимптотически (2+1/c)-приближенный алгоритм с верхней оценкой

трудоемкости O(n(log n)(O(
√
dc))d−1

).

В работе [8] предложена PTAS (Алгоритм 2) для задачи SDCVRP на плоскости. Ниже мы
распространим этот результат на случай евклидового пространства произвольной фиксиро-
ванной размерности d > 1.

А л г о р и т м 2. Комбинированная схема СITP.

Input: полный взвешенный граф G0(X ∪{y}, E,w) порядка n, натуральное число q и верхняя
оценка относительной погрешности ε > 0.
Output: допустимое решение SCITP задачи SDCVRP.

1: упорядочить клиентов по убыванию расстояний до склада r1 > r2 > . . . > rn;
2: задатьcя значением параметра k = k(ε), определяющим разбиение множества X на под-

множества X(k) = {x1, . . . , xk−1} внешних и X \X(k) внутренних клиентов (конкретный
вид зависимости k от ε будет определен позже);

3: найти точное решение S∗(X(k)) задачи SDCVRP для подграфа G0 〈X(k) ∪ {y}〉;
4: применив алгоритм 1, построить приближенное решение SITP(X \X(k)) задачи для под-

графа G0 〈X \X(k) ∪ {y}〉;
5: положить SCITP = S∗(X(k)) ∪ SITP(X \X(k)).

Лемма 2.3. Для произвольного k ∈ {1, . . . , n} справедливо соотношение

VRP∗(X, {y}) 6 VRP∗(X(k), {y}) + VRP∗(X \X(k), {y}) 6 VRP∗(X, {y}) + 4(k − 1)rk.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нижняя оценка очевидна, остановимся на обосновании верхней.
Пусть S∗ — произвольное оптимальное решение задачи SDCVRP для всего множества клиен-
тов X, C — произвольный входящий в него контур, посещающий вершины, входящие в подмно-
жество X(k), и B(y, rk) — шар радиуса rk с центром в точке y. Соединив вершины контура C
(в порядке их обхода) отрезками геодезических линий, получим замкнутую кривую. Точками
пересечения с границей B(y, rk) построим разбиение этой кривой на внутренние и внешние
сегменты. Соединив концы каждого внешнего сегмента с точкой y и друг с другом геодези-
ческими линиями, получим набор замкнутых кривых, порождающих семейство маршрутов в
графе G, каждый из которых посещает либо вершины из X(k), либо вершины из его допол-
нения. Легко видеть, что общая длина этих маршрутов превышает длину исходного не более,
чем на 4rk. Применив аналогичное преобразование ко всем маршрутам решения S∗, построим
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допустимые решения S1 и S2 для подграфов G0 〈X(k) ∪ {y}〉 и G0 〈X \X(k) ∪ {y}〉 соответ-
ственно. Общее число таких внешних сегментов не превосходит k − 1, так как |X(k)| = k − 1.
Следовательно,

VRP∗(X(k), {y}) + VRP∗(X \X(k), {y}) 6 w(S1) + w(S2) 6 w(S∗) + 4(k − 1)rk.

Лемма доказана.

Заметим, что лемма 2.3 верна в произвольном метрическом пространстве. Все последующие
результаты данного раздела существенно опираются на геометрию конечномерного евклидово-
го пространства. В частности, нам потребуется условие существования ε-сети на поверхности
единичной евклидовой сферы Sd−1 (см., например, [9, Lemma 3.1]) относительно традицион-
ного углового расстояния dist(x, y) = arccos(x, y). Здесь и всюду ниже полагаем d > 1.

Как обычно, для произвольного ε > 0 подмножество N ⊂ Sd−1 называем ε-сетью (на
сфере Ss−1), если для произвольной точки x ∈ Sd−1 найдется такой элемент ξ = ξ(x) ∈ N , что
dist(x, ξ) 6 ε.

Лемма 2.4. Для произвольного h ∈ (0, h0), h0 = π/(6
√
d− 1), на сфере Sd−1 существует

h
√
d− 1-сеть N = N(d, h) мощности |N | = Ch−(d−1) для некоторой константы C = C(d).

Лемма 2.4 позволит нам получить верхнюю оценку длины оптимального маршрута комми-
вояжера TSP∗(X) при условии, что множество вершин X = {x1, . . . , rn} является подмноже-
ством шара B(y,R) ⊂ R

d радиуса R с центром в точке y. По-прежнему полагаем точки множе-
ства X упорядоченными по убыванию расстояния ri до центра y, в нашем случае ri = ‖xi−y‖2.

Лемма 2.5. Для произвольного d > 1 и конечного подмножества X ⊂ B(y,R) справед-

лива оценка

TSP∗(X) 6





C1R
1/d
( n∑
i=1

ri
)(d−1)/d

, если
n∑

i=1
ri > RC(π/6)−d(d− 1)(d+1)/2,

C2R в противном случае,

где C1 = 2dC1/d(d− 1)(d−1)/2d и C2 = 2dC(π/6)−(d−1)(d− 1)(d−1)/2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 2.4 для произвольного h ∈ (0, h0), h0 = π/(6
√
d− 1),

на поверхности шара B(y,R) существует конечная h
√
d− 1-сеть N мощности Ch−(d−1). Со-

единим каждую точку ξj ∈ N радиальным отрезком с центром шара y, после чего опустим из
каждой точки xi перпендикуляр на ближайший к ней отрезок [y, ξj ]. Маршрут коммивояжера
построим стандартным методом удвоения ребер получившегося дерева. Обозначив через Φ(h)
длину построенного маршрута, имеем по лемме 2.4

TSP∗(X) 6 Φ(h) = 2h
√
d− 1

n∑

i=1

ri + 2RCh−(d−1). (2.4)

Приведенные в условии леммы оценки получаем минимизацией правой части соотношения (2.4)
при условии 0 < h < π/(6

√
d− 1).

В самом деле, точная нижняя грань функции Φ на данном интервале совпадает либо со

значением в нуле ее производной hmin =

(
RC
n∑

i=1
ri

√
d− 1

)1/d

, если hmin < h0, т. е.
n∑

i=1
ri >

RC(d− 1)(d+1)/2(π/6)−d, либо со значением в самой точке h0.
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В первом случае

min
0<h<h0

Φ(h) = Φ(hmin) = 2

(
RC
n∑

i=1
ri

√
d− 1

)1/d
√
d− 1

n∑
i=1

ri + 2RC

(
RC
n∑

i=1
ri

√
d− 1

)−(d−1)/d

= 2dC1/d(d− 1)−(d−1)/(2d)

︸ ︷︷ ︸
C1

R1/d
( n∑
i=1

ri
)(d−1)/d

.

Во втором случае, эквивалентном выполнению неравенства
n∑

i=1

ri 6 RC(d− 1)(d+1)/2(π/6)−d, (2.5)

имеем

Φ(h0) = 2
√
d− 1

π

6
√
d− 1

n∑

i=1

ri + 2RC
(π
6

)d−1
(
√
d− 1)(d−1).

Применяя оценку (2.5), получим

Φ(h0) 6
π

3
RC(d− 1)(d+1)/2

(π
6

)−d
+ 2RC

(π
6

)−(d−1)
(d− 1)(d−1)/2

= RC
(π
6

)−d(π
3
(d− 1) + 2

π

6

)
(d− 1)(d−1)/2 = 2Cd

(π
6

)−(d−1)
(d− 1)(d−1)/2

︸ ︷︷ ︸
C2

R.

Лемма доказана.

Пусть условие задачи SDCVRP задано в d-мерном евклидовом пространстве для некото-
рого d > 1. Оценим сверху относительную погрешность решения

e(k) =
w(SCITP(X))−VRP∗(X)

VRP∗(X)
=

VRP∗(X(k)) + w(SITP(X \X(k))) −VRP∗(X)

VRP∗(X)
,

получаемого алгоритмом 2, использующим для решения внутренней задачи коммивояжера
ρ-приближенный алгоритм.

Лемма 2.6. Для произвольных ρ > 1 и ε > 0 найдется номер k = k(ε) ∈ N такой, что

e(k) 6 ε.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользовавшись леммами 2.1–2.3 и введя обозначение r̄k =
n∑

i=k

ri/(n− k + 1), получим следующую цепочку неравенств:

e(k) =
VRP∗(X(k)) + VRP∗(X \X(k)) −VRP∗(X) + w(SITP(X \X(k))) −VRP∗(X \X(k))

VRP∗(X)

6
4(k − 1)rk + 2⌈(n − k + 1)/q⌉r̄k + ρTSP∗(X \X(k))− 2r̄k(n− k + 1)/q

2nr̄/q

6 q(2k − 1)
rk
n∑

i=1
ri

+
qρ

2
n∑

i=1
ri

TSP∗(X \X(k)).

Оценив правую часть последнего неравенства по лемме 2.5, получим

e(k) 6 q(2k − 1)
rk
n∑

i=1
ri

+
qρ

2
max

{
C1

(
rk
n∑

i=1
ri

)1/d
, C2

rk
n∑

i=1
ri

}

6 q(2k − 1)
rk
n∑

i=1
ri

+
qρ

2
max{C1, C2}

(
rk
n∑

i=1
ri

)1/d
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в силу очевидного соотношения rk 6

n∑
i=1

ri.

Пусть далее sk = (rk/
n∑

i=1
ri)

1/d. Предположим, что для произвольного t ∈ {1, . . . , k} спра-

ведливо неравенство

q(2t− 1)sdt +
qρ

2
C∗st > ε, (2.6)

где C∗ = max{C1, C2} и зависит только от размерности пространства d.
Возможны две альтернативы. В первом случае st > ε/(qρC∗) при каждом t. Но тогда

1 >

k∑

t=1

sdt > k
( ε

qρC∗

)d
.

Следовательно,

k 6

(qρC∗

ε

)d
. (2.7)

Рассмотрим второй случай. Пусть t0 — наименьший номер, для которого st0 < ε/(qρC∗).
По построению аналогичное неравенство справедливо и для произвольного t0 6 t 6 k. Следо-
вательно, sdt > ε/(2q(2t − 1)) в силу соотношения (2.6). Объединяя оценки, получим

1 >

k∑

t=1

sdt > (t0 − 1)
( ε

qρC∗

)d
+

ε

2q

k∑

t=t0

1

2t− 1
> (t0 − 1)

( ε

qρC∗

)d
+

ε

2q

k+1∫

t0

dt

2t− 1

> (t0 − 1)
( ε

qρC∗

)d
+

ε

4q

(
ln(2k + 1)− ln(2t0 − 1)

)
. (2.8)

Без ограничения общности полагаем ниже ε 6 4qρ, что в совокупности с очевидным (при
d > 1) соотношением C∗

> 4 влечет справедливость неравенства (ε/qρC∗)d 6 ε/4q, откуда
( ε

qρC∗

)−d
> t0 − 1 + ln(2k + 1)− ln(2t0 − 1). (2.9)

Учитывая исходное допущение t0 ∈ {1, . . . , k} и то, что правая часть соотношения (2.9) дости-

гает безусловного минимума при t0 = 1/2, имеем k 6 (1/2) e(
qρ C∗

ε
)d . Сравнивая полученную

оценку с (2.7), приходим к выводу, что в отрезке

[
1,

1

2
e

(
qρ C∗

ε

)d

+ 1
]

(2.10)

гарантированно содержится искомый номер k = k(ε).
Лемма доказана.

Резюмируем проведенные рассуждения.

Теорема 2.2. Пусть для решения внутренней задачи коммивояжера используется

ρ-приближенный алгоритм с трудоемкостью O(nc). Тогда алгоритм 2 является эффектив-

ной полиномиальной приближенной схемой (EPTAS) для задачи SDCVRP при произвольных

фиксированных q, ρ > 1 и d > 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, зафиксировав произвольный ε > 0, найдем k(ε).
Точное решение S∗(X(k(ε)) может быть найдено методом динамического программирования
за время O(Kq2K) (см., например, [3]), где K совпадает с правой границей отрезка (2.10).
Поскольку время работы оставшейся части алгоритма 2 составляет O(nc)+O(n2), то его сум-
марная трудоемкость при произвольном ε ограничена сверху полиномом от n, порядок и все
коэффициенты которого, кроме свободного члена, не зависят от ε.

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е. Алгоритм 2 остается полиномиальной приближенной схемой для задачи
SDCVRP и при более слабых ограничениях на ее параметры, например, при фиксированных
d, ρ и q = O((log log(n))1/d).
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3. PTAS для задачи MDCVRP

Результаты предыдущего раздела, касающиеся обоснования полиномиальной приближен-
ной схемы, могут быть распространены и на случай задачи CVRP с несколькими складами
при помощи несложной технической модификации. Идея такого обобщения (для случая евкли-
довой плоскости) впервые была опубликована в работе [3] и состоит в разбиении множества
клиентов согласно соотношению (1.1), последующей декомпозиции исходной задачи (вне за-
висимости, рассматривается ли она в постановке MDCVRP1 или MDCVRP2) и в применении
эвристики ITP к каждому из подмножеств Xj \X(k) ∪ {yj} в отдельности.

Опишем кратко соответствующие построения.

А л г о р и т м 3. Комбинированная схема СITP (случай нескольких складов).

Input: полный взвешенный граф G0(X ∪ Y,E,w) порядка n, натуральное число q и верхняя
оценка относительной погрешности ε > 0.
Output: допустимое решение SCITP задачи MDCVRP.

1: упорядочить клиентов по убыванию расстояний r1 > r2 > . . . > rn до множества Y ;
2: задать значение параметра k = k(ε), определяющее разбиение множества X на подмноже-

ства X(k) = {x1, . . . , xk−1} внешних и X \X(k) внутренних клиентов;
3: найти точное решение S∗(X(k)) задачи MDCVRP, задаваемой подграфом G0 〈X(k) ∪ Y 〉;
4: применив алгоритм 1, построить приближенное решение SITP(Xj \ X(k)) для каждого

подграфа G0 〈Xj \X(k) ∪ Y 〉;
5: положить SCITP = S∗(X(k)) ∪ SITP(X1 \X(k)) ∪ . . . ∪ SITP(Xm \X(k)).

В самом деле, заметим, что большая часть утверждений предыдущего раздела может быть
применена к MDCVRP практически без изменения. Например, нетрудно убедиться, что для
задачи MDCVRP1 справедлив буквальный аналог леммы 2.3, получаемый заменой {y} на Y .

Остановимся лишь на тех утверждениях, обоснование которых требует дополнительного
пояснения. По аналогии с предыдущим разделом введем обозначение относительной погреш-
ности

e(k) =
w(SCITP(X)) −VRP∗(X)

VRP∗(X)
=

VRP∗(X(k)) +
m∑
j=1

w(SITP(Xj \X(k))) −VRP∗(X)

VRP∗(X)
. (3.1)

Лемма 3.1. В задаче MDCVRP1 для произвольных m > 1, ρ > 1 и ε > 0 найдется номер

k = k(ε) ∈ N такой, что e(k) 6 ε.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть X ′
j = Xj \X(k), nj = |X ′

j | и r̄jk =
∑

xi∈X′

j

ri/nj . Повторяя

рассуждение, проведенное при доказательстве леммы 2.6, имеем

e(k) 6

4(k − 1)rk +
m∑
j=1

(2⌈nj/q⌉r̄jk + ρTSP∗(X ′
j)− 2r̄jknj/q)

2nr̄/q

6 q(2k − 2 +m)
rk
n∑

i=1
ri

+
qρ

2
n∑

i=1
ri

m∑

j=1

TSP∗(X ′
j) 6 q(2k − 2 +m)

rk
n∑

i=1
ri

+
mqρ

2
C∗

(
rk
n∑

i=1
ri

)1/d

.

Предположив, что для произвольного t ∈ {1, . . . , k}

q(2t− 2 +m)
rt
n∑

i=1
ri

+
mqρ

2
C∗

(
rt
n∑

i=1
ri

)1/d

> ε (3.2)
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и одновременно

sdt =
rt
n∑

i=1
ri

>

( ε

mqρC∗

)d
, (3.3)

получим оценку k 6

(mqρC∗

ε

)d
, родственную соотношению (2.7). Если же система (3.2) не

влечет (3.3) и t0 — первый номер, для которого справедливо противоположное неравенство,
то по аналогии с (2.8) имеем

1 >

k∑

t=1

sdt > (t0 − 1)
( ε

mqρC∗

)d
+

ε

2q

k∑

t=t0

1

2t− 2 +m
> (t0 − 1)

( ε

mqρC∗

)d
+

ε

2q

k+1∫

t0

dt

2t− 2 +m

> (t0 − 1)
( ε

mqρC∗

)d
+

ε

4q

(
ln(2k +m)− ln(2t0 − 2 +m)

)

>

( ε

mqρC∗

)d(
(t0 − 1) + (ln(2k +m)− ln(2t0 − 2 +m))

)
>

( ε

mqρC∗

)d
ln
(2k +m

m

)
,

откуда k 6 (m/2) e(
mqρ C∗

ε
)d , и, следовательно, отрезок

[
1,

m

2
e(

mqρ C∗

ε
)d + 1

]
(3.4)

заведомо содержит искомый номер k(ε).
Лемма доказана.

Для обоснования того, что алгоритм 3 является EPTAS и для MDCVRP2, нам потребуется
модификация леммы 2.3, доказанная в работе [3].

Лемма 3.2. В задаче MDCVRP2 для произвольного k ∈ {1, . . . , n} справедливо соотно-

шение

VRP∗(X,Y ) 6 VRP∗(X(k), Y ) + VRP∗(X \X(k), Y ) 6 VRP∗(X,Y ) + 2(q − 1)(k − 1)rk.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для обоснования верхней оценки используется иной (по отно-
шению к лемме 2.3) способ модификации маршрутов произвольного оптимального решения S∗

исходной задачи. Каждый маршрут C, составляющий такое решение S∗ и посещающий элемен-
ты X(k), заменяется подходящим маршрутом, получаемым из C исключением всех внутренних
клиентов. Организуем посещение каждого исключенного клиента в отдельности, добавив для
каждого в результирующее решение кратчайший индивидуальный маршрут. Таким образом,
стоимость описанного преобразования для маршрута C не превысит 2(q − 1)rk.

Справедливость леммы следует из условия |X(k)| = k − 1.

Лемма 3.3. В задаче MDCVRP2 для произвольных m > 1, ρ > 1 и ε > 0 найдется номер

k = k(ε) ∈ N такой, что e(k) 6 ε.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценивая правую часть соотношения (3.1) в соответствии с
утверждением леммы 3.2, получим оценку

e(k) 6
q((q − 1)k +m)

2

rk
n∑

i=1
ri

+
mqρ

2
C∗

(
rk
n∑

i=1
ri

)1/d
6

q2(k +m)

2

rk
n∑

i=1
ri

+
mqρ

2
C∗

(
rk
n∑

i=1
ri

)1/d
.

Буквально повторяя ход рассуждений, проведенных ранее в доказательствах лемм 2.6 и 3.1,
убеждаемся в том, что для произвольно заданного ε > 0 в отрезке

[
1, (m + 1)e(

mqρ C∗

ε
)d
]

(3.5)
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заведомо найдется номер k = k(ε), для которого e(k) 6 ε.

Лемма доказана.

Повторяя схему доказательства теоремы 2.2 и опираясь на леммы 3.1 и 3.2, нетрудно обос-
новать следующую завершающую теорему.

Теорема 3.1. В условиях теоремы 2.2 и произвольных фиксированных m,d > 1, ρ > 1 и

q алгоритм 3 является EPTAS для задач MDCVRP1 и MDCVRP2, трудоемкость которой

для произвольного ε > 0 составляет O(nc + n2 +mKq2K), где K = K(ε) совпадает с правой

границей отрезков (3.4) и (3.5) соответственно.

Заключение

В работе исследовано семейство приближенных алгоритмов для решения задач CVRP с од-
ним или несколькими складами, порождаемое известной схемой комбинирования методов точ-
ного решения подзадач и эвристики итерированного разбиения маршрутов (ITP) М.Хаймовича
и А.Ринноя Кана.

Несмотря на давнюю известность этой схемы, большинство базирующихся на ней результа-
тов не выходит за пределы евклидовой плоскости. Применение другого известного утвержде-
ния, описывающего геометрическую структуру конечных ε-сетей на сфере Sd−1 (лемма 2.4),
по-видимому, впервые позволило обобщить эти результаты на случай евклидовых пространств
произвольной фиксированной размерности d > 1.

Фактически в работе показано, что алгоритмы 2 и 3 в сопряжении с произвольным по-
линомиальным приближенным алгоритмом фиксированной точности для задачи TSP порож-
дают эффективные полиномиальные приближенные схемы (EPTAS) для задач SDCVRP и
MDCVRP. Более того, найденные оценки трудоемкости сохраняют полиномиальность по nи
при использовании для внутренней задачи TSP алгоритмов с несколько худшими оценками
точности (O(log log n)1/d), но, возможно, существенно лучшей производительностью, что мо-
жет оказаться полезным при работе с большими данными.

Для расширения диапазона допустимых значений q, при которых трудоемкость сохраня-
ет свойство полиномиальности, можно попытаться использовать для аппроксимации задачи
CVRP последние результаты в области цикловых покрытий графа (см., например, [7; 10]).
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 22 № 2 2016

УДК 517.9

МЕТОД ПРОГРАММНЫХ ИТЕРАЦИЙ
В ИГРОВОЙ ЗАДАЧЕ НАВЕДЕНИЯ1

А.Г. Ченцов

Рассматривается вариант метода программных итераций для решения игровой задачи наведения на
целевое множество при наличии фазовых ограничений. Исследуется процедура построения множества по-
зиционного поглощения, соответствующего теореме об альтернативе Н.Н.Красовского, А.И.Субботина,
послужившей основой современной теории дифференциальных игр. Важные результаты об альтерна-
тивной разрешимости дифференциальных игр для систем с распределенными параметрами и последей-
ствием принадлежат Ю. С.Осипову. Эти результаты существенно дополняют основные идеи, связанные с
альтернативой, для динамических задач бесконечномерной природы. Метод решения настоящей работы
ориентирован на “конечномерный” случай дифференциальной игры сближения-уклонения.

Ключевые слова: дифференциальная игра, обобщенное программное управление, метод итераций.

A. G.Chentsov. The program iteration method in a game problem of guidance.

A variant of the program iteration method for solving a game problem of guidance to a target set under
state constraints is considered. We study a procedure for the construction of a positional absorption set
corresponding to N.N. Krasovskii and A.I. Subbotin’s theorem of alternatives, which underlies the modern
theory of differential games. Important results on the alternative solvability of differential games for systems
with distributed parameters and aftereffect belong to Yu.S. Osipov. These results are an essential complement
to the ideas related to the alternative for dynamic problems of infinite-dimensional nature. The solution method
from the present paper is intended for the “finite-dimensional” case of a differential game of approach–evasion.

Keywords: differential game, generalized program control, iteration method.
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1. Введение

Используем далее следующие сокращения: в/з — вещественнозначная (функция), ДИ —
дифференциальная игра, ИП — измеримое пространство, МПИ — метод программных итера-
ций, МПП — множество позиционного поглощения, м/ф — мультифункция, НУ — начальное
условие, ОПП — оператор программного поглощения, п/м — подмножество, п/п — подпро-
странство, ТП — топологическое пространство, УП — упорядоченная пара, УПЗМ — упоря-
доченная пара замкнутых множеств.

Теория ДИ связана [1; 2] с исследованием задач динамики, возникающих в инженерных
приложениях и связанных с управлением в условиях помех и возмущений различного харак-
тера. Настоящая статья посвящена одному из методов решения ДИ — МПИ. Вариант МПИ,
рассматриваемый ниже, касается процедуры построения МПП, определяющего решение ДИ
сближения-уклонения (см. [2]). Упомянутое решение связано с фундаментальным фактом —
теоремой об альтернативе Н.Н.Красовского, А.И.Субботина [2;3]. Данная теорема во многом
определила современное состояние теории ДИ. Последующее развитие данной теории было
связано с разработкой программных конструкций [4; 5], построением теории обобщенных ре-
шений уравнения Гамильтона — Якоби и, на этой основе, целого направления в негладком

1Работа выполнена в рамках Программы Президиума РАН “Математические задачи современной
теории управления” и при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проекты 16-01-00505, 16-01-00649).
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анализе (работы А.И.Субботина и его учеников). В связи с упомянутой важной теоремой от-
метим глубокий результат А.В.Кряжимского [6], касающийся распространения альтернативы
Н.Н.Красовского, А.И.Субботина на ДИ, в которой правая часть управляемого дифферен-
циального уравнения не удовлетворяет условию Липшица по фазовой переменной.

Создание МПИ в значительной мере было подготовлено построением вспомогательных про-
граммных конструкций для решения так называемых регулярных ДИ. Данные конструкции
восходят, в свою очередь, к методам, разработанным Н.Н.Красовским и изложенным в [7] в
связи со схемой экстремального прицеливания. Использование МПИ не требует условий, обес-
печивающих регулярность ДИ (см. в этой части [8–12]). Применение МПИ в целом ряде иссле-
дований удачно связывалось [9;10] с формализацией ДИ в классе квазистратегий (см. [13;14]);
однако в [9;10] использовались многозначные их варианты, действующие в пространствах мер.
Данные конструкции отражены в [15, гл. IV–VI].

2. Обозначения общего характера

Используется стандартная теоретико-множественная символика (кванторы, пропозицио-

нальные связки), ∅ — пустое множество, ∃! заменяет фразу “существует и единственно”,
△
= —

равенство по определению. Семейством называем множество, все элементы которого — мно-
жества. Принимаем аксиому выбора. Для всякого объекта s через {s} обозначаем синглетон,

содержащий s. Через P(H) обозначаем семейство всех п/м множества H; P ′(H)
△
= P(H) \{∅}

есть семейство всех непустых п/м H. Если X — семейство (множеств) и Y — множество, то

X|Y
△
= {X ∩ Y : X ∈ X} ∈ P

(
P(Y )

)
есть след X на множество Y. Если A и B — множества,

то, следуя [16, c. 77], через BA обозначаем множество всех отображений, действующих из A в
B (для f ∈ BA и a ∈ A через f(a), f(a) ∈ B, обозначается, как обычно, значение f в точке a).
Если A и B — множества, f ∈ BA и C ∈ P(A), то (f |C) ∈ BC есть def сужение f на C, для

которого (f |C)(x)
△
= f(x) при x ∈ C.

Как обычно, R — вещественная прямая, N
△
= {1; 2; . . .} ∈ P ′(R) и No

△
= {0} ∪N = {0; 1; 2; . . .};

при r ∈ No и s ∈ No полагаем r, s
△
= {j ∈ No | (r 6 j)& (j 6 s)}. Кроме того, −−−→m,∞

△
= {j ∈

No | m 6 j} ∀m ∈ No. Если H — множество и k ∈ N, то, как обычно, вместо H1,k используем
Hk, полагая далее, что элементы N, т. е. натуральные числа, не являются множествами. Яс-
но, что HN — множество всех последовательностей в множестве H. Используем стандартное
соглашение: если H — множество, (Hi)i∈N ∈ P(H)N и H ∈ P(H), то

(
(Hi)i∈N ↓ H

) def
⇐⇒

((
H =

⋂

i∈N

Hi

)
&(Hj+1 ⊂ Hj ∀j ∈ N)

)
.

Наконец, если (X, τ) есть ТП и Y ∈ P(X), то через cl(Y, τ) обозначаем замыкание Y в (X, τ);
(Y, τ |Y ) есть ТП, называемое п/п (X, τ) (см. [17, гл. 2]).

Отметим некоторые часто используемые свойства ИП и их п/п. Если E — множество и
E ∈ P

(
P(E)

)
, то через σo

E(E) обозначаем σ-алгебру п/м E, порожденную семейством E . Если
X — множество, X ∈ P

(
P(X)

)
и Y ∈ P(X), то σo

Y (X|Y ) = σo
X(X )|Y ; если же Y ∈ σo

X(X ),
то σo

Y (X|Y ) = {Σ ∈ σo
X(X ) | Σ ⊂ Y } (см. [18, § 2.3]). Данное свойство применимо в случае,

когда (X,X ) есть ТП. Заметим в этой связи, что произвольный конечномерный компакт да-
лее оснащаем (метризуемой) топологией покоординатной сходимости; борелевские множества
понимаются традиционно [19, c. 65]. Меры, определяемые на σ-алгебре борелевских п/м ТП,
называем борелевскими (ниже используются только счетно-аддитивные неотрицательные ме-
ры). Если (E, E) есть стандартное ИП, то через (σ − add)+[E ] обозначаем множество всех
неотрицательных в/з счетно-аддитивных мер на σ-алгебре E .
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3. Содержательная постановка задачи о сближении

Фиксируем n ∈ N в качестве размерности фазового пространства конфликтно-управляемой
системы

ẋ = f(t, x, u, v), u ∈ P, v ∈ Q, (3.1)

функционирующей на том или ином конечном промежутке времени [t∗, ϑo], где t∗ ∈ T
△
= [to, ϑo],

to ∈ R и ϑo ∈ R удовлетворяют условию to < ϑo. В (3.1) P и Q — непустые компакты в R
p и R

q

соответственно, где p ∈ N и q ∈ N (здесь и ниже, если не оговорено противное, предполагает-
ся, что пространства R

k, k ∈ N, оснащаются каждое топологией покоординатной сходимости),
f : T×R

n×P×Q −→ R
n есть функция, непрерывная по совокупности переменных. В дальней-

шем будут указаны дополнительные условия на систему (3.1), обеспечивающие, в частности,
существование, единственность и продолжимость решений, понимаемых в смысле Каратеодо-
ри и реализуемых при воздействии борелевских управляющих функций со значениями в P
и Q соответственно. Кроме того, будут введены обобщенные управления-меры, определяемые
на σ-алгебрах борелевских п/м соответствующих произведений конечномерных компактов, а
также движения, порождаемые управлениями-мерами. Основным ориентиром в дальнейшем
является построение альтернативного разбиения пространства позиций (из T×R

n) с использо-
ванием МПИ. При этом фиксируются целевое множество (обозначаемое через M и, возможно,
снабжаемое индексами) и множество, определяющее фазовые ограничения (используется обо-
значение N, также дополняемое по мере надобности теми или иными индексами).

Если t∗ ∈ T, то через Cn([t∗, ϑo]) обозначаем множество всех непрерывных отображений
из [t∗, ϑo] в R

n; в частности, используем обозначение Cn(T ). При x(·) =
(
x(t)

)
t∈T

∈ Cn(T ) в

виде (t, u, v) 7−→ f
(
t, x(t), u, v

)
: T × P × Q −→ R

n имеем непрерывную n-вектор-функцию. В
качестве x(·) могут использоваться непрерывные продолжения решений, определенных на про-
межутках вида [t∗, ϑo], где t∗ ∈ T. Упомянутые решения могут соответствовать программным
(в том числе и обобщенным) управлениям и процедурам управления по принципу обратной
связи. В частности, могут использоваться чистые позиционные стратегии и контрстратегии [2].
Ограничимся сейчас обсуждением управления по принципу обратной связи при естественных
условиях на правую часть (3.1) (т. е. на функцию f). Каждой контрстратегии

U : T × R
n ×Q −→ P (3.2)

со свойством борелевости всех сечений U(t, x, ·), t ∈ T, x ∈ R
n, и каждой позиции (t∗, x∗) ∈

T × R
n сопоставляется пучок X (t∗, x∗, U) [15, c. 239] движений, порожденных U из пози-

ции (t∗, x∗) и определенных в виде равномерных пределов пошаговых движений, формируемых
в дискретных схемах с измельчением разбиений промежутка [t∗, ϑo]. В частности, допускается
использование чистых позиционных стратегий, отвечающих варианту (3.2) с условием неза-
висимости от v ∈ Q, т. е. варианту U : T × R

n −→ P. Если заданы замкнутые в T × R
n с

топологией покоординатной сходимости множества M и N (содержащиеся каждое в T × R
n),

то успешной для игрока I, распоряжающегося выбором контрстратегии (3.2), называем вся-
кую позицию (t∗, x∗) ∈ N, для которой существует такая контрстратегия U = U∗ вида (3.2),
что ∀x(·) =

(
x(t)

)
t∈[t∗,ϑo]

∈ X (t∗, x∗, U)

∃ϑ ∈ [t∗, ϑo] :
(
(ϑ, x(ϑ)) ∈ M

)
&
(
(t, x(t)) ∈ N ∀t ∈ [t∗, ϑ[

)
. (3.3)

Условие (3.3) соответствует гарантированной разрешимости задачи (M,N)-сближения в клас-
се контрстратегий игрока I. Ограничиваясь сейчас условиями на f, подобными приводимым
в [15, гл. IV, § 2], отметим, что множество W (M,N) ∈ P(N) всех успешных для игрока I
позиций (т. е. множество успешной разрешимости) определяет альтернативное разбиение N :
для (t, x) ∈ N \W (M,N) всякий раз существует чистая позиционная стратегия игрока II, га-
рантирующая ему разрешимость задачи уклонения. Этот замечательный факт — теорема об
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альтернативе Н.Н.Красовского и А.И.Субботина — определяет решение дифференциальной
игры общего вида (см. более подробно в [2]). В настоящей работе рассматривается вопрос о
построении и свойствах множеств W (M,N). Исследуются некоторые вопросы, связанные с за-
висимостью (M,N) 7→ W (M,N). Центральную роль в упомянутом исследовании играет МПИ.
При этом оказывается удобным трактовать (при естественных условиях на M и N) W (M,N)
как множество успешной разрешимости ДИ в классе многозначных квазистратегий (см. в этой
связи [15, теоремы 4.4.3, 4.4.4]). Упомянутые квазистратегии определяются в виде (многознач-
ных) отображений, действующих в пространствах обобщенных программных управлений-мер
(см. [15, c. 172]), что соответствует естественной процедуре расширения, применяемой в общем
случае нелинейной управляемой системы.

В своих построениях мы ослабляем ряд традиционных предположений. Так, в отношении
системы (3.1) будут постулироваться условия А.В.Кряжимского [6] и, таким образом, не будет
предполагаться выполненным традиционное условие Липшица по фазовой переменной. Кроме
того, относительно N будет, как правило, предполагаться (в общей части) только свойство
замкнутости сечений N гиперплоскостями t = const. Соответственно предметом исследования
будут, в частности, топологические свойства W (M,N) в упомянутом более общем случае.

4. Обобщенные программные управления и движения

Напомним, что в общем случае пучок траекторий системы (3.1) с фиксированным НУ не
обладает (вообще говоря) компактностью в топологии равномерной сходимости. В этой связи,
следуя [15, гл. IV, § 2], введем расширение пространства управлений, реализуемое в классе
стратегических мер. При t ∈ T, где T = [to, ϑo], рассматриваем конечномерные компакты

[t, ϑo], Zt
△
= [t, ϑo]×Q, Ωt

△
= [t, ϑo]×P ×Q, используя обычные топологии покоординатной схо-

димости. Упомянутые компакты оснащаем соответственно σ-алгебрами Tt, Dt и Ct борелевских
множеств, получая ИП ([t, ϑo],Tt), (Zt,Dt) и (Ωt, Ct). С учетом (3.1) имеем, конечно, что при
t ∈ T и θ ∈ [t, ϑo] Tθ = {Γ ∈ Tt | Γ ⊂ [θ, ϑo]}, Dθ = {D ∈ Dt | D ⊂ Zθ}, Cθ = {C ∈ Ct | C ⊂ Ωθ};

при этом Tθ = Tt|[θ,ϑo], Dθ = Dt|Zθ
и Cθ = Ct|Ωθ

. Полагаем Z
△
= Zto , Ω

△
= Ωto, T

△
= Tto , D

△
= Dto

и C
△
= Cto . Пусть λ — след меры Лебега на T . При t ∈ T реализуются свойства (подробнее см.

в [20, § 3]) (Γ × P ×Q ∈ Ct ∀Γ ∈ Tt)&
(
D×P

△
= {(t, u, v) ∈ Ωt | (t, v) ∈ D} ∈ Ct ∀D ∈ Dt

)
(см.

[21, добавление II]), характеризующие “цилиндры” в Ωt. Полагаем при t ∈ T, что

Ht
△
= {η ∈ (σ − add)+[Ct] | η(Γ× P ×Q) = λ(Γ) ∀Γ ∈ Tt}, (4.1)

Et
△
= {ν ∈ (σ − add)+[Dt] | ν(Γ×Q) = λ(Γ) ∀Γ ∈ Tt}, (4.2)

получая непустые множества (регулярных борелевских) мер. Кроме того,

Πt(ν)
△
= {η ∈ Ht | η(D×P ) = ν(D) ∀D ∈ Dt} ∀ν ∈ Et. (4.3)

Множества, определяемые в (4.3), непусты и именуются программами игрока II. Пусть H
△
=

Hto , E
△
= Eto и Π[ν]

△
= Πto(ν) ∀ν ∈ E . Легко видеть (см. [20]), что при t ∈ T и θ ∈ [t, ϑo]

Hθ = {(η|Cθ) : η ∈ Ht}, Eθ = {(ν| Dθ) : ν ∈ Et}. (4.4)

Отметим свойства склеиваемости мер из множеств (4.1), (4.2). Если t ∈ T, θ ∈ [t, ϑo], η1 ∈ Ht

и η2 ∈ Hθ, то

η1 ⊥ η2
△
=

(
η1
(
H ∩ ([t, θ[×P ×Q)

)
+ η2(H ∩ Ωθ)

)
H∈Ct

∈ Ht. (4.5)

Аналогичным образом, при t ∈ T, θ ∈ [t, ϑo], ν1 ∈ Et и ν2 ∈ Eθ

ν1 ✶ ν2
△
=

(
ν1
(
D ∩ ([t, θ[×Q)

)
+ ν2(D ∩ Zθ)

)
D∈Dt

∈ Et. (4.6)
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Заметим, что при t ∈ T и θ ∈ [t, ϑo] непременно [t, θ[×P ×Q ∈ Ct и

C
(θ)
t

△
= Ct

∣∣
[t,θ[×P×Q

= {H ∈ Ct | H ⊂ [t, θ[×P ×Q} ∈ P ′(Ct); (4.7)

при η ∈ Ht определена мера [η; θ)
△
= (η| C

(θ)
t ) ∈ (σ − add)+[C

(θ)
t ] (C

(θ)
t есть σ-алгебра п/м

[t, θ[×P × Q). Кроме того, при t ∈ T и θ ∈ [t, ϑo] [t, θ[×Q ∈ Dt и D
(θ)
t

△
= Dt

∣∣
t,θ[×Q

= {D ∈ Dt |

D ⊂ [t, θ[×Q} ∈ P ′(Dt); если ν ∈ Et, то [ν; θ〉
△
= (ν| D

(θ)
t ) ∈ (σ − add)+[D

(θ)
t ].

Заметим, что при t ∈ T меры η ∈ Ht являются аналогами пар
(
u(·), v(·)

)
борелевских

управляющих функций на [t, ϑo] со значениями в P и Q соответственно, а меры ν ∈ Et —
аналогами борелевских функций v(·) на [t, ϑo] со значениями в Q. Условимся при t ∈ T через
C([t, ϑo]), C(Ωt) и C(Zt) обозначать соответственно множества всех непрерывных в/з функций
на [t, ϑo],Ωt и Zt соответственно, получая при оснащении нормами равномерной сходимости ба-
наховы пространства. Нам потребуются пространства C∗(Ωt) и C∗(Zt) линейных непрерывных
функционалов на C(Ωt) и C(Zt) соответственно. По теореме Рисса меры из Ht и Et отожде-
ствимы с элементами C∗(Ωt) и C∗(Zt), что отражено в [15, гл. IV, § 2]. В этой связи при t ∈ T
оснащаем Ht и Et относительными ∗-слабыми топологиями, которые метризуемы [22, c. 462],
поскольку C(Ωt) и C(Zt) — сепарабельные пространства (см. [19, теорема 1.5.1]). Поэтому
в упомянутых ∗-слабых топологиях замкнутость множеств тождественна секвенциальной за-
мкнутости, а компактность — секвенцильной компактности. Эти обстоятельства используются
ниже без дополнительных пояснений. Для обозначения ∗-слабой сходимости последовательно-
стей в Ht и Et, где t ∈ T, всякий раз используем символ ⇀, при этом Ht и Et — суть множества
сильно ограниченные и ∗-слабо замкнутые, а потому ∗-слабо компактные. Аналогичными свой-
ствами обладает каждая программа (4.3). Более подробные сведения см. в [15, гл. IV, § 2].

С каждым отображением x(·) =
(
x(ξ)

)
ξ∈[t,ϑo]

∈ Cn([t, ϑo]) связываем непрерывную вектор-

функцию (ξ, u, v) 7−→ f(ξ, x(ξ), u, v) : Ωt −→ R
n, для которой при η ∈ Ht и θ ∈ [t, ϑo] существует

η-интеграл на [t, θ[×P × Q, определяемый покомпонентно по схеме [23, гл. 3]. Варьируя θ ∈
[t, ϑo], получаем вектор-функцию из множества Cn([t, ϑo]). С учетом этого введем

Φ(t∗, x∗, η)
△
=

{
x(·) ∈ Cn([t∗, ϑo]) | x(t) = x∗ +

∫

[t∗,t[×P×Q

f
(
ξ, x(ξ), u, v

)
η
(
d(ξ, u, v)

)
∀t ∈ [t∗, ϑo]

}

∀t∗ ∈ T ∀x∗ ∈ R
n ∀η ∈ Ht∗

(интегральная воронка). Действуя в духе [6], полагаем в дальнейшем, что

∀(t∗, x∗) ∈ T × R
n ∀η ∈ Ht∗ ∃ !x∗(·) ∈ Cn([t∗, ϑo]) : Φ(t∗, x∗, η) = {x∗(·)}. (4.8)

Тем самым введено условие обобщенной единственности. В этой связи принимаем следующее
обозначение: если (t∗, x∗) ∈ T × R

n и η ∈ Ht∗ , то

ϕ(·, t∗, x∗, η) =
(
ϕ(t, t∗, x∗, η)

)
t∈[t∗,ϑo]

∈ Cn([t∗, ϑo]) (4.9)

таково, что Φ(t∗, x∗, η) = {ϕ(·, t∗, x∗, η)}. Вектор-функцию (4.9) называем программным дви-

жением системы, отвечающим триплету (t∗, x∗, η) ((4.9) является, вообще говоря, скользящим
режимом). Учитывая (4.4), полагаем также, что

ϕ̃(·, t∗, x∗, η) =
(
ϕ̃(t, t∗, x∗, η)

)
t∈[t∗,ϑo]

△
= ϕ

(
·, t∗, x∗, (η| Ct∗)

)
∀η ∈ H ∀(t∗, x∗) ∈ T × R

n. (4.10)

В (4.10) введены обобщенные траектории, порожденные управлениями-мерами, соответству-
ющими “полному” промежутку времени T. Через ‖ · ‖ обозначаем ниже евклидову норму в R

n.
В дополнение к (4.8) полагаем далее, что ∀a ∈ [0,∞[ ∃ b ∈ [0,∞[ ∀x∗ ∈ R

n

(‖x∗‖ 6 a) =⇒
(
‖ϕ(t, t∗, x∗, η)‖ 6 b ∀t∗ ∈ T ∀η ∈ Ht∗ ∀t ∈ [t∗, ϑo]

)
. (4.11)
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С учетом (4.8) и (4.11) проверяется следующее свойство: если t∗ ∈ T , x∗ ∈ R
n, η ∈ Ht∗ ,

(ηi)i∈N : N −→ Ht∗ , (x
(i)
∗ )i∈N : N −→ R

n, то истинна импликация

(((ηi)i∈N ⇀ η)& ((x
(i)
∗ )i∈N → x∗)) =⇒ ((ϕ(·, t∗, x

(i)
∗ , ηi))i∈N ⇒ ϕ(·, t∗, x∗, η)),

где ⇒ означает равномерную сходимость. Отметим простые свойства динамического харак-
тера, проверяемые с учетом (4.8). Если t∗ ∈ T , x∗ ∈ R

n, η1 ∈ Ht∗ , η2 ∈ Ht∗ и θ ∈ [t∗, ϑo],
то (

[η1; θ) = [η2; θ)
)
=⇒

(
ϕ(t, t∗, x∗, η1) = ϕ(t, t∗, x∗, η2) ∀t ∈ [t∗, θ]

)
(4.12)

(в (4.12) имеем свойство неупреждаемости). При t∗ ∈ T , x∗ ∈ R
n, η1 ∈ Ht∗ , θ ∈ [t∗, ϑo] и η2 ∈ Hθ

(
ϕ(t, t∗, x∗, η1) = ϕ(t, t∗, x∗, η1 ⊥ η2) ∀t ∈ [t∗, θ]

)
&

(
ϕ
(
t, θ, ϕ(θ, t∗, x∗, η1), η2

)
= ϕ(t, t∗, x∗, η1 ⊥ η2) ∀t ∈ [θ, ϑo]

)
. (4.13)

5. Оператор программного поглощения

Введем естественную топологию t покоординатной сходимости в T × R
n (при этом t ⊂

P(T × R
n)), порождаемую, в частности, метрикой ρ, имеющей вид

(
(t1, x1), (t2, x2)

)
7−→ sup

(
{|t1 − t2|; ‖x1 − x2‖}

)
: (T × R

n)× (T × R
n) −→ [0,∞[. (5.1)

Через F обозначаем семейство всех п/м T ×R
n, замкнутых в ТП (T ×R

n, t); последнее можно

рассматривать как произведение T в обычной | · |-топологии и R
n в топологии τ

(n)
R

покоор-

динатной сходимости. Полагая τ∂
△
= P(T ), введем также естественную топологию τ∂ ⊗ τ

(n)
R

произведения дискрета (T, τ∂) и (Rn, τ
(n)
R

). Семейство F всех п/м T × R
n, замкнутых в (T ×

R
n, τ∂ ⊗ τ

(n)
R

), допускает простое описание в терминах сечений: при

H〈t〉
△
= {x ∈ R

n| (t, x) ∈ H} ∀H ∈ P(T × R
n) ∀t ∈ T (5.2)

имеем следующее очевидное представление:

F = {F ∈ P(T × R
n) | F 〈t〉 ∈ F ∀t ∈ T}, (5.3)

где F — семейство всех п/м R
n, замкнутых в смысле τ

(n)
R

. Ясно, что (см. (5.1)–(5.3))

t ⊂ τ∂ ⊗ τ
(n)
R

, F ⊂ F. (5.4)

Если M ∈ F и N ∈ F , то (M,N) ∈ F×F называем далее УПЗМ. Кроме того, нам потребуются
случаи (M,N) ∈ F×F. Если M ∈ P(T×R

n), то ОПП A[M ] : P(T×R
n) → P(T×R

n) (с целевым
множеством M) определяем условиями

A[M ](S)
△
=

{
(t, x) ∈ S | ∀ν ∈ Et ∃ η ∈ Πt(ν) ∃ϑ ∈ [t, ϑo] :

((
ϑ,ϕ(ϑ, t, x, η)

)
∈ M

)
&
((
ξ, ϕ(ξ, t, x, η)

)
∈ S ∀ξ ∈ [t, ϑ[

)}
∀S ∈ P(T × R

n). (5.5)

Легко видеть (см. (5.4)), что

A[M ](F ) =
{
(t, x) ∈ F | ∀ν ∈ Et ∃ η ∈ Πt(ν) ∃ϑ ∈ [t, ϑo] :

((
ϑ,ϕ(ϑ, t, x, η)

)
∈ M

)
&
((
ξ, ϕ(ξ, t, x, η)

)
∈ F ∀ξ ∈ [t, ϑ]

)}
∀M ∈ F ∀F ∈ F .

Ясно также, что M ∩ S ⊂ A[M ](S) ∀M ∈ P(T × R
n) ∀S ∈ P(T × R

n). Отметим также
очевидное свойство изотонности каждого ОПП.
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Предложение 5.1. Если M ∈ F и F ∈ F, то A[M ](F ) ∈ F.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M ∈ F , F ∈ F и t∗ ∈ T. Тогда F 〈t∗〉 ∈ F. Выберем
последовательность (xi)i∈N в A[M ](F )〈t∗〉 и x∗ ∈ R

n, для которых (xi)i∈N → x∗. Поскольку,
в частности, xj ∈ F 〈t∗〉 при j ∈ N, то x∗ ∈ F 〈t∗〉 и (t∗, x∗) ∈ F (см. (5.2)). Пусть ν∗ ∈ Et∗ .
Используя (5.5) и (счетную) аксиому выбора, получаем для некоторых последовательностей

(ηi)i∈N : N −→ Πt∗(ν∗), (ϑi)i∈N : N −→ [t∗, ϑo] (5.6)

следующие положения:

((ϑj , ϕ(ϑj , t∗, xj , ηj)) ∈ M)& ((t, ϕ(t, t∗, xj , ηj)) ∈ F ∀t ∈ [t∗, ϑj [) ∀j ∈ N. (5.7)

Учитывая (секвенциальную) компактность Πt∗(ν∗) и [t∗, ϑo], полагаем последовательности (5.6)
сходящимися: для некоторых η∗ ∈ Πt∗(ν∗) и ϑ∗ ∈ [t∗, ϑo]

(
(ηi)i∈N ⇀ η∗

)
&
(
(ϑi)i∈N −→ ϑ∗

)
. (5.8)

Тогда
(
ϕ(·, t∗, xi, ηi)

)
i∈N

⇒ ϕ(·, t∗, x∗, η∗), а потому (см. (5.7)), используя замкнутость M , имеем(
ϑ∗, ϕ(ϑ∗, t∗, x∗, η∗)

)
∈ M. Пусть t∗ ∈ [t∗, ϑ∗[. В силу (5.8) имеем для некоторого k∗ ∈ N, что

t∗ ∈ [t∗, ϑj [ ∀j ∈
−−−→
k∗,∞. Тогда из (5.7) следует, что ϕ(t∗, t∗, xj , ηj) ∈ F 〈t∗〉 ∀j ∈

−−−→
k∗,∞. Поскольку

F 〈t∗〉 ∈ F и
(
ϕ(t∗, t∗, xj, ηj)

)
j∈N

−→ ϕ(t∗, t∗, x∗, η∗), получаем, что ϕ(t∗, t∗, x∗, η∗) ∈ F 〈t∗〉, а тогда(
t∗, ϕ(t∗, t∗, x∗, η∗)

)
∈ F.

Коль скоро выбор t∗ был произвольным, установлено, что (t, ϕ(t, t∗, x∗, η∗)) ∈ F ∀t ∈ [t∗, ϑ∗[.
Получили, что ∀ν ∈ Et∗ ∃ η ∈ Πt∗(ν) ∃ϑ ∈ [t∗, ϑo] : ((ϑ,ϕ(ϑ, t∗, x∗, η)) ∈ M)& ((t, ϕ(t, t∗, x∗, η)) ∈
F ∀t ∈ [t∗, ϑ[). Согласно (5.5) имеем (t∗, x∗) ∈ A[M ](F ) и, как следствие, x∗ ∈ A[M ](F )〈t∗〉.
Итак, A[M ](F )〈t∗〉 ∈ F. Так как выбор t∗ был произвольным, имеем из (5.3), что A[M ](F ) ∈ F.

Предложение доказано.

Заметим, что при всяком выборе (Mi)i∈N ∈ FN и M ∈ P(T × R
n) непременно

(
(Mi)i∈N ↓

M
)
⇒ (M ∈ F). Аналогично, при (Fi)i∈N ∈ FN и F ∈ P(T ×R

n) имеем
(
(Fi)i∈N ↓ F

)
⇒ (F ∈ F).

Предложение 5.2. Если (Mi)i∈N ∈ FN, (Fi)i∈N ∈ FN, M ∈ P(T × R
n) и F ∈ P(T × R

n),
то (

((Mi)i∈N ↓ M)& ((Fi)i∈N ↓ F )
)
=⇒

(
(A[Mi](Fi))i∈N ↓ A[M ](F )

)
. (5.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть истинна посылка доказываемой импликации (5.9). Из
определений легко следует, что для проверки (5.9) достаточно установить вложение

⋂

i∈N

A[Mi](Fi) ⊂ A[M ](F ). (5.10)

Пусть (t∗, x∗) — элемент множества в левой части (5.10). Тогда, в частности, (t∗, x∗) ∈ F. Пусть
ν∗ ∈ Et∗ . Тогда можно указать последовательности (5.6), для которых

(
(ϑj , ϕ(ϑj , t∗, x∗, ηj)) ∈ Mj

)
&
(
(t, ϕ(t, t∗, x∗, ηj)) ∈ Fj ∀t ∈ [t∗, ϑj [

)
∀j ∈ N. (5.11)

Полагаем без потери общности, что каждая из последовательностей (5.6) сходится: (ηi)i∈N ⇀
η∗, (ϑi)i∈N → ϑ∗, где η∗ ∈ Πt∗(ν∗) и ϑ∗ ∈ [t∗, ϑo]. Тогда

(
ϕ(·, t∗, x∗, ηi)

)
i∈N

⇒ ϕ(·, t∗, x∗, η
∗). (5.12)

По предположению M есть пересечение всех Mj, j ∈ N. Фиксируем l ∈ N. Тогда Mj ⊂ Ml ∀j ∈
−−→
l,∞. Из (5.12), используя замкнутость Ml, извлекаем (подобно предложению 5.1) свойство(
ϑ∗, ϕ(ϑ∗, t∗, x∗, η

∗)
)
∈ Ml. Поскольку выбор l был произвольным,

(
ϑ∗, ϕ(ϑ∗, t∗, x∗, η

∗)
)
∈ M.
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Выберем произвольно t∗ ∈ [t∗, ϑ
∗[ и подберем m1 ∈ N так, что t∗ ∈ [t∗, ϑj [ ∀j ∈

−−−−→m1,∞. Тогда

в силу (5.11) ϕ(t∗, t∗, x∗, ηj) ∈ Fj〈t
∗〉 ∀j ∈ −−−−→m1,∞. Пусть r ∈ N. Введем m2

△
= sup({m1; r}) ∈ N.

Тогда, как легко видеть, ϕ(t∗, t∗, x∗, ηj) ∈ Fr〈t
∗〉 ∀j ∈ −−−−→m2,∞. Поскольку Fr〈t

∗〉 ∈ F, име-
ем в силу (5.12), что ϕ(t∗, t∗, x∗, η

∗) ∈ Fr〈t
∗〉, а потому (см. (5.2))

(
t∗, ϕ(t∗, t∗, x∗, η

∗)
)
∈ Fr.

Поскольку выбор r был произвольным,
(
t∗, ϕ(t∗, t∗, x∗, η

∗)
)
∈ F. Тем самым установлено, что(

t, ϕ(t, t∗, x∗, η
∗)
)
∈ F ∀t ∈ [t∗, ϑ

∗[. Стало быть, получили, что ∀ν ∈ Et∗ ∃ η ∈ Πt∗(ν) ∃ϑ ∈
[t∗, ϑo] :

(
(ϑ,ϕ(ϑ, t∗, x∗, η)) ∈ M

)
&
(
(t, ϕ(t, t∗, x∗, η)) ∈ F ∀t ∈ [t∗, ϑ[

)
. Согласно (5.5) получаем

включение (t∗, x∗) ∈ A[M ](F ), чем и завершается доказательство (5.10).

Предложение доказано.

Из (4.10) и (5.5) легко следует, что ∀M ∈ P(T × R
n) ∀S ∈ P(T × R

n)

A[M ](S) =
{
(t, x) ∈ S | ∀ν ∈ E ∃ η ∈ Π[ν] ∃ϑ ∈ [t, ϑo] :

(
(ϑ, ϕ̃(ϑ, t, x, η)) ∈ M

)
&
(
(ξ, ϕ̃(ξ, t, x, η)

)
∈ S ∀ξ ∈ [t, ϑ[

)}
. (5.13)

6. Метод итераций

Условимся о следующем достаточно традиционном определении: если X — непустое мно-
жество и α ∈ XX , то последовательность (αk)k∈No

: No −→ XX (степеней оператора α) опреде-

ляем условиями
(
αo(x)

△
= x ∀x ∈ X

)
&(αk+1 = α ◦ αk ∀k ∈ No). Реализуем данное соглашение

при X = P(T × R
n) и α = A[M ], где M ∈ P(T × R

n) выступает в роли параметра. Итак,

полагаем, что Wk(M,N)
△
= A[M ]k(N) ∀M ∈ P(T × R

n) ∀N ∈ P(T × R
n) ∀k ∈ No. Данное

определение означает, что при M ∈ P(T × R
n) и N ∈ P(T × R

n)

(
Wo(M,N) = N

)
&
(
Ws+1(M,N) = A[M ](Ws(M,N)) ∀s ∈ No

)
. (6.1)

Кроме того, полагаем в дальнейшем, что

W (M,N)
△
=

⋂

k∈No

Wk(M,N) ∀M ∈ P(T × R
n) ∀N ∈ P(T × R

n). (6.2)

Согласно (5.5) ∀M1 ∈ P(T ×R
n) ∀S1 ∈ P(T ×R

n) ∀M2 ∈ P(T × R
n) ∀S2 ∈ P(T × R

n)

(
(M1 ⊂ M2)& (S1 ⊂ S2)

)
=⇒

(
A[M1](S1) ⊂ A[M2](S2)

)
. (6.3)

В дальнейшем нам потребуется лишь тот случай, когда в (6.3) M1 ∈ F и M2 ∈ F (мы им и
будем ограничиваться за редкими исключениями). Из (6.3) по индукции следует, что (см. (6.1))
∀M1 ∈ F ∀N1 ∈ P(T × R

n) ∀M2 ∈ F ∀N2 ∈ P(T × R
n)

(
(M1 ⊂ M2)& (N1 ⊂ N2)

)
=⇒

(
Wk(M1, N1) ⊂ Wk(M2, N2) ∀k ∈ No

)
. (6.4)

В свою очередь, из (6.2) и (6.4) получаем следующее свойство: ∀M1 ∈ F ∀N1 ∈ P(T ×
R
n) ∀M2 ∈ F ∀N2 ∈ P(T × R

n)
(
(M1 ⊂ M2)& (N1 ⊂ N2)

)
=⇒

(
W (M1, N1) ⊂ W (M2, N2)

)
.

Далее из (6.1) и предложения 5.1 вытекает, что

Ws(M,N) ∈ F ∀M ∈ F ∀N ∈ F ∀s ∈ No. (6.5)

В итоге из (6.2) и (6.5) получаем свойство W (M,N) ∈ F ∀M ∈ F ∀N ∈ F.

Предложение 6.1. Если M ∈ F и N ∈ F, то W (M,N) = A[M ]
(
W (M,N)

)
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем сходимость
(
Wk(M,N)

)
k∈N

↓ W (M,N), а тогда из пред-

ложения 5.2 следует, что
(
A[M ]

(
Wk(M,N)

))
k∈N

↓ A[M ]
(
W (M,N)

)
. Как следствие

A[M ]
(
W (M,N)

)
=

⋂

k∈N

A[M ]
(
Wk(M,N)

)
=

⋂

k∈N

Wk+1(M,N) = W (M,N).

Предложение доказано.

Предложение 6.2. Если M ∈ F , N ∈ P(T × R
n) и H ∈ P(N), то

(
H = A[M ](H)

)
=⇒(

H ⊂ W (M,N)
)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из (6.1)–(6.3).

Предложение 6.3. Если M ∈ F , N ∈ F и L ∈ P(N), то
(
W (M,N) ⊂ L

)
=⇒

(
W (M,N) =

W (M,L)
)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о сводится к комбинации (6.3) и предложения 6.1.

Предложение 6.4. Если (Mi)i∈N ∈ FN, (Ni)i∈N ∈ FN, M ∈ F и N ∈ P(T × R
n), то

(
((Mi)i∈N ↓ M)& ((Ni)i∈N ↓ N)

)
=⇒

(
(Wk(Mi, Ni))i∈N ↓ Wk(M,N) ∀k ∈ No

)
. (6.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть истинна посылка доказываемой импликации (6.6). Тогда,
в частности, N ∈ F и (см. (6.1))

(
Wo(Mi, Ni)

)
i∈N

↓ Wo(M,N). Пусть вообще число m ∈ No

таково, что
(
Wm(Mi, Ni)

)
i∈N

↓ Wm(M,N). Тогда (см. (6.5), предложение 5.2) имеем сходимость

(
A[Mi](Wm(Mi, Ni))

)
i∈N

↓ A[M ](Wm(M,N)). (6.7)

Из (6.1), (6.7) следует, что
(
Wm+1(Mi, Ni)

)
i∈N

↓ Wm+1(M,N). Поскольку выбор m был произ-

вольным, имеем требуемое свойство
(
Wk(Mi, Ni)

)
i∈N

↓ Wk(M,N) ∀k ∈ No.
Предложение доказано.

Теперь уже вполне очевидна следующая

Теорема 6.1. Если (Mi)i∈N ∈ FN, (Ni)i∈N ∈ FN, M ∈ F и N ∈ P(T × R
n), то

(
((Mi)i∈N ↓ M)& ((Ni)i∈N ↓ N)

)
=⇒

(
(W (Mi, Ni))i∈N ↓ W (M,N)

)
.

Теорема 6.1 означает, что отображение

(M,N) 7−→ W (M,N) : F × F −→ F (6.8)

секвенциально непрерывно сверху в любой точке своей области определения. Значения отоб-
ражения (6.8) именуем МПП, что согласуется (см. [15, гл. IV]) с определениями [2; 3].

7. Инвариантность пространства относительно замкнутых множеств

В настоящем разделе фиксируем M ∈ F и N ∈ F \ {∅}. Тогда

t|N = {N ∩G : G ∈ t} (7.1)

есть топология N, индуцированная [17, гл. 2] из (T ×R
n, t): (N, t|N ) является п/п (T ×R

n, t),
и

F|N = {N ∩ F : F ∈ F}

является семейством всех п/м N, замкнутых в топологии (7.1). Заметим, что ρN
△
= (ρ|N ×N)

есть метрика N, порождающая топологию (7.1), а тогда

cl(S, t|N ) =
{
(t, x) ∈ N | ∃

(
(ti, xi)

)
i∈N

∈ SN :
(
ρ
(
(ti, xi), (t, x)

))
i∈N

−→ 0
}

∀S ∈ P(N). (7.2)
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Предложение 7.1. Если F ∈ F|N , то A[M ](F ) ∈ F|N .

С х е м а д о к а з а т е л ь с т в а. Пусть F ∈ F|N . Достаточно установить вложение

cl
(
A[M ](F ), t|N

)
⊂ A[M ](F ). (7.3)

Фиксируем (t∗, x∗) ∈ cl
(
A[M ](F ), t|N

)
. Тогда (t∗, x∗) ∈ N (см. (7.2)) и для некоторой после-

довательности
(
(t

(i)
∗ , x

(i)
∗ )

)
i∈N

в A[M ](F ) имеем сходимость
(
ρ
(
(t

(i)
∗ , x

(i)
∗ ), (t∗, x∗)

))
i∈N

−→ 0. В

частности, (t
(j)
∗ , x

(j)
∗ ) ∈ F ∀j ∈ N. Тогда по выбору F имеем из (7.2) свойство (t∗, x∗) ∈ F и

(
∀m ∈ N ∃ j ∈ −−−→m,∞ : t

(j)
∗ 6 t∗

)
∨

(
∀m ∈ N ∃ j ∈ −−−→m,∞ : t∗ < t

(j)
∗

)
. (7.4)

Обе возможности в (7.4) по соображениям объема статьи рассмотрим в краткой форме.

1) Пусть ∀m ∈ N ∃ j ∈ −−−→m,∞ : t
(j)
∗ 6 t∗. С учетом этого можно указать последовательность

индексов (jk)k∈N ∈ N
N со свойствами (t

(jm)
∗ 6 t∗)& (m < jm) ∀m ∈ N. Разумеется, при этом

(
(t

(jk)
∗ )k∈N −→ t∗

)
&
(
(x

(jk)
∗ )k∈N −→ x∗

)
. (7.5)

Далее используется (5.13). Пусть νo ∈ E , νo ∈ Et∗ таково, что νo
△
= (νo| Dt∗). С учетом

(счетной) аксиомы выбора имеем для некоторых последовательностей (ηk)k∈N ∈ Π[νo]N и

(ϑk)k∈N ∈
∏
k∈N

[t
(jk)
∗ , ϑo] свойство:

((
ϑm, ϕ̃(ϑm, t

(jm)
∗ , x

(jm)
∗ , ηm)

)
∈ M

)
&
((
t, ϕ̃(t, t

(jm)
∗ , x

(jm)
∗ , ηm)

)
∈ F ∀t ∈ [t

(jm)
∗ , ϑm[

)
∀m ∈ N. (7.6)

Пусть t̃
(k)
∗

△
= t

(jk)
∗ и x̃

(k)
∗

△
= x

(jk)
∗ при k ∈ N. Ясно, что (t̃

(k)
∗ )k∈N → t∗ и (x̃

(k)
∗ )k∈N → x∗ в силу (7.5).

Из (7.6) следует, что

((
ϑm, ϕ̃(ϑm, t̃

(m)
∗ , x̃

(m)
∗ , ηm)

)
∈ M

)
&
((
t, ϕ̃(t, t̃

(m)
∗ , x̃

(m)
∗ , ηm)

)
∈ F ∀t ∈ [t̃

(m)
∗ , ϑm[

)
. (7.7)

С учетом компактности Π[νo] и T можно полагать без потери общности, что
(
(ηk)k∈N ⇀ η̃

)
&
(
(ϑk)k∈N → ϑ̃

)
, (7.8)

где η̃ ∈ Π[νo] и ϑ̃ ∈ T. Ясно, что (ηk| Ct∗) ∈ Πt∗(νo), а тогда (см. (7.8)) (η̃| Ct∗) ∈ Πt∗(νo), причем
(
(ηk| Ct∗)

)
k∈N

∗-слабо сходится к (η̃| Ct∗). Полагая при k ∈ N, что yk
△
= ϕ̃(·, t̃

(k)
∗ , x̃

(k)
∗ , ηk), имеем,

что (см. (4.10)) (yk| [t∗, ϑo]) = ϕ
(
·, t∗, y

(k), (ηk| Ct∗)
)
, где y(k)

△
= yk(t∗). Легко видеть (см. (7.8)),

что ϑ̃ ∈ [t∗, ϑo] и для некоторого a ∈]0,∞[ имеем ‖x̃
(k)
∗ ‖ 6 a ∀k ∈ N. С учетом этого нетрудно

показать, используя (4.11), что (y(k))k∈N → x∗, а потому
(
ϕ
(
·, t∗, y

(k), (ηk| Ct∗)
))

k∈N
⇒ ϕ

(
·, t∗, x∗, (η̃| Ct∗)

)
. (7.9)

Учитывая (7.7)–(7.9), устанавливаем, что
((
ϑ̃, ϕ̃(ϑ̃, t∗, x∗, η̃)

)
∈ M

)
&
((
t, ϕ̃(t, t∗, x∗, η̃)

)
∈ F ∀t ∈ [t∗, ϑ̃[

)
(7.10)

(отдельно рассматриваются случаи ϑ̃ = t∗ и t∗ < ϑ̃). Поскольку выбор νo был произвольным,
установлено (см. (7.10)), что (t∗, x∗) ∈ A[M ](F ) в рассматриваемом сейчас случае 1).

2) Случай, когда имеет место вторая возможность в (7.4), исследуется подобными рассуж-
дениями с одной особенностью: программные движения, стартующие из позиций вида (t∗, x∗),
где t∗ > t∗, продолжаются константой x∗ до вектор-функций из Cn([t∗, ϑo]). Для полученных
склеек прореженной должным образом последовательности обобщенных траекторий сопостав-
ляется соответствующий равномерный предел, который в силу условия обобщенной единствен-
ности оказывается обобщенной траекторией (скользящим режимом). Опуская подробности,
имеем и в случае 2) (t∗, x∗) ∈ A[M ](F ), чем завершается проверка (7.3).

Предложение доказано.
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Предложение 7.2. Справедливо следующее свойство относительной замкнутости:
Wk(M,N) ∈ F|N ∀k ∈ No.

Д о к а з а т е л ь с т в о получается комбинацией (6.1) и предложения 7.1. Из (6.2) сле-
дует

Теорема 7.1. Множество W (M,N) замкнуто в топологии (7.1): W (M,N) ∈ F|N .

Полагаем дополнительно (см. (5.4)) до конца настоящего раздела, что N ∈ F , т. е. N
замкнуто в топологии t. Итак, пусть N есть непустое замкнутое в (T × R

n, t) п/м T × R
n.

Тогда F|N ⊂ F , а потому из предложения 7.2 следует, что Wk(M,N) ∈ F ∀k ∈ No. В свою
очередь, из теоремы 7.1 имеем важное свойство замкнутости МПП:

W (M,N) ∈ F . (7.11)

Заметим, что свойство (7.11) для случая “липшицевой” по x системы (3.1) было установлено
при доказательстве теоремы об альтернативе (см. [2; 3]).

8. Топологические свойства множеств позиционного поглощения, 1

Вернемся к отображению (6.8), свойства которого будем рассматривать в “точках” (M,N),

M ∈ F \ {∅}, N ∈ F \ {∅}. Используя (5.1), полагаем ρ〈z;H〉
△
= inf

({
ρ(z, h) : h ∈ H

})
∀H ∈

P ′(T×R
n) ∀z ∈ T×R (введено расстояние от точки до множества). Тогда имеем, что So(F, ε)

△
=

{z ∈ T×R
n | ρ〈z;F 〉 6 ε} ∈ F\{∅} ∀F ∈ F\{∅} ∀ε ∈ [0,∞[. Легко видеть, что при F ∈ F\{∅}

в виде
(
So(F, 1/k)

)
k∈N

реализуется последовательность в F \ {∅} со свойством

(
So(F, 1/k)

)
k∈N

↓ F. (8.1)

Поэтому из теоремы 6.1 получаем (см. (8.1)), что ∀M ∈ F \ {∅} ∀N ∈ F \ {∅}

(
W (So(M, 1/k), So(N, 1/k))

)
k∈N

↓ W (M,N). (8.2)

Мы называем УПЗМ (M,N) ∈ (F\{∅})×(F\{∅}) регулярно ограниченной, если W (M,N) 6= ∅

и ∃ ε ∈]0,∞[ ∃d ∈]0,∞[ : ‖x‖ 6 d ∀(t, x) ∈ W (So(M,ε), So(N, ε)). Заметим, что условие регу-
лярной ограниченности зачастую допускает непосредственную проверку в терминах МПИ, т. е.
в терминах (6.1). Условие W (M,N) 6= ∅ всегда имеет место при M ∩ N 6= ∅ (см. разд. 5).
С учетом теоремы 6.1 достаточно просто устанавливается (см. (5.4), (8.2)) следующая

Теорема 8.1. Если (M,N) ∈ (F \ {∅})× (F \ {∅}) есть регулярно ограниченная УПЗМ,

то ∀ε ∈]0,∞[ ∃ δ ∈]0,∞[ ∀M̃ ∈ F ∀Ñ ∈ F

(
(M ⊂ M̃ ⊂ So(M, δ))& (N ⊂ Ñ ⊂ So(N, δ))

)
=⇒

(
W (M,N) ⊂ W (M̃, Ñ ) ⊂ So(W (M,N), ε)

)
.

Итак, зависимость (6.8) обладает свойством, имеющим смысл непрерывности сверху в каж-
дой точке области определения, являющейся регулярно ограниченной УПЗМ.

З а м е ч а н и е 8.1. Зависимость (6.8) не обладает, вообще говоря, непрерывностью в
естественном смысле даже в “точках”, являющихся регулярно ограниченными УПЗМ. Рас-
смотрим скалярную систему

ẋ = (1− t)u+ v, |u| 6 2, |v| 6 1

при to = 0 и ϑo = 1. Итак, n = 1, T = [0, 1]. Полагаем (в примере) N = T×R, Mc = {1}× [−c, c]
при c ∈ [0,∞[ (рассматриваем задачу с фиксированным моментом окончания). Напомним
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конкретизации некоторых понятий [15, гл. V, § 1], связанных с задачей на минимакс-максимин
функционала x(·) 7→ |x(1)|, где x(·) ∈ C(T ). Здесь

εo(t, x) = ε(t, x) = |x|+ t(1− t) ∀(t, x) ∈ T × R, (8.3)

h(t) = t(1− t) ∀t ∈ T,

co(t, x) = sup
(
{εo(t, x); max

t6τ61
h(τ)}

)
∀(t, x) ∈ T × R

(co определяет [15, теорема 5.1.1] цену игры на минимакс-максимин упомянутого терминаль-
ного функционала в классе чистых позиционных стратегий [2]). Тогда при c > 0

W (Mc, N) = {(t, x) ∈ T × R | co(t, x) 6 c} (8.4)

(множество Лебега функции цены). Имеем при θ ∈ [0, 1/2], что

max
06t61

h(t) = max
θ6t61

h(t) = 1/4.

Получаем при t ∈ [0, 1/2] и x ∈ R, что εo(t, x) 6 |x|+ 1/4 и

co(t, x) = sup
(
{εo(t, x); 1/4}

)
. (8.5)

Если же t ∈ [1/2, 1], то h(t) > h(τ) ∀τ ∈ [t, 1]. Поэтому co(t, x) = εo(t, x) ∀(t, x) ∈ [1/2, 1] × R.
Пусть c ∈ [0, 1/4[. Тогда в силу (8.4), (8.5)

([0, 1/2[×R) ∩ W (Mc, N) = ∅. (8.6)

Если же c ∈ [1/4,∞[, то с учетом (8.3), (8.5) получаем, что

[0, 1/2] × {0} ⊂ W (Mc, N) (8.7)

(из (8.3) имеем, что εo(t, 0) = h(t) 6 1/4, если t ∈ [0, 1/2]). Итак (см. (8.6), (8.7)), зависимость

c 7−→ W (Mc, N) : [0, 1/4] −→ P(T × R)

имеет в точке 1/4 скачок (при приближении к 1/4 снизу). Заметим, что ∅ 6= Mc ⊂ W (Mc, N)
при c > 0, а УПЗМ (Mc, N) = (Mc, T×R) регулярно ограничена. Зависимость (6.8) не обладает,
следовательно, непрерывностью в точке (Mc, T × R) при c = 1/4, хотя согласно теореме 8.1 и
является непрерывной сверху.

9. Топологические свойства множеств позиционного поглощения, 2

В настоящем разделе фиксируем множества M ∈ F и N ∈ F, что соответствует общей схеме
исследования (см. теорему 6.1). Условимся о некоторых обозначениях. Так, при H ∈ P ′(Rn) и

x ∈ R
n полагаем, что (‖ · ‖ − inf)[H](x)

△
= inf({‖x − h‖ : h ∈ H}). С учетом этого введем при

L ∈ P ′(Rn) и ε ∈ [0,∞[ множество

Bo
n(L, ε)

△
= {x ∈ R

n | (‖ · ‖ − inf)[L](x) 6 ε} ∈ P ′(Rn). (9.1)

Если Λ ∈ P(T×R
n), то полагаем, что Supp(Λ)

△
= {t ∈ T | Λ〈t〉 6= ∅} (см. (5.2)). При t ∈ Supp(Λ)

имеем Λ〈t〉 ∈ P ′(Rn), и согласно (9.1) определено Bo
n(Λ〈t〉, ε) ∈ P ′(Rn), где ε ∈ [0,∞[. Тогда

∀H ∈ P(T ×R
n) ∀ε ∈ [0,∞[

S(H, ε)
△
=

{
(t, x) ∈ Supp(H)× R

n | x ∈ Bo
n(H〈t〉, ε)

}
∈ P(T × R

n). (9.2)
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При этом H ⊂ S(H, ε), если H ∈ P(T ×R
n) и ε > 0. Кроме того, отметим следующее свойство:

если H ∈ P(T × R
n) и ε ∈ [0,∞[, то

(
S(H, ε)〈t〉 = Bo

n(H〈t〉, ε) ∀t ∈ Supp(H)
)
&
(
S(H, ε)〈t〉 = ∅ ∀t ∈ T \ Supp(H)

)
.

С учетом (9.1) получаем теперь, что S(H, ε) ∈ F ∀H ∈ P ′(T × R
n) ∀ε ∈ [0,∞[. В частности,

S(F, ε) ∈ F \ {∅} ∀F ∈ F \ {∅} ∀ε ∈ [0,∞[. Возвращаясь к МПП, отметим, что

S(W (M,N), ε) ∈ F ∀ε ∈ [0,∞[ (9.3)

(заметим с учетом (9.2), что S(∅, ε) = ∅ ∀ε ∈ [0,∞[).

Предложение 9.1. Пусть M ∈ F \ {∅}, N ∈ F и t∗ ∈ Supp
(
W (M,N)

)
. Пусть, кроме

того,

∃κ ∈]0,∞[ ∃d ∈]0,∞[ : ‖x‖ 6 d ∀x ∈ W
(
So(M,κ),S(N,κ)

)
〈t∗〉. (9.4)

Тогда ∀ε ∈]0,∞[ ∃ δ ∈]0,∞[ ∀M̃ ∈ F \ {∅} ∀Ñ ∈ F

(
(M ⊂ M̃ ⊂ So(M, δ))& (N ⊂ Ñ ⊂ S(N, δ))

)
=⇒

(
W (M,N)〈t∗〉 ⊂ W (M̃, Ñ)〈t∗〉 ⊂ Bo

n(W (M,N)〈t∗〉, ε)
)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о извлекается из теоремы 6.1 с учетом (8.1), (9.3) и (9.4). Предло-
жение 9.1 подобно в смысловом отношении теореме 8.1 и характеризует свойство непрерывно-
сти сверху сечений МПП во многих практически интересных случаях. Наиболее существенным
представляется вариант, для которого t∗ = to.

10. Многозначные квазистратегии и множества позиционного поглощения

В настоящем разделе будет показано, что МПП исчерпывает множество позиций, для ко-
торых задача наведения разрешима в классе идеализированных процедур управления — мно-
гозначных квазистратегий. Заметим, что реализуемые процедуры управления с поводырем [2],
позволяющие “отслеживать” траектории, порождаемые упомянутыми квазистратегиями, рас-
сматривались в [24]. Сами квазистратегии определяем, следуя [8], в виде м/ф на пространствах
мер. Используем при этом конструкции разд. 4. Если t∗ ∈ T, то

Ãt∗
△
=

{
α ∈

∏
ν∈Et∗

P ′(Πt∗(ν)) | ∀ν1 ∈ Et∗ ∀ν2 ∈ Et∗ ∀θ ∈ [t∗, ϑo] ([ν1; θ〉 = [ν2; θ〉) =⇒

(
{[η; θ) : η ∈ α(ν1)} = {[η; θ) : η ∈ α(ν2)}

)}
. (10.1)

Элементы (10.1) называем квазистратегиями на отрезке [t∗, ϑo]. При этом

Π̃t(α)
△
=

⋃

ν∈Et

α(ν) ∈ P ′(Ht) ∀t ∈ T ∀α ∈ Ãt. (10.2)

Среди всех квазистратегий выделяем те, у которых множества вида (10.2) ∗-слабо замкнуты.
В этой связи введем при t ∈ T семейство F∗

t всех (секвенциально) ∗-слабо замкнутых п/м

Ht. Тогда ÃΠ
t

△
= {α ∈ Ãt | Π̃t(α) ∈ F∗

t } ∀t ∈ T. Отметим, что как легко видеть, Πt(·) =
(Πt(ν))ν∈Et ∈ ÃΠ

t ∀t ∈ T. Поэтому при t∗ ∈ T имеем, что ∅ 6= ÃΠ
t∗ ⊂ Ãt∗ ; элементы ÃΠ

t∗
называем квазипрограммами на отрезке [t∗, ϑo].

Предложение 10.1. Если t ∈ T, α ∈ Ãt, ν ∈ Et, η ∈ α(ν) и θ ∈ [t, ϑo], то

(
{η̄ ∈ Πθ(ν̄) | η ⊥ η̄ ∈ α(ν ⊲⊳ ν̄)}

)
ν̄∈Eθ

∈ Ãθ.
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Д о к а з а т е л ь с т в о фактически следует из (10.1) и определений разд. 4 (см.
(4.5)–(4.7)).

Фиксируем в данном разделе M ∈ F и N ∈ F. Полагаем далее, что

HM,N (t, x)
△
=

{
η ∈ Ht | ∀ϑ ∈ [t, ϑo] ((ϑ,ϕ(ϑ, t, x, η)) ∈ M) =⇒

({ξ ∈ [t, ϑ[ | (ξ, ϕ(ξ, t, x, η)) /∈ N} 6= ∅
)}

∀(t, x) ∈ N. (10.3)

Предложение 10.2. Если k ∈ No, (t, x) ∈ N \Wk(M,N) и α ∈ Ãt, то

Π̃t(α) ∩ HM,N (t, x) 6= ∅. (10.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем в рассмотрение

N
△
=

{
k ∈ No | Π̃t(α) ∩ HM,N (t, x) 6= ∅ ∀(t, x) ∈ N \Wk(M,N) ∀α ∈ Ãt

}
∈ P(No). (10.5)

Поскольку (см. (6.1)) N = Wk(M,N)|k=0, имеем из (10.5), что 0 ∈ N. Пусть вообще m ∈ N.
Тогда m ∈ No и согласно (10.5)

Π̃t(α) ∩ HM,N (t, x) 6= ∅ ∀(t, x) ∈ N \Wm(M,N) ∀α ∈ Ãt. (10.6)

Выберем произвольно (t∗, x∗) ∈ N \ Wm+1(M,N). Опуская очевидный (см. (10.6)) случай
(t∗, x∗) /∈ Wm(M,N), ограничимся рассмотрением ситуации, когда

(t∗, x∗) ∈ Wm(M,N) \Wm+1(M,N). (10.7)

С учетом (5.5) и (6.1) получаем, что для некоторой меры ν∗ ∈ Et∗ реализуется свойство: ∀η ∈
Πt∗(ν∗) ∀ϑ ∈ [t∗, ϑo]

(
(ϑ,ϕ(ϑ, t∗, x∗, η)) ∈ M

)
=⇒

(
∃ t ∈ [t∗, ϑ[ : (t, ϕ(t, t∗, x∗, η)) /∈ Wm(M,N)

)
. (10.8)

Покажем теперь, что

Π̃t∗(α) ∩ HM,N (t∗, x∗) 6= ∅ ∀α ∈ Ãt∗ . (10.9)

Действительно, допустим противное. Пусть αo ∈ Ãt∗ обладает свойством

Π̃t∗(αo) ∩ HM,N (t∗, x∗) = ∅. (10.10)

Заметим в связи с (10.10), что αo ∈
∏

ν∈Et∗

P ′
(
Πt∗(ν)

)
и, следовательно, αo есть м/ф из Et∗ в Ht∗

с непустыми значениями. В частности, αo(ν∗) 6= ∅ и αo(ν∗) ⊂ Πt∗(ν∗). Выберем и зафиксируем
ηo ∈ αo(ν∗). Согласно (10.8) ∀ϑ ∈ [t∗, ϑo]

(
(ϑ,ϕ(ϑ, t∗, x∗, ηo)) ∈ M

)
=⇒

(
∃ t ∈ [t∗, ϑ[ : (t, ϕ(t, t∗, x∗, ηo)) /∈ Wm(M,N)

)
. (10.11)

С другой стороны, ηo ∈ Π̃t∗(αo), а потому в силу (10.10) ηo /∈ HM,N (t∗, x∗). В этом случае для
некоторого ϑ ∈ [t∗, ϑo]

(
(ϑ,ϕ(ϑ, t∗, x∗, ηo)) ∈ M

)
&
(
{ξ ∈ [t∗, ϑ[ | (ξ, ϕ(ξ, t∗, x∗, ηo)) /∈ N} = ∅

)
. (10.12)

Во всяком случае, Θ
△
= {ϑ ∈ [t∗, ϑo] | (ϑ,ϕ(ϑ, t∗, x∗, ηo)) ∈ M} 6= ∅ и, в силу замкнутости M,

имеем, что ϑ̄
△
= inf(Θ) ∈ Θ, а тогда ϑ̄ ∈ [t∗, ϑo] и при этом (см. (10.12))

(
(ϑ̄, ϕ(ϑ̄, t∗, x∗, ηo)) ∈ M

)
&
(
(t, ϕ(t, t∗, x∗, ηo)) ∈ N ∀t ∈ [t∗, ϑ̄[

)
. (10.13)
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С учетом (10.11) и (10.13) имеем для некоторого t∗ ∈ [t∗, ϑ̄[ свойство

(t∗, x∗) ∈ N \Wm(M,N), (10.14)

где x∗ = ϕ(t∗, t∗, x∗, ηo). Согласно предложению 10.1

αo △
=

(
{η ∈ Πt∗(ν) | ηo ⊥ η ∈ αo(ν∗ ⊲⊳ ν)}

)
ν∈Et∗

∈ Ãt∗ . (10.15)

Тогда имеем, в частности, что непременно αo ∈
∏

ν∈Et∗

P ′(Πt∗(ν)), а потому αo есть м/ф из Et∗ в

Ht∗ . При этом согласно (10.15)

αo(ν) = {η ∈ Πt∗(ν) | ηo ⊥ η ∈ αo(ν∗ ⊲⊳ ν)} ∀ν ∈ Et∗ . (10.16)

Из (10.6), (10.14) и (10.15) получаем, что Π̃t∗(α
o) ∩ HM,N (t∗, x∗) 6= ∅. С учетом этого выберем

ηo ∈ Π̃t∗(α
o) ∩ HM,N (t∗, x∗). Тогда для некоторого νo ∈ Et∗ имеем, что ηo ∈ αo(νo), а потому

ηo ∈ Πt∗(ν
o) и, в частности, ηo ∈ Ht∗ . При этом (см. (10.16))

ηoo
△
= ηo ⊥ ηo ∈ αo(ν∗ ⊲⊳ νo). (10.17)

Заметим, что согласно (4.12), (4.13)

(ϕ(t, t∗, x∗, η
oo) = ϕ(t, t∗, x∗, ηo) ∀t ∈ [t∗, t

∗])&

(ϕ(t, t∗, x∗, η
oo) = ϕ(t, t∗, x∗, ηo) ∀t ∈ [t∗, ϑo]). (10.18)

По выбору ϑ̄ имеем, что ∀ϑ ∈ [t∗, ϑo] ((ϑ,ϕ(ϑ, t∗, x∗, ηo)) ∈ M) =⇒ (ϑ̄ 6 ϑ). С другой стороны,
по выбору ηo получаем, что ∀ϑ ∈ [t∗, ϑo]

(
(ϑ,ϕ(ϑ, t∗, x∗, ηo)) ∈ M

)
=⇒

(
{t ∈ [t∗, ϑ[ | (t, ϕ(t, t∗, x∗, ηo)) /∈ N} 6= ∅

)
. (10.19)

Выберем произвольно ϑ∗ ∈ [t∗, ϑo], для которого (ϑ∗, ϕ(ϑ∗, t∗, x∗, η
oo)) ∈ M. Тогда (см. (10.18))

по выбору t∗ и определению ϑ̄ имеем, что ϑ∗ ∈]t∗, ϑo]. При этом в силу (10.18) ϕ(ϑ∗, t∗, x∗, η
oo) =

ϕ(ϑ∗, t∗, x∗, ηo), а тогда для некоторого t♮ ∈ [t∗, ϑ∗[ из (10.19) следует, что (t♮, ϕ(t♮, t∗, x∗, ηo)) /∈
N. Но тогда (t♮, ϕ(t♮, t∗, x∗, η

oo)) /∈ N. Установлена импликация

(
(ϑ∗, ϕ(ϑ∗, t∗, x∗, η

oo)) ∈ M
)
=⇒

(
∃ t ∈ [t∗, ϑ

∗[ : (t, ϕ(t, t∗, x∗, η
oo)) /∈ N

)
.

Поскольку выбор ϑ∗ был произвольным, получаем, что ηoo ∈ HM,N (t∗, x∗). Вместе с тем

ν∗ ⊲⊳ νo ∈ Et∗ , а потому (см. (10.17)) ηoo ∈ Π̃t∗(αo) и вопреки (10.10) Π̃t∗(αo)∩ HM,N (t∗, x∗) 6= ∅.
Противоречие показывает, что на самом деле имеет место (10.9) и при условии (10.7), чем
завершается обоснование свойства Π̃t(α) ∩ HM,N (t, x) 6= ∅ ∀(t, x) ∈ N \Wm+1(M,N) ∀α ∈ Ãt.
В силу (10.5) имеем, что m + 1 ∈ N. Получили, что (0 ∈ N)& (k + 1 ∈ N ∀k ∈ N). В итоге
N = No; (10.4) справедливо для всех k ∈ No, (t, x) ∈ N \Wk(M,N) и α ∈ Ãt.

Предложение доказано.

Следствие 10.1. Если (t, x) ∈ N \W (M,N) и α ∈ Ãt, то Π̃t(α) ∩ HM,N (t, x) 6= ∅.

При условии (t, x) ∈ N полагаем далее, что

SM,N (t, x)
△
=

{
η ∈ Ht | ∃ θ ∈ [t, ϑo] :

(
(θ, ϕ(θ, t, x, η)) ∈ M

)
&

(
(ξ, ϕ(ξ, t, x, η)) ∈ N ∀ξ ∈ [t, θ[

)}
. (10.20)

Легко видеть, что (см. (10.3), (10.20)) справедливо следующее свойство: ∀(t∗, x∗) ∈ N

(
SM,N (t∗, x∗) ∩ HM,N (t∗, x∗) = ∅

)
&
(
SM,N (t∗, x∗) ∪ HM,N (t∗, x∗) = Ht∗

)
. (10.21)
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Если (t, x) ∈ N и ν ∈ Et, то полагаем, что

π
(W )
t,x 〈ν|M,N〉

△
=

{
η ∈ Πt(ν) | ∃ϑ ∈ [t, ϑo] : ((ϑ,ϕ(ϑ, t, x, η)) ∈ M)&

((ξ, ϕ(ξ, t, x, η)) ∈ W (M,N) ∀ξ ∈ [t, ϑ[)
}
. (10.22)

Теперь посредством (10.22) определяем следующие м/ф:

π
(W )
t,x 〈·|M,N〉

△
= (π

(W )
t,x 〈ν|M,N〉)ν∈Et ∈

∏

ν∈Et

P
(
Πt(ν)

)
∀(t, x) ∈ N. (10.23)

Предложение 10.3. Если (t∗, x∗) ∈ W (M,N), то π
(W )
t∗,x∗

〈·|,M,N〉 ∈ ÃΠ
t∗ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (t∗, x∗) ∈ W (M,N). Тогда (t∗, x∗) ∈ N и посредст-

вом (10.22), (10.23) определена м/ф π
(W )
t∗,x∗

〈·|M,N〉. С учетом предложения 6.1 имеем (t∗, x∗) ∈

A[M ](W (M,N)). Поэтому (см. (5.5)) π
(W )
t∗,x∗

〈ν|M,N〉 6= ∅ ∀ν ∈ Et∗ . Как следствие

π
(W )
t∗,x∗

〈·|M,N〉 ∈
∏

ν∈Et∗

P ′
(
Πt∗(ν)

)
.

Выберем произвольно ν1 ∈ Et∗ , ν2 ∈ Et∗ и t∗ ∈ [t∗, ϑo]. Пусть при этом

[ν1; t
∗〉 = [ν2; t

∗〉. (10.24)

Покажем, что

{
[η; t∗) : η ∈ π

(W )
t∗,x∗

〈ν1|M,N〉
}
⊂

{
[η; t∗) : η ∈ π

(W )
t∗,x∗

〈ν2|M,N〉
}
. (10.25)

Обозначим для краткости множества в левой и правой частях (10.17) через H1 и H2 соот-

ветственно. Пусть γ1 ∈ H1, а η1 ∈ π
(W )
t∗,x∗

〈ν1|M,N〉 обладает свойством γ1 = [η1; t
∗). Тогда

γ1(C) = η1(C) при C ∈ C
(t∗)
t∗ . С другой стороны, из (10.22) имеем для некоторого ϑ∗ ∈ [t∗, ϑo]

(
(ϑ∗, ϕ(ϑ∗, t∗, x∗, η1)) ∈ M

)
&
(
(t, ϕ(t, t∗, x∗, η1)) ∈ W (M,N) ∀t ∈ [t∗, ϑ

∗[
)
. (10.26)

Отдельно рассмотрим случаи ϑ∗
6 t∗ и t∗ < ϑ∗.

1) Пусть ϑ∗
6 t∗, т. е. ϑ∗ ∈ [t∗, t

∗]. Для ν̄2
△
= (ν2| Dt∗) ∈ Et∗ имеем, что Πt∗(ν̄2) 6= ∅. Выберем

произвольно η̄2 ∈ Πt∗(ν̄2). Тогда η1 ⊥ η̄2 ∈ Πt∗(ν2) (учитываем (10.24)) и, как легко видеть,

γ1 = [η1 ⊥ η̄2; t
∗). (10.27)

С учетом этого имеем из (4.12), что

ϕ(t, t∗, x∗, η1) = ϕ(t, t∗, x∗, η1 ⊥ η̄2) ∀t ∈ [t∗, t
∗]. (10.28)

В частности, из (10.26), (10.28) получаем следующие свойства:

(
(ϑ∗, ϕ(ϑ∗, t∗, x∗, η1 ⊥ η̄2)) ∈ M

)
&
(
(t, ϕ(t, t∗, x∗, η1 ⊥ η̄2)) ∈ W (M,N) ∀t ∈ [t∗, ϑ

∗[
)

(учитываем, что [t∗, ϑ
∗] ⊂ [t∗, t

∗]). Это означает, что η1 ⊥ η̄2 ∈ π
(W )
t∗,x∗

〈ν2|M,N〉, откуда
(см. (10.27)) легко следует, что γ1 ∈ H2 в случае 1). Итак, (ϑ∗

6 t∗) ⇒ (γ1 ∈ H2).

2) Пусть t∗ < ϑ∗. Полагая x∗
△
= ϕ(t∗, t∗, x∗, η1), имеем в силу (10.26), что (t∗, x∗) ∈ W (M,N).

Поэтому (см. предложение 6.1) (t∗, x∗) ∈ A[M ]
(
W (M,N)

)
. Тогда, в частности, имеем для
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ν̄2 = (ν2| Dt∗) (см. случай 1), где введено данное обозначение), что при некотором выборе
η♮ ∈ Πt∗(ν̄2) и ϑ♮ ∈ [t∗, ϑo]

(
(ϑ♮, ϕ(ϑ♮, t∗, x∗, η♮)) ∈ M

)
&
(
(ξ, ϕ(ξ, t∗, x∗, η♮)) ∈ W (M,N) ∀ξ ∈ [t∗, ϑ♮[

)
. (10.29)

При этом η2
△
= η1 ⊥ η♮ ∈ Ht∗ . С учетом (10.24) имеем η2 ∈ Πt∗(ν2) и, кроме того,

(
ϕ(t, t∗, x∗, η1) = ϕ(t, t∗, x∗, η2) ∀t ∈ [t∗, t

∗]
)
&(

ϕ(t, t∗, x∗, η2) = ϕ(t, t∗, x∗, η♮) ∀t ∈ [t∗, ϑo]
)
. (10.30)

Из (10.26), (10.29) и (10.30) вытекает, что
(
(ϑ♮, ϕ(ϑ♮, t∗, x∗, η2)) ∈ M

)
&
(
(t, ϕ(t, t∗, x∗, η2)) ∈

W (M,N) ∀t ∈ [t∗, ϑ
♮[
)
. В итоге η2 ∈ π

(W )
t∗,x∗

〈ν2|M,N〉, а потому [η2; t
∗) ∈ H2. Однако, γ1 = [η2; t

∗)
и, стало быть, γ1 ∈ H2 и в случае 2). Итак, (t∗ < ϑ∗) ⇒ (γ1 ∈ H2). Получили, что во всех
возможных случаях γ1 ∈ H2, чем и завершается проверка (10.25). Поскольку выбор ν1, ν2 и

t∗ был произвольным, установлено (см. (10.1)), что π
(W )
t∗,x∗

〈·|M,N〉 ∈ Ãt∗ ; ∗-слабая замкнутость

Π̃t∗(π
(W )
t∗,x∗

〈·|M,N〉) следует в силу замкнутости M и сечений W (M,N) гиперплоскостями t =
const.

Предложение доказано.

Следствие 10.2. Если (t∗, x∗) ∈ W (M,N), то Π̃t∗(π
(W )
t∗,x∗

〈·|M,N〉) ⊂ SM,N (t∗, x∗).

Д о к а з а т е л ь с т в о непосредственно следует из (6.1), (6.2) и (10.20).

Теорема 10.1. Справедлива цепочка равенств W (M,N) = {(t, x) ∈ N | ∃α ∈ Ãt : Π̃t(α) ⊂
SM,N (t, x)} = {(t, x) ∈ N | ∃α ∈ ÃΠ

t : Π̃t(α) ⊂ SM,N (t, x)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о получается комбинацией предложений 10.2, 10.3, следствия 10.2
и (10.21).

Итак, установлено, что (в общем случае M ∈ F и N ∈ F) W (M,N) исчерпывает множество
всех позиций из N, для которых задача наведения на M в пределах N разрешима a) в классе
квазистратегий (игрока I) и b) в классе квазипрограмм. Конкретный вид разрешающей квази-
программы указан в предложении 10.3 и в следствии 10.2. В связи с реализацией упомянутого
идеального решения в классе процедур управления с поводырем (см. [2]) отметим работу [24].
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