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Полином Tn −AT ∗∗
n имеет на периоде 2n+ 1 нуль с учетом их кратностей, а именно, двойные

нули в n точках (2.10) и еще нуль в точке π (отличной от точек (2.10)). Поэтому Tn−AT ∗∗
n ≡ 0

или, что то же самое, Tn = AT ∗∗
n . В случае четного n теорема также доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.

С л у ч а й 1. Число n нечетное: n = 2k + 1, k ≥ 0. Нам предстоит доказать, что поли-
ном (1.9) является четным полиномом. Поскольку ядро Фейера (1.6) четное, то имеем

Ψn(−x) =
k

∑

ℓ=0

{

Kn

(

− x+
π

2
−

(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)

−Kn

(

− x+
π

2
+

(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)}

=

k
∑

ℓ=0

{

Kn

(

x−
π

2
+

(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)

−Kn

(

x−
π

2
−

(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)}

.

Заменив здесь ℓ на k − ℓ = (n− 1)/2 − ℓ = (n− 1− 2ℓ)/2, получаем

Ψn(−x) =
k

∑

ℓ=0

{

Kn

(

x−
π

2
+

(n− 2ℓ)π

n+ 1

)

−Kn

(

x−
π

2
−

(n− 2ℓ)π

n+ 1

)}

=
k

∑

ℓ=0

{

Kn

(

x+
π

2
−

(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)

−Kn

(

x− 2π +
π

2
+

(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)}

.

В силу свойства 2π-периодичности ядра Фейера последнее выражение совпадает с (1.9). Чет-
ность полинома (1.9) при нечетном значении номера n проверена.

С л у ч а й 2. Число n четное: n = 2k, k ≥ 1. Нам предстоит доказать, что в данном
случае полином (1.11) является четным. Положим

Ψ+
n (x) =

k
∑

ℓ=0

Kn

(

x−
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
−

nπ

2(n+ 1)

)

, (2.11)

Ψ−
n (−x) =

k−1
∑

ℓ=0

Kn

(

x+
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
−

nπ

2(n+ 1)

)

. (2.12)

В этих обозначениях Ψn = Ψ+
n − Ψ−

n . Убедимся, что каждый из полиномов (2.11) и (2.12)
является четным, тем самым утверждение леммы будет доказано и для четного n.

В силу четности ядра Фейера для полинома (2.12) имеем

Ψ−
n (−x) =

k−1
∑

ℓ=0

Kn

(

− x+
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
−

nπ

2(n+ 1)

)

=

k−1
∑

ℓ=0

Kn

(

x−
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
+

nπ

2(n + 1)

)

.

Заменив в последней сумме ℓ на k−1− ℓ = n/2−1− ℓ = (n−2−2ℓ)/2, 0 ≤ ℓ ≤ k−1, получаем
для этого полинома представление

Ψ−
n (−x) =

k−1
∑

ℓ=0

Kn

(

x+
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
−

nπ

2(n+ 1)

)

. (2.13)

Сравнивая (2.12) и (2.13), видим, что полином (2.12) является четным.
Аналогично для полинома (2.11) имеем

Ψ+
n (−x) =

k
∑

ℓ=0

Kn

(

− x−
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
−

nπ

2(n+ 1)

)

=

k
∑

ℓ=0

Kn

(

x+
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
+

nπ

2(n + 1)

)

.
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В последней сумме заменим ℓ на k− ℓ = n/2− ℓ = (n− 2ℓ)/2, 0 ≤ ℓ ≤ k. В результате получим
выражение

Ψ+
n (−x) =

k
∑

ℓ=0

Kn

(

x−
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
−

nπ

2(n + 1)
+ 2π

)

. (2.14)

Правые части (2.11) и (2.14) совпадают, т. е. полином (2.11) является четным. Теорема 2 дока-
зана.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН
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ПРИБЛИЖЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ГЛАДКОСТНЫХ КЛАССОВ

ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ ПОЛИНОМАМИ

ПО ТЕНЗОРНОЙ СИСТЕМЕ ХААРА1

С.А. Стасюк

В работе изучаются два вида приближения (линейное и нелинейное) некоторых гладкостных классов

(близких классам функций смешанной гладкости типа Никольского — Бесова) периодических функций

многих переменных полиномами, построенными по тензорной системе Хаара. Для функций из этих клас-

сов получены порядковые оценки сверху приближения ступенчато–гиперболическими суммами Фурье —

Хаара, а также точные по порядку оценки наилучшего m-членного приближения по тензорной системе

Хаара.

Ключевые слова: приближение функций многих переменных, тензорная система Хаара, наилучшее

m-членное приближение.

S. A. Stasyuk. Approximation of certain smoothness classes of periodic functions of several variables by

polynomials with regard to the tensor Haar system.

We investigate two kinds of approximation (linear and nonlinear) of certain smoothness classes (close to

Nikol’skii–Besov type classes of mixed smoothness) of periodic functions of several variables by polynomials

with regard to the tensor Haar system. For the functions of these classes we obtain upper order estimates

for the approximation by step-hyperbolic Fourier–Haar sums and exact order estimates for the best m-term

approximation with regard to the tensor Haar system.

Keywords: approximation of functions of several variables, tensor Haar system, best m-term approximation.

1. Введение

В настоящей работе изучаются вопросы, связанные с линейным и нелинейным способа-
ми приближения классов MH

r
p,θ периодических функций многих переменных полиномами,

построенными по тензорной системе Хаара.
Изложение материала организовано следующим образом. В первой части работы для функ-

ций из классов MH
r
p,θ, 1 ≤ p ≤ ∞, устанавливаются порядковые оценки сверху их приближе-

ния ступенчато-гиперболическими суммами Фурье — Хаара в метрике Lq([0, 1]
d), 1 < q < ∞,

а во второй части — точные по порядку оценки наилучшего m-членного приближения классов
MH

r
p,θ по тензорной системе Хаара в пространстве Lq([0, 1]

d), 1 < q < ∞. В завершающей
части приводятся замечания и комментарии к полученным результатам.

Предваряют первую и вторую части работы определения упомянутых аппроксимационных
характеристик и классов, а также краткое изложение истории их исследования. С этой целью
приведем необходимые обозначения и соотношения.

Пусть Lp([0, 1]
d), 1 ≤ p < ∞, — лебегово пространство 1-периодических по каждой пере-

менной функций f(x) = f(x1, . . . , xd) с конечной нормой, которая определяется следующим
образом:

||f ||p :=

(
∫

[0,1]d

|f(x)|p dx

)1/p

.

1Работа выполнена при частичной поддержке FP7-People-2011-IRSES (проект № 295164 (EUMLS:
EU–Ukrainian Mathematicians for Life Sciences)).
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Будем считать, что пространство L∞([0, 1]d) состоит из 1-периодических по каждой пере-
менной и непрерывных на [0, 1]d функций и снабжено обычной равномерной нормой.

Всюду ниже для функций f ∈ Lp([0, 1]
d), 1 ≤ p ≤ ∞, будем требовать выполнения условия

1
∫

0

f(x) dxj = 0, j = 1, . . . , d.

В дальнейшем некоторые положительные величины µ1 и µ2 будем связывать отношением
µ1 ≪ µ2 (µ1 ≫ µ2), если для них выполняется неравенство µ1 ≤ C1µ2 (µ1 ≥ C2µ2) при неко-
тором значении величины C1 > 0 (C2 > 0), которая не зависит от одного, обозначенного
контекстом, параметра. Если же одновременно выполняются отношения µ1 ≪ µ2 и µ2 ≪ µ1,
то будем писать µ1 ≍ µ2.

Приведем сначала определение системы Хаара H в одномерном случае.
Пусть Ds, s ∈ Z+, обозначает множество всех двоичных интервалов на отрезке [0, 1] вида

I = [j2−s, (j + 1)2−s), j = 0, . . . , 2s − 1. Положим

HI(t) := |I|−1/2



















1, если t ∈
[

j2−s,
(

j +
1

2

)

2−s
)

,

−1, если t ∈
[

(j +
1

2
)2−s, (j + 1)2−s

)

,

0, если t /∈ I,

где I ∈ Ds, s ∈ Z+, I = [j2−s, (j + 1)2−s), j = 0, . . . , 2s − 1, а |I| = 2−s — длина двоичного
интервала I. Тогда системой Хаара в одномерном случае является следующее множество:

H := {HI : I ∈ Ds, s ∈ Z+}.

Перейдем теперь к определению тензорной системы Хаара H, т. е. системы Хаара в d-
мерном случае. Заметим, что для обозначения тензорной системы Хаара сохраняем то же
обозначение H, что и для одномерной, которое, надеемся, не будет вызывать недоумения,
поскольку далее из контекста будет понятно, о какой системе идет речь. Также далее упомя-
нутую систему будем просто называть системой Хаара (вместо использования словосочетания
“тензорная система Хаара”), если из контекста будет понятно, о какой системе идет речь.

Для I = I1 × · · · × Id определим d-мерную функцию Хаара как тензорное произведение
соответствующих одномерных функций Хаара, т. е.

HI(x) :=
d
∏

j=1

HIj(xj).

Далее, для функции f ∈ Lq([0, 1])
d) и вектора s = (s1, . . . , sd) ∈ Z

d
+ обозначим

δs(f) :=
∑

I∈Ds

cI(f)HI ,

где

cI(f) :=

∫

[0,1]d

f(x)HI(x) dx,

Ds := {I = I1 × · · · × Id : Ij ∈ Dsj , j = 1, . . . , d}.

Наконец, полагаем
H := {HI : I ∈ Ds, s ∈ Z

d
+}.

Приведем еще некоторые утверждения и соотношения, которыми будем пользоваться.
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Теорема Литтлвуда — Пэли (см., например, [1, гл. 3]). Для любой функции f ∈ Lp([0, 1]),
1 < p < ∞, имеет место сотношение

C1(p)||f ||p ≤

∥

∥

∥

∥

(

∑

s∈Z+

|δs(f)|
2

)1/2∥
∥

∥

∥

p

≤ C2(p)||f ||p. (1.1)

Из (1.1) вытекает следующее неравенство (см., например, [2]):

||f ||p ≤ C3(p)

(

∑

s∈Z+

||δs(f)||
p0
p

)1/p0

, (1.2)

где p0 = min{p; 2}.
Пусть 1 ≤ p < q < ∞, тогда для f ∈ Lp([0, 1]

d) имеет место неравенство [3]

||f ||q ≤ C(p, q, d)

(

∑

s∈Zd
+

(

||δs(f)||p 2
||s||1(

1
p
− 1

q
)
)q
)1/q

, (1.3)

где ||s||1 = s1 + · · ·+ sd.
Заметим, что аналогичные (1.2) и (1.3) неравенства имеют место и для кратной тригоно-

метрической системы (см., например, [4–6]).
Для r > 0, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ определим пространства MBr

p,θ, которые являются
аналогами пространств Никольского — Бесова функций смешанной гладкости, следующим
образом:

MBr
p,θ := {f ∈ Lp([0, 1]

d) : ||f ||MBr
p,θ

< ∞},

где

||f ||MBr
p,θ

:=

(

∑

s∈Zd
+

(

2r||s||1||δs(f)||p

)θ
)1/θ

, 1 ≤ θ < ∞, (1.4)

||f ||MBr
p,∞

:= sup
s∈Zd

+

||δs(f)||p

2−r||s||1
. (1.5)

Для пространства MBr
p,∞ будем использовать также обозначение MHr

p .
Наряду с приведенными пространствами MBr

p,θ рассмотрим близкие к ним пространства
MHr

p,θ, r > 0, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ < ∞, определяемые следующим образом:

MHr
p,θ := {f ∈ Lp([0, 1]

d) : ||f ||MHr
p,θ

< ∞},

где

||f ||MHr
p,θ

:= sup
k

(

∑

||s||1=k

(

2r||s||1||δs(f)||p

)θ
)1/θ

. (1.6)

Далее через MB
r
p,θ и MH

r
p,θ обозначим единичные шары пространств MBr

p,θ и MHr
p,θ со-

ответственно, т. е.
MB

r
p,θ := {f ∈ MBr

p,θ : ||f ||MBr
p,θ

≤ 1}, (1.7)

MH
r
p,θ := {f ∈ MHr

p,θ : ||f ||MHr
p,θ

≤ 1}. (1.8)

Множества MB
r
p,θ и MH

r
p,θ будем называть классами.

Заметим, что аналогичные MH
r
p,θ классы периодических функций многих переменных,

определяемые через Lp-нормы соответствующих двоичных “блоков” δs(f) рядов Фурье функ-
ции по кратной тригонометрической системе, рассматривались В.Н.Темляковым [7] с точки
зрения их наилучших m-членных приближений по кратной тригонометрической системе. При
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этом установление оценок сверху сопровождалось конструктивным построением m-членных
приближающих агрегатов.

Согласно определениям (1.4)–(1.8) имеют место вложения

MB
r
p,1⊂ MB

r
p,θ1⊂ MB

r
p,θ2⊂ MB

r
p,∞ ≡ MH

r
p, 1 < θ1 < θ2 < ∞,

MH
r
p,1⊂ MH

r
p,θ1⊂ MH

r
p,θ2⊂ MH

r
p,∞ ≡ MH

r
p, 1 < θ1 < θ2 < ∞, (1.9)

MB
r
p,θ⊂ MH

r
p,θ, 1 ≤ θ < ∞. (1.10)

При d = 1 букву M в обозначениях классов будем опускать. В этом случае согласно опре-
делениям (1.5), (1.6), (1.8) вместо цепочки вложений (1.9) можем записать

H
r
p,θ ≡ H

r
p, 1 ≤ θ < ∞, d = 1. (1.11)

2. Приближения классов MHr
p,θ ступенчато-гиперболическими суммами

Фурье — Хаара

Рассмотрим множество
Qn :=

⋃

||s||1≤n

Ds,

которое называют ступенчатым гиперболическим крестом. Обозначив через #A количество
элементов конечного множества A, заметим, что имеет место соотношение (см., например, [4])

#Qn ≍ 2nnd−1. (2.1)

Функции f ∈ Lq([0, 1]
d) сопоставим ряд Фурье — Хаара

∞
∑

n=0

∑

||s||1=n

δs(f) (2.2)

и обозначим через SQn(f) ее ступенчато-гиперболическую сумму Фурье — Хаара или частич-
ную сумму Фурье — Хаара с носителем в множестве Qn, полагая

SQn(f) :=
∑

I∈Qn

cI(f)HI =
∑

||s||1≤n

δs(f). (2.3)

Для f ∈ Lq([0, 1]
d) определим

EQn(f)q := ||f − SQn(f)||q (2.4)

— величину приближения функции f частной суммой Фурье — Хаара SQn(f) в метрике про-
странства Lq([0, 1]

d).
Сформулируем и докажем теорему, в которой установлены порядковые оценки сверху для

величины
EQn(MH

r
p,θ)q := sup

f∈MH
r
p,θ

EQn(f)q.

Теорема 1. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, (1/p − 1/q)+ < r < 1, тогда

EQn(MH
r
p,θ)q ≪







2
−(r− 1

p
+ 1

q
)n
n
(d−1)

(
1
q
− 1

θ

)

+ , 1 ≤ p < q < ∞,

2−rn n
(d−1)

(
1
p0

− 1
θ

)

+ , 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, p 6= 1,

где p0 = min{p; 2}, a+ = max{a; 0}.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ MH
r
p,θ. При 1 ≤ p < q ≤ θ < ∞, используя неравен-

ство (1.3), неравенство Гельдера (с показателем θ/q), а также соотношение

∑

||s||1=k

1 ≍ kd−1, (2.5)

получим
∥

∥

∥

∥

∑

||s||1>n

δs(f)

∥

∥

∥

∥

q

≪

(

∑

||s||1>n

(

||δs(f)||p 2
( 1
p
− 1

q
)||s||1

)q
)1/q

=

( ∞
∑

k=n+1

∑

||s||1=k

(

2r||s||1||δs(f)||p

)q
2
−q||s||1(r−

1
p
+ 1

q
)
)1/q

≤

(

∞
∑

k=n+1

(

∑

||s||1=k

2r||s||1θ||δs(f)||
θ
p

)q/θ(
∑

||s||1=k

2
−||s||1(r−

1
p
+ 1

q
) qθ

θ−q

)
θ−q

θ

)1/q

≤ ||f ||MHr
p,θ

(

∞
∑

k=n+1

2−qk(r− 1
p
+ 1

q
)
(

∑

||s||1=k

1

)
θ−q

θ

)1/q

≤

(

∞
∑

k=n+1

2−qk(r− 1
p
+ 1

q
)
(

∑

||s||1=k

1

)
θ−q

θ

)1/q

≍

( ∞
∑

k=n+1

2−qk(r− 1
p
+ 1

q
)k(d−1) θ−q

θ

)1/q

≍ 2−(r− 1
p
+ 1

q
)nn(d−1)( 1

q
− 1

θ
). (2.6)

Из (2.6) заключаем, что ряд (2.2) сходится к функции f в пространстве Lq([0, 1]
d) и

EQn(f)q ≪ 2
−(r− 1

p
+ 1

q
)n
n
(d−1)( 1

q
− 1

θ
)
, 1 ≤ p < q ≤ θ < ∞. (2.7)

Если же 1 ≤ p < q < ∞, а 1 ≤ θ < q, то из (2.7) с учетом (1.9) получим

EQn(MH
r
p,θ)q ≤ EQn(MH

r
p,q)q ≪ 2−(r− 1

p
+ 1

q
)n.

Пусть теперь 1 < q = p < ∞. В случае θ ≥ p0 = min{p, 2}, используя неравенство (1.2),
неравенство Гельдера (с показателем θ/p0) и соотношение (2.5), имеем

∥

∥

∥

∥

∑

||s||1>n

δs(f)

∥

∥

∥

∥

p

≪

(

∑

||s||1>n

||δs(f)||
p0
p

)1/p0

=

(

∞
∑

k=n+1

∑

||s||1=k

(

2r||s||1||δs(f)||p

)p0
2−rp0||s||1

)1/p0

≤

(

∞
∑

k=n+1

(

∑

||s||1=k

2r||s||1θ||δs(f)||
θ
p

)p0/θ (
∑

||s||1=k

2
−r

θp0
θ−p0

||s||1

)

θ−p0
θ

)1/p0

≤ ||f ||MHr
p,θ

(

∞
∑

k=n+1

2−p0kr

(

∑

||s||1=k

1

)

θ−p0
θ

)1/p0

≪

( ∞
∑

k=n+1

2−p0krk(d−1)
θ−p0

θ

)1/p0

≍ 2−rnn
(d−1)( 1

p0
− 1

θ
)
. (2.8)

Из (2.8) с учетом замечания при получении неравенства (2.7) заключаем, что

EQn(f)p ≪ 2−rnn
(d−1)( 1

p0
− 1

θ
)
, 1 < q = p < ∞, θ ≥ p0. (2.9)

Если же 1 < q = p < ∞ и 1 ≤ θ < p0, то из (2.9) с учетом (1.9) получаем

EQn(MH
r
p,θ)p ≤ EQn(MH

r
p,p0)p ≪ 2−rn. (2.10)
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Для случая 1 ≤ q < p < ∞, 1 ≤ θ < ∞ вследствие неравенства || · ||q ≤ || · ||p и доказанных
выше неравенств (2.9) и (2.10) имеем

EQn(MH
r
p,θ)q ≤ EQn(MH

r
p,θ)p ≪ 2−rnn

(d−1)( 1
p0

− 1
θ
)+ .

Наконец, при 1 ≤ q < ∞, p = ∞, 1 ≤ θ < ∞ в силу вложения MH
r
∞,θ ⊂ MH

r
q+1,θ, а также

неравенств (2.9) и (2.10) получим

EQn(MH
r
∞,θ)q ≤ EQn(MH

r
∞,θ)q+1 ≤ EQn(MH

r
q+1,θ)q+1 ≪ 2−rnn(d−1)( 1

2
− 1

θ
)+ .

Теорема 1 доказана.

3. Наилучшее m-членное приближение классов MHr
p,θ

по тензорной системе Хаара

Пусть задана функция f ∈ Lq([0, 1]
d), 1 ≤ q ≤ ∞, и множество B = {gj ∈ Lq([0, 1]

d) : j =
1, 2, . . . }, spanB = Lq([0, 1]

d). Наилучшим m-членным приближением функции f по системе B

в пространстве Lq([0, 1]
d) называется величина

σm(f,B)q := inf
Λ⊂N

#Λ=m

inf
aj

∥

∥

∥
f −

∑

j∈Λ

ajgj

∥

∥

∥

q
, m = 1, 2, . . . . (3.1)

Для F ⊂ Lq([0, 1]
d) полагаем

σm(F,B)q := sup
f∈F

σm(f,B)q. (3.2)

Величина σm(f,B)2 была введена С.Б.Стечкиным [8] при формулировке критерия абсо-
лютной сходимости ряда из коэффициентов Фурье для f по ортонормированной системе B.
Далее, исследования как величин (3.1), так и величин (3.2) для тех или иных функцио-
нальных классов проводились в многочисленных работах (см., например, [4; 6; 9–15; 7], где
можно ознакомиться с более подробной информацией по данному вопросу, в частности, ка-
сательно приближения по кратной тригонометрической системе). Относительно исследования
величин (3.1) и (3.2) для систем Хаара H = {HI}I отметим работы [16–23].

Рассмотрим в (3.2) в качестве B тензорную систему Хаара H = {HI}I , а в качестве F —
классы MB

r
p,θ, а затем — классы MH

r
p,θ.

Итак, для классов MB
r
p,θ имеет место следующий результат.

Теорема A [22; 23]. Пусть 1 < p ≤ ∞, 1 < q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, 1/p < r < 1. Тогда для

любого m ≥ 2

σm(MB
r
p,θ,H)q ≍ m−r

(

logd−1
2 m

)r+ 1
2
− 1

θ
. (3.3)

Заметим, что при p = ∞ теорема A доказана в [22], а при 1 < p < ∞ — в [23].
Для более широких, чем MB

r
p,θ, классов MH

r
p,θ имеет место такой же, как и в теореме A,

результат. Сформулируем его.

Теорема 2. Пусть 1 < p ≤ ∞, 1 < q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, 1/p < r < 1. Тогда для любого

m ≥ 2

σm(MH
r
p,θ,H)q ≍ m−r

(

logd−1
2 m

)r+ 1
2
− 1

θ
. (3.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Установим сначала оценку сверху для величины σm(MH
r
p,θ,H)q.

При этом будет использоваться схема рассуждений, аналогичная той, которая применялась
А.В.Андриановым [18] при получении оценки сверху для величины σm(MH

r
p,H)q.
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По заданному m выберем n ∈ N, которое удовлетворяет соотношению

m ≍ 2nnd−1, (3.5)

и представим функцию f ∈ MH
r
p,θ в виде

f = SQn(f) +

∞
∑

k=n+1

∑

||s||1=k

δs(f) = SQn(f) +

∞
∑

k=n+1

∑

I∈∆Qk

cI(f)HI

= SQn(f) +

∞
∑

k=n+1

∑

||s||1=k

∑

I∈Ds

cI(f)HI , (3.6)

где ∆Qk := Qk\Qk−1.
Введем следующие обозначения

Nk := #{s ∈ N
d : ||s||1 = k}, k ∈ N,

Mk := [#{∆Qn}2
−η(k−n)], k > n,

где n ∈ N, а η > 0 — число, значение которого при 1 < p < ∞ будет уточнено позже.
Заметим, что

Nk ≍ kd−1, (3.7)

Mk ≍ 2nnd−12−η(k−n) (3.8)

вследствие (2.5) и (2.1) соответственно.
Дальше, отталкиваясь от представления (3.6), опишем процедуру построения полино-

ма Pm, которым будем приближать функцию f .
Для каждого k = n + 1, n + 2, . . . и s : ||s||1 = k найдем

[

Mk/Nk

]

наибольших по модулю
коэффициентов cI(f), I ∈ Ds, в сумме

∑

I∈Ds

cI(f)HI , (3.9)

содержащейся в представлении (3.6).
Поскольку для функций Хаара (одной переменной) HIj с |Ij | = 2−kj , kj = 0, 1, . . . , при

любом p ∈ [1;∞) и произвольных действительных aIj имеет место равенство [24]

∥

∥

∥

∥

∑

|Ij |=2−kj

aIjHIj

∥

∥

∥

∥

p

= 2
kj(

1
2
− 1

p
)
(

∑

|Ij |=2−kj

|aIj |
p

)1/p

,

то для функций HI таких, что I ∈ Ds, ||s||1 = k, имеем

||δs(f)||p = 2||s||1(
1
2
− 1

p
)
(

∑

I∈Ds

|cI(f)|
p

)1/p

=

(

∑

I∈Ds

|cI(f)|
p

)1/p

2−k( 1
p
− 1

2
). (3.10)

Соответствующие (3.10) равенства для p = ∞ будут иметь следующий вид:

||δs(f)||∞ = 2||s||1/2 max
I∈Ds

|cI(f)| = 2k/2 max
I∈Ds

|cI(f)|. (3.11)

Далее, вследствие (1.8) (1.6) и (3.10), для 1 < p < ∞ можем записать

1 ≥

(

∑

||s||1=k

(

2r||s||1||δs(f)||p

)θ
)1/θ

= 2
k(r− 1

p
+ 1

2
)
(

∑

||s||1=k

(

∑

I∈Ds

|cI(f)|
p

)θ/p )1/θ

. (3.12)



258 С.А.Стасюк

Если же p = ∞, то вследствие (1.8), (1.6) и (3.11) имеем

1 ≥

(

∑

||s||1=k

(

2r||s||1||δs(f)||∞

)θ
)1/θ

= 2k(r+
1
2
)

(

∑

||s||1=k

max
I∈Ds

|cI(f)|
θ

)1/θ

. (3.13)

Итак, для каждого k = n + 1, n + 2, . . . и s: ||s||1 = k выделим
[

Mk/Nk

]

таких слагае-
мых cI(f)HI из (3.9) (и одновременно из (3.6)), которым соответствуют наибольшие значения
|cI(f)|. По такому же принципу выделяем

[

Mk/Nk

]

слагаемых |cI(f)|
p из суммы

∑

I∈Ds
|cI(f)|

p

в (3.12) при 1 < p < ∞. Отметим, что в результате проделанной процедуры каждое из остав-
шихся в (3.12) слагаемых |cI(f)|

p, 1 < p < ∞, а также каждый из коэффициентов, оставшихся
в (3.6) и (3.9) слагаемых cI(f)HI , в силу (3.12) и (3.13) будет удовлетворять соотношению

|cI(f)| ≪ 2
−k(r− 1

p
+ 1

2
)
(

Nk

Mk

)1/p

k−
d−1
θ , 1 < p ≤ ∞. (3.14)

Искомый полином Pm будет состоять из заданной формулой (2.3) суммы SQn(f) и всех
тех слагаемых cI(f)HI из (3.6), которые выделены в результате описанной выше процедуры.
Убедимся, что количество слагаемых cI(f)HI построенного полинома Pm равно по порядку m.
Действительно, принимая во внимание (2.1), (3.7), (3.8) и (3.5), имеем

#Qn +
∞
∑

k=n+1

[

Mk

Nk

]

kd−1 ≍ 2nnd−1 + 2nnd−1
∞
∑

k=n+1

2−η(k−n) ≍ 2nnd−1 ≍ m.

Покажем, что построенный полином Pm реализует оценку сверху в (3.4). В силу теоремы
Литтлвуда — Пэли, а также соотношений (3.6), (3.14), (3.7), (3.8), (2.5) получаем

||f − Pm||q ≍

∥

∥

∥

∥

(

∑

I

|cI(f − Pm)|2 |HI |
2

)1/2∥
∥

∥

∥

q

≪

∥

∥

∥

∥

( ∞
∑

k=n+1

∑

I∈∆Qk

2
−2k(r− 1

p
+ 1

2
)
k−

2(d−1)
θ

(

Nk

Mk

)2/p

H2
I

)1/2∥
∥

∥

∥

q

=

∥

∥

∥

∥

( ∞
∑

k=n+1

2
−2k(r− 1

p
+ 1

2
)
k−

2(d−1)
θ

(

Nk

Mk

)2/p

2k
∑

I∈∆Qk

χI

)1/2∥
∥

∥

∥

q

≪

( ∞
∑

k=n+1

2−2k(r− 1
p
)k−

2(d−1)
θ

(

kd−1

Mk

)2/p

χ[0,1]d

∑

||s||1=k

1

)1/2

≍

( ∞
∑

k=n+1

2−2k(r− 1
p
)
(

kd−1

Mk

)2/p

k(d−1)(1− 2
θ
)

)1/2

≍

( ∞
∑

k=n+1

2
−2k(r− 1

p
)
2
kη 2

p
−(η+1) 2n

p n
− 2

p
(d−1)

k
(d−1)(1− 2

θ
+ 2

p
)
)1/2

= 2−(η+1)n
p n− d−1

p

( ∞
∑

k=n+1

2−2k(r− 1
p
− η

p
)k(d−1)(1− 2

θ
+ 2

p
)
)1/2

, (3.15)

где через χA обозначен индикатор множества A ⊂ R
d.

Поскольку 1/p < r < 1, то очевидным является существование такого η > 0, для которого
будет верным неравенство r − 1/p − η/p > 0. Поэтому при таком η из (3.15), учитывая (3.5),
имеем

σm(MH
r
p,θ,H)q ≪ 2−(η+1)n

p n− d−1
p

(

2−2n(r− 1
p
− η

p
)n(d−1)(1− 2

θ
+ 2

p
)
)1/2
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= 2−rnn(d−1)( 1
2
− 1

θ
) ≍ m−r

(

logd−1
2 m

)r+ 1
2
− 1

θ
.

Оценка сверху установлена.
Оценка снизу в (3.4) следует из (3.3) вследствие вложения (1.10).
Теорема 2 доказана.

4. Замечания и комментарии к полученным результатам

З а м е ч а н и е 1. Для классов MH
r
p утверждения, аналогичные теоремам 1 и 2, ранее

доказаны А.В. Андриановым [18].
З а м е ч а н и е 2. При d = 1 результаты, содержащиеся в теоремах 1 и 2, известны

(см. [18]). Констатация этого факта основана на (1.11).

З а м е ч а н и е 3. Оценка снизу в теореме 2, как видно из доказательства, справедлива
при 0 < r < 1. Это с учетом неравенства σm(f,H)q ≤ EQn(f)q при m = #Qn позволяет записать

Следствие. Пусть 2 ≤ p ≤ ∞, 1 < q < ∞, q ≤ p, 2 ≤ θ < ∞, 0 < r < 1, m = #Qn, тогда

σm(MH
r
p,θ,H)q ≍ EQn(MH

r
p,θ)q ≍ 2−rn n(d−1)( 1

2
− 1

θ ).

З а м е ч а н и е 4. В.С. Романюком [25] установлено (как следствие одного результата
для произвольного натурального d), что при d = 1, 1 ≤ p < ∞, 1 < q ≤ ∞, (1/p − 1/q)+ < r <
1/p имеет место оценка

σm(Hr
p,H)q ≍ m−r,

которая при допустимых следствием ограничениях на параметры p, q c учетом условия m =
#Qn содержится в этом следствии.

В заключение выражаем искреннюю благодарность рецензенту за ценные советы и заме-
чания, которые способствовали улучшению изложения материала работы.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН
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УДК 519.65

О РАВНОМЕРНЫХ КОНСТАНТАХ ЛЕБЕГА ЛОКАЛЬНЫХ

ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ СПЛАЙНОВ С РАВНООТСТОЯЩИМИ УЗЛАМИ1

Е.В.Стрелкова, В.Т.Шевалдин

Для линейного дифференциального оператора Lr произвольного порядка r с постоянными коэффи-

циентами, характеристический многочлен которого имеет только действительные и попарно различные

корни, изучаются константы Лебега (нормы линейных операторов из C в C) локальных экспоненци-

альных сплайнов с равномерным расположением узлов, соответствующих этому оператору, построенных

авторами в предыдущих работах. В частности, для оператора L3 = D(D2 − β2) (β > 0) третьего порядка

вычислены точно константы Лебега для двух видов локальных сплайнов, и произведено их сравнение с

константами Лебега интерполяционных экспоненциальных сплайнов.

Ключевые слова: константы Лебега, экспоненциальные сплайны, линейный дифференциальный опера-

тор.

E. V. Strelkova, V.T Shevaldin. On uniform Lebesgue constants of local exponential splines with equidistant

knots.

For a linear differential operator Lr of arbitrary order r with constant coefficients and real pairwise different

roots of the characteristic polynomial, we study Lebesgue constants (the norms of linear operators from C to C)

of local exponential splines corresponding to this operator with a uniform arrangement of knots; such splines were

constructed by the authors in earlier papers. In particular, for the third-order operator L3 = D(D2−β2) (β > 0),
we find the exact values of Lebesgue constants for two types of local splines and compare these values with

Lebesgue constants of exponential interpolation splines.

Keywords: Lebesgue constants, exponential splines, linear differential operator.

Введение

Вначале кратко изложим известные результаты (см. [1]), касающиеся существования и
единственности интерполяционных L-сплайнов на всей числовой оси.

Пусть Lr = Lr(D) (r ∈ N, D — символ дифференцирования) — произвольный линейный
дифференциальный оператор r-го порядка с постоянными действительными коэффициентами
(старший коэффициент полагаем равным 1). Он может быть записан в виде

Lr = Lr(D) =

k
∏

s=1

(D2 − 2γsD + γ2s + α2
s)

r−2k
∏

j=1

(D − βj), (0.1)

где αs, βj и γs — некоторые действительные числа (при k = 0 первое произведение в этом
равенстве отсутствует), причем можно считать, что αs > 0 (s = 1, k). Нам понадобится также
оператор

Lr+1(D) = DLr(D).

Пусть

∆
Lr+1

h f(x) = (T −E)
k
∏

s=1

(T 2 − 2Teγsh cosαsh+ e2γshE)
r−2k
∏

j=1

(T − eβjhE)f(x)

1Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-11-00702).
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— обобщенная конечная разность с шагом h > 0, соответствующая оператору Lr+1, определен-
ная на множестве функций f : R → R. Здесь Tf(x) = f(x+h) и E — тождественный оператор.
Ее можно привести к виду

∆
Lr+1

h f(x) =
r+1
∑

s=0

(−1)r+1−sµ(r+1)
s f(x+ sh),

где µ
(r+1)
s (s = 0, r + 1) — коэффициенты при степенях x в многочлене

pr+1(x) = (x− 1)
k
∏

s=1

(x2 − 2xeγsh cosαsh+ e2γsh)
r−2k
∏

j=1

(x− eβjh).

Пусть ϕr+1 — решение линейного однородного дифференциального уравнения Lr+1(D)f = 0,

удовлетворяющее условиям ϕ
(j)
r+1(0) = δj,r (j = 0, r), где δj,r — символ Кронекера. Введем

функцию

Rr+1(t) =
r+1
∑

j=0

(−1)j
r+1
∑

s=j

(−1)r+1−sµ(r+1)
s ϕr+1((s− 1 + j − t)h) (0 ≤ t ≤ 1).

Из [1] следует, что эта функция удовлетворяет равенству Rr+1(1) = −Rr+1(0). Кроме того, в [1]
доказано, что при 0 < h < h0 = π/max1≤s≤k αs эта функция на полуинтервале [0; 1) имеет
только одну точку экстремума (обозначим ее через θ1) и ровно один нуль (обозначим его
через θ2), причем этот нуль простой. Пусть S(Lr+1, α) — множество L-сплайнов S ∈ C(r−1)(R)
порядка r + 1 (минимального дефекта), соответствующих оператору Lr+1, с равномерными
узлами (l + α)h (l ∈ Z), где α — фиксированное число, 0 ≤ α < 1. То есть любая функция
S ∈ S(Lr+1, α) такова, что функция S(r−1) локально абсолютно непрерывна и для любого l ∈ Z

имеет место равенство

Lr(D)S((l − 1)h + t) = Zl, αh ≤ t < (α+ 1)h,

где Zl — некоторые константы. Сетка узлов {(l+ α)h}l∈Z называется сеткой узлов сплайна S.
Пусть M > 0 и

Y = {y = {yl}l∈Z : sup
l

|∆Lr

h yl| ≤ M},

где

∆Lr

h yl =

k
∏

s=1

(T 2 − 2Teγsh cosαsh+ e2γshE)

r−2k
∏

j=1

(T − eβjhE)yl

— обобщенная конечная разность с шагом h > 0, соответствующая оператору Lr, определенная
на пространстве последовательностей {yl}l∈Z (при этом Tyl = yl+1).

Теорема A [1; 2]. Пусть 0 < h < h0 = π/max1≤s≤k αs. Для любой последовательности

y ∈ Y существует только один L-сплайн S ∈ S(Lr+1, α), удовлетворяющий условиям

S(lh) = yl (l ∈ Z), (0.2)

тогда и только тогда, когда α 6= θ2.

Для оператора Lr = Dr (приводящего к интерполяционным полиномиальным сплайнам на
всей оси R) теорема A установлена Дж.Албергом, Э.Нильсоном и Дж.Уолшем [3] и Ю.Н.Суб-
ботиным [4]. В случае оператора Lr =

∏r
j=1(D − βj) (т. е. при k = 0) теорема A доказана

Ч.Мичелли [5] (другое доказательство предложил И.Шенберг [6]). Отметим, что в [2] по-
лучены и более общие результаты в задачах существования и единственности обобщенных
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интерполяционных L-сплайнов, указано их применение в ряде экстремальных задач теории
приближения функций и приведена более полная библиография по данной тематике.

Поскольку из [1] следует, что при 0 < h < h0 = π/max1≤s≤k αs числа θ1 и θ2 не совпадают,
то согласно теореме A на полуинтервале [0; 1) существует ровно одна “плохая” точка α = θ2, в
которой задача интерполяции (0.2) неразрешима. Возникает естественный вопрос: а какая из
остальных точек полуинтервала [0; 1) предпочтительнее остальных? Последующие исследова-
ния, в частности, второго автора [7] и С.И.Новикова [8] показали, что такой точкой является
α = θ1. Следует отметить, что если оператор Lr является формально самосопряженным (т. е.
удовлетворяет равенству Lr(−D) = (−1)rLr(D)), то при четном r : θ1 = 1/2, θ2 = 0, а при
нечетном r : θ1 = 0, θ2 = 1/2.

Для функции f : R → R положим yl = f(lh) (l ∈ Z). Интерполяционный L-сплайн S(x) =
S(f, x) ∈ S(Lr+1, α) задает линейный метод аппроксимации функции f на оси R. Одной из
характеристик устойчивости метода S является поведение равномерной нормы оператора S
(как оператора, действующего из пространства C непрерывных на всей оси R функций в C),
а именно, величины

L1 = L1(Lr+1, α) = ‖S‖CC = sup
‖f‖C≤1

‖S(f, ·)‖C .

Число L1 называется константой Лебега метода S. Важной задачей является ее вычисление
при любом α 6= θ2. Чем меньше такая константа, тем больше устойчивость сплайна к измене-
нию аппроксимативных условий.

Для интерполяционных полиномиальных сплайнов (т. е. в случае оператора Lr+1 = Dr+1)
с выбором α = 0, если r нечетно, и α = 1/2, если r четно, различными вопросами, связанными
с вычислением или оценкой сверху констант Лебега L1(D

r+1, α) (как в случае периодиче-
ских функций, так и в непериодическом случае) занимались многие математики: Ф.Шурер и
Е.В.Чини [9], А.А.Женсыкбаев [10], Ф.Ричардс [11], Ю.Н.Субботин и С.А.Теляковский [12;
13] и др. Для интерполяционных полиномиальных сплайнов на оси R выделим утверждение,
полученное Ф.Ричардсом в 1975 году.

Теорема B [11]. Пусть α = 0, если r нечетно, и α = 1/2, если r четно. Тогда имеет

место асимптотическое равенство

L1(D
r+1, α) =

2

π
ln r +

4

π

(

ln
4

π
+

γ

2

)

+ o(1) (r → ∞),

где γ — постоянная Эйлера. Кроме того, L1(D
3, 1/2) =

√
2.

Для L-сплайнов с равномерными узлами задачи нахождения или оценки констант Лебе-
га рассматривались для линейных дифференциальных операторов с постоянными коэффи-
циентами, характеристические многочлены которых имели только действительные корни, и
обязательно при α = θ1 (см. [14–19]). Для линейного формально самосопряженного диффе-
ренциального оператора вида

L2m+1 = L2m+1(D) = D

m
∏

j=1

(D2 − β2
j ), βj ∈ R,

Х.Г.Морше [15] и В.А.Ким [18] нашли два явных выражения для величины L1(D
2m+1, 1/2),

отличающиеся по форме записи. При этом Х. Г.Морше был получен аналог теоремы B.

Теорема C [15]. Пусть

τm =
2

π
+

4

π

m
∑

j=1

1

β2
j + π2

.

Тогда в случае, если τm → ∞ (при m → ∞), имеет место асимптотическое равенство

L1

(

L2m+1,
1

2

)

=
2

π

(

ln τm + ln
8

π
+ γ

)

+O(τ−2
m ) (m → ∞).
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Если же последовательность {τm}∞m=1 сходится, то последовательность констант Лебега

L1(L2m+1, 1/2) тоже сходится.

В настоящей работе мы начинаем исследование констант Лебега неинтерполяционных ло-
кальных L-сплайнов с равномерными узлами, построенных авторами в предыдущих работах
(см., например, [20;21] и определения в следующих разделах) в случае, когда характеристиче-
ский многочлен соответствующего линейного дифференциального оператора L имеет только
действительные и попарно различные корни. Такие L-сплайны называются экспоненциальны-
ми. Для них нам не удалось получить аналоги теорем B и C. В разд. 1 (см. далее теорему 1) до-
казано, что константы Лебега локальных экспоненциальных сплайнов (см. определения ниже)
ограничены при h → 0. Кроме того, в разд. 2 и 3 в случае оператора L3(D) = D(D2−β2) такие
константы Лебега вычислены только для двух видов локальных экспоненциальных сплайнов.
В данной работе развиты результаты авторов для параболических локальных сплайнов, полу-
ченные в [22].

1. Локальные экспоненциальные сплайны произвольного порядка

Вначале кратко изложим общую схему построения локальных экспоненциальных сплайнов
с равноотстоящими узлами (см. [20; 21]).

Пусть Lr = Lr(D) — линейный дифференциальный оператор r-го порядка вида (0.1), у
которого все корни характеристического многочлена являются действительными (в опреде-
лении (0.1) полагаем k = 0) и попарно различными (βj 6= βs, если s 6= j). Такой оператор
записывается в виде

Lr = Lr(D) =

r
∏

j=1

(D − βj). (1.1)

Обобщенная конечная разность ∆Lr

h f(x), определенная на множестве функций f : R → R,
соответствующая оператору Lr (она обращается в нуль на функциях из ядра этого оператора),
представляется в виде

∆Lr

h f(x) =

r
∏

j=1

(T − eβjhE)f(x) =

r
∑

s=0

(−1)r−sµ(r)
s f(x+ sh),

где µ
(r)
r = 1, µ

(r)
r−1 =

∑r
j=1 e

βjh, . . . , µ
(r)
0 =

∏r
j=1 e

βjh. Пусть ϕr — решение линейного одно-

родного уравнения Lr(D)f = 0, удовлетворяющее условиям ϕ
(j)
r (0) = δj,r−1 (j = 0, r − 1).

B-L-сплайн B(x) = BLr(x) (базисный сплайн для оператора Lr) с носителем suppBLr = [0; rh]
и узлами 0, h, 2h, . . . , rh определяется формулой

B(x) = BLr(x) = ∆Lr

h ϕr((x− rh)+), (1.2)

где t+ = max{0, t}. Для произвольного числа α : 0 ≤ α < 1 и любой функции f : R → R

положим
yj+α = f((j + α)h) (j ∈ Z)

и рассмотрим систему функционалов

Ij = Ij(α) = c1yj+α + c2yj+α+1 + · · ·+ cryj+α+r−1 (j ∈ Z, cs ∈ R (s = 1, r)).

Локальный экспоненциальный сплайн, задающий линейный метод приближения функции f ,
определяется формулой

SLr(x) = SLr(f, x) =
∑

j∈Z

IjBLr(x− jh) (x ∈ R). (1.3)
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Таким образом, сетка узлов {(j + α)h}j∈Z функции f , для которой строится аппроксимирую-
щий ее сплайн, сдвинута на величину αh относительно сетки узлов {jh}j∈Z самого сплайна SLr .
Неизвестные числа cs (s = 1, r) выбираются таким образом, чтобы имели место следующие
равенства:

SLr(e
βj ·, x) = eβjx, j = 1, r (x ∈ R).

В [20] установлено, что если все действительные числа βj (j = 1, r) попарно различны, то
для любого числа α : 0 ≤ α < 1 такой выбор может быть осуществлен единственным обра-
зом, причем для определения чисел cs (s = 1, r) указана невырожденная система r линейных
алгебраических уравнений

r
∑

s=1

cse
βj(s−1)h = eβj(r−1−α)h

r
∏

k=1
k 6=j

βj − βk
eβjh − eβkh

(j = 1, r). (1.4)

Построенные локальные экспоненциальные сплайны обладают хорошими аппроксимативны-
ми, формосохраняющими и сглаживающими свойствами [20], несмотря на то что они не яв-
ляются интерполяционными (т. е. SLr((j + α)h) 6= f((j + α)h) (j ∈ Z)). Рассматривая SLr как
оператор, действующий из пространства C непрерывных на всей оси функций в простран-
ство C, определим его равномерную норму при помощи равенства

L2 = L2(Lr, α) = ‖SLr‖
C
C = sup

‖f‖C≤1
‖SLr(f, ·)‖C .

Величину L2(Lr, α) будем называть константой Лебега локального экспоненциального сплайна
SLr(f, x) и поставим вопрос о ее точном вычислении или оценке сверху.

Теорема 1. Пусть числа βj (j = 1, r) действительны и попарно различны. Тогда для

любого α : 0 ≤ α < 1 имеет место равенство

L2(Lr, α) = O(1) (h → 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В [21, теорема 1.6] было доказано следующее равенство:

max
x∈[0;rh]

|BLr(x)| = O(hr−1) (h → 0).

Е.Г.Пыткеев [23, теорема 1] доказал, что

cs = cs(h) = O(h−(r−1)) (h → 0).

Поэтому из определения (1.3) сплайна SL3(f, x) выводим равенство

‖SLr‖
C
C = O(1) (h → 0).

Теорема 1 доказана. �

З а м е ч а н и е 1. Интересно выяснить поведение величин L2(Lr, α) при r → ∞ и срав-
нить полученные результаты с утверждениями теорем B и C.

2. Локальные экспоненциальные сплайны оператора

L3(D) = D(D2 − β
2) (β > 0), сохраняющие его ядро

В данном разделе сохраним обозначения разд. 1 и в равенстве (1.1) положим r = 3, β1 = 0,
β2 = β, β3 = −β (β > 0), и пусть α = 1/2.
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Теорема 2. Для оператора L3 = L3(D) = D(D2 − β2) (β > 0) имеет место равенство

L2

(

L3,
1

2

)

=
e2βh + 2e

3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1

(e
βh

2 + 1)2(1 + eβh)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для оператора L3(D) функции из разд. 1 имеют следующий
вид:

ϕ3(x) =
1

β2
(ch βx− 1),

∆L3
h f(x) = f(x+ 3h)− (1 + eβh + e−βh)f(x+ 2h) + (1 + eβh + e−βh)f(x+ h)− f(x),

BL3(x) =
1

β2























ch βx− 1, x ∈ [0;h],

2 ch βh−
eβ(x−h)(1 + e−βh) + e−β(x−h)(1 + eβh)

2
, x ∈ [h; 2h],

ch β(x− 3h) − 1, x ∈ [2h; 3h],

(2.1)

причем

max
x∈[0;3h]

BL3(x) = BL3

(3h

2

)

=
(e

βh

2 − 1)2(1 + e
βh

2 + eβh)

β2eβh
.

Решая систему (1.4) линейных алгебраических уравнений при α = 1/2, выводим следующие
равенства (см. [24]):

c1 = c3 = −
β2e2βh(e

βh

2 − 1)2

(eβh − 1)4(1 + eβh)
,

c2 =
β2eβh(e

βh

2 − 1)2(e2βh + 2e
3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1)

(eβh − 1)4(1 + eβh)
.

Положим x = t + 3h/2 и ˜BL3(t) = BL3(x − 3h/2). Тогда носитель supp ˜BL3 = [−3h/2; 3h/2], и
при t ∈ [(l − 1/2)h; (l + 1/2)h] (l ∈ Z) формула (1.3) может быть записана в виде

˜SL3(t) = SL3

(

f, t+
3h

2

)

= ˜Il−1
˜BL3(t− (l − 1)h) + ˜Il ˜BL3(t− lh) + ˜Il+1

˜BL3(t− (l + 1)h), (2.2)

где ˜Il = c1ỹl−1 + c2ỹl + c3ỹl+1, ỹl = f(lh) (l ∈ Z). Следовательно, с учетом (2.1) при
t ∈ [(l − 1/2)h; (l + 1/2)h] (l ∈ Z) имеем

˜SL3(t) =
1

β2

{

(c1ỹl−2 + c2ỹl−1 + c3ỹl)
(

ch β
(

t− (l − 1)h −
3h

2

)

− 1
)

+ (c1ỹl−1 + c2ỹl + c3ỹl+1)
(

2 ch βh−
(1 + e−βh)eβ(t−lh+h

2
)

2
−

(1 + eβh)e−β(t−lh+h
2
)

2

)

+ (c1ỹl + c2ỹl+1 + c3ỹl+2)
(

ch β
(

t− (l + 1)h+
3h

2

)

− 1
)}

.

Для доказательства теоремы 2 можно, не ограничивая общности, положить l = 0 и считать,
что |yj| ≤ 1 (j ∈ Z). Тогда при t ∈ [−h/2;h/2] функция ˜SL3(t) может быть представлена в виде

˜SL3(t) =
eβh(e

βh

2 − 1)2

(eβh − 1)4(1 + eβh)

{

ỹ−2q1(t) + ỹ−1q2(t) + ỹ0q3(t) + ỹ1q4(t) + ỹ2q5(t)
}

, (2.3)

где

q1(t) = −eβh
(

ch β
(

t−
h

2

)

− 1
)

,



О равномерных константах Лебега локальных экспоненциальных сплайнов 267

q2(t) = (e2βh + 2e
3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1)
(

ch β
(

t−
h

2

)

− 1
)

− eβh
(

2 ch βh−
eβ(t+

h
2
) + eβ(t−

h
2
) + e−β(t+h

2
) + e−β(t−h

2
)

2

)

,

q3(t) = (e2βh + 2e
3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1)
(

2 ch βh−
eβ(t+

h
2
) + eβ(t−

h
2
) + e−β(t+h

2
) + e−β(t−h

2
)

2

)

− eβh
(

ch β
(

t−
h

2

)

− 1
)

− eβh
(

ch β
(

t+
h

2

)

− 1
)

,

q4(t) = (e2βh + 2e
3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1)
(

ch β
(

t+
h

2

)

− 1
)

− eβh
(

2 ch βh−
eβ(t+

h
2
) + eβ(t−

h
2
) + e−β(t+h

2
) + e−β(t−h

2
)

2

)

,

q5(t) = −eβh
(

ch β
(

t+
h

2

)

− 1
)

.

Для любой непрерывной на всей числовой оси R функции f такой, что ‖f‖C ≤ 1, из (2.3)
выводим оценку

|˜SL3(t)| ≤
eβh(e

βh
2 − 1)2

(eβh − 1)4(1 + eβh)

{

|q1|+ |q2|+ |q3|+ |q4|+ |q5|
}

, t ∈
[

−
h

2
;
h

2

]

. (2.4)

Таким образом, доказательство теоремы 2 сводится к изучению знаков функций qs(t) (s = 1, 5)
на отрезке [−h/2;h/2]. Ясно, что

q1(t) ≤ 0, q5(t) ≤ 0 (t ∈ R).

Исследуем функцию q2(t) при −h/2 ≤ t ≤ h/2. Представим эту функцию в виде

q2(t) = A1e
βt + C1e

−βt +B1 = e−βt(A1τ
2 +B1τ + C1),

где τ = eβt и

A1 = e−
βh

2
(

2e2βh + 2e
3
2
βh + 5eβh + 2e

βh

2 + 1
)

> 0,

C1 = e
βh

2
(

e2βh + 2e
3
2
βh + 5eβh + 2e

βh

2 + 2
)

> 0,

B1 = −
(

2e2βh + 2e
3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 2
)

< 0.

Легко проверяется, что q2(−h/2) > 0, q2(0) > 0, q2(h/2) < 0. Следовательно, уравнение
q2(t) = 0 имеет на отрезке [−h/2;h/2] единственный корень t1 > 0, причем

eβt1 =
−B1 −

√
D1

2A1
,

где D1 = 2e4βh + 2e
7
2
βh + e3βh − 2e

5
2
βh − 6e2βh − 2e

3
2
βh + eβh + 2e

βh

2 + 2 > 0.
Аналогично исследуется функция q4(t) на отрезке [−h/2;h/2]. Имеем q4(−h/2) < 0,

q4(0) > 0, q4(h/2) > 0 и

q4(t) = A2e
βt + C2e

−βt +B2 = e−βt(A2τ
2 +B2τ + C2),

где τ = eβt и

A2 = e
βh

2
(

e2βh + 2e
3
2
βh + 5eβh + 2e

βh

2 + 2
)

> 0,

C2 = e−
βh

2
(

2e2βh + 2e
3
2
βh + 5eβh + 2e

βh

2 + 1
)

> 0,
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B2 = −
(

2e2βh + 2e
3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 2
)

< 0.

Поэтому уравнение q4(t) = 0 имеет на отрезке [−h/2;h/2] единственный корень t2 < 0, причем

eβt2 =
−B2 +

√
D2

2A2
,

где D2 = D1. Таким образом, получаем неравенство

−
h

2
< t2 < 0 < t1 <

h

2
.

Кроме того, из проведенного исследования легко понять, что функция q2(t) меняет знак в
точке t1 с плюса на минус, а функция q4(t) — в точке t2 с минуса на плюс.

Осталось исследовать функцию q3(t). Заметим, что эта функция четная (относительно
t = 0) и q3(0) > 0, q3(h/2) > 0. Кроме того, имеет место равенство

q3(t) = A3e
βt + C3e

−βt +B3 = e−βt(A3τ
2 +B3τ + C3),

где τ = eβt и

A3 = −
e

βh
2

2
−

e
3
2
βh

2
− (e2βh + 2e

3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1) ch
βh

2
< 0.

Значит, функция q3(t) выпукла вверх на отрезке [−h/2;h/2] и q3(t) > 0 при t ∈ [−h/2;h/2].
Обозначим выражение в правой части неравенства (2.4) через Q(t). С учетом проведенного
анализа знаков функций qs(t) (s = 1, 5) получаем, что

Q(t) =
eβh(e

βh
2 − 1)2

(eβh − 1)4(1 + eβh)































Q1(t), −
h

2
≤ t ≤ t2,

Q2(t), t2 ≤ t ≤ t1,

Q3(t), t1 ≤ t ≤
h

2
,

где
Q1(t) = −q1(t) + q2(t) + q3(t)− q4(t)− q5(t),

Q2(t) = −q1(t) + q2(t) + q3(t) + q4(t)− q5(t),

Q3(t) = −q1(t)− q2(t) + q3(t) + q4(t)− q5(t).

Элементарные вычисления показывают, что

Q1(t) = (−e
5
2
βh − 2e2βh − 4e

3
2
βh − 2eβh − e

βh

2 )eβt + (−e
3
2
βh − 2eβh − 4e

βh

2 − 2− e−
βh

2 )e−βt

+ e3βh + 2e
5
2
βh + 4e2βh + 2e

3
2
βh + 2eβh + 2e

βh

2 + 4 + 2e−
βh

2 + e−βh,

Q2(t) =
(3

2
e

3
2
βh+

3

2
e

βh

2

)

eβt+
(3

2
e

3
2
βh+

3

2
e

βh

2

)

e−βt+e3βh+2e
5
2
βh−2e

3
2
βh−6eβh−2e

βh

2 +2e−
βh

2 +e−βh,

Q3(t) = (−e
3
2
βh − 2eβh − 4e

βh

2 − 2− e−
βh

2 )eβt + (−e
5
2
βh − 2e2βh − 4e

3
2
βh − 2eβh − e

βh

2 )e−βt

+ e3βh + 2e
5
2
βh + 4e2βh + 2e

3
2
βh + 2eβh + 2e

βh

2 + 4 + 2e−
βh

2 + e−βh.

Легко понять, что функция Q2(t) четна относительно t = 0, Q1(−t) = Q3(t), Q′
1(t) < 0 при

−h/2 < t ≤ 0, Q′
3(t) > 0 при 0 ≤ t < h/2, Q′

2(t) > 0 при 0 ≤ t ≤ h/2. Таким образом,

max
t∈[−h

2
;h
2
]
Q(t) = Q

(h

2

)

= Q
(

−
h

2

)

=
eβh(e

βh

2 − 1)2

(eβh − 1)4(1 + eβh)
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× (e2βh + 2e
3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1)(eβh + e−βh − 2) =
e2βh + 2e

3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1

(e
βh

2 + 1)2(1 + eβh)
. (2.5)

Напомним, что через Q(t) было обозначено выражение в правой части неравенства (2.4). Из
(2.2), (2.4) и (2.5) получим неравенство

∣

∣

∣
SL3

(

f, t+
h

2

)∣

∣

∣
≤

e2βh + 2e
3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1

(e
βh

2 + 1)2(1 + eβh)
, t ∈

[(

l −
1

2

)

h;
(

l +
1

2

)

h
]

(l ∈ Z). (2.6)

Из приведенного доказательства следует, что на классе непрерывных на всей числовой оси R

функций f таких, что ‖f‖C ≤ 1, неравенство (2.6) является точным в том смысле, что знак
равенства в нем при t = (l − 1/2)h реализуется, если

ỹl−2 = −1, ỹl−1 = 1, ỹl = 1, ỹl+1 = −1, ỹl+2 = −1,

а при t = (l + 1/2)h, если

ỹl−2 = −1, ỹl−1 = −1, ỹl = 1, ỹl+1 = 1, ỹl+2 = −1.

Напомним, что ỹl = f(lh) (l ∈ Z). Следовательно, из (2.6) выводим равенство

sup
‖f‖C≤1

‖SL3(f, ·)‖C =
e2βh + 2e

3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1

(e
βh

2 + 1)2(1 + eβh)
.

Теорема 2 доказана. �

З а м е ч а н и е 2. При β → 0 предельным случаем экспоненциальных сплайнов SL3(f, x)
являются локальные параболические сплайны, точные на алгебраических многочленах второй
степени. Такие сплайны изучал Н.П.Корнейчук [25]. Точнее, им были указаны коэффициенты
c1 = c3 = −1/8h2, c2 = 5/4h2 (сравните с коэффициентами функционала Ij в теореме 2) и
исследованы аппроксимативные свойства таких сплайнов на соболевских классах дифферен-
цируемых функций. Константа Лебега локальных параболических сплайнов L2(D

3, 1/2) была
вычислена в [22] и оказалась равной 1.25. Заметим, что из теоремы 2 также следует, что при
β → 0 величина L2(L3, 1/2) → 1.25.

З а м е ч а н и е 3. Для константы Лебега L2(L3, 1/2) в теореме 2 при любых β > 0 и
h > 0 справедлива оценка сверху

L2

(

L3,
1

2

)

= 1 +
2eβh

(e
βh

2 + 1)2(1 + eβh)
≤ 1.25.

Возвращаясь к интерполяционным сплайнам третьего порядка (см. обозначения во введении),
отметим, что для оператора L3(D) = D(D2 − β2) (β > 0) В.А.Ким [16] доказал, что

L1

(

L3,
1

2

)

=
(1 + e−

βh

2 )(1 + e
βh

2 )
√

(1 + e
βh

2 )2 + (1 + e−
βh

2 )2
=

e
βh

2 + 1
√
1 + eβh

.

Из этой формулы следует, что при β → 0 величина L1(L3, 1/2) стремится к
√
2 (см. также

теорему B из введения). Нетрудно проверить, что при любых β > 0 и h > 0 имеет место
неравенство

L2

(

L3,
1

2

)

< L1

(

L3,
1

2

)

.

Таким образом, для оператора L3(D) = D(D2 − β2) локальные экспоненциальные сплайны
более устойчивы к возмущению аппроксимационных условий, чем соответствующие интерпо-
ляционные.



270 Е.В.Стрелкова, В.Т.Шевалдин

3. Простейшая схема локальной экспоненциальной сплайн-аппроксимации

В данном разделе рассмотрим оператор третьего порядка более общего вида, чем в преды-
дущем разделе. Пусть

L3 = L3(D) = (D − β)(D − γ)(D − δ), (3.1)

где β, γ и δ — попарно различные действительные числа. Изложим простейшую схему локаль-
ной экспоненциальной сплайн-аппроксимации (см. [19;21]) при β 6= 0 и γ 6= 0. Базисный экспо-
ненциальный сплайн для оператора (3.1) на отрезке [−3h/2; 3h/2] с узлами −3h/2, −h/2, h/2,
3h/2 может быть записан в виде

BL3(x) = m



















































(γ − δ)eβ(x+
3h
2
) + (δ − β)eγ(x+

3h
2
) + (β − γ)eδ(x+

3h
2
), x ∈

[

−
3h

2
;−

h

2

]

,

−(γ − δ)(eγh + eδh)eβ(x+
h
2
) − (δ − β)(eδh + eβh)eγ(x+

h
2
)−

−(β − γ)(eβh + eγh)eδ(x+
h
2
), x ∈

[

−
h

2
;
h

2

]

,

(γ − δ)e(γ+δ)heβ(x−
h
2
) + (δ − β)e(δ+β)heγ(x−

h
2
)+

+(β − γ)e(β+γ)heδ(x−
h
2
), x ∈

[h

2
;
3h

2

]

.

Здесь m = m(L3, h) — нормирующий множитель (необязательно положительный),

m =
(eδh − eγh

δ − γ

β − δ

eβh − eδh

)
γ

γ−β 1

(eβh − eγh)(eδh − eγh)(δ − β)
.

Функция BL3(x) > 0 с точностью до постоянного множителя совпадает с функцией BL3(x −

3h/2) из формулы (1.2) при β1 = β, β2 = γ, β3 = δ. Для произвольной функции f : R → R

рассмотрим локальный экспоненциальный сплайн, соответствующий оператору (3.1), вида

S(x) = SL3(f, x) =
∑

j∈Z

yj+αBL3(x− jh) (x ∈ R), (3.2)

где yj+α = f((j + α)h) (j ∈ Z). Сплайн S(x) в равенстве (3.2) реализует простейшую схему
локальной сплайн-аппроксимации (см. [19; 21]). Ключевым моментом в этой схеме является
выбор параметров m и α. Положим

α = ε =
1

2
+

1

(β − γ)h
ln

(eγh − eδh)(δ − β)

(eδh − eβh)(γ − δ)
.

В [19] доказано, что при указанном выборе параметров m и α = ε имеют место равенства

SL3(e
β ·, x) = eβx, SL3(e

γ ·, x) = eγx (x ∈ R).

Следовательно, простейшая схема (3.2) локальной экспоненциальной сплайн-аппроксимации
сохраняет не все ядро KerL3 оператора (3.1), а только подпространство, натянутое на две
функции eβx и eγx. Величину

L3(L3, ε) = sup
‖f‖C≤1

‖SL3(f, ·)‖C

назовем константой Лебега метода (3.2). Имеет место следующий результат.

Теорема D [19]. Для локального сплайна (3.2) справедливо равенство

L3(L3, ε) = max
t∈[0;h]

{

m[(γ − δ)eβt(eγh − 1)(eδh − 1) + (δ − β)eγt(eβh − 1)(eδh − 1)
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+ (β − γ)eδt(eβh − 1)(eγh − 1)]
}

.

З а м е ч а н и е 4. В случае γ = −β, δ = 0, т. е. для оператора L3(D) = D(D2 − β2) (β >
0), из теоремы D имеем

ε = 0, m = −
e

3
2
βh

β(eβh − 1)2(1 + eβh)

и

L3(L3, 0) =
2e

βh

2

eβh + 1
≤ 1.

Из замечаний 3 и 4 выводим следующее утверждение.

Теорема 3. Для оператора L3(D) = D(D2 − β2) (β > 0) имеет место неравенство

L3(L3, 0) < L2

(

L3,
1

2

)

< L1

(

L3,
1

2

)

.
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Рассматриваются проблемы аппроксимации кривизны плоских кривых из гладких классов в равно-
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Yu. N. Subbotin. Uniform approximation of curvature for smooth classes of plane curves.

We consider problems of approximation of the curvature for certain smooth classes of plane curves by the

curvature of elements of smooth finite-dimensional function spaces (trigonometric polynomials, splines with

equidistant knots) in the uniform norm.

Keywords: curvature, uniform approximation, classes of smooth functions, trigonometric polynomials, splines

with equidistant knots, estimates of approximation error.

1. Введение

В работе рассматриваются плоские явно заданные 2π-периодические кривые (функции)
y = f(x) (0 ≤ x ≤ 2π) и предполагается, что (r − 1)-я производная функции f(x) абсолютно
непрерывна, а r-я производная удовлетворяет неравенству

ess sup
0≤x≤2π

|f (r)(x)| ≤ 1 (r ≥ 3).

Класс таких функций обозначим W r, r ∈ N. Устанавливаются оценки погрешности аппрокси-
мации нелинейного оператора кривизны с использованием периодических сплайнов четной и
нечетной степени и равномерными узлами.

Хорошо известны результаты А.Н.Колмогорова [1] по оценкам норм промежуточных про-
изводных через норму функции и норму старшей производной. В. Н. Габушин, иногда с соавто-
рами [2;3] обобщал результаты А.Н.Колмогорова и некоторых других авторов на нелинейные
операторы, например, на оператор кривизны.

По-видимому, проблема аппроксимации кривизны кривой

K(y, x) =
y′′(x)

[1 + (y′(x))2]3/2
, y′(x) =

dy(x)

dx
, y′′(x) =

d2y(x)

dx2

впервые рассматривалась в работе Ю.Н.Субботина [4]. В ней речь шла об аппроксимации в
среднеквадратической метрике кривизны 2π-периодических кривых посредством соответству-
ющей кривизны тригонометрических полиномов или 2π-периодических сплайнов с равномер-
ными узлами и сплайнов, удовлетворяющих краевым условиям 1-го или 2-го типа.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 14-01-00496), гранта Президента РФ (проект
НШ-4538.2014.1) и Программы повышения конкурентоспособности УрФУ (постановление №211 Пра-
вительства Российской Федерации, контракт №02.A03.21.0006).
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2. Основные результаты

Так как при аппроксимации кривизны кривой сама исходная функция и аппроксимирую-
щая функция не участвуют, то для получения более точных оценок мы будем использовать
для аппроксимации y′(x) интерполяционный периодический сплайн Sr−1(y

′, x, π/n) степени
(r − 1) дефекта 1 с узлами интерполяции kπ/n (k ∈ Z) и с узлами склейки в тех же точках,
если r − 1 нечетно, и в точках π(2k + 1)/2n (k ∈ Z), если r − 1 четно.

Тогда в силу результата из работы В.М.Тихомирова [5] получаем

∥

∥

∥
y′(x)− Sr−1

(

y′, x,
π

n

)
∥

∥

∥

C[0,2π]
≤

Kr−1

nr−1
, r ≥ 3, (1)

где Kr — известные константы Фавара (см., например, [6–8]). Для констант Фавара справед-
ливы неравенства

π2

8
= K2 < K4 < K6 < · · · < K3 < K1 =

π

2
, Kr =

4

π

∞
∑

k=0

(−1)(r+1)k

(2k + 1)r+1
.

Аналогично, используя для аппроксимации y′′(x) сплайн Sr−2(y
′′, x, π/n) и тот же результат

из [5], имеем
∥

∥

∥
y′′(x)− Sr−2

(

y′′, x,
π

n

)
∥

∥

∥

C[0,2π]
≤

Kr−2

nr−2
, r ≥ 3. (2)

В качестве аппроксимирующей кривизны для K(y, x) возьмем функцию

˜K(s, x) :=
Sr−2(y

′′, x,
π

n
)

[

1 + S2
r−1

(

y′, x,
π

n

)]3/2
. (3)

Тогда, учитывая (3), имеем неравенство

|K(y, x)− ˜K(s, x)| ≤

∣

∣

∣

∣

∣

y′′

[1 + (y′)2]3/2
−

y′′
[

1 + S2
r−1

(

y′, x,
π

n

)]3/2

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

y′′ − Sr−2(y
′′, x, πn)

[

1 + S2
r−1

(

y′, x,
π

n

)]3/2

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∥

∥

∥
y′′ − Sr−2

(

y′′, x,
π

n

)
∥

∥

∥
+ |y′′|

∣

∣

∣

∣

∣

[

1 + S2
r−1

(

y′, x,
π

n

)]3/2
− [1 + (y′)2]3/2

[1 + (y′)2]3/2
[

1 + S2
r−1

(

y′, x,
π

n

)]3/2

∣

∣

∣

∣

∣

. (4)

Далее положим |y′(x)| = u ≥ 0, |Sr−1(y
′, x, π/n)| = v ≥ 0, тогда после домножения числите-

ля и знаменателя второго слагаемого в правой части неравенства (4) на [1+S2
r−1(y

′, x, π/n)]3/2+

[1 + (y′)2]3/2 из (4), (1) и (2) вытекает неравенство

|K(y, x)− ˜K(s, x)| ≤
∣

∣

∣
y′′(x)− Sr−2

(

y′′, x,
π

n

)
∣

∣

∣
+ |y′′(x)|

∣

∣

∣
y′(x)− Sr−1

(

y′, x,
π

n

)
∣

∣

∣
J(u, v), (5)

где

J(u, v) =
(u+ v)[(1 + u2)2 + (1 + u2)(1 + v2) + (1 + v2)2]

(1 + u2)3/2(1 + v2)3/2{(1 + u2)3/2 + (1 + v2)3/2}
. (6)

Из неравенства Бора [7] при n = 1 для 2π-периодической функции y′′(x), со средним значением,
равным нулю и удовлетворяющей условию |y(r)(x)| ≤ 1, имеем (см. также [8])

‖y′′‖C[0,2π] ≤ Kr−2 (r ≥ 3). (7)
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Из (5)–(7), (1) и (2) следует, что

|K(y, x)− ˜K(s, x)| ≤
Kr−2

nr−2
+Kr−2 J(u, v)

Kr−1

nr−1
. (8)

Оценим J(u, v) при 0 ≤ u, v < ∞, преобразовав (6) к виду

J(u, v) =
u+ v

(1 + u2)(1 + v2)
·

(1 + u2)2 + (1 + u2)(1 + v2) + (1 + v2)2

(1 + u2)2(1 + v2)1/2 + (1 + u2)1/2(1 + v2)2
.

Имеем
(1 + u2)2 + (1 + u2)(1 + v2) + (1 + v2)2

(1 + u2)2(1 + v2)1/2 + (1 + u2)1/2(1 + v2)2

=
(1 + u2)2 + (1 + v2)2

(1 + u2)2(1 + v2)1/2 + (1 + u2)1/2(1 + v2)2
+

(1 + u2)(1 + v2)

(1 + u2)2(1 + v2)1/2 + (1 + u2)1/2(1 + v2)2

≤ 1 +
(1 + u2)(1 + v2)

(1 + u2)2 + (1 + v2)2
≤ 1 +

1

2
=

3

2
.

Таким образом, J(u, v) ≤ (3/2) · (u+ v)/((1 + u2)(1 + v2)) (0 ≤ v ≤ u < ∞). В силу симметрии
J(u, v) = J(v, u) аналогичное неравенство имеет место при 0 ≤ u ≤ v < ∞.

Найдем точки, подозрительные на экстремум функции ϕ(u, v) = (u+ v)/((1 + u2)(1 + v2))
в области 0 < u, v < ∞. Имеем

∂ϕ(u, v)

∂u
=

1− u2 − 2uv

(1 + v2)(1 + u2)2
= 0,

∂ϕ(u, v)

∂v
=

1− v2 − 2uv

(1 + v2)2(1 + u2)
= 0.

Отсюда 1 − u2 − 2uv = 0, 1 − v2 − 2uv = 0, и единственной точкой, подозрительной на экс-
тремум в области 0 < u, v < ∞, является точка u = v =

√
3/3. В этой точке ϕ(

√
3/3,

√
3/3) =

(2
√
3 · 32)/(3 · 16) = 3

√
3/8, и, следовательно,

J
(

√
3

3
,

√
3

3

)

≤
9
√
3

16
.

Исследуем поведение функции ϕ(u, v) на границе v = 0. Имеем ϕ(u, 0) = u/(1 + u2) ≤ 1/2 и
J(u, 0) ≤ (3/2)ϕ(u, 0) ≤ 3/4, 0 ≤ u < ∞. В силу отмеченной симметрии функций J(u, v), ϕ(u, v),
аналогичные неравенства имеет место и для J(0, v), ϕ(0, v), 0 ≤ v < ∞, а J(u, v) → 0 при
u2 + v2 → ∞.

Так как функция ϕ(u, v) неотрицательна и во внутренней области 0 < u, v < ∞ имеет-
ся единственная точка, подозрительная на экстремум, а значения ϕ(u, v) на границе области:
u = 0, 0 ≤ v < ∞; v = 0, 0 ≤ u < ∞ меньше, чем значение во внутренней точке, подозритель-
ной на экстремум, и ϕ(u, v) → 0 при u2 + v2 → ∞, то J(u, v) ≤ (3/2)ϕ(

√
3/3,

√
3/3) = 9

√
3/16.

Лемма. J(u, v) ≤ 9
√
3/16, 0 ≤ u, v ≤ ∞. В частности, J(u, v) < 1, 0 ≤ u, v ≤ ∞.

Из (1), (2), (8) и леммы вытекает следующее утверждение.

Теорема. Справедлива оценка

|K(y, x)− ˜K(s, x)| ≤
Kr−2

nr−2
+

Kr−2Kr−1

nr−1
.
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ИЗ МОДУЛЕЙ БЛОКОВ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ РЯДОВ ФУРЬЕ”1

С.А. Теляковский

Результаты об интегрируемости и интегрируемости со степенным весом сумм модулей блоков членов

ряда
∑

1/k sin kx распространены на класс рядов
∑

bk sin kx с коэффициентами bk более общего вида.

Ключевые слова: суммы модулей блоков, степенной вес.

S. A.Telyakovskii. An addition to V.P. Zastavnyi’s paper “Estimates for sums of moduli of blocks in trigonometric

Fourier series.”

Results on the integrability and integrability with power weight for sums of moduli of blocks from the series∑
1/k sinkx are extended to the class of series

∑
bk sin kx with coefficients bk of a more general form.

Keywords: sums of moduli of blocks, power weight.

Пусть {nj} и {vj} — последовательности строго возрастающих натуральных чисел, при-
чем nj < vj+1 при всех j, и Aj — множество натуральных k, удовлетворяющих условию
nj ≤ k < vj+1.

В работе рассматриваются вопросы об интегрируемости функций

UA(x) =
∞
∑

j=1

uj(x), uj(x) =
∣

∣

∣

∑

k∈Aj

bk sin kx
∣

∣

∣
, (1)

где числа bk при k → ∞ стремятся к нулю и для них при всех m и некоторой постоянной B
выполняется оценка

∞
∑

k=m

|bk − bk+1| 6
B

m
. (2)

Изучение функций вида (1), когда bk являются коэффициентами Фурье функций ограни-
ченной вариации, было начато в [1]. Задачу об ограниченности функций UA(x) при условии (2)
исследовал Л.Лейндлер [2]. В этих работах при всех j выполнялось равенство vj = nj.

В [3, с. 253] приведены примеры, показывающие, что классы рядов Фурье функций ограни-
ченной вариации и рядов, для коэффициентов которых справедливо условие (2), несравнимы.

Обзор результатов о свойствах сумм модулей блоков членов тригонометрических рядов
дан в [4].

Известно, что если при p > 1 сходится ряд

∞
∑

j=1

1

nj
m

1−1/p
j , (3)

где mj = min(nj, vj+1 − nj +1) и bk являются коэффициентами Фурье функции ограниченной
вариации, то UA(x) ∈ Lp. При p = 2 это доказано в [5, теорема 2], для всех p > 1 — в работе
В.П. Заставного [6, теорема 5].

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-50-00005).
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В настоящей работе этот результат распространен на случай, когда для чисел bk имеет
место оценка (2). О подобном распространении говорилось в [4, с. 214]. Рассмотрена также
интегрируемость со степенным весом функций UA(x).

Будет использоваться следующее утверждение.

Лемма. Если числа bk стремятся к нулю при k → ∞ и для них выполняется оценка (2),
то при всех натуральных r и s, r 6 s, справедливо неравенство

∣

∣

∣

∣

s
∑

k=r

bk sin kx

∣

∣

∣

∣

6
5B

r
min

( 1

x
, s− r + 1

)

, x ∈ (0, π]. (4)

Оценка (4) устанавливается с помощью рассуждений, подобных проводившимся при дока-
зательстве теоремы в [3].

В силу стремления чисел bk к нулю из (2) следует оценка

|bm| 6
B

m
. (5)

Поэтому
∣

∣

∣

∣

s
∑

k=r

bk sin kx

∣

∣

∣

∣

6

s
∑

k=r

|bk| 6
B

r
(s− r + 1).

Далее, согласно (2) и (5) имеем

∣

∣

∣

∣

2 sin
x

2

s
∑

k=r

bk sin kx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

s
∑

k=r

bk cos
(

k −
1

2

)

x−

s
∑

k=r

bk cos
(

k +
1

2

)

x

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

br cos
(

r −
1

2

)

x−

s−1
∑

k=r

(bk − bk+1) cos
(

k +
1

2

)

x− bs cos
(

s+
1

2

)

x

∣

∣

∣

∣

6 |br|+

s−1
∑

k=r

|bk − bk+1|+ |bs| 6
3B

r
.

Значит,
∣

∣

∣

∣

s
∑

k=r

bk sin kx

∣

∣

∣

∣

6
3B

2r sin(x/2)
6

3π

2

B

rx
.

Лемма доказана. �

С помощью оценки (4) результаты об интегрируемости функций (1), относящиеся к рядам
Фурье функций ограниченной вариации, доказательство которых основывалось на оценке (4)
при bk = 1/k, переносятся на случай, когда для bk выполнено условие (2).

Так получаем приводимые ниже теоремы, первая из которых относится к упоминавшимся
достаточным условиям принадлежности функций вида UA(x) к Lp при p > 1.

Теорема 1. Если для стремящихся к нулю чисел bk справедлива оценка (2), p > 1 и

сходится ряд (3), то UA(x) ∈ Lp.

При p = 1 справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Для того чтобы для всех стремящихся к нулю чисел bk, при которых спра-

ведлива оценка (2), функции UA(x) принадлежали L, необходима и достаточна сходимость

ряда
∞
∑

j=1

1

nj
logmj. (6)
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Достаточность следует из того, что для функций ограниченной вариации доказательство
соответствующего утверждения в [7] основывалось на оценке (4) при bk = 1/k. Необходимость

в теореме 2 вытекает из установленного Р.М.Тригубом [8] необходимого условия в случае,
когда bk = 1/k, которое, как показала О.И.Кузнецова [8, с. 5, 6], эквивалентно сходимости
ряда (6). В [7] и [8] предполагалось, что vj = nj, но легко видеть, что здесь это несущественно.

Рассмотрим теперь задачу об интегрируемости со степенным весом функций UA(x).

В [9] были получены достаточные условия сходимости интеграла

π
∫

0

1

xγ
Up
A(x) dx (7)

в случае, когда bk = 1/k и γ ∈ (1− p, 1) для целых p = 1, 2, 3, . . . [9, теоремы 2 и 3] и γ = 1− p
при целых p = 2, 3, . . . [9, теорема 4].

Распространим эти результаты на все p > 1 и числа bk, удовлетворяющие условию (2).
При этом для γ = 1 − p достаточное условие из [9] будет заменено на менее ограничительное
условие.

Заметим, что условие γ > 1− p является естественным, так как если сходится ряд
∑

n−1
j ,

то с помощью оценки (4) легко показать, что при γ < 1− p интеграл (7) заведомо сходится.

Теорема 3. Пусть p > 1 и для стремящихся к нулю чисел bk справедлива оценка (2).
Тогда при γ ∈ (1− p, 1) интеграл (7) сходится, если сходится ряд

∞
∑

j=1

1

nj
m

1−(1−γ)/p
j .

При γ = 1− p интеграл (7) сходится, если сходится ряд

∞
∑

j=1

1

nj
log1/p mj.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пользуясь неравенством Минковского, получаем

( π
∫

0

1

xγ
Up
A(x) dx

)1/p

6

∞
∑

j=1

( π
∫

0

( 1

xγ/p
uj(x)

)p
dx

)1/p

.

В силу (4) имеем

π
∫

0

1

xγ
upj (x) dx 6

(5B

nj

)p
( 1/mj
∫

0

1

xγ
mp

j dx+

π
∫

1/mj

1

xγ+p
dx

)

. (8)

Поэтому при γ ∈ (1− p, 1)

π
∫

0

1

xγ
upj(x) dx <

(5B

nj

)p(

mp
j

1

1− γ
mγ−1

j +
1

γ + p− 1
mγ+p−1

j

)

= C(p, γ,B)
1

np
j

mγ+p−1
j , (9)

где множитель C(p, γ,B) зависит только от p, γ и B.
Таким образом,

( π
∫

0

1

xγ
UA(x) dx

)1/p

<
∞
∑

j=1

(

C(p, γ,B)
1

np
j

mp+γ−1
j

)1/p
= C1/p(p, γ,B)

∞
∑

j=1

1

nj
m

1−(1−γ)/p
j .
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Для γ = 1− p из (8) следует оценка

π
∫

0

1

xγ
upj (x) dx 6

(5B

nj

)p[

mp
j

xp

p

∣

∣

∣

1/mj

0
+ log πmj

]

=
(5B

nj

)p(1

p
+ log π + logmj

)

, (10)

и, значит,
( π
∫

0

1

xγ
UA(x) dx

)1/p

6

∞
∑

j=1

5B

nj

(1

p
+ log π + logmj

)1/p
.

Теорема доказана. �

В [9] сходимость интеграла (7) для γ = 1 − p (при bk = 1/k и vj = nj) была установлена
при условии сходимости ряда

∞
∑

j=1

1

nj
logmj.

Найдем теперь условия сходимости интеграла (7) при p ∈ (0, 1).

Теорема 4. Пусть p ∈ (0, 1) и для стремящихся к нулю чисел bk справедлива оценка (2).
Тогда при γ ∈ (1− p, 1) интеграл (7) сходится, если сходится ряд

∞
∑

j=1

1

np
j

mp−1+γ
j . (11)

При γ = 1− p интеграл (7) сходится, если сходится ряд

∞
∑

j=1

1

np
j

logmj . (12)

При p ∈ (0, 1) имеет место оценка

π
∫

0

1

xγ
Up
A(x) dx 6

∞
∑

j=1

π
∫

0

1

xγ
upj dx.

Поэтому утверждение теоремы 4 следует из оценок (9) и (10).

Поскольку доказательство теоремы 4 основывалось на оценке (4), подобный результат
справедлив и для рядов Фурье функций ограниченной вариации.

Теорема 5. Пусть p ∈ (0, 1) и

a0
2

+
∞
∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

— ряд Фурье функции ограниченной вариации. Тогда при γ ∈ (1− p, 1) интеграл

π
∫

0

1

xγ

∞
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

vj+1−1
∑

k=nj

(ak cos kx+ bk sin kx)

∣

∣

∣

∣

p

dx (13)

сходится, если сходится ряд (11). При γ = 1 − p интеграл (13) сходится, если сходится

ряд (12).
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ПОЧТИ ЛИЕВО НИЛЬПОТЕНТНЫЕ НЕПЕРВИЧНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ

АССОЦИАТИВНЫХ АЛГЕБР1

О. Б. Финогенова

Многообразие ассоциативных алгебр называется лиево нильпотентным, если оно при некотором n
удовлетворяет тождеству [· · · [[x1, x2], . . .], xn] = 0, где [x, y] = xy − yx. В работе изучаются почти лиево

нильпотентные многообразия, т. е. минимальные элементы в множестве не лиево нильпотентных многооб-

разий. Полностью описаны почти лиево нильпотентные многообразия алгебр над полем положительной

характеристики, как конечным, так и бесконечным, в тех случаях, когда идеалы тождеств этих многооб-

разий являются непервичными идеалами в классе всех T -идеалов.

Ключевые слова: многообразие ассоциативных алгебр, тождества ассоциированной алгебры Ли, лиева

нильпотентность, энгелевость.

O. B. Finogenova. Almost Lie nilpotent non-prime varieties of associative algebras.

A variety of associative algebras is called Lie nilpotent if it satisfies the identity [· · · [[x1, x2], . . . , xn] = 0 for

some positive integer n, where [x, y] = xy − yx. We study almost Lie nilpotent varieties, i.e., minimal elements

in the set of all varieties that are not Lie nilpotent. We describe all almost Lie nilpotent varieties of algebras

over a field of positive characteristic, both finite and infinite, in the cases when the ideals of identities of these

varieties are nonprime in the class of all T -ideals.

Keywords: variety of associative algebras, identities of the associated Lie algebra, Lie nilpotency, Engel

property.

Введение

Всюду далее мы считаем, если не сказано иное, что F — произвольное ассоциативно-
коммутативное кольцо с единицей, и слово “алгебра” означает “F -алгебра”.

На каждой ассоциативной алгебре 〈A,+, ·〉 можно определить операцию [x, y] = xy − yx.
Множество A относительно операций + и [, ], как легко видеть, становится алгеброй Ли. Она
называется ассоциированной алгеброй Ли и является одним из наиболее изучаемых произ-
водных объектов исходной алгебры. Тождества ассоциированной алгебры Ли формируют спе-
цифический подкласс полиномиальных тождеств. К наиболее известным из них относятся
тождества лиевой нильпотентности, энгелевости, разрешимости. Напомним, что алгебры или
многообразия называются лиево нильпотентными, если при некотором натуральном числе
n удовлетворяют тождеству [· · · [[[x1, x2], x3], . . .], xn] = 0, и энгелевыми, если удовлетворяют
тождеству [· · · [[[x, y], y], . . .], y] = 0. (В дальнейшем мы будем опускать внутренние скобки
при левонормированной их расстановке, т. е. запись [· · · [[[x1, x2], x3] . . . ], xn] будет упрощена до
[x1, x2, x3, . . . , xn] и т. п.) Интерес к тождествам указанных типов во многом был инспириро-
ван задачами бернсайдовского типа (см., например, [5]). Одна из наиболее известных проблем
данной тематики — задача о локальной нильпотентности энгелевых многообразий. Она была
положительно решена Е.И. Зельмановым: каждая конечнопорожденная энгелева алгебра Ли
над полем положительной характеристики является нильпотентной [2; 3]. Над полем нулевой
характеристики любая, а не только конечнопорожденная, энгелева алгебра Ли нильпотент-
на [1]. Для алгебр Ли, ассоциированных с ассоциативными алгебрами, последний результат

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 14-01-00524) и Программы государственной под-
держки ведущих научных школ (НШ-5161.2014.1).
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был получен ранее А. Р. Кемером [4]. В случае поля положительной характеристики достаточ-
ные условия для глобальной нильпотентности были найдены П. Хиггинсом [11]: если алгебра
Ли над полем характеристики p является (p − 1)-энгелевой, т. е. удовлетворяет тождеству
[x, y, . . . , y

︸ ︷︷ ︸

p−1

] = 0, и разрешимой, то она нильпотентна.

Проверка, будет ли данное многообразие лиево нильпотентным, энгелевым или разреши-
мым, сопряжена, как правило, с техническими трудностями. Более того, если многообразие
задается системой тождеств, то даже существование алгоритма такой проверки находится под
вопросом, поскольку исследователю требуется вывести из данного набора одно из тождеств
бесконечной серии или доказать, что ни одно тождество этой серии следствием данного набо-
ра не является. В этой ситуации несомненную пользу может принести более “алгоритмичная”,
нежели эквациональная, характеризация изучаемого свойства θ. К таким характеризациям
относится, например, описание почти θ-многообразий, т. е. минимальных элементов в множе-
стве многообразий, не удовлетворяющих свойству θ. Согласно лемме Цорна каждое многооб-
разие, не обладающее свойством θ, будет содержать в качестве подмногообразия некоторое
почти θ-многообразие. Если алгебры, порождающие почти θ-многообразия, не слишком слож-
но устроены, то полный список почти θ-многообразий обеспечивает нас алгоритмом проверки:
многообразие, задаваемое системой тождеств, удовлетворяет θ тогда и только тогда, когда ни
одна из указанных алгебр не удовлетворяет данной системе. Такой подход был реализован
для всех трех свойств (лиева нильпотентность, энгелевость, разрешимость) в случае алгебр
над полем нулевой характеристики [4; 7]. Почти энгелевы многообразия алгебр над полем
положительной характеристики (как конечным, так и бесконечным) и почти энгелевы много-
образия колец полностью описаны автором [9]. Почти разрешимые многообразия алгебр над
ассоциативно-коммутативным нетеровым кольцом изучались в [10].

Цель настоящей работы — исследование свойств почти лиево нильпотентных многообра-
зий ассоциативных алгебр и нахождение таких многообразий в одном из двух возможных
естественных случаев. Напомним, что T -идеалом называется идеал свободной ассоциативной
счетнопорожденной алгебры, замкнутый относительно всех ее эндоморфизмов. Идеал I назы-
вается T -первичным, если для любых T -идеалов I1 и I2 из включения I1 · I2 ⊆ I следует одно
из включений: I1 ⊆ I или I2 ⊆ I. Это понятие играет важную роль в структурной теории мно-
гообразий. Многообразие будем называть первичным, если его идеал тождеств T -первичен. В
данной работе мы полностью описываем почти лиево нильпотентные непервичные многообра-
зия алгебр над полями положительной характеристики, конечными и бесконечными.

Нам понадобятся обозначения для нескольких алгебр.

KF, n = F 〈k1, k2, . . . | kikj = kjki, k
n
i = 0, i, j = 1, 2 . . .〉 при n > 0.

Если U — произвольная алгебра, то A(U) =

(

U U
0 0

)

.

Если F , G — конечные поля, F ⊆ G, и σ — такой автоморфизм поля G, что поле инвари-
антов Gσ — единственное максимальное подполе в поле G, содержащее F , то

B(F,G, σ) =

{(

b c
0 σ(b)

)

; b, c ∈ G

}

.

Через
←−
V обозначим многообразие, двойственное к V, т. е. класс, состоящий из алгебр, ан-

тиизоморфных алгебрам из V; в случае алгебр
←−
A — алгебра, антиизоморфная A.

Теорема 1. Пусть F — бесконечное поле положительной характеристики p, а V —

непервичное многообразие F -алгебр. Многообразие V почти лиево нильпотентно тогда и

только тогда, когда оно порождено либо алгеброй A(KF, p), либо алгеброй
←−
A (KF, p).
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Теорема 2. Пусть F — конечное поле характеристики p, а V — непервичное многообра-

зие F -алгебр. Многообразие V почти лиево нильпотентно тогда и только тогда, когда оно

порождено одной из алгебр A(F ),
←−
A (F ), A(KF, p),

←−
A (KF, p), B(F,G, σ).

Через k̄ будем обозначать набор символов k1, k2, . . ., будь то переменные или индексы. Из
контекста при этом будет ясно, считается этот набор упорядоченным или нет.

Обозначим через Wn(x̄) левонормированный лиев коммутатор длины n, т. е.

Wn(x̄) = [x1, . . . , xn].

Следующее утверждение с очевидностью следует из теорем 1 и 2.

Следствие 1. Предположим, что многообразие F -алгебр V удовлетворяет тождеству

вида Wn1(x̄1)Wn2(x̄2) · · ·Wnk
(x̄k) = 0 при некоторых натуральных n1, . . . , nk и попарно не

пересекающихся наборах переменных x̄1, . . . , x̄k.

1) Если F — бесконечное поле характеристики p, то V лиево нильпотентно тогда и

только тогда, когда V не содержит алгебр A(KF, p) и
←−
A (KF, p).

2) Если F — конечное поле характеристики p, то многообразие V лиево нильпотент-

но тогда и только тогда, когда V не содержит алгебр A(F ),
←−
A (F ), B(F,G, σ), A(KF, p) и

←−
A (KF, p).

Перечислим некоторые термины и обозначения, используемые в работе.
Всюду ниже рассматриваются только ассоциативные алгебры, поэтому прилагательное “ас-

социативная” будет опускаться.
Через varΣ мы обозначаем многообразие, задаваемое системой Σ многочленов с некомму-

тирующими переменными, т. е. класс алгебр, удовлетворяющих всем тождествам вида f = 0
для f ∈ Σ; через T (V) — идеал тождеств многообразия V; через T (Σ) — T -идеал свобод-
ной счетнопорожденной F -алгебры, порожденный множеством многочленов Σ. При этом для
упрощения вместо T ({f}) будем писать T (f).

Напомним, что многочлен называется существенным по x, если буква x присутствует
в каждом его одночлене. Многочлен называется существенным, если он существен по всем
своим переменным.

1. Алгебры над произвольным коммутативным кольцом операторов

До конца этого раздела мы считаем, если не сказано иное, что F — произвольное комму-
тативное кольцо c 1, и рассматриваем многообразия F -алгебр.

Лемма 1. Пусть для целого n ≥ 3 многообразие V удовлетворяет тождеству Wn(x̄) = 0,
тогда для любого k ≤ n− 3 многообразие V удовлетворяет тождеству

Wn−k(ȳ1)Wn−k(ȳ2) · · ·Wn−k(ȳ2k) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сделаем в Wn подстановку xn−1 7→ zxn−1. Получим

0 = [Wn−2, zxn−1, xn]

= z[Wn−2, xn−1, xn] + [z, xn][Wn−2, xn−1] + [Wn−2, z][xn−1, xn] + [Wn−2, z, xn]xn−1.

Первое и четвертое слагаемые принадлежат T (Wn). Положим z = Wn−2(ū) и тем самым бла-
годаря тождеству Якоби превратим первый коммутатор третьего слагаемого в следствие Wn.
Значит, по модулю T (Wn)

[Wn−2(ū), xn][Wn−2, xn−1] = 0,
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т. е. Wn−1(ȳ1)Wn−1(ȳ2) = 0 есть тождество многообразия M. Поскольку WsuWm ⊆ T (WsWm)
для любых s,m, можно повторить проделанные действия для каждого Wn−1, чтобы получить
произведение четырех многочленов Wn−2 и так далее. �

Всюду в этом разделе через V мы обозначаем произвольное почти лиево нильпотентное
многообразие алгебр.

Лемма 2. Для любого многочлена g(x̄) либо g ∈ T (V), либо Wn(x1, . . . , xn) ∈ T (g) + T (V)
для некоторого натурального числа n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если g /∈ T (V), то идеал T (g)+T (V) задает собственное подмно-
гообразие в многообразии V. Каждое собственное подмногообразие в многообразии V лиево
нильпотентно. Следовательно, для некоторого n имеем Wn(x1, . . . , xn) ∈ T (g) + T (V). �

Лемма 3. Если T (f)T (g) + T (g)T (f) ⊆ T (V), то либо f ∈ T (V), либо g(x̄)g(ȳ) ∈ T (V).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что f /∈ T (V) и g(x̄)g(ȳ) /∈ T (V). По лемме 2
в многообразии V есть тождество Wn(x̄) = h(x̄) для некоторого h ∈ T (f). Кроме того, у нас
есть тождество Ws(ȳ) = t(ȳ), где t(ȳ) есть сумма многочленов вида ug(a1, a2, . . . )g(b1, b2, . . . )v,
где u, v — одночлены, а ai, bi — многочлены, зависящие от y1, y2 . . . . Очевидно, многочлен t(ȳ)
можно считать существенным по всем его переменным. По модулю T (V) выполняется цепочка
равенств

Wn+s−1 = Ws(Wn(x̄), y2, . . .) = Ws(h(x̄), y2, . . .) = t(h(x̄), y2, . . .).

Нам остается доказать, что t(h(x̄), y2, . . .) ∈ T (f)T (g)+T (g)T (f). Действительно, подстановка
y1 7→ h(x̄) обращает в нуль по модулю T (f)T (g) + T (g)T (f) все слагаемые из t(ȳ), в которых
u или v содержат y1. Рассмотрим остальные слагаемые. Легко заметить, что

g(a1, a2, . . .) = g(c1, c2, . . .) + d(ȳ),

где многочлены c1, c2, . . . не зависят от y1, а каждый одночлен из d(ȳ) содержит y1. Следо-
вательно, подстановка y1 7→ h(x̄) обращает в нуль по модулю T (f)T (g) все слагаемые вида
ud(ȳ)g(b1, . . .)v. В оставшихся слагаемых ug(c1, c2, . . .)g(b1, b2, . . .)v переменная y1 обязана вхо-
дить в каждый одночлен из g(b1, b2, . . .). Следовательно, наша подстановка y1 7→ h(x̄) обраща-
ет в нуль по модулю T (g)T (f) и эти последние слагаемые. Таким образом, верно включение
t(h(x̄), y2, . . .) ∈ T (f)T (g) + T (g)T (f). Следовательно, Wn+s−1 ∈ T (V). Противоречие. �

Лемма 4. Если многообразие V не является первичным, то многообразие V удовлетво-

ряет тождеству [x, y][z, t] = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно определению найдутся два таких многочлена f1 /∈ T (V)
и f2 /∈ T (V), что T (f1) ·T (f2) ⊆ T (V). По лемме 2 у нас есть два включения: Wn ∈ T (f1) + T (V)
и Ws ∈ T (f2) + T (V). По лемме 1 для некоторого r выполняется включение

W3 · · ·W3
︸ ︷︷ ︸

r

∈ (T (f1) + T (V))(T (f2) + T (V)) ⊆ T (V).

Предположим, что r — минимальное число с таким свойством. Положим f = W3 · · ·W3
︸ ︷︷ ︸

r−1

и

g = W3. Тогда f /∈ T (V) и T (f)T (g) + T (g)T (f) ⊆ T (V). По лемме 3 выполняется включение
g(x̄)g(ȳ) ∈ T (V), т. е. W3W3 = 0 — тождество многообразия V.

Предположим, что [x, y][z, t] /∈ T (V). Тогда по лемме 2 многообразие V удовлетворяет при
некотором m тождеству

Wm(x̄) = g(x̄), (1)
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где g — сумма многочленов вида u[xi, xj ]v[xl, xk]w и u, v, w — одночлены, возможно пустые,
зависящие от переменных x1, . . . , xm. Легко видеть, что подстановка xi 7→ [xi, yi] (i = 1, . . . ,m)
превратит правую часть (1) в следствие многочлена W3W3 ∈ T (V). Следовательно, и левая
часть Wm([x1, y1], . . . , [xm, ym]) будет принадлежать T (V). Пусть теперь m — минимальное
число, при котором

Wm([x1, y1], . . . , [xm, ym]) ∈ T (V).

Мы хотим доказать, что m = 2. Предположим, что m ≥ 3. По лемме 2 многообразие V удо-
влетворяет при некотором t тождеству

Wt(x̄) = h(x̄), (2)

где h — сумма многочленов вида uWm−1([a1, b1], . . . , [am−1, bm−1])v и u, v, ai, bi — одночлены от
переменных x1, . . . , xm. Нетрудно убедиться, что

[h(x̄), [y, z]] ∈ T (Wm([x1, y1], . . . , [xm, ym])) + T (W3(x̄)W3(ȳ)) ⊆ T (V).

Следовательно, [Wt(x̄), [y, z]] = 0 — тождество V. Поскольку m ≥ 3, то и t ≥ 3. Теперь за-
метим, что h(Wt(ȳ), x2, . . .) — сумма многочленов типа ũ[[c1, c2], c3Wt(ȳ)c4]ṽ для некоторых
многочленов ũ, c1, c2, c3, c4, ṽ. Ясно, что

ũ[[c1, c2], c3Wt(ȳ)c4]ṽ ∈ T (W3(x̄)W3(ȳ)) + T ([Wt(x̄), [y, z]]).

Следовательно, h(Wt(ȳ), x2, . . .) ∈ T (V). Поэтому, заменяя в (2) x1 на Wt(ȳ), получаем спра-
ва многочлен из T (V), а слева W2t−1 = Wt(Wt(ȳ), x2, . . . , xt). Противоречие показывает, что
m = 2, т. е. [[x1, y1], [x2, y2]] = 0 — тождество многообразия V.

Подставляя в тождество [[x1, y1], [x2, y2]] = 0 произведение y2z вместо y2, получаем след-
ствие [x1, y1, y2][x2, z] + [x2, y2][x1, y1, z] = 0. Сделаем в нем замену y2 7→ y2t и, вспомнив, что
W3W3 = 0, получим тождество [x2, y2][x1, y1, z, t] = 0. Двойственным образом можно получить
тождество [x1, y1, z, t][x2, y2] = 0. По лемме 3 имеем [x2, y2][x3, y3] ∈ T (V). �

Следующее абстрактное свойство часто встречается у экстремальных многообразий.

О п р е д е л е н и е. Будем говорить, что многообразиеM обладает свойством Z, если для
любых многочленов f и g из включений f(v(t̄), x̄) ∈ T (M), выполняющихся при всех v ∈ T (g),
следует либо g ∈ T (M), либо f([y, z], x̄) ∈ T (M).

Легко заметить, что свойство Z достаточно проверять только для многочленов f(t, x̄),
существенных по переменной t.

Лемма 5. Если многообразие V удовлетворяет тождеству [x, y][z, t] = 0, то V обладает

свойством Z.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f и g — многочлены из условия свойства Z. Предполо-
жим, что ни g, ни f([y, z], x̄) не лежат в T (V). По лемме 2 многообразие V удовлетворяет двум
тождествам:

Wr(t̄) = h(t̄), (3)

где h(t̄) — следствие g, и
Ws(ū) = c(ū), (4)

где c(ū) — следствие f([y, z], x̄). Ясно, что c(ū) — сумма слагаемых двух типов:
A. vf(

∑

i[ai, bi], . . .)w, и u1 входит в каждый одночлен из ai;
B. a[v,w]b, и u1 входит либо в a, либо в b.
Подстановка u1 7→ Wr(t̄) в (4) обращает в нуль по модулю T ([x, y][z, t]) все слагаемые ти-

па B. Из (3) следует, что эта подстановка обращает в нуль по модулю идеала T (f(T (g), . . .)) все
слагаемые типа A. Поэтому в результате этой подстановки мы получим тождество Wr+s−1 =
Ws(Wr(t̄), u2, . . .) = 0. Противоречие показывает, что либо g, либо f([y, z], x̄) лежит в T (V). �
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Для того, чтобы сформулировать результат, касающийся многообразий со свойством Z,
нам понадобится ввести несколько обозначений. Пусть H — свободная счетнопорожденная F -
алгебра многообразия var{[x, y][z, t]}. Обозначим через Λ множество свободных порождающих
алгебры H. Для удобства элементы H будем называть многочленами.

Для произвольного одночлена f(x1, x2, . . .) положим Sxi
(f) = {m}, где m — число вхож-

дений буквы xi в f (другими словами, степень f по xi). Отметим, что поскольку идеал тож-
деств H порожден однородным многочленом [x, y][z, t], степень f по xi для любого одночлена
f ∈ H определяется однозначно. Если теперь f(x̄, t̄) = f1(x̄, t̄) + · · · + fn(x̄, t̄) — сумма одно-
членов fi, положим

Sx̄(f) =

n
⋃

i=1

⋃

u∈x̄

Su(fi).

Похожим образом для каждого многочлена f из [H,H] определим D(f) — множество
двусторонних степеней. Будем для удобства называть коммутаторными одночленами мно-
гочлены вида αu(x, y, t̄)[x, y]v(x, y, t̄), где x, y, t̄ — переменные, u(x, y, t̄), v(x, y, t̄) — слова
мультипликативной полугруппы алгебры H. Пусть f(x, t̄) — коммутаторный одночлен ви-
да a(x, t̄)[ti, tj ]b(x, t̄), причем Sx(a) = {k} и Sx(b) = {l}. Тогда положим Dx(f) = {(k, l)}.
Если же f(x, t̄) = a(x, t̄)[x, ti]b(x, t̄) и a, b такие же, как и раньше, то положим Dx(f) =
{(k + 1, s), (k, s + 1)}. Наконец, если

f(x̄, t̄) = f1(x̄, t̄) + · · ·+ fn(x̄, t̄)

— сумма коммутаторных одночленов fi, то определим Dx̄(f) — множество двусторонних

степеней многочлена f по переменным x1, x2, . . . — следующим образом:

Dx̄(f) =

n
⋃

i=1

⋃

u∈x̄

Du(fi).

Пусть, например, f(x, y, z) = x[x, y]x2 + y5[y, z], тогда S{x,y}(f) = {4, 1, 0, 6}, а D{x,y}(f) =
{(2, 2), (1, 3), (1, 0), (0, 1), (0, 0), (6, 0), (5, 1)}.

З а м е ч а н и е. Вообще говоря, множества Sx̄(f) и Dx̄(f) определяются для f неодно-
значно и зависят от конкретного его представления в виде суммы одночленов или коммутатор-
ных одночленов. Но в дальнейшем запись вида Sx̄(f) = M (или Dx̄(f) = M) будет означать
для нас, что f обладает таким представлением, при котором Sx̄(f) (соответственно Dx̄(f))
совпадает с множеством M . Поэтому мы сочли возможным не усложнять обозначения и не
ссылаться на представление, по которому строились Sx̄(f) или Dx̄(f). При этом, правда, мы
полагаем, что Dx̄(f) и Sx̄(f) для многочлена f ∈ [H,H] выписываются по одному и тому же
представлению, т.е. если Dx̄(f) = {(i1, j1), . . . , (im, jm)}, то Sx̄(f) = {i1+j1, . . . , im+jm}. Кроме
того договоримся, что в любом многочлене вида f(x̄, [y, z]) множество двойных степеней Dx̄(f)
строится по представлению, в котором все коммутаторные одночлены имеют вид u(x̄)[y, z]v(x̄).

Следующее утверждение позволяет упрощать тождества в многообразиях, удовлетворяю-
щих свойству Z.

Предложение 1 [9, предложение 1]. Предположим, что M — многообразие F -алгебр,

обладающее свойством Z и удовлетворяющее тождеству [x, y][z, t] = 0.
Пусть существенный по всем xi многочлен f(x̄, t̄) ∈ H имеет вид

f(x̄, t̄) = w(x̄, t̄) +
∑

i

gi(x̄, t̄) +
∑

i

hi(x̄, t̄),

где hi(x̄, t̄) — одночлены, gi(x̄, t̄) — коммутаторные одночлены, а w(x̄, t̄) ∈ [H,H]. Предполо-

жим, что при этом существуют такие конечные множества

A ⊆ (N ∪ {0}) × (N ∪ {0}) и B ⊆ N ∪ {0},
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что выполняются 2 условия:

1) A ∩Dx̄(w(x̄, t̄)) = ∅ и B ∩ Sx̄(w(x̄, t̄)) = ∅;

2) для любого i существуют такие j и k, что Dxj
(gi) ⊆ A и Sxk

(hi) ⊆ B.

Тогда, если f ∈ T (M) и w(x̄, t̄) /∈ T (M), в M выполняется тождество вида

xl[y, z]xm = xr[y, z]xs,

где (l,m) ∈ Dx̄(w(x̄, t̄)), а (r, s) ∈ A или r + s ∈ B. �

Отметим, что в предложении 1 не исключаются случаи, когда одно из множеств A или B
пустое. В этих случаях предполагается, что все многочлены gi или соответственно hi нулевые.

Напомним, что V — произвольное почти лиево нильпотентное многообразие алгебр.

Лемма 6. Если многообразие V порождено нильпотентными алгебрами и удовлетворя-

ет тождеству [x, y][z, t] = 0, то V удовлетворяет либо тождеству [y, z]x = 0, либо тож-

деству x[y, z] = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что x[y, z] /∈ T (V). Тогда по лемме 2 многообра-
зие V удовлетворяет для некоторого n тождеству Wn(x̄) = h(x̄), где h — сумма многочленов
вида uxi[xj , xk]v, а u, v — одночлены, возможно, пустые. Подстановка x1 7→ [y, z] обращает в
нуль по модулю [x, y][z, t] = 0 все слагаемые, в которых x1 не попадает в коммутатор. Таким
образом, после подстановки мы получим тождество

[y, z]x2x3 · · · xn + g(y, z, x̄) = 0,

где g =
∑

i>1,j aijxi[y, z]bij . По лемме 5 многообразие V обладает свойством Z и удовлетворяет
условию предложения 1. Положим w = [y, z]x2x3 · · · xn, A = {(n, k) | n ≥ 1} ∩D{x2,x3,...,xn}(g),
B = ∅. Ясно, что D{x2,...,xn}(w) = {(0, 1)} и D{x2,...,xn}(w) ∩A = ∅. Согласно предложению 1
многообразие V удовлетворяет либо тождеству w = 0, либо тождеству [y, z]x = xr[y, z]xs,
причем r, s — целые числа и r ≥ 1.

Предположим сначала, что w = 0 — тождество многообразия V. Пусть n — минималь-
ное число с таким свойством, т.е. [y, z]x2x3 · · · xn−1 /∈ T (V). Положим g = [y, z]x2x3 · · · xn−1 и
f(t, x) = tx. Ясно, что f(v, x) ∈ T (V) для любого v ∈ T (g). Благодаря свойству Z имеем
f([y, z], x) ∈ T (V), т. е. [y, z]x ∈ T (V). В этом случае лемма доказана.

Теперь предположим, что [y, z]x = xr[y, z]xs — тождество многообразия V. Можно счи-
тать, что s = 0, так как в противном случае в любой нильпотентной алгебре, а значит, и в
самом многообразии V, будет выполняться тождество [y, z]x = 0. Кроме того, r 6= 1, так как
[[y, z], x] /∈ T (V). Следовательно, многообразие V удовлетворяет тождеству [y, z]x = xr[y, z] при
r > 1. Далее, предполагая дополнительно, что [y, z]x /∈ T (V), и используя двойственные рас-
суждения, получим тождество x[y, z] = [y, z]xk при k > 1. Выполнение обоих этих тождеств в
любой нильпотентной алгебре гарантирует выполнение двух тождеств x[y, z] = 0 и [y, z]x = 0,
а значит, и включение [[y, z], x] ∈ T (V). Противоречие. �

2. Алгебры над полем положительной характеристики

В этой части мы доказываем теоремы 1 и 2. До конца этого раздела мы считаем, что
F — конечное или бесконечное поле характеристики p > 0, а V — почти лиево нильпотентное
многобразие F -алгебр.

Лемма 7. Если многообразие V порождено нильпотентными алгебрами, то из включе-

ния [y, z]x ∈ T (V) следует включение ypx ∈ T (V), а из включения x[y, z] ∈ T (V) — включение

xyp ∈ T (V).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По модулю идеала T ([y, z]x) верны равенства

Wn(x̄) = (−1)nx3 · · · xn[x1, x2] и (u+ v)px = upx+ vpx.

Предположим, что ypx /∈ T (V). Тогда по лемме 2 многообразие V удовлетворяет тождеству
x3 · · · xn[x1, x2] = h(x̄), где h(x̄) — сумма одночленов вида abpc, причем a могут быть пусты-
ми. Подставим [y, x2] вместо x2 в это тождество и, воспользовавшись тождеством [y, z]x = 0,
получим x3 · · · xnx1[y, x2] =

∑

i ui[y, x2], где длина каждого слова ui больше n − 1. Отсюда,
поскольку многообразие V порождается нильпотентными алгебрами, оно удовлетворяет тож-
деству x3 · · · xnx1[y, x2] = 0 и, значит, тождеству Wn+1(y, x1, . . . , xn) = 0. Противоречие. Двой-
ственное утверждение доказывается аналогично. �

Обозначим Ap = var{[y, z]x, ypx}.
Доказательство следующей леммы несложно, и мы его опускаем.

Лемма 8. Алгебры A(KF, p) и
←−
A (KF, p) не являются лиево нильпотентными. Алгебра

A(KF, p) лежит в многообразии Ap, и алгебра
←−
A (KF, p) лежит в многообразии

←−
Ap.

Лемма 9. Каждое собственное подмногообразие в многообразии Ap или в многообра-

зии
←−
Ap лиево нильпотентно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M — собственное подмногообразие в многообразии Ap.
Возьмем многочлен f из T (M) \ T (Ap). Нам достаточно найти следствие многочлена f вида

us11 · · · u
sm
m [y, z], s1 < p, . . . , sm < p, (5)

поскольку полная линеаризация этого многочлена и многочлен [y, z]x имеют в качестве след-
ствия многочлен Wn(x̄) при n = (p− 1)m+ 2.

Учитывая тождество Якоби и то, что [y, z]x = 0, имеем x1[u, v] = −v[x1, u]−u[v, x1]. Кроме
того, в многообразии A выполняется тождество xp−1

1 [u, x1] = uxp1. Поэтому многочлен f может
быть записан в виде

f(x̄) =
∑

k̄:kj<p,

j=1,...,n

αk̄x
k1
1 xk22 · · · x

kn
n +

∑

i, s̄: s1<p−1,

sj<p,j=2,...,n

βi,s̄x
s1
1 xs22 · · · x

sn
n [xi, x1] +

∑

t̄: tj<p,

j=2,...,n

γt̄x
t2
2 · · · x

tn
n xp1.

Если для некоторого k̄ имеем αk̄ 6= 0, то умножим f на [y, z] справа и получим

∑

k̄: k1<p,...,kn<p

αk̄x
k1
1 xk22 · · · x

kn
n [y, z] ∈ T (M).

Все степени переменных меньше p, поэтому каждая полиоднородная компонента данного мно-
гочлена принадлежит T (M). Осталось заметить, что она вида (5).

Если αk̄ = 0 для всех k̄ и βi,s̄ 6= 0 для некоторой пары s̄, i, то сделаем в многочлен f
подстановку xi 7→ xi + [y, z] и соберем все слагаемые с [y, z]. Получим

∑

i, s̄: s1<p−1,

sj<p,j=2,...,n

βi,s̄x
s1+1
1 xs22 · · · x

sn
n [y, z] ∈ T (M).

Как и абзацем выше, находим многочлен вида (5).
Наконец, если все α и β равны нулю, сделаем в многочлен f подстановку x1 7→ x1 + [y, z],

соберем слагаемые с [y, z] и получим
∑

t̄,t2<p,...,tn<p γt̄x
t2
2 · · · x

tn
n xp−1

1 [y, z] ∈ T (M). Как и раньше,
мы найдем в T (M) многочлен вида (5).



290 О.Б.Финогенова

Следовательно, все собственные подмногообразия в многообразии Ap лиево нильпотентны.

Аналогично доказывается этот факт для многообразия
←−
Ap. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Необходимость. Пусть V — непервичное почти лиево
нильпотентное многообразие. Хорошо известно, что каждое многообразие алгебр над беско-
нечным полем порождается нильпотентными алгебрами. Следовательно, по леммам 4, 6, 7
многообразие V содержится в Ap или в

←−
Ap. По леммам 8 и 9 многообразия Ap и

←−
Ap являют-

ся почти лиево нильпотентными. Следовательно, многообразие V совпадает с одним из них.
Остается заметить, что любое почти лиево нильпотентное многообразие порождается любой
своей алгеброй, не являющейся лиево нильпотентной. По лемме 8 в качестве таких алгебр
можно взять A(KF, p) и

←−
A (KF, p).

Достаточность. По лемме 8 алгебра A(KF, p) лежит в многообразии Ap и не является ли-
ево нильпотентной. Следовательно, эта алгебра согласно лемме 9 не может порождать в мно-
гообразии Ap собственное подмногообразие. Аналогично доказывается, что алгебра

←−
A (KF, p)

порождает почти лиево нильпотентное многообразие. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Необходимость. Пусть V — почти лиево нильпотент-
ное многообразие алгебр над конечным полем F . Предположим сначала, что V неэнгелево.
Тогда по лемме Цорна многообразие V содержит некоторое почти энгелево многообразие в ка-
честве подмногообразия. Поскольку любое такое многообразие неэнгелево, а тем более не лиево
нильпотентное, оно не может быть собственным подмногообразием многообразия V, поэтому
V является почти энгелевым многообразием алгебр. Из описания таких многообразий [9, тео-

рема 2] следует, что V порождается одной из алгебр A(F ),
←−
A (F ) или B(F,G, σ).

Предположим теперь, что многообразие V непервично и энгелево. Остается показать, что
в этом случае V порождается своими нильпотентными алгебрами. Тогда, дословно повторив
рассуждение из доказательства теоремы 1, можно убедиться, что многообразие V порождается
либо алгеброй A(KF, p), либо алгеброй

←−
A (KF, p).

Итак, будучи энгелевым, многообразие V удовлетворяет тождеству Wn+1(x, y, . . . , y) = 0.
Без ограничения общности можно считать, что n = pt, где p — характеристика поля F .
Нетрудно проверить, что Wn+1(x, y, . . . , y) =

∑n
k=0

(n
k

)

(−1)kxkyxn−k. Поэтому, если n = pt, то
Wn+1(x, y, y, . . . , y) = [x, yn].

Наличие тождества [x, yp
t

] = 0 позволяет сделать несколько простых замечаний. Во-первых,
в центре любой алгебры A из многообразия V содержатся все подалгебры алгебры A, являющи-
еся конечными полями. Во-вторых, многообразие V локально финитно аппроксимируемо (см.,
например, [6]). Следовательно, оно порождается всеми своими конечномерными алгебрами.
Рассмотрим произвольную такую алгебру A. Многообразие V не содержит полных матрич-
ных алгебр второго порядка, поэтому A = B+J(A), где B — конечная сумма конечных полей,
J(A) — нильпотентный радикал. Согласно первому наблюдению B содержится в центре A.
Поэтому для любого k выполняется включение Wk(A,A, . . . , A) ⊆Wk(J(A), J(A), . . . , J(A)).

Предположим теперь, что все нильпотентные алгебры из многообразия V порождают соб-
ственное, а значит, лиево нильпотентное, многообразие. Пусть оно удовлетворяет тождеству
Wk(x̄) = 0. Следовательно, ему удовлетворяют радикалы J(A) во всех конечномерных алгеб-
рах из многообразия V, и, значит, этому тождеству удовлетворяют и все конечномерные алгеб-
ры A. Другими словами, Wk(x̄) = 0 — тождество многообразия V. Противоречие показывает,
что многообразие V порождено нильпотентными алгебрами.

Достаточность. Алгебры A(F ),
←−
A (F ) и B(F,G, σ) являются неэнгелевыми и порождают

почти коммутативные многообразия (см. [9; 12]). Это доказывает, что они порождают почти
лиево нильпотентные многообразия. Как уже было замечено при доказательстве достаточно-
сти теоремы 1, каждая из алгебр A(KF, p) и

←−
A (KF, p) порождает почти лиево нильпотентное

многообразие. �

Выделим простое следствие лемм 8 и 9 в качестве самостоятельного утверждения.

Следствие 2. Пусть F — конечное или бесконечное поле характеристики p > 0. Много-
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образие var{[y, z]x, ypx} порождено алгеброй A(KF, p). Многообразие var{x[y, z], xyp} порож-

дено алгеброй
←−
A (KF, p).
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 21 № 4 2015

УДК 517.5

НЕРАВЕНСТВА ДЖЕКСОНА — СТЕЧКИНА

C ОБОБЩЕННЫМИ МОДУЛЯМИ НЕПРЕРЫВНОСТИ

И ПОПЕРЕЧНИКИ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ФУНКЦИЙ

М. Ш.Шабозов, К. Тухлиев

В гильбертовом пространстве L2,µ[−1, 1] с весом Чебышёва µ(x) := 1/
√
1− x2 получены неравенства

типа Джексона – Стечкина между величиной En−1(f)L2,µ
наилучшего приближения функции f алгеб-

раическими многочленами степени не выше n − 1 и обобщенным модулем непрерывности m-го порядка

Ωm(Drf ; t), где D — некоторый дифференциальный оператор второго порядка. Для классов функций

W
(2r)
p,m (Ψ) (m, r ∈ N, 1/(2r) < p ≤ 2), определяемых указанным модулем непрерывности и заданной ма-

жорантой Ψ(t) (t ≥ 0), удовлетворяющей определенным ограничениям, вычислены значения различных

n-поперечников в пространстве L2,µ[−1, 1].

Ключевые слова: наилучшие приближения, полиномы Чебышёва, обобщенный модуль непрерывности

m-го порядка, коэффициенты Фурье — Чебышёва, n-поперечники.

M. Sh. Shabozov, K.Tukhliev. Jackson–Stechkin type inequalities with generalized moduli of continuity and

widths of some classes of functions.

In the Hilbert space L2,µ[−1, 1] with Chebyshev weight µ(x) := 1/
√
1− x2, we obtain Jackson–Stechkin

type inequalities between the value En−1(f)L2,µ
of the best approximation of a function f(x) by algebraic

polynomials of degree at most n− 1 and the mth-order generalized modulus of continuity Ωm(Drf ; t), where D

is some second-order differential operator. For classes of functions W
(2r)
p,m (Ψ) (m, r ∈ N, 1/(2r) < p ≤ 2) defined

by the mentioned modulus of continuity and a given majorant Ψ(t) (t ≥ 0), which satisfies certain constraints,

we calculate the values of various n-widths in the space L2,µ[−1, 1].

Keywords: best approximation, Chebyshev polynomials, generalized modulus of continuity of mth order,

Chebyshev–Fourier coefficients, n-widths.

Введение

К настоящему времени известен целый ряд содержательных результатов, связанных с
отысканием точных констант в неравенстве типа Джексона — Стечкина и вычислением точных
значений различных n-поперечников функциональных классов, принадлежащих пространству
измеримых 2π-периодических функций L2 := L2[0, 2π] с нормой (см., например, [1–14])

‖f‖L2 =

(

1

π

2π
∫

0

|f(x)|2dx

)1/2

< ∞.

В последнее время появился ряд работ, в которых аналогичные задачи рассматривают-
ся на конечном отрезке. Так, например, А. Г.Бабенко [15] получил точное неравенство типа
Джексона — Стечкина в случае приближения на отрезке [0, π] действительных измеримых
2π-периодических функций вида f(x) = ϕ(cos x) подпространством косинус-полиномов

Fn−1 :=
{

F : F(x) =

n−1
∑

k=0

ak cos kx, ak ∈ R

}

в пространстве L2
α,β[0, π] (α > −1, β > −1) с нормой

‖f‖L2
α,β

=

{

π
∫

0

f2(x)
(

sin
x

2

)2α+1(

cos
x

2

)2β+1
dx

}1/2

< ∞.
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Дальнейшее исследование этой задачи в общем случае при α = β ≥ −1/2 приведено в
работе Д.В.Чертовой [16], а при любых α > β ≥ −1/2 выполнено Во Тхи Куком [17]. Для
функций многих переменных в пространстве Lp(R

d) со степенным весом указанная задача
решена в работах [18; 19]. С.Б.Вакарчук [20] доказал точное неравенство типа Джексона —
Стечкина для приближения действительных измеримых на отрезке [−1, 1] функций f подпро-
странством Pn−1 — алгебраических многочленов степени ≤ n − 1 в пространстве L2[−1, 1] с
обычной нормой

‖f‖L2[−1,1] =

(

1
∫

−1

f2(x)dx

)1/2

< ∞.

В данной работе мы продолжим исследования в этом направлении и докажем точные нера-
венства типа Джексона — Стечкина для наилучшего приближения действительных измеримых
на отрезке [−1, 1] функций f с весом µ(x) := 1/

√
1− x2 элементами подпространства Pn−1 в

гильбертовом пространстве

L2,µ[−1, 1] := L2

(

(
√

1− x2)−1; [−1, 1]
)

с конечной нормой

‖f‖L2,µ[−1,1] =

(

1
∫

−1

µ(x)f2(x)dx

)1/2

.

1. Некоторые обозначения и вспомогательные утверждения

Введем обозначения: N — множество натуральных чисел, Z+ = N∪{0}, R+ := (0,∞) — мно-
жество всех положительных чисел, R := (−∞,+∞). Следуя работе А.В.Абилова и Ф.В.Аби-
ловой [21], в пространстве L2,µ[−1, 1] рассмотрим оператор

Fhf(x) =
1

2

[

f
(

x cos h+
√

1− x2 sinh
)

+ f
(

x cos h−
√

1− x2 sinh
)

]

, (1.1)

который будем называть оператором обобщенного сдвига, и введем конечные разности первого
и высших порядков равенствами

˜∆1
h(f ;x) = Fhf(x)− f(x) = (Fh − E)f(x),

˜∆m
h (f ;x) = ˜∆h(˜∆

m−1
h (f ; ·);x) = (Fh − E)mf(x) =

m
∑

k=0

(−1)m−k

(

m

k

)

F k
h f(x),

где F 0
hf(x) ≡ f(x), F k

h f(x) = Fh(F
k−1
h f(x)), k = 1, 2, . . . ,m, m ∈ N, и E — единичный оператор

в пространстве L2. Определим обобщенный модуль непрерывности m-го порядка равенством

Ωm(f ; t)L2,µ[−1,1] = sup
{

∥

∥˜∆m
h (f ; ·)

∥

∥

L2,µ[−1,1]
: |h| ≤ t

}

. (1.2)

Пусть далее

T0(x) =
1
√
π
, Tk(x) =

√

2

π
cos(k arccos x), k = 1, 2, . . . (1.3)

— ортонормированная система многочленов Чебышёва первого рода в пространстве L2,µ[−1, 1].
Тогда, как хорошо известно [22],

f(x) =

∞
∑

k=0

ck(f)Tk(x) (1.4)
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есть ряд Фурье — Чебышёва функции f ∈ L2,µ[−1, 1], а

ck(f) =

1
∫

−1

µ(x)f(x)Tk(x)dx (1.5)

— коэффициенты Фурье — Чебышёва. Равенство в (1.4) понимается в смысле сходимости в
пространстве L2,µ[−1, 1].

Пусть теперь D = (1− x2)
d2

dx2
− x

d

dx
— дифференциальный оператор второго порядка.

Операторы высших порядков определим последовательно, полагая Drf = D(Dr−1f), r = 2,
3, . . . . Известно [22, с. 47], что многочлены (1.3) удовлетворяют дифференциальному уравне-
нию

(1− x2)T ′′
k (x)− xT ′

k(x) + k2Tk(x) = 0, (1.6)

а потому из (1.6) следуют равенства

DTk(x) = −k2Tk(x), . . . ,D
rTk(x) = (−1)rk2rTk(x). (1.7)

В [21] доказано, что для произвольной функции f ∈ L2,µ[−1, 1], имеющей обобщенные
производные в смысле Леви [23, c. 172], коэффициенты Фурье — Чебышёва (1.5) ряда (1.4)
удовлетворяют соотношениям

ck(f) = (−1)r k−2r ck(D
rf), k = 1, 2, . . . , (1.8)

ck(Fhf) = cos kh · ck(f), k = 1, 2, . . . , (1.9)

где функция Fhf определена равенством (1.1).

Обозначим через L
(2r)
2,µ [−1, 1] (r ∈ Z+, L

(0)
2,µ[−1, 1] = L2,µ[−1, 1]) множество функций f ∈

L2,µ[−1, 1], у которых производная Drf принадлежит пространству L2,µ[−1, 1]. Всюду далее

вместо L2,µ[−1, 1], L
(2r)
2,µ [−1, 1], ‖f‖L2,µ[−1,1] ради сокращения записи будем писать L2,µ, L

(2r)
2,µ ,

‖f‖2,µ соответственно.
Пользуясь соотношениями (1.7)–(1.9) и равенством Парсеваля, из (1.4) для произвольной

функции f ∈ L
(2r)
2,µ легко получить равенство [21]

‖∆m
h (Drf)‖22,µ =

∞
∑

k=1

(1− cos kh)2mk4rc2k(f). (1.10)

Учитывая соотношение (1.10), модуль непрерывности (1.2) запишем в виде

Ω2
m(Drf ; t)2,µ = sup

{

∞
∑

k=1

k4rc2k(f)(1− cos kh)2m : |h| ≤ t
}

. (1.11)

Пусть
En−1(f)2,µ = inf

{

‖f − pn−1‖2.µ : pn−1 ∈ Pn−1

}

(1.12)

— наилучшее приближение функции f ∈ L2,µ элементами подпространства Pn−1. В [22, с. 26]
доказано, что среди всех элементов pn ∈ Pn−1 частичная сумма Sn−1(f ;x) =

∑n−1
k=0 ck(f)Tk(x)

ряда (1.4) доставляет минимум величине (1.12). При этом

En−1(f)2,µ = ‖f − Sn−1(f)‖2,µ =
(

∞
∑

k=n

c2k(f)
)1/2

. (1.13)

Из (1.13), учитывая равенство (1.8), для произвольной f ∈ L
(2r)
2,µ получаем

En−1(f)2,µ ≤ n−2rEn−1(D
rf)2,µ. (1.14)
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Неравенство (1.14) обращается в равенство для функции f0(x) = Tn(x), принадлежащей мно-

жеству L
(2r)
2,µ , поскольку En−1(f0)2,µ = 1, En−1(D

rf0)2,µ = n2r.
В [24] при любых m, r ∈ N, r ≥ m/2 доказано, что

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2r−mEn−1(f)2,µ

(

π/n
∫

0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µ sinntdt

)m

=
1

2m
, (1.15)

а в [25] при m ∈ N, r ∈ Z+, 0 ≤ h ≤ π/n получено равенство

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2rEn−1(f)2,µ
(

1

h

h
∫

0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µdt

)m
=

{

nh

nh− sinnh

}m

. (1.16)

2. Основные теоремы

В работе [1] Н.И.Черных заметил, что для произвольной суммируемой неотрицательной
не эквивалентной нулю весовой функции ϕ на отрезке [0, h] (0 < h ≤ π) функционал

Jn(f ;h) =

{

h
∫

0

ω2
m(f ; t)2ϕ(t)dt

}1/2{
h

∫

0

ϕ(t)dt

}−1/2

меньше джексоновского функционала ωm(f ;h)2 и более естественен для характеристики наи-
лучших приближений En−1(f) периодических функций в L2[0, 2π]. Для рассматриваемой нами
характеристики гладкости Ωm наблюдается аналогичная ситуация. Очевидно, что без потери

общности можно полагать, что при некотором h ∈ (0, π/n] выполняется условие
∫ h

0
ϕ(t)dt ≤ 1,

и тогда имеет место неравенство

{

h
∫

0

Ωp
m(f ; t)2,µ ϕ(t)dt

}1/p

≤ Ωm(f ;h)2,µ.

В связи с этим обстоятельством, а также с целью обобщения равенств (1.15) и (1.16), введем
в рассмотрение следующую экстремальную аппроксимационную характеристику

Mn,m,r,p(ϕ;h) = sup
f∈L

(2r)
2,µ

En−1(f)2,µ
(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p
, (2.1)

где n,m ∈ N, r ∈ Z+, p ∈ R+, 0 < h ≤ π, ϕ(t) ≥ 0 — суммируемая на отрезке [0, h] не
эквивалентная нулю функция.

Теорема 2.1. Пусть n,m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π, ϕ(t) ≥ 0 — суммируемая не

эквивалентная нулю на отрезке [0, h] функция. Тогда справедливы неравенства

{

αn,m,r,p(ϕ;h)
}−1

≤ Mn,m,r,p(ϕ;h) ≤
{

inf
n≤k<∞

αk,m,r,p(ϕ;h)
}−1

, (2.2)

где

αk,m,r,p(ϕ;h) =

(

k2rp
h

∫

0

(1− cos kt)mpϕ(t)dt

)1/p

. (2.3)
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При этом если

inf
n≤k<∞

αk,m,r,p(ϕ;h) = αn,m,r,p(ϕ;h), (2.4)

то имеет место равенство

Mn,m,r,p(ϕ;h) =

(

n2rp

h
∫

0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

)−1/p

. (2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользовавшись упрощенным вариантом неравенства Мин-
сковского [26, с.142]

(

h
∫

0

( ∞
∑

k=n

|fk(t)|
2

)p/2

dt

)1/p

≥

( ∞
∑

k=n

(

h
∫

0

|fk(t)|
pdt

)2/p)1/2

, 0 < p ≤ 2,

с учетом (1.10)–(1.13) и (2.3) получаем

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µϕ(t)dt

)1/p

≥

(

h
∫

0

‖∆m
t (Drf)‖p2,µϕ(t)dt

)1/p

≥

(

h
∫

0

( ∞
∑

k=n

c2k(f)k
4r(1− cos kt)2m

)p/2

ϕ(t)dt

)1/p

=

(

h
∫

0

( ∞
∑

k=n

c2k(f)k
4r(1− cos kt)2m

[

ϕ(t)
]2/p

)p/2

dt

)1/p

≥

( ∞
∑

k=n

c2k(f)

(

k2pr
h
∫

0

(1− cos kt)pmϕ(t)

)2/p

dt

)1/2

=

( ∞
∑

k=n

c2k(f)α
2
k,m,r,p(ϕ;h)

)1/2

≥ inf
n≤k<∞

αk,m,r,p(ϕ;h)

{ ∞
∑

k=n

c2k(f)

}1/2

= inf
n≤k<∞

αk,m,r,p(ϕ;h) En−1(f)2,µ.

Отсюда, учитывая определение величины (2.1), получаем оценку сверху

Mn,m,r,p(ϕ;h) ≤
1

inf
n≤k<∞

αk,m,r,p(ϕ;h)
. (2.6)

Для получения оценки снизу рассмотрим функцию f0(x)
def
= Tn(x) =

√

2/π cos(n arccos x),

которая принадлежит классу L
(2r)
2,µ и для которой

En−1(f0)2,µ = 1, Ωm(Drf0; t)2,µ = n2r(1− cosnh)m, 0 < nh ≤ π. (2.7)

Имеем

Mn,m,r,p(ϕ;h) ≥
En−1(f0)2,µ

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf0; t)2,µϕ(t)dt

)1/p
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=
1

(

n2rp

h
∫

0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

)1/p
=

1

αn,m,r,p(ϕ;h)
. (2.8)

Сравнивая оценку сверху (2.6) и оценку снизу (2.8), получаем требуемое двойное неравен-
ство (2.2), чем и завершаем доказательство теоремы 2.1.

Отметим, что теорема 2.1 является своеобразным обобщением основных результатов ра-
бот [9; 14], полученных для наилучшего полиномиального приближения 2π-периодических

дифференцируемых функций, принадлежащих множеству L
(r)
2 [0, 2π], на случай наилучшего

полиномиального приближения функций f, принадлежащих множеству L
(2r)
2,µ .

Из доказанной теоремы вытекает ряд следствий.

Следствие 2.1. Пусть весовая функция ϕ(t), заданная на отрезке [0, h], является неот-

рицательной и непрерывно дифференцируемой на нем. Если при всех t ∈ [0, h] и p ∈ [1/(2r), 2],
r ∈ N, выполнено неравенство

(2rp − 1)ϕ(t) − tϕ′(t) ≥ 0, (2.9)

то справедливо равенство

inf
n≤k<∞

αk,m,r,p(ϕ;h) = αn,m,r,p(ϕ;h) (2.10)

и имеет место соотношение

Mn,m,r,p(ϕ;h) =
{

αn,m,r,p(ϕ;h)
}−1

. (2.11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Исходя из вида величины αk,m,r,p(ϕ;h), k ≥ n, достаточно до-
казать, что при выполнении неравенства (2.9) функция

η(x) = x2rp
h

∫

0

(1− cos xt)mpϕ(t)dt

является возрастающей при x ≥ n. Так как

η′(x) = 2rpx2rp−1

h
∫

0

(1− cos xt)mpϕ(t)dt+ x2rp
h
∫

0

d

dx
(1− cos xt)mpϕ(t)dt, (2.12)

то, пользуясь очевидным тождеством

d

dx
(1− cosxt)mp =

t

x

d

dt
(1− cos xt)mp, (2.13)

из (2.12) с учетом (2.13), выполнив интегрирование по частям, в силу (2.9) получаем

η′(x) = 2rpx2rp−1

h
∫

0

(1− cos xt)mpϕ(t)dt+ x2rp−1

h
∫

0

d

dt
(1− cos xt)mp(tϕ(t))dt

= x2rp−1

{

(1− cos xh)mphϕ(h) +

h
∫

0

(1− cos xt)mp
[

(2rp− 1)ϕ(t) − tϕ′(t)
]

dt

}

≥ 0,
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откуда inf
{

η(x) : x ≥ n
}

= η(n), что равносильно равенству

inf
n≤k<∞

αk,m,r,p(ϕ;h) = αn,m,r,p(ϕ;h),

из которого в силу двойного неравенства (2.2) сразу получаем (2.11). Этим следствие 2.1 до-
казано.

Следствие 2.2. Пусть весовая функция ϕ(t) ≡ 1 и числа m,n, r ∈ N, 1/(2r) ≤ p ≤ 2,
0 < h ≤ 3π/(4n). Тогда выполнено следующее равенство:

Mn,m,r,p(1;h) =
{

αn,m,r,p(1;h)
}−1

:=

{

n2rp

h
∫

0

(1− cosnh)mpdt

}−1/p

. (2.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, согласно неравенству (2.9), имеем (2rp− 1)ϕ(t)−
tϕ′(t) = 2rp− 1 ≥ 0, а потому имеет место (2.14). Следствие доказано.

В равенстве (2.3) положим h = a/n, где 0 < a ≤ π, ϕ∗(t) = g(nt), g(u) ≥ 0 — суммируемая
не эквивалентная нулю на отрезке [0, a] функция. Тогда

αk,m,r,p(g(nt); a/n) =

{

k2rp
a/n
∫

0

(1− cos kt)mpg(nt)dt

}1/p

= n2r−1/p

{

(k

n

)2rp
a

∫

0

(

1− cos
k

n
t
)mp

g(t)dt

}1/p

. (2.15)

Из равенства (2.15) следует, что

inf
{

αk,m,r,p(g(n·); a/n) : n ≤ k < ∞
}

= n2r−1/p inf
x≥1

{

x2rp
a

∫

0

(1− cos xt)mp g(t)dt

}1/p

:= n2r−1/p · inf
x≥1

βm,r,p(a; g, x). (2.16)

Используя равенство (2.16) из утверждения теоремы 2.1, получаем

Следствие 2.3. Пусть r ∈ Z+, m, n ∈ N, 0 < p ≤ 2, 0 < a ≤ π, g(t) есть неотрица-

тельная суммируемая на отрезке [0, a] не эквивалентная нулю функция. Тогда имеет место

неравенство

1

βm,r,p(a; g, 1)
≤ sup

f∈L
(2r)
2,µ

f 6=const

n2rEn−1(f)2,µ
(

a
∫

0

Ωp
m(Drf ; t/n)2,µ g(t)dt

)1/p
≤

1

inf
1≤x<∞

βm,r,p(a; g, x)
.

Если при этом функция g такова, что

inf
1≤x<∞

βm,r,p(a; g, x) = βm,r,p(a; g, 1),

то справедливо равенство

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2rEn−1(f)2,µ
(

a
∫

0

Ωp
m(Drf ; t/n)2,µ g(t)dt

)1/p
=

1

βm,r,p(a; g, 1)
.
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Следствие 2.4. Пусть 0 < a ≤ π, m, n, r ∈ N. Если при всех 0 < p ≤ 2 функция g(t) :=
t2rp−1g1(t), где g1(t) не возрастает, является неотрицательной суммируемой на отрезке [0, a]
функцией, то

inf
1≤x<∞

βm,r,p(a; g, x) = βm,r,p(a; g, 1), (2.17)

и, следовательно, имеет место равенство

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2rEn−1(f)2,µ
(

a
∫

0

Ωp
m(Drf ; t/n)2,µ t

2rp−1g1(t)dt

)1/p
=

1

βm,r,p(a; t2rp−1g1(t), 1)
. (2.18)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для установления равенства (2.17) будем следовать схеме рас-
суждений [4]. Полагаем

g∗(t) =
{

g1(t), если 0 ≤ t ≤ a; g1(a), если a ≤ t < ∞
}

.

Тогда для 1 ≤ x < ∞ имеем

βm,r,p(a; t
2rp−1g1(t), x) = x2rp

a
∫

0

(1− cos xt)mp t2rp−1g1(t)dt

=

ax
∫

0

(1− cos t)mp t2rp−1g∗(t/x)dt ≥

ax
∫

0

(1− cos t)mp t2rp−1g∗(t)dt

≥

a
∫

0

(1− cos t)mp t2rp−1g1(t)dt = βm,r,p(a; t
2rp−1g1(t), 1),

откуда сразу следует равенство (2.17), и тем самым следствие 2.4 доказано.

При решении экстремальных задач теории приближений важную роль играют неравенства
между нормами последовательных производных функций или неравенства типа Колмогорова
в различных банаховых пространствах. Если S = R или S = R+, то неравенство Колмогорова
имеет вид

‖f (s)‖Lp(S) ≤ M‖f‖αLq(S)
· ‖f (r)‖

β
Lγ(S)

, (2.19)

где

α =
r − s− 1/γ + 1/p

r − 1/γ + 1/q
, β = 1− α.

Различные неравенства типа (2.19) приведены в монографии [27]. Отметим также, что
в работе В.В.Арестова [28] приведен обстоятельный обзор всех результатов неравенства ви-
да (2.19), где получены наилучшие константы и анализируется связь задачи Стечкина о наи-
лучшем приближении оператора дифференцирования Dk порядка k на различных классах
функций.

В приведенной ниже теореме 2.2 доказывается точное неравенство Колмогорова для функ-
ций f ∈ L

(r)
2,µ в пространстве L2,µ. Поскольку для функции f ∈ L

(2r)
2,µ ее промежуточные про-

изводные Dsf, s = 1, 2, . . . , r − 1, принадлежат пространству L2,µ, то представляет интерес

изучение поведения наилучших приближений En−1(D
sf), s = 1, 2, . . . , r − 1, на классе L

(2r)
2,µ . С

этой целью нам понадобится неравенство типа (2.19) в пространстве L2,µ. Справедливо следу-
ющее утверждение.
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Теорема 2.2. Пусть r, s ∈ N, r > s. Тогда для произвольной функции f ∈ L
(2r)
2,µ , f 6= const,

справедливо точное на L2,µ неравенство

‖Dsf‖2,µ ≤ ‖Drf‖
s/r
2,µ · ‖f‖

1−s/r
2,µ . (2.20)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, в силу линейности оператора Ds из равенства (1.4)
с учетом (1.7) имеем

Dsf(x) =

∞
∑

k=0

ck(f)(D
sTk(x)) =

∞
∑

k=0

(−1)sk2sck(f)Tk(x). (2.21)

Применяя равенство Парсеваля, из (2.21) выводим

‖Dsf‖22,µ =

∞
∑

k=1

k4s|ck(f)|
2. (2.22)

Воспользовавшись неравенством Гёльдера для рядов, из (2.22) получаем

‖Dsf‖22,µ =

∞
∑

k=1

(

k4r|ck(f)|
2
)s/r(

|ck(f)|
2
)1−s/r

≤

( ∞
∑

k=n

k4r|ck(f)|
2

)s/r( ∞
∑

k=0

|ck(f)|
2

)1−s/r

= ‖Drf‖
2s/r
2,µ · ‖f‖

2(1−s/r)
2,µ ,

откуда и вытекает (2.20). Точность неравенства (2.20) на множестве L
(2r)
2,µ проверяется непо-

средственным вычислением для функции f0(x) = Tn(x) ∈ L
(2r)
2,µ . Теорема 2.2 доказана.

Из теоремы 2.2 вытекает

Следствие 2.5. При выполнении условий теоремы 2.2 имеет место точное неравенство

En−1(D
sf)2,µ ≤

(

En−1(D
rf)2,µ

)s/r(

En−1(f)2,µ

)1−s/r
, (2.23)

обращающееся в равенство для f0(x) = Tn(x) ∈ L
(2r)
2,µ .

Следующее утверждение базируется на неравенстве (2.20).

Теорема 2.3. Пусть m,n ∈ N, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ 3π/(4n), r ∈ Z+, s = 0, 1, . . . , r;
ϕ(t) — неотрицательная суммируемая на отрезке [0, h] не эквивалентная нулю функция и

выполняется неравенство (2.9). Тогда имеет место равенство

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2(r−s)En−1(D
sf)2,µ

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p
=

{

h
∫

0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

}−1/p

. (2.24)

В частности, если в (2.24) полагать p = 1/m,m ∈ N, и ϕ(t) ≡ 1, то имеем

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2(r−s)En−1(D
sf)2,µ

(

h
∫

0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µdt

)m
=

{

n

nh− sinnh

}m

, (2.25)

а если же полагать p = 1/m,m ∈ N, и ϕ(t) ≡ t, то будем иметь

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2(r−s)−mEn−1(D
sf)2,µ

(

h
∫

0

tΩ1/m
m (Drf ; t)2,µdt

)m
= 2m

{

nh(nh− sinnh)− [(nh)2 − 2(1 − cosnh)]
}−m

. (2.26)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, если выполнено равенство (2.11), то для произ-

вольной функции f ∈ L
(2r)
2,µ выполняется неравенство

En−1(f)2,µ ≤

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p

n2r

(

h
∫

0

(1− cosnt)mp ϕ(t)dt

)1/p
. (2.27)

Полагая в (2.27) r = 0, получаем

En−1(f)2,µ ≤

(

h
∫

0

Ωp
m(f ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p

(

h
∫

0

(1− cosnt)mp ϕ(t)dt

)1/p
. (2.28)

Поскольку из определения класса L
(2r)
2,µ следует, что Drf ∈ L2,µ, то, заменяя в неравенстве (2.28)

функцию f на Drf, имеем

En−1(D
rf)2,µ ≤

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p

(

h
∫

0

(1 − cosnt)mp ϕ(t)dt

)1/p
. (2.29)

Подставляя в правую часть неравенства (2.23) вместо величины наилучших приближений
En−1(f)2,µ и En−1(D

rf)2,µ их оценки сверху из неравенств (2.27) и (2.29), получаем

En−1(D
sf)2,µ ≤

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p

n2(r−s)

(

h
∫

0

(1− cosnt)mp ϕ(t)dt

)1/p
(s = 0, 1, . . . , r),

или, что то же самое,

n2(r−s)En−1(D
sf)2,µ

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p
≤

1

(

h
∫

0

(1− cosnt)mp ϕ(t)dt

)1/p
.

Поскольку последнее неравенство справедливо для произвольной функции f ∈ L
(2r)
2,µ , то

мы имеем следующую оценку сверху:

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2(r−s)En−1(D
sf)2,µ

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p
≤

1

(

h
∫

0

(1− cosnt)mp ϕ(t)dt

)1/p
. (2.30)
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С другой стороны, для рассмотренной при доказательстве теоремы 2.1 функции f0(x) =

Tn(x) ∈ L
(2r)
2,µ согласно соотношениям (2.7) и очевидному равенству

En−1(D
sTn)2,µ = n2sEn−1(Tn)2,µ = n2s

будем иметь

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2(r−s)En−1(D
sf)2,µ

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p
≥

n2(r−s)En−1(D
sf0)2,µ

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf0; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p

=
n2r

(

n2rp

h
∫

0

(1− cosnt)mp ϕ(t)dt

)1/p
=

1

(

h
∫

0

(1− cosnt)mp ϕ(t)dt

)1/p
. (2.31)

Требуемое равенство (2.24) получаем из сопоставления оценки сверху (2.30) и оценки сни-
зу (2.31), чем и завершаем доказательство теоремы 2.3.

3. Значения n-поперечников некоторых классов функций в L2,µ

Прежде чем сформулировать остальные результаты, напомним необходимые понятия и
определения, используемые нами в дальнейшем.

Пусть B — единичный шар в L2,µ; M — выпуклое центрально-симметричное подмножество
из L2,µ; Λn ⊂ L2,µ — n-мерное подпространство; Λn ⊂ L2,µ — подпространство коразмерности
n; L : L2,µ → Λn — непрерывный линейный оператор, переводящий элементы пространства
L2,µ в Λn; L ⊥ : L2,µ → Λn — непрерывный оператор линейного проектирования пространства
L2,µ на подпространство Λn. Величины

bn(M, L2,µ) = sup {sup {ε > 0: εB ∩ Λn+1 ⊂ M} : Λn+1 ⊂ L2,µ} ,

dn(M, L2,µ) = inf {sup {inf {‖f − g‖2,µ : g ∈ Λn} : f ∈ M} : Λn ⊂ L2,µ} ,

δn(M, L2,µ) = inf {inf {sup {‖f − L f‖2,µ : f ∈ M} : LL2,µ ⊂ Λn} : Λn ⊂ L2,µ} ,

dn(M, L2,µ) = inf {sup {‖f‖2,µ : f ∈ M ∩ Λn} : Λn ⊂ L2,µ} ,

πn(M, L2,µ) = inf
{

inf
{

sup
{

‖f − L
⊥f‖2,µ : f ∈ M

}

: L
⊥L2,µ ⊂ Λn

}

: Λn ⊂ L2,µ

}

называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, линейным, гельфандовским, про-

екционным n-поперечниками. Поскольку L2,µ является гильбертовым пространством, то спра-
ведливы следующие соотношения между перечисленными выше n-поперечниками (см., напри-
мер, [26; 29]):

bn (M;L2,µ) 6 dn (M;L2,µ) 6 dn (M;L2,µ) = δn (M;L2,µ) = πn (M;L2,µ) . (3.1)

При помощи специального модуля непрерывности (1.2) определим следующий класс функ-
ций. Пусть Ψ(t), 0 ≤ t < ∞, — произвольная непрерывная неубывающая функция такая, что

Ψ(0) = 0. Символом W
(2r)
p,m (Ψ), 1/(2r) < p ≤ 2, m, r ∈ N, обозначим класс функций f ∈ L

(2r)
2,µ ,

для которых при любом t ∈ R+ выполняется условие

1

t

t
∫

0

Ωp
m(Drf ; τ)2,µ dτ ≤ Ψp(t).
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Полагаем также

(1− cos t)m∗ =
{

(1− cos t)m, если 0 < t ≤ π; 2m, если t ≥ π
}

. (3.2)

Здесь вычислим точные значения указанных выше n-поперечников при некоторых огра-
ничениях на мажоранту Ψ(t).

Теорема 3.1. Пусть m,n, r ∈ N, 1/(2r) < p ≤ 2 и функция Ψ при любых значениях t ∈ R+

удовлетворяет условию

(

Ψ(t)

Ψ(π/n)

)p

≥
π

nt

nt
∫

0

(1− cos τ)mp
∗ dτ

(

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

)−1

. (3.3)

Тогда выполняются равенства

λn(W
(2r)
p,m (Ψ);L2,µ) = En−1(W

(2r)
p,m (Ψ))L2,µ =

{

1

π

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

}−1/p

n−2r Ψ(π/n), (3.4)

где λn(·) — любой из перечисленных выше n-поперечников, а

En−1(W
(2r)
p,m (Ψ))L2,µ

def
= sup

{

En−1(f)2,µ : f ∈ W (2r)
p,m (Ψ)

}

.

Множество мажорант Ψ, для которых выполняется ограничение (3.3), не пусто.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из соотношения (2.5) для произвольной функции f ∈ L2,µ при
h = π/n и ϕ(t) ≡ 1 выводим оценку сверху величины наилучшего полиномиального прибли-
жения:

En−1(f)2,µ ≤ n−2r

(

1

π

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

)−1/p(n

π

π/n
∫

0

Ωp
m(Drf ; τ)2,µdτ

)1/p

. (3.5)

Учитывая определение класса W
(2r)
p,m (Ψ) и соотношение (3.1), из неравенства (3.5) получим

λn(W
(2r)
p,m (Ψ);L2,µ) ≤ En−1(W

(2r)
p,m (Ψ))L2,µ ≤

(

1

π

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

)−1/p

n−2r Ψ(π/n). (3.6)

Для получения оценки снизу рассматриваемых n-поперечников в силу соотношения (3.1)

достаточно оценить снизу бернштейновский n-поперечник класса W
(2r)
p,m (Ψ). С этой целью во

множестве Pn ∩ L2,µ введем в рассмотрение шар

Sn+1
def
=

{

pn ∈ Pn : ‖pn‖2,µ ≤

(

1

π

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

)−1/p

n−2r Ψ(π/n)

}

.

Из равенства (1.10) для произвольной pn ∈ Pn вытекает равенство

‖∆m
h (Drpn)‖

2
2,µ =

n
∑

k=1

(1− cos kh)2mk4rc2k(pn).

Если учесть, что при любых натуральных k ≤ n и h ≥ 0 выполняется неравенство

(1− cos kh)2m ≤ (1− cosnh)2m∗ ,
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то для произвольной pn ∈ Sn+1 получаем ‖∆m
h (Drpn)‖

2
2,µ ≤ n4r(1 − cosnh)2m∗ ‖pn‖

2
2,µ или, учи-

тывая соотношение (1.2), запишем

Ωm(Drpn; τ)2,µ ≤ n2r(1− cosnτ)m∗ ‖pn‖2,µ. (3.7)

Обе части неравенства (3.7) возведем в степень p (1/(2r) < p ≤ 2), проинтегрируем по τ в
пределах от 0 до t и полученное соотношение поделим на t. Затем в интеграле, расположенном
в правой части неравенства, произведем замену переменной nτ = u, а также заменим норму
полинома pn ∈ Sn+1 радиусом шара и, учитывая ограничение (3.3), получаем

1

t

t
∫

0

Ωp
m(Drpn; τ)2,µdτ ≤ n2rp‖pn‖

p
2,µ ·

1

t

t
∫

0

(1− cosnτ)mp
∗ dτ

≤
π

nt

nt
∫

0

(1− cos u)mp
∗ du

(

π
∫

0

(1− cos u)mpdu

)−1

Ψ(π/n) ≤ Ψ(t).

Последнее неравенство означает, что шар Sn+1 ⊂ W
(2r)
p,m (Ψ). Используя определение бернштей-

новского n-поперечника и соотношение (3.1), имеем

λn(W
(2r)
p,m (Ψ);L2,µ) ≥ bn(W

(2r)
p,m (Ψ);L2,µ) ≥ bn(Sn+1;L2,µ)

≥

(

1

π

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

)−1/p

n−2r Ψ(π/n). (3.8)

Сопоставляя оценку сверху (3.6) и оценку снизу (3.8), получаем требуемое равенство (3.4).
Приступая ко второй части доказательства, покажем, что функция Ψ∗(t) := tα/p, где

α
def
=

π
π
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp
dτ

− 1 (3.9)

удовлетворяет условию (3.3). Сначала определим границу значений числа α := α(m, p) из
равенства (3.9). Воспользовавшись неравенством sinx ≥ (2/π)x (0 ≤ x ≤ π/2), имеем

α = α(m, p) =
π

π
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp
dτ

− 1 ≤
π

π
∫

0

(τ

π

)2mp
dτ

− 1 = 2mp.

Аналогично, учитывая неравенство | sinx| ≤ 1, x ∈ R, получаем

α = α(m, p) =
π

π
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp
dτ

− 1 ≥
π

π
− 1 = 0.

Таким образом, имеем
0 < α < 2mp. (3.10)

Анализируем условие (3.3) теоремы 3.1. Подставляя функцию Ψ∗ в (3.3), получаем

(

nt

π

)α

≥
π

nt

nt
∫

0

(1− cos τ)mp
∗ dτ

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

=
π

nt

nt
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp

∗
dτ

π
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp
dτ

. (3.11)
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Полагая nt = µπ (0 ≤ µ < ∞), неравенство (3.11) запишем в виде

µα+1 ≥

µπ
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp

∗
dτ

(

π
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp
dτ

)−1

. (3.12)

Предложенная формула (3.9) для α = α(m, p) есть результат приравнивания производ-
ных по µ от левой и правой частей неравенства (3.12) при µ = 1. С учетом равенства (3.9)
неравенство (3.12) приобретает вид

µα+1 ≥
α+ 1

π

µπ
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp

∗
dτ, (3.13)

что еще предстоит доказать. Рассуждения проведем отдельно для двух случаев

а) 0 ≤ µ ≤ 1; б) 1 ≤ µ < ∞.

Пусть 0 ≤ µ ≤ 1. Сначала заметим, что в достаточно малой окрестности нуля неравен-
ство (3.13) имеет место. Поскольку при µ → 0 + 0

ϕ(µ) := µα+1 −
α+ 1

π

µπ
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp
dτ = µα+1

[

1−
π2mp(α+ 1)

22mp (2mp + 1)
O(µ2mp−α)

]

,

то в силу правой части (3.10) ϕ является положительной функцией. Докажем, что функция ϕ
на всем отрезке [0, 1] неотрицательна. Если допустить, что в некоторой точке ξ ∈ (0, 1) функция
ϕ меняет знак, то с учетом равенства ϕ(0) = ϕ(1) = 0 согласно теореме Ролля получаем, что
производная первого порядка

ϕ′(µ) = (α+ 1)

[

µα −
(

sin
µπ

2

)2mp
]

(3.14)

должна иметь на интервале (0, 1) не менее двух различных нулей. Из (3.14) следует, что столь-
ко же различных нулей и в тех же точках интервала (0, 1) должна иметь функция

ϕ∗(µ) = µα/(2mp) − sin
µπ

2
. (3.15)

Так как кроме того ϕ∗(0) = ϕ∗(1) = 0, функция ϕ∗ должна иметь на отрезке [0, 1] не менее
четырех нулей. Тогда из теоремы Ролля следует, что производная

ϕ′
∗(µ) =

α

2mp
· µα/(2mp)−1 −

π

2
cos

µπ

2
(3.16)

обязана обращаться в нуль не менее чем в трех различных точках интервала (0, 1). В силу
неравенства (3.10) функция µα/(2mp)−1 является положительной монотонно убывающей вы-
пуклой вниз функцией на (0, 1), cos(µπ/2) — монотонно убывающая выпуклая вверх функция
на этом же интервале, а потому из геометрических соображений на основании (3.16) следует,
что производная ϕ′

∗ на интервале (0, 1) может иметь не более двух различных нулей, и мы
пришли к противоречию, что доказывает неравенство (3.13) в случае а).

Приступая к рассмотрению случая б), функцию ϕ с учетом (3.9) и (3.2) запишем в виде

ϕ(µ) = µα+1−
α+ 1

π

π
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp
dτ−

α+ 1

π

µπ
∫

π

(

sin
τ

2

)2mp

∗
dτ = µα+1−1−(α+1)(µ−1). (3.17)
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Дифференцируя полученное равенство, для всех 1 ≤ µ < ∞ имеем

ϕ′(µ) = (α+ 1)(µα − 1) ≥ 0.

Поскольку, как следует из (3.17), ϕ(1) = 0, то ϕ(µ) ≥ 0 на указанном точечном множе-
стве. Это означает, что неравенство (3.13) имеет место и в случае б). Значит условие (3.3)
справедливо для мажорантной функции Ψ∗ при любом t ∈ R+.

Теорема 3.1 полностью доказана.

Из теоремы 3.1 вытекает

Следствие 3.1. Для любых m,n, r ∈ N, 1/(2r) < p ≤ 2 справедливы равенства

λn(W
(r)
p,m(Ψ∗);L2,µ) = En−1(W

(r)
p,m(Ψ∗))L2,µ = 2m(α+ 1)−1/p πα/p n−(2r+α/p).

Теорема 3.2. Пусть m,n, r ∈ N, 1/(2r) < p ≤ 2. Если функция Ψ при любом t ∈ R+

удовлетворяет условию (3.3) теоремы 3.1, то для всех s = 0, 1, . . . , r справедливы равенства

sup
{

En−1(D
sf)2,µ : f ∈ W (2r)

p,m (Ψ)
}

= n−2(r−s)

(

1

π

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

)−1/p

Ψ(π/n). (3.18)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из соотношения (2.24) при ϕ(t) ≡ 1 для произвольной функции

f ∈ L
(2r)
2,µ и любого h ∈ [0, π/n] получаем

En−1(D
sf)2,µ ≤ n−2(r−s)

(

1

h

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µdt

)1/p( 1

h

h
∫

0

(1− cosnt)mpdt

)−1/p

. (3.19)

Используя определение класса W
(2r)
p,m (Ψ), из неравенства (3.19) при h = π/n получаем

En−1(D
sf)2,µ ≤ n−2(r−s)

(

1

π

π
∫

0

(1− cos t)mpdt

)−1/p

Ψ(π/n). (3.20)

При доказательстве теоремы 3.1 мы установили, что множество полиномов pn ∈ Pn, удо-
влетворяющих условию

‖pn‖2,µ ≤ n−2r

(

1

π

π
∫

0

(1− cos t)mpdt

)−1/p

Ψ(π/n),

принадлежит классу W
(2r)
p,m (Ψ). Рассмотрим функцию

f1(t)
def
= n−2r

(

1

π

π
∫

0

(1− cos t)mpdt

)−1/p

Ψ(π/n)Tn(x).

Так как

‖f1‖2,µ = n−2r

(

1

π

π
∫

0

(1− cos t)mpdt

)−1/p

Ψ(π/n),

то f1 ∈ W
(2r)
p,m (Ψ), и поскольку

En−1(D
sf1)2,µ = n−2(r−s)

(

1

π

π
∫

0

(1− cos t)mpdt

)−1/p

Ψ(π/n),
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то
sup

{

En−1(D
sf)2,µ : f ∈ W (2r)

p,m (Ψ)
}

≥ En−1(D
sf1)2,µ

= n−2(r−s)

(

1

π

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

)−1/p

Ψ(π/n). (3.21)

Сопоставляя неравенства (3.20) и (3.21), получаем равенство (3.18). Теорема 3.2 доказана.

Авторы признательны профессору В.В.Арестову за ценные советы и замечания, исполь-
зованные в работе.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 21 № 4 2015

УДК 517.5

ОЦЕНКА СВЕРХУ РАВНОМЕРНЫХ КОНСТАНТ ЛЕБЕГА

ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ИСТОКООБРАЗНО

ПРЕДСТАВИМЫХ СПЛАЙНОВ1

В.Т. Шевалдин, О. Я.Шевалдина

В работе для достаточно широкого класса периодических интегрируемых ядер K получены оценки

сверху констант Лебега (норм линейных операторов из C из C) интерполяционных истокообразно пред-

ставимых сплайнов с равномерными узлами.

Ключевые слова: константы Лебега, истокообразно представимые сплайны, равномерные узлы.

V. T. Shevaldin, O.Ya. Shevaldina. Upper bounds for uniform Lebesgue constants of interpolational periodic

sourcewise representable splines.

Upper bounds for Lebesgue constants (norms of linear operators from C to C) of interpolational periodic

sourcewise representable splines with uniform knots are obtained for a wide class of periodic integrable kernels K

Keywords: Lebesgue constants, sourcewise representable splines, uniform knots.

Введение

Пусть Lp = Lp[0; 2π] (1 ≤ p ≤ ∞) — пространство 2π-периодических функций f , абсолютно
интегрируемых на периоде с p-й степенью при 1 ≤ p < ∞ и существенно ограниченных при
p = ∞, C[a; b] — пространство непрерывных на отрезке [a; b] функций, C2π — пространство
непрерывных 2π-периодических функций с обычными определениями нормы. Пусть также
множество P ⊂ Z

+ = {0, 1, 2, . . .}, cardP = µ (P может быть и пустым),

TP (x) =
∑

k∈P

(ak cos kx+ bk sin kx) (ak, bk ∈ R),

K(t) =
α0

2
+

∞
∑

k=1

(αk cos kt+ βk sin kt) (αk, βk ∈ R). (0.1)

Далее всюду считаем, что ряд (0.1) сходится абсолютно и функция K ∈ L1[0; 2π]. Пусть

µ = dimTP =







2µ, 0 6∈ P,

2µ − 1, 0 ∈ P.

Класс F = F (K,P ) периодических функций f вида

f(x) = TP (x) +

2π
∫

0

K(x− t)Φ(t) dt, (0.2)

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 14-01-00496), гранта Президента РФ по госу-
дарственной поддержке ведущих научных школ (проект НШ-4538.2014.1) и Программы УрО РАН
(проект 15-16-1-4), а также при финансовой поддержке в рамках Постановления Правительства РФ
№ 211, контракт № 02.А03.21.0006.
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где Φ ∈ L∞[0; 2π] и Φ ⊥ TP , т. е.

2π
∫

0

Φ(t)

{

sin kt

cos kt

}

dt = 0, k ∈ P, (0.3)

называется классом истокообразно представимых функций. Данное определение было введено
Р.Курантом и Д.Гильбертом, при этом функция K называется ядром, а функция Φ — исто-
ком. Различные задачи теории приближения таких классов функций (а в основном, их част-
ных случаев) рассматривались многими авторами (см., например, обширную библиографию
в [1–3]). Подчеркнем, что в данной статье множество P и ядро K, задающие класс функций
F = F (K,P ), считаются фиксированными.

Пусть m — натуральное число, m > µ = dimTP , h = 2π/m и g = g(t) — заданная неотри-
цательная, непрерывная функция периода h. В классе F определим следующие множества:

Sm(F, g) =
{

f ∈ F : Φ(t) = Zjg(t), (j − 1)h ≤ t < jh (j ∈ Z), Zj+m = Zj (j ∈ Z)
}

,

W (F, g) = {f ∈ F : |Φ(t)| ≤ g(t) п. в. на [0; 2π]}.

Множество функций S ∈ Sm(F, g) называется пространством периодических истокообразно
представимых сплайнов (см., например, [4]). В случае четного m, g = 1, P = {0} и

K(t) = π−1Dr(t) = π−1
∞
∑

k=1

cos(kt− πr
2 )

kr
(r ∈ N) (0.4)

истокообразно представимые сплайны — хорошо изученные периодические полиномиальные
сплайны минимального дефекта степени r с m равномерными узлами на периоде (см., напри-
мер, [2]), а ядро π−1Dr носит название ядра Бернулли. Заметим, что в общем случае любой
сплайн S ∈ Sm(F, g) зависит от m + µ параметров {Zj}

m
j=1 и {ak}k∈P , {bk}k∈P , на которые

наложено µ ограничений (0.3).
Классическая интерполяционная задача для введенного выше пространства сплайнов со-

стоит в следующем. Пусть f : R → R — 2π-периодическая функция, 0 ≤ θ < 1 и yν =
f(θh+ νh) (ν ∈ Z). Требуется в пространстве Sm(F, g) приближенно восстановить функцию f
по числам {yν}ν∈Z, удовлетворяющим условиям yν+m = yν (ν ∈ Z). Более точно, нужно ука-
зать условия на множество P , ядро K, функцию g и (что особенно важно) число θ : 0 ≤ θ < 1,
при которых существует единственный истокообразно представимый сплайн S ∈ Sm(F, g),
удовлетворяющий условиям

S(θh+ νh) = yν (ν ∈ Z).

Таким образом, в общей задаче функциональной интерполяции сплайнами считается, что сет-
ка узлов интерполяции {θh+νh}ν∈Z сдвинута на θh относительно сетки узлов сплайна {νh}ν∈Z.
Эта задача имеет богатую историю, которая берет начало с работ Дж.Алберга, Э.Нильсона,
Дж.Уолша [5] и Ю.Н.Субботина [6] по полиномиальным сплайнам (библиографию см., на-
пример, в [4]). Наиболее общие результаты в данной интерполяционной задаче получены
А.К.Кушпелем [7] (случаи P = {∅}, P = {0} и произвольного ядра K) и первым автором [4]
данной статьи. Введем некоторые числа и функции.

Ядро K представим следующим образом:

K(t) =
∑

j∈Z

µje
ijt,

где

µj =







(αj − iβj)/2, j > 0,

(αj + iβj)/2, j < 0,
µ0 =

α0

2
.
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Для произвольной функции f ∈ F (K,P ) в силу (0.3) можно считать, что µj = 0, если |j| ∈ P,
и поэтому

K(t) =
∑

j: |j|6∈P

µje
ijt.

Определим функции

λr(t) = m
∑′

l∈Z

µml+r

h
∫

0

g(x)ei(ml+r)(th−x) dx (r = 1,m), (0.5)

где штрих означает, что суммирование производится по всем целым l таким, что |ml+ r| 6∈ P .
Как следует из [4], λr(t) (r = 1,m) — собственные числа некоторой матрицы. Пусть также для
каждого θ : 0 ≤ θ < 1 множество

R(θ) = {r : r = 1,m, λr(θ) = 0}

и A — множество всех r = 1,m таких, что для каждого r ∈ A существует число s = s(r) ∈ P
такое, что либо s ≡ r(modm), либо s ≡ −r(modm).

Теорема 1 [4, теорема 1]. Для любой последовательности {yν}ν∈Z, удовлетворяющей

условию yν+m = yν (ν ∈ Z), существует единственный сплайн S ∈ Sm(F, g) тогда и только

тогда, когда выполнены следующие условия:

1)

∫ h

0
g(t)e±ikt dt 6= 0 ∀ k ∈ P ;

2) число θ : 0 ≤ θ < 1 таково, что R(θ) ⊆ A;
3) s1 6≡ ±s2(modm) ∀ s1, s2 ∈ P ;
4) если m — четно, то m/2 6≡ s(modm) ∀ s ∈ P .

При выполнении условий 1)– 4) параметры ak, bk и Zj интерполяционного сплайна

S ∈ Sm(F, g) вычисляются по формулам

ak =
2

m

m−1
∑

ν=0

yν cos kh(θ + ν), bk =
2

m

m−1
∑

ν=0

yν sin kh(θ + ν),

a0 =
1

m

m−1
∑

ν=0

yν , если 0 ∈ P,

Zj =
1

m

m−1
∑

ν=0

yν

m
∑′′

r=1

(λr(θ + ν − j + 1))−1 (j = 1,m),

где двойной штрих означает, что в сумме отсутствуют слагаемые λ−1
r (θ + ν − j + 1) с

номерами r ∈ A.

Из теоремы 1 следует, что при выполнении условий 1) – 4) интерполяционный сплайн
S ∈ Sm(F, g) может быть представлен в следующем виде:

S(x) =
m−1
∑

ν=0

yνgν(x) (x ∈ [0; 2π]),

где gν(x) (ν = 0,m− 1) — некоторые непрерывные 2π-периодические функции. Следовательно,
сплайн S(x) = S(f, x) задает линейный метод аппроксимации 2π-периодической функции f
по ее значениям yν = f(θh + νh) (ν ∈ Z) в системе равноотстоящих точек. Нас интересует
равномерная норма данного оператора. Величина

L = L(K,m) = sup{‖S(f, ·)‖C : ‖f‖C ≤ 1}
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является равномерной нормой оператора S и носит название константы Лебега периодиче-
ских интерполяционных истокообразно представимых сплайнов с равномерными узлами. На-
чало исследования констант Лебега интерполяционных сплайнов было положено в работах
Ф.Ричардса [8] и А.А.Женсыкбаева [9] (см. библиографию, например, в [10;11]), причем изу-
чались только полиномиальные и экспоненциальные интерполяционные сплайны.

В настоящей работе для широкого класса ядер K, удовлетворяющих некоторому условию,
возникшему в статьях [4;7] при получении точных оценок снизу для колмогоровских попереч-
ников классов функций W (F, g), в случае четного числа m получена оценка сверху величины
L = L(K,m) для интерполяционных сплайнов S ∈ Sm(F, g), определенных этим ядром K.

1. Свойство Cθ и оценка сверху для L(K, 2n)

В данном разделе всюду считаем, что m = 2n (n ∈ N). При получении точных оценок
снизу поперечников по Колмогорову классов функций W (F, g) (в случае g = 1) в равномерной
метрике А.К.Кушпель [7] (при P = {0} и P = ∅) и первый автор [4] выделили класс ядер K,
пространство истокообразно представимых сплайнов у которых удовлетворяет следующему
свойству.

О п р е д е л е н и е. Будем говорить, что пространство сплайнов S2n(F, g) удовлетворяет
свойству Cθ при некотором θ : 0 ≤ θ < 1, если при этом θ выполнены условия 1) – 4) теоремы 1
и, кроме того, последовательность чисел

zl =
1

2n

2n
∑′′

r=1

λ−1
r (θ + l) (l = 1, 2n)

чередуется по знаку, а именно zlzl+1 ≤ 0 (l = 1, 2n − 1), где двойной штрих означает, что в
сумме отсутствуют слагаемые λ−1

r (θ + l) с номерами r ∈ A.

В [4; 7] приведены примеры ядер K, удовлетворяющих данному определению. Напомним,
что для аппроксимируемой функции f ∈ C2π мы положили

yν = f(θh+ νh) (ν ∈ Z).

Теорема 2 [4, теорема 3]. Пусть пространство S2n(F, g) удовлетворяет свойству Cθ

при некотором θ : 0 ≤ θ < 1. Тогда для любой функции f ∈ C2π и сплайна S(x) = S(f, x) ∈
S2n(F, g) имеет место неравенство

max
j

|Zj | ≤ |λ−1
n (θ)|max

ν
|f(θh+ νh)|,

где функция λn(θ) определена равенством (0.5) при m = 2n и r = n.

В наших исследованиях важную роль играет функция

λn(x) = 2n

h
∫

0

g(t)
∑

l∈Z

µ(1+2l)ne
i(1+2l)(xh−t)n dt (x ∈ R)

(здесь h = π/n и штрих отсутствует в силу условия 4) теоремы 1). В [4] отмечено, что эта функ-
ция является сверткой непрерывной функции g и интегрируемой функции, поэтому функция
λn непрерывна. В случае g = 1, P = {0} и K(t) = π−1Dr(t) функция λn(x) является совер-
шенным периодическим сплайном степени r с 2n равноотстоящими узлами на отрезке [0; 2n]
(соответствующие определения, свойства и комментарии см. в [2;4]) и удовлетворяет свойству
λn(x+ 1) = −λn(x). Рассмотрим число θ1 : 0 ≤ θ1 < 1 такое, что

|λn(θ1)| = max
x

|λn(x)|,
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и обозначим через Ω множество тех θ : 0 ≤ θ < 1, при которых пространство S2n(F, g)
удовлетворяет данному выше определению.

Следствие 1 [4, следствие 1]. Если θ1 ∈ Ω, то для любой функции f ∈ C2π и сплайна

S(x) = S(f, x) ∈ S2n(F, g) справедливо точное неравенство maxj |Zj | ≤ minθ∈Ω |λ−1
n (θ)| · ‖f‖C ,

причем знак равенства реализует функция f(x) = λn(x/h).

Приступим теперь к оценке сверху константы Лебега L(K, 2n) интерполяционных перио-
дических истокообразно представимых сплайнов.

Теорема 3. Для любой функции f ∈ C2π и сплайна S(x) = S(f, x) ∈ S2n(F, g), удовлетво-

ряющего свойству Cθ1 , такого что

S(θ1h+ νh) = f(θ1h+ νh) (ν ∈ Z),

имеет место неравенство

‖S(f, ·)‖C ≤ ‖f‖C

(‖K‖L1‖g‖C
‖λn‖C

+ 2µ
)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В представлении (0.2) сплайна S оценим сверху каждое слагае-
мое. Пусть вначале 0 6∈ P . Тогда из формул для чисел ak, bk (k ∈ P ) из теоремы 1 при любом
x ∈ R имеем

|TP (x)| =
∣

∣

∣

∑

k∈P

(ak cos kx+ bk sin kx)
∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∑

k∈P

1

n

(

2n−1
∑

ν=0

yν cos kh(θ + ν) cos kx+
2n−1
∑

ν=0

yν sin kh(θ + ν) sin kx
)∣

∣

∣

≤ ‖f‖C max
x

1

n

2n−1
∑

ν=0

∑

k∈P

| cos(kh(θ + ν)− kx)| ≤ 4µ‖f‖C .

Аналогично, если 0 ∈ P , получаем |TP (x)| ≤ 2(2µ−1)‖f‖C . Таким образом, справедлива оценка

‖TP ‖C ≤ 2µ‖f‖C . (1.1)

Теперь с учетом теорем 1 и 2 оценим сверху абсолютную величину интеграла

∣

∣

∣

∣

2π
∫

0

K(x− t)Φ(t) dt

∣

∣

∣

∣

в случае Φ(t) = Zjg(t), (j − 1)h ≤ t < jh (j ∈ Z), h = π/n. Имеем

∣

∣

∣

∣

2π
∫

0

K(x− t)Φ(t) dt

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

2n
∑

j=1

Zj

jh
∫

(j−1)h

g(t)K(x − t) dt

∣

∣

∣

∣

≤ max
j

|Zj |

( 2n
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

jh
∫

(j−1)h

g(t)K(x− t) dt

∣

∣

∣

∣

)

≤ max
j

|Zj | · ‖g‖C

2n
∑

j=1

jh
∫

(j−1)h

|K(x− t)| dt

= max
j

|Zj | · ‖g‖C · ‖K‖L1 .

Таким образом, из следствия 1 выводим неравенство

∣

∣

∣

∣

2π
∫

0

K(x− t)Φ(t) dt

∣

∣

∣

∣

≤ ‖g‖C · ‖K‖L1 · ‖λn‖
−1
C · ‖f‖C . (1.2)
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Из (1.1) и (1.2) следует утверждение теоремы 3. �

Следствие 2. Из доказанной теоремы 3 при θ = θ1 вытекает следующая оценка сверху

для константы Лебега L = L(K, 2n) :

L(K, 2n) ≤
‖K‖L1‖g‖C

‖λn‖C
+ 2µ.

2. Примеры и комментарии

Вопросы существования и единственности интерполяционных сплайнов исследовались мно-
гими авторами (см. библиографию в [4]). Свойство Cθ А.И.Степанец и его ученики А.К.Куш-
пель, А.С.Сердюк и др. (см., например, [3;7;12;13]) формулировали в терминах производящего
полинома ядра K или свойств знакорегулярности фундаментальных сплайнов, соответствую-
щих этому ядру. Приведем, на наш взгляд, наиболее простую интерпретацию этого свойства
в случае P = ∅ из работы [4]. Пусть

τs =

h
∫

0

K((θ + 1− s)h− t) dt (s = 0, 2n − 1).

Рассмотрим матрицу T порядка 2n× 2n, которая является циркулянтом с элементами первой
строки {τs}

2n−1
s=0 . Выполнение свойства Cθ означает, что при этом θ : 0 ≤ θ < 1 detT 6= 0

и все миноры порядка 2n − 1 имеют один и тот же знак. Данное требование на ядро K,
как отмечено в [4], является менее жестким, чем условие знакорегулярности ядра K, которое
возникло у А.Пинкуса [14] при нахождении точных значений колмогоровских поперечников
классов периодических функций типа Соболева.

Теперь рассмотрим несколько примеров в случае P = {0}. Случай g = 1, K(t) = π−1Dr(t)
(r ∈ N) — ядра Бернулли (см. (0.4)) приводит, как мы уже отмечали, к интерполяционным
полиномиальным сплайнам минимального дефекта степени r. По традиции, начиная с осново-
полагающих работ Дж.Алберга, Э.Нильсона, Дж.Уолша [5] и Ю. Н.Субботина [6], интерпо-
ляционные полиномиальные сплайны изучали и применяли в случае нечетного r только при
θ = 0, в случае четного r — при θ = 1/2 (отметим, что в случае нечетного r при θ = 1/2,
а в случае четного r при θ = 0 задача интерполяции неразрешима). А.К.Кушпель [7] до-
казал, что при таком классическом выборе интерполяционных условий свойство Cθ также
имеет место. Константы Лебега L(π−1Dr, 2n) в этих случаях вычислены Ф.Ричардсом [8]
и А.А.Женсыкбаевым [9]. Еще один принципиальный результат в данной тематике полу-
чен Ю.Н.Субботиным и А.А.Теляковским [10], которые нашли асимптотику роста констант
Лебега периодических интерполяционных полиномиальных сплайнов по параметрам r и n.
Х.Морше [15], И.Цимбаларио [16], В.А.Ким [11;17] и др. изучали константы Лебега интерпо-
ляционных экспоненциальных (и не только периодических) сплайнов, соответствующих линей-
ным дифференциальным операторам с постоянными коэффициентами, характеристические
многочлены которых имеют только действительные корни.

Еще один важный случай, возникающий при P = {0} — случай ядра Пуассона, приводящий
к гармоническим сплайнам (см., например, [1]). Пусть

Πρ,α(t) =
∞
∑

k=1

ρk cos
(

kt−
απ

2

)

(0 < ρ < 1, α ∈ R)

— ядро, являющееся линейной комбинацией ядра Пуассона Πρ(t) =
∑∞

k=1 ρ
k cos kt гармони-

ческих функций и его сопряженного ˜Πρ(t) =
∑∞

k=1 ρ
k sin kt. Выяснением вопроса: при каких
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ρ, α и n свойство Cθ имеет место, помимо авторов цитированных работ [4; 7] занимались так-
же Нгуен Тхи Тхьеу Хоа [18] и А.С.Сердюк и В.В.Боденчук [13]. Из результатов последней
статьи, в частности, следует, что при стандартном выборе числа θ = θ1, которое является
точкой максимума модуля совершенного сплайна λn(x), свойство Cθ имеет место при любых
0 < ρ < 1, α ∈ R и любых n ≥ n(ρ) ≥ 9, где n(ρ) — корень некоторого трансцендентного
уравнения.
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УДК 519.62

ПИСЬМО В РЕДАКЦИЮ

В.И. Бердышев

В моей статье “К задаче сопровождения движущегося объекта наблюдателями” (Тр. Ин-та
математики и механики УрО РАН, 2015, т. 21, № 1), связанной с поиском оптимальных траек-
торий объекта t в пространстве Rn (n ≥ 2), имеется погрешность. Она касается характеризации
наилучшей траектории в одной из задач, рассмотренных в этой статье для двумерного про-
странства. В R

2 имеется телесный многоугольник G, препятствующий движению и видимости.
В его вершинах располагаются наблюдатели, которые в случае опасности со стороны t могут
уйти в теневое множество s(t) ⊂ R

2\G. Одной из характеристик оптимальной траектории T

из заданного “коридора” Y траекторий, соединяющих фиксированные начальную и конечную
точки, в задаче

max
T ⊂Y

min
t∈T

ρ(t, s(t))

является (см. теорему 3 указанной статьи) принадлежность ей точек из построенного набора.
Обозначим его через P. Следующий пример показывает, что этот набор не является полным.

Для вершин a ∈ G через T (a) обозначается множество видимых из a точек t ∈ R
2\G, для

которых a ∈ s(t), при этом a — ближайшая к точке t из вершин, обладающих указанным
свойством. Здесь s(t) — замыкание множества. Множество G (см. рисунок) состоит из двух
симметрично расположенных относительно оси ординат прямоугольных треугольников с вер-
шинами a1 = (1, 0), a2 = (2,−1), a3 = (2, 1) и a′1 = (−1, 0), a′2 = (−2,−1), a′3 = (−2, 1). Среди
траекторий, проходящих между указанными треугольниками, оптимальная траектория долж-
на содержать точки (0, 1), (0,−1), являющиеся ближайшими к вершинам a1, a

′
1 из пересечения

T (a1)
⋂

T (a′1). Однако в указанном выше наборе P они не присутствуют.

a′3
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a′1
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Рисунок.

С уважением, В.И.Бердышев
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ПРАВИЛА ПРЕДСТАВЛЕНИЯ РУКОПИСЕЙ

В журнале “Труды Института математики и механики УрО РАН” публикуются оригиналь-

ные работы теоретического характера по современным разделам математики и механики.
“Труды Института математики и механики УрО РАН” являются изданием широкого про-

филя, поэтому редколлегия рекомендует авторам в начале статьи изложить постановку зада-
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