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МАХНЕВ АЛЕКСАНДР АЛЕКСЕЕВИЧ

(К шестидесятилетнему юбилею)

А.А.Махнев pодился 7 мая 1953 г. в Свердловске. В 1975 г. он окончил с отличием матема-
тико-механический факультет Уральского государственного университета им. А.М.Горького
по специальности “Математика”. После окончания университета Александр Алексеевич рабо-
тает в Институте математики и механики УрО РАН (ИММ УрО РАН) в отделе алгебры и
топологии: инженером (с 1975 г.), младшим научным сотрудником (с 1977 г.), старшим науч-
ным сотрудником (с 1984 г.).

В 1978 г. А.А.Махнев защитил кандидатскую диссертацию “Классы инволюций и самоцен-
трализующиеся подгруппы в конечных группах”, в 1986 г. — докторскую диссертацию “Классы
инволюций и локальные подгруппы в конечных группах”. Ученое звание профессора было при-
своено ему в 1991 г.

С 1985 по 1997 г. А.А.Махнев возглавлял большую кафедру вычислительных методов и
уравнений математической физики на радиотехническом факультете УГТУ-УПИ, а с 1992 г.
является профессором кафедры алгебры и дискретной математики Уральского государствен-
ного (ныне федерального) университета. Он прочитал целый ряд общих математических кур-
сов, а также специальных курсов по алгебре и дискретной математике, подготовил как автор
или соавтор ряд учебных пособий (см. список основных научных трудов).

Продолжая дело своего учителя Альберта Ивановича Старостина, с 1994 г. А.А.Махнев
возглавляет отдел алгебры и топологии ИММ УрО РАН.

В 2003 г. А.А.Махнев был избран членом-корреспондентом РАН, в 2004 г. — действитель-
ным членом Академии инженерных наук РФ.

А.А.Махнев — один из ведущих специалистов по теории групп и ее приложений к ком-
бинаторике и теории графов, признанный в России и за рубежом, автор более 400 научных
работ, в том числе двух обзоров: “Конечные группы” (в соавторстве с А.С.Кондратьевым и
А.И.Старостиным) и “Частичные геометрии и их расширения”. В частности, ему принадлежит
16 статей в энциклопедии “Дискретная математика” (2004).

Научные интересы А.А.Махнева формировались под влиянием его научного руководи-
теля, А.И.Старостина, основателя уральской научной школы по теории конечных групп. В
составе этой школы он активно участвовал в разработке современного арсенала исследования
конечных (особенно неразрешимых) групп, получив ряд ярких результатов. Цикл его тру-
дов, посвященный изучению плотно вложенных подгрупп в конечных группах, является су-
щественным вкладом в ревизию классификации конечных простых групп и удостоен почетного
диплома АН СССР (1986). С конца 1980-х гг. А.А.Махнев активно работает в области теории
графов и конечных геометрий. Им сформировано новое научное направление — приложение
теоретико-групповых результатов и методов в комбинаторике и теории графов, в рамках кото-
рого им и его учениками был получен целый ряд важных результатов. К наиболее значимым
относятся следующие: изучены локально GQ(s, t)-графы для малых значений s; определе-
ны допустимые параметры сильно регулярных расширений квазиклассических обобщенных
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четырехугольников, для некоторых наборов параметров доказаны теоремы существования и
единственности соответствующих графов; найдены порядки автоморфизмов и подграфы их
неподвижных точек некоторых дистанционно регулярных графов; получены характеризации
ряда классов дистанционно регулярных графов довольно общими условиями регулярности или
запрещенными подграфами; положительно решена проблема регулярности в классе графов
Тервиллигера; разработана и реализована программа изучения вполне регулярных графов, в
которых окрестности вершин сильно регулярны с собственным значением 2.

Его результаты неоднократно входили в число лучших по Академии наук. В 2012 г. за цикл
работ “Конечные группы и их приложения к теории графов” Александру Алексеевичу была
присуждена премия имени А.И.Мальцева РАН.

А.А.Махнев является руководителем ряда научных проектов РФФИ, РАН и УрО РАН, а
также международных проектов с НАН Беларуси и ГФЕН Китая. Он руководил двумя хоз-
договорными работами, выполняемыми по координационным планам АН СССР и постановле-
ниям Правительства (1986–1991), двумя грантами Госкомитета РФ но высшему образованию
и рядом грантов Российского фонда фундаментальных исследований (1994–2013), с 2009 г.
руководит работами в рамках программы отделения математических наук РАН и программ
совместных исследований УрО РАН с СО РАН и с НАН Беларуси.

А.А.Махнев возглавляет известную академическую школу алгебраистов г. Екатеринбур-
га. В течение многих лет он руководит научно-исследовательским алгебраическим семинаром
в ИММ УрО РАН, активно участвует в подготовке научных кадров не только в Екатерин-
бурге, но и в Орске, Нальчике и Владикавказе. Под его руководством защищены 14 кандидат-
ских диссертаций; А.А.Махнев являлся научным консультантом по докторским диссертациям
В.В.Кабанова, Д.В.Падучих и А.Л. Гаврилюка.

Александр Алексеевич неоднократно был председателем и членом оргкомитетов и про-
граммных комитетов, а также участником многочисленных математических конференций раз-
ного уровня. Так, он являлся председателем Оргкомитета международных семинаров, посвя-
щенных 70-летию А.И.Cтаростина и 80-летию Н.Ф.Сесекина (Екатеринбург, 2001), 85-ле-
тию и 90-летию со дня рождения С.Н.Черникова (Пермь, 1977; Екатеринбург, 2002), Меж-
дународной конференции по алгебре и геометрии, посвященной 80-летию со дня рождения
А.И.Старостина (Екатеринбург, 2011), Международной конференции по алгебре и геометрии,
посвященной 100-летию со дня рождения С.Н.Черникова (Екатеринбург, 2012), председате-
лем Программного комитета Международной школы-конференции, посвященной 75-летию со
дня рождения А.И.Старостина (Нальчик, 2006) и Российско-китайского семинара “Алгеб-
ра и логика” (Иркутск, 2007), международных школ-конференций, посвященных 60-летию
А.С.Кондратьева (Челябинск, 2008) и 75-летию со дня рождения В.А.Белоногова (Нальчик,
2010). С 2009 по 2013 г. А.А.Махнев был председателем Оргкомитета региональных (а затем
всероссийских и международных) молодежных школ-конференций. Он участвовал в работе
международных математических конгрессов (Варшава, 1983; Берлин, 1998; Пекин, 2002) и
Европейского математического конгресса (Будапешт, 1996).

А.А.Махнев — председатель Совета по защитам докторских диссертаций по специально-
стям “Математическая логика, алгебра и теория чисел“ и “Геометрия и топология” в ИММ
УрО РАН, член объединенного Ученого совета по математике, механике и информатике УрО
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Александр Алексеевич не только успешный математик, но и весьма разносторонний че-
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Сотрудники Института математики и механики УрО РАН, коллеги, ученики и друзья сер-
дечно поздравляют Александра Алексеевича Махнева с юбилеем и желают ему крепкого здо-
ровья и дальнейших творческих успехов!
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В работе доказано, что группы центральных единиц целочисленных групповых колец знакопеременных

групп степеней, больших 38, имеют ранг не менее 11. Приведены таблицы, указывающие ранги всех

групп центральных единиц целочисленных групповых колец знакопеременных групп степеней не более

200. В частности, для каждого r ∈ {0, . . . , 10} получен полный список всех чисел n, для которых группа

центральных единиц целочисленного группового кольца знакопеременной группы степени n имеет ранг r.
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группы, разбиение.

R. Zh.Aleev. Small ranks of central unit groups of integral group rings of alternating groups.

We prove that the ranks of central unit groups of integral group rings of alternating groups of degrees greater

than 38 are at least 11. The presented tables contain ranks of all central unit groups of integral group rings of

alternating groups of degrees at most 200. In particular, for every r ∈ {0, . . . , 10}, we obtain the complete list

of integers n such that the central unit group of the integral group ring of the alternating group of degree n has

rank r.

Keywords: alternating group, group ring, central unit, rank of abelian group, partition.

К юбилеям В.Д.Мазурова и А.А.Махнева

Введение

Фробениус [4] показал, как по разбиению натурального числа n построить неприводимый
комплексный характер симметрической группы Sn. Исследуя неприводимые характеры зна-
копеременных групп, он также связал их с определенными разбиениями и указал все нецелые
значения неприводимых характеров. В работе [5] были определены степени знакопеременных
групп, группы центральных единиц целочисленных групповых колец которых имеют ранг 0.
В работе[1] были определены ранги групп центральных единиц целочисленных групповых
колец знакопеременных групп до степени 36 и доказано, что для любого n ≥ 36 группа цен-
тральных единиц группы An имеет ранг не менее 2. Вычисления рангов групп центральных
единиц целочисленных групповых колец знакопеременных групп были проведены А.В.Кар-
гаполовым [2;3] для степеней, не превосходящих 800.

Основная цель этой работы состоит в том, чтобы найти числа n, для которых ранг группы
центральных единиц целочисленного группового кольца знакопеременной группы степени n

не превосходит 10. Мы будем использовать подход, отличный от упомянутых работ.

В дальнейшем будем придерживаться следующих обозначений и определений.

rn — ранг группы центральных единиц целочисленного группового кольца знакоперемен-
ной группы степени n.

Разбиение натурального числа n = a1 + . . . + ak, где ai ∈ N, будем обозначать через
[a1, . . . , ak].

Число называется квадратом (соответственно, неквадратом), если оно является (соответ-
ственно, не является) квадратом натурального числа.



16 Р.Ж.Алеев

1. Предварительные сведения и формулировка основных результатов

Лемма 1 [5, теорема 4.5]. Ранг rn равен количеству разбиений a = [a1, . . . , ak] натураль-

ного числа n, удовлетворяющих следующим свойствам:

1) ai нечетно, 1 6 i 6 k;

2) ai 6= aj при i 6= j;

3) n ≡ k (mod 4);

4)
∏k

i=1
ai не является квадратом.

Через Fn обозначим множество всех разбиений натурального числа n, удовлетворяющих
условиям 1)–4) леммы 1.

Автором еще около 20 лет назад были найдены ранги rn для n 6 200. Потом это многократ-
но перепроверялось и пересчитывалось моими студентами, однако никогда не публиковалось.
Здесь мы приведем таблицу, которую получил А.В.Каргаполов (не опубликована), за что ему
автор очень признателен.

Т а б л и ц а

n ≡ 1 (mod 8)

n rn n rn n rn n rn n rn

1 0 9 0 17 1 25 1 33 5
41 18 49 45 57 96 65 187 73 324
81 525 89 823 97 1225 105 1787 113 2586
121 3706 129 5335 137 7739 145 11288 153 16572
161 24443 169 36026 177 52947 185 77420 193 112259

n ≡ 5 (mod 8)

n rn n rn n rn n rn n rn

5 1 13 1 21 1 29 3 37 11
45 31 53 71 61 141 69 255 77 427
85 673 93 1022 101 1507 109 2176 117 3129
125 4489 133 6464 141 9390 149 13744 157 20208
165 29782 173 43849 181 64236 189 93514 197 135007

n ≡ 2 (mod 8)

n rn n rn n rn n rn n rn

2 0 10 1 18 4 26 5 34 7
42 13 50 24 58 55 66 125 74 249
82 465 90 824 98 1373 106 2176 114 3350
122 4984 130 7242 138 10377 146 14648 154 20510
162 28644 170 39906 178 55644 186 77765 194 108818

n ≡ 6 (mod 8)

n rn n rn n rn n rn n rn

6 1 14 3 22 5 30 6 38 10
46 18 54 39 62 86 70 178 78 347
86 631 94 1074 102 1745 110 2724 118 4111
126 6046 134 8709 142 12364 150 17381 158 24291
166 33852 174 47186 182 65852 190 92043 198 128899
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Т а б л и ц а (продолжение)

n ≡ 3 (mod 8)

n rn n rn n rn n rn n rn

3 0 11 1 19 5 27 12 35 20
43 33 51 48 59 70 67 113 75 188
83 331 91 595 99 1049 107 1796 115 2990
123 4815 131 7505 139 11426 147 16968 155 24653
163 35237 171 49602 179 68986 187 95106 195 130175

n ≡ 7 (mod 8)

n rn n rn n rn n rn n rn

7 0 15 3 23 7 31 14 39 26
47 37 55 56 63 89 71 140 79 245
87 441 95 785 103 1367 111 2320 119 3793
127 6018 135 9283 143 13929 151 20462 159 29496
167 41810 175 58516 183 81025 191 111240 199 151855

n ≡ 4 (mod 8)

n rn n rn n rn n rn n rn

4 0 12 0 20 2 28 9 36 23
44 47 52 84 60 134 68 208 76 307
84 446 92 666 100 1006 108 1553 116 2447
124 3884 132 6139 140 9631 148 14922 156 22710
164 34011 172 50089 180 72543 188 103570 196 145864

n ≡ 8 (mod 8)

n rn n rn n rn n rn n rn

8 0 16 1 24 4 32 13 40 32
48 59 56 101 64 164 72 243 80 360
88 536 96 797 104 1225 112 1925 120 3049
128 4846 136 7667 144 11951 152 18366 160 27765
168 41226 176 60243 184 86672 192 122869 200 171988

Крайне важной и полезной является следующая лемма.

Лемма 2 [4, c. 179 и 188]. Пусть α — некоторое разбиение числа n, удовлетворяющее

первым трем утверждениям леммы 1. Тогда

1) Число элементов разбиения α не превосходит [
√

n]. В частности, если kn — макси-

мально возможное число элементов таких разбиений α числа n, то

при n ≡ 1 (mod 4) имеем kn > 5 ⇐⇒ n > 25,

при n ≡ 2 (mod 4) имеем kn > 6 ⇐⇒ n > 38,

при n ≡ 3 (mod 4) имеем kn > 7 ⇐⇒ n > 51,

при n ≡ 4 (mod 4) имеем kn > 4 ⇐⇒ n > 16.

2) Произведение элементов разбиения α сравнимо с 1 по модулю 4.
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В данной статье нами доказана

Теорема.

1) Для n 6 38 имеем результаты, приведенные в таблице.

2) Для n > 39 имеем rn > 11.

2. Доказательство теоремы

Докажем первое утверждение теоремы.

Так как для n 6 36 это было сделано в [1] (приведенная выше таблицы также подтверждает
это), то мы рассмотрим только случаи n = 37 и n = 38.

Приведем все разбиения чисел n = 37 и n = 38, удовлетворяющие первым трем утвержде-
ниям леммы 1. Пусть kα — количество элементов разбиения α числа n ∈ {37, 38}, удовлетво-
ряющего первым трем утверждениям леммы 1. Тогда по лемме 2 имеем kα ∈ {1, 5} для n = 37
и kα ∈ {2, 6} для n = 38. Таким образом, для n = 37 имеем разбиения

[37], [1, 3, 5, 7, 21], [1, 3, 5, 9, 19], [1, 3, 5, 11, 17], [1, 3, 5, 13, 15], [1, 3, 7, 9, 17],

[1, 3, 7, 11, 15], [1, 3, 9, 11, 13], [1, 5, 7, 9, 15], [1, 5, 7, 11, 13] и [3, 5, 7, 9, 13],

а для n = 38 — разбиения

[1, 37], [3, 35], [5, 33], [7, 31], [9, 29], [11, 27], [13, 25], [15, 23], [17, 21] и [1, 3, 5, 7, 9, 13].

Поскольку произведение элементов каждого разбиения не является квадратом, то r37 = 11 и
r38 = 10. Утверждение 1) теоремы доказано.

Докажем второе утверждение теоремы.

Пусть n > 39. Мы должны доказать, что rn > 11. Следовательно, для каждого такого n

достаточно указать 11 различных разбиений числа n, удовлетворяющих лемме 1. В следующих
рассуждениях используется тривиальное, но полезное замечание: всякий квадрат нечетного

числа сравним с 1 по модулю 8.

Мы будем рассматривать 8 случаев, соответствующих сравнениям n ≡ ε (mod 8), где ε ∈
{1, . . . , 8}.

Начнем со случая, когда n ≡ 2 (mod 8). Тогда n > 42, поскольку мы предположили, что
n > 39. Данный случай является ключевым в этом разделе, потому что, как легко заметить
из последующего изложения, рассуждения в данном случае переносятся на другие.

Предложение 1. Пусть n ≡ 2 (mod 8) и n > 42. Тогда rn > 11.

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем в три шага.

Ш а г 1. Рассмотрим разбиения вида [k, n−k] с нечетным k. Заметим, что если k(n−k) —
квадрат, то k ≡ 1 (mod 4). В самом деле,

k(n − k) ≡ 1 (mod 8) ⇐⇒ k(2 − k) ≡ 1 (mod 8) ⇐⇒ 2 − k ≡ k (mod 8)

⇐⇒ 2k ≡ 2 (mod 8) ⇐⇒ k ≡ 1 (mod 4).

Ш а г 2. Пусть [k, n− k] — разбиение с k = 4k1 + 3 и n = 8n1 + 2 (k1, n1 ∈ N∪ {0}). Тогда
согласно шагу 1 (4k1 +3)(8n1−4k1−1) не является квадратом для любого k1 ∈ {0, . . . , k̃1}, где
k̃1 — наибольшее из чисел k1 с условием 4k1 + 3 < 8n1 − 4k1 − 1, т. е. k̃1 — решение следующей
системы (относительно k1):

{

4k1 + 3 6 8n1 − 4k1 − 1 − 2

4(k1 + 1) + 3 > 8n1 − 4k1 − 1
⇐⇒

{

8k1 6 8n1 − 6

8k1 > 8n1 − 8
⇐⇒







2k1 6 2n1 −
3

2
2k1 > 2n1 − 2

.
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Отсюда, учитывая целочисленность k1, получаем 2k1 = 2n1 − 2, и потому k̃1 = n1 − 1. Ясно,
что

k̃1 = n1 − 1 > 10 ⇐⇒ n1 > 11 ⇐⇒ n = 8n1 + 2 > 88 + 2 = 90.

Таким образом, предложение 1 верно для n > 90, а в оставшихся случаях среди разбиений
вида [k, n − k] имеется по крайней мере k̃1 + 1 = n1 − 1 + 1 = n1 разбиений в Fn.

Ш а г 3. Итак, рассматриваем n ∈ {42, 50, 58, 66, 74, 82} и получаем соответственно n1 ∈
{5, 6, 7, 8, 9, 10} разбиений в Fn. Произведения элементов разбиений

[5, n − 5] ∈ {[5, 37], [5, 45], [5, 53], [5, 61], [5, 69], [5, 67]}

не являются квадратами, кроме [5, 45], что, кстати, говорит о существенности для условия
[k, n− k] ∈ Fn ограничения k ≡ 3 (mod 4). Отсюда получаем, что утверждение предложения 1
выполнено для n = 82, а для n = 42, 50, 58, 66, 74 имеем соответственно не менее 6, 6, 8, 9, 10
разбиений в Fn.

Для n ∈ {42, 50, 58, 66, 74} разбиения

[9, n − 9] ∈ {[9, 33], [9, 41], [9, 49], [9, 57], [9, 65]}

принадлежат Fn, кроме [9, 49]. Отсюда получаем, что утверждение предложения выполнено
для n = 74, а для n = 42, 50, 58, 66 имеем соответственно не менее 7, 7, 8, 9 разбиений в Fn.

Аналогично для n ∈ {42, 50, 58, 66} разбиения

[13, n − 13] ∈ {[13, 29], [13, 37], [13, 45], [13, 53]},

[17, n − 17] ∈ {[17, 25], [17, 33], [17, 41], [17, 49]}

лежат в Fn, и потому n 6= 66, а для n ∈ {42, 50, 58} имеем соответственно не менее 9, 9, 10
разбиений в Fn.

Для n ∈ {50, 58} разбиения

[21, n − 21] ∈ {[21, 29], [21, 37]}

принадлежат Fn, и потому n 6= 58, а для n ∈ {42, 50} имеем соответственно не менее 9, 10
разбиений в Fn.

Для n = 50 в Fn находим шестерку (пар нет!) [3, 5, 7, 9, 11, 15], и, значит, n 6= 50.

Отметим, что (специально, чтобы использовать в дальнейшем) мы не рассматривали раз-
биения, где есть 1; для n = 42 этого не избежать, и мы дополним имеющиеся уже разбиения
в F42 парой [1, 41] (больше пар нет!) и шестеркой [1, 3, 5, 7, 9, 17].

Это завершает доказательство предложения 1.

Предложение 2. Пусть n ≡ 6 (mod 8) и n > 46. Тогда rn > 11.

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем в три шага по образцу доказательства предложения 1.

Ш а г 1. Рассмотрим снова разбиения вида [k, n − k] с нечетным k. Заметим, что если
k(n − k) — квадрат, то k ≡ 3 (mod 4), что доказывается, как в шаге 1 доказательства предло-
жения 1.

Ш а г 2. Пусть [k, n−k] — разбиение с k = 4k1+1 и n = 8n1+6. Тогда (4k1+1)(8n1−4k1+5)
не будет квадратом для любого k1 ∈ {0, . . . , k̃1}, где k̃1 — наибольшее из чисел k1 с условием
4k1 + 3 < 8n1 − 4k1 − 1. Тогда, как в шаге 2 доказательства предложения 1, показывается, что
k̃1 = n1 и k̃1 > 10 ⇐⇒ n > 86.

Ш а г 3. Завершение доказательства аналогично шагу 3 доказательства предложения 1.

Предложение доказано.
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Предложение 3. Пусть n ≡ 3 (mod 8) и n > 43. Тогда rn > 11.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим тройки [1, k, n − k − 1] с нечетным k. Ясно, что
[k, n−k−1] удовлетворяет шагу 1 доказательства предложения 1, и мы можем воспользоваться
его результатом. По доказательству предложения 1 для любого n−1 > 50 можно найти нужное
количество разбиений в Fn, в которых нет 1. Поэтому надо рассмотреть только n = 43. Из
доказательства предложения 1 получаем, что можно найти 9 троек в Fn. Можно добавить
[3, 5, 35] и [3, 7, 33], поэтому r43 > 11, что завершает доказательство. Предложение доказано.

Предложение 4. Пусть n ≡ 7 (mod 8) и n > 39. Тогда rn > 11.

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству предложения 3.

Предложение 5. Пусть n ≡ 4 (mod 8) и n > 44. Тогда rn > 11.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно общей стратегии попытаемся воспользоваться преды-
дущими случаями, а именно, результатами из доказательства предложения 1. Рассмотрим
четверки вида [1, 9, k, n − k − 10]. По шагу 1 доказательства предложения 1 произведения эле-
ментов четверок вида [1, 9, 4k1 + 3, 8n1 − 4k1 − 9] дадут неквадраты, и их число (см. шаг 2
доказательства предложения 1) будет равно n1− 1. Поэтому предложение 5 верно для n1 > 12
(равносильно, для n = 8n1 + 4 > 100). Остаются n ∈ {44, 52, 60, 68, 76, 84, 92}. Отбрасывая
в четверках 1 и 9, получим пары [4k1 + 3, 8n1 − 4k1 − 9], являющиеся разбиениями чисел
8n1 − 6 = n − 10 ≡ 2 (mod 8). Следовательно, мы можем частично воспользоваться доказа-
тельством предложения 1.

Итак, будем следовать доказательству предложения 1. Для n = 44, 52, 60, 68, 76, 84, 92
имеем соответственно 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 четверок неквадратов. Достаточно далее рассматривать
только пары [k, n − 10 − k] для n − 10. Добавление пар вида [5, n − 15] позволяет не рассмат-
ривать n = 92 и, как в доказательстве предложения 1, получить для n ∈ {44, 52, 60, 68, 76, 84}
соответственно 5, 6, 6, 8, 9, 10 разбиений в Fn. Разбиения [13, n − 23] ∈ {[13, 21], [13, 29], [13, 37],
[13, 45],[13, 53]} — неквадраты, и потому n 6= 84, а для n ∈ {44, 52, 60, 68, 76} имеем не менее
6, 7, 7, 9, 10 разбиений в Fn.

Теперь для n ∈ {44, 52, 60, 68, 76} разбиения

[1, 3, 5, n − 9] ∈ {[1, 3, 5, 35], [1, 3, 5, 43], [1, 3, 5, 51], [1, 3, 5, 59], [1, 3, 5, 67]},

[1, 3, 7, n − 11] ∈ {[1, 3, 7, 33], [1, 3, 7, 41], [1, 3, 7, 49], [1, 3, 7, 57], [1, 3, 7, 65]}

принадлежат Fn, и потому для n = 44, 52, 60, 68, 76 имеем соответственно не менее 8, 9, 9, 11, 12
разбиений в Fn. Остаются только n ∈ {44, 52, 60}, для которых разбиения

[1, 5, 7, n − 13] ∈ {[1, 5, 7, 31], [1, 5, 7, 39], [1, 5, 7, 47]},

[1, 5, 9, n − 15] ∈ {[1, 5, 9, 29], [1, 5, 9, 37], [1, 5, 9, 45]}

принадлежат Fn, кроме [1, 5, 9, 45], и потому для n = 44, 52, 60 имеем соответственно не менее
10, 11, 10 разбиений в Fn. Поэтому n 6= 52, а для n ∈ {44, 60} добавим разбиения

[1, 3, 11, n − 15] ∈ {[1, 3, 11, 29], [1, 3, 11, 45]},

завершая доказательство предложения.

Предложение 6. Пусть n ≡ 8 (mod 8) и n > 40. Тогда rn > 11.

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству предложения 5.
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Предложение 7. Пусть n ≡ 5 (mod 8) и n > 45. Тогда rn > 11.

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем в три шага по образцу доказательства предложения 1.

Ш а г 1. Рассмотрим снова разбиения вида [1, 3, 5, k, n−k−9] с нечетным k и, как в шаге 1
доказательства предложения 1, получим, что 15k(n − k − 9) — неквадрат.

Ш а г 2. Пусть k = 2k1 +7 и n = 8n1 +5. Тогда пятерки вида [1, 3, 5, 2k1 +7, 8n1−2k1−11]
содержатся в Fn для любого k1 ∈ {0, . . . , k̃1}, где k̃1 — наибольшее из чисел k1 с условием
2k1 +7 < 8n1−2k1−7. Как в шаге 2 доказательства предложения 1, получим, что k̃1 = 2n1−5
и k̃1 > 10 ⇐⇒ n > 69.

Ш а г 3. Для n > 69 найдено нужное количество разбиений в Fn, и для оставшихся
случаев n ∈ {45, 53, 61} имеем соответственно не менее 6, 8, 10 пятерок в Fn. Для n ∈ {45, 53, 61}
разбиения

[1, 3, 7, 9, n − 20] ∈ {[1, 3, 7, 9, 25], [1, 3, 7, 9, 33], [1, 3, 7, 9, 41]},

[1, 3, 7, 11, n − 22] ∈ {[1, 3, 7, 11, 23], [1, 3, 7, 11, 31], [1, 3, 7, 11, 39]},

[1, 3, 7, 13, n − 24] ∈ {[1, 3, 7, 13, 21], [1, 3, 7, 13, 29], [1, 3, 7, 13, 37]},

[1, 3, 7, 15, n − 26] ∈ {[1, 3, 7, 15, 19], [1, 3, 7, 15, 27], [1, 3, 7, 15, 35]}

принадлежат Fn, кроме [1, 3, 7, 15, 35], и потому для n = 45, 53, 61 имеем соответственно не
менее 10, 12, 13 пятерок в Fn. Таким образом, осталось рассмотреть n = 45. Для него уже
имеем 10 разбиений из Fn и, добавив [1, 3, 9, 11, 21], завершаем доказательство.

Предложение 8. Пусть n ≡ 1 (mod 8) и n > 41. Тогда rn > 11.

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем в три шага по образцу доказательства предложения 1.

Ш а г 1. Рассмотрим снова разбиения видов [1, 3, 7, k, n − k− 11] и [1, 3, 11, k, n − k − 15] с
нечетным k. Как в шаге 1 доказательства предложения 1, получим, что если 21k(n − k − 9) —
квадрат или 33k(n − k − 15) — квадрат, то k ≡ 1 (mod 4).

Ш а г 2. Итак, пятерки [1, 3, 7, 4k0+11, 8n1−1−4k0−11−11] = [1, 3, 7, 4k0+11, 8n1−4k0−21]
и [1, 3, 11, 4k1+15, 8n1−1−4k0−15−15] = [1, 3, 7, 4k1+11, 8n1−4k1−29] всегда дадут неквадраты
для любого k0 ∈ {0, . . . , k̃0}, где k̃0 — наибольшее из чисел k0 с условием 4k0+11 < 8n1−4k1−21
и k1 ∈ {0, . . . , k̃1}, где k̃1 — наибольшее k1 с условием 4k1 + 15 < 8n1 − 4k1 − 29. Как в шаге 2
доказательства предложения 1, получим k̃0 = n1 − 5 и k̃1 = n1 − 6.

Ш а г 3. Завершение доказательства аналогично шагу 3 доказательства предложения 7.

Утверждение 2) теоремы непосредственно следует из предложений 1–8.

Теорема доказана.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 19 № 3 2013

УДК 512.54

О ГРУППАХ С ОТНОСИТЕЛЬНО МАЛЫМИ НОРМАЛИЗАТОРАМИ

НЕАБЕЛЕВЫХ ПОДГРУПП

В.А. Антонов

Исследуется строение неразрешимой конечной группы G, в которой для любой неабелевой подгруппы A

индекс |NG(A) : ACG(A)| либо равен единице, либо является простым числом.

Ключевые слова: конечная группа, подгруппа, нормализатор, централизатор.

V. A.Antonov. On groups with relatively small normalizers of nonabelian subgroups.

We investigate the structure of a finite nonsolvable group G in which for any nonabelian subgroup A the

index |NG(A) : ACG(A)| is equal to the unit or a prime.

Keywords: finite group, subgroup, normalizer, centralizer.

Если A — произвольная подгруппа группы G, то NG(A) ≥ ACG(A), а индекс |NG(A) :
ACG(A)| равен порядку некоторой подгруппы из Out(A), индуцированной элементами груп-
пы G. В данной работе изучается строение конечных групп G, в которых для любой неабелевой
подгруппы A индекс |NG(A) : ACG(A)| делит некоторое простое число (т. е. либо равен едини-
це, либо является простым числом). Такие группы будем называть NSNA-группами.

Заметим, что ограничения на величину индекса |NG(A) : ACG(A)| весьма существенно
влияют на свойства самой группы. Так, например, в работах Смита и Тирера [1] показано,
что если в конечной группе G для силовской p-подгруппы P выполняется равенство |NG(P ) :
PCG(P )| = 2, а P либо является нециклической абелевой группой, либо имеет коммутант
простого порядка, то G′ < G.

В то же время для получения полного описания групп с ограничениями на индекс |NG(A) :
ACG(A)| нужно, чтобы подгруппа A пробегала достаточно большое множество подгрупп. В
качестве такого множества естественно выбирать множество всех абелевых (неабелевых), при-
марных (непримарных), инвариантных (неинвариантных) подгрупп. В ряде работ автора и его
учеников Н.Н.Аминевой и Т. Г.Ножкиной (см. [2–7]) были описаны группы, в которых для
любой подгруппы A из такого множества подгрупп индекс |NG(A) : ACG(A)| делит фиксиро-
ванное для данной группы G простое число p.

Следующим естественным шагом является исследование групп, в которых число p не явля-
ется фиксированным, т. е. для различных подгрупп этот индекс может быть равен различным
простым числам. Одной из таких задач и посвящена данная статья.

Отметим, что свойство быть NSNA-группой переносится на подгруппы и фактор-группы.
Цель данной работы — описание строения неразрешимых NSNA-групп.

Теорема 1. Конечная неабелева простая группа G тогда и только тогда является NSNA-

группой, когда выполняется одно из следующих утверждений:

1) G ∼= PSL(2, pn), где
pn − 1

(2, pn − 1)
— простое число;

2) G ∼= PSL(2, pn), где
pn − 1

(2, pn − 1)
— произведение двух простых чисел;

3) G ∼= Sz(8), A7 или J1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть G — конечная неабелева простая NSNA-
группа. Как известно, все конечные абелевы простые группы исчерпываются знакоперемен-
ными группами, группами лиева типа и спорадическими простыми группами.

Предположим сначала, что G — простая группа лиева типа над полем GF (pn), где p —
простое число и n ∈ N. Если S — силовская p-подгруппа из G, то CG(S) ≤ S и NG(S) =
S ⋋ H, где H — подгруппа Картана группы G. Из определения NSNA-группы следует, что
|H| ∈ {1, q, qr}, где q и r — простые числа, причем случай |H| = qr возможен только в случае
коммутативности группы S, т. е. при G ∼= PSL(2, pn).

Дальнейшее исследование проведем в зависимости от величины лиева ранга l группы G.

Если l > 2 и J — параболическая подгруппа группы G, соответствующая паре несмеж-
ных вершин диаграммы Дынкина группы G, то (см. [8, предложение 2.17]) J = J/Op(J) =
(Y 1 × Y 2) · H, где Y 1 и Y 2 — группы лиева ранга 1 над полем GF (pn), а H — подгруппа
Картана группы G. Обозначим через Hi подгруппу Картана из Yi для i = 1, 2.

Так как порядок H делит простое число, то случай |H1| 6= 1 6= |H2| невозможен. Если эти
несмежные вершины диаграммы Дынкина можно выбрать так, что |H1| = |H2| = 1, то pn = 2,
Hi изоморфна одной из групп A1(2) или 2A2(2), и если A/O2(J) — холлова 2′-подгруппа из J ,
то подгруппа A неабелева и |NG(A) : ACG(A)| делится на 4.

Предположим теперь, что |H1| = 1 6= |H2|. Тогда G изоморфна одной из групп 2E6(2),
2A5(2),

2A6(2) или 2D4(2). В каждом из этих случаев Y2
∼= A1(4), а Y1

∼= A1(2) или 2A2(2).
Если R — холлова 2′-подгруппа из Y1, а S — силовская 2-подгруппа из Y2, то для подгруппы
A = RS2 индекс |NG(A) : ACG(A)| делится на 6; противоречие.

Таким образом, l ≤ 2. Если l = 2, то группа G изоморфна одной из групп A2(p
n), B2(p

n),
2A3(p

n), 2A4(p
n), 3D4(p

n), (2F4(2))
′ или 2F4(2

2n+1) при n > 0. Группа (2F4(2))
′ содержит под-

группу, изоморфную PSL(2, 25), которая не является NSNA-группой, так как у нее порядок
подгруппы Картана равен 12. Группа A2(2) изоморфна PSL(2, 7), а группа B2(2) ∼= S6 не про-
ста. Поэтому можно считать, что |H| > 1. Из формул для порядка подгрупп Картана [9, с. 121
и 251] и простоты этого числа следует, что G изоморфна одной из групп A2(4), B2(3) ∼=

2A3(2)
или 3D4(2). Но в группе A2(4) силовская 3-подгруппа S совпадает со своим централизатором и
имеет индекс 8 в своем нормализаторе (см. [10]), т. е. если A = S⋋〈z〉, где z — элемент порядка 2
из NG(S), то |NG(A) : ACG(A)| = 4. В группе 2A3(2) силовская 3-подгруппа неабелева и имеет
индекс 8 в своем нормализаторе (см. [10]). Группа 3D4(2) содержит такую экстраспециальную
подгруппу A порядка 29, что NG(A)/A ∼= PSL(2, 8) [10].

Таким образом, l = 1. Если G ∼= A1(p
n), то порядок |H| = (pn − 1)/(2, pn − 1) должен быть

либо простым числом, либо произведением двух простых чисел, т. е. G — группа типа 1) или 2)
из условия теоремы. Группа 2A2(2) не проста, а в группе 2A2(p

n) при pn > 2 число |H| = (p2n−
1)/(3, pn+1) не может быть простым. Если G ∼= 2B2(2

2n+1) и n > 1, то силовская 2-подгруппа S

группы G не является NSNA-группой. В самом деле, если a и b — два неперестановочных
элемента из S и A = 〈a, b〉Z(S), то CS(A) = Z(S) и |S : A| = 22n−1. Следовательно, в этом
случае G ∼=2B2(2

3) = Sz(8).

Предположим теперь, что G ∼= An. Так как A5
∼= PSL(2, 4), а A6

∼= PSL(2, 9), то можно
считать, что n ≥ 7. Но группа A8

∼= PSL(4, 2) по уже доказанному не является NSNA-
группой. Поэтому n = 7.

Теперь, используя [10], покажем, что G не может быть простой спорадической группой,
отличной от J1. Для этого достаточно показать, что любая такая группа содержит подгруп-
пу, не являющуюся NSNA-группой. Через Gp условимся обозначать силовскую p-подгруппу
группы G для простого числа p.

1) В группе M11 подгруппа G3 совпадает со своим централизатором, а ее нормализатор
NG(G3) равен G3 ⋋ K, где K — полудиэдральная группа порядка 16, что невозможно.

2) M12, M23, M24, Co3, Suz и McL содержат M11.

3) M22 содержит подгруппу H вида E16 ⋋ A6, и если B — силовская 3-подгруппа из H и
A = E16 ⋋ B, то |NH(A) : ACH(A)| = 4.



О группах с относительно малыми нормализаторами неабелевых подгрупп 25

4) В группе M24 централизатор центральной инволюции содержит неабелеву подгруппу A

порядка 27 со свойством NG(A)/A ∼= PSL(2, 7).

5) F22 содержит S10, а F23 и F ′
24

содержат S12.

6) В группе O′N подгруппа G7 неабелева и NG(G7)/G7
∼= Z3 × D8.

7) В группе J2 имеем NG(G3) = G3 ⋋ 〈a〉, CG(G3) = G3 и |a| = 8.

8) В группах J3 и He подгруппа NG(G17) является группой Фробениуса порядка 17 · 8; в
группах J4 и Co2 подгруппа NG(G29) — группа Фробениуса порядка 29 · 28, что невозможно,
а Co1 и F2 содержат Co2.

9) Группа F1 содержит такую инволюцию τ , что CG(τ)/O2(CG(τ)) ∼= Co2.

10) В группе Ly подгруппа NG(G37), а в группе F3 подгруппа NG(G19) являются группами
Фробениуса порядков 37 · 18 и 19 · 18 соответственно.

11) Группа F5 содержит HS, а в группе HS подгруппа NG(G3) изоморфна S3 × S5, и если
A ∼= A3 × A5, то |NG(A) : ACG(A)| делится на 4.

12) В группе Ru централизатор центральной инволюции z содержит такую инвариантную
неабелеву подгруппу A порядка 211, что CG(z)/A ∼= S5.

Достаточность. Пусть G — группа из теоремы. Если A — собственная неабелева под-
группа группы G, то NG(A) < G. Поэтому достаточно убедиться, что любая максимальная
подгруппа группы G является NSNA-группой.

Предположим сначала, что G ∼= PSL(2, pn). Так как число (pn−1)/(2, pn−1) является либо
простым числом, либо произведением двух простых чисел, то, как несложно видеть, n является
либо простым числом, либо квадратом простого числа. Из теоремы Диксона [11, теорема 2.8.27]
следует, что максимальные подгруппы группы G исчерпываются подгруппами из следующего
списка: NG(P ) = P ⋋ 〈a〉, где P — силовская p-подгруппа и |a| = (pn − 1)/(2, pn − 1); группы
диэдра порядков 2(pn±1)/(2, pn−1); S4 при pn ≡ ±1(8), A4 при pn ≡ ±3(8), A5 при pn ≡ ±1(10);
PSL(2, pr) при n = r2. Несложно проверить, что каждая из них является NSNA-группой.

В группе Sz(8) максимальными подгруппами являются следующие группы [10]: NG(Q) =
Q ⋋ 〈a〉, где Q — силовская 2-подгруппа и |a| = 7; группы диэдра порядка 14; группы Фробе-
ниуса вида 〈a〉 ⋋ 〈b〉, где |a| ∈ {5, 13} и |b| = 4.

Максимальные подгруппы A7 исчерпываются группами следующих типов: A6, S5, PSL(2, 7)
и (A4 × 〈a〉) ⋋ 〈b〉, где a3 = b2 = 1 (см. [10]).

Максимальными подгруппами группы J1 являются группы следующих типов (см. [10]):
PSL(2, 11), Z2 × A5, E8 ⋋ Z21, D6 × D10, Z7 ⋋ Z6, Z11 ⋋ Z10, Z19 ⋋ Z6. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е. Несложно показать, что если число (pn−1)/(2, pn−1) является простым,
то либо p = 2 и n — простое число, либо p = 3 и n — нечетное простое число, либо p > 3 и
n = 1. Если число (pn − 1)/(2, pn − 1) является произведением двух простых чисел, то еще
возможны случаи pn = 9 и p ∈ {2, 3}, а n — квадрат нечетного простого числа. Кроме того,
если (pn − 1)/(2, pn − 1) является простым числом и pn 6≡ ±1(8), то в группе G ∼= PSL(2, pn)
для любой неабелевой подгруппы A выполняется равенство NG(A) = ACG(A), а для любой
абелевой подгруппы A индекс |NG(A) : ACG(A)| делит простое число.

В дальнейшем через F (G) и F ∗ = F ∗(G) условимся обозначать подгруппу Фиттинга и
обобщенную подгруппу Фиттинга группы G.

Теорема 2. Пусть G — неразрешимая непростая NSNA-группа. Тогда выполняется один

из следующих случаев:

1) подгруппа F (G) = F ∗(G) абелева и G/F (G) ∼= PSL(2, 4);

2) G = Z(G) × G1, где G1 — группа из теоремы 1;

3) G = Z(G) · G1, где G1
∼= SL(2, pn), а G1/Z(G1) — группа из п. 1) теоремы 1 при

pn ≡ ±3(8);

4) G = Z(G) × G1 × G2, G1 и G2 — группы из п. 1) теоремы 1, и pni

i 6≡ −1(8), i = 1, 2.

5) F ∗ = Z(F ∗) × G1, где G1 — группа из п. 1) теоремы 1, и если p > 3, то pn ≡ ±3(8),
G = F ∗〈a〉, |G/F ∗| = r — простое число и [a,G1] = 1;
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6) F ∗ = Z(F ∗)×G1, где G1 — группа из п. 1) теоремы 1, G = F ∗〈a〉, |G/F ∗| = r — простое

число и элемент a индуцирует внешний автоморфизм группы G1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G — неразрешимая непростая NSNA-группа. Предполо-
жим сначала, что F (G) = F ∗(G). Тогда CG(F (G)) ≤ F (G). Если группа F (G) неабелева, то
|G : F (G)| — простое число, что противоречит неразрешимости G. Поэтому подгруппа F (G)
абелева. Кроме того, если A/F (G) — произвольная неединичная подгруппа из G/F (G), то
подгруппа A неабелева и, следовательно, |NG(A) : A| делит простое число.

Если G1/F (G) — минимальная нормальная подгруппа группы G/F (G), то индекс |G : G1|
делит простое число. Предположим сначала, что G = G1. Тогда G/F (G) — простая NSNA-
группа, т. е. группа из теоремы 1.

Если G/F (G) ∼= Sz(8) и zF (G) — центральная инволюция из силовской 2-подгруппы
S/F (G) группы G/F (G) (z ∈ S > F (G)), то подгруппа A = 〈F (G), z〉 неабелева и |NS(A) :
ACS(A)| = 25. Случаи G/F (G) ∼= A7 и G/F (G) ∼= J1 рассматриваются аналогично, здесь
индекс такой подгруппы равен 4 или 60 соответственно.

Пусть G/F ∼= PSL(2, pn), где p — простое число и n ∈ N. Если S/F (G) — силовская p-
подгруппа из G/F (G), то подгруппа S неабелева. Поэтому число (pn − 1)/(2, pn − 1) является
простым. Если A/F (G) — подгруппа порядка p из S/F (G), то из того, что индекс |NS(A) : A|
делит простое число, следует, что n ≤ 2. Если n = 2, то из простоты числа (p2 − 1)/(2, p2 − 1)
следует, что p = 2, т. е. G/F (G) ∼= PSL(2, 4).

Пусть n = 1, p > 3 и (p−1)/2 является простым числом. Так как PSL(2, 5) ∼= PSL(2, 4), то
можно считать, что p > 5. Группа G/F (G) содержит диэдральную подгруппу H/F (G) порядка
(pn + 1). Еcли A/F (G) = Z(H/F (G)), то CG(A) < A и индекс |NG(A) : ACG(A)| = (p + 1)/2
является простым числом. Но числа (p − 1)/2 и (p + 1)/2 одновременно являются простыми
числами только при p = 5.

Предположим теперь, что G1 < G. Тогда, по уже доказанному, G1/F (G) ∼= PSL(2, 4) и
G = G1〈a〉 для некоторого a ∈ G. Предположим сначала, что элемент a индуцирует внешний
автоморфизм группы G1/F (G). Если A/F (G) — подгруппа порядка 5 из G1/F (G), то в силу
леммы Фраттини можно считать, что aF ∈ NG/F (G)(A/F (G)). Но тогда |NG(A) : ACG(A)| де-
лится на 4, что невозможно. Поэтому a индуцирует внутренний автоморфизм группы G1/F (G).
Умножая a на соответствующий элемент из G1, можно считать, что [aF (G), G1/F (G)] = 1. Ес-
ли A = F (G)〈a〉, то NG(A) = G, а CG(A) < F . Но тогда |NG(A) : ACG(A)| = |G1/F (G)|, что
невозможно.

Итак, если F (G) = F ∗(G), то G — группа типа 1) из условия теоремы. Поэтому в даль-
нейшем считаем, что F (G) < F ∗(G). Тогда F ∗(G) = F (G)L, где L — слой группы G и
[L,F (G)] = 1. Если A1 и A2 — такие подгруппы из F (G) и L соответственно, что NG(Ai) >

AiCG(Ai), то для подгруппы A = A1A2 индекс |NG(A) : ACG(A)| не является простым числом.
Поэтому NG(A1) = A1CG(A1) для любой подгруппы A1 ≤ F (G), и, следовательно, подгруппа
F (G) абелева, т. е. F (G) = Z(F ∗(G)).

Предположим сначала, что G = F ∗(G). Тогда G/Z(G) =
∏n

i=1
Gi, где Gi — простые группы

из теоремы 1. Так как группы Gi неабелевы, то найдутся такие подгруппы Hi из Gi, что
NGi

(Hi) > HiCGi
(Hi). Если n > 2 и A = H1H2G3, то индекс |NG(A) : ACG(A)| не является

простым числом (здесь и далее, если H ≤ G/Z(G), то через H обозначается полный прообраз
в G факторгруппы H). Поэтому n ≤ 2.

Пусть n = 1. Если Z(L) = E, то G — группа из п. 2) теоремы. Пусть Z(L) 6= 1. Тогда L —
накрывающая для группы из теоремы 1. Предположим, что L/Z(L) ∼= A7. Мультипликатор
Шура группы A7 имеет порядок 6. Если |Z(L)| делится на 2 и A/Z(L) — четверная группа
из L/Z(L), то подгруппа A неабелева и |NG(A) : ACG(A)| = 6. Если |Z(L)| = 3 и A/Z(G) —
силовская 3-подгруппа из G/Z(G), то снова подгруппа A неабелева и |NG(A) : ACG(A)| = 4.
Поэтому G/Z(G) 6∼= A7.

Если L — накрывающая для Sz(8), то силовская 2-подгруппа S группы L имеет индекс 21
в своем нормализаторе ([10]), что невозможно. Мультипликатор Шура группы J1 тривиален,
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поэтому L ≇ J1.

Рассмотрим теперь случай G/Z(G) ∼= PSL(2, pn). Из Z(L) 6= 1 следует, что p 6= 2 при
n > 2. Так как PSL(2, 4) ∼= PSL(2, 5), то можно считать, что pn > 4. Если pn 6= 9, то G =
Z(G)G1, где G1

∼= SL(2, pn). Если при этом pn ≡ ±1(8), то G/Z(G) содержит подгруппу
B/Z(G) ∼= S4. И если A/Z(G) — четверная подгруппа из B/Z(G), то подгруппа A неабелева
и |NG(A) : ACG(A)| = 6. Поэтому pn ≡ ±3(8). Для группы PSL(2, 9) мультипликатор Шура
имеет порядок 6. Если |Z(L)| делится на 3 и A/Z(G) — силовская 3-подгруппа из G/Z(G), то
подгруппа A неабелева и |NG(A) : ACG(A)| = 4. Поэтому |Z(L)| = 2. Так как 9 ≡ 1(8), то
G/Z(G) содержит подгруппу, изоморфную S4, и если A/Z(L) — четверная группа, то снова
|NG(A) : ACG(A)| = 6.

Итак, если n = 1 и G = F ∗, то G — группа типа 2) или 3) из условия теоремы. Пред-
положим теперь, что n = 2, т. е. G/Z(G) = G1 × G2. Пусть Gi — полный прообраз в G

группы Gi. Обозначим через Hi такие подгруппы из Gi, i = 1, 2, что NGi
(Hi) > HiCGi

(Hi).
Если Z(L) 6= 1, то можно считать, что подгруппы Hi неабелевы, и тогда для подгруппы
A = H1H2 индекс |NG(A) : AC(A)| не является простым числом. Поэтому L = G1 × G2.
Если, например, в качестве H1 можно выбрать неабелеву подгруппу, то из простоты числа
|NG(H1H2) : (H1H2)CG(H1H2)| следует, что NG2

(H2) = H2CG2
(H2), что противоречит выбору

подгруппы H2. Поэтому для любой неабелевой подгруппы Ai из Gi выполняется равенство
NGi

(Ai) = AiCGi
(Ai), т. е. G — группа типа 4) из условия теоремы. В самом деле, предпо-

ложим, например, что pn1

1
≡ −1(8). Тогда G содержит в качестве подгруппы группу диэдра

H = 〈a〉⋋〈b〉 порядка (pn
1
+1), и если A = 〈a2〉⋋〈b〉, то подгруппа A неабелева и |H/A| = 2 6= 1.

Рассмотрим теперь случай, когда G > F ∗(G). Тогда r = |G/F ∗(G)| является простым чис-
лом. Пусть G = F ∗(G)〈a〉 для некоторого a ∈ G, а F ∗(G) — группа типа 2)–4) из условия
теоремы. Тогда подгруппы Z(F ∗(G)) и H = [F ∗(G), F ∗(G)] являются a-допустимыми подгруп-
пами. Если a индуцирует внутренний автоморфизм группы H, то, как и выше, можно считать,
что [a,H] = 1 и подгруппа Z(F ∗)〈a〉 неабелева. Если при этом K — произвольная подгруппа
из H и A = 〈Z(F ∗),K, a〉, то из того, что |NG(A) : ACG(A)| делит простое число, следует,
что |NH(K) : KCH(K)| тоже делит простое число. А из произвольности подгруппы K ≤ H

получаем (см. [12]), что F ∗(G) является группой типа 2) из условия теоремы 1 и pn 6≡ ±1(8),
т. е. G — группа типа 5).

Предположим теперь, что элемент a индуцирует внешний автоморфизм группы H. Для
удобства будем считать, что F ∗(G) = H. Так как группа внешних автоморфизмов группы J1

тривиальна, то F ∗ не изоморфна J1.

Если F ∗(G) ∼= Sz(8), то силовская 2-подгруппа S из G имеет индекс 21 в своем норма-
лизаторе (см. [10]), что невозможно. Если F ∗(G) ∼= A7, то из Aut(A7) ∼= S7 следует, что G

содержит подгруппу вида S4 × S3. Если B — четверная подгруппа из S4 и A = B × S3, то
|N(A) : AC(A)| = 6.

Если же F ∗(G) ∼= SL(2, pn), p ≡ ±3(8) и A — силовская 2-подгруппа из F ∗(G), то |NG(A) :
ACG(A)| = 6, что невозможно.

Пусть теперь F ∗(G) = G1 × G2. Если Ga
1

= G2 и S1 — силовская p1-подгруппа из G1,
то можно считать, что подгруппа A = S1 × Sa

1
является a-допустимой подгруппой. Но тогда

|NG(A) : ACG(A)| = r ·
(

(pn − 1)/(2, pn − 1)
)2

, что невозможно. Если каждая из подгрупп G1 и
G2 a-допустима и Si — силовская pi-подгруппа из Gi для i = 1, 2, то для подгруппы A = S1×S2

выполняется равенство |NG(A) : ACG(A)| = r ·
∏

2

i=1

(

(pni

i − 1)/(2, pni

i − 1)
)2

.

Таким образом, F ∗(G) ∼= PSL(2, pn) при подходящих значениях pn. Если A — силовская
p-подгруппа из F ∗(G), то из |NG(A) : ACG(A)| = 2(pn − 1)/(2, pn − 1) получим, что (pn −
1)/(2, pn − 1) является простым числом, т. е. G — группа типа 6) из условия теоремы.

Теорема доказана.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН
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УДК 512.54

О КОНТРОЛЕ ПРОСТОГО СПЕКТРА КОНЕЧНОЙ ПРОСТОЙ ГРУППЫ1

В.А.Белоногов

Множество π(G) всех простых делителей порядка конечной группы G часто называют её простым спек-

тром. Доказано, что каждая конечная простая неабелева группа G имеет секции H1, . . . , Hm некоторого

особого вида такие, что π(H1) ∪ . . . ∪ π(Hm) = π(G) и m ≤ 5, причем в случае, когда G — знакопере-

менная или классическая простая группа, m ≤ 2. Кроме того, в любом случае секции Hi можно выбрать

так, чтобы каждая из них была простой неабелевой группой, группой Фробениуса или (в одном случае)

диэдральной группой. Если для конечной группы G выполнено записанное выше равенство, то мы гово-

рим, что множество {H1, . . . , Hm} контролирует простой спектр группы G. Изучается также некоторый

параметр c(G) конечных групп G, связанный с понятием контроля.

Ключевые слова: конечная группа, простая группа, простой спектр, максимальная подгруппа, секция

группы.

V.A. Belonogov. On control of the prime spectrum of the finite simple groups.

The set π(G) of all prime divisors of the order of a finite group G is often called its prime spectrum. It is

proved that every finite simple nonabelian group G has sections H1, . . . , Hm of some special form such that

π(H1) ∪ . . . ∪ π(Hm) = π(G) and m ≤ 5, in the case when G is an alternating or classical simple group, in

addition, m ≤ 2. Moreover, in any case, it is possible to choose the sections Hi so that each of them is a simple

nonabelian group, a Frobenius group, or (in one case) a dihedral group. If the above equality is realized for a

finite group G, then we say that the set {H1, . . . , Hm} controls the prime spectrum of G. We also study some

parameter c(G) of finite groups G related to the notion of control.

Keywords: finite group, simple group, prime spectrum, maximal subgroup, section of a group.

Введение

Пусть G — конечная группа. Множество π(G) всех простых делителей её порядка будем
называть π-спектром или, следуя фольклору, простым спектром группы G. Скажем, что
подгруппы (или секции) H1, . . . ,Hm из G контролируют простой спектр группы G (или, для
краткости, контролируют π(G)), если

π(H1) ∪ . . . ∪ π(Hm) = π(G). (0.1)

В этой ситуации можно сказать также, что множество {H1, . . . ,Hm} контролирует π(G).
Наименьшее из чисел m, для которых возможна описанная выше ситуация для некоторых
собственных подгрупп Hi из G, обозначим через c(G). Понятно, что определение c(G) не за-
висит от того, собственные подгруппы или произвольные гомоморфные образы собственных
подгрупп группы G допускаются в (0.1) в качестве Hi. Параметр c(G) не определён лишь в
случае, когда G не имеет собственных неединичных подгрупп, т. е. есть единичная группа или
группа простого порядка.

В настоящей статье мы исследуем некоторые свойства конечных простых неабелевых групп,
связанные с введёнными выше понятиями. Определённый интерес представляют ситуации,
когда число m в (0.1) мало (например, равно c(G)) или же когда удаётся выбрать секции

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 13-01-00469), РФФИ-ГФЕН Китая

(проект 12-01-91155), программы Отделения математических наук РАН (проект 12-Т-1-1003), програм-

мы совместных исследований УрО РАН с СО РАН (проект 12-С-1-10018) и НАН Беларуси (проект

12-С-1-1009).
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H1, . . . ,Hm некоторого специального, “хорошего”, вида, удобного для применения в той или
иной конкретной ситуации.

В теоремах 1, 2, 3 настоящей статьи рассматриваются отдельно случаи, когда G — знако-
переменная или классическая простая группа, простая исключительная группа лиева типа и
спорадическая простая группа соответственно. В каждой из них получено равенство вида (0.1)
для некоторых секций Hi собственных подгрупп группы G, причём всегда оказывается m ≤ 5.
Кроме того, показано, что в любом случае секции Hi можно выбрать так, чтобы каждая из них
была простой неабелевой группой, группой Фробениуса или (в одном случае в теореме 1) диэд-
ральной группой. Именно такой выбор оказался полезным в применении к одной конкретной
ситуации в разд. 4 (см. предложения 2, 3 ниже).

Поскольку, очевидно, π(G/Φ(G)) = π(G) и гомоморфные образы собственных подгрупп
группы G/Φ(G) являются одновременно гомоморфными образами собственных подгрупп груп-
пы G (см. лемму 1 ниже), то c(G/Φ(G)) = c(G), и, более того, заключения теорем 1–3 останутся
справедливыми при условии, что не сама G, а лишь её факторгруппа G/Φ(G) предполагается
простой группой с указанными свойствами.

По сказанному выше, c(G) ≤ 5 для всех конечных простых неабелевых групп G. Более
точная информация о значениях c(G) для простых групп G приводится в следствиях тео-
рем 1–3. Для многих из них оказывается, что c(G) ≤ 2. Таковы все знакопеременные и все
классические простые группы, исключительные группы G2(q),

3D4(q), F4(q),
2F4(q)

′ и 19 спо-
радических групп: M11, M12, M22, M23, M24, J2, J3, HS, He, Mc, Ru, O′N , Co3, Co2, Co1, Fi22,
Fi23, Fi′

24
, F5. Максимальное число c(G) = 5 имеют только наибольшая группа Янко J4 и, ве-

роятно, группы E8(q). Для многих простых групп (в частности, для спорадических) получены
точные значения c(G), причём все значения от 1 до 5 встречаются.

Что касается непростых групп G, то для них, как правило, c(G) ≤ 2, а именно,

если c(G) ≥ 3, то G/Φ(G) — простая неабелева группа.

Действительно, если G ⊲ N > Φ(G), то G = MN для некоторой максимальной подгруп-
пы M из G и, следовательно, c(G) ≤ 2. Из этого замечания и теорем 1–3 вытекает

Предложение 1. {m ∈ N | m = c(G) для некоторой конечной группы G} = {1, 2, 3, 4, 5}.

Используемые далее понятия и обозначения, в основном, стандартны (см., например, [1–3]).
В частности, N — множество всех натуральных чисел; секция группы G есть гомоморфный
образ некоторой её подгруппы; если n ∈ N, то π(n) есть множество всех простых делителей
числа n; если же π — множество простых чисел, то π′ есть множество всех простых чисел, не
содержащихся в π; группа называется π-разложимой (или (π, π′)-разложимой), если она яв-
ляется прямым произведением π-группы и π′-группы; группой Шмидта называется конечная
ненильпотентная группа, все собственные подгруппы которой нильпотентны; ∪̇ — знак объ-
единения попарно непересекающихся множеств; запись A := B (читается: A по определению
равно B) означает, что A есть обозначение для B. Через Zn, En и Dn обозначаются соответ-
ственно циклическая, элементарная абелева и диэдральная группы порядка n. Подгруппа H

группы G называется изолированной в G, если H∩Hg = 1 при всех g ∈ G\NG(H) и CG(h) ⊆ H

для всех h ∈ H \ {1}. Всюду в этой статье q есть степень простого числа.
Запись G

.
= A.B (читается “G имеет тип A.B” или “G есть группа типа A.B”) означает, что

группа G имеет нормальную подгруппу, изоморфную A, фактор-группа по которой изоморфна
B (т. е. G есть расширение A с помощью B). В случае расщепляемого расширения, а именно,
полупрямого или прямого произведения, вместо точки может быть использован знак ⋋ или ×
соответственно. В правой части может быть большее число “множителей”. Например, запись
G

.
= A.B ⋋ C.D означает, что G

.
= ((A.B) ⋋ C).D (скобки “привязаны” к левой стороне).

(В Атласе [4] и многих других работах в подобных обозначениях вместо знака “⋋” используется
знак “ :” .)

В заключительном разд. 4 настоящей статьи полученные результаты применяются для
доказательства следующих двух предложений.
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Предложение 2. Пусть π — множество простых чисел. Для конечной не π-разложимой

группы G равносильны условия:
(1) все максимальные подгруппы группы G π-разложимы;
(2) G — группа Шмидта.

Этот результат выводится из теорем 1–3, классификации конечных простых групп [5] и
статьи автора [6] (в которой он был доказан при условии, что фактор-группа G/Φ(G) непро-
ста). Отметим, что предложение 2 является также следствием результатов статьи [6] и статьи
З.Арада и Д.Чиллага [7], где также используется классификация конечных простых групп.
В доказательстве, полученном в настоящей статье, используются другие идеи.

При π = {p} это — известный результат И.К.Чунихиной и С.А.Чунихина [8]. При про-
извольном π и дополнительном предположении, что группа G обладает свойством Dπ, этот
результат был получен В.А.Ведерниковым [9].

Следующее предложение даёт критерий π-разложимости конечной группы.

Предложение 3. Конечная группа π-разложима тогда и только тогда, когда каждая

её подгруппа Шмидта π-разложима (и, следовательно, является π-группой или π′-группой).

Отсюда следует, в частности, что конечная группа π-разложима, если каждая её бипри-
марная подгруппа π-разложима.

О некоторых результатах настоящей статьи сообщалось в [10; 11].

В заключение этого введения приведём три вспомогательных результата, первый из кото-
рых уже упоминался выше, а другие помогают в ряде случаев для рассматриваемой группы G

найти точное значение c(G).

Лемма 1. Пусть G — конечная группа и G1 := G/Φ(G). Тогда π(G) = π(G1) и если

секции S1, . . . , Sn собственных подгрупп группы G1 контролируют π(G1), то существуют

секции T1, . . . , Tn собственных подгрупп группы G, которые контролируют π(G), такие, что

Ti ≃ Si для всех i ∈ {1, . . . , n}. В частности, c(G) = c(G1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Равенство π(G) = π(G1) следует из леммы Фраттини [1, тео-
рема 1.3.7]. Далее, если G1 > H1 ⊲ N1 и H,N — полные прообразы в G подгрупп H1, N1

соответственно относительно естественного гомоморфизма G на G1, то

H1/N1 = (H/Φ(G))/(N/Φ(G)) ≃ H/N.

Следовательно, мы получим заключение леммы, если для каждой подгруппы Si вида H1/N1

выберем в качестве Ti соответствующий (см. выше) фактор H/N . Лемма 1 доказана.

Лемма 2 (теорема Жигмонди [12, теорема IX.8.3]). Пусть a, n ∈ N \{1}. Тогда верно одно

из утверждений:
(1) π(an − 1) * ∪n−1

i=1
π(ai − 1);

(2) a = 2k − 1, где k ∈ N, и n = 2 (тогда π(a2 − 1) = π(a − 1));
(3) a = 2 и n = 6 (тогда π(a6 − 1) ⊂ π(a3 − 1) ∪ π(a4 − 1)).

Лемма 3. Пусть a,m ∈ N \ {1}. Равносильны условия:
(1) π(am + 1) ⊆ ∪m−1

i=1
π(ai + 1);

(2) a = 2 и m = 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия (2), очевидно, следует (1). Предположим, что вер-
но (1). Тогда при n = 2m ввиду равенства an − 1 = (am − 1)(am + 1) получаем

π(an − 1) ⊆ π(am − 1) ∪ (∪m−1

i=1
π(ai + 1)) ⊆ π(am − 1) ∪ (∪m−1

i=1
π(a2i − 1)) ⊆ ∪n−1

j=1
π(aj − 1).

Поэтому при данных a и n не выполнено условие (1) леммы 2. Не выполнено также и её
условие (2), так как n = 2m > 2. Следовательно, по заключению леммы 2 должно быть
выполнено её условие (3), а значит, и условие (2) леммы 3. Лемма 3 доказана.
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1. О подгруппах знакопеременных и классических простых групп

Конечные классические простые группы — это группы PSLn(q), PSUn(q), PSpn(q), PΩn(q),
PΩ+

n (q) и PΩ−
n (q) при некоторых ограничениях на n и q, исключающих непростоту группы.

Эти ограничения указываются в теореме 1, причём в каждом пункте указаны также и ограни-
чения, исключающие изоморфизм рассматриваемых групп с группами предыдущих пунктов.
Причины этих ограничений объяснены в доказательстве соответствующего пункта.

Как уже отмечалось во введении, следующая теорема останется справедливой, если в её
формулировке, а именно, в первом предложении и в пп. (1)–(7), заменить G на G/Φ(G) (считая,
что G — конечная группа).

Теорема 1. Пусть G — конечная знакопеременная или классическая простая группа.

Тогда существует пара секций X и Y собственных подгрупп из G такая, что π(X)∪π(Y ) =
π(G) (допускается равенство X = Y ). Более того, секции X и Y можно выбрать так, чтобы

каждая из них была простой неабелевой группой, группой Фробениуса или (в одном случае)
диэдральной группой. Ниже указаны примеры таких секций X, Y в G:

(1) если G ≃ An, где n ≥ 5, то

(а) при непростом n X = Y ≃ An−1;

(б) при простом n X ≃ An−1 и Y ≃ NG(P )
.
= P ⋋ Z(n−1)/2, где |P | = n (группа

Фробениуса);

(2) если G ≃ PSLn(q), где n ≥ 2 и (n, q) 6∈ {(2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 9), (4, 2)}, то

(а) при n = 2 X ≃ D2(q+1)/(2,q+1), Y
.
= Zq ⋋ Z(q−1)/(2,q−1) (группа Фробениуса);

(б) при непростом n ≥ 3 X ≃ PSLn−1(q), Y ≃ PSLm(qr), где n = mr и r — простое

число;

(в) при простом n ≥ 3 X ≃ PSLn−1(q) и Y
.
= Zt/(t,q−1) ⋋ Zn, где t = (qn − 1)/(q − 1)

(группа Фробениуса);

(3) если G ≃ PSUn(q), где n ≥ 3 и (n, q) 6= (3, 2), то

(а) при чётном n X ≃ PSUn−1(q), Y ≃ PSLn/2(q
2);

(б) при нечётном непростом n X ≃ PSUn−1(q), Y ≃ PSUm(qr), где n = mr и r —

простое число;

(в) при нечётном простом n X ≃ PSUn−1(q), Y
.
= Zt/(t,q+1)⋋Zn, где t = (qn+1)/(q+1)

(группа Фробениуса);

(4) если G ≃ PSp 2n(q), где n ≥ 2 и (n, q) 6= (2, 2), то

X ≃ PSp 2n−2(q) и Y ≃ PSp 2(q
n);

при n = 2 π(G) = π(Y );

(5) если G ≃ PΩ2n+1(q), где n ≥ 3 и q нечётно, то

X ≃ PΩ+

2n(q) и Y ≃ PΩ−
2n(q);

при чётном n π(G) = π(Y );

(6) если G ≃ PΩ+

2n(q), где n ≥ 4, то X ≃ PΩ2n−1(q) и Y ≃ PSLn(q);

при чётном n π(G) = π(X);

(7) если G ≃ PΩ−
2n(q), где n ≥ 4, то

(а) при нечётном n X ≃ PΩ2n−1(q), Y ≃ PSUn(q);

(б) при чётном n = 2m X ≃ PΩ2n−1(q), Y ≃ PΩ−
2m(q2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим следующие случаи 1–7.

Случай 1. Пусть G = An, где n ≥ 5. (A4

.
= E4 ⋋ Z3 6= E4 × Z3, A3 ≃ Z3.)

Если n не является простым числом, то, очевидно, π(G) = π(An−1), и верно утвержде-
ние (а) в (1).

Пусть n = p — простое число и P — силовская p-подгруппа в Ap (циклическая группа
порядка p). Здесь

π(G) = π(Ap−1) ∪ {p} = π(Ap−1) ∪ π(H) для любой H c P ≤ H < G.
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Хорошо известно и легко проверить, что CG(P ) = P , и тогда NG(P )/P изоморфна подгруппе
из Aut(P ) ≃ Zp−1. Также понятно (или см. [3, теорема 2.4]), что NSp

(P )
.
= P ⋋ Zp−1. И эта

группа является группой Фробениуса, поскольку CG(P ) = P . Итак, выполнено условие (б)
в (1), и, следовательно, верно утверждение (1) теоремы.

Случай 2. Пусть G = PSLn(q), где n ≥ 2 и (n, q) 6∈ {(2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 9), (4, 2)}.
(PSL2(2) ≃ S3, PSL2(3) ≃ A4, PSL2(4) ≃ PSL2(5) ≃ A5, PSL2(9) ≃ A6, PSL4(2) ≃ A8.)

Здесь G = SLn(q)/Z, где Z = Z(SLn(q)) — группа порядка d := (n, q − 1), и (порядки
простых групп приведены, например, в [3–5])

|G| =
1

d
q

n(n−1)

2

n
∏

i=2

(qi − 1). (1.1)

2(а). Если n = 2, то |G| = q(q2 − 1)/d, и по [2, теорема II.8.27] максимальные подгруппы
группы G могут быть лишь следующих типов: A4, S4, A5, диэдральные группы D2(q±1)/d,
подгруппа Бореля B (группа Фробениуса порядка q(q − 1)/d [2, теорема II.7.2]) и группы
PSL2(q1) и PGL2(q1) при некоторых q1, делящих q. Поэтому π(G) = π(2(q + 1)) ∪ π(B) =
π(D2(q+1)/d)∪π(B), и, следовательно, верно утверждение (а) в (2) при X = D2(q+1)/d и Y = B.
Легко увидеть (используя леммы 2 и 3), что здесь c(G) = 2.

(В равенстве π(G) = π(D2(q+1)/d) ∪ π(B) вместо D2(q+1)/d можно взять её подгруппу по-
рядка 2(q + 1)2′ , которая есть простая группа порядка 2 или группа Фробениуса.)

2(б). Пусть n ≥ 3. Так как группа SLn(q) имеет подгруппу H ≃ SLn−1(q), то группа G =
SLn(q)/Z имеет подгруппу HZ/Z ≃ H/H ∩Z и, следовательно, имеет секцию X ≃ PSLn−1(q).
Пусть e := (n − 1, q − 1). Тогда

|G|

|X|
=

q
n(n−1)

2 (qn − 1)(qn−1 − 1) . . . (q2 − 1)/d

q
(n−1)(n−2)

2 (qn−1 − 1) . . . (q2 − 1)/e
,

откуда |G| = |X|qn−1 q−1

d
(qn−1 + qn−2 + . . . + q + 1)e, а так как q(q − 1) делит |X| и (d, e) = 1, то

π(G) = π(X) ∪ π(t), где t = qn−1 + qn−2 + . . . + q + 1. (1.2)

Заметим, что (t, q − 1) = (n, q − 1) = d, так как t = (qn−1 − 1) + (qn−2 − 1) + . . . + (q − 1) + n.
Пусть r — простое число, делящее n, и n = mr. Согласно [13, предложение 4.3.6] группа G

имеет максимальную подгруппу M
.
= Za.PSLm(qr).Zb.Zr, где

a =
(qr − 1)(m, q − 1)

(q − 1)d
, b =

(m, qr − 1)

(m, q − 1)
.

Если m > 1, то |PSLm(qr)| делится на (qr)m − 1 = qn − 1 = (q − 1)t и из (1.2) следует, что
π(G) = π(X) ∪ π(Y ), где Y ≃ PSLm(qr). Следовательно, здесь верно утверждение (б) в (2).

Если m = 1, то M
.
= Za.Zr, где a = t/d = t/(t, q − 1). При этом |M | делится и на t, и на

r, так как d = (r, q − 1) делит и t = (qr−1 − 1) + . . . + (q − 1) + r, и r. Так как (a, r) = 1, то
M = A⋋R, где A ≃ Za и R ≃ Zr. Если R централизует некоторый элемент простого порядка p

из A, то, как легко увидеть, R централизует силовскую p-подгруппу P из M . Но тогда P

является, очевидно, силовской p-подгруппой в G и содержится в центре своего нормализатора
NG(P ) = M . По теореме Бернсайда [1, теорема 7.4.3] P имеет нормальное дополнение в G,
что противоречиво. Поэтому CM (R) = R и, следовательно, M является группой Фробениуса.
Итак, при X ≃ PSLn−1(q) и Y = M выполнено утверждение (в) в п. (2).

Утверждение (2) теоремы доказано.

Случай 3. Пусть G = PSUn(q), где n ≥ 3 и (n, q) 6= (3, 2). (PSU2(q) ≃ PSL2(q), группа
PSU3(2)

.
= E9 ⋋ Q8 разрешима.)
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Здесь G = SUn(q)/Z, где Z = Z(SUn(q)) имеет порядок d := (n, q + 1), и

|G| =
1

d
q

n(n−1)

2

n
∏

i=2

(qi − (−1)i).

Легко увидеть, что G имеет секцию X ≃ PSUn−1(q). Тогда

|X| =
1

e
q

(n−1)(n−2)

2

n−1
∏

i=2

(qi − (−1)i), где e = (n − 1, q + 1), и |G| = |X|qn−1
qn − (−1)n

d
e. (1.3)

Так как qn−1
q + 1

d
делит |X| и (d, e) = 1, то из (1.3) следует, что

π(G) = π(X) ∪ π
(qn − (−1)n

q + 1

)

. (1.4)

Предположим, что n чётно (следовательно, n ≥ 4). Тогда по (1.4) π(G) = π(X)∪π
(qn − 1

q + 1

)

.

Известно (см., например, [3, теорема 3.9]) что группа GUn(q) имеет подгруппу GLn/2(q
2). По-

скольку эта подгруппа имеет тип Zq−1.PSLn/2(q
2).Zd, то группа G = PSUn(q) имеет секцию

Y ≃ PSLn/2(q
2). Так как

qn − 1

q + 1
делит |PSLn/2(q

2)|, то мы имеем π(G) = π(X)∪π(Y ). Следо-

вательно, верно утверждение (а) в (3).

Предположим теперь, что n нечётно. Тогда по (1.4)

π(G) = π(X) ∪ π(t), где t =
qn + 1

q + 1
. (1.5)

Пусть r — простое число, делящее n, и n = mr. Согласно [13, предложение 4.3.6] группа G

имеет максимальную подгруппу M
.
= Za.PSUm(qr).Zb.Zr, где

a =
qr + 1

q + 1

(m, q + 1)

d
, b =

(m, qr + 1)

(m, q + 1)
.

Если m > 1, то |PSUm(qr)| делится на (qr)m + 1 = qn + 1, согласно (1.5) π(G) = π(X) ∪
π(PSUm(qr)) и при Y = PSUm(qr) верно утверждение (б) в (3).

Если m = 1, то M
.
= Za.Zr при a = t/d, |M | делится на t (d = (r, q + 1) делит (r, t), так как

t = (qr−1−1)−(qr−2+1)+. . .+(q2−1)−(q+1)−r), и, следовательно, по (1.5) π(G) = π(X)∪ π(M).
Теперь так же, как и в случае 2 (со ссылкой на теорему Бернсайда [1, теорема 7.4.3]), легко
устанавливается, что M является группой Фробениуса. Поэтому верно утверждение (б) в п. (3).

Утверждение (3) теоремы доказано.

Случай 4. Пусть G = PSp 2n(q), где n ≥ 2, (n, q) 6= (2, 2). (PSp 2(q) ≃ PSL2(q), PSp 4(2) ≃
S6.)

Здесь G = Sp 2n(q)/Z, где Z = Z(Sp 2n(q)) имеет порядок d := (2, q − 1), и

|G| =
1

d
qn2

n
∏

i=1

(q2i − 1).

Легко заметить, что G содержит секцию X ≃ PSp 2n−2(q) (см., например, [3, теоремы 3.7, 3.8]).
Тогда

|X| =
1

d
q(n−1)

2

n−1
∏

i=1

(q2i − 1) и |G| = |X| q2n−1(q2n − 1).
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Так как q делит |X|, то отсюда следует, что

π(G) = π(X) ∪ π(q2n − 1). (1.6)

По [2, теорема II.9.24] группа Sp 2mk(q) имеет подгруппу, изоморфную Sp 2m(qk) при любых
m,k ∈ N. Следовательно, G имеет секцию Y ≃ PSp 2(q

n) ≃ PSL2(q
n). Так как q2n − 1 делит

|Y |, то отсюда и из (1.6) следует, что π(G) = π(X) ∪ π(Y ).
При n = 2, очевидно, π(G) = π(Y ).
Утверждение (4) теоремы доказано.

Случай 5. Пусть G = PΩ2n+1(q), где n ≥ 3 и q нечётно. (PΩ3(q) ≃ PSL2(q), PΩ5(q) ≃
PSp 4(q) и PΩ2n+1(2

m) ≃ PSp 2n(2m) при m ∈ N.)

Здесь G = Ω2n+1(q)/Z, где Z = Z(Ω2n+1(q)) ≃ Z2, и Ω2n+1(q) есть подгруппа индекса 2
группы SO2n+1(q) (содержащейся в SL2n+1(q) ). Тогда

|G| =
1

2
qn2

n
∏

i=1

(q2i − 1) =
1

2
qn2

(qn − 1)(qn + 1)

n−1
∏

i=1

(q2i − 1). (1.7)

Известно (см., например, [3, с. 75 или теорема 3.10]), что группа GO2n+1(q) имеет подгруппы,
изоморфные GO+

2n(q) и GO−
2n(q). Поскольку GO2n+1(q)

.
= Z2.G.Z2 и (GOε

2n(q))′
.
= Z2.PΩε

2n(q)
при ε = ±1 [4, табл. 2 (с. xii)], то G имеет секции X ≃ PΩ+

2n(q) и Y ≃ PΩ−
2n(q). (Здесь GOε

2n(q)
означает GO+

2n(q) при ε = +1 и GO−
2n(q) при ε = −1; подобно — для PΩε

2n(q).) При этом

|PΩε
2n(q)| =

1

d
qn(n−1)(qn − ε)

n−1
∏

i=1

(q2i − 1), где d = (4, qn − ε) (ε = ±1). (1.8)

Сравнивая формулы (1.7) и (1.8), непосредственно видим, что

π(G) = π(PΩε
2n(q)) ∪ π(qn + ε) при любом ε = ±1. (1.9)

Так как qn + ε делит порядок PΩ−ε
2n (q), то по (1.9) π(G) = π(X) ∪ π(Y ).

При чётном n, как видно из (1.8), qn − 1 делит |PΩ−
2n(q)|, но тогда по (1.9) π(G) = π(Y ).

Утверждение (5) теоремы доказано.

Случай 6. Пусть G = PΩ+

2n(q), где n ≥ 4. (PΩ+

4
(q) ≃ PSL2(q) × PSL2(q) и PΩ+

6
(q) ≃

PSL4(q).)

Тогда G = Ω+

2n(q)/Z, где Z = Z(Ω+

2n(q)) ≃ Zd при d = (4, qn − 1), и

|G| =
1

d
qn(n−1)(qn − 1)

n−1
∏

i=1

(q2i − 1). (1.10)

Известно [3, теорема 3.12 или (3.34) и § 3.9.3], что группа G имеет секции X ≃ PΩ2n−1(q) и
Y ≃ PSLn(q). Запишем их порядки:

|X| =
1

(2, q − 1)
q(n−1)2

n−1
∏

i=1

(q2i − 1) и |Y | =
1

(n, q − 1)
q

n(n−1)

2

n
∏

i=2

(qi − 1).

Отсюда и из (1.10) непосредственно видно, что

π(G) = π(X) ∪ π(qn − 1), (1.11)

а так как qn − 1 делит |Y |, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ).
Если же число n чётно, то qn − 1 делит |X| и по (1.11) π(G) = π(X).
Утверждение (6) теоремы доказано.
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Случай 7. Пусть G = PΩ−
2n(q), где n ≥ 4. (PΩ−

4
(q) ≃ PSL2(q

2), PΩ−
6
(q) ≃ PSU4(q).)

Тогда G = Ω−
2n(q)/Z, где Z = Z(Ω−

2n(q)) ≃ Zd при d = (4, qn + 1), и

|G| =
1

d
qn(n−1)(qn + 1)

n−1
∏

i=1

(q2i − 1).

Согласно [3, теорема 3.11] G имеет секцию X ≃ PΩ2n−1(q). Тогда при e = (2, q − 1)

|X| =
1

e
q(n−1)

2

n−1
∏

i=1

(q2i − 1) и
|G|

|X|
=

e

d
qn+1(qn + 1).

Следовательно,

π(G) = π(X) ∪ π(qn + 1). (1.12)

Если число n нечётно, то согласно [3, теорема 3.11] группа G имеет секцию Y1 ≃ PSUn(q)
и π(Y1) ⊇ π(qn + 1). Отсюда и из (1.12) следует, что π(G) = π(X) ∪ π(Y1).

Если же n = 2m чётно, то по [3, теорема 3.11] группа G имеет секцию Y2 ≃ PΩ−
2m(q2)

порядка, делящегося на (q2)m + 1 = qn + 1. Следовательно, по (1.12) π(G) = π(X) ∪ π(Y2).

Утверждение (7) теоремы доказано.

Теорема 1 доказана.

Следствие 1. Если G — конечная знакопеременная или классическая простая группа,

то c(G) ≤ 2. При этом c(G) = 1, если G изоморфна одной из групп: An при непростом n,

PSp4(q), PΩ4n+1(q) или PΩ+

4n(q) при любых q или одной из групп PSL6(2), PSU3(3), PSU3(5),
PSU4(2), PSU4(3), PSU5(2), PSU6(2), PSp6(2) и Ω7(2).

2. О подгруппах исключительных простых групп

Конечные простые исключительные группы лиева типа — это группы Sz(q), G2(q),
2G2(q),

3D4(q), F4(q),
2F4(q)

′, E6(q),
2E6(q), E7(q) и E8(q) при некоторых ограничениях на q. Причины

этих ограничений указаны ниже в доказательстве теоремы 2. В этой теореме для каждой
из групп указывается некоторое множество её секций со свойствами, подобными свойствам
секций классических групп в теореме 1. Но здесь часто требуется более двух секций — от
двух до пяти (пять секций требуется только для групп E8(q)). Подобно теореме 1, теорема 2
останется справедливой, если в её первом предложении и в выражениях “G ≃” пп. (1)–(10)
заменить G на G/Φ(G).

Теорема 2. Пусть G — конечная простая исключительная группа лиева типа. Тогда

существует пятёрка секций X, Y , Z, V , W собственных подгрупп группы G (среди которых

могут быть равные) такая, что π(G) = π(X) ∪ π(Y ) ∪ π(Z) ∪ π(V ) ∪ π(W ). Более того, эти

секции можно выбрать так, чтобы каждая из них была простой неабелевой группой или

группой Фробениуса. Ниже указаны примеры таких секций в G:

(1) если G ≃ Sz(q), то π(G) = π(X)∪π(Y )∪π(Z), где X
.
= Eq.Eq.Zq−1, Y

.
= Zq+

√
2q+1 ⋋Z4,

Z
.
= Zq−

√
2q+1 ⋋ Z4 (все — группы Фробениуса); c(G) = 3;

(2) если G ≃ G2(q) с q > 2, то π(G) = π(X)∪π(Y ), где X ≃ SL3(q) и Y ≃ SU3(q); c(G) = 2
при q > 3 и c(G2(3)) = 1;

(3) если G ≃ 2G2(q) с q = 32n+1 ≥ 27, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ) ∪ π(Z), где X ≃ PSL2(q),
Y

.
= Zq+

√
3q+1 ⋋ Z6, Z

.
= Zq−

√
3q+1 ⋋ Z6 (Y , Z — группы Фробениуса); c(G) = 3;

(4) если G ≃ 3D4(q), то π(G) = π(X)∪π(Y ), где X ≃ SL2(q
3) (или G2(q)) и Y

.
= Zq4−q2+1⋋

Z4 (группа Фробениуса); c(G) = 2;

(5) если G ≃ F4(q), то π(G) = π(X) ∪ π(Y ), где X ≃ Ω9(q) и Y ≃ 3D4(q);
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(6) если G ≃ 2F4(q) с q = 22n+1 ≥ 8, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ) ∪ π(Z) ∪ π(V ), где X ≃ Sz(q)
(или Sp 4(q)), Y ≃ SU3(q), Z

.
= Zq2+q+1+

√
2q(q+1) ⋋ Z12 и V

.
= Zq2+q+1−

√
2q(q+1) ⋋ Z12 (Z, V —

группы Фробениуса); c(G) = 4;
(6a) если G ≃ 2F4(2)

′, то π(G) = π(X), где X ≃ PSL2(25);
(7) если G = E6(q), то π(G) = π(X) ∪ π(Y ) ∪ π(Z), где X ≃ F4(q), Y ≃ PSL3(q

3), Z ≃
PΩ+

10
(q);

(8) если G ≃ 2E6(q), то π(G) = π(X) ∪ π(Y ) ∪ π(Z), где X ≃ F4(q), Y ≃ PSU3(q
3),

Z ≃ PΩ−
10

(q);
(9) если G ≃ E7(q), то π(G) = π(X) ∪ π(Y ) ∪ π(Z), где X ≃ E6(q), Y ≃ 2E6(q), Z ≃

PSL2(q
7);

(10) если G ≃ E8(q), то π(G) = π(X) ∪ π(Y ) ∪ π(Z) ∪ π(V ) ∪ π(W ), где X ≃ E7(q),
Y ≃ PSU3(q

4), Z ≃ PSU5(q
2), V

.
= Za ⋋Z30 и W

.
= Zb ⋋Z30, где a = q8 + q7− q5− q4− q3 + q +1

и b = q8 − q7 + q5 − q4 + q3 − q + 1 (V , W — группы Фробениуса).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим следующие случаи 1–10.

Случай 1. Пусть G ≃ Sz(q), где q = 22n+1 ≥ 8. (Sz(2)
.
= Z5 ⋋ Z4.)

Тогда |G| = q2(q − 1)(q2 + 1) = q2(q − 1)(q −
√

2q + 1)(q +
√

2q + 1), где множители q2,
q − 1, q +

√
2q + 1, q −

√
2q + 1 попарно взаимно просты. Согласно работе М. Судзуки [14] (см.

также [3, теорема 4.1]) каждая максимальная подгруппа группы G сопряжена в G с одной из
подгрупп следующего списка:

(1) B
.
= Eq.Eq.Zq−1 — группа Фробениуса;

(2) D ≃ D2(q−1);
(3) F+

.
= Zq+

√
2q+1 ⋋ Z4 — группа Фробениуса;

(4) F−
.
= Zq−

√
2q+1 ⋋ Z4 — группа Фробениуса;

(5) Tr ≃ Sz(q0), где q = qr
0
, r — простое число и q0 > 2.

Отсюда и из формулы для |G| видно, что

π(G) = π(B) ∪ π(F+) ∪ π(F−) (2.1)

и ни одну подгруппу здесь нельзя опустить. (В этом равенстве вместо B можно взять D,
так как π(D) = π(B).) Если бы было c(G) < 3, то мы имели бы: q = qr

0
, r нечётно, q0 > 2

и π(G) = π(X) ∪ π(Tr), где X — одна из групп B,F+, F−, а Tr ≃ Sz(q0) — группа порядка
q2

0
(q0 − 1)(q2

0
+ 1). По лемме 2 π(q0 − 1) ⊂ π(q − 1), и потому можно считать, что X = B. Но

тогда должно быть π(q2
0
+1) = π(q2+1), т. е. π(q2

0
+1) = π((q2

0
)r +1), что противоречит лемме 3.

Таким образом, c(G) = 3.
Утверждение (1) теоремы 2 доказано.

Случай 2. Пусть G ≃ G2(q), где q > 2 (G2(2)
.
= PSU(3, 3) ⋋ Z2).

Тогда |G| = q6(q6 − 1)(q2 − 1). Пусть q = pm, где p — простое число и m ∈ N. В [3, табл. 4.1]
приведены полные списки максимальных подгрупп групп G (полученные в [15; 16]) отдельно
для случаев p = 2, p = 3 и p > 3. В любом случае G имеет подгруппы X ≃ SL3(q) и Y ≃ SU3(q).
Так как |L| = q3(q3 − 1)(q2 − 1) и |U | = q3(q3 + 1)(q2 − 1), то π(G) = π(X) ∪ π(Y ).

Просматривая упомянутые выше списки максимальных подгрупп группы G (предвари-
тельно вычеркнув подгруппы H с π(H) ⊂ π(M) для некоторых подгрупп M этого списка), лег-
ко увидеть, что при q 6= 3 группа G не имеет максимальных подгрупп групп M с π(G) = π(M)
(возможность M = G2(q0) исключается леммами 2 и 3). Итак, при q 6= 3 c(G2(q)) = 2.

Однако c(G2(3)) = 1, так как G2(3) имеет максимальную подгруппу, изоморфную PSL2(13),
и π(G2(3)) = π(PSL2(13)).

Утверждение (2) теоремы доказано.

Случай 3. Пусть G ≃ 2G2(q), где q = 33n+1 ≥ 27. (2G2(3) ≃ PΓL2(8)
.
= PSL2(8) ⋋ Z3.)

Тогда

|G| = q3(q − 1)(q3 + 1) = 23q3
q − 1

2

q + 1

4
(q +

√

3q + 1) (q −
√

3q + 1),
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где все множители последнего разложения попарно взаимно просты. Согласно [16; 17] (см.
также [3, теорема 4.2]) каждая максимальная подгруппа группы G сопряжена в G с одной из
подгрупп следующего списка:

(1) B
.
= P ⋋ Zq−1, |P | = q3;

(2) D ≃ (E4 × D(q+1)/2) ⋋ Z3;

(3) M ≃ Z2 × X, где X ≃ PSL2(q);

(4) Y
.
= Zq+

√
3q+1 ⋋ Z6 — группа Фробениуса;

(5) Z
.
= Zq−

√
3q+1 ⋋ Z6 — группа Фробениуса;

(6) Rr ≃ 2G2(q0), где q = qr
0
, r — простое число и q0 > 3.

Подгруппы Y и Z — единственные в этом списке, порядок которых не взаимно прост с
q2−q+1 = (q+

√
3q+1)(q−

√
3q+1). Поэтому они должны быть включены в искомое множество

подгрупп, контролирующее π(G). Поскольку множество π(G) \ (π(Y )∪ π(Z)) = π(q2 − 1) \ {2}
не пусто и содержится в π(X), то π(G) = π(X)∪π(Y )∪π(Z) и c(G) = 3. (π(Rr) не может быть
взято вместо π(X) ввиду лемм 2 и 3.)

Утверждение (3) теоремы 2 доказано.

Случай 4. Пусть G ≃ 3D4(q).

Тогда |G| = q12(q8 + q4 + 1)(q6 − 1)(q2 − 1), причём q8 + q4 + 1 = (q4 − q2 + 1)(q4 + q2 + 1) =
(q4 − q2 + 1)(q2 − q + 1)(q2 + q + 1) делит (q4 − q2 + 1)(q6 − 1). Таким образом, π(G) = π(q) ∪
π(q6 − 1)∪π(q4 − q2 + 1). Список максимальных подгрупп группы G получен в [18] и приведён
также в [3, теорема 4.3]. Если из этого списка выбросить все подгруппы M с π(M) ⊆ π(G2(q)),
кроме самой G2(q), то, как легко увидеть, в нём останутся лишь подгруппы X ≃ G2(q) с
π(X) = π(q) ∪ π(q6 − 1), Y

.
= Zq4−q2+1 ⋋ Z4 и Dr ≃ 3D4(q0), где q = qr

0
и r — простое число

(если такие q0 и r существуют). Ясно, что π(G) = π(X)∪π(Y ). Согласно [19, табл. 1] группа G

имеет холлову циклическую изолированную подгруппу порядка q4 − q2 + 1 и, следовательно,
Y — группа Фробениуса. Поскольку по лемме 2 π(Dr) 6= π(G), то c(G) = 2.

(Вместо X можно взять также подгруппу SL2(q
3), имеющую такой же простой спектр.)

Утверждение (4) теоремы 2 доказано.

Случай 5. Пусть G ≃ F4(q).

Тогда |G| = q24(q12−1)(q8 −1)(q6−1)(q2−1) = q24(q8 + q4 +1)(q8−1)(q6−1)(q4 −1)(q2−1).
Группа F4(q) имеет секции X ≃ Ω9(q) порядка q16(q8 − 1)(q6 − 1)(q4 − 1)(q2 − 1) и Y ≃ 3D4(q)
порядка q12(q8 + q4 + 1)(q6 − 1)(q2 − 1) (см. [20, табл. 2] или [3, теорема 4.4 и с. 158–159]
или [21, табл. 5.1]). Сравнение порядков этих секций с порядком группы G показывает, что
π(G) = π(X) ∪ π(Y ).

Из полного списка максимальных подгрупп группы G ≃ F4(q) при (q, 6) = 1 [3, теорема 4.4]
следует, что в этом случае c(G) = 2.

Утверждение (5) теоремы 2 доказано.

Случай 6. Пусть G ≃ 2F4(q), где q = 22n+1 и n ≥ 1.

Тогда |G| = q12(q6 + 1)(q4 − 1)(q3 + 1)(q − 1), где q6 + 1 = (q2 + 1)(q4 − q2 + 1), q2 + 1 =
(q+

√
2q+1)(q−

√
2q+1) и q4−q2+1 = ab, где a = q2+q+1+

√
2q(q+1) и b = q2+q+1−

√
2q(q+1),

причём

π(G) = {2} ∪̇ π(q6 + 1) ∪̇ π(q3 + 1) ∪̇ π(q − 1),

π(q6 + 1) = π(q2 + 1) ∪̇ π(q4 − q2 + 1), и π(q4 − q2 + 1) = π(a) ∪̇ π(b).

Рассмотрим список S максимальных подгрупп группы G, полученный в [22] (см. также [3,
теорема 4.5]). Из него видно, что группа G имеет максимальные подгруппы Z = Za ⋋ Z12 и
V = Zb ⋋Z12, причём они — единственные в S, порядок которых не взаимно прост с q4−q2 +1.
Поэтому они должны быть включены в искомое множество K подгрупп, контролирующее π(G).
Среди других подгрупп списка S имеется лишь одна подгруппа, а именно, SU3(q)⋋Z2, порядок



О контроле простого спектра конечной простой группы 39

которой не взаимно прост с q3 + 1. Мы должны включить её или её подгруппу X = SU3(q)
в K. Однако {X,Z, V } 6= K, так как

π(G) \ (π(Z) ∪ π(V ) ∪ (X)) = π(q2 + 1).

Наконец, добавив ещё какую-нибудь секцию подгруппы из S порядка, делящегося на q2 + 1,
например, Y = Sz(q) или PSp4(q) (подгруппа 2F4(q0) с q = qr

0
, где r — простое число, отпадает

по лемме 3), получим K. Итак, π(G) = π(X) ∪ π(Y ) ∪ π(Z) ∪ π(V ) и c(G) = 4.
Так как согласно [19, табл. 2] группа G имеет холловы циклические изолированные под-

группы порядков a и b, то Z и V — группы Фробениуса.
Утверждение (6) теоремы 2 доказано.

Случай 6а. Пусть G ≃ 2F4(2)
′ — простая группа Титса. Тогда |G| = 211 ·33 ·52 ·13. Группа G

имеет подгруппу, изоморфную PSL2(25) [4]. Очевидно, π(G) = π(PSL2(25)).

Утверждение (6а) теоремы 2 доказано.

Случай 7. Пусть G ≃ E6(q).
Тогда

|G| =
1

(3, q − 1)
q36(q12 − 1)(q9 − 1)(q8 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q2 − 1)

и группа G имеет секции X ≃ F4(q), Y ≃ PSL3(q
3), Z ≃ PΩ+

10
(q) (см. [21, табл. 5.1; 20, табл. 2]).

Поскольку q12 − 1 делит |X|, q9 − 1 делит |Y | и (q8 − 1)(q5 − 1) делит |Z|, то π(G) =
π(X) ∪ π(Y ) ∪ π(Z).

Утверждение (7) теоремы 2 доказано.

Случай 8. Пусть G ≃ 2E6(q).
Тогда

|G| =
1

(3, q + 1)
q36(q12 − 1)(q9 + 1)(q8 − 1)(q6 − 1)(q5 + 1)(q2 − 1)

и группа G имеет секции X ≃ F4(q), Y ≃ PSU3(q
3), Z ≃ PΩ−

10
(q) (см. [21, табл. 5.1; 20,

табл. 2]). Поскольку q12 − 1 делит |X|, q9 + 1 делит |Y | и (q8 − 1)(q5 + 1) делит |Z|, то π(G) =
π(X) ∪ π(Y ) ∪ π(Z).

Утверждение (8) теоремы 2 доказано.

Случай 9. Пусть G ≃ E7(q).
Тогда

|G| =
1

(2, q − 1)
q63(q18 − 1)(q14 − 1)(q12 − 1)(q10 − 1)(q8 − 1)(q6 − 1)(q2 − 1)

и группа G имеет секции X ≃ E6(q), Y ≃ 2E6(q), Z ≃ L2(q
7) (см. [21, табл. 5.1]). Поскольку

|G|/|X| =
(3, q − 1)

(2, q − 1)
q27(q9 + 1)(q14 − 1)(q5 + 1), |Y | делится на (q9 + 1)(q5 + 1) и |Z| делится на

q14 − 1, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ) ∪ π(Z).
Утверждение (9) теоремы 2 доказано.

Случай 10. Пусть G ≃ E8(q).
Тогда |G| = q120(q30−1)(q24−1)(q20−1)(q18−1)(q14−1)(q12−1)(q8−1)(q2−1) и группа G имеет

секции X ≃ E7(q), Y ≃ U3(q
4), Z ≃ U5(q

2), а также максимальные подгруппы V
.
= Za ⋋ Z30 и

W
.
= Zb ⋋ Z30, где

a =
q10 − q5 + 1

q2 − q + 1
= q8 + q7− q5 − q4− q3 + q +1 и b =

q10 + q5 + 1

q2 + q + 1
= q8 − q7 + q5− q4 + q3 − q +1

(см. [21, табл. 5.1 и 5.2]). Имеем

(2, q − 1)|G|/|X| = q57(q30 − 1)(q12 + 1)(q10 + 1)/((q10 − 1)(q6 − 1)),
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q15 − 1 = (q5 − 1)(q10 + q5 + 1) = (q5 − 1)(q2 + q + 1)b,

q15 + 1 = (q5 + 1)(q10 − q5 + 1) = (q5 + 1)(q2 − q + 1)a.

Поэтому π(G)\π(X) ⊆ π(ab(q12+1)(q10+1)). Кроме того, |Y | делится на q12+1 и |Z| делится на
q10 +1. Из последних двух предложений следует, что π(G) = π(X)∪π(Y )∪π(Z)∪π(V )∪π(W ).
Так как согласно [19, табл. 2] группа G имеет холловы циклические изолированные подгруппы
порядков a и b, то M+ и M− — группы Фробениуса. Утверждение (10) подтверждено.

Теорема 2 доказана.

Следствие 2. Для любой конечной простой группы G исключительного лиева типа

c(G) ≤ 5. При этом

c(G) = 1, если G есть G2(3) или группа Титса 2F4(2)
′;

c(G) = 2, если G есть G2(q) при q > 3 или 3D4(q);

c(G) ≤ 2, если G = F4(q) (c(G) = 2 при (q, 6) = 1);

c(G) = 3, если G есть Sz(q) для q > 2 или 2G2(q) для q > 3;

c(G) ≤ 3, если G есть E6(q),
2E6(q) или E7(q);

c(G) = 4, если G = 2F4(q) и

c(G) ≤ 5, если G = E8(q).

3. О подгруппах спорадических простых групп

Подобно теоремам 1 и 2 следующая теорема останется справедливой, если в её формули-
ровке, а именно, в первом предложении и в выражениях “G ≃” пп. (1)–(26), заменить G на
G/Φ(G).

Теорема 3. Пусть G — спорадическая простая группа. Тогда справедливы следующие

утверждения, где X, Y , Z, V , W есть некоторые секции собственных подгрупп группы G:

(1) если G ≃ M11, то π(G) = π(X), где X ≃ PSL2(11);

(2) если G ≃ M12, то π(G) = π(X), где X ≃ M11;

(3) если G ≃ M22, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ), где X ≃ PSL2(11) и Y ≃ A7;

(4) если G ≃ M23, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ), где X ≃ M22 (или A7) и Y
.
= Z23 ⋋ Z11 (группа

Фробениуса);

(5) если G ≃ M24, то π(G) = π(X), где X ≃ M23;

(6) если G ≃ J1, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ) ∪ π(Z), где X ≃ PSL2(11), Y
.
= Z7 ⋋ Z6 и

Z
.
= Z19 ⋋ Z6 (Y и Z — группы Фробениуса);

(7) если G ≃ J2, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ), где X ≃ PSL2(7) и Y ≃ A5;

(8) если G ≃ J3, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ), где X ≃ PSL2(17) и Y ≃ PSL2(19);

(9) если G ≃ J4, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ) ∪ π(Z) ∪ π(V ) ∪ π(W ), где X ≃ L2(23) (или M24),
Y ≃ PSL2(32) (или PSL5(2)), Z ≃ PSU3(11), V

.
= Z29 ⋋ Z28 и W

.
= Z43 ⋋ Z14 (V и W —

группы Фробениуса);

(10) если G ≃ HS, то π(G) = π(X), где X ≃ M22;

(11) если G ≃ He, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ), где X ≃ PSp 4(4) и Y ≃ A7;

(12) если G ≃ Mc, то π(G) = π(X), где X ≃ M22;

(13) если G ≃ Suz, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ), где X ≃ G2(4), Y ≃ M11 (или Z11 ⋋ Z10);

(14) если G ≃ Ly, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ) ∪ π(Z), где X ≃ G2(5), Y
.
= Z37 ⋋ Z18 и

Z
.
= Z67 ⋋ Z22 (Y и Z — группы Фробениуса);

(15) если G ≃ Ru, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ), где X ≃ PSL2(29) и Y ≃ Sz(8);

(16) если G ≃ O′N , то π(G) = π(X) ∪ π(Y ), где X ≃ J1 и Y ≃ PSL2(31);

(17) если G ≃ Co3, то π(G) = π(X), где X ≃ M23;

(18) если G ≃ Co2, то π(G) = π(X), где X ≃ M23;

(19) если G ≃ Co1, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ), где X ≃ Co2 и Y ≃ Suz;

(20) если G ≃ Fi22, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ), где X ≃ M22 и Y ≃ Ω7(3);
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(21) если G ≃ Fi23, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ) ∪ π(Z), где X ≃ Fi22, Y ≃ Sp8(2) и Z ≃ M23;
(22) если G ≃ Fi′

24
, то π(G) = π(X) ∪ π(Y ), где X ≃ Fi23 и Y

.
= Z29 ⋋ Z14 (группа

Фробениуса);
(23) если G ≃ F5 (= HN), то π(G) = π(X) ∪ π(Y ), где X ≃ A12 и Y ≃ PSU3(8);
(24) если G ≃ F3 (= Th), то π(G) = π(X) ∪ π(Y ) ∪ π(Z), где X ≃ PSL5(2), Y ≃ PSL2(19)

и Z ≃ PSL3(3);
(25) если G ≃ F2 (= B), то π(G) = π(X)∪π(Y )∪π(Z), где X ≃ Fi23, Y ≃ F3, Z

.
= Z47 ⋋Z23

(группа Фробениуса);
(26) если G ≃ F1 (= M), то π(G) = π(X)∪π(Y )∪π(Z)∪π(V ), где X ≃ F2, Y ≃ PSL2(59),

Z ≃ PSL2(71), V ≃ Ω−
8
(3) (или V

.
= Z41 ⋋ Z40 (группа Фробениуса)).

В каждом из утверждений (1)–(26) выбрано минимальное число секций собственных под-

групп группы G, контролирующих её простой спектр, и каждая из этих секций является

либо простой неабелевой группой, либо группой Фробениуса.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы предполагаем, что читатель имеет под рукой списки мак-
симальных подгрупп спорадических простых групп (см. [4] или в более компактном и более
полном виде [3]); в списке присутствует лишь один представитель класса сопряжённых мак-
симальных подгрупп. Зная порядки рассматриваемых групп (см., например, [5, табл. I; 4]),
записываем их простые спектры. При любом i ∈ {1, . . . , 26}, просматривая список максималь-
ных подгрупп соответствующей группы G,

записываем простые спектры этих подгрупп,
убеждаемся, что указанные в п. (i) группы X, Y , . . . действительно являются секциями

рассматриваемой группы G,
проверяем равенство π(G) = π(X) ∪ . . . , приведённое в п. (i),
и, наконец, используя список простых спектров максимальных подгрупп группы G, убеж-

даемся, что указанное в п. (i) число секций группы G, контролирующих её простой спектр, не
может быть уменьшено (внимание к большим простым числам из π(G) упрощает эту работу).

Рассмотрим подробнее, например, группы F1 и J4 с наибольшими значениями c(G).
Пусть G = F1. Обратим внимание на четыре наибольших простых делителя её поряд-

ка: 41, 47, 59, 71. В списке известных максимальных подгрупп группы F1 единственной под-
группой, порядок которой делится на 47, является группа Z2.F2, причём π(G) \ π(Z2.F2) =
{29, 41, 59, 71}. Группа F1 — единственная из спорадических простых групп, список A извест-
ных максимальных подгрупп которой, возможно, не совпадает с (неизвестным пока) списком B

всех её максимальных подгрупп. Но в [3] указан некоторый список C подгрупп из F1 такой,
что B \ A ⊆ C. Поскольку порядок любой подгруппы из списка C не делится ни на одно из
чисел 29, 41, 47, 59, 71, то мы можем не учитывать его в следующих рассуждениях. Равенство
п. (26) теоремы 3 следует из того, что 29 · 59 делит |PSL2(59)|, 71 делит |PSL2(71)| и 41 делит
|Ω−

8
(3)|. Наконец, в этом равенстве ни одна из групп F2, PSL2(59), PSL2(71) не может быть

опущена, так как они — единственные в списке максимальных подгрупп группы G, порядок
которых делится на 47, 59 и 71 соответственно, но

π(G) \ (π(F2) ∪ π(PSL2(59)) ∪ π(PSL2(71)) = {41} 6= ∅.

И нам остаётся добавить ещё какую-нибудь секцию порядка, делящегося на 41, например,
Ω−

8
(3) или Z41 ⋋ Z40. Итак, c(F1) = 4.
Пусть G = J4. Выписав множества π(M) для всех 13 групп M из списка максимальных

подгрупп группы G, проверяем равенство п. (9) теоремы. Отметим пять наибольших чисел из
π(G): 23, 29, 31, 37, 43. Максимальные подгруппы V

.
= Z29⋋Z28 и W

.
= Z43⋋Z14 — единственные

в списке максимальных подгрупп группы G, порядок которых делится на 29 и 43 соответствен-
но, и потому не могут быть удалены из равенства п. (9) (могут быть лишь заменены меньшими
подгруппами или секциями). Порядки точно двух максимальных подгрупп, а именно PSU3(11)
и Z37⋋Z12, делятся на 37. В п. (9) взята первая, имеющая больший простой спектр (т. е. строго
содержащий простой спектр другой). (Выбирая подгруппу с меньшим простым спектром, мы
могли бы получить число “слагаемых”, большее c(G).) Далее, из точно двух максимальных
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подгрупп с порядками, делящимися на 23 (E211 ⋋ M24 и PSL2(23) ⋋ Z2), мы можем выбрать
любую, поскольку при любой X ∈ {M24, PSL2(23)} (в п. (9) взято X ≃ PSL2(23)) имеем

π(X) ∪ π(PSU3(11)) ∪ π(Z29 ⋋ Z28) ∪ π(Z43 ⋋ Z14) = π(G) \ {31} 6= π(G).

Отсюда следует, что c(J4) = 5. В качестве пятой секции можно добавить PSL2(32) или
PSL5(2).

Остаётся ещё убедиться, что встречающиеся в теореме секции типа Za ⋋Zb являются груп-
пами Фробениуса. Такие секции встречаются только в группах M23, J1, J4, Ly, Fi′

24
, F2, причём

в каждом случае a является простым числом. Из таблицы характеров любой такой группы G

(см. [4]) непосредственно видно, что для любого такого a порядок централизатора в G любо-
го элемента порядка a равен a. Это гарантирует, что рассматриваемая секция типа Za ⋋ Zb

группы G есть группа Фробениуса.

Теорема 3 доказана.

Следствие 3. Пусть G — конечная спорадическая простая группа. Тогда c(G) ≤ 5, а

именно:

c(G) = 1, если G — одна из групп M11, M12, M24, HS, Mc, Co3, Co2;

c(G) = 2, если G — одна из групп M22, M23, J2, J3, He, Suz, Ru, O′N , Co1, Fi22, Fi′
24

, F5;

c(G) = 3, если G — одна из групп J1, Ly, Fi23, F3, F2;

c(G) = 4, если G ≃ F1;

c(G) = 5, если G ≃ J4.

4. Доказательство предложений 2 и 3

1. Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 2.

Как доказано в [6], предложение 2 справедливо в случае, когда факторгруппа G/Φ(G)
непроста. Поэтому для завершения доказательства предложения 2 нам остаётся лишь дока-
зать, что для π-неразложимой группы G с простой факторгруппой G/Φ(G) условие (1) не
может быть выполнено.

Предположим (от противного), что G/Φ(G) проста и верно условие (1). Все максималь-
ные подгруппы в G/Φ(G), очевидно, π-разложимы. Сама же группа G/Φ(G) не может быть
π-разложимой, так как для любой конечной группы H из π-разложимости H/Φ(H) следует
π-разложимость H (см., например, [23, лемма 4.4]). Поэтому в дальнейшем доказательстве мы
можем предполагать, что Φ(G) = 1, т. е. группа G проста и, очевидно, не абелева. Соглас-
но классификации конечных простых групп [5] G удовлетворяет условию и, следовательно,
заключению одной из теорем 1–3. Без ограничения общности далее считаем, что

2 ∈ π, и полагаем π2(G) := π ∩ π(G) и π1(G) := π′ ∩ π(G).

Так как группа G не π-разложима, то

множества π2(G) и π1(G) — непустые. (4.1)

Очевидно, что если K — подгруппа или даже секция группы G, не имеющая неединичных
холловых прямых множителей нечётного порядка, и K 6= G, то π(K) ⊆ π2(G). Понятно также,
что справедливо следующее чуть более общее утверждение.

Если секция K 6= G группы G не имеет неединичных холловых
прямых множителей H с π(H) ⊆ π1(G), то π(K) ⊆ π2(G).

(4.2)

Наша цель — максимально расширить множество π2(G), а именно, получить равенство
π2(G) = π(G), которое противоречиво ввиду (4.1).
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(i) Предположим, что G — классическая простая группа. Согласно теореме 1 группа G

имеет секции X и Y такие, что π(G) = π(X) ∪ π(Y ), причём секция X — простая неабелева
или диэдральная (в случае 2(а)) группа, а секция Y — простая неабелева группа или группа
Фробениуса. Поэтому согласно (4.2) π(X) ⊆ π2(G). Если секция Y также проста, то по (4.2)
π(G) = π(X) ∪ π(Y )) ⊆ π2(G), а это противоречиво ввиду (4.1).

Следовательно, возможны лишь случаи 1(б), 2(а), 2(в) и 3(в), в которых Y есть группа
Фробениуса. Так как группа Фробениуса не имеет собственных холловых прямых множите-
лей, то по (4.2) либо π(Y ) ⊆ π1(G), либо π(Y ) ⊆ π2(G). Первая возможность отпадает в
случаях 1(б) (поскольку π((q − 1)/2) ⊆ π(X)) и 2(а) (из-за наличия в G диэдральной под-
группы порядка q − 1). Покажем, что в каждом из случаев 2(в) и 3(в) n ∈ π2(G) (и тогда
π(Y ) * π1(G)). Известно (см., например, [2, теорема II.7.2]), что нормализатор диагональной
подгруппы в GLn(q) имеет секцию S ≃ Sn. Следовательно, группа G = PSLn(q) имеет секцию
A ≃ An и в случае 2(в) n ∈ π2(G), и, значит, π(Y ) ⊆ π2(G). Подобно (или см. [3, теорема 3.9])
можно показать, что группа G = PSUn(q) имеет секцию, изоморфную An, и в случае 3(в)
также n ∈ π2(G) и π(Y ) ⊆ π2(G). В обоих случаях получаем противоречие с (4.1).

(ii) Предположим, что G — исключительная простая группа. Согласно теореме 2 группа G

имеет собственные секции X, Y , Z, V , W (среди которых могут быть равные) такие, что
π(G) = π(X)∪π(Y )∪π(Z)∪π(V )∪π(W ), причём эти секции не имеют собственных холловых
прямых множителей. Кроме того, просматривая случаи (1)–(10), мы видим, что каждая секция
H ∈ {X,Y,Z, V,W} имеет чётный порядок, и, следовательно, по (4.2) π(H) ⊆ π2(G). Поэтому
в любом случае π(G) ⊆ π2(G), в противоречие с (4.1).

(iii) Предположим, что G — спорадическая простая группа. Согласно теореме 3 группа G

имеет собственные секции X, Y , Z, V , W (среди которых могут быть равные) такие, что π(G) =
π(X)∪π(Y )∪π(Z)∪π(V )∪π(W ), причём эти секции не имеют собственных холловых прямых
множителей. Ввиду (4.2) дальнейшего рассмотрения требует лишь случай (25), в котором
есть секция нечётного порядка Z

.
= Z47 ⋋ Z23. Так как 23 ∈ π(Fi23) ⊆ π2(G), то по (4.2)

π(Z) ⊆ π2(G). Итак, в любом случае π(G) ⊆ π2(G), что противоречит (4.1).

Во всех случаях (i)–(iii) мы получили противоречие. Предложение 2 доказано.

2. Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 3.

Предположим, что все подгруппы Шмидта группы G π-разложимы. Тогда по предполо-
жению индукции все максимальные подгруппы группы G π-разложимы, и согласно предло-
жению 2 G — группа Шмидта. Но мы предположили, что все подгруппы Шмидта группы G

π-разложимы, так что и G π-разложима.

Обратно, если группа G π-разложима, то таковы же и все её подгруппы и, следовательно,
каждая её подгруппа Шмидта π-разложима, а потому является π-группой или π′-группой.
Предложение 3 доказано.
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ГРУППЫ С ФИНИТАРНЫМИ КЛАССАМИ СОПРЯЖЕННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

В.В.Беляев

Класс сопряженных элементов группы будем называть финитарным, если действие группы сопря-

жением индуцирует группу финитарных подстановок этого класса. Группу с финитарными классами

сопряженных элементов будем называть ФС-группой. В данной работе получены некоторые характери-

зации ФС-групп в классе всех групп. Также показано, что любая ФС-группа либо является FC-группой,

т. е. группой с конечными классами сопряженных элементов, либо ее строение близко к строению вполне

импримитивной группы финитарных подстановок.

Ключевые слова: группы финитарных подстановок, обобщенные FC-группы.

V. V.Belyaev. Groups with finitary classes of conjugate elements.

A class of conjugate elements of a group is called finitary if the action of group by conjugation induces a

group of finitary permutations of this class. A group with finitary classes of conjugate elements will be called a

ΦC-group. Some characterizations of ΦC-groups in the class of all groups are obtained. It is also shown for every

ΦC-group that either it is an FC-group, i.e., a group with finite classes of conjugate elements, or its structure

is close to the structure of a totally imprimitive group of finitary permutations.

Keywords: finitary permutation groups, generalized FC-groups.

1. Введение

Пусть G — произвольная группа и g ∈ G. Класс сопряженных с g элементов будем на-
зывать финитарным, если группа подстановок, индуцируемая сопряжением G на классе gG,
является финитарной. Очевидно, финитарность класса gG равносильна тому, что любой эле-
мент группы G перестановочен почти с каждым сопряженным с g элементом. Ради краткости
в дальнейшем группу G будем называть ФС-группой, если любой класс сопряженных в G

элементов является финитарным. ФС-группу, не являющуюся FC-группой, будем называть
Ф-группой.

На ФС-группу можно смотреть как на некоторое обобщение FC-группы, т. е. группы с
конечными классами сопряженных элементов. Как и класс FC-групп, класс ФС-групп замкнут
относительно взятия подгрупп и гомоморфных образов (это очевидным образом следует из
определения ФС-группы), но в отличие от класса FC-групп, замкнутого также относительно
операции прямого произведения, прямое произведение ФС-групп является ФС-группой только
в двух случаях: либо все сомножители являются FC-группами, либо один из сомножителей
есть Ф-группа, а все остальные сомножители являются абелевыми группами.

Наш интерес к ФС-группам вызван тесной связью, существующей между ФС-группами
и группами финитарных подстановок. Более подробно эту связь мы обсуждаем во втором
разделе работы, а здесь отметим лишь один факт: класс ФС-групп включает в себя не только
FС-группы, но и вполне импримитивные группы финитарных подстановок.

В [3] было получено одно достаточное условие для финитарности классов сопряженных
элементов. Это условие сформулировано в терминах соизмеримости подгрупп. Напомним, что
подгруппы A и B произвольной группы мы называем соизмеримыми, если A∩B является под-
группой конечного индекса как в A, так и в B. В дальнейшем, говоря о множестве, состоящем
из попарно соизмеримых подгрупп, мы для краткости опускаем слово “попарно”. Пользуясь
понятием ФС-группы, мы можем переформулировать теорему 3 из [3] следующим образом:
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Теорема A. Пусть G — произвольная группа, в которой

1) централизаторы всех неединичных элементов соизмеримы;
2) любой элемент содержится в нормальной FC-подгруппе.

Тогда G является ФС-группой.

Два условия из теоремы A достаточно хорошо отражают особенности строения ФС-группы,
являясь не только достаточными, но и близкими к необходимым условиями. Действительно,
в ФС-группе централизаторы всех нецентральных элементов соизмеримы (предложение 3.1)
и любой элемент содержится в нормальной FC-подгруппе (предложение 3.2). Таким обра-
зом, для групп с тривиальным центром два условия из теоремы A являются необходимыми и
достаточными условиями финитарности всех ее классов сопряженных элементов. Более инте-
ресным фактом является то, что второе условие в теореме A в большинстве случаев лишнее.
Это утверждение есть основной результат данной работы. Его точная формулировка такова:

Теорема 1.1. Если в группе G централизаторы всех неединичных элементов бесконечны

и соизмеримы, то G является ФС-группой.

Понятно, что условие бесконечности централизаторов из теоремы 1.1 убрать нельзя, так
как существуют не ФС-группы, в которых централизаторы всех неединичных элементов конеч-
ны и поэтому соизмеримы (см., например, [9]). Но в классе локально конечных групп требова-
ние бесконечности централизаторов является лишним и его можно удалить (предложение 6.1).

Обратим внимание на то, что в теореме 1.1 приводится лишь один из итоговых результатов,
полученных при исследовании групп с соизмеримыми централизаторами неединичных элемен-
тов. Для доказательства этой теоремы потребовался тщательный анализ строения ФС-групп.
Вспомогательные результаты, изложенные в следующих двух разделах работы, также пред-
ставляют самостоятельный интерес, так как они улучшают наше представление о строении
ФС-групп, а в некоторых случаях и о строении групп финитарных подстановок.

2. Группы финитарных подстановок

ФС-группы возникают естественным образом при изучении групп финитарных подстано-
вок. Для объяснения их появления в теории финитарных групп нам необходимо напомнить
некоторые результаты из более ранних работ [4; 5].

Пусть G — произвольная группа подстановок множества Ω. Отображение f : Ω → Ω мы
называем G-предельным, если для любого конечного подмножества ∆ ⊆ Ω найдется такая
подстановка g ∈ G, что g|∆ = f |∆, т. е. αf = αg для любой точки α ∈ ∆.

Если G — группа финитарных подстановок множества Ω, то, очевидно, совокупность всех
финитарных G-предельных подстановок образует подгруппу G∗ в FSym(Ω), группе всех фи-
нитарных подстановок множества Ω. Эту группу G∗ мы будем называть финитарным замы-

канием группы G. Понятно, что G 6 G∗ и (G∗)∗ = G∗.
Согласно определению финитарного замыкания для любых x, y ∈ G∗ найдутся такие

x1, y1 ∈ G, что ограничения подстановок x и x1 на множество точек supp(x)∪ supp(y) совпада-
ют и ограничения подстановок y и y1 на множество точек supp(x) ∪ supp(y) ∪ supp(x1) также
совпадают. В этом случае выполняется равенство [x, y] = [x1, y1] и поэтому [G∗, G∗] = [G,G].
В частности, G E G∗ и G/G∗ — абелева группа.

Таким образом, подрастание группы G за счет добавления финитарных G-предельных под-
становок происходит небольшое и переход от группы G к ее финитарному замыканию G∗, как
правило, не добавляет серьезных проблем при исследовании строения группы. В дальнейшем
группу G финитарных подстановок мы будем называть финитарно замкнутой, если G = G∗.

В работах [4;5] начато изучение финитарно замкнутых групп финитарных подстановок, в
ходе которого были получены следующие результаты.

Пусть G — финитарно замкнутая подгруппа из FSym(Ω). Тогда найдется такое семейство
{Ωi | i ∈ I} подмножеств из Ω, образующих разбиение множества Ω, что подгруппы Gi =
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{g ∈ G | supp(g) ⊆ Ωi}, i ∈ I, порождают всю группу G, причем действие групп Gi на множе-
ствах Ωi имеет специальный характер одного из двух типов:

Тип A: Стабилизаторы всех точек из Ωi в группе Gi, а следовательно и в группе G, со-
измеримы. Другими словами, для любых точек α, β ∈ Ωi Gα-орбита точки β конечна. Таким
образом, действие типа A можно описать в терминах подорбит: Gi — группа финитарных
подстановок с конечными подорбитами на множестве Ωi.

Тип B : Если разбить множество Ωi на классы точек с соизмеримыми стабилизаторами,
то, во-первых, эти классы конечны, во-вторых, само семейство этих классов бесконечно и, в
третьих, Gi действует транзитивно на семействе этих классов.

Группы типа B допускают точное описание как с точки зрения внутреннего строения, так
и с точки зрения подстановочного действия. Краткая формулировка этого описания, данного
в работе [5], может быть представлена в следующем виде: любая финитарно замкнутая группа
финитарных подстановок типа B подстановочно изоморфна ограниченному сплетению группы
подстановок конечного множества и группы подстановок FSym(Σ) для некоторого бесконеч-
ного множества Σ.

Итак, изучение строения финитарно замкнутых групп финитарных подстановок свелось к
рассмотрению групп типа A, т. е. групп с соизмеримыми стабилизаторами точек. В отличие
от групп типа B вряд ли можно говорить о возможности конструктивного описания групп
типа A. Здесь, видимо, речь может идти только об особых свойствах, выделяющих или даже
характеризующих группы типа A в том или ином классе групп. И в первую очередь нас будут
интересовать абстрактные групповые свойства групп типа A.

Уже самые поверхностные наблюдения дают нам ряд удивительных свойств групп ти-
па A, отражающих весьма специфическое строение этих групп. Так, например, легко увидеть,
что централизаторы всех неединичных элементов в группе типа A соизмеримы и поэтому
централизатор любого неединичного элемента должен быть FC-группой. Другим свойством,
общим для всех групп типа A, является финитарность классов сопряженных элементов; зна-
чит, некоторые этапы исследования групп типа A могут быть реализованы в рамках общей
теории ФС-групп. Это исследование строения ФС-групп представлено в следующем разделе,
а данный раздел будет посвящен рассмотрению ряда простых свойств ФС-групп финитарных
подстановок, часть которых будет использована нами в дальнейшей работе.

Начнем мы с рассмотрения мощности групп финитарных подстановок типа A.

Лемма 2.1. Пусть G 6 FSym(Ω), α ∈ Ω и ∆ — произвольное бесконечное множество

точек из Ω. Тогда для любого конечного подмножества Γ ⊆ αG найдется такая точка β ∈ ∆,

что Γ ⊆ αGβ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Γ = {αx |x ∈ K} для некоторого конечного подмноже-
ства K из G. Так как K состоит из финитарных подстановок и ∆ — бесконечное множество,
то найдется точка β ∈ ∆ ∩ fix(K). Значит, K ⊆ Gβ и Γ ⊆ αGβ . �

Предложение 2.1. Пусть G 6 FSym(Ω), α ∈ Ω и G-орбита точки α бесконечна. Тогда

множество точек из Ω, стабилизаторы которых в группе G соизмеримы со стабилизатором

точки α, не более чем счетно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ∆ — множество всех точек из Ω, стабилизаторы которых в
группе G соизмеримы со стабилизатором точки α. Для любого натурального числа n положим

∆n = {β ∈ ∆ | |Gβ : Gα ∩ Gβ | = n}.

Другими словами, ∆n состоит из точек β ∈ ∆, для которых Gβ-орбита точки α имеет длину,
равную n. Если ∆n — бесконечное множество, то согласно лемме 2.1 любое конечное подмно-
жество Γ ⊆ αG содержится в Gβ-орбите точки α для некоторой точки β ∈ ∆n. Но Gβ-орбита
точки α для любого β ∈ ∆n согласно определению ∆n имеет длину, равную n. Значит,

∣

∣αG
∣

∣ = n,
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что противоречит условию леммы. Таким образом, множество ∆n конечно для любого n ∈ N

и поэтому множество ∆, совпадающее с объединением всех ∆n, n ∈ N, не более чем счетно. �

Следствие 2.1. Пусть G 6 FSym(Ω) и стабилизаторы в G всех точек из Ω соизмеримы.

Тогда имеет место один из случаев:
1) множество Ω не более чем счетно и, в частности, группа G не более чем счетна;
2) G-орбиты всех точек из Ω конечны.

Группа финитарных подстановок с конечными орбитами точек, понятно, может иметь лю-
бую мощность. Но при наложении определенных ограничений на группу ее мощность также
может быть ограничена сверху.

Будем говорить, что группа G финитарных подстановок множества Ω неразложима, если
для любого разбиения Ω = Ω1 ∪ Ω2 из равенства G = 〈G(Ω1), G(Ω2)〉 вытекает, что по крайней
мере одна из подгрупп G(Ω1) или G(Ω2) является единичной.

Предложение 2.2. Неразложимая финитарно замкнутая группа финитарных подста-

новок с конечными орбитами не более чем счетна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G 6 FSym(Ω) и G удовлетворяет всем условиям пред-
ложения. Очевидно, нам достаточно рассмотреть случай G 6= 1, поэтому далее мы будем
предполагать, что G — неединичная группа.

Сначала мы индуктивно определим бесконечную возрастающую последовательность нееди-
ничных конечных нормальных подгрупп 1 6= G1 6 G2 6 . . . 6 Gi 6 Gi+1 6 . . . 6 G, удовлетво-
ряющую для любого i ∈ N следующему условию:

G = G(∆i)
Gi+1, где ∆i = supp(Gi). (A)

База индуктивного построения. В качестве G1 мы можем взять любую неединичную ко-
нечную нормальную подгруппу из G. Напомним, что все G-орбиты конечны, поэтому группа G

есть подпрямое произведение конечных групп. В частности, G — локально нормальная группа,
и поэтому выбор G1 возможен.

Шаг индуктивного построения. Пусть i > 1 и подгруппа Gi уже определена. Поскольку
подгруппа Gi конечна, то множество ∆i = supp(Gi) также конечно и, следовательно, индекс
∣

∣G : G(∆i)

∣

∣ конечен. В силу локальной нормальности группы G найдется конечная нормальная
подгруппа Gi+1 E G, содержащая Gi и удовлетворяющая условию (A).

Рассмотрим теперь подгруппу H =
⋃∞

i=1
Gi. Подгруппа H, являющаяся объединением нор-

мальных подгрупп Gi, также нормальна в G и поэтому множество ∆ = supp(H) является
G-инвариантным. Следовательно, и Γ = Ω − ∆ есть G-инвариантное множество. Отсюда вы-
текает, что любая подстановка из G индуцирует финитарные подстановки множеств ∆ и Γ и
поэтому для любого g ∈ G найдутся такие a, b ∈ FSym(Ω), что g = ab, причем supp(a) ⊆ ∆ и
supp(b) ⊂ G. Покажем, что подстановка a является H-предельной.

Пусть Φ — произвольное конечное множество точек из Ω. Тогда пересечение Φ ∩ ∆ также
конечно и, следовательно, Φ ∩∆ ⊆ ∆i для некоторого i ∈ N. Воспользовавшись условием (A),
выберем такой элемент h ∈ Gi+1, что g ∈ G(∆i)

h. Понятно, что ограничения действий подста-
новок h, g и a на ∆i совпадают и, в частности, h|Φ∩∆ = a|Φ∩∆. Более того, обе подстановки
a и h действуют тождественно на Ω − ∆, откуда вытекает равенство h|Φ = a|Φ.

Таким образом, a — H-предельная подстановка и в силу финитарной замкнутости груп-
пы G принадлежит G. Заметим, что b = a−1g. Значит, и подстановка b принадлежит G.

Итак, для любого g ∈ G найдутся такие a ∈ H∗ и b ∈ G(∆), что g = ab. Отсюда очевидно
следует, что G = 〈G(∆), G(Γ)〉 и в силу неразложимости G одна из подгрупп G(∆) или G(Γ)

тривиальна. Но G(Γ) содержит неединичную подгруппу H. Поэтому G(∆) = 1 и подстановка b

является тождественной. Значит, G = H∗ и, так как группа H не более чем счетна, то и ее
финитарное замыкание, совпадающее с G, не более чем счетно. �
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Далее нам потребуется одна подстановочная характеризация групп типа A, справедливая
не только для групп финитарных подстановок, но и для любой локально конечной группы
подстановок. Ее доказательство основано на следующем утверждении.

Лемма 2.2. Пусть G — локально конечная группа, H1, . . . ,Hn — семейство соизмеримых

подгрупп из G, H = 〈H1, . . . ,Hn〉 и K =
⋂n

i=1
Hi. Тогда индекс |H : K| конечен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку все подгруппы Hi, 1 ≤ i ≤ n, соизмеримы, то ин-
декс подгруппы K в Hi конечен для любого i и поэтому найдутся такие конечные подмно-
жества Si ⊆ Hi, что Hi = SiK = KSi. Отсюда следует, что H = 〈Si,K | i = 1, . . . , n〉 =
〈Si | i = 1, . . . , n〉K. В силу локальной конечности группы G подгруппа 〈Si | i = 1, . . . , n〉 ко-
нечна и поэтому индекс подгруппы K в H конечен. �

Предложение 2.3. Для локально конечной группы G подстановок множества Ω следу-

ющие два условия равносильны:

1) стабилизаторы в G всех точек из Ω соизмеримы;

2) для любого конечного Γ ⊆ Ω найдется такое конечное ∆, содержащее Γ, что ∆∩∆x = ∅

или ∆ = ∆x для любого x ∈ G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполнено первое условие. Для любых α, β ∈ Γ положим
T (α, β) = {x ∈ G |αx = β}. Очевидно, множество T (α, β) либо пусто, либо совпадает с неко-
торым правым смежным классом группы G по стабилизатору Gα. Следовательно, множество
T =

⋃

α,β∈Γ
T (α, β) совпадает с объединением некоторого конечного семейства правых смеж-

ных классов группы G по подгруппам Gα, α ∈ Γ. Пусть S — множество представителей этих
смежных классов и H = 〈T 〉 = 〈Gα, S |α ∈ Γ〉.

Семейство подгрупп вида x−1Gαx, где α ∈ Γ и x ∈ 〈S〉, конечно и состоит из соизмеримых
подгрупп. Отсюда в силу леммы 2.2 следует, что G(Γ) есть подгруппа конечного индекса в H

и поэтому множество ∆ =
⋃

h∈H Γh конечно.

Очевидно, что Γ ⊆ ∆. Покажем, что ∆ удовлетворяет второму условию предложения 2.3.
Пусть ∆∩∆x 6= ∅ для некоторого x ∈ G. Тогда Γa∩Γbx 6= ∅ для некоторых a, b ∈ H и поэтому
bxa−1 ∈ T . Значит, x ∈ H и ∆x = ∆.

Допустим теперь, что выполнено второе условие предложения 2.3. Тогда для любых α, β ∈
Ω найдется такое конечное ∆ ⊆ Ω, содержащее α и β, что ∆∩∆x = ∅ или ∆x = ∆ для любого
x ∈ G. Так как ∆ ∩ ∆x 6= ∅ для любого x ∈ Gβ , то ∆x = ∆ для всех x ∈ Gβ и поэтому
Gβ-орбита точки α конечна. Это означает, что стабилизаторы в G любых двух точек из Ω
соизмеримы. �

Следствие 2.2. Для группы G финитарных подстановок множества Ω следующие два

условия равносильны:

1) стабилизаторы в G всех точек из Ω соизмеримы;

2) для любого конечного Γ ⊆ Ω найдется такое конечное ∆ ⊆ Ω, содержащее Γ, что

∆ ∩ ∆x = ∅ или ∆ = ∆x для любого x ∈ G.

Следствие 2.3. Для бесконечной транзитивной группы G финитарных подстановок мно-

жества Ω следующие два условия равносильны:

1) стабилизаторы в G всех точек из Ω соизмеримы;

2) G — вполне импримитивная группа.

С помощью следствия 2.2 легко получить следующие свойства групп типа A.

Предложение 2.4. Пусть G — группа финитарных подстановок с соизмеримыми ста-

билизаторами точек. Тогда
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1) стабилизатор в G любой точки и централизатор в G любого неединичного элемента

соизмеримы. В частности, централизаторы в G всех неединичных элементов соизмеримы

и являются FC-группами;

2) нормальное замыкание в G любого конечного непустого подмножества S ⊆ G есть

прямая степень некоторой конечной группы. В частности, 〈SG〉 — локально нормальная

группа конечного периода;

3) G есть ФС-группа;
4) G есть FC-группа тогда и только тогда, когда все G-орбиты конечны;

5) G есть Ф-группа тогда и только тогда, когда все G-орбиты бесконечны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть g — произвольный неединичный элемент из G и ∆ =
supp(g). Тогда G(∆) 6 CG(g) 6 G{∆}, откуда следует соизмеримость подгрупп CG(g) и G(∆), а,
значит, и соизмеримость CG(g) и стабилизатора любой точки. Остальные утверждения п. 1)
заключения предложения тривиальным образом следуют из соизмеримости централизаторов
неединичных элементов и стабилизаторов точек.

2–3) Пусть S — произвольное конечное множество элементов из G и Γ = supp(S). С помо-
щью следствия 2.2 найдем в Ω такое конечное подмножество ∆, содержащее Γ, что ∆∩∆x = ∅

или ∆ = ∆x для любого x ∈ G. Пусть H = 〈Sx |x ∈ G{∆}〉. Понятно, что подгруппа H конечна
и поэлементно перестановочна с любой сопряженной с ней подгруппой Hx, отличной от H.
Более того, supp(H) ∩ supp(Hx) = ∅. Следовательно, нормальное замыкание в G подгруп-
пы H, совпадающее с нормальным замыканием в G множества S, есть прямое произведение
всех сопряженных с H подгрупп.

Возьмем теперь произвольные g ∈ G, s ∈ S, и пусть {sxi |xi ∈ G, i ∈ I} — множество всех
сопряженных с s элементов, неперестановочных с g. Тогда ∆xi ∩ supp(g) 6= ∅ для любого i ∈ I,
откуда следует конечность семейства {∆xi | i ∈ I}, а, значит, и множества {sxi | i ∈ I}.

4) Если все G-орбиты конечны, то в силу финитарного действия группа G представима в ви-
де подпрямого произведения конечных групп, индуцированных действием G на своих орбитах.
Следовательно, G является FC-группой. Обратно, если G — FC-группа, то в силу соизмери-
мости стабилизаторов точек и централизаторов неединичных элементов любой стабилизатор
имеет конечный индекс в G и поэтому все G-орбиты конечны.

5) Этот пункт непосредственно следует из предыдущего пункта, так как соизмеримость
стабилизаторов точек влечет конечность всех G-орбит, если хотя бы одна G-орбита конечна. �

Предложение 2.4 вызывает вопросы: верно ли обратное утверждение к п. 3) заключения,
т. е. любая ли ФС-группа финитарных подстановок имеет соизмеримые стабилизаторы точек?
Если нет, то насколько шире класс ФС-групп финитарных подстановок класса групп фини-
тарных подстановок с соизмеримыми стабилизаторами точек?

Проанализировать поставленные вопросы (см. предложение 2.6) нам помогут следующие
два утверждения.

Лемма 2.3. Пусть Ω — произвольное непустое множество, {∆i | i ∈ I} — бесконечное

семейство возможно совпадающих подмножеств множества Ω, состоящих из равного чис-

ла n ∈ N элементов. Тогда найдутся такие конечное подмножество ∆ ⊆ Ω и бесконечное

подмножество J ⊆ I, что ∆i ∩ ∆j ⊆ ∆ для любых различных i и j из J .

Д о к а з а т е л ь с т в о (индукцией по n). База индукции. Пусть n = 1 и Σ =
⋃

i∈I ∆i.
Тогда для любого α ∈ Σ найдется такое i = i(α) ∈ I, что {α} = ∆i. Если Σ — конечное
множество, то полагаем ∆ = Σ и J = I. Если Σ — бесконечное множество, то полагаем ∆ = ∅

и J = {i(α) |α ∈ Σ}. В обоих случаях ∆ и J удовлетворяют заключению леммы.
Шаг индукции. Пусть n > 1 и для всех значений индуктивного параметра, меньших n,

заключение леммы справедливо.

Если найдется такое α ∈ Ω, что I∗ = {i ∈ I |α ∈ ∆i} — бесконечное множество, то, приме-
няя индуктивное предположение к бесконечному семейству подмножеств ∆∗

i = ∆i − {α}, i ∈ I∗,
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состоящих из n − 1 элементов, выберем такие конечное ∆∗ ⊆ Ω и бесконечное J∗ ⊆ I∗ под-
множества, что ∆∗

i ∩ ∆∗
j ⊆ ∆∗ для любых i и j из J∗. Полагая в этом случае ∆ = ∆∗ ∪ {α} и

J = J∗, получаем требуемую пару ∆ и J .

Если для любого α ∈ Ω множество {i ∈ I |α ∈ ∆i} конечно, то для любого конечного
подмножества Σ ⊆ Ω число подмножеств ∆i, i ∈ I, имеющих общий элемент с Σ, конечно и
поэтому мы можем выбрать из {∆i | i ∈ I} бесконечную последовательность попарно непере-
секающихся подмножеств ∆i. В этом случае ∆ = ∅ и J — множество индексов у выбранной
последовательности подмножеств ∆i. �

Предложение 2.5. Финитарное замыкание ФС-группы финитарных подстановок так-

же является ФС-группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное, т. е. нашлись такие ФС-группа G 6

FSym(Ω) и a, b ∈ G∗, что [a, bxi ] 6= 1 для некоторого бесконечного множества различных
элементов bxi , где xi ∈ G∗ и i ∈ I. С помощью леммы 2.3 для бесконечного семейства
{supp(bxi) | i ∈ I} выберем такие конечное ∆ ⊆ Ω и бесконечное Ii ⊆ I подмножества, что
supp(bxi) ∩ supp(bxj) ⊆ ∆ для различных i и j из I1.

Поскольку a ∈ G∗, то найдется такое a1 ∈ G, что a|∆ = a1|∆. Пусть a2 = a−1

1
a. Оче-

видно, что supp(a2) — конечное множество, не имеющее общих точек с ∆. Значит, I2 = {i ∈
I1 | supp(a2) ∩ supp(bxi) 6= ∅} — бесконечное множество.

Рассмотрим теперь семейство {supp(a
x
−1

i

1
) | i ∈ I2} и снова, пользуясь леммой 2.3, выберем

такие конечное Γ ⊆ Ω и бесконечное I3 ⊆ I2 подмножества, что supp(a
x
−1

i

1
) ∩ supp(a

x
−1

j

1
) ⊆ Γ

для различных i и j из I3. Без потери общности можно считать, что supp(b) ⊆ Γ.

Поскольку b ∈ G∗, то найдется такой b1 ∈ G, что b|Γ = b1|Γ. Пусть b2 = b−1

1
b. Яс-

но, что supp(b2) — конечное множество, не имеющее общих точек с Γ. Поэтому I4 = {i ∈

I3 | supp(a
x−1

i

1
) ∩ supp(b2) = ∅} — бесконечное множество.

Наконец, из множества I4 выберем подмножество I5 = {i ∈ I4 | [a1, b
xi

1
] = 1}. Множество I5

бесконечно, так как, во-первых, a1 и b1 — элементы ФС-группы, во-вторых, supp(b) ⊆ supp(b1)
и поэтому среди элементов вида b

xi

1
, i ∈ I4, бесконечно много различных и, в-третьих, эле-

менты b
xi

1
, xi ∈ G∗, сопряжены и в группе G, что, в свою очередь, следует из определения

финитарного замыкания.

Согласно выбору множества I5 для любого i ∈ I5 имеем supp(a
x
−1

i

1
) ∩ supp(b2) = ∅, откуда

следует, что supp(a1) ∩ supp(bxi

2
) = ∅ и, значит, элементы a1 и bxi

2
перестановочны. Учитывая

также перестановочность элементов a1 и bxi

1
и разложение b = b1b2, получаем [a1, b

xi ] = 1 для
любого i ∈ I5.

Также для любого i ∈ I5 имеем supp(a2)∩ supp(bxi) = ∅. Следовательно, элемент a = a1a2

перестановочен с bxi для любого i ∈ I5, что противоречит неперестановочности a и bxi для
любого i ∈ I. �

Предложение 2.6. Пусть G — финитарно замкнутая ФС-группа финитарных подста-

новок множества Ω. Тогда имеет место один из двух случаев:

1) стабилизаторы в G всех точек из Ω соизмеримы;

2) существует такое нетривиальное разбиение Ω = Ω1 ∪ Ω2, что подгруппы Gi =
{g ∈ G | supp(g) ⊆ Ωi}, i = 1, 2, порождают всю группу G, причем G1 — абелева, возможно

тривиальная, группа, G2 — Ф-группа и стабилизаторы в Gi всех точек из Ωi соизмеримы

для i = 1, 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что стабилизаторы не всех точек из Ω соизмеримы.
В этом случае согласно основной теореме из [4] найдется такое нетривиальное разбиение Ω =
⋃

i∈I Ωi, |I| > 2, что подгруппы Gi = {g ∈ G | supp(g) ⊆ Ωi}, i ∈ I, порождают всю группу G и
действие группы Gi на множестве Ωi есть действие одного из типов A или B для любого i ∈ Ω.
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Группы типа B, очевидно, не являются ФС-группами, поэтому действие компоненты Gi на Ωi

имеет тип A для любого i ∈ I. Так как все G-орбиты не могут быть конечными, то найдется
компонента Gk, k ∈ I, с бесконечной орбитой на множестве Ωk. Положим Γ = Ω − Ωk и H =
〈Gi | i ∈ I − {k}〉. Если H — неабелева группа, то в ней найдутся неперестановочные элементы a

и b. Беря в этом случае произвольный неединичный элемент g ∈ Gk, мы получаем бесконечное
множество сопряженных в G элементов {agx |x ∈ Gk}, неперестановочных с элементом b,
что противоречит условию предложения 2.6. Значит, H — абелева группа и ее орбиты на
множестве Γ конечны. �

3. Свойства ФС-групп

Для доказательства теоремы 1.1, основного результата данной работы, нам потребуют-
ся несколько свойств ФС-групп, касающихся строения финитно аппроксимируемых и FC-
разрешимых ФС-групп (следствие 3.1 и предложение 3.11).

Напомним, что семейство всех ФС-групп состоит из FC-групп и Ф-групп. Эти два подсе-
мейства обладают рядом общих свойств, в которых отражается степень близости Ф-групп к
FC-группам. В то же время Ф-группы имеют весьма специфические свойства, аналогичные
свойствам вполне импримитивных групп финитарных подстановок, которые можно найти,
например, в [8]. Схожесть в строении Ф-групп и вполне импримитивных групп финитарных
подстановок не должна удивлять, так как подстановочное действие Ф-группы на любом беско-
нечном классе сопряженных элементов является вполне импримитивным (предложение 3.3).
Заметим, что степень близости строения совершенной Ф-группы с тривиальным центром к
строению группы финитарных подстановок настолько велика, что может даже возникнуть
гипотеза о существовании точного финитарного подстановочного представления для этих Ф-
групп. Отрицательный ответ на данное предположение может быть получен с помощью при-
мера 6.4 из [6]. Тем не менее остается открытым

В о п р о с. Верно ли, что коммутант произвольной Ф-группы есть гомоморфный образ

некоторой группы финитарных подстановок ?

Помимо необходимых нам в работе свойств ФС-групп мы включили в этот раздел несколь-
ко элементарных свойств центра произвольной Ф-группы (предложения 3.12–3.14). Эти свой-
ства в какой-то степени сводят общую задачу изучения строения Ф-групп к рассмотрению
Ф-групп с тривиальным центром.

Во введении данной работы мы уже отмечали, что финитарность всех классов сопряжен-
ных элементов группы G равносильна следующему условию: для любых x, y ∈ G множество
элементов сопряженных с y и неперестановочных с x конечно. В дальнейшем это условие мы
будем называть просто Ф-условием.

Кроме того, мы будем использовать еще один новый термин. Будем говорить, что подгруп-
па H группы G FC-вложена в G, если индекс |H : CH(x)| конечен для любого x ∈ G.

Предложение 3.1. В ФС-группе централизаторы нецентральных элементов соизмери-

мы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G — ФС-группа и x, y — произвольные неперестановочные
элементы из G. Тогда для любого g ∈ CG(x) элемент yg неперестановочен с x, так как [x, yg] =
[x, y]g 6= 1 и согласно Ф-условию множество {yg | g ∈ CG(x)} конечно. Но

|CG(x) : CG(x) ∩ CG(y)| = |{yg | g ∈ CG(x)}| ,

откуда следует, что централизаторы любых двух неперестановочных элементов из G соизме-
римы.

Допустим теперь, что x, y — произвольные нецентральные элементы. Так как две соб-
ственные подгруппы не могут покрывать всю группу, то CG(x)∪CG(y) 6= G. Значит, найдется
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элемент из G, неперестановочный и с x, и с y. Воспользовавшись тем, что соизмеримость —
отношение эквивалентности, получаем соизмеримость CG(x) и CG(y). �

Предложение 3.2. Пусть G — ФС-группа. Тогда справедливы следующие утверждения:
1) централизатор любого нецентрального элемента из G есть FC-группа;
2) любая FC-подгруппа FC-вложена в G;
3) любое конечное множество элементов из G содержится в нормальной FC-подгруппе

из G;
4) любое конечное семейство FC-подгрупп порождает FC-подгруппу из G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое и второе утверждения вытекают тривиальным образом
из предложения 3.1. Третье и четвертое утверждения, очевидно, справедливы для любой FC-
группы. Значит, нам достаточно доказать последние два утверждения для Ф-групп.

Итак, пусть G — Ф-группа и aG — некоторый бесконечный класс сопряженных в G эле-
ментов.

Сначала покажем, что для любого конечного подмножества K ⊂ G группа 〈K,CG(a)〉 есть
FC-группа. Действительно, согласно Ф-условию S = CG(a)∩aG — бесконечное множество. Так
как CG(a) — FC-группа, а S — CG(a)-инвариантное подмножество из CG(a), то S есть объ-
единение бесконечного семейства конечных классов сопряженных в CG(a) элементов. Снова
воспользовавшись Ф-условием, выберем среди этих классов конечный класс C, поэлементно
перестановочный с K. Тогда 〈K,CG(a)〉 6 NG(C). В силу конечности класса C подгруппа
NG(C) соизмерима с централизатором любого нецентрального элемента из G и поэтому явля-
ется FC-группой. Следовательно, и 〈K,CG(a)〉 — FC-группа.

Покажем теперь, что нормальное замыкание в G произвольного конечного подмножества
M ⊂ G является FC-группой. Действительно, согласно Ф-условию множество K = MG−CG(a)
конечно и поэтому содержится в FC-группе 〈K,CG(a)〉. Следовательно, 〈MG〉 — FC-группа.

Обратимся к последнему утверждению предложения. Пусть H1, . . . ,Hn — произвольное ко-
нечное семейство FC-подгрупп. Так как эти подгруппы FC-вложены в G, то индекс |Hi : CHi

(a)|
конечен для i = 1, . . . , n. Значит, найдется такое конечное подмножество K ⊂ G, что
〈H1, . . . ,Hn〉 содержится в подгруппе 〈K,CG(a)〉, которая является FC-группой. Следователь-
но, 〈H1, . . . ,Hn〉 — FC-группа. �

Предложение 3.3. Пусть G — Ф-группа и a — произвольный нецентральный элемент

из G. Тогда

1) класс aG счетен;
2) действие сопряжением группы G индуцирует на aG вполне импримитивную группу

финитарных подстановок ;
3) ядро действия G на aG, совпадающее с CG(aG), является FC-вложенной в G подгруп-

пой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если класс aG конечен, то в силу предложения 3.1 любой нецен-
тральный класс сопряженных в G элементов конечен, т. е. G — FC-группа, что противоречит
условию. Значит, aG — бесконечный класс и группа подстановок, индуцируемая действием G

на aG, является бесконечной группой. Соизмеримость централизаторов элементов из aG может
быть интерпретирована как соизмеримость стабилизаторов точек этой бесконечной транзитив-
ной группы финитарных подстановок. Применяя следствие 2.3, получаем первые два утвер-
ждения предложения 3.3. Третье утверждение следует из первых двух утверждений предло-
жения 3.2. �

Предложение 3.4. Пусть G — Ф-группа. Тогда для любого конечного подмножества

K ⊂ G справедливы следующие утверждения:
1) множество сопряженных с CG(K) подгрупп покрывает группу G;
2) если CG(K) 6 N E G, то N = G;
3) CG(K)G′ = G.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Понятно, что Z(G) 6 CG(K). Пусть g — произвольный нецен-
тральный элемент из G. Так как согласно Ф-условию каждый элемент из K неперестановочен
лишь с конечным числом элементов из gG, а класс gG по предложению 3.3 бесконечен, то най-
дется такой элемент x ∈ G, что gx ∈ CG(K). Следовательно, сопряженные с CG(K) подгруппы
покрывают G и первое утверждение предложения 3.4 справедливо.

Второе утверждение очевидным образом вытекает из первого, так как все сопряженные с
CG(K) подгруппы содержатся в N .

Наконец, обратимся к третьему утверждению. Подгруппа CG(K)G′ нормальна в G и содер-
жит CG(K). Применяя второе утверждение, получаем требуемое равенство CG(K)G′ = G. �

Предложение 3.5. Коммутант Ф-группы является Ф-группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что заключение неверно, т. е. существует Ф-
группа G, коммутант которой есть FC-группа. Пусть a — произвольный нецентральный эле-
мент из G. Тогда по предложению 3.4 G = CG(a)G′, а по предложению 3.2 G′ — FC-вложенная
подгруппа. Значит, CG(a) — подгруппа конечного индекса в G, что противоречит счетности
класса aG (предложение 3.3). �

Предложение 3.6. Любая подгруппа конечного индекса в Ф-группе также является Ф-

группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G — Ф-группа и H — подгруппа конечного индекса в G.
Если H — FC-группа, то согласно предложению 3.2 H — FC-вложенная подгруппа и поэтому
централизатор любого элемента из G имеет конечный индекс в G, т. е. G — FC-группа, что
противоречит условию. Следовательно, H — Ф-группа. �

Предложение 3.7. Любая нормальная Ф-подгруппа в Ф-группе G содержит G′.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть N — нормальная Ф-подгруппа в G. Нам необходимо
показать, что [x, y] ∈ N для любых x, y ∈ G. Если y ∈ Z(G), то [x, y] = 1 ∈ N . Пусть y 6∈ Z(G).
Тогда согласно предложению 3.2 CG(y) — FC-группа. Если yN — конечное множество, то
индекс |N : CN (y)| конечен, т. е. Ф-группа N содержит FC-подгруппу CN (y) конечного индекса,
что невозможно по предложению 3.6. Значит, множество yN бесконечно и мы, используя Ф-
условие, можем найти такой элемент g ∈ N , что [x, yg] = 1. Отсюда в силу нормальности
подгруппы N следует, что [x, y] ∈ N . �

Предложение 3.8. Любая подгруппа конечного индекса в Ф-группе G содержит G′.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть H — подгруппа конечного индекса в G. Понятно, что H

содержит нормальную в G подгруппу N конечного индекса, которая согласно предложению 3.6
является Ф-группой. Применяя предложение 3.7, получаем G′ 6 N 6 H. �

Из предложения 3.8 вытекает

Следствие 3.1. Финитно аппроксимируемая ФС-группа является FC-группой.

Предложение 3.9. Пусть G — Ф-группа. Тогда G′ = G′′.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из предложения 3.5 следует, что G′′ есть Ф-группа. Восполь-
зовавшись предложением 3.7, получим требуемое равенство. �

Предложение 3.10. Пусть N — нормальная подгруппа в Ф-группе G, причем G/N —

FC-группа. Тогда G′ 6 N .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения FC-группы следует, что пересечение всех под-
групп конечного индекса в факторгруппе G/N содержится в Z(G/N). В то же время это
пересечение согласно предложению 3.8 содержит (G/N)′. Следовательно, G/N — абелева или
двуступенно разрешимая группа и G′′ ⊆ N . Применяя предложение 3.9, получаем включение
G′ 6 N . �

Предложение 3.11. FC-разрешимая ФС-группа является FC-группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно показать, что двуступенно FC-разрешимая ФС-
группа является FC-группой.

Итак, пусть G — ФС-группа, N E G, причем N и G/N — FC-группы. Если G не является
FC-группой, то G — Ф-группа и по предложению 3.10 G′ 6 N . Но тогда G′ — FC-группа, что
противоречит предложению 3.5. Значит, G — FC-группа. �

Предложение 3.12. Пусть G — ФС-группа, a — произвольный нецентральный элемент

из G и черта ( ) есть естественный гомоморфизм группы G на G/Z(G). Тогда индекс

|CG(a) : CG(a)| конечен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что образ централизатора CG(a) в факторгруппе G

содержится в CG(a), централизаторе образа элемента a. Пусть H — полный прообраз CG(a) в
группе G. Нам необходимо доказать конечность индекса |H : CG(a)|, равного мощности мно-
жества {ax |x ∈ H}. Так как a 6∈ Z(G), то в G найдется элемент b, неперестановочный с a.
Заметим, что [a, x] ∈ Z(G) для любого x ∈ H и поэтому [ax, b] = [a, b] 6= 1. Но множество
элементов, сопряженных с a и неперестановочных с b, конечно. Следовательно, множество
{ax |x ∈ H} также конечно. �

Из предложения 3.12 непосредственно вытекает

Предложение 3.13. Пусть G — ФС-группа и G = G/Z(G). Тогда

1) централизаторы всех неединичных элементов из G соизмеримы;

2) G — FC-группа тогда и только тогда, когда G — FC-группа;

3) если G — Ф-группа, то Z(G) = 1.

Предложение 3.14. Пусть G — Ф-группа. Тогда

1) G′ — счетная локально конечная группа;

2) CG(G′) = Z(G).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Семейство всех FC-подгрупп из G согласно предложению 3.2
локально покрывает G и поэтому коммутант группы G локально покрывается коммутантами
FC-подгрупп из G. Но коммутант любой FC-группы локально конечен [7], откуда и следует
локальная конечность G′.

Для доказательства счетности группы G′ возьмем любой нецентральный элемент a ∈ G,
и пусть T — множество представителей всех правых смежных классов группы G по подгруп-
пе CG(a). По предложению 3.3 как само множество, так и все классы tG, t ∈ T , являются
счетными множествами. Значит, нормальное замыкание 〈TG〉 счетно. Из способа построения
подгруппы 〈TG〉 следует, что эта подгруппа не является FC-вложенной в G, а в силу предложе-
ния 3.2 〈TG〉 — Ф-группа. Значит, мы можем воспользоваться предложением 3.7, из которого
следует, что G′ 6 〈TG〉, а так как коммутант G′ Ф-группы G бесконечен, то G′ — счетная
группа.

Второе утверждение предложения 3.14 вытекает из третьего утверждения предложения 3.4.
Действительно, пусть x ∈ CG(G′). Тогда CG(x) > G′ и поэтому G = CG(x)G′ = CG(x), т. е.
x ∈ Z(G). �
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4. Основная редукция

В этом разделе мы начинаем исследование строения групп с соизмеримыми централизато-
рами неединичных элементов. Мы покажем, что такие группы являются ФС-группами в том
случае, когда они содержат неединичные субнормальные FC-подгруппы. Более того, доказа-
тельство теоремы 1.1 будет сведено к нахождению неединичных субнормальных FC-подгрупп
в локально конечных группах с соизмеримыми централизаторами неединичных элементов.

Обратим внимание читателя на два факта, которые тривиальным образом следуют из опре-
деления соизмеримости и применяются везде без ссылок. Пусть G — группа с соизмеримыми
централизаторами неединичных элементов. Тогда, во-первых, в любой подгруппе H 6 G цен-
трализаторы неединичных элементов из H также соизмеримы и, во-вторых, централизатор
любого неединичного элемента из G является FC-группой.

Лемма 4.1. Пусть G — группа с бесконечными соизмеримыми централизаторами нееди-

ничных элементов. Тогда

1) любое конечное семейство FC-подгрупп из G порождает FC-подгруппу ;
2) G′ — локально конечная группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала покажем, что любое конечное подмножество K ⊂ G и
любая FC-подгруппа H 6 G порождают FC-подгруппы.

Действительно, если H — конечная группа, то в силу соизмеримости и бесконечности цен-
трализаторов неединичных элементов из G подгруппа CG(K)∩CG(H) содержит неединичный
элемент G. Значит, подгруппа 〈K,H〉 содержится в FC-группе CG(g) и поэтому также является
FC-группой.

Пусть H — бесконечная FC-группа. В этом случае, так как индекс |H : CH(K)| конечен,
в CH(K) найдется неединичная нормальная в H подгруппа, которая содержит неединичный
конечный класс C сопряженных в H элементов. Заметим, что 〈K,H〉 6 NG(C). В силу конеч-
ности C подгруппа NG(C) соизмерима с централизатором любого неединичного элемента из
G и поэтому является FC-группой. Следовательно, и 〈K,H〉 — FC-группа.

Покажем теперь, что любое конечное семейство FC-подгрупп H1, . . . ,Hn из G порождает
FC-группу. С этой целью возьмем произвольный неединичный элемент g ∈ G. Поскольку
индекс |Hi : CHi

(g)| конечен для i = 1, . . . , n, то найдется такое конечное подмножество K ⊂ G,
что 〈H1, . . . ,Hn〉 6 〈K,CG(g)〉, и в силу доказанного 〈H1, . . . ,Hn〉 — FC-группа.

Второе утверждение леммы следует из первого. Действительно, семейство всех FC-подгрупп
согласно первому утверждению леммы образует локальное покрытие группы G и поэтому ком-
мутант группы G локально покрывается коммутантами FC-подгрупп. Но коммутант любой
FC-группы локально конечен [7], откуда и следует локальная конечность группы G′. �

Лемма 4.2. Пусть G — произвольная группа, x1, . . . , xn — любые элементы из G и L —

семейство подгрупп из G, индексы которых в G меньше n. Для 1 ≤ i, j ≤ n положим Lij =
{H ∈ L |xix

−1

j ∈ H}. Тогда L =
⋃

i6=j Lij.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть H — произвольная подгруппа из семейства L. Так как
индекс H в G меньше n, то для некоторых различных i и j справедливо равенство Hxi = Hxj .
Отсюда и вытекает требуемое включение xix

−1

j ∈ H, т. е. H ∈ Lij. �

Лемма 4.3. Если группа G с соизмеримыми централизаторами всех неединичных эле-

ментов содержит неединичную нормальную FC-подгруппу, то G — ФС-группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть N — неединичная нормальная FC-подгруппа в G. Если
N — конечная группа, то из соизмеримости централизаторов неединичных элементов следует,
что централизаторы всех элементов из G имеют конечный индекс в G, т. е. G — FC-группа.
Поэтому далее мы будем предполагать, что N — бесконечная FC-группа. В частности, цен-
трализаторы элементов из G бесконечны и поэтому мы можем воспользоваться леммой 4.1.
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Пусть g — произвольный элемент из G. Тогда |N : CN (g)| < n для некоторого натураль-
ного числа n. Так как подгруппа N бесконечна, то в N можно выбрать n различных элемен-
тов x1, . . . , xn. Пусть L = {CN (gx) |x ∈ G}. В силу нормальности N имеем |N : CN (gx)| =
|N : CN (g)| < n, а по лемме 4.2 L =

⋃

i6=j Lij, где Lij = {CN (gx) |x ∈ G,xix
−1

j ∈ CN (gx)}. Зна-

чит, gG ⊆
⋃

i6=j CG(xix
−1

j ) ⊆ 〈CG(xix
−1

j | i 6= j〉 = H. Подгруппа H согласно лемме 4.1 является
FC-группой как группа, порожденная конечным семейством FC-подгрупп. Следовательно, и
〈gG〉 — FC-группа.

Таким образом, любой элемент из G содержится в нормальной FC-подгруппе из G. При-
менение теоремы A завершает доказательство леммы. �

Итак, проблема финитарности классов свелась к проблеме существования неединичных
нормальных FC-подгрупп. Следующим шагом редукции является ослабление условия нор-
мальности FC-подгруппы.

Лемма 4.4. Если в группе G централизаторы неединичных элементов соизмеримы, то

любая субнормальная FC-подгруппа из G содержится в нормальной FC-подгруппе.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, достаточно доказать следующее: если 1 6= H EKEG

и H — FC-группа, то 〈HG〉 также FC-группа.

Пусть N = 〈HG〉. Так как H — FC-группа и централизаторы неединичных элементов
группы соизмеримы, то индекс |Hg : Hg ∩ H| конечен для любого g ∈ G. Следовательно, фак-
торгруппа N/H порождается конечными нормальными подгруппами Hg H/H и поэтому яв-
ляется FC-группой. Применяя предложение 3.11 к группе N , которая по лемме 4.3 является
ФС-группой, мы получаем требуемое заключение: N есть FC-группа. �

Из лемм 4.3 и 4.4 вытекает

Лемма 4.5. Если группа G с соизмеримыми централизаторами всех неединичных эле-

ментов содержит неединичную субнормальную FC-подгруппу, то G — ФС-группа.

Из леммы 4.1 и 4.5 вытекает

Лемма 4.6. Теорема 1.1 справедлива, если любая неединичная локально конечная группа

с соизмеримыми централизаторами неединичных элементов содержит неединичную субнор-

мальную FC-подгруппу.

5. Локально разрешимые группы

В этом разделе мы докажем существование неединичных абелевых нормальных подгрупп
в локально разрешимых группах с соизмеримыми централизаторами неединичных элементов.
Для этого нам потребуется несколько новых понятий и вспомогательных результатов.

Пусть G — произвольная группа и H 6 G. Конечную подгруппу K 6 G будем называть
сигнализатором подгруппы H, если K ∩ H = 1 и H 6 NG(K). Сигнализатор K подгруп-
пы H будем называть точным, если действие сопряжением группы H на K является точным,
т. е. CH(K) = 1. Наконец, последовательность подгрупп (Hi)i∈N, мы будем называть башней

сигнализаторов, если Hi+1 — сигнализатор подгруппы 〈H1, . . . ,Hn〉 для любого i ∈ N.

Лемма 5.1. В периодической локально разрешимой группе, не содержащей неединичных

абелевых нормальных подгрупп, для любой конечной подгруппы найдется точный нильпо-

тентный сигнализатор.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G — периодическая локально разрешимая группа, не
содержащая неединичных абелевых нормальных подгрупп, и H — произвольная конечная
подгруппа в G. Понятно, можно считать, что H 6= 1.
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Из условий, наложенных на группу G, следует, что в G нет неединичных нильпотентных
нормальных подгрупп и, в частности, нормальное замыкание в G любого элемента h ∈ H#

не является нильпотентной подгруппой. Значит, для любого h ∈ H# найдется такое конечное
подмножество Sh ⊆ G, что {hx |x ∈ Sh} не является нильпотентной группой класса 6 2.

Пусть L = 〈h, Sh |h ∈ H#〉 и K — произвольная максимальная нильпотентная подгруппа
класса 6 2 из L. Если K ∩ H содержит неединичный элемент h, то 〈hx |x ∈ Sh〉 6 K, что
противоречит выбору Sh. Значит, K ∩ H = 1 и, учитывая очевидное включение CL(K) 6 K,
мы получаем искомый точный нильпотентный сигнализатор K подгруппы H.

Лемма 5.2. Пусть (Hi)i∈N — башня сигнализаторов в некоторой группе H = 〈Hi | i ∈ N〉

и централизаторы в H элементов из H
#

1
соизмеримы. Тогда найдется такое натуральное

число n > 1, что CHn
(x) = CHn

(y) для любых x, y ∈ H
#

1
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из соизмеримости централизаторов в H всех элементов из
H

#

1
следует, что CH(H1) — подгруппа конечного индекса в CH(x) для любого x ∈ H

#

1
. Так

как CH(H1) = 〈CHi
(H1) | i ∈ N〉 и CH(x) = 〈CHi

(x) | i ∈ N〉, то индекс |CH(x) : CH(H1)| =
∏∞

i=1
|CHi

(x) : CHi
(H1)| конечен. Значит, найдется такое натуральное число n(x), что |CHi

(x) :

CHi
(H1)| = 1 для всех i > n(x). Полагая n = max{n(x) |x ∈ H

#

1
}, получаем CHn

(x) =

CHn
(H1) = CHn

(y) для любых x, y ∈ H
#

1
. �

Лемма 5.3. Пусть конечная p-группа P действует на конечной p-группе Q, p — простое

число, причем CQ(P ′) = CQ(P ). Тогда CQ(P ) = Q.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что лемма неверна и CQ(P ) 6= Q. В этом случае
CL(P ) 6= 1 для L = NQ(CQ(P ))/CQ(P ). Пусть K — полный прообраз подгруппы CL(P ) в
группе NQ(CQ(P )). Группа P действует тождественно на K/CQ(P ) и CQ(P ) и поэтому ее
коммутант P ′ действует тождественно на K, что противоречит условию леммы. �

Лемма 5.4. Неединичная периодическая локально разрешимая группа с соизмеримыми

централизаторами неединичных элементов содержит неединичную абелеву нормальную под-

группу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что лемма неверна, т. е. найдется неединичная пери-
одическая локально разрешимая группа G с соизмеримыми централизаторами неединичных
элементов, в которой нет неединичных абелевых нормальных подгрупп. В частности, G —
неразрешимая группа и поэтому в G найдется конечная p-подгруппа P ранга > 2 для неко-
торого простого числа p. Очевидно, можно также считать, что P — неабелева группа в том
случае, если G содержит неабелеву p-подгруппу.

Определим индуктивно башню сигнализаторов (Hi)i∈N, полагая, что H1 = P и Hi+1 — про-
извольный точный нильпотентный сигнализатор подгруппы 〈H1, . . . ,Hi〉, который для
i > 1 найдется по лемме 5.1. С помощью леммы 5.2 выберем такое натуральное число n > 1,
что CHn

(x) = CHn
(y) для любых x, y ∈ P#.

Пусть Q — силовская q-подгруппа из Hn для произвольного q ∈ π(Hn). Ясно, что CQ(x) =
CQ(y) для x, y ∈ P# и Q — P -инвариантная подгруппа. Если p 6= q, то, так как P содержит
нециклическую абелеву подгруппу, Q = 〈CQ(x) |x ∈ P#〉 = CQ(P ), т. е. [P,Q] = 1. Если p = q и
P — неабелева группа, то равенство [P,Q] = 1 следует из леммы 5.3. Наконец, если p = q и P —
абелева группа, то согласно выбору P любая p-подгруппа из G абелева и поэтому [P,Q] = 1.
Таким образом, [P,Q] = 1 для произвольной силовской подгруппы Q из Hn, откуда следует
равенство [P,Hn] = 1, противоречащее выбору точного сигнализатора Hn. �

Лемма 5.5. Пусть G — локально конечная группа с соизмеримыми централизаторами

неединичных элементов, причем G содержит неединичную локально разрешимую нормаль-

ную подгруппу. Тогда

1) G есть ФС-группа;
2) если группа G финитно аппроксимируема, то G — локально нормальная группа.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение леммы 5.5 вытекает из лемм 5.4 и 4.5.
Второе утверждение выводим из первого и следствия 3.1. �

6. Полупростые группы

Очевидно, любая локально конечная группа G содержит единственную максимальную нор-
мальную локально разрешимую подгруппу, которую мы называем локально разрешимым ра-
дикалом группы G и обозначаем через S(G). Если S(G) = 1 и G 6= 1, то группу G мы называем
полупростой.

Из результатов предыдущих разделов (леммы 4.6 и 5.5) следует, что для завершения дока-
зательства теоремы 1.1 нам достаточно рассмотреть случай полупростых локально конечных
групп. При рассмотрении этого случая мы будем применять некоторые результаты из [2], в
которых используется понятие s-диагональной подгруппы. Для определения s-диагональной
подгруппы требуется несколько дополнительных понятий.

Пусть G — произвольная группа и H 6 G. Подгруппы A и B из G, удовлетворяющие
условиям [A,B] 6 A ∩ B, H 6 AB, A ∩ H = B ∩ H = 1, называются H-парой. В частно-
сти, подгруппы A и B, образующие H-пару, являются сигнализаторами подгруппы H. Если
A ∩ B — разрешимая группа, то подгруппы A и B будем называть H-парой с разрешимым

пересечением.
Подгруппу H будем называть диагональной в G, если в G найдется хотя бы одна H-пара.

В случае существования H-пары с разрешимым пересечением подгруппу H будем называть
s-диагональной. Заметим, что s-диагональность разрешимой подгруппы H равносильна суще-
ствованию H-пары разрешимых подгрупп.

Лемма 6.1. Полупростая локально конечная группа, в которой любая финитно аппрок-

симируемая p-подгруппа локально нормальна для любого простого числа p, содержит нееди-

ничную субнормальную подгруппу H, удовлетворяющую одному из условий:

1) в H любая конечная подгруппа s-диагональна;
2) H — простая группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Последовательно применяя [2, леммы 3.8, 3.10 и 3.12 ], полу-
чаем требуемое заключение. �

Лемма 6.2 [1, теорема 1.4]. Для бесконечной локально конечной простой группы G сле-

дующие условия эквивалентны:

1) G изоморфна знакопеременной группе подстановок бесконечного множества;
2) любая финитно аппроксимируемая подгруппа из G локально нормальна.

Лемма 6.3. Пусть G — полупростая локально конечная группа, в которой любая ло-

кально разрешимая финитно аппроксимируемая подгруппа локально нормальна. Тогда G со-

держит субнормальную простую подгруппу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия леммы вытекает, что любая финитно аппроксими-
руемая p-подгруппа группы G локально нормальна для произвольного простого числа p и,
следовательно, мы можем применить лемму 6.1, в силу которой группа G содержит нееди-
ничную субнормальную подгруппу H, удовлетворяющую одному из условий: 1) в H любая
конечная подгруппа s-диагональна; 2) H — простая группа.

Нам достаточно показать, что случай 1) невозможен. С этой целью возьмем произвольную
конечную неабелеву разрешимую подгруппу K 6 H. Понятно, что такая подгруппа найдется
в любой локально конечной неабелевой, и тем более полупростой, группе, каковой является
группа H в силу полупростоты G. Используя условие s-диагональности, индуктивно опреде-
лим две башни сигнализаторов (Ai)i∈N и (Bi)i∈N, полагая, что A1 = B1 = K и Ai+1, Bi+1 —
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произвольная Ki-пара конечных разрешимых подгрупп из H для Ki = AiBi и i > 1. Из способа
построения этих башен сигнализаторов вытекает, что группы A = 〈Ai | i ∈ N〉 и B = 〈Bi | i ∈ N〉
локально разрешимы и финитно аппроксимируемы и согласно условию леммы локально нор-
мальны. Значит, найдется такое натуральное число n, что нормальные замыкания подгруппы
K как в A, так и в B содержатся в 〈A1, . . . , An〉 и в 〈B1, . . . , Bn〉 соответственно. Следовательно,

[K,An+1] 6 〈A1, . . . , An〉 ∩ An+1 = 1 и [K,Bn+1] 6 〈B1, . . . , Bn〉 ∩ Bn+1 = 1

и поэтому [K,K] 6 [K,An+1Bn+1] = 1. Таким образом, K — абелева группа, что противоречит
ее выбору. �

С помощью леммы 6.3 мы можем усилить второе утверждение леммы 5.5 следующим об-
разом.

Лемма 6.4. Пусть G — локально конечная финитно аппроксимируемая группа с соизме-

римыми централизаторами неединичных элементов. Тогда G — локально нормальная группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если S(G) 6= 1, то G — локально нормальная группа согласно
лемме 5.5. Пусть S(G) = 1. С помощью леммы 6.3 в этом случае мы можем найти в G суб-
нормальную простую подгруппу, которая должна быть финитно аппроксимируемой и поэтому
конечной. Последовательно применяя леммы 4.5 и 3.1, получаем требуемое заключение. �

Лемма 6.5. Неединичная локально конечная группа с соизмеримыми централизаторами

неединичных элементов содержит неединичную субнормальную FC-подгруппу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G — неединичная локально конечная группа с соизмери-
мыми централизаторами неединичных элементов. Если S(G) 6= 1, то, по лемме 5.4, S(G) содер-
жит неединичную абелеву нормальную подгруппу, которая является искомой субнормальной
FC-подгруппой в G.

Пусть S(G) = 1. Так как по лемме 6.4 любая финитно аппроксимируемая подгруппа из G

локально нормальна, то мы можем применить лемму 6.3, в силу которой группа G содержит
субнормальную простую подгруппу H.

Если H — бесконечная группа, то согласно лемме 6.2 H изоморфна бесконечной знакопе-
ременной группе. Но в бесконечной знакопеременной группе условие соизмеримости центра-
лизаторов неединичных элементов не выполнено. Значит, H — конечная группа, которая и
является требуемой неединичной субнормальной FC-подгруппой в G. �

Лемма 6.5 согласно лемме 4.6 завершает доказательство теоремы 1.1.

Есть и другое полезное следствие леммы 6.5, которое можно получить с помощью лем-
мы 4.5 и в котором условие бесконечности централизаторов отсутствует.

Предложение 6.1. Локально конечная группа с соизмеримыми централизаторами нееди-

ничных элементов является ФС-группой.
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Том 19 № 3 2013

УДК 512.542

О ПЕРЕСЕЧЕНИЯХ РАЗРЕШИМЫХ ХОЛЛОВЫХ ПОДГРУПП

В КОНЕЧНЫХ ПРОСТЫХ ИСКЛЮЧИТЕЛЬНЫХ

ГРУППАХ ЛИЕВА ТИПА1

Е.П.Вдовин

В работе доказано, что если холлова подгруппа почти простой группы, цоколь которой является ис-

ключительной группой лиева типа, разрешима, то существует четыре сопряженных с ней подгруппы,

пересечение которых тривиально.

Ключевые слова: почти простая группа, размер базы, разрешимая холлова подгруппа.

E. P.Vdovin. On intersection of solvable Hall subgroups in finite simple exceptional groups of Lie type.

It is proved that, if a Hall subgroup of an almost simple group whose socle is an exceptional group of Lie

type is solvable, then there exist four groups conjugate to it whose intersection is trivial.

Keywords: almost simple group, base size, solvable Hall subgroup.

Посвящается А.А.Махневу в связи с его 60-летием!

Введение

Везде в данной работе термин “группа” используется в значении “конечная группа”. Мы
используем обозначеня A ≤ G и A E G, если A является подгруппой группы G и A яв-
ляется нормальной подгруппой группы G соответственно. Если Ω — (конечное) множество,
то через Sym(Ω) обозначена группа всех подстановок множества Ω. Мы также обозначаем
Sym({1, . . . , n}) через Symn. Для данной подгруппы H ≤ G через HG = ∩g∈GH

g обозначается
ядро подгруппы H.

Предположим, что группа G действует на множестве Ω. Элемент x ∈ Ω называется G-

регулярной точкой, если |xG| = |G|, т. е. если стабилизатор элемента x тривиален. Определим
действие группы G на Ωk по правилу

g : (i1, . . . , ik) 7→ (i1g, . . . , ikg).

Если G действует точно и транзитивно на множестве Ω, то минимальное число k такое, что
множество Ωk содержит G-регулярную точку, называется размером базы группы G и обозна-
чается через Base(G). Для любого натурального числа m количество G-регулярных орбит на
множестве Ωm обозначено через Reg(G,m) (это количество равно 0, если m < Base(G)). Если
H — подгруппа группы G и G действует на множестве Ω правых смежных классов по под-
группе H правыми умножениями, то G/HG действует точно и транзитивно на множестве Ω.
В этом случае мы обозначаем Base(G/HG) и Reg(G/HG,m) через BaseH(G) и RegH(G,m) со-
ответственно. Мы также говорим, что BaseH(G) — это размер базы группы G относительно

подгруппы H. Очевидно, BaseH(G) — это такое минимальное число k, что существуют элемен-
ты x1, . . . , xk ∈ G, для которых Hx1 ∩ . . . ∩Hxk = HG. Таким образом, размер базы группы G

относительно подгруппы H — это такое минимальное число k, что существует k сопряженных
с H подгрупп, пересечение которых совпадает с HG.

В настоящей работе мы доказываем следующую основную теорему.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 11-01-00456 и 12-01-33102).
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Теорема 1. Пусть H — разрешимая холлова подгруппа почти простой группы G, цоколь

которой изоморфен исключительной группе лиева типа. Тогда BaseH(G) ≤ 4.

Ранее в данном направлении были получены следующие результаты. В 1966 г. Д.С. Пас-
сман доказал (см. [1]), что в p-разрешимой группе существуют три силовские p-подгруппы,
пересечение которых совпадает с p-радикалом группы. Позже в 1996 г. В.И. Зенков доказал
(см. [2]), что аналогичное утверждение справедливо для произвольной конечной группы. В
работе [3] С. Долфи доказал, что в любой π-разрешимой группе G существуют три сопряжен-
ные π-холловы подгруппы, пересечение которых совпадает с Oπ(G) (см. [4]). Отметим также,
что В.И. Зенков в работе [5] построил пример группы G, содержащей разрешимую π-холлову
подгруппу H такую, что пересечение некоторых пяти сопряженных с ней подгрупп равняет-
ся Oπ(G), в то время как пересечение любых четырех сопряженных с H подгрупп больше,
чем Oπ(G). В обозначениях настоящей работы теорему 1 из [6] можно сформулировать в сле-
дующем виде.

Предложение 1. Пусть G — конечная группа, содержащая разрешимую π-холлову под-

группу H. Предположим, что для любой простой компоненты S цоколя E(G) группы G =
G/S(G), где S(G) — разрешимый радикал группы G, выполнено следующее условие: для лю-

бой группы L такой, что S ≤ L ≤ Aut(S), содержащей π-холлову подгруппу M , справедливы

неравенства BaseM (L) ≤ 5 и RegM (L, 5) ≥ 5. Тогда BaseH(G) ≤ 5 и RegH(G, 5) ≥ 5.

Кроме того, в начале доказательства теоремы 2 из [6] отмечено и доказано утверждение,
которое в обозначениях настоящей работы можно сформулировать следующим образом.

Лемма 1. Если для некоторых группы G и ее подгруппы H справедливо неравенство

BaseH(G) ≤ 4, то RegH(G, 5) ≥ 5.

Таким образом, из теоремы 1, предложения 1, леммы 1 и теоремы 2 из [6] непосредственно
следует

Теорема 2. Пусть H — разрешимая π-холлова подгруппа группы G. Предположим, что

любой неабелев композиционный фактор цоколя факторгруппы G/S(G), где S(G) — разреши-

мый радикал группы G, изоморфен либо знакопеременной, либо спорадической, либо исключи-

тельной группе лиева типа. Тогда BaseH(G) ≤ 5, т. е. существуют такие элементы x, y, z, t

группы G, что справедливо равенство H ∩Hx ∩Hy ∩Hz ∩Ht = Oπ(G).

1. Обозначения и предварительные результаты

Везде в работе через π обозначено некоторое множество простых чисел, а через π′ — его
дополнение в множестве всех простых чисел. Подгруппа H группы G называется π-холловой,
если порядок |H| делится только на те простые числа, которые лежат в π, в то время как
ее индекс |G : H| делится только на те простые числа, которые лежат в π′. Множество всех
π-холловых подгрупп группы G обозначается через Hallπ(G). Подгруппа H группы G назы-
вается холловой, если ее порядок |H| и индекс |G : H| взаимно просты. Группа G называется
почти простой, если ее обобщенная подгруппа Фиттинга F ∗(G) есть неабелева простая груп-
па. Иными словами, группа G называется почти простой, если существует такая неабелева
простая группа S, что S ≃ Inn(S) ≤ G ≤ Aut(S).

Лемма 2 [7, лемма 1]. Пусть G — произвольная конечная группа и A — ее нормальная

подгруппа. Если H ∈ Hallπ(G), то H ∩A ∈ Hallπ(A) и HA/A ∈ Hallπ(G/A).

Лемма 3 [8]. Пусть A — абелева подгруппа конечной группы G. Тогда существует та-

кой элемент x ∈ G, что A ∩Ax ≤ F (G).
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Объединяя известные результаты (см. [9, теоремы 8.3–8.7]), мы получаем следующий ре-
зультат.

Лемма 4. Пусть G — простая группа лиева типа над полем характеристики p ∈ π

и H — ее разрешимая π-холлова подгруппа. Тогда либо H содержится в подгруппе Бореля

группы G, либо выполнено одно из следующих утверждений:

(1) G ≃ SL3(2) или G ≃ SL3(3) и H является стабилизатором прямой или стабилиза-

тором плоскости естественного 3-мерного модуля, т. е. в этом случае в G существует два

класса сопряженных π-холловых подгрупп.

(2) G ≃ SL4(2) и H является стабилизатором двумерной плоскости естественного

4-мерного модуля.

(3) G ≃ SL5(2) и H является стабилизатором вложенной цепочки подпространств

V0 < V1 < V2 < V3 = V , коразмерности которой лежат в множестве {1, 2} (т. е. две ко-

размерности равны 2 и одна коразмерность равна 1). В этом случае в G существует три

класса сопряженных π-холловых подгрупп.

Напомним некоторые известные технические результаты (см. [10]). Если G действует тран-
зитивно на множестве Ω, то для элемента x ∈ G через fpr(x) обозначается отношение коли-
чества неподвижных точек элемента x к мощности множества Ω, т. е. fpr(x) = |fix(x)|/|Ω|, где
fix(x) = {ω ∈ Ω | ωx = ω}. Если группа G действует транзитивно и H — стабилизатор точки,
то хорошо известно, что

fpr(x) =
|xG ∩H|

|xG|
. (1.1)

Как замечено в [11, теорема 1.3], размер базы можно оценить, используя следующие рассуж-
дения. Предположим, что G действует точно, и пусть Q(G, c) обозначает вероятность того,
что случайным образом выбранный элемент множества Ωc не является G-регулярной точ-
кой. Очевидно, Base(G) — это такое минимальное число c, что Q(G, c) < 1. В частности, если
Q(G, c) < 1, то Base(G) ≤ c. Ясно, что элемент множества Ωc не является G-регулярной точкой
в том и только в том случае, если он остается неподвижным относительно действия некоторого
элемента x простого порядка. Заметим также, что вероятность того, что случайным образом
выбранный элемент множества Ωc неподвижен относительно x, не больше, чем fpr(x)c. Обо-
значим через P множество элементов простого порядка группы G. Пусть x1, . . . , xk — предста-
вители классов сопряженности элементов из P. Поскольку группа G действует транзитивно
на Ω, формула (1.1) показывает, что fpr(x) не зависит от выбора представителя класса сопря-
женности. Таким образом, справедлива цепочка

Q(G, c) ≤
∑

x∈P

fpr(x)c =
k

∑

i=1

|xGi | · fpr(xi)
c =: ̂Q(G, c). (1.2)

В частности, мы можем использовать верхнюю оценку числа fpr(x) для того, чтобы оце-
нивать ̂Q(G, c) и, тем самым, оценивать Q(G, c). Основным техническим инструментом для
этого будет следующая

Лемма 5 [10, предложение 2.3]. Пусть G — транзитивная группа подстановок на мно-

жестве Ω и H — стабилизатор в G точки из Ω. Предположим, что x1, . . . , xk — предста-

вители различных классов сопряженности группы G, для которых справедливы неравенства
∑k

i=1
|xGi ∩H| ≤ A и |xGi | ≥ B для всех i = 1, . . . , k. Тогда неравенство

k
∑

i=1

|xGi | · fpr(xi)
c ≤ B(A/B)c

справедливо для любого c ∈ N.

Отметим, что для любой подгруппы H группы G и для любого набора x1, . . . , xk элементов
группы G, не содержащего единицу группы, справедлива оценка

∑

i |x
G
i ∩H| < |H|.
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2. Вспомогательные результаты

Наши обозначения для групп лиева типа согласуются с обозначениями из [12]. В частности,
для любой простой группы S лиева типа над полем характеристики p мы фиксируем некото-
рую простую алгебраическую группу G присоединенного типа и отображение Стейнберга σ

таким образом, что S = Op
′

(Gσ). При этом Gσ совпадает с группой внутренне-диагональных
автоморфизмов группы S (далее группу внутренне-диагональных автоморфизмов группы S

мы будем обозначать через ̂S). Мы считаем, что подгруппа Бореля B и ее максимальный тор T
выбраны σ-инвариантными, и обозначаем Bσ и T σ через B и T соответственно. Напомним,
что поле определения группы S равно Fq2 , если S ∈ {2An(q),

2Dn(q),
2E6(q)}; равно Fq3 , ес-

ли S = 3D4(q), и равно Fq во всех остальных случаях. Для групп 2An(q),
2Dn(q),

2E6(q) мы
также будем использовать обозначения A−

n (q),D−
n (q), E−

6
(q) соответственно. Отметим также

известный факт: Z(B) ∩ T = Z(G) (равно 1, если группа G имеет присоединенный тип) и
Z(B) ∩ T = Z(S) (равно 1, если группа G имеет присоединенный тип).

Лемма 6. Пусть G — группа внутренне-диагональных автоморфизмов конечной про-

стой группы лиева типа над полем характеристики p (т. е. G = Gσ для некоторой связ-

ной простой алгебраической группы G присоединенного типа над алгебраически замкнутым

полем характеристики p и некоторого отображения Стейнберга σ). Пусть B = U ⋋ T —

подгруппа Бореля группы G, где U — максимальная унипотентная подгруппа группы G и

T — подгруппа Картана группы G. Обозначим подгруппу мономиальных матриц, содержа-

щую тор T , через N , так что N/T ≃ W является группой Вейля для группы G. Пусть

w0 ∈ W — единственный элемент, переводящий все положительные корни в отрицатель-

ные, и n0 — его прообраз в N . Тогда существует элемент x ∈ Un0 такой, что T x ∩B = 1. В

частности, существуют такие элементы u, v ∈ Op
′

(G), что B ∩Bu ∩Bv = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим Bn0 = Un0 ⋋ T . Подгруппа Фиттинга F (Un0 ⋋ T )
равна Un0 , поскольку Z(Op

′

(G)) = 1. В противном случае, поскольку Un0 является нор-
мальной нильпотентной подгруппой группы Un0 ⋋ T , получаем Un0 ≤ F (Un0 ⋋ T ). Если
Un0 6= F (Un0 ⋋ T ), то существует элемент 1 6= z ∈ T , централизующий Un0 и потому лежащий
в Z(Op

′

(G)) = 1, противоречие. Значит, F (Un0 ⋋ T ) = Un0 , и в силу леммы 3 существует
элемент x ∈ Un0 такой, что T ∩ T x = 1.

Заметим, что Un0 ∩B = 1, значит, (Un0 ⋋ T ) ∩B = T . Поскольку T x ∈ Un0 ⋋ T , получаем

1 = T x ∩ T = T x ∩ ((Un0 ⋋ T ) ∩B) = (T x ∩ (Un0 ⋋ T )) ∩B = T x ∩B,

откуда следует основное утверждение леммы.
Докажем теперь “в частности”, т. е. покажем, что существуют такие элементы u, v ∈ Op

′

(G),
что B ∩ Bu ∩ Bv = 1. По построению x ∈ Un0 ≤ Op

′

(G) и 1 = T x ∩ B = (Bn0 ∩ B)x ∩ B =
B ∩Bx ∩Bn0x. Лемма доказана.

Пусть S = Op
′

(Gσ) — конечная простая нескрученная группа лиева типа над полем Fq

характеристики p. Подгруппа Картана T ∩ S группы S может быть получена как 〈hr(λ) | r ∈
Π, λ ∈ F

∗
q〉, где Π — множество фундаментальных корней корневой системы группы S (см.

[12, теорема 2.4.7]). Тогда полевой автоморфизм ϕ группы S можно выбрать таким образом,
что для любых r ∈ Π, λ ∈ F

∗
q справедливо равенство hr(λ)ϕ = hr(λ

p). Кроме того, графовый

автоморфизм τ , соответствующий симметрии : Π → Π диаграммы Дынкина группы S, мож-
но выбрать так, что для любых r ∈ Π, λ ∈ F

∗
q справедливо равенство (hr(λ))τ = hr̄(λ̄), где

λ̄ = λ, если все корни имеют одинаковую длину. Рассмотрим подгруппу A, порожденную та-
ким образом выбранными полевым и графовыми автоморфизмами (для корневой системы D4

существует несколько графовых автоморфизмов). Хорошо известно, что Aut(S) = ̂S⋋A. Кро-
ме того, A нормализует некоторую подгруппу Бореля B, содержащую выбранную подгруппу
Картана T . Поскольку N

̂S
(B) = B, получаем NAut(S)(B) = B ⋋A.
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Пусть теперь S — конечная простая скрученная группа лиева типа, отличная от групп
Судзуки и Ри, L — нескрученная группа лиева типа и ψ — автоморфизм группы L, для ко-
торых S = Op

′

(Lψ). Пусть : Π → Π — симметрия диаграммы Дынкина фундаментального
набора корней Π корневой системы группы L, используемая для построения автоморфизма ψ.
Тогда подгруппа Картана T ∩ L группы L может быть записана как 〈hr(λ) | r ∈ Π, λ ∈ F

∗
q〉,

и полевой автоморфизм ϕ группы S можно выбрать таким образом, что для любых r ∈ Π,
λ ∈ F

∗
q справедливо равенство (hr(λ))ϕ = hr̄(λ

p) (см. [13, 12.2]). Положим A = 〈ϕ〉, тогда

Aut(S) = ̂S ⋋ A, и существует подгруппа Бореля B группы ̂S, для которой справедливо ра-
венство NAut(S)(B) = B ⋋A.

Лемма 7. Во введенных выше обозначениях предположим, что если группа S не явля-

ется скрученной, то порядок q поля определения Fq группы S больше двух. Кроме того, если

S = D4(q), предположим, что q > 3. Предположим также, что S не является группой

Судзуки или Ри. Тогда существует такой элемент x ∈ T ∩ S, что CA(x) = 1. В частности,

A ∩Ax = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если группа S не является скрученной и отлична от D4(q), то
в качестве x можно выбрать элемент hr(λ), где корень r ∈ Π таков, что r 6= r̄, а λ — порож-
дающий элемент мультипликативной группы поля Fq. Если группа S является скрученной,
отличной от 3D4(q), то в качестве x можно взять элемент hr(λ)hr̄(λ

q), где λ — порождающий
элемент мультипликативной группы поля Fq2 и r 6= r̄. Если S = 3D4(q), то в качестве x можно

взять элемент hr(λ)hr̄(λ
q)h¯̄r(λ

q2), где λ — порождающий элемент мультипликативной группы
поля Fq3 и r 6= r̄. Наконец, если S = D4(q) и q > 3, то существуют элементы λ1, λ2 ∈ F

∗
q \ {1}

такие, что λ2 6∈ {λp
1
, λ

p2

1
, . . . , λ

q
1
} и λ1 порождает F

∗
q. Выберем фундаментальные корни r, s

так, чтобы существовала нетривиальная симметрия диаграммы Дынкина, переставляющая
эти корни. Тогда в качестве x можно взять элемент hr(λ1)hs(λ2). Лемма доказана.

Лемма 8. Пусть G — почти простая группа, цоколь S которой является группой лиева

типа, удовлетворяющей условиям леммы 7. Пусть B = U ⋋T — подгруппа Бореля группы ̂S

и H = NG(B). Тогда существуют такие элементы x, y, z ∈ S, что H ∩Hx ∩Hy ∩Hz = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы будем использовать обозначения, введенные в леммах 6 и 7,
в частности, H ≤ B ⋋A. В лемме 6 доказано, что существует элемент x ∈ Un0 ≤ S такой, что
T x ∩B = 1. В частности, B ∩Bn0 ∩Bx−1

= 1. Следовательно, H ∩Hn0 ∩Hx−1

≤ A и A∩B = 1.
По лемме 7 существует элемент y ∈ T ∩S = (B∩Bn0)∩S такой, что A∩Ay = 1. Таким образом,

(H ∩Hn0 ∩Hx−1

) ∩ (H ∩Hn0 ∩Hx−1

)y = H ∩Hn0 ∩Hx−1

∩Hx−1y = 1,

откуда следует лемма. Лемма доказана.

Лемма 9. Пусть S — простая исключительная группа лиева типа над полем характе-

ристики p 6∈ π и H — разрешимая π-холлова подгруппа группы S. Тогда справедливо одно из

следующих утверждений.

(1) Существует максимальный тор T группы S такой, что

H ≤ N(S, T ) и |π(N(S, T )/T ) ∩ π| ≤ 1.

(2) S = 2G2(3
2n+1), π ∩ π(S) = {2, 7}, |S|{2,7} = 56, H является группой Фробениуса

порядка 56.
(3) S ∈ {G2(q), F4(q), E

−ε
6

(q), 3D4(q)}, где значение ε ∈ {+,−} выбрано так, что q ≡ ε1
(mod 4); 2, 3 ∈ π, π ∩ π(S) ⊆ π(q − ε1), H ≤ N(S, T ), где T — единственный с точностью до

сопряжения максимальный тор в S, для которого N(S, T ) содержит силовскую 2-подгруппу

группы S и N(S, T )/T — {2, 3}-группа. Здесь N(S, T ) := NG(T ) ∩ S, где T = T ∩ S и S =

Op
′

(Gσ).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Если 2 6∈ π, то в силу [14, леммы 7–14, теорема 3] справедливо
утверждение (1) леммы.

Если 2 ∈ π, а 3 6∈ π, то в силу [15, лемма 5.1 и теорема 5.2] (см. также [9, теорема 8.9])
справедливы либо утверждение (1), либо утверждение (2) леммы.

Наконец, если 2, 3 ∈ π, то группа S не может быть группой Судзуки или Ри (посколь-
ку p 6∈ π). В силу [16, леммы 7.1–7.6] (см. также [9, теорема 8.15]) имеем 2, 3 ∈ π, π ∩ π(S) ⊆
π(q−ε1), H ≤ N(S, T ), где T — единственный с точностью до сопряжения максимальный тор в
S, для которого N(S, T ) содержит силовскую 2-подгруппу группы S и либо N(S, T )/T — {2, 3}-
группа, либо группа N(S, T )/T изоморфна группе Вейля корневой системы группы S. По-
скольку для корневых систем E6, E7, E8, F4, G2 группы Вейля являются либо {2, 3}-группами,
либо неразрешимы, получаем, что если S ∈ {Eε

6
(q), E7(q), E8(q)}, то H неразрешима, откуда

следует утверждение (3) леммы. Лемма доказана.

Следствие. Пусть S — простая исключительная группа лиева типа над полем харак-

теристики p 6∈ π, S не является группой Судзуки или Ри и H — разрешимая π-холлова

подгруппа группы S. Тогда справедливы следующие утверждения.

(1) Если S = E8(q), то |H| ≤ (q + 1)8 · 214.

(2) Если S = E7(q), то |H| ≤ (q + 1)7 · 210.

(3) Если S = Eǫ
6
(q), то |H| ≤ (q + 1)6 · 27.

(4) Если S = F4(q), то |H| ≤ (q + 1)4 · 27 · 32.

(5) Если S = G2(q), то |H| ≤ (q + 1)2 · 12.

(6) Если S = 3D4(q), то |H| ≤ max{(q2 + q + 1)2, (q + 1)2 · 48}.

3. Доказательство основной теоремы

Доказательство будем вести, разбирая различные возможные случаи для простого цоко-
ля S группы G и строения ее π-холловой подгруппы H. Если S является группой Судзуки
или Ри, то из [10, табл. 3 и 4] следует, что для любой подгруппы H группы G справедливо
неравенство BaseH(G) ≤ 3. Поэтому далее предполагаем, что группа S не является группой
Судзуки или Ри.

3.1. S является простой группой лиева типа над полем

характеристики p ∈ π

В силу леммы 2 H ∩ ̂S ∈ Hallπ(̂S), поэтому в этом случае для H ∩ ̂S справедлива лемма 4.
Предположим сначала, что H ∩ ̂S лежит в подгруппе Бореля группы ̂S. Если S — нескручен-
ная группа лиева типа над полем из двух элементов, то H — 2-группа. В силу [2] справедливо
неравенство BaseH(G) ≤ 3. Если S = D4(3), то H — 3-группа. В силу [2] справедливо неравен-
ство BaseH(G) ≤ 3. Предположим, что S не является нескрученной группой лиева типа над
полем из двух элементов и S 6≃ D4(3). Тогда H ≤ NG(U) = NG(B), и в силу леммы 8 справед-
ливо неравенство BaseH(G) ≤ 4. Если же выполнено одно из утверждений (1)–(3) леммы 4,
то S — классическая группа, и вычисления с помощью [17] показывают, что в любом случае
BaseH(G) ≤ 5 и RegH(G, 5) ≥ 5.

Отметим, что в предыдущем абзаце нами доказана следующая

Теорема 3. Пусть G — конечная почти простая группа, цоколь которой изоморфен

группе лиева типа над полем характеристики p ∈ π. Предположим, что H — разрешимая π-

холлова подгруппа группы G. Тогда справедливы неравенства BaseH(G) ≤ 5 и RegH(G, 5) ≥ 5.
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3.2. S является простой исключительной группой лиева типа над полем

характеристики p 6∈ π

Пусть S = E8(q). Воспользуемся леммой 5. Если x — унипотентный элемент из S, то
xG ∩ H = ∅. Если x — полупростой элемент из G = ̂G, то из [18, табл. 2] непосредственно
следует, что максимум порядков централизаторов полупростых элементов в группе E8(q) не
превосходит

q64(q18 − 1)(q14 − 1)(q12 − 1)(q10 − 1)(q8 − 1)(q6 − 1)(q2 − 1)2,

откуда |xG| > q112. Действительно, очевидно, что максимум порядков централизаторов до-
стигается в том случае, когда центральный тор тривиален (|Sσ| = 1 в обозначениях из [18]).
Проверка порядков централизаторов дает требуемое неравенство. Очевидно, что неравенство
|xG| > q112 справедливо и в том случае, когда x является полевым автоморфизмом. Отсюда
при c = 2 получаем

̂Q(G, 2) ≤
((q + 1)8 · 214)2

q112
< 1

для любого q ≥ 2. Значит, BaseH(G) ≤ 2.

Пусть G = E7(q). Мы вновь воспользуемся леммой 5. Если x — унипотентный элемент из
S, то xG∩H = ∅. Если x — полупростой элемент из ̂G, то из [18, табл. 1] следует, что максимум
порядков централизаторов полупростых элементов в группе E7(q) не превосходит

q31(q2 − 1)2(q4 − 1)(q6 − 1)2(q8 − 1)(q10 − 1),

откуда |xG| > (1/2)q64. Очевидно, что неравенство |xG| > (1/2)q64 справедливо и в том случае,
когда x является полевым автоморфизмом. Отсюда при c = 2 получаем

̂Q(G, 2) ≤
((q + 1)7 · 220)2 · 2

q64
< 1

для любого q ≥ 2. Значит, BaseH(G) ≤ 2.

Пусть G = Eǫ
6
(q). Как и выше, получаем, что x либо является полупростым элементом

из ̂G, либо не лежит в ̂G. Если x — полупростой элемент, то из [19, табл. 1 и случай E6(q)]
следует, что максимум порядков централизаторов полупростых элементов в группе Eǫ

6
(q) не

превосходит

q20(q − ǫ1)(q2 − 1)(q4 − 1)(q6 − 1)(q8 − 1)(q5 − ǫ1),

откуда |xG| > (1/3)q30. Очевидно, что неравенство |xG| > (1/3)q30 справедливо и в том случае,
если x является полевым или графово-полевым автоморфизмом. Если же x является графовым
автоморфизмом, то

|xG| = |Eǫ6|/|F4(q)| ≥
1

3
q12(q5 − 1)(q9 − 1).

Отсюда при c = 4 получаем

̂Q(G, 2) ≤
(q + 1)24 · 228 · 33

q36 · (q5 − 1)3 · (q9 − 1)3
< 1

для любого q ≥ 2. Значит, BaseH(G) ≤ 4.

Пусть G = F4(q). Вновь можно считать, что либо x является полупростым элементом из
G = ̂G, либо не лежит в ̂G. Если x — полупростой элемент, то из [19, табл. 2] следует, что
максимум порядков централизаторов полупростых элементов в группе F4(q) не превосходит

q16(q2 − 1)(q4 − 1)(q6 − 1)(q8 − 1),



О пересечениях разрешимых холловых подгрупп 69

откуда |xG| > q16. Очевидно, что неравенство |xG| > q16 справедливо и для любого x, не
лежащего в G. Отсюда при c = 4 получаем

̂Q(G, 2) ≤
(q + 1)16 · 228 · 38

q48
< 1

для любого q ≥ 3. Значит, при q ≥ 3 справедливо неравенство BaseH(G) ≤ 4. Если q = 2,
то в силу условия p 6∈ π получаем, что порядок |H| нечетен. В силу [14, лемма 8] получаем,
что либо H является силовской 3-подгруппой группы G, либо H абелева. Значит, справедливо
неравенство BaseH(G) ≤ 3: в первом случае в силу [2], а во втором — в силу леммы 3.

Пусть G = G2(q). Как и выше, можно считать, что либо x является полупростым элементом
из G = ̂G, либо не лежит в ̂G. Если x — полупростой элемент, то из [19, табл. 4] следует, что
максимум порядков централизаторов полупростых элементов в группе F4(q) не превосходит

q2(q2 − 1)(q3 + 1),

откуда |xG| ≥ q4(q3 − 1). Очевидно, что неравенство |xG| ≥ q4(q3 − 1) справедливо и для
любого x, не лежащего в G. Отсюда при c = 4 имеем

̂Q(G, 2) ≤
(q + 1)8 · 124

q12 · (q3 − 1)3
< 1

для любого q ≥ 3. Значит, при q ≥ 3 справедливо неравенство BaseH(G) ≤ 4. Если q = 2,
то в силу условия p 6∈ π получаем, что порядок |H| нечетен. В силу [14, лемма 7] получаем,
что либо H является силовской 3-подгруппой группы G, либо H абелева. Значит, справедливо
неравенство BaseH(G) ≤ 3: в первом случае в силу [2], а во втором — в силу леммы 3.

Если G = 3D4(q), то из [19, табл. 7] легко получить оценку |xG| > q16, используя которую,
получаем, что при q ≥ 2 справедливо неравенство BaseH(G) ≤ 4. Основная теорема доказана.
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УДК 512.542

КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ, В КОТОРЫХ КАЖДАЯ НЕРАЗРЕШИМАЯ

МАКСИМАЛЬНАЯ ПОДГРУППА ХОЛЛОВА

В.А. Ведерников

В работе получено описание конечных простых неабелевых групп, в которых каждая максимальная

подгруппа разрешима или холлова, а также неабелевых композиционных факторов конечной неразреши-

мой группы с такими свойствами.

Ключевые слова: конечная группа, разрешимая группа, неабелев композиционный фактор, неразре-
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V. A.Vedernikov. Finite groups in which every nonsolvable maximal subgroup is a Hall subgroup.

We describe finite simple nonabelian groups in which every maximal subgroup is a solvable or Hall subgroup.

We also describe nonabelian composition factors of a finite nonsolvable group with these properties.

Keywords: finite group, solvable group, nonabelian composition factor, nonsolvable group, maximal subgroup,

Hall subgroup, solvable subgroup.

К 60-летию Александра Алексеевича Махнева

Введение

Из работы Томпсона [26] следует описание по модулю подгруппы Фраттини строения ко-
нечных неразрешимых групп, в которых каждая максимальная подгруппа разрешима.

В.С.Монахов в работе [12] изучил строение конечных разрешимых групп, в которых каж-
дая максимальная подгруппа холлова. В работе [15] Т.В.Тихоненко, В.Н.Тютянов по модулю
классификации конечных простых групп описали простые неабелевы группы, а Н.В.Маслова
в работе [10] — простые неабелевы композиционные факторы неразрешимой группы с холловы-
ми максимальными подгруппами. В работе [11] Н.В.Маслова и Д. О.Ревин получили полное
описание конечных групп, в которых каждая максимальная подгруппа холлова. Естественно
возникает задача объединения классов групп, изученных в работах [26] и [11].

Цель настоящей работы — исследовать строение конечной группы, в которой каждая мак-
симальная подгруппа разрешима или холлова.

В дальнейшем будем применять следующие обозначения: J — класс всех конечных про-
стых неабелевых групп, в которых каждая максимальная подгруппа разрешима; T — класс
всех конечных групп, в которых каждая максимальная подгруппа разрешима; Jh — класс всех
простых неабелевых групп, в которых каждая максимальная подгруппа разрешима или холло-
ва; Th — класс всех конечных групп, в которых каждая максимальная подгруппа разрешима
или холлова. Если F — непустой класс групп, то группа, принадлежащая F, называется F-

группой, а через K(F) обозначается класс всех простых групп, изоморфных композиционным
факторам всех F-групп.

Получены следующие результаты.

Теорема 1. Группа G является Jh-группой тогда и только тогда, когда G изоморфна

одной из следующих групп:
(1) простой неабелевой J-группе;
(2) L2(p), где p — простое число, p > 7, p2 − 1 ≡ 0 (mod 5), p ≡ ±3 (mod 8), p2 − 1 6≡ 0

(mod 9), и p2 − 1 6≡ 0 (mod 25);
(3) L5(2).
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Теорема 2. Если группа G является Th-группой, то каждый неабелев композиционный

фактор группы G изоморфен некоторой группе, принадлежащей множеству Jh∪{Sz(q) | q =
22m+1, 2m + 1 — составное число}.

1. Определения, обозначения и вспомогательные результаты

Рассматриваются лишь конечные группы. При доказательстве основных результатов ра-
боты применяются теорема о классификации простых неабелевых групп и их список из [5,
табл. 2.4]. Для конечных простых групп лиева типа и их подгрупп применяются обозначения,
терминология и результаты из работ [5–7;14; 16; 17].

Из описания Томпсоном [26] минимальных простых групп непосредственно вытекает сле-
дующее утверждение.

Лемма 1. В группе G каждая максимальная подгруппа разрешима тогда и только то-

гда, когда либо группа G разрешима, либо G/Φ(G) изоморфна одной из следующих групп:
(1) L2(p), где p — простое число, p > 3 и p2 − 1 6≡ 0 (mod 5);
(2) L2(2

p), где p — нечетное простое число;
(3) L2(3

p), где p — нечетное простое число;
(4) L3(3);
(5) Sz(2p), где p — нечетное простое число.

Лемма 2. Класс Th замкнут относительно взятия гомоморфных образов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G ∈ Th, N ⊳ G и H/N — неразрешимая максимальная
подгруппа группы G/N . Тогда H — неразрешимая максимальная подгруппа группы G. Так как
G ∈ Th, то H является холловой подгруппой в группе G. Из равенств |G/N : H/N | = |G : H|
и (|H|, |G : H|) = 1 имеем, что (|H/N |, |G/N : H/N |) = (|H/N |, |G : H|) = 1. Следовательно,
H/N — холлова подгруппа группы G/N и G/N ∈ Th. Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть S — конечная простая неабелева группа, обладающая неразрешимой

подгруппой X такой, что

(1) класс сопряженности XS = {Xs | s ∈ S} является инвариантным относительно

Aut(S);
(2) из X ≤ Y < S следует, что Y не является холловой подгруппой в группе S.

Тогда S 6∈ K(Th).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяются рассуждения, как и при доказательстве [10, пред-
ложение 1], с учетом леммы 2 и неразрешимости подгруппы X в группе S. Лемма доказана.

З а м е ч а н и е 1. Класс J состоит лишь из групп, каждая из которых изоморфна одной
из групп типа (1)–(5) из формулировки леммы 1. Для применения леммы 3 в дальнейшем
используется понятие параметра c (см. [20, § 3.2, (3.2.1)]). Поясним это в наших обозначениях.
Пусть S ≤ A = Aut(S), где S — классическая простая неабелева группа и H ≤ S. Тогда
HA = {Ha | a ∈ A} — класс сопряженности в группе A с представителем H и в группе S

отношением сопряженности класс HA разобьется на c классов сопряженности. Если c = 1, то
HA = HS и класс HS является A-инвариантным.

Лемма 4. Пусть G — неразрешимая Th-группа, S(G) = 1 и M = P1 × · · · × Pn — ми-

нимальная нормальная подгруппа группы G, где P1, . . . , Pn — попарно изоморфные простые

неабелевы группы. Тогда выполняется одно из следующих утверждений:
(1) G = P1 ∈ Jh;
(2) G = M : A, где A 6= 1 является холловой подгруппой нечетного порядка в G, а глав-

ные факторы группы A изоморфны силовским подгруппам из G, CG(M) = 1, n делит |A| и

NA(P1) 6= CA(P1), в частности p делит |Out(P1)| для некоторого p ∈ π(A), причем p > 2.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Если G — простая неабелева Th-группа, то G = P1 ∈ Jh — груп-
па типа (1). Пусть G — непростая неразрешимая Th-группа с S(G) = 1 и M — минимальная
нормальная подгруппа группы G. Рассмотрим неединичную фактор-группу G/M . Так как
каждая максимальная подгруппа H группы G, содержащая M , является неразрешимой под-
группой, то по условию H — холлова подгруппа в группе G. Тогда H/M — холлова подгруппа
в группе G/M . Следовательно, в G/M каждая максимальная подгруппа является холловой.

Допустим, что G/M — неразрешимая группа. Тогда по [11, теорема 1] группа G обладает
нормальным рядом подгрупп G = G0 > G1 > · · · > Gn = M таким, что выполняется одно из
следующих утверждений:

(1) G/G1
∼= L5(2), (2) G/G1

∼= L2(11), (3) (G/G1)/Φ(G/G1) ∼= L2(7),

причем Φ(G/G1) — 3-группа.

Пусть H/G1 — максимальная подгруппа в группе G/G1 индекса 210 ·32 ·7, 22 ·3, 23 соответ-
ственно. Так как H является неразрешимой максимальной подгруппой в группе G, содержа-
щей M , то 2 делит |H| и, значит, подгруппа H не является холловой в G. Получили противо-
речие. Следовательно, группа G/M разрешима. Так как S(G) = 1, то CG(M) = 1. Поскольку
в G/M каждая максимальная подгруппа является холловой, то по [12, следствие 1] каждый
главный фактор группы G/M изоморфен некоторой силовской p-подгруппе группы G/M .

Допустим, что p делит (|G : M |, |M |). Пусть H/M — холлова p′-подгруппа группы G/M .
Тогда H/M является максимальной подгруппой в группе G/M и, значит, H — неразреши-
мая максимальная подгруппа группы G и p делит (|G : H|, |H|). Получили противоречие.
Следовательно, M — холлова подгруппа группы G. Тогда по теореме Шура — Цассенхауза
G = M : A, где A — неединичная подгруппа в G. Так как A действует транзитивно на мно-
жестве {P1, . . . , Pn}, то по [7, теорема 5.2.1(б)] n = |A : NA(P1)| делит |A|. Ввиду того, что
G/M ∼= A и A — холлова подгруппа группы G, каждый главный фактор группы A изоморфен
некоторой силовской p-подгруппе группы G.

Допустим, что NA(P1) = CA(P1). Пусть {h1, h2, . . . , hn} — полная система представителей
правых смежных классов группы A по подгруппе NA(P1) и P = {xh1xh2 . . . xhn | x ∈ P1} ∼= P1.
Тогда, как и при доказательстве [11, лемма 21], можно показать, что A ≤ CG(P ). Если n = 1,
то 1 6= A = CA(P1) = CG(P1) является нормальной подгруппой в G и, значит, S(G) 6= 1, что
не так. Поэтому n > 1 и, следовательно, AP — собственная подгруппа группы G. Рассмотрим
максимальную подгруппу H группы G, содержащую AP . Тогда подгруппа H неразрешима,
|G : H| делит |M | и, значит, H не является холловой подгруппой в группе G, а это противоречит
тому, что G ∈ Th.

Таким образом, NA(P1) 6= CA(P1). Так как по [7, теорема 8.3.2] NG(P1)/CG(P1) изоморфна
подгруппе из Aut(P1) и M < NG(P1), то по [7, предложение 3.2.1] получим, что NG(P1) = M :
NA(P1) и P1CG(P1) = M : CA(P1). Теперь из Out(P1) = Aut(P1)/Inn(P1) ∼= Aut(P1)/P1 следу-
ет, что NG(P1)/P1CG(P1) ∼= NA(P1)/CA(P1) 6= 1 изоморфна подгруппе из Out(P1). Поэтому p

делит |Out(P1)| для некоторого p ∈ π(A). Лемма доказана.

2. Доказательство теоремы 1

Пусть G — простая неабелева Jh-группа и G 6∈ J. Применяя результаты о минимальных
подстановочных представлениях простых групп Шевалле, содержащиеся в работах [1–4;9], бу-
дем выяснять, в каких случаях простая группа Шевалле содержит максимальную подгруппу,
которая неразрешима и не является холловой в G.

1. Пусть G = PSLl+1(q) = Ll+1(q) ∼= Al(q), где l ≥ 1, q = ps , s ≥ 1, p — простое число.

Допустим, что s > 1 при p ≥ 5 и s является составным числом при p ∈ {2, 3}. Пусть
r — простой делитель числа s и q0 = ps/r. Тогда по [20, § 4.5] в G существует максимальная
подгруппа H ∼= NG(Ll+1(q0)), причем p делит (|G : H|, |H|). Если p ≥ 5, то подгруппа H
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неразрешима и не является холловой подгруппой в G. Если p ∈ {2, 3}, то s/r ≥ 2 и подгруппа H

также неразрешима и не является холловой подгруппой в G.
Таким образом, либо s = 1, либо p ∈ {2, 3} и s — простое число.
Теперь выясним, какие значения может принимать натуральное число l. Рассмотрим в

группе S параболические максимальные подгруппы типа P1 и типа P2 (при l ≥ 2) (см. [20]).
Тогда по [20, предложение 4.1.17] имеем

|P1| = ql(l+1)/2
(q − 1)

d

l−1
∏

i=1

(qi+1 − 1) и |G : P1| =
ql+1 − 1

q − 1
,

|P2| = ql(l+1)/2
(q − 1)

d
(q2 − 1)

l−2
∏

i=1

(qi+1 − 1) и |G : P2| =
(ql+1 − 1)(ql − 1)

(q − 1)(q2 − 1)
,

где d = (l + 1, q − 1).

1.1. Пусть l ≥ 3 — нечетное число. Тогда l + 1 = 2k, k > 1, q2k − 1 делится на q2 − 1 и,
значит, (q + 1) делит (|G : P1|, |P1|). Так как по [6, § 2] при l ≥ 3 подгруппа P1 неразрешима,
это противоречит условию.

1.2. Пусть l ≥ 6 — четное число. Тогда l = 2m, m ≥ 3, и

ql − 1

q2 − 1
=

(qm − 1)(qm + 1)

q2 − 1
.

Пусть d1 = (qm − 1, q2 − 1) и qm − 1 = d1t. Так как m ≥ 3, то t > 1, t делит
ql − 1

q2 − 1
и, значит, t

делит |G : P2|. Поскольку (qm − 1) делит |P2|, то t делит (|G : P2|, |P2|), причем по [6, § 2] при
l ≥ 6 подгруппа P2 неразрешима, что противоречит условию.

1.3. Пусть l = 4. Тогда

|G : P2| =
(q5 − 1)(q4 − 1)

(q − 1)(q2 − 1)
.

Если q — нечетное число, то 2 делит (|G : P2|, |P2|), причем по [6, § 2] P2 неразрешима, что
противоречит условию. Поэтому q — четное число. Если q = 2, то G ∼= L5(2). По [16] все
максимальные подгруппы в G являются холловыми, и G — группа типа (3) из заключения
теоремы. Если q = 2r, где r — простое число, то по [20, § 4.5] G содержит неразрешимую
максимальную подгруппу H ∼= NG(L5(2)), причем 2 делит (|G : H|, |H|), что противоречит
условию.

1.4. Пусть l = 2. Тогда G = L3(q). Так как L3(2) ∼= L2(7), то при q ∈ {2, 3} группа G

принадлежит J. Если q = ps, где p ∈ {2, 3} и s — простое число, то по [20, § 4.5] G содержит
максимальную подгруппу H ∼= NG(L3(p)), которая неразрешима и не является холловой в G.
Поэтому q = p ≥ 5. Тогда по [22, теорема 1] группа G содержит неразрешимую максимальную
подгруппу PGL2(q), которая не является холловой в G, что противоречит условию.

1.5. Пусть l = 1. Тогда G = L2(q). Если q = pr, где p ∈ {2, 3} и r — простое чис-
ло, то G ∈ J. Так как L2(2) и L2(3) разрешимы, то q = p ≥ 5. Группа G = L2(p) при
p ≥ 5 содержит неразрешимую максимальную подгруппу, изоморфную A5, лишь тогда, ко-
гда p2 − 1 ≡ 0 (mod 5), и она является холловой в G лишь тогда, когда p ≡ ±3 (mod 8),
p2 − 1 6≡ 0 (mod 9) и p2 − 1 6≡ 0 (mod 25) и, значит, G — группа типа (2) из заключения теоре-
мы.

2. Пусть G = PSp2l(q) = S2l(q) ∼= Cl(q), где l ≥ 2, q = ps, s ≥ 1, p — простое число и
(2l, q) 6= (4, 2).

В работе [9] описаны минимальные подстановочные представления группы G со стабилиза-
тором точки H и степени n = |G : H|. Применяя [9, теорема 2], замечаем, что во всех случаях
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H является неразрешимой максимальной подгруппой группы G, причем 3 или q + 1 делит
(n, |H|), что противоречит условию.

3. Пусть G = PSUl+1(q) = Ul+1(q) ∼= 2Al(q), где l ≥ 2, q = ps, s ≥ 1, p — простое число и
(l, q) 6∈ {(2, 2), (3, 2)}.

В работе [9] описаны минимальные подстановочные представления группы G со стабилиза-
тором точки H и степени n = |G : H|. Применяя [9, теорема 3], замечаем, что при l > 2 во всех
случаях H является неразрешимой максимальной подгруппой группы G, причем (n, |H|) > 1,
что противоречит условию.

Пусть l = 2. Если p > 2, то, применяя [22, § 16], нетрудно проверить, что группа G =
U3(q) = HO(3, q2) не содержит неразрешимых максимальных подгрупп, являющихся холло-
выми в G. Поэтому p = 2. Допустим, что H — неразрешимая максимальная подгруппа группы
G и H холлова в G. Тогда p = 2 ∈ π(H) и по [13, теорема 3.3] H является параболической под-
группой в G, а по [13, теорема 5.2] H является подгруппой Бореля в G и, значит, H разрешима,
противоречие.

4. Пусть G = PΩ2l+1(q) = Ω2l+1(q) = O2l+1(q) ∼= Bl(q) , где l ≥ 3, q = ps, s ≥ 1, p — простое
число.

В работе [4] описаны минимальные подстановочные представления группы G со стабили-
затором точки H и степени n = |G : H|. Применяя [4, теорема], замечаем, что 2 делит (n, |H|)
и H — неразрешимая максимальная подгруппа группы G, что противоречит условию.

5. Пусть G = PΩ+

2l
(q) = O +

2l
(q) ∼= Dl(q), где l ≥ 4, q = ps, s ≥ 1, p — простое число.

В работе [4] описаны минимальные подстановочные представления простой ортогональной
группы G со стабилизатором точки H и степени n = |G : H|. Применяя [4, теорема], нетрудно
проверить, что во всех случаях (n, |H|) > 1 и H — неразрешимая максимальная подгруппа
группы G, что противоречит условию.

6. Пусть G = PΩ−
2l

(q) = O−
2l

(q) ∼= 2Dl(q) , где l ≥ 4, q = ps, s ≥ 1, p — простое число.

В работе [4] описаны минимальные подстановочные представления группы G со стабили-
затором точки H и степени n = |G : H|. Применяя [4, теорема], нетрудно проверить, что
во всех случаях (n, |H|) > 1 и H — неразрешимая максимальная подгруппа группы G, что
противоречит условию.

7. Пусть G = G2(q), где q = ps ≥ 3, s ≥ 1, p — простое число.

В работе [1, теорема 1] приведены степени n = |G : P | минимальных подстановочных
представлений группы G и соответствующие стабилизаторы точек P . Нетрудно проверить,
что во всех случаях P — неразрешимая максимальная подгруппа в G, причем (n, |P |) > 1, т. е.
P не является холловой подгруппой в G, что противоречит условию.

8. Пусть G = F4(q), где q = ps, s ≥ 1, p — простое число.

Тогда |G| = q24(q12 − 1)(q8 − 1)(q6 − 1)(q2 − 1). По [1, теорема 2] группа G обладает мини-
мальным подстановочным представлением степени

n = |G : P | =
(q12 − 1)(q4 + 1)

q − 1

со стабилизатором точки P , причем P — неразрешимая максимальная подгруппа группы G.
Покажем, что P не является холловой в G.

Пусть q = 2s. Тогда
P ∼= (2s · 28s × 26s) : (C3(q) × (q − 1)).

Так как

|C3(q)| =
1

d
q9(q6 − 1)(q4 − 1)(q2 − 1), где d = (2, q − 1),

то q + 1 делит (n, |P |). Пусть q = ps нечетно. Тогда

P ∼= (ps · p14s) :
(

2 ·
(

C3(q) × (q − 1)/2
)

· 2
)

или P ∼= (p7s · p8s) :
(

2 · (B3(q) × (q − 1)/2
)

· 2
)
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и опять q + 1 делит (n, |P |).

9. Пусть G = E6(q), где q = ps, s ≥ 1, p — простое число.

Тогда по [16, табл. 6]

|G| =
1

d
q36(q12 − 1)(q9 − 1)(q8 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q2 − 1), где d = (3, q − 1),

и по [2, теорема 1] группа G содержит максимальную подгруппу

P ∼= p16s :
(

e ·
(

D5(q) × (q − 1)/e′
)

· e
)

и n = |G : P | =
(q9 − 1)

(q8 + q4 + 1)(q − 1)
,

где e = (q − 1, 4), e′ = ed. Так как D5(q) — простая неабелева группа, то P — неразрешимая
группа, причем по [16, табл. 6] имеем

|D5(q)| =
1

d1

q20(q5 − 1)(q8 − 1)(q6 − 1)(q4 − 1)(q2 − 1), где d1 = (4, q5 − 1).

Тогда q2 + q + 1 делит (n, |P |). Следовательно, P не является холловой подгруппой в G.

10. Пусть G = E7(q), где q = ps, s ≥ 1, p — простое число.

Тогда по [16, табл. 6]

|G| =
1

d
q63(q18 − 1)(q14 − 1)(q12 − 1)(q10 − 1)(q8 − 1)(q6 − 1)(q2 − 1), где d = (2, q − 1),

и по [2, теорема 2] группа G содержит максимальную подгруппу

P ∼= p27s :
(

d′.
(

E6(q) × (q − 1)/c
)

.d′
)

,

где d′ = (q − 1, 3), e = (q − 1, 4), c = dd′, и

n = |G : P | =
(q14 − 1)(q9 + 1)(q5 + 1)

q − 1
.

Применяя п. 9, получим, что q3 + 1 делит (n, |P |). Следовательно, P неразрешима и P не
является холловой подгруппой в G.

11. Пусть G = E8(q), где q = ps, s ≥ 1, p — простое число.

Тогда по [16, табл. 6]

|G| = q120(q30 − 1)(q24 − 1)(q20 − 1)(q18 − 1)(q14 − 1)(q12 − 1)(q8 − 1)(q2 − 1)

и по [2, теорема 3] группа G содержит максимальную подгруппу

P ∼= ps · p56s : (d · (E7(q) × (q − 1)/d) · d), где d = (q − 1, 2),

и

n = |G : P | =
(q30 − 1)(q12 + 1)(q10 + 1)(q6 + 1)

q − 1
.

Применяя п. 10, замечаем, что q6 + 1 делит (n, |P |). Следовательно, P неразрешима и P не
является холловой подгруппой в группе G.

12. Пусть G = Sz(22m+1) ∼= 2B2(q), где q = 22m+1, m ≥ 1.

Из работы [25] следует, что |G| = q2(q2+1)(q−1) и все максимальные подгруппы в группе G

известны. Если 2m+1 — простое число, то все максимальные подгруппы группы G разрешимы,
т. е. G ∈ J. Пусть 2m + 1 не является простым числом и r — простой делитель числа 2m + 1.
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Из [25] cледует, что G содержит подгруппу H ∼= Sz(q0), где q0
r = q, причем |H| = q0

2(q0
2 +

1)(q0 − 1), q0 ≥ 8. Подгруппа H неразрешима и не является холловой в G.

13. Пусть G = 3D4(q), где q = ps, s ≥ 1, p — простое число.

По [16, табл. 6] |G| = q12(q8 + q4 + 1)(q6 − 1)(q2 − 1) и по [3, теорема 3] группа G содержит
максимальную подгруппу

P ∼= (ps · p8s) :
(

d ·
(

A1(q
3) × (q − 1)/d

)

· d
)

, где d = (q − 1, 2),

и

n = |G : P | = (q8 + q4 + 1)(q + 1).

Так как |A1(q
3)| = q3(q6 − 1) и A1(q

3) ∼= L2(q
3) — неразрешимая группа, то P — неразрешимая

максимальная подгруппа группы G, причем q + 1 делит (n, |P |).

14. Пусть G =2 G2(q), q = 32n+1, n ≥ 1.

По [23] имеем |G| = q3(q3+1)(q−1) и G содержит неразрешимую максимальную подгруппу
H ∼= 2 × L2(q). Так как q делит (|G : H|, |H|), то H не является холловой подгруппой в G.

15. Пусть G = 2F4(q), q = 2s, s — нечетное натуральное число, большее 1.

Тогда по [16, табл. 6] |G| = q12(q6 + 1)(q4 − 1)(q3 + 1)(q − 1). По [3, теорема 5] группа G

содержит неразрешимую максимальную подгруппу

P ∼= (2s · 24s · 25s) : (2B2(q) × (q − 1)).

Так как |2B2(q)| = q2(q2 +1)(q−1), то q2 +1 делит (|G : P |, |P |). Следовательно, P не является
холловой подгруппой в группе G.

16. Пусть G = 2E6(q), где q = ps, s ≥ 1, p — простое число.

Тогда по [16, табл. 6]

|G| =
1

d
q36(q12 − 1)(q9 + 1)(q8 − 1)(q6 − 1)(q5 + 1)(q2 − 1), где d = (3, q + 1),

и по [3, теорема 4] группа G содержит неразрешимую максимальную подгруппу

P ∼= (ps · p20s) : (d+ · 2A5(q) × (q − 1)/c) · c, где d+ = (q + 1, 2), c = (q + 1, 3),

и

n = |G : P | =
(q12 − 1)(q6 − q3 + 1)(q4 + 1)

q − 1
.

Так как

|2A5(q)| = q15(q2 − 1)(q3 + 1)(q4 − 1)(q5 + 1)(q6 − 1),

то (|G : P |, |P |) > 1 и, значит, P не является холловой подгруппой в группе G.

17. Пусть G = An , n ≥ 5. Так как A5 ∈ J, а при n = 6 группа G содержит неразрешимую
максимальную подгруппу H ∼= A5, которая не является холловой подгруппой в G, то можно
считать, что n ≥ 7. Пусть A — множество всех подстановок из Sn, оставляющих на месте
каждые из k первых символов, а B — множество всех подстановок из Sn, оставляющих на
месте все символы, начиная с (k+1)-го. Тогда A ∼= Sn−k, B ∼= Sk, A ≤ Sn, B ≤ Sn и A×B ≤ Sn.
По [21], если k 6= n/2, то H := G ∩ (A × B) является максимальной подгруппой в группе G.
Пусть k = 2. Тогда H ∼= A ∼= Sn−2 и n − 2 ≥ 5, поэтому H — неразрешимая максимальная
подгруппа порядка (n − 2)! в группе G. Отсюда

|G : H| =
n!

2(n − 2)!
=

n(n − 1)

2
.
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Поскольку n ≥ 7, имеем

(|G : H|, |H|) =
(n(n − 1)

2
, (n − 2)!

)

> 1.

18. Пусть G — одна из 26 спорадических групп. Применяя [16], нетрудно проверить, что G

содержит неразрешимую максимальную подгруппу, которая не является холловой подгруппой
в G.

Применяя пп. 1–18 и классификацию конечных простых групп, заключаем, что G изоморф-
на одной из групп из заключения теоремы 1. Нетрудно проверить, что в каждой из групп из
заключения теоремы 1 каждая максимальная подгруппа разрешима или холлова.

Теорема 1 доказана.

3. Доказательство теоремы 2

Пусть S — простая неабелева группа. Применяя классификацию конечных простых групп,
будем выяснять, в каких случаях S 6∈ K(Th). Так как Jh ⊆ K(Th), то будем считать,что S 6∈ Jh.
Рассуждения будем проводить, следуя доказательству [10, предложения 2–15].

1. Пусть S изоморфна одной из 26 спорадических простых групп.

Тогда по [5, теорема 4.240] |Out(S)| ≤ 2 и по лемме 4 имеем S 6∈ K(Th).

2. Пусть S = An, n ≥ 5.

По теореме 1 имеем L2(5) ∈ Jh. Поэтому n ≥ 6. Так как при n ≥ 6 по [5, теорема 4.239]
Out(An) является 2-группой и по теореме 1 An 6∈ Jh, то по лемме 4 An 6∈ K(Th) при n ≥ 6.

3. Пусть S = Ln(q) ∼= An−1(q), где n ≥ 2, q = ps, s ≥ 1, p — простое число.

3.1. Пусть n = 2. Предположим, что p = 2. Если s — простое число, то по теореме 1
имеем S ∈ Jh. Поэтому s — составное число. Пусть r — простой делитель числа s. Так как
(q − 1, n) = (2s − 1, 2) = 1, то по [20, табл. 3.5.A, предложение 4.5.3] группа S содержит
максимальную подгруппу H ∼= PGL2(q0), где qr

0
= q и класс сопряженных с H подгрупп в S

инвариантен относительно Aut(S). Поскольку H неразрешима и 2 делит (|S : H|, |H|), то по
лемме 3 имеем S 6∈ K(Th).

Пусть p = 3. Так как L2(9) ∼= A6 и по п. 2 A6 6∈ K(Th), то можем считать, что s > 2. Если
s — простое число, то по теореме 1 имеем S ∈ Jh. Поэтому s — составное число. Если s = 2α,
где α ≥ 2, то по [16, табл. 5] Out(S) является 2-группой и по лемме 4 имеем S 6∈ K(Th). Пусть
r — нечетный простой делитель числа s и s = rk. Тогда по [20, табл. 3.5.A, предложение 4.5.3]
группа S содержит максимальную подгруппу H ∼= L2(3

k), причем класс сопряженных с H

подгрупп в S инвариантен относительно Aut(S), так как

c =
3rk − 1

[3k − 1, (3rk − 1)/2]
=

(3k − 1)d

[3k − 1, d(3k − 1)/2]
=

(3k − 1)d

((3k − 1)/2)[2, d]
= 1

(см. [20, § 1.2]). Так как H неразрешима и 3 делит (|S : H|, |H|), то по лемме 3 имеем S 6∈ K(Th).
Пусть p > 3. Если s = 1, то по [16, табл. 5] |Out(S)| = 2 и по лемме 4 имеем S 6∈ K(Th). Пусть

s > 1. Если s является степенью числа 2, то Out(S) является 2-группой и по лемме 4 имеем
S 6∈ K(Th). Следовательно, составное число s делится на нечетное простое число. Теперь, как
и выше при p = 3, получим, что S 6∈ K(Th).

Пусть далее n ≥ 3. Так как L3(2) ∼= L2(7), то по теореме 1 имеем {L3(2), L3(3), L5(2)} ⊆
Jh. Поэтому можем считать, что (n, q) 6∈ {(3, 2), (3, 3), (5, 2)}. По [16, табл. 5] |Out(S)| =
|Out(Ln(q))| = dfg, где d = (n, q − 1), f = s и g = 2.

3.2. Пусть n ∈ {3, 5}. Предположим, что d = 1. Если s = 2k, где k ≥ 0, то Out(S) является
2-группой и по лемме 4 имеем S 6∈ K(Th). Поэтому можем считать, что существует нечетный
простой делитель r числа s. Пусть qr

0
= q. Тогда по [20, табл. 3.5.A, предложение 4.5.3] группа S
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содержит максимальную подгруппу H ∼= PGLn(q0)), причем класс сопряженных с H подгрупп
в S инвариантен относительно Aut(S), так как

c =
q − 1

[q0 − 1, (q − 1)/(q − 1, n)]
= 1.

По лемме 3 имеем S 6∈ K(Th).

Пусть d > 1 и H — подгруппа из S типа GLm(q) ⊕ GLn−m(q) (см. [20]), где m = 1 и
n − m = n − 1 ∈ {2, 4}. Так как q ≥ 4 при n = 3 и q ≥ 3 при n = 5, то по [20, пред-
ложение 4.1.4] подгруппа H неразрешима и класс сопряженных в H подгрупп в S является
Aut(S)-инвариантным, причем |H| делится на 6p. Пусть H ≤ Y < S. Так как d = (n, q−1) > 1
и n ∈ {3, 5}, то n делит (q − 1) и по [13, теорема 1.2] Y не является холловой подгруппой в S.
Тогда по лемме 3 имеем S 6∈ K(Th).

3.3. Пусть n ∈ {4, 6} и H — подгруппа в группе S типа Pm (см. [20]), где m = n/2 ∈ {2, 3}.
Тогда по [20, табл. 3.5.А, предложение 4.1.17] H является максимальной подгруппой группы S

и класс сопряженных в H подгрупп в S является Aut(S)-инвариантным, причем H содержит
секцию, изоморфную Lm(q). При n = 6 имеем m = 3, и, значит, подгруппа H неразрешима.
Пусть n = 4. Если s = 2k, где k ≥ 0, то Out(S) является 2-группой и по лемме 4 S 6∈ K(Th).
Пусть r > 2 — простой делитель числа s. Тогда m = 2, q > 4 и подгруппа H неразрешима. По
[13, теорема 1.2] H не является холловой в S. Тогда по лемме 3 S 6∈ K(Th).

3.4. Пусть n > 6, H — подгруппа группы S типа P2,n−2, т. е. стабилизатор в S па-
ры подпространств W и U соответствующего группе S векторного пространства V такой, что
W < U < V , dim W = 2 и dim U = n−2 (см. [20]). Тогда по [20, табл. 3.5.А, предложение 4.1.22]
H является неразрешимой подгруппой группы S и класс сопряженных в H подгрупп в S явля-
ется Aut(S)-инвариантным, причем {2, 3, p} ⊆ π(H). Собственными надгруппами подгруппы H

в S являются лишь стабилизатор X в S подпространства W и стабилизатор Y в S подпро-
странства U . Поэтому ввиду [13, теорема 1.2] подгруппы H, X, Y не являются холловыми в
группе S и по лемме 3 имеем S 6∈ K(Th).

4. Пусть S = Ul+1(q) ∼= 2Al(q), где l ≥ 2, q = ps, s ≥ 1, p — простое число и (l, q) 6= (2.2).
По [16] |Out(U4(2))| = |Out(U3(3))| = 2. Отсюда по лемме 4 имеем {U4(2), U3(3)} 6⊆ K(Th).

Поэтому (l, q) 6∈ {(2, 2), (3, 2), (2, 3)}. По [20, табл. 3.5.B, предложение 4.1.4] группа S содержит
неразрешимую подгруппу H типа GU1(q)⊥GUl(q), причем класс сопряженных с H подгрупп
в S является Aut(S)-инвариантным и {2, 3, p} ⊆ π(H). Пусть H ≤ Y < S. Тогда по [13,
теорема 1.2] подгруппа Y не является холловой в группе S и по лемме 3 имеем S 6∈ K(Th).

5. Пусть S = S2l(q) ∼= Cl(q), где l ≥ 2, q = ps, s ≥ 1, p — простое число.

По [20, предложение 2.9.1] S4(3) ∼= U4(2) 6∈ K(Th) и S4(2)
′ ∼= A6 6∈ K(Th). Поэтому (2l, q) 6∈

{(4, 2), (4, 3)}. Если s = 2k, где k ≥ 0, то по [16, табл. 5] Out(S) является 2-группой и, сле-
довательно, по лемме 4 имеем S 6∈ K(Th). Поэтому можем считать, что существует нечетный
простой делитель r числа s.

Пусть (l, p) 6= (2, 2). Рассмотрим в группе S подгруппу H типа P1 при l = 2 и типа P2

при l > 2 (см. [20]). Тогда по [20, табл. 3.5.C, предложение 4.1.19] H является неразреши-
мой максимальной подгруппой группы S и класс сопряженных с H подгрупп в S является
Aut(S)-инвариантным. Так как {2, 3, p} ⊆ π(H), то по [13, теорема 1.2] H не является холло-
вой подгруппой в S. Тогда по лемме 3 имеем S 6∈ K(Th).

Пусть (l, p) = (2, 2). Тогда S = S4(2
s) и можем считать, что существует нечетный простой

делитель r числа s. Как и в [10, предложение 7], можно показать, что группа S содержит
неразрешимую максимальную подгруппу H ∼= S4(2

s/r), причем класс сопряженных с H под-
групп в S является Aut(S)-инвариантным и 2 делит (|H|, |S : H|). Тогда по лемме 3 имеем
S 6∈ K(Th).

6. Пусть S = PΩ2l+1(q) = O2l+1(q) ∼= Bl(q) , где l ≥ 3, q = ps, s ≥ 1, p — простое число.
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Рассмотрим в группе S подгруппу H типа P2 (см. [20]). Тогда по [20, табл. 3.5.D, предло-
жение 4.1.20] H — неразрешимая максимальная подгруппа группы S и класс сопряженных с
H подгрупп в S является Aut(S)-инвариантным. По [13, теорема 5.2] H не является холловой
подгруппой в S. Тогда по лемме 3 имеем S 6∈ K(Th).

7. Пусть S = PΩ±
2l

(q) = O±
2l

(q), где l ≥ 4, q = ps, s ≥ 1, p — простое число.

Если s = 2k, где k ≥ 0, то по [16, табл. 5] Out(S) является 2-группой. Тогда по лемме 4
S 6∈ K(Th). Следовательно, существует нечетный простой делитель r числа s. По [20, табл. 3.5.E
и 3.5.F, предложение 4.5.10] имеем, что группа S содержит неразрешимую максимальную
подгруппу H ∼= O∓

2l
(q1/r), причем класс сопряженных с H подгрупп в S является Aut(S)-

инвариантным и p делит (|H|, |S : H|). Отсюда по лемме 3 имеем S 6∈ K(Th).

8. Пусть S ∈ {E8(q), E7(q),
2E6(q

2), 3D4(q
3), 2F4(2

2n+1)}.

Как и при доказательстве [10, предложение 11], рассмотрим в группе S параболическую
максимальную подгруппу H. Как и при доказательстве теоремы 1, полагаем H = P соответ-
ственно по п. 11, 10, 16, 13, 15 и, значит, H — неразрешимая нехоллова максимальная подгруппа
группы S. По [7, III] класс сопряженных с H подгрупп в S является Aut(S)-инвариантным.
Тогда по лемме 3 имеем S 6∈ K(Th).

9. Пусть S = Re(q) ∼= 2G2(3
2n+1), q = 32n+1, n ≥ 1.

По [8, лемма 3] все подгруппы группы S, изоморфные Re(3), образуют один класс сопря-
женных подгрупп в S. Следовательно, класс сопряженности подгруппы Re(3) в S является
Aut(S)-инвариантным. По [13, теорема 1.2] все собственные подгруппы группы S, содержащие
Re(3), не являются холловыми в S. Тогда по лемме 3 имеем S 6∈ K(Th).

10. Пусть S ∈ {E6(q), F4(q)}, где q = ps, s ≥ 1, p — простое число.

Рассмотрим, как и при доказательстве [10, предложения 12, 13], в группе S параболи-
ческую нехоллову максимальную подгруппу H, класс сопряженности которой инвариантен
относительно Aut(S). По [6, теорема 2.2] подгруппа H неразрешима. Тогда по лемме 3 имеем
S 6∈ K(Th).

11. Пусть S = G2(q), где q = ps, s ≥ 1, p — простое число.

Если s = 2k, где k ≥ 0, то по [16, табл. 5] Out(S) является 2-группой и, следовательно, по
лемме 4 имеем S 6∈ K(Th). Следовательно, существует нечетный простой делитель r числа s.
В частности, q > 4.

Если p = 2, то по [18, теорема 2.3] группа S содержит точно один класс сопряженных
максимальных подгрупп с представителем H ∼= SL2(q) × SL2(q). Тогда этот класс является
Aut(S)-инвариантным и q делит (|H|, |S : H|). Поскольку H неразрешима, то по лемме 3 имеем
S 6∈ K(Th).

Пусть p > 2 и qr
0

= q, где r — нечетный простой делитель числа s. Тогда по [19, теорема A]
S содержит один класс сопряженных максимальных подгрупп с представителем H ∼= G2(q0).
Отсюда этот класс является Aut(S)-инвариантным и q делит (|H|, |S : H|). Поскольку H

неразрешима, то по лемме 3 имеем S 6∈ K(Th).

Применяя пп. 1–11 и классификацию конечных простых групп, получим, что

K(Th) ⊆ Jh ∪ ({Sz(q) | q = 22m+1, где 2m + 1 − составное число}).

Теорема 2 доказана.

Следствие 1. Пусть G — неразрешимая Th-группа, S(G) = 1 и M = P1 × · · · × Pn —

минимальная нормальная подгруппа группы G, где P1, . . . , Pn — попарно изоморфные простые

неабелевы группы. Тогда выполняется одно из следующих утверждений:
(1) G = P1 ∈ Jh.

(2) G = M : A, где A 6= 1 является холловой подгруппой нечетного порядка, а главные

факторы группы A изоморфны силовским подгруппам из G, CG(M) = 1, n делит |A|, NA(P1) 6=
CA(P1) и P1 изоморфна одной из следующих групп:
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(a) L2(2
p), p — нечетное простое число;

(b) L2(3
p), p — нечетное простое число;

(c) Sz(q), q = 22m+1, m ≥ 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если G — простая неабелева Th-группа, то G = P1 ∈ Jh —
группа типа (1). Пусть G — непростая неразрешимая Th-группа. Тогда по теореме 2 K(G) ⊆
Jh∪({Sz(q) | q = 22m+1, 2m+1 — составное число}). Так как группы внешних автоморфизмов
простых групп L2(p), где p > 3 — простое число, L5(2) и L3(3) имеют порядок 2, то по лемме 4
они не встречаются. Следствие доказано.

Следствие 2. Пусть G — неразрешимая группа и S(G) = 1. В группе G каждая нераз-

решимая подгруппа является холловой тогда и только тогда, когда выполняется одно из

следующих утверждений:

(1) G ∈ Jh и G не изоморфна L5(2).

(2) G ∼= P : p ≤ Aut(P ), где группа P изоморфна L2(2
p), L2(3

p) или Sz(2p), p — нечетное

простое число и (|P |, p) = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть в неразрешимой группе G каждая нераз-
решимая подгруппа является холловой и S(G) = 1. Тогда G является неразрешимой Th-
группой и G изоморфна одной из групп пп. (1) или (2) следствия 1. Пусть G — простая
неабелева группа. Тогда G ∈ Jh. Так как L5(2) ∈ Jh и по [16, с. 70] она содержит нехоллову
подгруппу, изоморфную L3(2), а в любой Jh-группе, неизоморфной L5(2), каждая неразреши-
мая подгруппа является холловой, то G — группа из п. (1) следствия 2.

Пусть G — непростая группа. Тогда M = P1 = P , CG(P ) = 1 и, значит, G изоморфна
подгруппе из Aut(P ) и P изоморфна одной из групп из пп. (a), (b), (c) из заключения след-
ствия 1. Если P из пп. (a), (b), то, учитывая Aut(P ) [16, табл. 5], получим, что G из п. (2)
следствия 2. Пусть P изоморфна одной из групп п. (c) заключения следствия 1. Допустим,
что s = 2m+1 — составное число и r — простой делитель s. Тогда P содержит неразрешимую
подгруппу H, изоморфную Sz(2s/r), которая нехоллова в P (см. доказательство теоремы 1,
п. 12), и значит, H нехоллова в G. Получили противоречие. Следовательно, s = p — простое
число. Учитывая порядок Aut(P ) [16, табл. 5], получим, что G из п. (2) следствия 2.

Достаточность. Нетрудно проверить, что в любой группе, изоморфной одной из групп
из пп. (1) и (2) следствия 2, каждая неразрешимая подгруппа является холловой. Следствие
доказано.

З а м е ч а н и е 2. Остается открытым вопрос: “Можно ли в заключениях теоремы 2, а
также следствия 1 исключить класс групп ({Sz(q) : q = 22m+1, 2m + 1 — составное число})?”

Автор выражает благодарность профессору А.С.Кондратьеву за уточнение формулировки
следствия 2 и рецензенту за замечания по оформлению работы.
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ЗАМКНУТЫЕ ИДЕАЛЫ И ЗАМКНУТЫЕ КОНГРУЭНЦИИ ПОЛУКОЛЕЦ

НЕПРЕРЫВНЫХ [0, 1]-ЗНАЧНЫХ ФУНКЦИЙ С ТОПОЛОГИЕЙ

ПОТОЧЕЧНОЙ СХОДИМОСТИ

Е.М. Вечтомов, Е. Н.Лубягина

В работе для произвольного тихоновского пространства X описаны замкнутые идеалы и замкнутые

конгруэнции топологического полукольца Cp(X, I) всех непрерывных функций на X со значениями в еди-

ничном отрезке I, рассматриваемом с топологией поточечной сходимости. Установлена двойственность

между категорией тихоновских пространств X с непрерывными отображениями и категорией топологи-

ческих полуколец Cp(X, I) с непрерывными гомоморфизмами, сохраняющими константы.

Ключевые слова: полукольцо, непрерывная функция, тихоновская топология, замкнутый идеал, за-

мкнутая конгруэнция, двойственность.

E. M.Vechtomov, E.N. Lubyagina. Closed ideals and closed congruences of semirings of [0, 1]-valued functions

with topology of pointwise convergence.

For an arbitrary Tychonoff space X, we describe closed ideals and closed congruences of the topological

semiring Cp(X, I) of all continuous functions on X with values in the closed unit interval I considered in the

topology of pointwise convergence. The duality between the category of Tychonoff spaces X with continuous

mappings and the category of topological semirings Cp(X, I) with continuous homomorphisms preserving

constants is established.

Keywords: semiring, continuous function, Tychonoff topology, closed ideal, closed congruence, duality.

Введение. Предварительные сведения

Полукольца C+(X) = C(X,R+) всех непрерывных неотрицательных действительнознач-
ных функций на топологических пространствах X систематически изучаются с середины
1990-х гг. [3]. Их изучение базируется на классической теории колец C(X) = C(X,R) всех
непрерывных действительнозначных функций на X (см. монографию Гиллмана и Джерисо-
на [13]). В данной работе продолжается исследование идемпотентных полуколец непрерывных
функций на тихоновских пространствах X со значениями в единичном отрезке I = [0, 1], на-
чатое в [3; 5; 7]. Основные результаты предлагаемой статьи были анонсированы в [10].

Введем исходные определения и обозначения. Отметим, что основы общей топологии мож-
но найти в книге Энгелькинга [12], решеточные понятия — в монографии Гретцера [9].

Полукольцом [14] называется непустое множество S с бинарными операциями сложения +
и умножения ·, для которых 〈S,+〉— коммутативная полугруппа с нейтральным элементом 0,
〈S, ·〉— полугруппа с нейтральным элементом 1 и a(b+c) = ab+ac, (a+b)c = ac+bc, 0·a = 0 = a·0
для любых a, b, c ∈ S.

Пусть X — произвольное топологическое пространство, I = [0, 1]— единичный числовой
отрезок, рассматриваемый с обычными операциями умножения ·, max (∨), min (∧) и со стан-
дартной топологией. Через I

X обозначается полукольцо всех функций X → I с поточечно
определенными операциями сложения ∨ и умножения ·, а также взятия min функций и пото-
чечным отношением порядка:

для любых функций f, g ∈ C(X, I) и всех точек x ∈ X

(f ∨ g)(x) = max(f(x), g(x)), (f ∧ g)(x) = min(f(x), g(x)), (fg)(x) = f(x)g(x),

f ≤ g ⇔ f(x) ≤ g(x) для всех x ∈ X.
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Пусть C(X, I) — алгебраическая структура всех непрерывных функций, заданных на то-
пологическом пространстве X и принимающих значения в топологическом полукольце I, от-
носительно операций сложения ∨ и умножения. Получаем коммутативное аддитивно идемпо-
тентное полукольцо C(X, I).

Под окрестностью подмножества топологического пространства понимается любое содер-
жащее его открытое множество. Через U будем обозначать замыкание множества U ⊆ X,

через U0 — его внутренность. Каждой функции f ∈ C(X, I) соответствуют нуль-множество

Z(f) = f−1(0), его внутренность Z0(f) и конуль-множество cozf = X \ Z(f).
Стоун-чеховская компактификация βX тихоновского пространства X определяется сле-

дующими условиями:
1) βX — компакт, т. е. компактное хаусдорфовое пространство;
2) X — плотное подпространство в βX;
3) любая ограниченная функция из C(X) продолжается до некоторой функции из C(βX),

равносильно каждая функция из C(X, I) продолжается до функции из C(βX, I).
Продолжение любой ограниченной функции f ∈ C(X, I) на βX определяется единствен-

ным образом и обозначается через fβ ∈ C(βX, I). Легко видеть, что имеет место

Лемма 1. Пусть X— тихоновское пространство. Тогда Z0(fβ) = (Z(f)βX)0 для любой

функции f ∈ C(X, I).

З а м е ч а н и е 1. На любом топологическом пространстве X вводится следующее от-
ношение эквивалентности ∼: x ∼ y, если f(x) = f(y) для любой функции f ∈ C(X, I). На
фактормножестве τX = X/ ∼ существует слабейшая топология, относительно которой непре-
рывны все функции f : τX → I, где f ∈ C(X, I) и f(x̃) = f(x) при любом x ∈ X ([13, p. 41]).
Пространство τX тихоновское, т. е. такое T1-пространство, что для всякого замкнутого мно-
жества A ⊆ τX и любой точки x ∈ τX \ A существует функция f ∈ C(X, I), равная 0 на A
и 1 в точке x. Полукольца C(X, I) и C(τX, I) изоморфны при каноническом отображении
f 7→ f̃ . Для пространства τX существует стоун-чеховская компактификация β(τX) = Z, при
этом имеет место изоморфизм C(τX, I) на C(Z, I). Таким образом, любому топологическому
пространству X соответствует компакт Z = βτX такой, что полукольца C(X, I) и C(Z, I)
канонически изоморфны.

Идеалом (фильтром) коммутативного полукольца S называется всякое его непустое под-
множество J такое, что для любых a, b ∈ J, s ∈ S выполняется: as ∈ J, a + b ∈ J (a + s ∈ J,

ab ∈ J). Идеал (фильтр) J в S называется простым, если его дополнение до S непусто и
мультипликативно (аддитивно) замкнуто. Идеал J полукольца S называется полупростым,
если a2 ∈ J влечет a ∈ J для любого a ∈ S. Будем называть идеал J полукольца S выпуклым,
если a ∈ J влечет b ∈ J для любого b ∈ S, b ≤ a.

Отношение эквивалентности ρ на полукольце S называется конгруэнцией, если ρ сохраняет
полукольцевые операции, т. е. ∀a, b, a1, b1 ∈ S(aρb и a1ρb1 =⇒ (a+ a1)ρ(b + b1) и (aa1)ρ(bb1)).
Примером конгруэнции на полукольце S служит отношение Берна ρJ по любому идеалу J в
S : aρJb ⇐⇒ a+ u = b+ v для некоторых u, v ∈ J.

Для тихоновского пространства X, подмножества A ⊆ βX и точки y ∈ βX полагаем

OA = {f ∈ C(X, I) : A ⊆ (Z(f)βX)0}, Oy = O{y},

MA = {f ∈ C(X, I)) : A ⊆ Z(f)βX}, M
y = M{y}.

При этом OA,MA — идеалы полукольца C(X, I).
В частности, для A ⊆ X и x ∈ X имеем

OA = OA = {f ∈ C(X, I) : A ⊆ Z0(f)},
Ox = Ox = O{x} = {f ∈ C(X, I) : x ∈ Z0(f)} =

⋃

{MU : U — окрестность точки x},

MA = MA = {f ∈ C(X, I) : f(A) = {0}}, Mx = M{x},

Nx = Nx = {f ∈ C(X, I) : f(x) 6= 1}.
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Любому подмножеству A ⊆ X соответствует конгруэнция

ρA : fρAg ⇔ f = g на A⇔ A ⊆ Z(f − g).

Следующие две общеизвестные леммы позволяют “строить” функции полукольца C(X, I)
по заданным параметрам.

Лемма 2 [6, лемма 1]. Пусть X — тихоновское пространство и x1, x2, . . . , xk — его раз-

личные точки. Тогда существуют такая функция e ∈ C(X, I), что e(x1) = 1 и e(xi) = 0 при

i = 2, . . . , k.

Лемма 3 [6, лемма 2]. Пусть X — тихоновское пространство и U — окрестность точки

x ∈ X. Тогда существуют такие окрестности V ⊆ W точки x и функция f ∈ C(X, I), что

W ⊆ U , f(X \W ) = {0} и f(V ) = {1}.

Полукольцо C(X, I) можно понимать как подпространство тихоновской степени I
X |X|

экземпляров единичного отрезка I (с топологией поточечной сходимости). Обозначим соот-
ветствующее топологическое полукольцо через Cp(X, I). Для любого x ∈ X проектирование
πx : Cp(X, I) → I, определяемое формулой πx(f) = f(x) для всех f ∈ Cp(X, I), является непре-
рывным эпиморфизмом топологических полуколец. При этом предбазу топологии поточечной
сходимости образует совокупность множеств вида π−1

x (U), где U — произвольное открытое
множество в I. База топологии поточечной сходимости состоит из всевозможных конечных
пересечений

⋂

x∈A {π−1
x (Ux)} = {f ∈ C(X, I) : f(x) ∈ Ux, x ∈ A} = U(x1, . . . , xn;Ux1

, . . . , Uxn
),

где A = {x1, . . . , xn} — конечное подмножество в X и Ux — открытое подмножество простран-
ства I для всех x ∈ A.

Идеал J полукольца Cp(X, I) называется замкнутым идеалом, если J есть замкнутое мно-
жество в Cp(X, I). Легко видеть, что для произвольной функции ϕ ∈ I

X множество

J(ϕ) = {f ∈ C(X, I) : f ≤ ϕ}

будет замкнутым идеалом в Cp(X, I).

О п р е д е л е н и е 1. Конгруэнция ρ на полукольце C(X, I) называется замкнутой, если
множество {(f, g) : f, g ∈ C(X, I), fρg} замкнуто в тихоновском квадрате Cp(X, I) × Cp(X, I).

Примером замкнутой конгруэнции служит конгруэнция ρA для любого замкнутого под-
множества A ⊆ X [11].

1. Sc-функции

В данной работе инструментом изучения замкнутых идеалов и замкнутых конгруэнций
являются sc-функции.

Для непустого подмножества M ⊆ I
X обозначим через rM точную верхнюю грань множе-

ства M в полной решетке I
X .

О п р е д е л е н и е 2. Функцию ϕ ∈ I
X назовем sc-функцией, если ϕ = rM для подходя-

щего непустого подмножества M ⊆ C(X, I).

Отметим, что подмножество M в определениии sc-функции можно считать идеалом, по-
скольку supM = supJ для идеала J, порожденного множеством M.

З а м е ч а н и е 2. В силу результатов Бурбаки (см. [1, теорема 4, с. 192] и [2, предло-
жение 5, с. 22]) sc-функции на произвольном тихоновском пространстве X – это в точности
полунепрерывные снизу [0, 1]-значные функции на X.

Множество всех sc-функций на X обозначим через SC(X, I). Имеют место включения
C(X, I) ⊆ SC(X, I) ⊆ I

X . Относительно поточечного порядка SC(X, I) является ограничен-
ной дистрибутивной решеткой — подрешеткой в I

X (предложение 1), не являющейся, вообще
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говоря, полной подрешеткой в I
X . Множество SC(X, I) содержит точную верхнюю грань в I

X

любого непустого множества своих элементов, но не обязано содержать их точную нижнюю
грань.

П р и м е р ы. 1. Положим

ϕA(y) =

{

0, если y ∈ A;

1, если y ∈ X \A

для произвольного подмножества A топологического пространства X. Отметим, что функция
ϕA = χ(X\A) является характеристической функцией множества X \A ⊆ X. Если множество A
не замкнуто в топологическом пространстве X, то функция ϕA не является sc-функцией. Легко
видеть, что тихоновость T1-пространства X равносильна тому, что для любого замкнутого
подмножества A ⊆ X функция ϕA является sc-функцией. Кроме того, для любого замкнутого
подмножества A тихоновского пространства X имеем ϕA = infx∈Aϕx (ϕx = ϕ{x}) в SC(X, I).

2. Пусть даны функция f ∈ C(X, I) на тихоновском пространстве X и точки x1, . . . , xn ∈
cozf для n ∈ N. Получаем sc-функцию ϕ, принимающую значения ϕ(xi) < f(xi) в точках
xi, i = 1, . . . , n, и ϕ(x) = f(x) в остальных точках x ∈ X. В частности, такой будет функция
ϕx = supMx в решетке I

X . Легко видеть, что для неизолированной точки x ∈ X и множества
1 −Mx ⊆ C(X, I) функция inf(1 −Mx) = 1 − supMx = 1 − ϕx не является sc-функцией.

3. Для sc-функции ϕ функция 1 − ϕ не обязана быть sc-функцией, как это показывают
примеры 1 и 2.

4. Функция Дирихле на числовой прямой R не является sc-функцией.

Далее укажем основные свойства sc-функций.

Утверждение 1 [8, свойство 1]. Пусть ϕ,ψ — произвольные функции из I
X , I, J — неко-

торые идеалы полукольца C(X, I). Тогда:
1) ϕ ≤ ψ ⇐⇒ J(ϕ) ⊆ J(ψ);
2) J ⊆ I =⇒ rJ ≤ rI ;
3) J ⊂ I =⇒ rJ < rI ;
4) rJ(ϕ) ≤ ϕ;
5) J(ϕ) = J(rJ(ϕ)).

Утверждение 2 [8, свойство 2]. Функция ϕ ∈ I
X является sc-функцией тогда и только

тогда, когда ϕ = rJ(ϕ).

Утверждение 3 [8, свойство 3]. Пусть ϕ,ψ — произвольные функции из I
X . Тогда rJ(ϕ) =

rJ(ψ) ⇔ J(ϕ) = J(ψ).

Утверждение 4 [8, свойства 4 и 1]. Пусть I, J —произвольные идеалы полукольца C(X, I).
Тогда:
1) rJ = rJ ;
2) если J ⊂ I, то rJ < rI ;
3) J(rJ) = J.

Утверждение 5 [8, свойство 5]. Для произвольных функций f, g ∈ C(X, I) имеем J(f) ∨
J(g) = J(f ∨ g) и J(f) ∩ J(g) = J(f ∧ g).

Предложение 1 [8, предложение 1]. Для любого топологического пространства X мно-

жество SC(X, I) является полукольцом относительно операций ∨ и ·, подрешеткой в I
X и

полной решеткой относительно поточечного порядка ≤.

З а м е ч а н и е 3. В замечании 1 определена тихоновизация τX произвольного тополо-
гического пространства X. Отображение τ : X → τX по правилу x 7→ x̃ при x ∈ X непрерывно
и индуцирует изоморфизм полуколец C(X, I) и C(τX, I) непрерывных функций. Легко видеть,
что τ порождает и изоморфизм полуколец SC(X, I) и SC(τX, I). Поэтому при изучении по-
луколец sc-функций SC(X, I) можно ограничиться тихоновскими пространствами X.
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2. Замкнутые идеалы в топологических полукольцах Cp(X, I)

Опишем замкнутые идеалы в топологических полукольцах Cp(X, I) на тихоновских про-
странствах X. Очевидна следующая

Лемма 4. Собственные идеалы идемпотентного полукольца I имеют вид {0}, [0, 1), [0, r)
и [0, r] при 0 < r ≤ 1. Простыми идеалами в I будут только {0} и [0, 1). В топологическом

полукольце I замкнутые идеалы — это в точности множества [0, r] для произвольных чи-

сел r ∈ I.

Лемма 5 [6, замечание 5]. В топологическом полукольце Cp(X, I) над тихоновским про-

странством X замкнутые идеалы выпуклые.

Предложение 2 [6, лемма 11]. Пусть X — тихоновское пространство. Тогда для лю-

бых замкнутого идеала J в топологическом полукольце Cp(X, I) и точки x ∈ X имеем

πx(J) = πx(J).

Следствие 1. Для произвольного тихоновского пространства X и замкнутого идеала J

полукольца Cp(X, I) имеем

J =
⋂

x∈X
π−1
x (πx(J)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу предложения 2 достаточно показать, что

J =
⋂

x∈X
π−1
x (πx(J)).

Пусть J – замкнутый правый идеал в Cp(X, I). Ясно, что

J ⊆
⋂

x∈X

π−1
x (πx(J)).

Докажем обратное включение. Рассмотрим функцию f ∈
⋂

x∈X
π−1
x (πx(J)). Возьмем произволь-

ную базисную окрестность U элемента f в пространстве Cp(X, I): U = U(x1, . . . , xn;U1, . . . , Un).

Для любого i = 1, . . . , n имеем f(xi) ∈ Ui
⋂

πxi
(J). Пусть i – некоторое фиксированное число из

кортежа 1, . . . , n. Получаем, что Ui
⋂

πxi
(J) = Ui

⋂

πxi
(J) 6= ∅. Это означает, что для любого

i = 1, . . . , n в идеале J существует функция gi, обладающая свойством gi(xi) ∈ Ui. Рассмотрим
функцию g =

∑n
i=1

giei ∈ J , где функции ei соответствуют точкам xi, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn
(как в лемме 2). Получаем, что g(xi) ∈ Ui для любого i = 1, . . . , n. Показали, что в
любой окрестности функции f нашлась функция из замкнутого идеала J . Следовательно,
f ∈ J = J . �

Из предложения 2 и леммы 4 вытекает также

Следствие 2. Для произвольного тихоновского пространства X значение произвольной

sc-функции ϕ : X → I в каждой точке x ∈ X равно max{f(x) : ϕ ≥ f ∈ C(X, I)}.

Из п. 5) утверждения 1 и п. 3) утверждения 4 вытекает

Теорема 1. Для всякого тихоновского пространства X и любого идеала J полукольца

C(X, I) эквивалентны следующие утверждения:
1) идеал J замкнутый;
2) J = J(ϕ) для некоторой функции ϕ ∈ I

X ;
3) J = J(ϕ) для единственной sc-функции ϕ ∈ I

X ;
4) J = J(rJ ).
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Из теоремы 1 и утверждений 1–3 получаем

Следствие 3. Для произвольного тихоновского пространства X отображения r(·) и J(·)
устанавливают изоморфизм между решеткой IdCp(X, I) всех замкнутых идеалов J полу-

кольца C(X, I) и решеткой SC(X, I) по правилу rJ(ϕ) = ϕ и J(rJ) = J.

Из теоремы 1 и леммы 4 вытекает

Предложение 3. Пусть X — тихоновское пространство. Тогда замкнутые простые

идеалы в топологическом полукольце Cp(X, I) суть в точности идеалы Mx для x ∈ X.

Поскольку замыкание любого простого идеала в Cp(X, I) является простым идеалом или
C(X, I), то из предложения 3 вытекает

Следствие 4. Пусть X — тихоновское пространство. Тогда замыкание всякого просто-

го идеала в Cp(X, I) равно Mx для некоторого x ∈ X или C(X, I).

Так как в любом коммутативном полукольце полупростые идеалы совпадают с пересече-
ниями простых идеалов, их содержащих, то имеет место

Следствие 5. Пусть X — тихоновское пространство. Тогда замкнутые полупростые

идеалы в топологическом полукольце Cp(X, I) суть в точности множества MA для всех

замкнутых подмножеств A в X.

Следствие 6. Пусть X — тихоновское пространство. Тогда:

1) OA = MA = MA для любого подмножества A ⊆ X;

2) Op = C(X, I) для любой точки p ∈ βX \X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Действительно, MA = MA ⊇ OA и множество MA замкнуто
в Cp(X, I). При этом ϕA = rOA

. Значит, OA = {f ∈ C(X, I) : f ≤ ϕA} = MA.

2) В силу леммы 1 имеем rOp = 1. Поэтому Op = {f ∈ C(X, I) : f ≤ 1} = C(X, I). �

Для описания замкнутых фильтров в топологическом полукольце Cp(X, I) можно ввести
понятие ic-функций, двойственное понятию sc-функции. Для любого непустого подмноже-
ства J множества C(X, I) назовем функции вида ϕ = infJ в I

X ic-функциями (это полунепре-
рывные сверху функции из I

X). Замкнутыми фильтрами тогда будут в точности множества
F (ϕ) = {f ∈ C(X, I) : f ≥ ϕ} по всем замкнутым подмножествам A ⊆ X и ic-функциям вида
ϕ = 1 − ϕA. Отметим также, что для подмножества A тихоновского пространства X имеет
место равносильность: ϕA — ic-функция ⇔ A открыто.

Приведенные выше рассуждения легко переносятся на случай топологической решетки
Cp(X, I) над произвольным тихоновским пространством X. Отметим, что в топологической
решетке Cp(X, I) все идеалы выпуклые, при этом все главные идеалы в ней замкнутые. В
топологической решетке Cp(X, I) замкнутыми фильтрами будут в точности множества F (ϕ) =
{f ∈ C(X, I) : f ≥ ϕ} для всех ic-функций ϕ.

3. Замкнутые конгруэнции на топологических полукольцах Cp(X, I)

Охарактеризуем далее замкнутые конгруэнции на топологических полукольцах Cp(X, I).

Из определения конгруэнции непосредственно следует

Предложение 4. Пусть X — произвольное топологическое пространство и ρ — конгру-

энция на топологическом полукольце Cp(X, I). Тогда если f, g ∈ C(X, I), f ≤ g и [f ]ρ = [g]ρ,
то [h]ρ = [f ]ρ для любой функции h ∈ C(X, I), для которой f ≤ h ≤ g.



Замкнутые идеалы и замкнутые конгруэнции полуколец Cp(X, I) 89

Лемма 6. Пусть X — тихоновское пространство и ρ — замкнутая конгруэнция на то-

пологическом полукольце Cp(X, I). Тогда для любой функции f ∈ C(X, I) множество [f ]ρ
замкнуто в Cp(X, I).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольной функции f ∈ Cp(X, I) получаем (Cp(X, I)×
{f}) ∩ ρ = [f ]ρ × {f}. Множество

∏

i∈X Ai,∅ 6= Ai ⊆ I, замкнуто в тихоновской степени I
X

тогда и только тогда, когда все Ai, i ∈ X, замкнуты [12, c. 129]. Тогда в силу замкнутости ρ в
Cp(X, I) × Cp(X, I) и замкнутости {f} в Cp(X, I) множество [f ]ρ замкнуто в Cp(X, I). �

Для произвольной конгруэнции ρ на полукольце C(X, I) рассмотрим функцию ϕρ = sup[0]ρ.
Имеет место следующая

Лемма 7. Пусть X — тихоновское пространство и ρ — конгруэнция на полукольце

C(X, I), все классы которой замкнуты в Cp(X, I). Тогда [0]ρ = {f ∈ C(X, I) : f ≤ ϕρ}.

Д о к а з а т е л ь с т в о cледует из теоремы 1 и того, что [0]ρ — замкнутый идеал в
Cp(X, I). �

Для произвольной функции ϕ ∈ I
X зададим бинарное отношение ρ(ϕ) на полукольце

C(X, I) следующим образом: для любых функций g, h ∈ C(X, I) полагаем

gρ(ϕ)h ⇔ ∀x ∈ X(g(x) 6= h(x) ⇒ (g ∨ h)(x) ≤ ϕ(x)).

Иными словами, две функции g, h ∈ C(X, I) находятся в отношении ρ(ϕ) тогда и только тогда,
когда они обе не превосходят функции ϕ на конуль-множестве coz(g − h).

Предложение 5. Для произвольного топологического пространства X и любой функ-

ции ϕ в I
X отношение ρ(ϕ) является замкнутой конгруэнцией на полукольце C(X, I).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что бинарное отношение ρ(ϕ) на множестве C(X, I)
является конгруэнцией. Рефлексивность и симметричность очевидны. Возьмем произвольные
функции g, h, f, k ∈ C(X, I). Если gρ(ϕ)h и hρ(ϕ)f, то для любых точек x ∈ X, для которых
g(x) 6= f(x), получаем (g ∨ f)(x) ≤ ϕ(x). Значит, отношение ρ(ϕ) транзитивно. Пусть далее
gρ(ϕ)h и fρ(ϕ)k. Для любых точек x ∈ X, в которых (g∨f)(x) 6= (h∨k)(x) ((gf)(x) 6= (hk)(x)),
получаем ((g ∨ f) ∨ (h ∨ k))(x) ≤ ϕ(x) ((gf ∨ hk)(x) ≤ ϕ(x)). Значит, отношение ρ(ϕ) является
конгруэнцией.

Покажем, что конгруэнция ρ(ϕ) замкнутая. Рассмотрим произвольную направленность
(fα, gα) из ρ, сходящуюся к (f, g) ∈ Cp(X, I)×Cp(X, I), т. е. fα → f и gα → g. Тогда fα(x) → f(x)
и gα(x) → g(x) для каждой точки x ∈ X. Поскольку fα(x) = gα(x) для всех точек x ∈ X, в
которых (fα∨gα)(x) > ϕ(x), то и f(x) = g(x) для всех точек x ∈ X, в которых (f∨g)(x) > ϕ(x).
Значит, (f, g) ∈ ρ(ϕ) и конгруэнция ρ(ϕ) замкнута в Cp(X, I) × Cp(X, I). �

Предложение 6. Пусть X — тихоновское пространство и ρ — конгруэнция на полу-

кольце C(X, I), все классы которой замкнуты в Cp(X, I). Тогда ρ = ρ(ϕ) для sc-функции

ϕ = ϕρ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 1 [0]ρ = {f ∈ C(X, I) : f ≤ ϕ} = J(ϕ). Покажем, что
ρ ⊆ ρ(ϕ). Пусть g, h ∈ C(X, I) и gρh. Зафиксируем точку x ∈ X, для которой (g∨h)(x) > ϕ(x).
Предположим, что g(x) 6= h(x). Обозначим n = g(x) < h(x) = m. Для функции-константы s

со значением (n +m)/2 и функций g1 = g ∨ s и h1 = h ∨ s ∨ g1 имеем g1ρh1. При этом h1 > 0
и h1 ≥ g1 h1(x) > ϕ(x), значит, найдется окрестность U точки x, на которой все еще h1 > g1 и
h1 > ϕ. Для U возьмем функцию f и множество V из леммы 3.

Покажем, что 0 ∈ [fh1]ρ. Класс [fh1]ρ замкнут. Возьмем произвольную базисную окрест-
ность U0 элемента 0 в пространстве Cp(X, I): U0 = U(x1, . . . , xn;U1, . . . , Un). Построим функ-

цию из [fh1]ρ∩U0. Рассмотрим последовательности функций fgi+1 = fgi ·
g1

h1

и fhi+1 = fhi ·
g1

h1
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из [fh1]ρ. Имеем (fg1)ρ(fh1). Если (fgi)ρ(fhi), то (fgi+1)ρ(fhi+1). По индукции заключаем,
что (fgi)ρ(fhi) для всех i ∈ N. Для каждой точки x ∈ U имеем (fgi)(x) → 0 при i → ∞, а
для x ∈ X \ U имеем fgi(x) = 0. Возьмем окрестность U ′ =

⋂n
i=1

Ui = [0, a) ∪W значения 0.
Для каждой точки xi ∈ U найдется функция fgj ∈ [fh1]ρ, для которой fgj(xi) ≤ a/2. Для
j′ = maxj получаем fgj′(xi) ≤ a/2. Значит, fgj′ ∈ U0 и 0 ∈ [fh1]ρ. Получили противоречие
с леммой 7, поскольку fgj′(x) > ϕ(x). Значит, g(x) = h(x) для всех точек x ∈ X, в которых
(g ∨ h)(x) > ϕ(x). Поэтому gρ(ϕ)h.

Обратно, проверим включение ρ ⊇ ρ(ϕ). Пусть для функций gρ(ϕ)h, g, h ∈ C(X, I) и точек
x ∈ X, в которых (g ∨ h)(x) > ϕ(x), выполняется равенство g(x) = h(x). Достаточно показать,
что g ∨ h ∈ [g]ρ (тогда и g ∨ h ∈ [h]ρ в силу симметрии). Покажем, что для произвольной
базисной окрестности U ′ = U(x1, . . . , xn;U1, . . . , Un) функции h ∨ g в пространстве Cp(X, I)
пересечение [g]ρ∩Uh∨g непусто. Пусть Y = {x : g(x) = h(x)}. Для окрестности U = X \Y точек
xi /∈ Y, i = 1, . . . , n, возьмем соответствующие функции fi как в лемме 3. Пусть f =

∨

i,xi /∈Y
fi.

Тогда на множестве Y имеем f = 0 и g = h. Для точек x ∈ Y получаем, что fh(x) = 0 и
(fh ∨ g)(x) = g(x) = (g ∨ h)(x). Для точек x /∈ Y получаем, что (g ∨ h)(x) ≤ ϕ(x), а для
точек xi /∈ Y имеем, что fh(xi) = h(xi) ≤ ϕ(xi) и (fh ∨ g)(xi) = (h ∨ g)(xi). Тогда fh ∈ [0]ρ, и
fh ∨ g ∈ [g]ρ, fh ∨ g ∈ Uh∨g. Значит, g ∨ h ∈ [g]ρ. �

Получаем, что любая конгруэнция ρ на полукольце Cp(X, I), все классы которой замкнуты,
определяет единственную sc-функцию ϕρ = r[0]ρ

, а любая sc-функция ϕ задает замкнутую
конгруэнцию ρ(ϕ) с классом нуля [0]ρ = J(ϕ).

Теорема 2. Пусть X — тихоновское пространство. Тогда для любой конгруэнции ρ на

полукольце C(X, I) эквивалентны следующие утверждения:
1) ρ — замкнутая конгруэнция;
2) все классы конгруэнции ρ замкнуты в Cp(X, I);
3) ρ = ρ(r[0]ρ

);

4) ρ = ρ(ϕ) для некоторой функции ϕ ∈ I
X .

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) ⇒ 2) по лемме 6. Импликация 2) ⇒ 3) вытекает из предло-
жения 6. Очевидно, что 3) ⇒ 4). Импликация 4) ⇒ 3) следует из предложения 5. �

4. Приложения

Рассмотрим некоторые приложения полученных результатов.
Пусть X — тихоновское пространство. Идемпотентами в полукольце SC(X, I) будут функ-

ции ϕ = ϕA для всевозможных замкнутых подмножеств A ⊆ X. Обозначим через O(X) мно-
жество всех идемпотентов в полукольце SC(X, I). Тогда O(X) является подполукольцом в
SC(X, I). Относительно поточечного порядка O(X) есть полная дистрибутивная решетка. До-
полняемые идемпотенты образуют булеву алгебру в решетке O(X), изоморфную решетке всех
открыто-замкнутых множеств в X.

Функцию ϕ ∈ SC(X, I) назовем цепной, если множество {ψ ∈ SC(X, I) : ϕ ≤ ψ} является
цепью в решетке SC(X, I).

Легко видеть, что имеет место следующее

Предложение 7. Для любых тихоновских пространств X и функции ϕ ∈ SC(X, I) рав-

носильны следующие условия:

1) ϕ — коатом решетки O(X);
2) ϕ — минимальная цепная функция в решетке SC(X, I);
3) ϕ = ϕx для некоторой точки x ∈ X.

Обозначим через ConCp(X, I) решетку всех замкнутых конгруэнций на топологическом
полукольце Cp(X, I). Из теорем 1 и 2 получаем
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Следствие 7. Для всякого тихоновского пространства X решетки IdCp(X, I),
ConCp(X, I) и SC(X, I) изоморфны.

Лемма 8. Для любых тихоновских пространств X и Y произвольное непрерывные отоб-

ражение α : C(X, I) → C(Y, I) такое, что для любой точки y ∈ Y имеем α−1(My) = Mx для

некоторой точки x ∈ X, порождает непрерывное отображение ψ : Y → X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зададим отображение ψ : Y → X по правилу ψ(y) = x, если
α−1(My) = Mx. Отображение определено корректно в силу предложения 3: для любой точ-
ки y ∈ Y идеал My прост и замкнут, его прообраз α−1(My) — также простой и замкнутый
идеал Mx. Отображение ψ непрерывно, так как ψ−1 сохраняет нуль-множества, образующие
базу замкнутых множеств тихоновских пространств. Действительно, ψ−1(Z(f)) = Z(α(f)) для
всякой функции f ∈ C(X, I), так как для любой точки y ∈ Y

y ∈ Z(α(f)) ⇔ α(f) ∈My ⇔ f ∈Mψ(y) ⇔ ψ(y) ∈ Z(f) ⇔ y ∈ ψ−1(Z(f)). �

Теорема 3. Для произвольных тихоновских пространств X и Y эквивалентны следую-

щие утверждения:
1) X и Y гомеоморфны,

2) топологические полукольца Cp(X, I) и Cp(Y, I) изоморфны,

3) решетки IdCp(X, I) и IdCp(Y, I) изоморфны,

4) решетки ConCp(X, I) и ConCp(Y, I) изоморфны,

5) полукольца SC(X, I) и SC(Y, I) изоморфны,

6) решетки SC(X, I) и SC(Y, I) изоморфны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что 1) влечет остальные утверждения. Ясно, что
5) ⇒ 6).

6) ⇒ 1). Рассмотрим решеточный изоморфизм α : SC(X, I) → SC(Y, I). Зададим отоб-
ражение ψ : X → Y по правилу ψ(x) = y, если α(ϕx) = ϕy. Отображение ψ определено
корректно в силу предложения 7. Ясно, что ψ биективно. Покажем, что ψ сохраняет за-
мкнутые подмножества. Для всякого замкнутого подмножества A ⊆ X рассмотрим функцию
ϕA = infx∈Aϕx ∈ SC(X, I). Тогда α(ϕA) = infy=ψ(x)ϕy ∈ SC(Y, I), т. е. α(ϕA) = ϕB для некото-
рого замкнутого подмножества B ⊆ Y. Достаточно убедиться, что ψ(A) = B. Для любой точки
y ∈ Y имеем y ∈ B ⇔ ϕB ∨ϕy = ϕy ⇔ α−1(ϕB)∨α−1(ϕψ−1(y)) = α−1(ϕψ−1(y)) ⇔ ϕA ∨ϕψ−1(y) =
ϕψ−1(y) ⇔ ψ−1(y) ∈ A ⇔ y ∈ ψ(A). Аналогично доказывается, что ψ−1 сохраняет замкнутые
множества. Следовательно, ψ — гомеоморфизм.

Импликацию 2) ⇒ 1) получим, применив лемму 8. По следствию 7 утверждения 3), 4) и 6)
равносильны друг другу. �

З а м е ч а н и е 3. Для тихоновского пространства X решетка IdCp(X, I) не обязана быть
подрешеткой решетки IdC(X, I) всех идеалов (аналогично для конгруэнций). Необходимым
условием является нормальность тихоновского пространства X. Действительно, пусть A,B —
непересекающиеся непустые замкнутые подмножества в X. Имеем rMA∨MB

= 1. Поэтому за-
мыкание идеала MA ∨MB в Cp(X, I) равно C(X, I). Если IdCp(X, I) является подрешеткой в
IdC(X, I), то MA ∨MB = C(X, I), т. е. 1 ∈MA ∨MB . Значит, 1 = f ∨ g для f ∈ MA и g ∈ MB,

откуда f = 1 на B.

Отметим, что определяемость всякого тихоновского пространства X топологическим коль-
цом Cp(X) была доказана в [15], а топологическим полукольцом Cp(X,R

+) — в [11].

З а м е ч а н и е 4. Из теоремы 3 следует, что любое тихоновское пространство X опреде-
ляется и полукольцом, и решеткой SC(X, I) (см. обзор [4, с. 23–24]). Более того, как показано
в [8, теорема 1], категория тихоновских пространств X и их непрерывных отображений двой-
ственна категории полуколец SC(X, I) и их гомоморфизмов, сохраняющих точные верхние
грани и функции-константы.
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Для непрерывного отображения тихоновских пространств ψ : Y → X рассмотрим отобра-
жение αψ : Cp(X, I) → Cp(Y, I), заданное по правилу

αψ(f)(y) = f(ψ(y)) для любых функции f ∈ Cp(X, I) и точки y ∈ Y.

Для случая I-значных функций нам понадобится следующее общеизвестное утверждение.

Лемма 9 [15]. Для любого непрерывного отображения тихоновских пространств ψ :
Y → X отображение αψ является непрерывным гомоморфизмом, сохраняющим константы.

Предложение 8. Для любых тихоновских пространств X и Y всякий непрерывный го-

моморфизм α : Cp(X, I) → Cp(Y, I), сохраняющий константы, имеет вид α = αψ для некото-

рого единственного непрерывного отображения ψ : Y → X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть дан непрерывный гомоморфизм α : Cp(X, I) → Cp(Y, I),
сохраняющий константы. В силу предложения 3 гомоморфизм α удовлетворяет условию лем-
мы 8. Возьмем непрерывное отображение ψ : Y → X, построенное в лемме 8. Покажем, что
α = αψ. Для любой точки y ∈ Y рассмотрим отображение py = πy ◦ α : C(X, I) → I, для
которого py(f) = α(f)(y). Отображение py — полукольцевой эпиморфизм, сохраняющий кон-
станты. Зафиксируем точку y ∈ Y и функцию f ∈ C(X, I). Обозначим ψ(y) = x, f(x) = c.
Достаточно показать, что py(f) = f(x). Поскольку α−1(My) = Mψ(y), то p−1

y (0) = Mx и в част-
ности, py(Ox) = {0}. Для произвольного числа q ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞) рассмотрим окрестность Uq
точки x, равную {x ∈ X : f(x) < cq}, если q ∈ (0, 1) и {x ∈ X : f(x) > cq}, если q ∈ (1,+∞).
Для каждой окрестности Uq точки x возьмем соответствующую функцию fq из леммы 3. Для
функции gq = 1− fq ∈ Ox получаем, что py(f) = py(gq ∨ f) ≤ py(gq ∨ c

q) = py(c
q) = cq в случае

cq > c (q ∈ (0, 1)) и py(f) ≥ cq в случае cq < c (q ∈ (1,+∞)). Значит, py(f) = c и α = αψ. �

Следствием леммы 9 и предложения 8 является следующая теорема двойственности.

Теорема 4. Категория всех тихоновских пространств X и их непрерывных отображе-

ний антиэквивалентна (двойственна) категории всех топологических полуколец Cp(X, I) и

их непрерывных гомоморфизмов, сохраняющих константы.

Можно дать характеризации некоторых топологических пространств X в терминах замк-
нутых идеалов полуколец Cp(X, I).

Предложение 9. Произвольное топологическое пространство X является F-прост-

ранством тогда и только тогда, когда все главные идеалы полукольца C(X, I) замкнуты.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Топологическое пространство X является F-пространством то-
гда и только тогда, когда любой главный идеал в полукольце C(X, I) выпуклый [3, теорема 1.1].
Но выпуклость главного идеала fC(X, I), f ∈ C(X, I), топологического полукольца Cp(X, I),

очевидно, равносильна его замкнутости: fC(X, I) = fC(X, I) = J(f). �

Предложение 10. Для всякого тихоновского пространства X равносильны следующие

условия:
1) X — дискретное пространство;
2) все sc-функции на X непрерывны, т. е. SC(X, I) = C(X, I);
3) все замкнутые идеалы полукольца C(X, I) являются главными идеалами в C(X, I).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что 1) ⇒ 2).
2) ⇒ 3). Если все sc-функции на X непрерывны, то непрерывны будут и функции ϕx

по всем точкам x ∈ X. Тогда для произвольного замкнутого идеала J полукольца C(X, I)
получаем J = J(f) = fC(X, I). Значит, идеал J главный.

3) ⇒ 1). Если замкнутые идеалы Mx для x ∈ X главные, то функции вида ϕx непрерывны.
Значит, X — дискретное пространство. �

Авторы благодарны рецензенту за ценные замечания.
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УДК 519.17

О ВЕРШИННОЙ СВЯЗНОСТИ ГРАФОВ ДЕЗА1

А. Л. Гаврилюк, С.В. Горяинов, В.В.Кабанов

В работе определено число вершинной связности графов Деза, получаемых из сильно регулярных

графов с помощью автоморфизма порядка 2.

Ключевые слова: сильно регулярный граф, граф Деза, вершинная связность.

A. L.Gavrilyuk, S. V.Goryainov, V.V. Kabanov. On the vertex connectivity of Deza graphs.

We find the vertex connectivity number of Deza graphs obtained from strongly regular graphs by means of

an automorphism of order 2.

Keywords: strongly regular graph, Deza graph, vertex connectivity.

Введение

В этой статье мы начинаем изучение вершинной связности (или, более точно, числа вер-
шинной связности) графов Деза. Вершинная связность графа является одной из его характе-
ристик, интересных и с практической, и с теоретической точек зрения. Для отдельных классов
графов известны оценки и точные результаты: например, вершинная связность k-регулярного
графа Кэли не меньше 2/3 (k + 1) (см. [1]), а вершинная связность дистанционно регулярно-
го графа равна его валентности, как следует из работы Браувера и Кулена [2] (для сильно
регулярных графов аналогичное утверждение доказано Браувером и Меснером в [3]).

Графы Деза принято рассматривать как обобщение сильно регулярных графов (определе-
ния см. в следующем разделе статьи). В данной работе мы ограничимся рассмотрением одного
класса графов Деза, которые могут быть получены из сильно регулярных графов с помощью
конструкции, описанной ниже (см. предложение 2). Естественно было бы ожидать, что вер-
шинная связность графов Деза также равна их валентности. Основным результатом статьи
является следующая теорема.

Теорема. Пусть ∆ — граф Деза, полученный из сильно регулярного графа Γ (см. пред-

ложение 2), имеющего неглавные собственные значения r, s. Тогда имеет место один из

следующих трех случаев:

(1) если r > 2 и s < −2, то вершинная связность графа ∆ равна его валентности, а

разделяющим множеством наименьшей мощности является окрестность какой-либо вер-

шины;

(2) s = −2, вершинная связность графа ∆ равна его валентности за исключением слу-

чая, когда Γ — это 3 × 3-решетка (в этом случае вершинная связность графа ∆ равна 3);

(3) r ≤ 2.

В отличие от дистанционно или сильно регулярных графов для графов Деза невозможно
в общем случае вычислить спектр их матриц смежности (т. е. выразить собственные значения
как функции от параметров графа). Данное обстоятельство существенно усложняет иссле-
дование этого класса графов. Для графов Деза, полученных из сильно регулярных графов,

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 12-01-31098), гранта Совета при Президенте РФ

(МК-1719.2013.1) и РФФИ-ГФЕН Китая (проект 12-01-91155).
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мы можем получить некоторую информацию о спектре, что позволяет частично использовать
рассуждения из работы [3].

Статья организована следующим образом. В разд. 1 мы напоминаем необходимые опреде-
ления и вспомогательные результаты. В разд. 2 приведено доказательство теоремы. В заклю-
чении статьи обсуждается случай (3) из теоремы.

1. Определения и вспомогательные результаты

Для графа Γ и произвольной его вершины x определим окрестность Γ(x) = {y | y ∈
V (Γ), y ∼ x} вершины x и положим x⊥ = {x} ∪ Γ(x). Граф Γ называется регулярным валент-

ности k, если |Γ(x)| = k для любой вершины x ∈ Γ.
Вершинной связностью κ(Γ) графа Γ называется наименьшее число вершин, после удале-

ния которых граф Γ становится несвязным. Легко понять, что в регулярном валентности k

графе Γ число κ(Γ) не превосходит k.
Граф Γ называется сильно регулярным с параметрами (v, k, λ, µ), если Γ содержит v вершин

и для произвольной пары вершин x, y ∈ Γ выполнено условие

|Γ(x) ∩ Γ(y)| =







k, если x = y;
λ, если x ∼ y;
µ, если x ≁ y.

Предложение 1 [4, теорема 1.3.1]. Пусть Γ – нетривиальный (т.е. неполный и связный)
сильно регулярный граф с параметрами (v, k, λ, µ). Тогда

(1) Граф Γ имеет три различных собственных значения k > r > 0 > s, последние два

из которых удовлетворяют квадратному уравнению x2 + (µ − λ)x + (µ − k) = 0.
(2) Если собственные значения r и s имеют одинаковые кратности, то r, s = (−1 ±

√
v)/2. В противном случае числа r, s целые.

(3) Верны равенства

µ = k + rs, λ = µ + r + s.

Граф ∆ называется графом Деза с параметрами (v, k, β, α) (обычно считают α < β), если
∆ содержит v вершин и для произвольной пары вершин x, y ∈ ∆ выполнено условие

|∆(x) ∩ ∆(y)| =

{

k, если x = y;
α или β, если x 6= y.

При этом параметры α и β реализуются, т. е. существует пара вершин, для которой число
общих соседей равно α, и пара вершин, для которой число общих соседей равно β.

В данной работе мы изучим вершинную связность графов Деза, способ получения которых
из сильно регулярных графов описан в следующем предложении.

Предложение 2 [5]. Пусть M — матрица смежности сильно регулярного графа Γ с

параметрами (v, k, λ, µ), k 6= µ, λ 6= µ. Пусть P — некоторая перестановочная v × v-

матрица. Тогда матрица D = PM будет матрицей смежности графа Деза ∆ с параметрами

(v, k, β, α), где {α, β} = {λ, µ}, если и только если P = I или P — перестановочная матрица,

отвечающая автоморфизму порядка 2 графа Γ, переставляющему только несмежные верши-

ны.

Обозначим рассматриваемый в предложении 2 класс графов Деза через D. Множество
графов Деза, полученных с помощью автоморфизма порядка 2 из сильно регулярного графа Γ,
обозначим через D(Γ).

Таким образом, мы рассматриваем графы Деза, получаемые из сильно регулярных графов
с помощью автоморфизма порядка 2.
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З а м е ч а н и е 1. Поскольку P — перестановочная матрица, отвечающая автоморфизму
порядка 2, то P−1 = P⊤ = P и поэтому

D2 = MPMP = MM = M2 = kI + λM + µ(J − M − I).

З а м е ч а н и е 2. Окрестности вершин в графе ∆ ∈ D(Γ) (в обозначениях предложе-
ния 2) как множества вершин устроены следующим образом. Если вершина x ∈ Γ сдвигается
под действием автоморфизма P и xP — ее образ, то ∆(x) = Γ(xP ), т. е. вершина x смежна со
всеми вершинами из окрестности своего образа. Если же x = xP , то ∆(x) = Γ(x).

Нам понадобятся два следующих хорошо известных результата из теории графов.

Предложение 3 [4, теорема 3.12.4]. Сильно регулярный граф с наименьшим собствен-

ным значением −2 является одним из следующих графов:
(1) полный многодольный граф с долями порядка 2;
(2) n × n-решетка с параметрами (n2, 2(n − 1), n − 2, 2);
(3) треугольный граф T (n) с параметрами (n(n − 1)/2, 2(n − 2), n − 2, 4);
(4) граф Шрикханде с параметрами 4 × 4-решетки;
(5) один из трех графов Чанга с параметрами T (8);
(6) граф Петерсена с параметрами (10, 3, 0, 1);
(7) граф Клебша с параметрами (16, 10, 6, 6);
(8) граф Шлефли с параметрами (27, 16, 10, 8).

Пусть x, y — две различные вершины графа Γ. Две простые цепи, соединяющие x и y,
называются непересекающимися, если у них нет общин вершин, отличных от x, y. Множество S

вершин разделяет x и y, если x и y принадлежат различным компонентам связности графа
Γ \ S. Множество вершин S графа Γ называется разделяющим, если оно разделяет некоторые
две его вершины. Следующее предложение известно как теорема Менгера.

Предложение 4 [6, теорема 5.9]. Наименьшая мощность множества, разделяющего не-

смежные вершины x и y, равна наибольшему количеству непересекающихся цепей, соединя-

ющих эти вершины.

2. Вершинная связность графов Деза из класса D

2.1. Сведение задачи к трем случаям

В этом разделе мы покажем, что за исключением трех случаев, которые потребуют отдель-
ного изучения (см. подразд. 2.2–2.4), вершинная связность графов Деза из класса D равна их
валентности.

Доказательство следующего предложения аналогично доказательству теоремы Браувера
и Меснера (см. [3]) и существенно использует возможность вычисления собственных значений
графа Деза из D.

Предложение 5. Пусть ∆ ∈ D(Γ) — граф Деза с параметрами (v, k, β, α), а сильно

регулярный граф Γ имеет неглавные собственные значения r, s, где r > 0 и s < 0. Тогда

имеет место по крайней мере один из следующих двух случаев:
(1) вершинная связность графа ∆ равна его валентности, а разделяющее множество

наименьшей мощности является окрестностью какой-либо вершины;
(2) s = −2 или r ≤ 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы придерживаемся обозначений из предложения 2. Поскольку
матрица M смежности сильно регулярного графа Γ имеет три различных собственных зна-
чения s < 0 < r < k и M2 = D2, где D — матрица смежности графа ∆, то D может иметь
собственные значения лишь из множества {±k,±r,±s}.
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Граф Γ связен и регулярен валентности k, поэтому матрица M имеет собственное зна-
чение k кратности 1. Поскольку M2 = D2, то матрица D2 имеет собственное значение k2

кратности 1, следовательно, матрица смежности D графа Деза имеет собственное значение k,
равное его валентности и имеющее кратность 1. Отсюда следует, что граф ∆ связен.

Пусть S — разделяющее множество наименьшей мощности графа ∆, т. е. |S| = κ(∆) ≤ k,
A и B — компоненты связности, остающиеся после удаления S из ∆. Допустим, что |A| > 1
и |B| > 1, т. е. S не является окрестностью некоторой вершины. Поскольку спектр несвязного
графа является объединением спектров компонент связности, то спектр θ1 ≥ θ2 ≥ . . . θv−|S|

графа A ∪ B будет объединением спектров σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σ|A| и ω1 ≥ ω2 ≥ . . . ≥ ω|B| графов
A и B соответственно.

Граф A ∪ B является индуцированным подграфом графа ∆, и по теореме о переплете-
нии спектров [4, теорема 3.3.1] второе по величине собственное значение θ2 графа A ∪ B не
превосходит второго по величине собственного значения графа ∆, т. е. числа t = max(r,−s).
Очевидно, что θ2 ≥ min{σ1, ω1}. Поскольку наибольшее собственное значение в любом графе
больше или равно средней степени его вершины, т. е. среднего арифметического степеней его
вершин, [4, лемма 3.2.1], то, не теряя общности, можно считать, что в графе B средняя степень
вершины не превосходит t.

Для вершины x ∈ B положим B(x) := B∩∆(x), S(x) := S∩∆(x). Тогда |B(x)|+ |S(x)| = k.
Оценим среднюю степень вершины в подграфах B и S:

∑

x∈B

|B(x)|

|B|
≤ t, отсюда

∑

x∈B

|S(x)|

|B|
≥ k − t.

Оценим среднее общее количество соседей в S у произвольной пары различных вершин
x, y ∈ B:

∑

x∈B

∑

y∈B\{x}

(|S(x)| + |S(y)|)

|B| · (|B| − 1)
=

(
∑

x∈B

|S(x)|) · (|B| − 1) · 2

|B| · (|B| − 1)
≥ 2(k − t).

Поскольку |B| > 1, то в B найдется пара вершин x, y со свойством |S(x)|+ |S(y)| ≥ 2(k− t).
Пусть числа a, b, c таковы, что b = |S(x)∩S(y)|, a+b = |S(x)|, b+c = |S(y)|. Тогда a+b+c ≤

|S| ≤ k. Далее, a+c = |S(x)|+|S(y)|−2b и |S(x)∩S(y)| = b ≤ k−(a+c) = k−(|S(x)|+|S(y)|−2b).
Отсюда |S(x)| + |S(y)| ≤ b + k, и поэтому b + k ≥ 2(k − t), т. е. |S(x) ∩ S(y)| = b ≥ k − 2t.

С другой стороны, |S(x) ∩ S(y)| ≤ β = max{λ, µ}, что дает неравенство

k − 2max{r,−s} ≤ max{λ, µ}. (2.1)

В силу соотношений (см. предложение 1) λ = k + rs + r+ s и µ = k + rs в неравенстве (2.1)
возможны следующие случаи.

◦ Если r ≥ −s, то λ ≥ µ, и из k − 2r ≤ k + rs + r + s следует s ≥ −3r/(r + 1). Если число s

нецелое, то по предложению 1 имеем r, s = (−1 ±
√

v)/2, противоречие с тем, что r ≥ −s.
Поэтому s ∈ {−2,−1}. Но сильно регулярные графы с собственным значением −1 являются в
точности полными графами, поэтому s = −2.

◦ Если r < −s, то λ < µ и из k + 2s ≤ k + rs следует r ≤ 2.

◦ Если же r > 2 и s < −2, то мы получаем противоречие в неравенстве (2.1). Поэтому
|B| = 1, S является окрестностью некоторой вершины графа ∆ и κ(∆) = k. Предложение
доказано.

З а м е ч а н и е 3. Сильно регулярные графы с собственным значением −2 описаны в
предложении 3. В следующих разделах мы изучим получаемые из них графы Деза. Для пары
несмежных вершин x, y обозначим через κ(x, y) наибольшее количество непересекающихся
цепей, соединящих x и y. В силу предложения 4 для каждого изучаемого графа и всякой
его пары различных несмежных вершин x, y нам нужно показать, что κ(x, y) = k, где k —
валентность графа.
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А именно, нас будут интересовать графы Деза, получаемые из n×n-решетки, треугольных
графов и спорадических графов (Чанга и Шлефли). Для графа Петерсена не существует авто-
морфизма порядка 2, переставляющего только несмежные вершины, в полных многодольных
графах с долями порядка 2 имеем µ = k, а в графах Клебша и Шрикханде µ = λ, поэтому
они не удовлетворяют условиям предложения 2.

Случай, когда сильно регулярный граф имеет собственное значение r ≤ 2, обсуждается в
заключении к статье.

2.2. Графы Деза, полученные из n × n-решетки

Напомним, что n × n-решеткой называется граф, определенный на множестве {(i, j) | 1 ≤
i, j ≤ n}, в котором две различные пары смежны тогда и только тогда, когда они имеют
одинаковую координату.

Графы Деза, получаемые из n×n-решетки, изучались в работе [7]. В частности, там пока-
зано, что существует два вида автоморфизмов, удовлетворяющих условиям предложения 2: от-
ражение относительно одной из диагоналей решетки и центральная симметрия (суперпозиция
отражений относительно некоторой диагонали и ей противоположной). Вершинной связности
соответствующих графов Деза посвящены следующие две леммы.

З а м е ч а н и е 4. Легко убедиться, что для графа Деза ∆, полученного из 3×3-решетки
отражением относительно диагонали, в качестве разделяющего множества наименьшей мощ-
ности можно взять множество вершин этой диагонали. Таким образом, κ(∆) = 3 при том, что
валентность графа ∆ равна 4. Далее мы предполагаем, что n ≥ 4.

Лемма 1. Вершинная связность графа Деза ∆, получаемого из n × n-решетки, n ≥ 4, с

помощью отражения относительно ее диагонали, равна его валентности.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При указанном выше обозначении вершин n × n-решетки вер-
шину (i, j), расположенную в i-й строке и в j-м столбце, обозначим для краткости через ij.
Тогда вершина, симметричная относительно главной диагонали для вершины ij, имеет вид ji.

Введем обозначения N := {1, 2, . . . , n}, Ni = N\{i}, Ni1...im = N\{i1, . . . , im}, где i ∈ N и
{i1, . . . , im} ⊆ N . Для k ∈ Nij через k∗ обозначим следующий (или минимальный) по величине
элемент из Nij (если k — наибольший элемент в Nij). Такой элемент всегда существует, по-
скольку n ≥ 4. В таком случае окрестность вершины ij в n × n-решетке можно представить
как iNj ∪ Nij, где iNj = {iy | y ∈ Nj}, Nij = {xj | x ∈ Ni}. В графе ∆ окрестность вершины
ij совпадает с окрестностью вершины ji в n × n-решетке, т. е. jNi ∪ Nji. Отсюда следует, что
вершины ij и xy смежны в графе ∆ тогда и только тогда, когда пары ij и yx имеют один
общий символ.

Пара несмежных вершин в графе ∆ может быть получена в следующих принципиально
различных относительно действия автоморфизма случаях.

1) Обе вершины неподвижны под действием автоморфизма, т. е. лежат на диагонали, от-
носительно которой происходит отражение. Тогда согласно введенным обозначениям можно
считать, что вершины имеют вид ii и jj, j 6= i. Пусть k ∈ Nij, тогда ii ∼ ik ∼ kj ∼ jj. Имеется
точно n−2 цепей такого вида. Аналогично, имеем n−2 цепей вида ii ∼ ki ∼ jk ∼ jj. Наконец,
ii ∼ ij ∼ jj и ii ∼ ji ∼ jj. Отсюда κ(ii, jj) = 2n − 2.

2) Одна вершина неподвижна, другая сдвигается. Можно считать, что вершины имеют вид
ii и xy, где i 6= x, i 6= y. Для k ∈ Niy имеется n − 2 цепей вида ii ∼ ik ∼ kx ∼ xy. Аналогично,
для k ∈ Nix имеем n − 2 цепей вида ii ∼ ki ∼ yk ∼ xy. Далее, ii ∼ ix ∼ xy и ii ∼ yi ∼ xy.
Отсюда κ(ii, xy) = 2n − 2.

3) Обе вершины сдвигаются и являются образами друг друга. Можно считать, что вершины
имеют вид ij и ji, i 6= j. Пусть k ∈ Nij. Тогда существует по n−2 цепей вида ij ∼ jk ∼ k∗j ∼ ji

и ij ∼ ki ∼ ik∗ ∼ ji. Далее, ij ∼ ii ∼ ji и ij ∼ jj ∼ ji. Отсюда κ(ij, ji) = 2n − 2.
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4) Обе вершины сдвигаются, не являются образами друг друга и смежны в n×n-решетке.
Можно считать, что вершины имеют вид ij и ik, где i 6= j, i 6= k, j 6= k. Пусть x ∈ Njk,
тогда существует n − 2 цепей вида ij ∼ xi ∼ ik. Пусть y ∈ Ni, тогда существует n − 1 цепей
вида ij ∼ jy ∼ yk ∼ ky∗ ∼ ik. Наконец, для фиксированного элемента z из Nijk имеем цепь
ij ∼ ki ∼ iz ∼ ji ∼ ik и получаем κ(ij, ik) = 2n − 2.

5) Обе вершины сдвигаются, не являются образами друг друга и несмежны в n×n-решетке.
Тогда эти вершины имеют вид ij и xy, где i 6= j, i 6= x, i 6= y, j 6= x, j 6= y, x 6= y. Для k ∈ Nijxy

имеем n − 4 цепей вида ij ∼ jk ∼ kx ∼ xy и n − 4 цепей вида ij ∼ ki ∼ yk ∼ xy. Кроме
того, существует 6 цепей ij ∼ jx ∼ xy, ij ∼ yi ∼ xy ij ∼ jy ∼ yy ∼ xy, ij ∼ jj ∼ yj ∼ xy,
ij ∼ xi ∼ xx ∼ xy и ij ∼ ii ∼ ix ∼ xy. Таким образом, имеем κ(ij, xy) = 2n − 2.

Лемма доказана.

Лемма 2. Вершинная связность графа Деза ∆, получаемого из n×n-решетки с помощью

ее центральной симметрии, равна его валентности.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу [7] число n четно, n = 2m. Преобразуем вершины
n × n-решетки следующим образом. Занумеруем столбцы и строки элементами множества
M := {−m,−(m − 1), . . . ,−1, 1, . . . ,m − 1,m} и будем считать, что вершина, расположенная в
a-й строке и b-м столбце, имеет вид ab. Симметричная ей относительно центра решетки вер-
шина имеет номер a′b′, где a′ означает элемент −a. Положим Mi1...im = M\{i1, . . . , im} для
{i1, . . . , im} ⊆ {1, . . . , n}.

Будем считать, что центральная симметрия осуществляется относительно диагоналей {aa |
a ∈ M} и {aa′ | a ∈ M}. Тогда вершины ab и cd смежны в графе ∆, если и только если пары
a′b′ и cd имеют один общий символ.

Пара несмежных вершин в графе ∆ может быть получена в следующих принципиально
различных относительно действия автоморфизма случаях.

1) Вершины лежат на одной диагонали и являются образами друг друга, т. е. с точностью
до выбора нумерации имеют вид aa и a′a′. Пусть x ∈ Maa′ . Тогда существует по n− 2 непере-
секающихся цепей вида aa ∼ a′x ∼ ax ∼ a′a′ и aa ∼ xa′ ∼ xa ∼ a′a′. С учетом еще двух цепей
aa ∼ aa′ ∼ a′a′ и aa ∼ a′a ∼ a′a′ имеем κ(aa, a′a′) = 2n − 2.

2) Вершины лежат на одной диагонали, но не являются образами друг друга, т. е. с точ-
ностью до выбора нумерации имеют вид aa и bb, где a 6= b, a 6= b′. Для x ∈ Naa′bb′ имеем по
n− 4 непересекающихся цепей вида aa ∼ a′x ∼ b′x′ ∼ bb и aa ∼ xa′ ∼ x′b′ ∼ bb. С учетом еще 6
цепей aa ∼ a′b′ ∼ bb, aa ∼ b′a′ ∼ bb, aa ∼ a′a ∼ ab′ ∼ bb, aa ∼ aa′ ∼ b′a ∼ bb, aa ∼ a′b ∼ bb′ ∼ bb,
aa ∼ ba′ ∼ b′b ∼ bb получаем κ(aa, bb) = 2n − 2.

3) Вершины лежат на разных диагоналях, но не лежат в одной строке и в одном столбце,
т. е. имеют вид aa и bb′, где a 6= b, a 6= b′. Для x ∈ Naa′bb′ имеем по n − 4 непересекающихся
цепей вида aa ∼ a′x ∼ b′x′ ∼ bb′ и aa ∼ xa′ ∼ x′b ∼ bb′. С учетом еще 6 цепей aa ∼ a′b ∼ bb′,
aa ∼ b′a′ ∼ bb′, aa ∼ aa′ ∼ b′a ∼ bb′, aa ∼ a′a ∼ ab ∼ bb′, aa ∼ a′b′ ∼ bb ∼ bb′, aa ∼ ba′ ∼ b′b′ ∼ bb′

получаем κ(aa, bb′) = 2n − 2.

4) Вершины имеют вид aa и ab, где a′ 6= b, a 6= b, т. е. вершины смежны в n×n-решетке, но
не смежны в графе ∆. Для x ∈ Na′b′ имеем n− 2 непересекающихся цепей вида aa ∼ a′x ∼ ab.
Для x ∈ Naa′ имеем n − 2 непересекающихся цепей вида aa ∼ xa′ ∼ x′b′ ∼ ab. С учетом еще 2
цепей aa ∼ aa′ ∼ a′a′ ∼ ab и aa ∼ a′b′ ∼ ab′ ∼ ab получаем, что κ(aa, ab) = 2n − 2.

5) Вершины имеют вид aa и bc, где a 6= b, a′ 6= b, a 6= c, a 6= c′, т. е. вершины не смежны ни в
n× n-решетке, ни в соответствующем графе ∆. Для x ∈ Naa′b′ имеем n− 3 непересекающихся
цепей вида aa ∼ xa′ ∼ x′c′ ∼ bc. Для x ∈ Naa′c′ имеем n − 3 непересекающихся цепей вида
aa ∼ a′x ∼ b′x′ ∼ bc. С учетом еще 4 цепей aa ∼ a′c′ ∼ bc, aa ∼ b′a′ ∼ bc, aa ∼ aa′ ∼ b′a ∼ bc,
aa ∼ a′a ∼ ac′ ∼ bc получаем κ(aa, bc) = 2n − 2.

6) Вершины являются образами друг друга, т. е. имеют вид ab и a′b′. Для x ∈ Naa′ суще-
ствует n− 2 непересекающихся цепей вида ab ∼ xb′ ∼ xb ∼ a′b′. Для x ∈ Nbb′ существует n− 2
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непересекающихся цепей вида ab ∼ a′x ∼ ax ∼ a′b′. Кроме того, ab ∼ ab′ ∼ a′b′ и ab ∼ a′b ∼ a′b′.
Отсюда κ(ab, a′b′) = 2n − 2.

7) Вершины имеют вид ab и ac, где b 6= c, a 6= b, a 6= c, a 6= b′a 6= c′, b 6= c′, т. е. не являются
образами друг друга и смежны в n × n-решетке. Имеем n − 2 непересекающихся цепей вида
ab ∼ a′x ∼ ac, где x ∈ Nb′c′ . Кроме того, имеем n − 2 непересекающихся цепей вида ab ∼ xb′ ∼
x′c′ ∼ ac, где x ∈ Naa′ . С учетом цепей ab ∼ ab′ ∼ a′b′ ∼ ac и ab ∼ a′c′ ∼ ac′ ∼ ac получаем, что
κ(ab, ac) = 2n − 2.

8) Вершины имеют вид ab и cd, где a 6= b, c 6= d, a 6= c, b 6= d, a′ 6= c, b′ 6= d. Для x ∈ Naa′c′

имеем n − 3 непересекающихся цепей вида ab ∼ xb′ ∼ x′d′ ∼ cd. Для x ∈ Nbb′d′ имеем n − 3
непересекающихся цепей вида ab ∼ a′x ∼ c′x′ ∼ cd. Оставшиеся 4 цепи обеспечивают ab ∼
a′d′ ∼ cd, ab ∼ c′b′ ∼ cd, ab ∼ ab′ ∼ c′b ∼ cd и ab ∼ a′b ∼ ad′ ∼ cd. Таким образом, имеем
κ(ab, cd) = 2n − 2.

Лемма доказана.

2.3. Графы Деза, полученные из T (n)

Напомним, что треугольным графом T (n) называется граф, определенный на множестве
двухэлементных подмножеств n-элементного множества, например, N = {1, 2, . . . , n}. Для
краткости в рассуждениях будем обозначать вершину, т. е. пару элементов {i, j} ⊂ N через ij.

Ввиду работы [8] для треугольного графа T (n) при четных n ≥ 6 существует единственный
автоморфизм, переставляющий только несмежные вершины. Для нечетных n такого автомор-
физма не существует. Если число n ≥ 6 четно, то этот автоморфизм можно представить в
виде φ : {i, j} → {n − i + 1, n − j + 1}. Под действием ϕ остаются неподвижными n/2 вершин
вида {i, n − i + 1}, и только они.

Лемма 3. Вершинная связность графа Деза ∆, получаемого из графа T (n), равна его ва-

лентности.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть a ∈ N . Введем обозначение a′ := n−a+1. Для множества
{i1, i2, . . . , im} ⊂ N введем обозначение Ni1i2...im := N \ {i1, i2, . . . , im}. Автоморфизм ϕ можно
записать в виде ϕ : ij → i′j′, а произвольная неподвижная под его действием вершина имеет
вид ii′. В графе ∆ вершины ab и xy смежны тогда и только тогда, когда {a′, b′} ∩ {x, y} = 1.
Тогда множество вершин, смежных с вершиной ab в графе ∆, есть {a′x | x ∈ Na′b′}∪ {b′y | x ∈
Na′b′}. Рассмотрим возможные случаи.

1) Обе вершины являются неподвижными. Обозначим их через aa′ и bb′. Тогда имеем 4
непересекающиеся цепи aa′ ∼ ab ∼ bb′, aa′ ∼ a′b′ ∼ bb′, aa′ ∼ ab′ ∼ bb′, aa′ ∼ a′b ∼ bb′. Для
x ∈ Naa′bb′ имеем по n − 4 непересекающихся цепей вида aa′ ∼ ax ∼ x′b′ ∼ bb′ и aa′ ∼ a′x ∼
x′b ∼ bb′. Таким образом, κ(aa′, bb′) = 2n − 4.

2) Одна вершина сдвигается, другая фиксируется автоморфизмом. Если вершины смежны
в графе T (n), то они имеют вид aa′ и ab и таким образом смежны и в графе ∆. Следовательно,
вершины имеют вид aa′ и bc, где b 6= c′, b 6= a, b 6= a′. Имеем 4 непересекающиеся цепи aa′ ∼
ab′ ∼ bc, aa′ ∼ ac′ ∼ bc, aa′ ∼ a′b′ ∼ bc, aa′ ∼ a′c′ ∼ bc и 4 непересекающиеся цепи aa′ ∼ ab ∼
bb′ ∼ bc, aa′ ∼ ac ∼ cc′ ∼ bc, aa′ ∼ a′c ∼ bc′ ∼ bc, aa′ ∼ a′b ∼ b′c ∼ bc. Для x ∈ Naa′bb′cc′

имеем еще по n − 6 цепей вида aa′ ∼ ax ∼ x′b ∼ bc и aa′ ∼ a′x ∼ x′c′ ∼ bc. Таким образом,
κ(aa′, bc) = 2n − 4.

3) Обе вершины сдвигаются и являются образами друг друга. Тогда они имеют вид ab и a′b′.
Имеем 4 непересекающиеся цепи ab ∼ aa′ ∼ a′b′, ab ∼ bb′ ∼ a′b′, ab ∼ ab′ ∼ a′b′, ab ∼ a′b ∼ a′b′.
Для x ∈ Naa′bb′ существует по n − 4 непересекающихся цепей вида ab ∼ a′x ∼ ax ∼ a′b′ и
ab ∼ b′x ∼ bx ∼ a′b′. Отсюда κ(ab, a′b′) = 2n − 4.

4) Обе вершины сдвигаются и не являются образами друг друга. Здесь возможны два
подслучая, которые рассмотрены ниже.
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Если вершины смежны в T (n), то они имеют вид ab и ac. Для них имеем 5 непересека-
ющихся цепей ab ∼ b′c′ ∼ ac, ab ∼ a′c′ ∼ cc′ ∼ ac, ab ∼ ab′ ∼ a′b′ ∼ ac, ab ∼ bb′ ∼ bc′ ∼ ac

и ab ∼ b′c ∼ ac′ ∼ ac. Далее, для x ∈ Na′b′c′ имеем n − 3 цепей вида ab ∼ a′x ∼ ac. Для
x ∈ Naa′bb′cc′ существует n − 6 цепей вида ab ∼ b′x ∼ x′c′ ∼ ac. Отсюда κ(ab, ac) = 2n − 4.

Если вершины несмежны в T (n), то они имеют вид ab и cd. Для них существует n−8 цепей
вида ab ∼ a′x ∼ x′d′ ∼ cd, где x ∈ Naa′bb′cc′dd′ , и n − 8 цепей вида ab ∼ b′x ∼ x′c′ ∼ cd, где
x ∈ Naa′bb′cc′dd′ . Кроме того, существуют цепи ab ∼ b′c′ ∼ cd, ab ∼ b′d′ ∼ cd, ab ∼ a′c′ ∼ cd,
ab ∼ a′d′ ∼ cd, ab ∼ aa′ ∼ ac′ ∼ cd, ab ∼ ca′ ∼ cc′ ∼ cd, ab ∼ bb′ ∼ bd′ ∼ cd, ab ∼ db′ ∼ dd′ ∼ cd,
ab ∼ ba′ ∼ ad′ ∼ cd, ab ∼ da′ ∼ cd′ ∼ cd, ab ∼ ab′ ∼ bc′ ∼ cd, ab ∼ cb′ ∼ dc′ ∼ cd. Таким образом,
κ(ab, cd) = 2n − 4.

Лемма доказана.

2.4. Графы Деза, полученные из спорадических графов Зейделя

В этом разделе рассмотрены графы Деза, полученные из графа Шлефли и графов Чанга.

Лемма 4. Вершинная связность графа Деза ∆, получаемого из сильно регулярного гра-

фа Шлефли с параметрами (27, 16, 10, 8), равна его валентности, а разделяющее множество

наименьшей мощности является окрестностью вершины.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если граф ∆ имеет параметры (v, k, β, α), где {α, β} = {λ, µ},
то в дополнительном к нему графе мощность множества общих соседей произвольной пары
вершин принимает значение из множества {v− 2k + α,v− 2k + β,v− 2k + α− 2, v− 2k + β− 2},
наибольшее из которых в нашем случае равно v − 2k + max(λ, µ).

Пусть S — разделяющее множество наименьшей мощности графа ∆, полученного из сильно
регулярного графа с параметрами (v, k, λ, µ), A и B — компоненты связности, остающиеся
после удаления S из ∆. Допустим, что |A| > 1 и |B| > 1, т. е. S из ∆ не является окрестностью
некоторой вершины. Для произвольной пары вершин в графе ∆ число вершин, несмежных с
ними обеими, не превосходит v−2k+max(λ, µ). Поэтому |B| ≤ v−2k+max(λ, µ) и, аналогично,
|A| ≤ v − 2k + max(λ, µ). Теперь v − k ≤ |A|+ |B| ≤ 2v − 4k + 2max(λ, µ) и v ≥ 3k − 2max(λ, µ).
Для графа ∆, полученного из графа Шлэфли, имеем 27 ≥ 3 · 16 − 2 · 10 = 28, противоречие.
Лемма доказана.

Лемма 5. Вершинная связность графов Деза ∆, получаемых из сильно регулярных гра-

фов Чанга с параметрами (28, 12, 6, 4), равна их валентности, а разделяющее множество

наименьшей мощности является окрестностью вершины.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть S — разделяющее множество наименьшей мощности гра-
фа ∆, A и B — компоненты связности, остающиеся после удаления S из ∆.

Предположим, что |S| ≤ 11. Рассмотрим пару несмежных вершин x, y ∈ B. Имеем |x⊥ ∪
y⊥| ≥ 2 · 12 − 6 + 2 = 20 и |B| + |S| ≥ |x⊥ ∪ y⊥| ≥ 20, отсюда 20 − |B| ≤ |S| ≤ 11 и |B| ≥ 9.

Рассмотрим пару несмежных вершин x, y ∈ A. Теперь 28 − |B| = |A| + |S| ≥ |x⊥ ∪ y⊥| ≥
2 · 12 − 6 + 2 = 20, поэтому |B| ≤ 8. Таким образом, A — клика, значит, |A| ≤ 7.

Предположим, что |A| = 7. Тогда ввиду рассуждений предложения 5 средняя степень
вершины в подграфе B не больше 4, т. е. второго по величине собственного значения графа ∆
(и графа Чанга). Если s = |S|, то вершина из S смежна в среднем не менее, чем с (7 · 6 +
8 · (28− 7− s))/s = 210/s− 8 вершинами из A∪B. Поскольку 210/s− 8 ≤ 12, имеем, что s = 11
и средняя степень вершины в S не больше 1. Противоречие с тем, что для любой вершины a

из A подграф ∆(a) \ A содержится в S и средняя степень вершины в нем не менее 3.

Итак, |A| ≤ 6. Рассмотрим пару вершин x, y ∈ A,x ∼ y, тогда 28 − |B| = |A| + |S| ≥
|x⊥ ∪ y⊥| ≥ 2 · 12 − 6 = 18 и |B| ≤ 10. Теперь 28 − |S| = |A| + |B| ≤ 6 + 10 = 16, |S| ≥ 12,
противоречие.
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Таким образом, и B — клика. Рассмотрим вершины x, y ∈ B,x ∼ y. Тогда |x⊥ ∪ y⊥| ≥
2 · 12 − 6 = 18. Отсюда |B| + |S| ≥ |x⊥ ∪ y⊥| ≥ 18, 18 − |B| ≤ |S| ≤ 11 и |B| ≥ 7, противоречие.
Лемма доказана.

2.5. Доказательство теоремы

Пусть ∆ — граф Деза, полученный из сильно регулярного графа Γ, имеющего неглавные
собственные значения r, s, где r > 0 и s < 0.

Если r > 2 и s < −2, то по предложению 5 вершинная связность графа ∆ равна его валент-
ности, а наименьшим разделяющим множеством является окрестность какой-либо вершины.
Отсюда следует утверждение (1) теоремы.

Если s = −2, то Γ — один из графов из заключения предложения 3. С учетом замечаний 3
и 4, утверждение (2) теоремы следует из лемм 1–5.

В оставшемся случае выполняется утверждение (3) теоремы, т. е. r ≤ 2.

Теорема доказана.

Заключение

Следуя рассуждениям доказательства предложения 5, можно показать, что в случае, когда
собственное значение r ≤ 2 нецелое, сильно регулярный граф имеет не более 25 вершин.
Единственными сильно регулярными графами, удовлетворяющими этому условию, являются
графы Пэли с параметрами (13, 6, 2, 3) и (17, 8, 3, 4).

Сильно регулярные графы с собственным значением r = 1 являются дополнительными к
графам с собственным значением −2. Автоморфизмы таких сильно регулярных графов, удо-
влетворяющие теореме 2, и локальное строение некоторых соответствующих графов Деза изу-
чались в работе [9]. Отметим, что, например, граф, дополнительный к n×n-решетке, допуска-
ет автоморфизмы, удовлетворяющие условию предложения 2, причем их количество является
возрастающей функцией от n, что существенно усложняет получение результата, аналогичного
доказанной в работе теореме.

Сильно регулярные графы с собственным значением r = 2 классифицированы в работе [10],
среди них существуют три гипотетически бесконечные серии параметров графов, и для мно-
гих явно указанных параметров открыт вопрос существования соответствующих графов. Для
некоторых графов (в том числе вопрос существования которых открыт) можно показать, что
они не допускают автоморфизмов, удовлетворяющих предложению 2.

Таким образом, изучение оставшихся случаев из предложения 5 требует новых подходов. И,
конечно, интересным является вопрос о соотношении между величиной вершинной связности
и валентностью в классе всех графов Деза.
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УДК 517.977

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ РЕШЕНИЯ СИНГУЛЯРНО

ВОЗМУЩЕННОЙ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ НА ОТРЕЗКЕ

С ГЕОМЕТРИЧЕСКИМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ1

А. Р.Данилин, Н. С.Коробицына

Рассматривается задача оптимального управления решениями краевой задачи для обыкновенного диф-

ференциального уравнения второго порядка на отрезке при наличии малого параметра при второй произ-

водной. Управление скалярное и стеснено геометрическими ограничениями. Получены общие теоремы об

аппроксимации. Построены два главных члена асимптотического разложения решения рассматриваемой

задачи и получена оценка погрешности этих приближений.

Ключевые слова: оптимальное управление, асимптотическое разложение, сингулярно возмущенные за-

дачи, малый параметр.

A. R.Danilin, N. S. Korobitsyna. Asymptotic estimates for a solution of a singular perturbation optimal

control problem on a closed interval under geometric constraints.

An optimal control problem is considered for solutions of a boundary value problem for a second-order

ordinary differential equation on a closed interval with a small parameter at the second derivative. The control

is scalar and satisfies geometric constraints. General theorems on approximation are obtained. Two leading

terms of an asymptotic expansion of the solution are constructed and an error estimate is obtained for these

approximations.

Keywords: optimal control, time-optimal problem, asymptotic expansion, singular perturbation problems,

small parameter.

Введение

Рассматривается задача оптимального управления [1–3] решениями краевой задачи для
обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка на отрезке при наличии ма-
лого параметра при второй производной. Управление скалярное и стеснено геометрическими
ограничениями, а критерий качества — интегральный. На данную задачу можно смотреть и
как на частный случай общих задач управления, описанных в [4].

Особенностью рассматриваемой задачи является то, что система оптимальности имеет раз-
личную структуру на различных, не известных заранее, подобластях области определения
системы. Аналогичная ситуация для задач управления решениями уравнений в частных про-
изводных была рассмотрена в [5; 6].

Получены общие теоремы об аппроксимации. Построены два главных члена асимптоти-
ческого разложения решения рассматриваемой задачи и получена оценка погрешности этих
приближений.

В настоящей работе используются методы, развитые в работах [7–9].

1. Постановка задачи и основные соотношения

Рассматривается следующая задача оптимального управления:

Lεzε :=−ε2z′′ε + b(x)z′ε + a(x)zε = f + uε, x ∈ [0, 1], z ∈ H1

0 (0; 1), (1.1)

1Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект 11-01-00679), и Программы фунда-

ментальных исследований Президиума РАН.
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uε ∈ U :=
{

u(·) ∈ L2(0; 1) : |u(x)| 6 1 почти всюду
}

, (1.2)

J :=

1
∫

0

(

(z(x) − zd(x))
2 + u2(x)

)

dx→ inf. (1.3)

Предполагается, что функции a(·), b(·), f(·) и zd(·) удовлетворяют следующим условиям:

a(·), b(·), f(·), zd(·) ∈ C∞[0; 1],

∀x ∈ [0; 1] a(x) > α > 0, b(x) > α, b′(x) 6 0,
(1.4)

а решение уравнения (1.1) понимается в слабом смысле:

∀Z ∈ H1

0 (0; 1) (ε2z′ε, Z
′) + (bz′ε, Z) + (azε, Z) = (f + uε, Z), (1.5)

где (·, ·) — скалярное произведение в L2(0; 1). В дальнейшем норму в пространстве L2(0; 1)
будем обозначать через ‖ · ‖.

Содержательно задача (1.1)–(1.3) состоит в том, чтобы привести управляемое состояние zε
по возможности как можно ближе к некоторому заданному состоянию zd, но с учетом затра-
ченных на управление ресурсов.

З а м е ч а н и е 1. Если в задаче (1.1)–(1.3) перейти к новой независимой переменной
t := 1−x, то основное уравнение примет вид ε2z′′ε + b(1− t)z′ε − a(1− t)zε = −f − uε. При этом,
переходя от одного уравнения второго порядка к системе уравнений первого порядка, получим
систему с “быстрыми и медленными” переменными

ż = y, εẏ = az − by − u− f.

Для систем такого вида рассматривались как игровые задачи [10; 11], так и задачи опти-
мального управления с отличными от рассматриваемого в данной работе критерия качества
(см. обзор [12]).

Критерий оптимальности в задаче (1.1)–(1.3) можно получить из принципа максимума
Понтрягина [3] либо из теории Лионса [4]. Для применения последней надо, чтобы квадратич-
ная форма из (1.5) (LεZ,LεZ) = (ε2Z ′, Z ′)+(bZ ′, Z)+(aZ,Z) была коэрцитивна в H1

0
(0; 1) при

всех достаточно малых ε > 0. Поскольку (bZ ′, Z) = −(Z, b′Z)/2, то

(LεZ,Z) = ε2‖Z‖2 + ((a− b′/2)Z,Z)
(1.4)

> ε2‖Z ′‖ + α‖Z‖ > ε2‖Z‖H1

0
(0;1)

. (1.6)

Тем самым задача (1.1)–(1.3) разрешима единственным образом и существует pε ∈ H1
0
(0; 1)

такое, что

L∗
εpε :=−ε2p′′ε − b(x)p′ε + (a(x) − b′(x))pε = −zε + zd, x ∈ [0, 1], zε ∈ H1

0 (0; 1), (1.7)

при этом

uε(x) = F (pε) ∈ H1(0; 1), где F (p) =







1, p > 1,
p, |p| 6 1,

−1, p < 1.
(1.8)

Таким образом, система оптимальности для задачи (1.1)–(1.3) имеет следующий вид:

Lεzε − F (pε) = f, L∗
εpε + zε = zd, zε, pε ∈ H1

0 (0; 1). (1.9)

Отметим, что в силу свойств дифференциальных операторов второго порядка из усло-
вий (1.4) следует, что zε, pε ∈ C2[0; 1].

Целью данной работы является изучение поведения решения системы (1.9) при ε→ +0.
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З а м е ч а н и е 2. По сравнению с [4, п. 2.1., формулы (2.25) и (2.26)] в данной рабо-
те в качестве сопряженной переменной pε(·) взята сопряженная переменная из [4] со знаком
“минус”.

2. Априорные оценки

В силу определения функции F для любых p, p1, p2 ∈ R справедливы следующие соотно-
шения:

F (−p) = −F (p), |F (p)| 6 1,
(

F (p1) − F (p2)
)

(p1 − p2) > 0, |F (p1) − F (p2)| 6 |p1 − p2|.

Поэтому

∀ p, p1, p2 ∈ L2(0; 1) ‖F (p)‖2
6 1, ‖p1 − p2‖

2
>
(

F (p1) − F (p2), p1 − p2

)

> 0. (2.1)

Умножив первое уравнение в (1.9) на zε, а второе — на pε, исходя из (1.6) и (2.1) получим

ε2‖z′ε‖
2 + α‖zε‖

2
6 ‖zε‖ · ‖f‖ + 1 · ‖zε‖,

ε2‖p′ε‖
2 + α‖pε‖

2
6 ‖zε‖ · ‖pε‖ + ‖zd‖ · ‖pε‖.

Из этих неравенств с очевидность следует справедливость следующего утверждения.

Утверждение 1. Если zε, pε — решение системы (1.9), то

ε‖z′ε‖, ‖zε‖, ε‖p
′
ε‖, ‖pε‖ = O(1) при ε→ +0.

Следующая теорема является основной для обоснования асимптотических разложений ре-
шений задачи.

Теорема 1. Пусть Zε, Pε ∈ C2[0; 1] удовлетворяют следующей краевой задаче:

LεZε − F (Pε) = f + f1,ε, L∗
εPε + Zε = zd + f2,ε,

‖fi,ε‖, Zε(0), Zε(1), Pε(0), Pε(1) = O
(

εγ
)

, ‖Zε‖, ‖Pε‖ = O(1)
(2.2)

при ε→ +0 и γ > 0. Тогда

ε‖Z ′
ε − z′ε‖, ‖Zε − zε‖, ε‖P

′
ε − p′ε‖, ‖Pε − pε‖ = O

(

εγ
)

при ε→ +0.
В частности,

‖Zε − zε‖C[0;1], ‖Pε − pε‖C[0;1] = O
(

εγ−1
)

при ε→ +0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть сначала Zε(0) = Zε(1) = Pε(0) = Pε(1) = 0.
Обозначим zε :=Zε − zε и pε :=Pε − pε. Тогда z, p ∈ H1

0
(0; 1), а в силу (1.9) и (2.2)

Lεzε − F (Pε) + F (pε) = f1,ε, L∗
εpε + zε = f2,ε. (2.3)

Умножив второе уравнение в (2.3) на zε и воспользовавшись первым уравнением из (2.3),
получим

‖zε‖
2 +

(

Pε − pε, F (Pε) − F (pε)
)

6 ‖zε‖ · ‖f2,ε‖ + ‖pε‖ · ‖f1,ε‖. (2.4)

Аналогично, умножив первое уравнение из (2.3) на zε и второе из (2.3) — на pε, в силу
неравенств (1.6) и (2.1) получим

ε2‖z′ε‖
2 + α‖zε‖

2
6 ‖zε‖ · ‖f1,ε‖ + ‖zε‖ · ‖pε‖,

ε2‖p′ε‖
2 + α‖pε‖

2
6 ‖zε‖ · ‖pε‖ + ‖f2,ε‖ · ‖pε‖.

(2.5)
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При этом все слагаемые, стоящие в левых части неравенств (2.4), (2.5), неотрицательны. По-
этому, согласно условиям теоремы

‖zε‖
2 = O

(

‖zε‖ · ε
γ
)

+O
(

‖pε‖ · ε
γ
)

,

ε2‖z′ε‖
2 + α‖zε‖

2 = O
(

‖zε‖ · ε
γ) +O

(

‖zε‖ · ‖pε‖
)

,

ε2‖p′ε‖
2 + α‖pε‖

2 = O
(

‖pε‖ · ε
γ
)

+O
(

‖zε‖ · ‖pε‖
)

.

(2.6)

Из последнего соотношения в (2.6) выводим ‖pε‖ = O
(

εγ
)

+O
(

‖zε‖
)

, откуда в силу первого
соотношения из (2.6) ‖zε‖

2 = O
(

‖zε‖ · εγ
)

+ O
(

ε2γ
)

. Решая соответствующее квадратичное
неравенство, получим ‖zε‖ = O

(

εγ
)

и ‖pε‖ = O
(

εγ
)

.

Наконец, в силу (2.6) справедливы соотношения ‖z′ε‖ = O
(

εγ−1
)

и ‖p′ε‖ = O
(

εγ−1
)

.

Теперь рассмотрим общую ситуацию.

Пусть ˜Zε(x) :=Zε(x) − Zε(1)x−Zε(0)(1 − x) и ˜Pε(x) :=Pε(x)− Pε(1)x− Pε(0)(1 − x). Тогда
˜Zε и ˜Pε удовлетворяют нулевым граничным условиям, а

Lε
˜Zε − F ( ˜Pε) = f + ˜f1,ε, L∗

ε
˜Pε + ˜Zε = zd + ˜f2,ε,

где ˜f1,ε = f1,ε +L( ˜Zε −Zε)+F (Pε)−F ( ˜Pε), ˜f2,ε = f2,ε +L∗( ˜Pε −Pε)+ ( ˜Zε −Zε) и ‖fi,ε‖ = O
(

εγ
)

при ε→ +0.

Последняя оценка ‖Zε − zε‖C[0;1], ‖Pε − pε‖C[0;1] = O
(

εγ−1
)

при ε→ +0 следует из соответ-
ствующей теоремы вложения [13]. �

3. Предельная задача

Аналогично теории сингулярно возмущенных краевых задач для (1.9) дифференциальных
операторов второго порядка можно ожидать, что предельной задачей для (1.9) будет

L0z0 − F (p0) = f, L∗
0p0 + z0 = zd, z0(0) = 0, p0(1) = 0, (3.1)

где L0z0 := b(x)z′
0

+ a(x)z0, а L∗
0
p0 :=−b(x)p′

0
+
(

a(x) − b′(x)
)

p0.

Рассмотрим условия разрешимости этой задачи, сведя ее к краевой нелинейной задаче
второго порядка.

Продифференцировав второе уравнение в системе (3.1) и выразив z′ и z через p′ и p,
получим следующую краевую задачу:

p′′0 = ˜b(x)p′0 + ã(x)p0 +
1

b2(x)
F (p0) + ˜f(x), δp0(0) − b(0)p′0(0) = 0, p0(1) = 0, (3.2)

где

˜b =
−2b′

b

(1.4)

> 0, ã =
(a′ − b′′)b+ (a− b′)a

b2
, ˜f =

f − (b′ + b+ a)zd
b2

, δ = a(0) − b′(0). (3.3)

При выполнении на отрезке [0; 1] условий

4c̃(x) > ˜b2(x) ⇔
(

a(x)′ − b′′(x)
)

b(x) +
(

a(x) − b′(x)
)

a(x) >
(

b′(x)
)2

(3.4)

применима [14, теорема 31.6] и существует p0 ∈ C2[0; 1] — единственное решение задачи (3.2).

Теперь, взяв z0 по формуле z0 = zd + bp′
0
− (a − b′)p0 ∈ C1[0; 1], получим разрешимость

задачи (3.1). Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 2. При выполнении условий (3.4) задача (3.1) имеет единственное решение z0,

p0: z0 ∈ C1[0; 1], p0 ∈ C2[0; 1].
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З а м е ч а н и е 3. Для существования какого-нибудь решения краевой задачи (3.1) с
C2-гладкостью достаточно выполнения более слабого, чем (3.4), условия

c̃(x) > 0 ⇔ (a(x)′ − b′′(x))b(x) + (a(x) − b′(x))a(x) > 0.

См., например, [15, § 2.1, теорема 2.3].

З а м е ч а н и е 4. Если b — const, то условие (3.4) принимает вид: a′b+ a2 > 0.
Если же и a− const, то условие (3.4) заведомо выполнено.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (1.4) и (3.4). Если zε, pε — решение задачи (1.9),
а z0, p0 — решение задачи (3.1), то

‖zε − z0‖|, ‖pε − p0‖| = O
(√
ε
)

при ε→ +0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть zε := zε − z0, а pε := pε − p0. Тогда в силу (1.9) и (3.1)

−ε2z′′ε + L0zε − F (pε) + F (p0) = 0, −ε2p′′ε + L∗
0pε + zε = 0, zε(0) = 0, pε(1) = 0. (3.5)

Умножив второе уравнение в (3.5) на zε, получим

‖zε‖
2 +

(

pε − p0, F (pε) − F (p0)
)

= ε2(p0, z
′′
ε ) − ε2(p′′ε , z0). (3.6)

Учитывая граничные условия p0(1) = 0 = z0(0) и утверждение 1, после интегрирования по
частям получим ε2(p0, z

′′
ε ) − ε2(p′′ε , z0) = −ε2p0(0)z

′
ε(0) − ε2(p′

0
, z′ε) − ε2p′ε(1)z0(1) + ε2(p′ε, z

′
0
) =

−ε2
(

p0(0)z
′
ε(0) + p′ε(1), z0(1)

)

+ O(ε).
Но из L2-ограниченности zε, pε и представления решения краевой задачи для линейного

уравнения второго порядка (с помощью функции Грина) следует, что

ε2p0(0)z
′
ε(0), ε

2p′ε(1)z0(1) = O(ε).

Тем самым ‖zε‖ = O(
√
ε).

Теперь рассмотрим следующую функцию p̃ε := p− p0(0) exp(−b(0)x/ε2). Она на [0; 1] удов-
летворяет нулевым граничным условиям и уравнению L∗

ε p̃ε = g̃, где

g̃ = −zε + ε2p′′0 −
(

b(x) − b(0)
)

exp(−b(0)x/ε2)b(0)/ε2 − (a− b′) exp(−b(0)x/ε2).

В силу неравенства (1.6) ‖p̃ε‖ = O(‖g̃‖).
Поскольку ‖g̃‖ = ‖ − zε + ε2p′′

0
− (a − b′) exp(−b(0)x/ε2)‖ = O(

√
ε), то осталось оценить

только норму g :=
(

b(x) − b(0)
)

exp(−b(0)x/ε2)b(0)/ε2 = O(x) exp(−b(0)x/ε2)/ε2:

‖g‖2 = ε−4

( ε3/2

∫

0

O(x2) exp(−2b(0)x/ε2) dx+

1
∫

ε3/2

O(1) exp(−2b(0)x/ε2) dx

)

= O(ε).

Наконец, ‖pε‖ 6 ‖p̃ε‖ + ‖p0(0) exp(−b(0)x/ε2)‖ = O(
√
ε) при ε→ +0. �

4. Внешнее разложение функций zε и pε

В дальнейшем будем считать, что функция p0 удовлетворяет следующему условию:

∃ϑ0, θ0 ∈ (0; 1) : ϑ0 < θ0, |p0(x)| < 1 при x ∈ [0;ϑ0) ∪ (θ0; 1],

p0(x) > 1 при x ∈ (ϑ0; θ0), p′(ϑ0) > 0, p′(θ0) < 0.
(4.1)

З а м е ч а н и е 5. Поскольку z0 и p0 на каждом из отрезков [0;ϑ0], [ϑ0; θ0] и [θ0; 1] яв-
ляются решениями систем линейных уравнений с гладкими коэффициентами, то и сами они
бесконечно дифференцируемы на этих отрезках.
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Асимптотическое представление решений zε и pε мы будем строить как решения систем
линейных уравнений разной структуры на промежутках (0;ϑε), (ϑε; θε) и (θε; 1), на которых

функции
o

P ε,
+

P ε,
1

P ε, являющиеся приближением функции pε, будут вести себя подобно этой

функции: |
o

P ε | < 1, |
1

P ε | < 1, а
+

P ε> 1. При этом асимптотические разложения этих решений
должны быть согласованы в точках ϑε и θε (построение которых ведется параллельно с постро-
ением асимптотических разложений неизвестных функций) по непрерывности до производных
первого порядка.

Разложения на каждом из промежутков (0;ϑε), (ϑε; θε) и (θε; 1) будут состоять из регуляр-
ной (внешнее разложение) и сингулярной (функции пограничного слоя, растущие не быстрее
полиномов) частей.

Внешнее разложение zε и pε будем искать в виде

o
zε :=

∞
∑

n=0

ε2n o
zn,

o
pε :=

∞
∑

n=0

ε2n
o
pn,

+
zε :=

∞
∑

n=0

ε2n +
zn,

+
pε :=

∞
∑

n=0

ε2n
+
pn,

1

zε :=

∞
∑

n=0

ε2n 1

zn,
1

pε :=

∞
∑

n=0

ε2n
1

pn,

(4.2)

где
o
zn,

o
pn,

+
zn,

+
pn,

1

zn и
1

pn при n = 0 — это сужение z0 и p0 на [0;ϑ0], [ϑ0; θ0] и [θ0; 1] соответ-
ственно, а при n > 0 эти функции удовлетворяют следующим системам:

L0

o
zn −

o
pn=

o
zn−1, L∗

0

o
pn +

o
zn=

o
pn−1, L0

+

zn=
+

zn−1, L∗
0

+

pn +
+

zn=
+

pn−1,

L0

1

zn −
1

pn=
1

zn−1, L∗
0

1

pn +
1

zn=
1

pn−1 .
(4.3)

Дополнительные условия можно задавать либо начальные в некоторой точке, либо кра-
евые, тогда значение функции zn задается в левой точке некоторого промежутка, а функ-
ции pn — в правой.

З а м е ч а н и е 6. В силу выполнения условия (3.4) все эти задачи при заданных до-
полнительных условиях однозначно разрешимы. Более того, как решения систем линейных
уравнений с гладкими коэффициентами и правыми частями, они определены и бесконечно
дифференцируемы на [0; 1].

5. Внутреннее разложение zε и pε

В дальнейшем для простоты изложения будем считать, что

b(x) ≡ 1, a(x) ≡ a ∈ R. (5.1)

Внутреннее разложение в этой задаче возникает в малых окрестностях точек x = 0, x = ϑε,
x = θε и x = 1:

o

W ε (η1) :=
∞
∑

n=0

ε2n
o

W n (η1),
o

V ε (η1) :=
∞
∑

n=0

ε2n
o

V n (η1), η1 :=
x

ε2
,

ϑ−
W ε (η2) :=

∞
∑

n=0

ε2n
ϑ−
W n (η2),

ϑ−
V ε (η2) :=

∞
∑

n=0

ε2n
ϑ−
V n (η2), η2 :=

ϑε − x

ε2
,

ϑ+

W ε (η3) :=
∞
∑

n=0

ε2n
ϑ+

W n (η3),
ϑ+

V ε (η3) :=
∞
∑

n=0

ε2n
ϑ+

V n (η3), η3 :=
x− ϑε

ε2
, (5.2)
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θ−
W ε (η4) :=

∞
∑

n=0

ε2n
θ−
W n (η4),

θ−
V ε (η4) :=

∞
∑

n=0

ε2n
θ−
V n (η4), η4 :=

θε − x

ε2
,

θ+

W ε (η5) :=
∞
∑

n=0

ε2n
θ+

W n (η5),
θ+

V ε (η5) :=
∞
∑

n=0

ε2n
θ+

V n (η5), η5 :=
x− θε

ε2
,

1

W ε (η6) :=

∞
∑

n=0

ε2n
1

W n (η6),
1

V ε (η6) :=

∞
∑

n=0

ε2n
1

V n (η6), η6 :=
1 − x

ε2
.

При этом точки ϑε, θε смены структуры систем будем брать в виде асимптотических рядов

ϑε :=

∞
∑

n=0

ε2nϑn, θε :=

∞
∑

n=0

ε2nθn. (5.3)

В силу линейности систем на каждом из рассматриваемых промежутков функции W и V
в пограничных слоях удовлетворяют соответствующим однородным уравнениям. Тогда коэф-
фициенты внутренних разложений должны удовлетворять следующим системам уравнений:

W ′′
n −W ′ = aWn−1 − Vn−1, V ′′

n + V ′ = aVn−1 +Wn−1, для η1, η3, η5,

W ′′
n +W ′ = aWn−1 − Vn−1, V ′′

n − V ′ = aVn−1 +Wn−1, для η2, η4, η6.
(5.4)

Дополнительные условия проистекают из асимптотических равенств, выражающих допол-
нительные условия согласования в точках x = 0 и x = 1 (удовлетворение граничных условий),
и в точках x = ϑε и x = θε (согласование по непрерывности до первых производных включи-
тельно).

Отметим, что с ростом n решения систем (5.4) растут как полиномы, что в общем случае
при получении асимптотических представлений высокого порядка функций zε и pε требует
применения техники согласования асимптотических разложений [7]. Однако асимптотическое
представление порядка O(ε) можно получить еще без применения указанной техники.

6. Асимптотическое представление zε и pε с точностью до O(ε)

Нулевое приближение zε и pε имеет вид

z[0]

ε = z0 − z0(1) exp
(

(x− 1)/ε2
)

, p[0]

ε = p0 − p0(0) exp
(

− x/ε2
)

,

т. е.
o

W 0= 0,
o

V n (η1) = −p0(0) exp(−η1),
ϑ−
W 0= 0,

ϑ−
V 0= 0,

ϑ+

W 0= 0,
ϑ+

V 0= 0,
θ−
W 0= 0,

θ−
V 0= 0,

θ+

W 0= 0,
θ+

V 0= 0,
1

W 0 (η6) = −z0(1) exp(−η6),
1

V 0= 0.
Члены разложения

z[1]

ε := z[0]

ε + ε2z[1], p[1]

ε := p[0]

ε + ε2p[1]

будем искать как функции, определенные на промежутках [0;ϑε,1), [ϑε,1; θε,1) и [θε,1; 1]) (здесь
ϑε,1 :=ϑ0 + ε2ϑ1, а θε,1 := θ0 + ε2θ1) следующим образом (обозначение констант соответствует
обозначению функций из пограничных слоев около соответствующих точек):

o
z [1] =

o
z1 +

o

Q0 exp(−η1)+
o

C +
ϑ−
C exp(−η2),

o
p [1] =

o
p
1 +

o

D exp(−η1) + η1

o

R0 exp(−η1)+
ϑ−
D,

+
z [1] =

+
z1 +

ϑ+

C +
θ−
C exp(−η4),

+
p [1] =

+
p

1 +
ϑ+

D exp(−η3)+
θ−
D,

1

z [1] =
1

z1 +
θ+

C +
1

C exp(−η6)η6

1

Q0 exp(−η6),
1

p [1] =
1

p
1 +

θ+

D exp(−η5)+
1

D +
1

R0 exp(−η6),

где
o

Q0,
o

R0,
1

Q0 и
1

R0 — известные константы;
o
z1,

o
p
1,

+

z1,
+

p
1,

1

z1 и
1

p
1 — решение систем (4.3) с

дополнительными условиями

o
z1 (0) = 0,

o
p
1 (ϑ0) = 0,

+

z1 (ϑ0) =
o
z1 (ϑ0),

+

p
1 (θ0) = 0,

1

z1 (θ0) =
+

z1 (θ0),
1

p
1 (1) = 0.
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В дальнейшем если на промежутках [x1;x2), [x2;x3), [x3;x4] заданы функции g1, g2, g3, то
соотношением g = 〈g1, g2, g3〉 будем обозначать функцию g, сужение которой на i-й промежуток
совпадает с gi.

По построению функция z1 :=〈
o
z1,

+

z1,
1

z1〉 непрерывна на [0; 1].

Выписывая для z
[0]

ε + ε2z[1] равенство старших членов производных в точке ϑε,1 справа и

слева, в силу непрерывной дифференцируемости функции z0 получим
ϑ−
C= 0. Аналогично с

учетом непрерывной дифференцируемости функции p0 имеем
θ−
C= 0 =

ϑ+

D=
θ=

C .
Дополнительные условия дадут уравнения для нахождения оставшихся неизвестных вклю-

чая ϑ1 и θ1.
Из равенств z[1](0) = 0 = z[1](1) = p[1](0) = p[1](1) следует, что

o

C= −
o

Q0,
o

D +
ϑ−
D= −

o
p
1 (0),

θ+

C +
1

C= −
1

z1 (1),
1

D= −
1

R0 . (6.1)

Условие согласования z
[1]

ε по непрерывности в силу непрерывности функций z0 и z1 приве-
дет к равенствам

ϑ+

C=
o

C,
θ+

C=
ϑ+

C . (6.2)

Остальные четыре соотношения

p
[1]

ε (ϑ1,ε − 0) = 1 +O(ε4), p[1]

ε (ϑ1,ε + 0) = 1 +O(ε4),

p
[1]

ε (θ1,ε − 0) = 1 +O(ε4), p[1]

ε (θ1,ε + 0) = 1 +O(ε4)

приводят к равенствам

p′
0
(ϑ0)ϑ1+

ϑ−
D= −

o
p
1 (ϑ0), p′

0
(ϑ0)ϑ1+

θ−
D= −

+
p

1 (ϑ0),

p′
0
(θ0)θ1+

θ−
D= −

+
p

1 (θ0), p′
0
(θ0)θ1 = −

1

D .

(6.3)

Непосредственно из вида системы (6.1)–(6.3) получим, что она разрешима единственным
образом.

Теперь с помощью функций
o
z[1],

+

z [1],
1

z[1],
o
p[1],

+

p[1] и
1

p[1] сконструируем очередное прибли-
жение исходной задачи.

Пусть

ϕ1(ε) := z
[1]

ε
′(ϑ1,ε − 0) − z

[1]

ε
′(ϑ1,ε + 0), ϕ3(ε) := z

[1]

ε
′(θ1,ε − 0) − z

[1]

ε
′(θ1,ε + 0),

ϕ2(ε) := p
[1]

ε
′(ϑ1,ε − 0) − p

[1]

ε
′(ϑ1,ε + 0), ϕ4(ε) := p

[1]

ε
′(θ1,ε − 0) − p

[1]

ε
′(θ1,ε + 0),

ψ1(ε) := p
[1]

ε (ϑ1,ε − 0) − 1, ψ2(ε) := p
[1]

ε (ϑ1,ε + 0) − 1,

ψ3(ε) := p
[1]

ε (θ1,ε − 0) − 1, ψ4(ε) := p
[1]

ε (θ1,ε + 0) − 1.

(6.4)

Отметим, что ϕi = O(ε2), а ψi = O(ε4) при ε→ +0.

Далее, возьмем z̃
[1]

ε и p̃
[1]

ε по формулам

z̃[1]

ε = z[0]

ε +
〈

ε2
o
z [1], ε2

+
z [1] + ϕ1(ε) · (x− ϑ1,ε)σϑ(x) + ϕ3(ε) · (ϑ1,ε − x)σθ(x), ε

2 1

z [1]

〉

, (6.5)

p̃[1]

ε = p[0]

ε +

〈

ε2
o
p [1] −

(

ψ1(ε)+
ϕ2(ε)

2
(x−ϑ1,ε)

)

σϑ(x), ε2
+
p [1] +

(

−ψ2(ε)+
ϕ2(ε)

2
(x−ϑ1,ε)

)

σϑ(x)

−
(

ψ3(ε) +
ϕ4(ε)

2
(x− θ1,ε)

)

σθ(x), ε
2

1

p [1] +
(

− ψ3(ε) +
ϕ4(ε)

2
(x− θ1,ε)

)

σθ(x)

〉

. (6.6)

Здесь σϑ(x), σθ(x) — срезающие функции (гладкие функции с носителями в малых, но не
бесконечно малых окрестностях точек ϑ1,ε и θ1,ε соответственно, равные тождественно 1 в
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некоторых подокрестностях этих точек, поэтому и сами они, и их прозводные 1-го и 2-го
порядков ограничены).

Тогда построенные функции z̃
[1]

ε и p̃
[1]

ε дважды непрерывно дифференцируемы на каждом
из рассматриваемых промежутков, непрерывно дифференцируемы на [0; 1], равны нулю на
концах отрезка [0; 1],

|p̃
[1]

ε (x)| < 1 при x ∈ [0;ϑ1,ε) ∪ (θ1,ε; 1], p̃
[1]

ε (x) > 1 при x ∈ (ϑ1,ε; θ1,ε) и p̃
[1]

ε (ϑ1,ε) = 1 = p̃
[1]

ε (θ1,ε).

Непосредственная подстановка этих функций в систему (1.9) дает

Lεz̃
[1]

ε − F (p̃[1]

ε ) = f +O(ε2), L∗
εp̃

[1]

ε + z̃[1]

ε = zd +O(ε2).

Поэтому применима теорема 2 и можно утверждать следующее.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (1.4), zε и pε — решение системы (1.9), а z̃
[1]

ε и

p̃
[1]

ε — функции, построенные по (6.5), (6.6). Тогда ‖zε− z̃
[1]

ε ‖C[0;1] = O(ε), ‖pε− p̃
[1]

ε ‖C[0;1] = O(ε)
при ε→ +0. �
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН
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СЕТЕВЫЕ КОЛЬЦА, НОРМАЛИЗУЕМЫЕ НЕРАСЩЕПИМЫМ

МАКСИМАЛЬНЫМ ТОРОМ

Н.А. Джусоева

В работе исследуются сетевые кольца M(σ), нормализуемые тором T = T (d), который является обра-

зом мультипликативной группы радикального расширения K = k(
n
√

d) (степени n поля k, char(k) 6= 2) при

регулярном вложении в G = GL(n, k). Как выяснилось, вся структура таких сетевых колец определяется

некоторым подкольцом основного поля k. Получены необходимые и достаточные условия нормализуе-

мости сетевого кольца M(σ) тором T = T (d) для случая, когда основное поле k = Q — поле рацио-

нальных чисел. Исследуются также модули трансвекций и кольца множителей промежуточных подгрупп

H, T ⊆ H ⊆ G.

Ключевые слова: сеть, сетевое кольцо, нерасщепимый максимальный тор, промежуточная подгруппа.

N. A.Dzhusoeva. Net rings normalized by a nonsplit maximal torus.

We investigate net rings M(σ) normalized by a torus T = T (d), which is the image of the multiplicative

group of the radical extension K = k(
n
√

d) (of degree n of a field k, char(k) 6= 2) under the regular embedding

into G = GL(n, k). It is shown that the structure of these net rings is determined by a certain subring of the

ground field k. Necessary and sufficient conditions are obtained for the normalizability of a net ring M(σ) by

the torus T = T (d) for the case when the ground field k = Q is the field of rational numbers. We also study

transvection modules and factor rings of intermediate subgroups H, T ⊆ H ⊆ G.

Keywords: net, net ring, nonsplit maximal torus, intermediate subgroup.

Введение

Пусть xn − d — неприводимый многочлен степени n над полем k, d ∈ k и θ = n
√

d. Тогда
элементы ei = θi−1, 1 ≤ i ≤ n, образуют базис радикального расширения K = k(θ) над k. В
выбранном базисе мы рассматриваем нерасщепимый максимальный тор T = T (d), который
является образом мультипликативной группы K∗ поля K при ее регулярном вложении в пол-
ную линейную группу G = GL(n, k) порядка n над полем k и является матричной подгруппой
в G = GL(n, k). В рамках изучения структуры промежуточных подгрупп H, T ⊆ H ⊆ G,
содержащих одномерное преобразование, в работе исследуются сетевые кольца M(σ) (см. [1]),
нормализуемые тором T = T (d). Как выяснилось, вся структура таких сетевых колец опре-
деляется некоторым подкольцом основного поля k. Получены необходимые и достаточные
условия нормализуемости сетевого кольца M(σ) тором T = T (d) для случая, когда основное
поле k = Q — поле рациональных чисел (теорема 2). Исследуются также (теорема 1) модули
трансвекций и кольца множителей промежуточных подгрупп H, T ⊆ H ⊆ G. В частности,
дается формула, устанавливающая равенство произвольного модуля трансвекций с модулем
трансвекций первого столбца. Доказывается также, что в случае поля рациональных чисел
k = Q все модули трансвекций являются целыми идеалами некоторого подкольца поля k.
Аналогичные исследования для группы GL(2, k) были проведены в [2–6].

Мы пользуемся стандартными обозначениями.

E = En (или e) — единичная матрица порядка n;

Eij (или eij) — матрица, у которой на позиции (i, j) стоит 1 ∈ k, а на остальных местах —
нули;

tij(ξ) = E + ξEij — элементарная трансвекция, ξ ∈ k, ξ 6= 0, i 6= j;

[x, y] = xyx−1y−1 — коммутатор элементов x, y;
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через (S)ij обозначается элемент sij матрицы S = (sij), стоящий на позиции (i, j); s
′

ij —

элемент обратной матрицы S−1 = (s
′

ij).

С каждым вектором x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ kn \ 0̄ связана невырожденная матрица c(x),
элементы которой вычисляются по формулам

(c(x))ij =

{

xi+1−j, j ≤ i;

dxn+i+1−j, j ≥ i + 1.

Как нетрудно видеть, в выбранном базисе тор T (d) представляется матричной группой T (d) =
{c(x) : x ∈ kn \ 0̄}. В работе рассматриваются также матрицы c(x) мономиального вида из
тора T (d). А именно, для случая базисной строки x = er (на r-м месте 1, а на остальных
местах строки 0) мы обозначаем cr = c(x). Ясно, что c1 — это единичная матрица.

С каждой матрицей c = c(x) = (cij) связана обратная матрица c−1 = c(y) = (c′ij), y =
(y1, . . . , yn) ∈ kn, где yi = C1i/ | c (x) |, причем C1i — алгебраическое дополнение элемента c1i

матрицы c = c(x);

В работе рассматривается унитальное подкольцо R0 = R(d) поля k, порожденное элемен-
тами xiyj, dxrys:

R0 = R(d) =
〈

xiyj, dxrys : i + j ≤ n + 1, r + s > n + 1, x ∈ kn \ 0̄
〉

.

На протяжении всей статьи R — промежуточное подкольцо, R0 ⊆ R ⊆ k, d ∈ R.

Если в дальнейшем в качестве частного случая мы будем рассматривать случай поля раци-
ональных чисел k = Q, K = Q( n

√
d ), то мы считаем, что d = ±p1p2 . . . pm — целое рациональное

число, равное (±) произведению различных простых чисел.

1. Модули трансвекций и кольца множителей промежуточной подгруппы

С каждой промежуточной подгруппой H, T ⊆ H ⊆ G, содержащей элементарную транс-
векцию, связаны модули

Aij = Aij(H) = {α ∈ k : tij(α) ∈ H, i 6= j}

и их кольца множителей

Rij = Rij(H) = Rij(Aij) = {λ ∈ k : λAij ⊆ Aij}.

Очевидно, что Aij являются подгруппами аддитивной группы k+ поля k. Далее, если A и B —
подгруппы аддитивной группы поля k, то через AB мы обозначаем подгруппу аддитивной
группы поля k, порожденную всеми произведениями ab, a ∈ A, b ∈ B.

Основным результатом раздела является следующая

Теорема 1. Положим Ai = Ai1 = Ai1(H), i = 2, . . . , n. Тогда

1) Имеет место формула

Aij =

{

Ai+1−j , j < i;

dAn+i+1−j , j > i,
(1)

причем A2
2
⊆ A3, A2

3
⊆ A4, . . . , A2

n−1
⊆ An, dA2

n ⊆ An−1.

2) Если k = Q, то все кольца множителей совпадают между собой: Rij = R, i 6= j,

причем Aij — целый идеал кольца R, 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j.



Сетевые кольца, нормализуемые нерасщепимым максимальным тором 115

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть x̄ = (0, 1, 0, . . . , 0), c = c(x̄). Тогда из соотношений

c t12(α)c−1 = t23(α), c t23(α)c−1 = t34(α), . . . ,

c tn−2,n−1(α)c−1 = tn−1,n(α), c tn1(β)c−1 = t12(dβ)

следует, что для An = An1 имеем A12 = dAn = A23 = A34 = · · · = An−1,n. На самом деле из
равенства c t12(α)c−1 = t23(α) следует включение A12 ⊆ A23 (обратное включение, как легко
видеть, вытекает из равенства t12(α) = c−1t23(α)c). Это замечание касается и других равенств.
Для остальных позиций доказательство аналогично. Далее, включения, сформулированные в
теореме, легко вытекают из известного соотношения

[tir(α), trj(β)] = tij(αβ), i 6= j, i 6= r, r 6= j. (2)

2) Пусть α, β ∈ A12. Согласно доказанному п. 1)

A12 = A23 = · · · = An−1,n.

Тогда из (2) следует включение A12 · A23 ⊆ A13, откуда αβ ∈ A13. Далее, α ∈ A34, и из (2)
имеем A13A34 ⊆ A14, откуда α ·αβ = α2β ∈ A14. Действуя аналогично, получим αn−2 ·β ∈ A1n.
В частности, αn−1 ∈ A1n. Затем согласно доказанному п. 1)

A13 = dAn−1 = dAn−1,1 = dAn2.

Следовательно, αβ ∈ A13 = dAn2. Далее, из (2) вытекает включение A1n · An2 ⊆ A12, откуда

αn−1 ·
αβ

d
∈ A12,

αn

d
· β ∈ A12

для любых α, β ∈ A12. Поэтому
αn

d
∈ R12.

Покажем, например, что A12 — целый идеал кольца R12, т. е. что A12 ⊆ R12. Пусть α ∈ A12.
Как мы показали, αn ∈ dR12, где d — целое число, свободное от n-х степеней, откуда α ∈ R12.
Покажем теперь, что все кольца Rij равны между собой. Пусть R = R21, A2 = A21. Согласно
доказанному A2 ⊆ R. Пусть A2 = mR = mR21. Аналогично, пусть A3 = A31 = nR31. Согласно
п. 1) мы имеем A2

2
⊆ A3. Заметим далее, что всякое унитальное подкольцо R поля Q опреде-

ляется некоторым подмножеством S множества простых чисел. А именно, R — это множество
всех рациональных чисел, знаменатели которых являются произведением простых чисел из S.
Поэтому включение идеалов A2

2
⊆ A3 влечет включение простых чисел, определяющих знаме-

натели колец R21 и R31. Отсюда R21 ⊆ R31. Аналогично, R21 ⊆ R31 ⊆ · · · ⊆ Rn1.

Далее, из (2) следует A2n · An1 ⊆ An1, откуда (см. (1)) dA3 · An ⊆ A2. Поэтому Rn1 =
Rn1(An1) = Rn1(An) ⊆ R21. Итак,

R21 = R31 = · · · = Rn1.

Теорема доказана.
З а м е ч а н и е. Заметим, что в доказательстве теоремы 1 мы пользуемся только тем,

что подгруппа H нормализуется тором T (а не содержит его).

2. Описание сетевых колец, нормализуемых тором

Пусть σ = (σij) — сеть аддитивных подгрупп поля k, σij ≤ k+, M(σ) — соответствующее
сетевое кольцо [1]: σirσrj ≤ σij, 1 ≤ i, r, j ≤ n, M(σ) = {a = (aij) : aij ∈ σij}. Так как на-
ши исследования связаны с промежуточными подгруппами, содержащими трансвекцию, то в
дальнейшем мы предполагаем, что σ — ненулевая сеть. В этом разделе мы сформулируем необ-
ходимые и достаточные условия на сеть σ, при которых соответствующее сетевое кольцо M(σ)
нормализуется тором T = T (d).
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Предложение 1. Если тор T = T (d) нормализует сетевое кольцо M (σ), то для недиа-

гональных подгрупп σij (i 6= j) сети σ = (σij) имеет место формула (1), а диагональные

подгруппы все равны между собой, где Ai = σi1, i = 1, 2, . . . , n. Таким образом,

σij =

{

Ai+1−j , j ≤ i;

dAn+i+1−j , j > i,
(3)

причем

A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An, dAn ⊆ A1.

Далее, если k = Q и Ri = R(Ai) для i = 1, . . . , n, то R1 = R2 = · · · = Rn = R, причем Ai —

целый идеал кольца R для любого i.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для позиций, отличных от диагональных, доказательство пред-
ложения в точности повторяет доказательство теоремы 1. Далее, равенство A1 = σ11 = · · · =
σnn получается последовательным сопряжением матрицы αe11 (α ∈ A1 = σ11) с помощью мат-
рицы c(x̄) для x̄ = (0, 1, 0, . . . , 0). Покажем теперь, что A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An, dAn ⊆ A1. Пусть
x̄ = (1, 1, 0, . . . , 0), c = c (x̄). Тогда

c−1 =
1

1 + (−1)n+1d
c(ȳ),

где y = (1,−1, . . . , (−1)n+1). Пусть α ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ n − 1, αei1 ∈ M(σ). Рассмотрим матрицу
cαei1c

−1. Имеем
[

cαei1c
−1

]

i+1,1
=

α

1 + (−1)n+1d
,

а потому
α

1 + (−1)n+1d
∈Ai+1, откуда α∈Ai+1, следовательно, Ai⊆Ai+1. Далее, пусть β ∈ An,

βen1 ∈ M(σ). Тогда
[

cβen1c
−1

]

11
=

dβ

1 + (−1)n+1d
,

откуда
dβ

1 + (−1)n+1d
∈ A1 и dβ ∈ A1, следовательно, dAn ⊆ A1. Далее, оставшаяся часть пред-

ложения (касающаяся k = Q) вытекает из теоремы 1 и замечания. Предложение 1 доказано.

Напомним (см. введение), что мы определили матрицы c(x) мономиального вида. А именно,
для случая базисной строки x = er (на r-м месте 1, а на остальных местах строки 0) полагаем
cr = c(x). Ясно, что c1 — это единичная матрица.

Несложно проверяются формулы следующей леммы.

Лемма 1. Пусть i, j ≥ 2. Тогда

1) cier1 =

{

der+i−n−1,1, n − i + 2 ≤ r ≤ n;

er+i−1,1, 1 ≤ r ≤ n − i + 1.

2) es1cj =

{

des,n−j+2, j ≥ 2;

es,1, j = 1.

Из леммы 1 выводится следующая лемма.

Лемма 2. Пусть i, j ≥ 2. Тогда

cier1cj =



















d2er+i−n−1,n−j+2, n − i + 2 ≤ r ≤ n, j ≥ 2;

der+i−n−1,1, n − i + 2 ≤ r ≤ n, j = 1;

der+i−1,n−j+2, 1 ≤ r ≤ n − i + 1, j ≥ 2;

er+i−1,1, 1 ≤ r ≤ n − i + 1, j = 1.

(4)
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Предложение 2. Пусть A1, . . . , An — идеалы соответственно колец R1, . . . , Rn, содер-

жащих кольцо R0, причем

A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An, dAn ⊆ A1.

Пусть σ — сеть вида (3). Тогда тор T нормализует сетевое кольцо M(σ). Если k = Q, то

R1 = . . . = Rn = R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала сделаем несколько замечаний по поводу схемы дока-
зательства этого предложения.

Пусть a = (ars) ∈ M(σ), ars ∈ σrs c(x) ∈ T, c(y) = c−1(x). Требуется доказать включение

c(x)ac(y) ∈ M(σ). (5)

Имеем (см. введение) c(x) = x1E + x2c2 + . . . + xncn, c(y) = y1E + y2c2 + . . . + yncn. Поэтому
для доказательства включения (5) достаточно доказать, что

(xici)(arsers)(yjcj) ∈ M(σ). (6)

Далее, сопряжением мономиальной матрицы π = ck (для некоторого k) из тора T можно
перевести матрицу ers в матрицу em1: πersπ

−1 = em1. Заметим, что включение (6) эквивалентно
включению arsπ

−1(πxiciπ
−1)(πersπ

−1)(πyjcjπ
−1)π ∈ M(σ). Но матрица π нормализует сетевое

кольцо M(σ), следовательно, в (6) можно считать, что s = 1. Таким образом, достаточно
доказать включение

xiyjArcier1cj ⊆ M(σ) (7)

(напомним, что ar1 ∈ Ar).

Рассмотрим сначала случай i = 1 (аналогично рассматривается случай j = 1). Тогда c1 = E

и при j = 1 включение x1y1Arer1 ⊆ σr1er1, очевидно, имеет место, так как x1y1 ∈ R0 ⊆
Rr (напомним, что σr1 = Ar). Поэтому будем считать, что j ≥ 2. По п. 2) леммы 1 имеем
x1yjArer1cj = x1yjArder,n−j+2. Но x1yj ∈ R0, поэтому для доказательства (7) достаточно
показать, что dAr ⊆ σr,n−j+2. Из (3) мы имеем

σr,n−j+2 =

{

Ar+j−n−1, n + 2 − j ≤ r;

dAr+j−1, n + 2 − j ≥ r + 1.

Поэтому случай n + 2 − j ≤ r очевиден ввиду условия на цепочку идеалов в предложении.
Рассмотрим второй случай: n + 2 − j ≥ r + 1. Имеем r ≤ r + j − 1, поэтому dAr ⊆ dAr+j−1 =
σr,n−j+2.

Итак, случай i = 1 рассмотрен полностью, поэтому в дальнейшем при доказательстве
включения (7) считаем, что i, j ≥ 2. Согласно (4)

Arxiyjcier1cj =

{

d2Arxiyjer+i−n−1,n−j+2, n − i + 2 ≤ r ≤ n;

dArxiyjer+i−1,n−j+2, 1 ≤ r ≤ n − i + 1.
(8)

Поэтому доказательство включения (7) разобьем на две части.

Пусть n − i + 2 ≤ r ≤ n. Для доказательства (7) нам нужно показать, что

d2Arxiyj ⊆ σr+i−n−1,n−j+2. (9)

Согласно (3)

σr+i−n−1,n−j+2 =

{

Ar+i+j−2n−2, r + i + j ≥ 2n + 3;

dAr+i+j−n−2, r + i + j ≤ 2n + 2.
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Справедливость (9) очевидна в случае r + i + j ≥ 2n + 3 (так как dxiyj ⊆ R0 ⊆ R, а dAr

содержится в любом идеале As по условию на сеть σ). Пусть r+i+j ≤ 2n + 2. Если i+j ≤ n + 1,
то xiyj ⊆ R0 ⊆ Rr и dAr ⊆ Ar+i+j−2, следовательно, справедливо включение (9). Если же
i + j ≥ n + 2, то r ≤ r + i + j − n − 2, а потому ввиду условия на цепочку идеалов имеем
Ar ⊆ Ar+i+j−n−2, при этом dxiyj ⊆ R0 ⊆ Rr. Поэтому (9) справедливо.

Пусть 1 ≤ r ≤ n − i + 1. Для доказательства (7) нужно показать, что

dArxiyj ⊆ σr+i−1,n−j+2. (10)

Согласно (3)

σr+i−1,n−j+2 =

{

Ar+i+j−n−2, r + i + j ≥ n + 3;

dAr+i+j−2, r + i + j ≤ n + 2.

Если r + i + j ≥ n + 3, то при i + j ≤ n + 1 включение (10) очевидно (так как dxiyj ⊆ R0 ⊆
Rr, а dAr содержится в любом идеале As по условию на сеть σ). Если же i + j ≥ n + 2, то
r + (i + j −n− 2) ≥ r, а потому (условие на сеть) Ar ⊆ Ar+(i+j−n−2) и dxiyj ⊆ R0 ⊆ Rr, отсюда
следует (10).

Пусть r + i + j ≤ n + 2. По условию нашего случая имеем i + j < n + 2, а потому xiyj ⊆
R0 ⊆ Rr. Далее (очевидно, i + j ≥ 2, i + j − 2 ≥ 0), мы по условию на цепочку идеалов имеем
Ar ⊆ Ar+i+j−2, откуда следует (10). Первое утверждение предложения 2 доказано.

Второе утверждение следует из предложения 1.
Предложение 2 доказано.

Предложение 3. Пусть k = Q. Если тор T = T (d) нормализует сетевое кольцо M (σ),
то справедливы утверждения предложения 1, причем кольцо R содержит кольцо R0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде чем доказывать предложение, сделаем три замечания.
Во-первых, согласно предложению 1 сеть σ имеет вид (3), где Ai = σi1, i = 1, 2, . . . , n, Ar —
идеал кольца R, R ⊆ Q, причем

dAn ⊆ A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An. (11)

Во-вторых, согласно предложению 2 и [4] кольцо R0 содержится в кольце Rp1p2...pm
всех

рациональных чисел, знаменатели которых взаимно просты с d = p1p2 . . . pm.
В-третьих, в силу второго замечания, если (см. определение кольца R0) xiyj ∈ (1/d)R при

i + j ≤ n + 1, то xiyj ∈ R при i + j ≤ n + 1. Аналогично, если dxiyj ∈ (1/d)R при i + j ≥ n + 2,
то dxiyj ∈ R при i + j ≥ n + 2.

Покажем, что кольцо R содержит кольцо R0. Так как тор T нормализует сетевое кольцо
M (σ), то c(x)M (σ)c(y) ⊆ M (σ), c(y) = c−1(x). Напомним (см. введение), что

c(x) = x1E + x2c2 + . . . + xncn, c(y) = y1E + y2c2 + . . . + yncn.

Следовательно, c(x)σijeijc(y) ⊆ M (σ) для любых i, j. В частности, c(x)σr1er1c(y) ⊆ M (σ), где
σr1 = Ar — идеал кольца R, R ⊆ Q, поэтому (см. введение) Arxiyjcier1cj ⊆ M (σ), xi ∈ Q.
Воспользуемся теперь формулой (4). Имеем

Arxiyjcier1cj =



















d2Arxiyjer+i−n−1,n−j+2, n − i + 2 ≤ r ≤ n, j ≥ 2;

dArxiyjer+i−n−1,1, n − i + 2 ≤ r ≤ n, j = 1;

dArxiyjer+i−1,n−j+2, 1 ≤ r ≤ n − i + 1, j ≥ 2;

Arxiyjer+i−1,1, 1 ≤ r ≤ n − i + 1, j = 1.

Следовательно,


















d2Arxiyj ⊆ σr+i−n−1,n−j+2, n − i + 2 ≤ r ≤ n, j ≥ 2;

dArxiyj ⊆ σr+i−n−1,1, n − i + 2 ≤ r ≤ n, j = 1;

dArxiyj ⊆ σr+i−1,n−j+2, 1 ≤ r ≤ n − i + 1, j ≥ 2;

Arxiyj ⊆ σr+i−1,1, 1 ≤ r ≤ n − i + 1, j = 1.
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Отсюда в силу (3) имеем







































d2Arxiyj ⊆ Ar+i+j−2n−2, n − i + 2 ≤ r ≤ n, r + i + j ≥ 2n + 3, j ≥ 2;

d2Arxiyj ⊆ dAr+i+j−n−2, n − i + 2 ≤ r ≤ n, r + i + j ≤ 2n + 2, j ≥ 2;

dArxiy1 ⊆ Ar+i−n−1, n − i + 2 ≤ r ≤ n, j = 1;

dArxiyj ⊆ Ar+i+j−n−2, 1 ≤ r ≤ n − i + 1, r + i + j ≥ n + 3, j ≥ 2;

dArxiyj ⊆ dAr+i+j−2, 1 ≤ r ≤ n − i + 1, r + i + j ≤ n + 2, j ≥ 2;

Arxiy1 ⊆ Ar+i−1, 1 ≤ r ≤ n − i + 1, j = 1.

(12)

Пусть сначала i + j ≤ n + 1. Тогда в силу пятого и шестого включения из (12) мы имеем
xiyjAr ⊆ As, r ≤ s (где s = r + i+ j − 2 или s = r + i− 1). Но тогда (см. (11)) dxiyjAr ⊆ dAs ⊆
Ar, откуда xiyj ∈ (1/d)R и, следовательно, в силу третьего замечания, сделанного в начале
доказательства, xiyj ∈ R при i + j ≤ n + 1.

Пусть теперь i+j ≥ n + 2. Тогда в силу четвертого включения из (12) мы имеем dxiyjAr ⊆
As, r ≤ s (где s = r + i + j − n − 2). Но тогда (см. (11)) d2xiyjAr ⊆ dAs ⊆ Ar, откуда dxiyj ∈
(1/d)R и, следовательно, в силу третьего замечания, сделанного в начале доказательства,
dxiyj ∈ R при i + j ≥ n + 2.

Итак (см. определение кольца R0), мы показали, что все порождающие элементы кольца R0

содержатся в R, следовательно, R0 ⊆ R. Предложение 3 доказано.

Из предложений 1–3 вытекает следующая теорема.

Теорема 2. Пусть k = Q. Следующие условия эквивалентны:
1) Тор T = T (d) нормализует сетевое кольцо M(σ).
2) Для сети σ = (σij) справедлива формула

σij =

{

Ai+1−j , j ≤ i;

dAn+i+1−j , j > i,

где

dAn ⊆ A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An,

причем для любого i, 1 ≤ i ≤ n, Ai — целый идеал кольца R, содержащего подкольцо R0, R0 ⊆
R ⊆ Q.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 19 № 3 2013

УДК 517.9

О РАЗНОСТНОЙ СХЕМЕ ПЕРВОГО ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ

ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ ЗАДАЧИ С ТОЧКОЙ ПОВОРОТА1

К.В.Емельянов

Изучается сингулярно возмущенная задача с точкой поворота, у которой решение имеет пограничный

слояй экспоненциального типа в окрестности граничной точки. Для нахождения приближенного решения

применяется разностная схема экспоненциальной подгонки на сетке с постоянным шагом. Доказывает-

ся равномерная по параметру возмущения сходимость решений, полученных по этой схеме, к решению

исходной дифференциальной задачи с первым порядком точности, когда шаг сетки стремится к нулю.

Ключевые слова: сингулярно возмущенная задача для обыкновенного дифференциального уравнения

второго порядка; асимптотическое разложение; разностная схема.

K.V. Emel’yanov. On a first-order accurate difference scheme for a singularly perturbed problem with a

turning point.

A singularly perturbed problem with a turning point is considered. The solution has a boundary layer of

exponential type in a neighborhood of a boundary point. The problem is solved approximately by means of a

difference scheme of exponential fitting on a uniform grid. It is proved that the solutions obtained from this

scheme converge uniformly with respect to the perturbation parameter with the first order of accuracy to the

solution of the original differential problem as the grid step tends to zero.

Keywords: singularly perturbed problem for a second-order ordinary differential equation, asymptotic

expansion, difference scheme.

Введение

Приближенные решения дифференциальных задач с малым параметром ε при старшей
производной вызывают затруднения ввиду наличия в таких решениях особенностей типа по-
граничного слоя. Данная особенность приводит к тому, что ошибки приближенных решений,
полученных классическими разностными схемами, по сравнению с точными решениями ста-
новятся большими, когда ε → 0.

Разработаны различные подходы к построению разностных схем, обладающих ε-равномер-
ной сходимостью на сетках с постоянными, кусочно-постоянными и переменными шагами (см.,
например, [1–3] и библиографию в них).

В данной работе рассматривается первая краевая задача для обыкновенного дифферен-
циального уравнения с малым параметром ε при старшей производной и с точкой поворо-
та. (Коэффициент при первой производной обращается в нуль в одной из граничных точек
[4, гл.VIII].) В окрестности этой граничной точки решение обладает пограничным слоем экс-
поненциального вида. Для приближенного нахождения решения данной задачи применяется
разностная схема экспоненциальной подгонки [5]. Доказывается, что решения этой разностной
схемы uh сходятся равномерно по ε к решению uε сингулярно возмущенной задачи с точно-
стью O(h) при шаге сетки h → 0.

1Работа выполнена при финансовой поддержке программы фундаментальных исследований Прези-

диума УрО РАН, выполняемых в УрО РАН совместно с организациями СО РАН и ДВО РАН (проект

12-С-1-1001) и программы ориентированных фундаментальных исследований УрО РАН “Разработка

алгоритмов и программ построения сеток для областей, образованных объемами вращения” (проект

13-1-006-ЯЦ).
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Доказательство проводится с использованием частичной суммы ũε асимптотического при
ε → 0 разложения решения uε дифференциальной задачи, приближающей это решение с точ-
ностью O(ε3/2). Показывается, что ũε приближает также и решение uh разностной задачи с
точностью O(h + ε3/2). Нетрудно видеть, что такая оценка пригодна лишь при ε ≪ h. Если
же ε ≫ h, удобно использовать обычную оценку близости решений разностной и дифферен-
циальной задач.

1. Постановка задачи

На отрезке [0, 1] рассматривается дифференциальное уравнение

Luε ≡ εu′′
ε + a(x)x2u′

ε − b(x)uε = f(x), ε ∈ (0, 1] (1.1)

с граничными условиями

uε(0) = µ0, uε(1) = µ1. (1.2)

Предполагается, что исходные данные этой задачи удовлетворяют условиям a(x) ≥ α > 0,
b(x) ≥ β2 > 0, кроме того, функции a(x), b(x), f(x) — достаточно гладкие на отрезке [0, 1].

На отрезке [0, 1] построим разностную сетку ω̄h с N + 1 узлами и с постоянным шагом
h = N−1 между ними по правилу ω̄h = {xi : xi = ih, i = 0, N}. На сетке ω̄h аппроксимируем
задачу (1.1), (1.2) разностной схемой

Λuh = γ1(xi)
uh

i−1
− 2uh

i + uh
i+1

h2
+ γ2(xi)

uh
i+1

− uh
i−1

2h
− buh

i = f, xi ∈ ωh, uh
0 = µ0, uh

N = µ1. (1.3)

Здесь использованы обозначения

γ1(xi) =
bh2

2

ch z0(xi)

ch z(xi) − ch z0(xi)
и γ2(xi) =

bh sh z0(xi)

ch z(xi) − ch z0(xi)
,

кроме того, b = b(xi), z0(xi) =
ax2

i

2ε
h, a = a(xi); z(xi) =

(a2x4

i + 4bε)1/2h

2ε
. Выбор коэффициен-

тов γ1, γ2 определяется наличием у решения uε особенности типа пограничного слоя [1; 6].

Нетрудно проверить, что разностный оператор Λ обладает свойством принципа максиму-
ма [7, гл. 1]. Цель настоящей работы — доказать равномерную по ε сходимость решений uh

схемы (1.3) к решению uε задачи (1.1), (1.2) в точках сетки ωh с точностью O(h) при h → 0.

2. Об асимптотике решения дифференциальной задачи

Частичную сумму ũε асимптотического разложения решения uε дифференциальной зада-
чи (1.1), (1.2) ищем в виде

ũε = u0(x) + εu1(x) + v0

( x

ε1/2

)

+ ε1/2v1

( x

ε1/2

)

+ εv2

( x

ε1/2

)

. (2.1)

Функция U0(x) ≡ u0(x) + εu1(x) — внешнее разложение асимптотики ũε и его слагаемые
uk(x), k = 0, 1, находятся из уравнений x2au′

k − buk = f̃k, x ∈ (0, 1), k = 0, 1; f̃0(x) = f(x),
f̃1 = −u′′

0
. Покажем, что граничные условия для uk(x) нужно задавать в точке x = 1, чтобы

выделить единственное гладкое решение. Рассмотрим это на примере при k = 0.

Общее решение u0 уравнения

x2au′
0 − bu0 = f, x ∈ (0, 1), ρ ≡

b(x)

a(x)
, (2.2)
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имеет вид

u0(x) = −W0(x)

[ 1
∫

x

exp
( 1

∫

ξ

ρt−2dt
)

a(ξ)ξ2
f(ξ) dξ + C0

]

, C0 = const,

где W0(x) — частное решение однородного уравнения (2.2). После интегрирования по частям
u0(x) примет вид

u0(x) = W0(x)
[f(1)

b(1)
− C0

]

−
f(x)

b(x)
−

1
∫

x

exp

[

−

ξ
∫

x

ρt−2 dt

]

(

f(ξ)

b(ξ)

)′

dξ.

Нетрудно видеть, что W0(x) = exp

[

−

∫

1

x

ρ(t)

t2
dt

]

при x = 0, т. е. W0(0) = 0, а u0(0) = −
f(0)

b(0)
при любой постоянной C0. Это, в частности, означает, что условие для u0(x) следует задавать
при x = 1, т. е. C0 = −µ1. Аналогично и для u1(x) условия нужно задавать в точке x = 1. В
этом случае постоянную, которую мы обозначим посредством C1, нужно положить равной 0.

Таким образом, гладкие слагаемые uk, k = 0, 1, внешнего разложения U0(x) частичной

суммы (2.1) ũε примут вид uk = W0(x)
[fk(1)

b(1)
−Ck

]

−
fk(x)

b(x)
−

∫

1

x

exp

[

−

∫ ξ

x

ρt−2 dt

]

(fk(ξ)

b(x)

)′
dξ.

Слагаемые vk(ξ), k = 0, 1, 2, внутреннего разложения частичной суммы ũε в переменной ξ =
xε−1/2 находятся из решения следующих дифференциальных задач:

v′′0 (ξ) − b0v0(ξ) = 0, ξ ∈ [0,∞), b0 = b(0),

v0(0) = µ0 − u0(0) ≡ µ̄0, v0(ξ) → 0 при ξ → ∞, (2.3)

а при p = 1, 2

v′′p − b0vp =

p−1
∑

α=0

ξp−α(bp−αvα − ξap−1−αv′α); (2.4)

vp(ξ) → 0 при ξ → ∞, v1(0) = 0, v2(0) = −u1(0).

Здесь bp =
b(p)(0)

p!
, ap =

a(p)(0)

p!
.

В дальнейшем потребуются явные виды решения задач (2.3), (2.4). Выпишем их:

v1(ξ) = P3(ξ) exp(−βξ) ≡
2

∑

k=0

(P1,3−kξ
3−k) exp(−βξ),

v2(ξ) = P6(ξ) exp(−βξ) ≡

6
∑

k=0

(P2,6−kξ
6−k) exp(−βξ).

Коэффициенты P1,α, α = 1, 3, P2,β, β = 0, 6, однозначно определяются из соответствующих
систем алгебраических уравнений.

Предположения относительно коэффициентов a(x), b(x) задачи (1.1),(1.2) позволяют за-
ключить, что дифференциальный оператор L обладает свойством принципа максимума. Далее
нетрудно установить, используя принцип максимума, что

|ũε − uε| ≤ M0ε
3/2, (2.5)

где uε — решение дифференциальной задачи (1.1),(1.2). (Здесь и в дальнейшем посредством
M и Mk будем обозначать положительные постоянные, не зависящие от ε и h).
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3. Вспомогательные утверждения

Из явного вида коэффициентов γ1, γ2 и из свойств гиперболических функций нетрудно
получить, что при любых соотношениях между h и ε, с одной стороны,

|γ1 − ε|, |γ2 − ax2| ≤ M1(ξi + 1)2h2, (3.1)

а с другой —
|γ1 − ε|, |γ2 − ax2| ≤ M2h. (3.2)

Кроме того,
0 < γ1 ≤ M(h + ε), 0 < γ2 < M. (3.3)

Можно показать, что решение uε задачи (1.1), (1.2) удовлетворяет оценке

|u(k)

ε (x)| ≤ M
(exp(−βξ)

εk/2
+ 1

)

, k = 0, 4. (3.4)

Это соотношение нетрудно установить, пользуясь, например, частичной суммой ũε. Из нера-
венств (3.1), (3.4) вытекает, что

|γ1 − ε||u′′
ε |, |γ2 − ax2||u′

ε| ≤ M3

h2

ε
. (3.5)

Вычислим теперь на решении uε задачи (1.1), (1.2) невязку (L − Λ)uε, которая возникает
в результате замены дифференциального оператора L разностным оператором Λ. Пользу-
ясь стандартным обозначением разностных производных fxx̄, fx̃ (см., например, [1]), получим
(L−Λ)uε = γ1(u

′′
ε − (uε)xx̄)+γ2(u

′
ε− (uε)x̃)+(ε−γ1)u

′′
ε +(ax2−γ2)u

′
ε. Из этого равенства в силу

оценок (3.3)–(3.5) приходим к соотношению |(L − Λ)uε| ≤ M
(h3

ε2
+

h2

ε3/2

)

. Полученная оценка

невязки приводит согласно принципу максимума, которым обладает разностный оператор Λ,
к следующей оценке уклонения приближенного решения uh от решения uε дифференциальной
задачи:

|uε − uh| ≤ M
(h3

ε2
+

h2

ε3/2

)

. (3.6)

Заметим, что это соотношение пригодно лишь при ε ≫ h, хотя оно имеет место при любых
соотношениях между h и ε.

Для получения оценки уклонения разностного решения uh от решения uε дифференциаль-
ной задачи при ε ≪ h покажем, прежде всего, что при малых h и ε uh также мало отличается
от частичной суммы ũε. С этой целью вычислим сначала Λ(u0 + εu1). После несложных пре-
образований

Λ(u0 + εu1) = f(xi) + f̃ε(xi)(h + ε2), (3.7)

где f̃ε(x) — гладкая функция, регулярно зависящая от ε, и в силу оценок (3.2), (3.3) |f̃ε| ≤ M .
Преобразуем значения разностного оператора Λ на внутреннем разложении частичной сум-

мы Λ(v0(ξi) + ε1/2v1(ξi) + εv2(ξi)). Преобразование будем проводить для каждого слагаемого
в отдельности. Вычислим

Λv0(ξi) = µ̄0

[

γ1

4 sh2
βτ0

2
h2

− γ2

shβτ0

h
− b(xi)

]

exp(−βξi)

= v0(ξi)b(xi)
[

2F (xi) sh2
βτ0

2
− 1 − G(xi) sh βτ0

]

; τ0 =
h

ε1/2
, β =

√

b(0), b(xi) ≡ β2

i . (3.8)

Здесь, кроме того, использованы следующие обозначения:

F (xi) =
ch z0(xi)

ch z(xi) − ch z0(xi)
, G(xi) =

sh z0(xi)

ch z(xi) − ch z0(xi)
.
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Для краткости записи удобно положить f0(xi) = ch z0(xi), h0(xi) = sh z0(xi), g(xi) = ch z(xi)−

ch z0(xi). S0,0 = 2F (xi) sh2
βτ0

2
− 1, S0,1 = −G(xi) sh βτ0.

Преобразуем прежде всего S0,0. С этой целью выпишем несколько членов ряда Тейлора
функции F (x) с остаточным членом в форме Лагранжа:

S0,0 = 2F (0) sh2
βτ0

2
− 1 +

(

2F ′(0)ξiε
1/2 + F ′′(0)ξ2

i ε + F ′′′(θxi)
ξ3

i

3
ε3/2

)

sh2
βτ0

2
, 0 < θ < 1.

Выпишем далее явный вид функции F (xi) и ее производных при xi = 0. Имеем

2F (0) sh2
βτ0

2
− 1 = 0,

2ξiε
1/2F ′(0) · sh2

βτ0

2
= −ξi

βh

2
cth

βτ0

2
·

b1

β2
= −

b1ξi

b(0)

(βh

2
cth

βτ0

2
− ε1/2 + ε1/2

)

= −
b1ξi

b(0)
ε1/2 + r1h, |r1| ≤ M0(1 + ξi); (3.9)

ξ2

i εF
′′(0) sh2

βτ0

2
= ξ2

i ε
[3

4

b2

1
τ2

0

4b(0)
cth2

βτ0

2
−

1

2

2b2b(0) − b2

1

4β3
τ0 cth

βτ0

2
−

1

4

b2

1
τ2

0

4β2

]

=
2b2

1
− b2b0

2β4
ξ2

i ε + r2h, |r2| ≤ M0(1 + ξi)
2.

Из найденных значений слагаемых в S0,0 приходим к равенству

S0,0 = −
b1ξi

β2
ε1/2 +

( b2
1

β4
−

b2

β2

)

ξ2

i ε + r3(ξi)h + F ′′′(θxi)
ξ3

i

3
ε3/2 sh2

βτ0

2
, |r3| ≤ M0(1 + ξi)

2. (3.10)

Преобразуем теперь S0,1:

S0,1 = −G(xi) sh βτ0 = −
(

G′′(0)
ξ2

i

2
ε + G′′′(0)

ξ3

i

6
ε3/2

)

sh βτ0 − GIV (µxi)
ξ4

i

24
ε2 sh βτ0, 0 < µ < 1,

а G(0) = G′(0) = 0. Выпишем явный вид слагаемых в S0,1. Имеем

− shβτ0

ξ2

i

2
εG′′(0) = − shβτ0

ξ2

i

2

a0h

2

1

sh2
βτ0

2

= −
a0

β

βh

2
ξ2

i cth
βτ0

2

= −
a0

β
ξ2

i

(

βh

2
cth

βτ0

2
− ε1/2 + ε1/2

)

= −
a0

β2
ξ2

i ε
1/2 + q2(ξi)h, |q2| ≤ M0(1 + ξi)

2; (3.11)

− sh βτ0

ξ3

i

6
ε3/2G′′′(0) = − sh βτ0

ξ3

i

6
ε3/2

[

3a1h

2ε sh2
βτ0

2

−
3ah

4ε sh4
βτ0

2

shβτ0

b1τ0

2β

]

= −
a1b0 − a0b1

β3
ξ3

i ε + q3(ξi)h, |q3| ≤ M0(1 + ξi)
3.

Из этих равенств следует, что

S0,1 = −
a0

β
ξ2

i ε
1/2 −

a1b0 − a0b1

β3
ξ3

i ε + q4(ξi)h − GIV (µxi)
ξ4

i

24
ε2 sh βτ0, |q4| ≤ M0(1 + ξi)

3.

Подставим это значение S0,1 и значение S0,0 (формула (3.10)) в (3.8), получим

Λv0(ξi) = v0(ξi)
b(xi)

b(0)

{

− (b1ξi + a0βξ2

i )ε1/2 +
[( b2

1

β2
− b2

)

ξ2

i −
a1b0 − a0b1

β
ξ3

i

]

ε

}
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+ µ̄0R0(ξi)ε
3/2 exp(−βξi) + Q(ξi)h exp(−βξi), |Q| ≤ M0(1 + ξi)

3.

Здесь

R0(ξi) ≡ b(xi)
[

F ′′′(θxi)
ξ3

i

3
sh2

βτ0

2
− ε1/2GIV (µxi)

ξ4

i

24
sh βτ0

]

. (3.12)

Заменим в предыдущем равенстве функцию b(xi) формулой Тейлора в точке xi = 0 с остаточ-
ным членом в форме Лагранжа и преобразуем полученное соотношение. В результате прихо-
дим к равенству

Λv0(ξi) = (−b1ξiv0 + a0ξ
2

i v
′
0)ε

1/2 + (−b2ξ
2

i v0 + a1ξ
3

i v′0)ε + Q0(ξi)(h + ε3/2) exp(−βξi)

+ µ̄0R0(ξi)ε
3/2 exp(−βξi), |Q0| ≤ M(1 + ξi)

4. (3.13)

Преобразуем и оценим далее ε1/2Λv1(ξi). Имеем

ε1/2Λ(P3(ξi) exp(−βξi))

= ε1/2γ1

{

(P3(ξi))xix̄i
exp(−β(ξi+τ0))+2 (P3(ξi))x̄i

(exp(−βξi))xi
+P3(ξi−τ0) exp(−βξi)

4 sh2
βτ0

2
h2

}

+ γ2ε
1/2

{

(P3(ξi))x̃i
exp(−β(ξi + τ0)) + P3(ξi − τ0) (exp(−βξi))x̃i

}

− ε1/2b(xi)v1(ξi).

Принимая во внимание определения разностных производных, вычисляя их и проводя эле-
ментарные преобразования, приходим к равенству

ε1/2Λv1(ξi) = exp(−βξi)P3(ξi−τ0)

{

ε−1/2γ1

4 sh2
βτ0

2
τ2

0

−γ2

sh βτ0

τ0

−ε1/2b(xi)

}

+ exp
(

−β
(

ξi+
τ0

2

))

×

{

ε−1/2γ1

[

(6P1,3ξi +2P1,2) exp
(

−
βτ0

2

)

− 4
sh

βτ0

2
τ0

(

P1,3(3ξ
2

i − 3ξiτ0 + τ2

0 )+P1,2(2ξi − τ0)+P1,1

)

]

+ γ2

[

(P1,3(3ξ
2

i + τ2

0 ) + 2P1,2ξi + P1,1) exp
(

−
βτ0

2

)]

}

− b(xi)ε
1/2 [P3(ξi) − P3(ξi − τ0)] exp(−βξi).

Введем обозначение s1. Имеем

s1 = P3(ξi − τ0)

[

ε−1/2γ1

4 sh2
βτ0

2
τ2
0

− γ2

sh βτ0

τ0

− ε1/2b

]

exp(−βξi)

= P3(ξi − τ0)b(xi)ε
1/2

[

2 sh2
βτ0

2
F (xi) − shβτ0G(xi) − 1

]

exp(−βξi).

Заменим, как и выше, функции F и G их формулами Тейлора с остаточными членами в форме
Лагранжа. В результате приходим к равенству

s1 = P3(ξi − τ0)b(xi)ε
1/2

[

sh2
βτ0

2

(

2F (0) + 2F ′(0)ξiε
1/2

)

− sh βτ0G
′′(0)

ξ2

i

2
ε − 1

+
(

sh2
βτ0

2
F ′′(θ1xi)ξ

2

i − shβτ0G
′′′(µ1xi)

ξ3

i

6
ε1/2

)

ε

]

exp(−βξi).

Подставим в это соотношение значения (3.9), (3.11), получим

s1 = P3(ξi − τ0)b(xi)ε
1/2

[

−
b1ξi + a0βξ2

i

b(0)
ε1/2 + r4(ξi)h +

(

sh2
βτ0

2
F ′′(θ1xi)ξ

2

i
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− shβτ0G
′′′(µ1xi)

ξ3

i

6
ε1/2

)

ε

]

exp(−βξi), |r4| ≤ M0(1 + ξi)
2.

Преобразуем последнее равенство, используя тождество P3(ξi−τ0) = P3(ξi)+P3(ξi−τ0)−P3(ξi)
и формулу Тейлора b(xi) = b(0) + b′(θxi)ξiε

1/2. В результате получим

s1 =
[

−b1ξiv1(ξi) + a0ξ
2

i P3(ξi) (exp(−βξi))
′] ε + Q1(ξi)(h + ε3/2) exp(−βξi) + P3(ξi − τ0)b(xi)

× exp(−βξi)

(

sh2
βτ0

2
F ′′(θ1xi)ξ

2

i − sh βτ0G
′′′(µ1xi)

ξ3

i

6

)

ε3/2, |Q1(ξi)| ≤ M0(1 + ξi)
5. (3.14)

Положим теперь

s2 = exp
(

− β
(

ξi +
τ0

2

))

{

ε−1/2γ1

[

P ′′
3 (ξi) exp

(

−β
τ0

2

)

−
4 sh

βτ0

2
τ0

(

P1,3(3ξ
2

i − 3ξiτ0 + τ2

0 )

+ P1,2(2ξi − τ0) + P1,1

)

]

+ γ2

[

(P1,3(3ξ
2

i + τ2

0 ) + 2P1,2ξi + P1,1) exp
(

−
βτ0

2

)]

}

. (3.15)

После элементарных преобразований s2 примет вид

s2 = ε−1/2γ1P
′′
3 (ξi) exp

(

− β(ξi + τ0)
)

+ exp
(

− β
(

ξi +
τ0

2

))

[

P ′
3(ξi)

(

− ε−1/2γ1

4 sh
βτ0

2
τ0

+ γ2

× exp
(

−
βτ0

2

)

)

+τ0

(

−ε−1/2γ1

4 sh
βτ0

2
τ0

(P1,3(−3ξi+τ0)−P1,2)+γ2P1,3τ0 exp
(

−
βτ0

2

)

)

]

. (3.16)

Представим последнее равенство в виде двух слагаемых s2 = s̄2 + s̃2. Здесь

s̄2 = ε−1/2P ′′
3 (ξi)γ1 exp

(

− β(ξi + τ0)
)

+ exp
(

− β
(

ξi +
τ0

2

))

[

P ′
3(ξi)

(

− ε−1/2γ1

4 sh
βτ0

2
τ0

+ γ2 exp
(

−
βτ0

2

)

)

]

,

s̃2 = τ0

(

− ε−1/2γ1

4 sh
βτ0

2
τ0

(P1,3(−3ξi + τ0)− P1,2) + γ2P1,3τ0 exp
(

−
βτ0

2

)

)

exp
(

− β
(

ξi +
τ0

2

))

.

Для упрощения изложения представим s̄2 в виде суммы трех слагаемых s̄2,1+s̄2,2+s̄2,3. Каждое
из этих слагаемых будет выписано в дальнейшем. Так,

s̄2,1 ≡ ε−1/2P ′′
3 exp (−β(ξi + τ0)) (γ1 − ε + ε) =

[

ε1/2P ′′
3 + ε−1/2P ′′

3 (γ1 − ε)
]

exp (−β(ξi + τ0)) .

Используя уравнение (2.4) при p = 1 и обозначение

r5(ξi) = P ′′
3

[

ε−1
γ1 − ε

τ0

exp(−βτ0) − β

1
∫

0

exp (−(βτ0(1 − t))) dt
]

, приходим к равенству

s̄2,1 =
(

b1ξiv0(ξi) − a0ξ
2

i v
′
0(ξi) + 2P ′

3(ξi)β exp(−βξi)
)

ε1/2 + r5(ξi)h exp(−βξi).

Отсюда в силу (3.1) приходим к оценке |r5| ≤ M0(1 + ξi)
3τ0 ≤ M0(1 + ξi)

4, τ0 ≤ ξi, i ≥ 1.
Второе слагаемое s̄2,2 имеет вид

s̄2,2 = − exp
(

−β
(

ξi +
τ0

2

))

P ′
3ε

−1/2

4 sh
βτ0

2
τ0

(γ1 − ε + ε)
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=

[

− ε−1/2P ′
3

4 sh
βτ0

2
τ0

(γ1 − ε) − P ′
3(ξi)ε

1/2 2β
sh

βτ0

2
βτ0/2

]

exp
(

− β
(

ξi +
τ0

2

))

.

Положим r6(ξi) = −

[

2βP ′
3
ε1/2

h

(1 − exp(−βτ0)

βτ0

− 1
)

+ ε−1/2P ′
3 2β

1 − exp(−βτ0)

βτ0

γ1 − ε

h

]

. Тогда

s̄2,2 = −ε−1/2P ′
3
(ξi)2β exp(−βξi) + r6(ξi)h exp(−βξi).

Можно показать, используя, например, формулу Тейлора функции exp(−βτ0) с остаточным
членом в интегральной форме, что

τ−1

0

∣

∣

∣

1 − exp(−βτ0)

βτ0

− 1
∣

∣

∣
≤ M(1 + τ0).

Это соотношение и оценка (3.1) приводят к неравенству |r6| ≤ M0(1 + ξi)
5.

Наконец, последнее слагаемое

s̄2,3 = x2

i (a0 + a′(θxi)ξiε
1/2)P ′

3(ξi) exp (−β(ξi + τ0)) + exp (−β(ξi + τ0)) (γ2 − ax2

i )P
′
3(ξi)

= a0ξ
2

i P ′
3(ξi)ε exp(−βξi) [1 + exp(−βτ0) − 1] + a′(θxi)ξ

3

i ε
3/2P ′

3(ξi) exp (−β(ξi + τ0))

+ (γ2 − ax2)P ′
3 exp (−β(ξi + τ0)) .

Отсюда s̄2,3 = a0ξ
2

i P ′
3
(ξi)ε exp(−βξi) + r7(ξi)(h + ε3/2) exp(−βξi), |r7(ξi)| ≤ M0(1 + ξi)

5.

Проведем оценку s̃2. Имеем s̃2 = Q2(ξi)h exp(−βξi). Здесь с целью однообразия обозначе-
ния величин, не являющихся главными, положено

Q2 = s̃2h
−1 exp(βξi)

= −
γ1 − ε + ε

ε
2β

1 − exp(−βτ0)

βτ0

(P1,3(−3ξi + τ0) − P1,2) + τ0

γ2 − ax2 + ax2

ε1/2
P1,3 exp(−βτ0).

Соответственно, с учетом (3.1) |Q2| ≤ M0(1 + ξi)
5, τ0 ≤ ξi, i ≥ 1. Подставляя полученные

представления слагаемых в s2, получим при ξi ≥ τ0 и τ0 ∈ [0,∞)

s2 =
(

b1ξiv0 − a0ξ
2

i v′0
)

ε1/2 +a0ξ
2

i P
′
3ε exp(−βξi)+Q3(ξi)(h+ε3/2) exp(−βξi), |Q3| ≤ M0(1+ ξi)

5.

В свою очередь, s3 = Q4h exp(−βξi), где Q4(ξi) = −bε1/2(P3)x̄ = −b(P ′
3
(ξi)+ τ0(P1,3(−3ξi + τ0)−

P1,2)), |Q4| ≤ M0(1 + ξi)
2, τ0 ≤ ξi, i ≥ 1. Отсюда и из (3.14) заключаем, что

ε1/2Λv1 =
(

b1ξiv0 − a0ξ
2

i v
′
0

)

ε1/2 +
(

−b1ξiv1 + a0ξ
2

i v
′
1

)

ε

+
[

Q5(ξi)(h + ε3/2) exp(−βξi) + P3(ξi − τ0)R1(ξi)ε
3/2 exp(−βξi)

]

. (3.17)

Здесь R1(ξi) ≡ b(xi)
[

F ′′(θ1xi)ξ
2

i sh2
βτ0

2
−G′′′(µ1xi)

ξ3

i

6
ε1/2 shβτ0

]

, а |Q5| ≤ M0(1+ξi)
5 при ξi ≥ τ0

и τ0 ∈ [0,∞).
Вычислим и оценим теперь εΛv2(ξi):

εΛv2(ξi) = P6(ξi − τ0)

[

γ1

4 sh2
βτ0

2
τ2
0

− ε1/2γ2

shβτ0

τ0

− εb

]

exp(−βξi)

+

{

γ1

[

ε(P6)xix̄i
exp

(

−
βτ0

2

)

− 4(P6)x̄i
ε1/2

sh
βτ0

2
τ0

]

+ εγ2(P6)x̃i
exp

(

−
βτ0

2

)

}

× exp
(

−β
(

ξi +
τ0

2

))

− εb(P6(ξi) − P6(ξi − τ0)) exp(−βξi).
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Представим это соотношение для удобства изложения в виде суммы трех слагаемых S1+S2+S3.
Их значения будут выписаны в процессе преобразований. Так,

S1 = P6(ξi − τ0)b(xi)ε
[

2F (xi) sh2
βτ0

2
− G(xi) sh βτ0 − 1

]

exp(−βξi) = P6(ξi − τ0)b
[

2F ′(θ2xi)ξi

×sh2
βτ0

2
−G′′(µ2xi)

ξ2

i

2
ε1/2 shβτ0

]

ε3/2 exp(−βξi) ≡ P6(ξi−τ0)R2(ξi)ε
3/2 exp(−βξi), 0 < θ2, µ2 < 1.

(3.18)
Далее

S2 =

{

γ1

[

ε(P6)xix̄i
exp

(

−
βτ0

2

)

− 4(P6)x̄i
ε1/2

sh
βτ0

2
τ0

]

+ εγ2(P6)x̃i
exp

(

−
βτ0

2

)

}

× exp
(

− β
(

ξi +
τ0

2

))

. (3.19)

Справедливы представления

(P6)xix̄i
= ε−1

[

P ′′
6 (ξi) + τ2

0 p2

]

, (P6)x̃i
= ε−1/2

[

P ′
6(ξi) + τ2

0 p3

]

, (P6)x̄i
= ε−1/2

[

P ′
6(ξi) + τ0p4

]

;

|p2| ≤ M0(1 + ξi)
2, |p3| ≤ M0(1 + ξi)

3, |p4| ≤ M0(1 + ξi)
4.

Подставим эти значения разностных производных в S2, получим

S2 =

{

γ1

[

P ′′
6 (ξi) + τ2

0 p2

]

exp
(

−
βτ0

2

)

− 4
sh

βτ0

2
τ0

γ1

[

P ′
6(ξi) + τ0p4

]

+ γ2ε
1/2 exp

(

−
βτ0

2

)

×
[

P ′
6(ξi) + τ2

0 p3

]

}

exp
(

− β
(

ξi +
τ0

2

))

=

{

γ1P
′′
6 (ξi) exp

(

−
βτ0

2

)

− 4
sh

βτ0

2
τ0

γ1P
′
6(ξi)

+ γ2ε
1/2P ′

6(ξi) exp
(

−
βτ0

2

)

+ γ1τ
2

0 p2 exp
(

−
βτ0

2

)

− 4
sh

βτ0

2
τ0

γ1τ0p4 + ε1/2γ2τ
2

0 p3 exp
(

−
βτ0

2

)

}

× exp
(

− β
(

ξi +
τ0

2

))

. (3.20)

Всю эту сумму разобьем на четыре слагаемых S2,1 + S2,2 + S2,3 + S2,4. Здесь

S2,1 = P ′′
6 (ξi)(γ1 − ε + ε) exp(−β(ξi + τ0)).

Используя уравнения (2.4) при p = 2, нетрудно видеть, что

S2,1 = ε
[

b2ξ
2

i v0 − a1ξ
3

i v
′
0 + b1ξiv1 − a0ξ

2

i v′1 + 2P6(ξi)β exp(−βξi)
]

exp(−βτ0)

+ P ′′
6 (ξi)(γ1 − ε) exp(−β(ξi + τ0)).

Отсюда в силу (3.1)

S2,1 = ε
[

b2ξ
2

i v0 − a1ξ
3

i v
′
0 + b1ξiv1 − a0ξ

2

i v′1 + 2βP ′
6(ξi) exp(−βξi)

]

(1 + exp(−βτ0) − 1)

+ r8(ξi)h
2 exp(−βξi) = ε

[

b2ξ
2

i v0 − a1ξ
3

i v
′
0 + b1ξiv1 − a0ξ

2

i v′1 + 2βP ′
6(ξi) exp(−βξi)

]

+ r9(ξi)h exp(−βξi) + r8(ξi)h
2 exp(−βξi), |r8|, |r9| ≤ M0(1 + ξi)

6.
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Второе слагаемое S2,2 = −P ′
6

4 sh
βτ0

2
τ0

(γ1 − ε + ε) exp
(

− β
(

ξi +
τ0

2

))

. Справедливо пред-

ставление −
4 sh

βτ0

2
τ0

= −2β exp
(βτ0

2

)

+
2

τ0

exp
(βτ0

2

)

∫

0

−βτ0

(βτ0 + α) exp α dα. Подставляя это

представление в предыдущее равенство, получим в силу (3.2)

S2,2 = −2βεP ′
6 exp(−βξi) + q5(ξi)h exp(−βξi), |q5| ≤ M0(1 + ξi)

5.

Выпишем третье и четвертое слагаемое:

S2,3 = P ′
6(ξi)ε

1/2(γ2−ax2+ax2) exp(−β(ξi+τ0)) = q6(ξi)(h+ε3/2) exp(−βξi), |q6| ≤ M0(1+ξi)
5;

S2,4 =

[

γ1τ
2

0 p2 exp
(

−
βτ0

2

)

− 4
sh

βτ0

2
τ0

γ1τ0p4 + ε1/2γ2τ
2

0 p3 exp
(

−
βτ0

2

)

]

exp
(

− β
(

ξi +
τ0

2

))

= q7h exp(−βξi), |q7| ≤ M0(1 + ξi)
5.

При выводе последнего соотношения были использованы неравенства (3.3). Проведенные пре-
образования и оценки слагаемых в S2 позволяют заключить, что

S2 =
[

b2ξ
2

i v0 − a1ξ
3

i v′0 + b1ξiv1 − a0ξ
2

i v
′
1

]

+ Q6h exp(−βξi), |Q6| ≤ M0(1 + ξi)
6,

при ξi ≥ τ0, τ0 ∈ [0,∞).
Последнее слагаемое S3 в εΛv2 имеет вид

S3 = −εb(xi)(P6(ξi) − P6(ξi − τ0)) exp(−βξi) = −εb(xi)(P6)x̄i
h exp(−βξi)

= −εb(xi)hε−1/2(P ′
6(ξi) + τ0p4) exp(−βξi) = hq8 exp(−βξi), |q8| ≤ M0(1 + ξi)

4.

Отсюда и из полученных представлений других слагаемых получено соотношение

εΛv2(ξi) =
(

b2ξ
2

i v0 − a1ξ
3

i v
′
0 + b1ξiv1 − a0ξ

2

i v′1
)

ε + Q7h exp(−βξi) + P6(ξi − τ0)R2ε
3/2 exp(−βξi),

(3.21)
|Q7| ≤ M0(1 + ξi)

6 при ξi ≥ τ0, τ0 ∈ [0,∞).

4. Оценка невязки внутреннего разложения

Представления (3.13), (3.17), (3.21) приводят к равенству при ξi ≥ τ0, τ0 ∈ [0,∞),

Λ(v0 + ε1/2v1 + εv2) = [µ̄0R0 + P3(ξi − τ0)R1 + P6(ξi − τ0)R2] ε
3/2 exp(−βξi)

+ Q8(ξi)(h + ε3/2) exp(−βξi), |Q8| ≤ M0(1 + ξi)
6. (4.1)

Займемся прежде всего оценкой R0. С этой целью выпишем явные виды функций F ′′′, GIV :

F ′′′(yi) = g−1f ′′′
0 − g−2(3f ′′

0 g′ + 3f ′
0g

′′ + f0g
′′′) + g−36(f ′

0g
′2 + f0g

′g′′) − g−46f0g
′3;

ε1/2GIV (ȳi) = ε1/2

{

g−1hIV
0 − g−2(4h′′′

0 g′ + 6h′′
0g

′′ + 4h′
0g

′′′ + h0g
IV ) + g−3(12h′′

0g′2 + 24h′
0g

′g′′

+8h0g
′g′′′ +6h0g

′′2)− g−4(24h′
0g

′3 +36h0g
′2g′′)+ g−5h0g

′4
}

; yi = θxi, ȳi = µxi, 0 < θ, µ < 1.

Проведем оценку слагаемых в этих представлениях при xi ≥ 2h (ξi ≥ 2τ0). Нетрудно заме-
тить, используя явный вид z, z0, что z +z0 ≥ βτ0, z−z0 ≥ βτ0(m1(1+ ξi))

−1,m1 = max(1,m/β).
Отсюда видно, что

g−1 =
1

ch z − ch z0

=
1

2 sh
z + z0

2
sh

z − z0

2

≤
M0(1 + ξi) exp(−z)

(1 − exp(−βτ0))τ0

. (4.2)
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Последовательно оценим слагаемые в F ′′′. Получим, пользуясь (4.2), явным видом функ-
ций f0, g и их производными оценку

|µ̄0|b(xi)
ξ3

i

3
|F ′′′|ε3/2 sh2

βτ0

2
≤ M0(1 + ξi)

3

×
[

(1 + ξi)
5hε−1 + (1 + ξi)

9(hε−1 + 1) + (1 + ξi)
10

( τ0β

1 − exp(−τ0β)

)2]

ε3/2 exp(βτ0).

Нетрудно видеть, что при x ≥ 0

x

1 − exp(−x)
≤

1 + x

1 − exp(−1)
. (4.3)

Поэтому предыдущее неравенство c учетом τ0 ≤ ξi (i ≥ 1) примет вид

|µ̄0|b(xi)
ξ3

i

3
|F ′′′|ε3/2 sh2

βτ0

2
≤ M0

[

(1 + ξi)
7h + (1 + ξi)

12(h + ε3/2) + (1 + ξi)
15ε3/2

]

exp(βτ0)

≤ M0(1 + ξi)
15(h + ε3/2) exp(βτ0). (4.4)

Проведем таким же образом оценку ε1/2GIV . Из (4.2), явного вида функций h0, g и их
производных можно получить, что

b(xi)
ξ4

i

24
|GIV |ε2 shβτ0 ≤ M0(1 + ξi)

21 exp(βτ0)
[ βτ0

1 − exp(−βτ0)

]4

ε3/2.

Принимая во внимание неравенство (4.3) при x = βτ0 и то, что τ0 ≤ ξi (i ≥ 1), приходим к
оценке

|µ̄0|b(xi)
ξ4

i

24
|GIV |ε2 shβτ0 ≤ M0(1 + ξi)

25ε3/2 exp(βτ0). (4.5)

Справедливо утверждение. При ξi ≥ 0, β > 0, при любом конечном k ≥ 0 и при ξi ∈ [0,∞)

ξk
i exp(−βξi) ≤ M(k) exp

(

−
βξi

2

)

≤ M0 exp
(

−
βξi

2

)

. (4.6)

Очевидно, кроме того, при ξi ≥ 2τ0 неравенство

exp(−βξi−1) ≤ exp
(

−
βξi

2

)

. (4.7)

Удобно для дальнейшего ввести следующее обозначение:

R̃0 = Q8(ξi)(h + ε3/2) + µ̄0ε
3/2R0(ξi), |Q8| ≤ M0(1 + ξi)

6. (4.8)

Исходя из этого равенства, определения R0 (3.12) и из оценок (4.1), (4.4), (4.5), приходим к
неравенству

|R̃0| ≤ M0(h + ε3/2)(1 + ξi)
25 exp(βτ0) (4.9)

при всех ξi ≥ τ0 и τ0 ∈ [0,∞). Отсюда при ξi ≥ 2τ0 в силу (4.7), (4.6)

|R̃0| exp(−βξi) ≤ M0(h + ε3/2)(1 + ξi)
25 exp(−βξi−1) ≤ M0(h + ε3/2)(1 + ξi)

25 exp
(

−
βξi

2

)

≤ M0(h + ε3/2) exp
(

−
βξi

3

)

≤ M0(h + ε3/2).

Теперь оценим R1 (3.17). Имеем R1 = b(xi)ξ
2

i

[

F ′′(θ1xi) sh2
βτ0

2
− G′′′(µ1xi)

ξi

6
ε1/2 shβτ0

]

.

Как и выше, выпишем явные виды F ′′, G
′′′

:

F ′′ = g−1f ′′
0 − g−2(2f ′

0g
′ + f0g

′′) + g−32f0g
′2,
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G′′′ = g−1h′′′
0 − g−2(3h′′

0g′ + 3h′
0g

′′ + h0g
′′′) − g−3(h′

0g
′2 + h0g

′g′′) − g−46h0g
′3.

Оценим прежде всего F ′′:

g−1|f ′′
0 | ≤ M0

(1 + ξi)
4 exp(−z + z0)

1 − exp(−βτ0)
, g−2(2|f ′

0g
′| + f0|g

′′|) ≤ M0

(1 + ξi)
6 exp(−z + z0)

(1 − exp(−βτ0))2
,

g−32f0g
′2 ≤ M0

(1 + ξi)
7τ0 exp(−z + z0)

(1 − exp(−βτ0))3
.

Используя полученные соотношения, а также (4.3) при x = βτ0, приходим к неравенству

b(xi)ξ
2

i |F
′′| sh2

βτ0

2
≤ M0(1 + ξi)

10 exp(βτ0), ξi ≥ τ0, τ0 ∈ [0,∞). (4.10)

Приступим к оценке G
′′′

:

ε1/2g−1|h′′′
0 | ≤ M0

(1 + ξi)
6 exp(−z + z0)

1 − exp(−βτ0)
,

ε1/2g−2(3|h′′
0 ||g

′| + 3|h′
0g

′′| + h0|g
′′′|) ≤ M0

(1 + ξi)
11τ0 exp(−z + z0)

(1 − exp(−βτ0))2
,

ε1/2g−3(|h′
0|g

′2 + h0|g
′||g′′|) ≤ M0

(1 + ξi)
10τ2

0
exp(−z + z0)

(1 − exp(−βτ0))3
,

ε1/2g−46h0|g
′3| ≤ M0

(1 + ξi)
10τ3

0
exp(−z + z0)

(1 − exp(−βτ0))4
.

Исходя из полученных неравенств и из оценки (4.3) при x = βτ0 и учитывая, что τ0 ≤ ξi i ≥ 1,
приходим к соотношению bξ3

i ε
1/2|G′′′| sh βτ0 ≤ M0(1 + ξi)

14 exp(βτ0), τ0 ∈ [0,∞). Отсюда и
из (4.10) при ξi ≥ τ0, τ0 ∈ [0,∞),

|P3(ξi − τ0)R1| ≤ M0(1 + ξi)
17 exp(βτ0). (4.11)

Таким образом, в силу (4.7), (4.6) при ξi ≥ 2τ0

|P3(ξi − τ0)R1|ε
3/2 exp(−βξi) ≤ M0ε

3/2 exp
(

−
βξi

3

)

≤ M0ε
3/2.

Преобразуем и проведем оценку R2(ξi), см. (3.18). Имеем

R2(ξi) = 2F ′(θ2xi)ξi sh
2

βτ0

2
− G′′(µ2xi)

ξ2

i

2
ε1/2 sh βτ0.

Выпишем, как и выше, явные виды F ′, G′′:

F ′ = f ′
0g

−1 − f0g
′g−2, G′′ = g−1h′′

0 − g−2(2h′
0g

′ + h0g
′′) + 2h0g

′2g−3.

Исходя из оценки (4.2) |F ′| ≤ M0

(1 + ξi)
4 exp(−z + z0)

(1 − exp(−βτ0))2
, в свою очередь

ε1/2|G′′| ≤ M0(1 + ξi)
7 exp(−z + z0)

1

1 − exp(−βτ0)

[

1 +
τ0

1 − exp(−βτ0)
+

τ2
0

(1 − exp(−βτ0))2

]

.

Подставляя в R2 полученные оценки |F ′|, |G′′|, принимая во внимание (4.3) при x = βτ0,
приходим к неравенству

|P6(ξi − τ0)R2| ≤ M0(1 + ξi)
17 exp(βτ0), ξi ≥ τ0, τ0 ∈ [0,∞). (4.12)
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Отсюда при ξi ≥ 2τ0 и в силу неравенств (4.7), (4.6)

|P6(ξi − τ0)R2|ε
3/2 exp(−βξi) ≤ M0ε

3/2 exp
(

−
βξi

3

)

≤ M0ε
3/2.

Положим

R ≡
[

R̃0 + (P3(ξi − τ0)R1 + P6(ξi − τ0)R2)ε
3/2

]

exp(−βξi). (4.13)

Исходя из этого определения, получим оценку |R| при τ0 ≤ 1 и всех ξi ≥ τ0. В силу (4.6),
(4.9), (4.11) и (4.12)

|R| ≤ M0(1 + ξi)
25(h + ε3/2) exp(−βξi) exp(βτ0) ≤ M0(1 + ξi)

25(h + ε3/2) exp(−βξi) exp(β)

≤ M0(h + ε3/2) exp
(

−
βξi

2

)

≤ M0(h + ε3/2). (4.14)

Пусть теперь τ0 ≥ 1, а ξi ≥ 2τ0, тогда из (4.7) и из (4.6)

|R| ≤ M0(1 + ξi)
25(h + ε3/2) exp(−βξi−1) ≤ M0(1 + ξi)

25(h + ε3/2) exp
(

−
βξi

2

)

≤ M0(h + ε3/2) exp
(

−
βξi

3

)

≤ M0(h + ε3/2). (4.15)

Таким образом, осталось показать, что эта оценка имеет место при ξi = τ0 и τ0 ≥ 1.

Вычислим с этой целью

Λ(v0 + ε1/2v1 + εv2) = Λ((µ̄0 + ε1/2P3 + εP6) exp(−βξi)) ≡ Λ(P̃6 exp(−βξi)) = P̃6(ξi − τ0)

×

[

γ1ε
−1

4 sh2
βτ0

2
τ2
0

− γ2ε
−1/2

sh βτ0

τ0

− b

]

exp(−βξi)

+

{

γ1

[

(P̃6)xix̄i
exp

(

−
βτ0

2

)

− ε−1/2(P̃6)x̄i

4 sh
βτ0

2
τ0

]

+ γ2(P̃6)x̃i
exp

(

−
βτ0

2

)

}

exp
(

−β
(

ξi +
τ0

2

))

− b(xi)h(P̃6)x̄i
exp(−βξi). (4.16)

Оценим вместе со множителями выражение, стоящее в фигурных скобках последнего равен-
ства при ξi = τ0, τ0 ≥ 1, обозначив его посредством Σ2. С этой целью прежде всего вернемся
к определению P̃6. Тогда, согласно (3.15), (3.19)

Σ2 = exp
(

− β
(

ξi +
τ0

2

))

{

γ1

[

ε1/2(P3)xix̄i
exp

(

−
βτ0

2

)

− (P3)x̄i

4 sh
βτ0

2
τ0

]

+ ε1/2γ2(P3)x̃i

× exp
(

−
βτ0

2

)

}

+ exp
(

− β
(

ξi +
τ0

2

))

{

γ1

[

ε(P6)xix̄i
exp

(

−
βτ0

2

)

− ε1/2(P6)x̄i

4 sh
βτ0

2
τ0

]

+ εγ2(P6)x̃i
exp

(

−
βτ0

2

)

}

= s2 + S2.

После элементарных преобразований согласно (3.16), (3.20) будем иметь

s2(τ0) = ε−1/2γ1P
′′
3 (τ0) exp(−2βτ0) + exp

(

−
3

2
βτ0

)

[

P ′
3(τ0)

(

− ε−1/2γ1

4 sh
βτ0

2
τ0
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+ γ2 exp

(

−
βτ0

2

))

+ τ0

(

− ε−1/2γ1

4 sh
βτ0

2
τ0

(−P1,32τ0 − P1,2) + γ2P1,3τ0 exp
(

−
βτ0

2

)

)]

.

Для наглядности проведем оценку |s2|, используя промежуточный результат. Согласно (3.1)
при τ0 ≥ 1

|s2| ≤ M

{

|γ1 − ε + ε|

ε1/2
τ0 exp(−2βτ0) + exp

(

−
3

2
βτ0

)

[

(1 + τ0)
2
|γ1 − ε + ε|

ε1/2
exp

(βτ0

2

)

×
1 − exp(−βτ0)

βτ0

+ |γ2 − a1h
2 + a1h

2| + τ0

(

|γ1 − ε + ε|

ε1/2
exp

(βτ0

2

)

(1 + τ0)
1 − exp(−βτ0)

βτ0

.

+ |γ2 − a1h
2 + a1h

2|τ0

)]

}

≤ M0(1 + τ0)
5h exp(−βτ0).

Аналогично согласно (3.20) получим явный вид S2:

S2(τ0) = γ1P
′′
6 (τ0) exp(−2βτ0) + exp

(

−
3

2
βτ0

)

[

P ′
6(τ0)

(

− γ1

4 sh
βτ0

2
τ0

+ ε1/2γ2 exp
(

−
βτ0

2

)

)

+ τ0

(

− γ1

4 sh
βτ0

2
τ0

p4 + ε1/2γ2τ0p3 exp
(

−
βτ0

2

)

)]

.

Оценку S2 проведем по той же схеме, что и оценку s2. В силу неравенств (3.3) при τ0 ≥ 1
будем иметь

|S2| ≤ M1

{

h(1+τ0)
4 exp(−2βτ0)+ετ0(1+τ0)

3 exp(−2βτ0)+exp
(

−
3

2
βτ0

)

[

(h(1+τ0)
5+(1+τ0)

4τ0ε)

× exp
(βτ0

2

)1 − exp(−βτ0)

βτ0

+ ε1/2M exp
(

−
βτ0

2

)

(1 + τ0)
4τ0

]

+ exp
(

−
3

2
βτ0

)

×

[

τ0h exp
(βτ0

2

)1 − exp(−βτ0)

βτ0

(1 + τ0)
4 + ετ0 exp

(βτ0

2

)1 − exp(−βτ0)

βτ0

(1 + τ0)
4

+ ε1/2Mτ0(1 + τ0)
4 exp

(

−
βτ0

2

)

]

}

≤ M0h(1 + τ0)
5 exp(−βτ0).

Из неравенств, полученных для S2, s2, следует, что

|Σ2(τ0)| ≤ M0h(1 + τ0)
5 exp(−βτ0) ≤ M0h exp

(

−
βτ0

2

)

≤ M0h. (4.17)

Преобразуем и оценим первое слагаемое в (4.16), обозначив его посредством Σ1. Имеем

Σ1(ξi) = P̃6(ξi − τ0)

[

γ1

4 sh2
βτ0

2
h2

− γ2

sh βτ0

h
− b

]

exp(−βξi) = P̃6(ξi − τ0)b(xi)
[

2F (xi) sh2
βτ0

2

− G(xi) sh βτ0 − 1
]

exp(−βξi) = B(xi)xi

[

F ′(θxi) sh
βτ0

2
− G′(θxi) ch

βτ0

2

]

exp(−βξi),

где 0 < θ < 1, B(xi) ≡ 2P̃6(ξi − τ0)b(xi) sh
βτ0

2
.
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Подставим вместо F ′ и G′ их явный вид и представим полученное выражение в виде двух
слагаемых Σ1(ξi) = B(xi)xi(J1 + J2) exp(−βξi), где

J1 = −g̃−1z̃′0 ch
(

z̃0 −
βτ0

2

)

, J2 = g̃−2(sh z̃z̃′ − sh z̃0z̃
′
0) sh

(

z̃0 −
βτ0

2

)

.

Волна ∼ над функцией означает, что она рассматривается в точке θxi. Применяя оценку (4.2),

получим |J1| ≤ M0

(1 + ξi) exp(−z̃)

(1 − exp(−βτ0))τ0

(1 + ξi)
2τ0 exp

(

z̃0 −
βτ0

2

)

при z̃0 −
βτ0

2
≥ 0. Отсюда

|J1| ≤ M0(1 + ξi)
3 exp

(

−
βτ0

2

)

, так как τ0 ≥ 1, а (z̃ − z̃0) ≥ 0. Если же
βτ0

2
− z̃0 ≥ 0, то

|J1| ≤ M0(1 + ξi)
3 exp(−z̃) exp

(βτ0

2
− z̃0

)

= M0(1 + ξi)
3 exp

(βτ0

2

)

exp(−z̃ − z̃0)

≤ M0(1 + ξi)
3 exp

(

−
βτ0

2

)

в силу того, что z̃ + z̃0 ≥ βτ0.

Аналогично проведем оценку |J2|. Пусть сначала z̃0 −
βτ0

2
≥ 0. Тогда

|J2| ≤ M0

(1 + ξi)
4τ0 exp

(

z̃0 −
βτ0

2

)

τ2
0
(1 − exp(−βτ0))

exp(−z̃) ≤ M0(1 + ξi)
4 exp

(

−
βτ0

2

)

.

Если
βτ0

2
− z̃0 ≥ 0, то

|J2| ≤ M0(1 + ξi)
4 exp

(βτ0

2
− z̃0

)

exp(−z̃) = M0(1 + ξi)
4 exp

(βτ0

2

)

exp(−z̃ − z̃0)

≤ M0(1 + ξi)
4 exp

(

−
βτ0

2

)

.

Из полученных неравенств при xi = h (ξi = τ0) приходим к соотношению

|Σ1(τ0)| ≤ 2|P̃6(0)|b(x1) exp
(βτ0

2

)

hM0(1 + τ0)
4 exp

(

−
βτ0

2

)

exp(−βτ0)

≤ M0h exp
(

−
βτ0

3

)

≤ M0h. (4.18)

Равенство (4.16) при ξi = τ0 в силу введенных обозначений слагаемых правой части примет
вид

Λ(P̃6 exp(−βξi))|ξi=τ0 = Σ1(τ0) + Σ2(τ0). (4.19)

Отсюда согласно (4.17), (4.18)

|Σ1(τ0) + Σ2(τ0)| ≤ |Σ1| + |Σ2| ≤ M0h. (4.20)

Соотношение (4.1) в силу введенных обозначений (4.8), (4.13) имеет вид

Λ(v0 + ε1/2v1 + εv2) ≡ Λ(P̃6 exp(−βξi)) = R(ξi). (4.21)

Правая часть R(ξi) согласно неравенствам (4.14) при ξi ≥ τ0, τ0 ≤ 1, (4.15) при ξi ≥ 2τ0,
τ0 ≥ 1, удовлетворяет оценке |R(ξi)| ≤ M0(h+ε3/2). Представление (4.21) не позволяло оценить
правую часть R при ξi = τ0. С этой целью при ξi = τ0 было выведено другое равенство (4.19)
и получена оценка (4.20).

Положим
Λ(P̃6 exp(−βξi)) = Rε(ξi), ξi ≥ τ0, τ0 ∈ [0,∞). (4.22)
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Здесь Rε(ξi) = R(ξi) при ξi ≥ τ0, τ0 ≤ 1, и при ξi ≥ 2τ0, τ0 ≥ 1, и Rε(ξi) = Σ1(τ0) + Σ2(τ0) при
ξi = τ0, τ0 ≥ 1. Из определения Rε следует в силу (4.14), (4.15) и (4.19), что при ξi ≥ τ0, τ0 ∈
[0,∞),

|Rε| ≤ M0(h + ε3/2). (4.23)

Вычислим значение разностного оператора Λ на частичной сумме ũε (2.1). В силу (3.7),
(4.22) Λ(u0 + εu1 + P̃6 exp(−βξi)) = f(xi) + f̃ε(xi)(h + ε2) + Rε, причем из ограниченности
|f̃ε| ≤ M2 и оценки (4.23) следует, что |f̃ε(xi)(h + ε2) + Rε| ≤ M0(h + ε3/2). Используя далее
принцип максимума, которым обладает разностный оператор Λ, докажем утверждение.

Лемма. Пусть ũε — частичная сумма асимптотического разложения решения uε зада-

чи (1.1), (1.2), uh — решение разностной задачи (1.3). Тогда в точках разностной сетки ωh

справедлива оценка

|ũε − uh| 6 M1(h + ε3/2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем с этой целью вспомогательную функцию Φ(xi) = γ3(h+
ε3/2) ± (ũε − uh), где γ3 > 0 — постоянная, которая будет выбрана в дальнейшем. Вычислим
ΛΦ(xi), имеем

ΛΦ(xi) = −b(xi)γ3(h + ε3/2) ± (f(xi) + f̃ε(xi)(h + ε2) + Rε − f(xi)),

следовательно,

ΛΦ(xi) ≤ −βγ3(h + ε3/2) + |f̃ε|(h + ε2) + |Rε| ≤ −βγ3(h + ε3/2) + M0(h + ε3/2).

Отсюда видно, что постоянную γ3 можно выбрать так, чтобы ΛΦ ≤ 0, а Φ(0),Φ(1) ≥ 0. Тогда
в силу принципа максимума Φ(xi) ≥ 0, значит, |ũε − uh| 6 M1(h + ε3/2), что и завершает
доказательство леммы.

Теорема. В точках сетки ω̄h для решения uε задачи (1.1), (1.2) и решения uh разностной

задачи (1.3) справедлива оценка |uε(xi) − uh(xi)| 6 Mh.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы и неравенства (2.5) имеем

|uε − uh| 6 |uε − ũε| + |ũε − uh| ≤ M1(h + ε3/2).

Из полученного неравенста при ε3/2 ≤ h и из (3.6) при ε3/2 ≥ h следует утверждение теоремы.
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