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Для двух конструкций интерполяционных сплайнов второй степени по Субботину и по Марсдену
установлены простые достаточные условия, при которых интерполянт наследует геометрические харак-
теристики (положительность, монотонность, выпуклость) интерполируемых данных.
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Yu. S.Volkov, V. T. Shevaldin. Shape preserving conditions for quadratic spline interpolation in the sense of
Subbotin and Marsden.

For two constructions of quadratic interpolation splines in the sense of Subbotin and Marsden, simple
sufficient conditions are established under which the interpolant inherits the geometric properties (positivity,
monotonicity, and convexity) of the interpolated data.
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Введение

В задачах интерполяции сплайнами четной степени множество точек интерполяции и сет-
ку узлов сплайна принято выбирать несовпадающими, в то время как для сплайнов нечетной
степени эти сетки совпадают. При интерполяции сплайнами второй степени распространены
два подхода: по Субботину и по Марсдену. Ю.Н.Субботин предложил узлы параболического
сплайна выбирать посередине между заданными точками интерполяции [1–3]. М.Марсден, на-
оборот, стал считать сетку узлов сплайна заданной, а точки интерполяции выбирал посередине
между узлами сплайна [4; 5].

Заметим, что это две принципиально различные конструкции, предназначенные, вообще
говоря, для разных задач. Например, если задан набор дискретных значений, которые тре-
буется интерполировать, то здесь подходит сплайн по Субботину, в то время как сплайн по
Марсдену будет существовать не для любой неравномерной сетки данных. В другом примере,
наоборот, подходят именно сплайны по Марсдену. Например, при приближении функции (зна-
чения которой можно вычислять в любой точке) требуется, чтобы узлы сплайна находились в
определенных точках (это может диктоваться положением возможных разрывов второй про-
изводной интерполянта). Такая задача легко решается сплайном по Марсдену, а сплайн по
Субботину для каких-то сеток может не существовать.

Конечно, в случае равномерных сеток получается одна и та же конструкция, но в целом
эти два разных сплайна обладают различными аппроксимативными свойствами.

Ранее одним из авторов было обнаружено [6], что, несмотря на принципиальные отличия
интерполянтов, между сплайнами по Субботину и по Марсдену существует тесная связь, и
между аппроксимативными свойствами этих разных конструкций был переброшен своеобраз-
ный мостик. Матрицы систем определяющих уравнений в одном подходе являются транспо-
нированными от соответствующих матриц в другом.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 11-07-00447, 11-01-00347) и программы под-
держки совместных интеграционных проектов СО РАН и УрО РАН (проекты 2012-Б32, 12-С-1-1018).
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Методика вывода подобных систем определяющих уравнений была предложена в [7].
В дальнейшем оказалось, что такие системы в случае кубических сплайнов удобны для иссле-
дования изогеометрических свойств интерполяционных сплайнов [8;9]. На основе этих систем
уравнений в работе [10] рассмотрен единый подход к получению достаточных условий фор-
мосохранения, т. е. k-монотонности (положительности k-й производной) кубического сплайна,
интерполирующего k-монотонные данные. До этого в [11] были получены только достаточные
условия монотонности и выпуклости (случаи k = 1 и k = 2). Отметим, что при локальной
аппроксимации полиномиальными сплайнами за счет отказа от интерполяции всегда можно
добиться наследования свойств монотонности и выпуклости [12–15].

В настоящей работе устанавлены достаточные условия k-монотонности сплайнов второй
степени, интерполирующих k-монотонные исходные данные (k = 0, 1, 2, 3). Причем, поскольку
системы определяющих уравнений для сплайнов по Субботину и по Марсдену связаны между
собой, нами получены условия формосохранения для обеих конструкций.

1. Две конструкции сплайнов второй степени

Пусть на отрезке [a, b] заданы две сетки узлов

X : x0 = a < x1 < . . . < xn = b,

Y : y0 = a < y1 < . . . < yn < b = yn+1

так, что yi = (xi−1 + xi)/2, i = 1, . . . , n.

Интерполяционным сплайном второй степени по Субботину будем называть сплайн s(x)
с узлами на сетке Y , который принимает в точках сетки X известные значения некоторой
функции f(x) : [a, b] → R, т. е.

s(xi) = f(xi), i = 0, . . . , n. (1.1)

Интерполяционным сплайном второй степени по Марсдену будем называть сплайн s(x)
с узлами на сетке X, который принимает в узлах сетки Y известные значения некоторой
функции f(x) : [a, b] → R, т. е.

s(yi) = f(yi), i = 0, . . . , n + 1. (1.2)

В обоих случаях мы рассматриваем простые сплайны (по терминологии [16]), т. е. макси-
мальной гладкости s(x) ∈ C1[a, b], причем сплайн по Марсдену определяется условиями (1.2)
однозначно, а для однозначного определения сплайна по Субботину кроме условий (1.1) нуж-
ны какие-либо краевые условия. Мы ограничимся лишь случаем задания на концах отрез-
ка [a, b] значений производной интерполируемой функции, т. е. считаем известными значения
f ′(a), f ′(b) и полагаем s′(a) = f ′(a), s′(b) = f ′(b). Кроме того, будем считать, что интерполи-
руемая функция f(x) k-монотонна для некоторого фиксированного k = 0, 1, 2, 3, т. е. функция
f (k)(x) неотрицательна на [a, b]. Но поскольку нам известна информация об интерполируе-
мой функции лишь в узлах сетки X (для сплайнов по Субботину) или Y (для сплайнов по
Марсдену), то под k-монотонностью данных мы понимаем неотрицательность разделенных
разностей k-го порядка от исходных данных, обозначаемых как ∆k

i,X = f [xi−k, . . . , xi], ∆k
i,Y =

f [yi−k, . . . , yi].

Наша цель — получить условия, при которых сплайн второй степени по Субботину и по
Марсдену будет наследовать свойство k-монотонности интерполируемых данных, т. е. условия
неотрицательности s(k)(x), k = 0, 1, 2, на [a, b]. Известно [17], что скачок второй производной
сплайна (величина разрыва второй производной в узлах сетки, отнесенная к шагу сетки) на
равномерных сетках приближает узловые значения третьей производной интерполируемой
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функции. Поэтому представляет интерес также получить условия 3-монотонности сплайнов
второй степени, т. е. условия неотрицательности скачков второй производной.

Производную сплайна s(k)(x), k = 0, 1, 2, будем представлять в виде разложения по B-
сплайнам порядка 3 − k или степени 2 − k (см., например, [3]). Для сплайнов по Субботину
имеем

s(k)(x) =
n∑

i=−2+k

α
(k)
i Ni,3−k,Y (x), (1.3)

а по Марсдену

s(k)(x) =

n−1∑

i=−2+k

α
(k)
i Ni,3−k,X(x). (1.4)

Здесь Ni,3−k,X и Ni,3−k,Y — B-сплайны порядка 3− k по сеткам X и Y соответственно, опре-
деляемые равенствами

Ni,r,X(x) = (xi+r − xi)
(
(· − x)+

)r−1
[xi, . . . , xi+r],

Ni,r,Y (x) = (yi+r − yi)
(
(· − x)+

)r−1
[yi, . . . , yi+r],

где разделенные разности от усеченной степенной функции g(t, x) =
(
(t − x)+

)r−1
берутся по

аргументу t. При этом сетки X и Y мы считаем расширенными влево и вправо кратными
дополнительными узлами x−2 = x−1 = a, b = xn+1 = xn+2, y−2 = y−1 = a, b = yn+2 = yn+3.

Поскольку B-сплайны являются неотрицательными функциями, то достаточными услови-
ями k-монотонности сплайнов (неотрицательности s(k)(x)) при k = 0, 1, 2 являются условия

неотрицательности набора коэффициентов α
(k)
−2+k, . . . , α

(k)
n в представлении (1.3) для сплайнов

по Субботину и коэффициентов α
(k)
−2+k, . . . , α

(k)
n−1 в представлении (1.4) для сплайнов по Мар-

сдену, а при k = 3 — условия неотрицательности скачков или разрывов второй производной
сплайнов в узлах сетки.

Указанные коэффициенты являются, вообще говоря, неизвестными параметрами сплай-
нов второй степени по Субботину и по Марсдену, и для их определения в [6] установлены
системы линейных уравнений. Приведем здесь эти системы уравнений. Введем стандартные
обозначения:

hi = xi+1 − xi, i = −2, . . . , n + 1;

µi =
hi−1

hi−1 + hi
, λi = 1 − µi, i = −1, . . . , n + 1.

Для сплайнов по Субботину в случае k = 0 параметры α
(0)
−2, . . . , α

(0)
n выводятся из системы

уравнений

α
(0)
−2 = f(a), α

(0)
−1 = f(a) +

h0

2
f ′(a),

Ni−2,3,Y (xi)α
(0)
i−2 + Ni−1,3,Y (xi)α

(0)
i−1 + Ni,3,Y (xi)α

(0)
i = f(xi), i = 1, . . . , n − 1,

α
(0)
n = f(b), α

(0)
n−1 = f(b) −

hn−1

2
f ′(b).





(1.5)

При k = 1 неизвестными будут α
(1)
−1, . . . , α

(1)
n , которые получаем из системы уравнений

α
(1)
−1 = f ′(a),

λi−1α
(1)
i−2 + (2 + µi−1 + λi)α

(1)
i−1 + µiα

(1)
i = 4∆1

i,X, i = 1, . . . , n,

α
(1)
n = f ′(b).





(1.6)
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При k = 2 система уравнений относительно α
(2)
0 , . . . , α

(2)
n такова:

3α
(2)
0 + α

(2)
1 = 4∆2

1,X,

µiα
(2)
i−1 + 3α

(2)
i + λiα

(2)
i+1 = 4∆2

i+1,X, i = 1, . . . , n − 1,

α
(2)
n−1 + 3α

(2)
n = 4∆2

n+1,X.





(1.7)

И, наконец, случай k = 3. Известно [17], что разрывы второй производной интерполяционного
сплайна по Субботину

βi = S′′(yi − 0) − S′′(yi + 0), i = 1, . . . , n,

отнесенные к шагу сетки hi, на равномерных сетках приближают f ′′′(yi). Система уравнений
относительно разрывов имеет вид

(2 + λ1)β1 + λ1β2 = 8δ3
2,X,

µiβi + (2 + µi + λi+1)βi+1 + λi+1βi+2 = 8δ3
i+2,X, i = 1, . . . , n − 2,

µn−1βn−1 + (2 + µn−1)βn = 8δ3
n+1,X,





(1.8)

где δ3
i,X = ∆2

i+1,X − ∆2
i,X, i = 2, . . . , n + 1.

Теперь — для сплайнов по Марсдену. Для k = 0 система уравнений относительно парамет-

ров α
(0)
−2, . . . , α

(0)
n−1 записывается следующим образом:

α
(0)
−2 = f(a),

λi−1α
(0)
i−3 + (2 + µi−1 + λi)α

(0)
i−2 + µiα

(0)
i−1 = 4f(yi), i = 1, . . . , n,

α
(0)
n−1 = f(b).





(1.9)

Система уравнений при k = 1 относительно неизвестных α
(1)
−1, . . . , α

(1)
n−1 выглядит так:

3α
(1)
−1 + α

(1)
0 = 4∆1

1,Y ,

µiα
(1)
i−2 + 3α

(1)
i−1 + λiα

(1)
i = 4∆1

i+1,Y , i = 1, . . . , n − 1,

α
(1)
n−2 + 3α

(1)
n−1 = 4∆1

n+1,Y .





(1.10)

Далее, случаю k = 2 соответствует система уравнений относительно α
(2)
0 , . . . , α

(2)
n−1:

h0(2 + λ1)α
(2)
0 + λ1h1α

(2)
1 = δ2

2,Y ,

µihi−1α
(2)
i−1 + hi(2 + µi + λi+1)α

(2)
i + λi+1hi+1α

(2)
i+1 = δ2

i+2,Y , i = 1, . . . , n − 2,

µn−1hn−2α
(2)
n−2 + hn−1(2 + µn−1)α

(2)
n−1 = δ2

n+1,Y ,





(1.11)

где δ2
i,Y = ∆1

i+1,Y − ∆1
i,Y , i = 2, . . . , n + 1. И, наконец, в случае k = 3 разрывы второй про-

изводной в узлах сетки βi = S′′(xi − 0) − S′′(xi + 0), i = 1, . . . , n − 1, находим из системы
уравнений

N0,3,Y (x1)β1 + N0,3,Y (x2)β2 = 2δ3
3,Y ,

Ni,3,Y (xi)βi + Ni,3,Y (xi+1)βi+1 + Ni,3,Y (yi+2)βi+2 = 2δ3
i+3,Y , i = 1, . . . , n − 3,

Nn−2,3,Y (xn−2)βn−2 + Nn−2,3,Y (xn−1)βn−1 = 2δ3
n+1,Y ,





(1.12)

где δ3
i,Y = ∆2

i+1,Y − ∆2
i,Y , i = 3, . . . , n + 1.
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2. Условия k-монотонности

Основным инструментом для получения условий k-монотонности является доказанная в [10]
теорема о положительном решении системы линейных алгебраических уравнений

Az = g (2.13)

относительно неизвестных z = (z0, z1, . . . , zn)T с трехдиагональной матрицей коэффициентов

A =




a0 b0
c1 a1 b1

. . .
. . .

. . .
cn−1 an−1 bn−1

cn an




и вектором правой части g = (g0, g1, . . . , gn)T .

Теорема 1 [10, теорема 3]. Пусть элементы матрицы A и вектора правой части g си-

стемы (2.13) неотрицательны и матрица A приводится к матрице со строгим диагональ-

ным преобладанием (по строкам или столбцам) путем домножения ее на диагональную

матрицу с положительными диагональными элементами. Тогда решение z будет неотри-

цательным, если выполнены неравенства

g0 −
b0

a1
g1 > 0;

gi −
ci

ai−1
gi−1 −

bi

ai+1
gi+1 > 0, i = 1, . . . , n − 1;

gn −
cn

an−1
gn−1 > 0.

Отметим, что частные случаи этой теоремы (когда сама матрица A имеет диагональное
преобладание по строкам или столбцам) доказаны в работах [11; 18].

Применение теоремы 1 к системам уравнений (1.5)–(1.12) приводит к достаточным услови-
ям положительности (неотрицательности) неизвестных параметров этих систем. Ясно, что это-
го достаточно для 3-монотонности. В остальных случаях (k = 0, 1, 2) k-монотонность сплайна
следует из того, что определяемые параметры являются коэффициентами разложения соответ-
ствующей производной сплайна по неотрицательным B-сплайнам, следовательно, неотрица-
тельность коэффициентов разложения производной сплайна обеспечивает неотрицательность
и самой производной.

Очевидно, системы (1.6)–(1.10) имеют диагональное преобладание, матрица системы (1.11)
будет иметь диагональное преобладание после умножения ее справа на диагональную матрицу
diag{h−1

0 , . . . , h−1
n−1}. Осталось исследовать только две системы (1.5) и (1.12). В системе урав-

нений (1.5) для двух первых и двух последних неизвестных выписаны явные формулы, по-

этому эту систему можно рассматривать лишь относительно неизвестных α
(0)
0 , . . . , α

(0)
n−2. Мат-

рица такой урезанной системы совпадает с транспонированной матрицей системы (1.12). Та-
ким образом, нам осталось показать, что матрица урезанной системы удовлетворяет условиям
теоремы 1. Покажем, что умножение этой матрицы справа на матрицу diag{h0 +h1, . . . , hn−2 +
hn−1} дает матрицу со строгим диагональным преобладанием.

В самом деле, величина диагонального преобладания в i-й строке преобразованной матри-
цы определяется как

(hi−1 + hi)Ni−1,3,Y (xi) − (hi−2 + hi−1)Ni−2,3,Y (xi) − (hi + hi+1)Ni,3,Y (xi)

= (hi−1 + hi)
[ hi(hi−2 + 2hi−1)

(hi−1 + hi)(hi−2 + 2hi−1 + hi)
+

hi−1(2hi + hi+1)

(hi−1 + hi)(hi−1 + 2hi + hi+1)

]
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−
(hi−2 + hi−1)h

2
i

(hi−1 + hi)(hi−2 + 2hi−1 + hi)
−

(hi + hi+1)h
2
i−1

(hi−1 + hi)(hi−1 + 2hi + hi+1)
=

2hi−1hi

hi−1 + hi
.

Таким образом, все системы уравнений (1.5)–(1.12) удовлетворяют условиям теоремы 1.
Применение данной теоремы приводит к достаточным условиям k-монотонности для интерпо-
ляционных сплайнов второй степени по Субботину и по Марсдену при каждом фиксированном
k = 0, 1, 2, 3.

Теорема 2. Пусть сплайны второй степени по Субботину и по Марсдену интерполиру-

ют положительные данные функции f(x). Тогда сплайн по Субботину будет неотрицатель-

ным, если выполнены условия

f(a) +
h0

2
f ′(a) > 0,

f(x1) − N−1,3,Y (x1)
(
f(a) +

h0

2
f ′(a)

)
−

N1,3,Y (x1)

N1,3,Y (x2)
f(x2) > 0,

f(xi) −
Ni−2,3,Y (xi)

Ni−2,3,Y (xi−1)
f(xi−1) −

Ni,3,Y (xi)

Ni,3,Y (xi+1)
f(xi+1) > 0, i = 2, . . . , n − 2,

f(xn−1) − Nn−1,3,Y (xn−1)
(
f(b) −

hn−1

2
f ′(b)

)
−

Nn−3,3,Y (xn−1)

Nn−3,3,Y (xn−2)
f(xn−2) > 0,

f(b) −
hn−1

2
f ′(b) > 0,

а сплайн по Марсдену — при выполнении условий

f(y1) −
1

4
f(a) −

µ1

2 + µ1 + λ2
f(y2) > 0,

f(yi) −
λi−1

2 + µi−2 + λi−1
f(yi−1) −

µi

2 + µi + λi+1
f(yi+1) > 0, i = 2, . . . , n − 1,

f(yn) −
λn−1

2 + µn−2 + λn−1
f(yn−1) −

1

4
f(b) > 0.

Теорема 3. Пусть сплайны второй степени по Субботину и по Марсдену интерполиру-

ют монотонные данные функции f(x). Тогда сплайн по Субботину будет монотонным, если

выполнены условия

∆1
1,X −

1

4
f ′(a) −

µ1

2 + µ1 + λ2
∆1

2,X > 0,

∆1
i,X −

λi−1

2 + µi−2 + λi−1
∆1

i−1,X −
µi

2 + µi + λi+1
∆1

i+1,X > 0, i = 2, . . . , n − 1,

∆1
n,X −

λn−1

2 + µn−2 + λn−1
∆1

n−1,X −
1

4
f ′(b) > 0,

а сплайн по Марсдену — при выполнении условий

3∆1
1,Y − ∆1

2,Y > 0,

3∆1
i+1,Y − µi∆

1
i,Y − λi∆

1
i+2,Y > 0, i = 1, . . . , n − 1,

3∆1
n+1,Y − ∆1

n,Y > 0.

Теорема 4. Пусть сплайны второй степени по Субботину и по Марсдену интерполи-

руют выпуклые данные функции f(x). Тогда сплайн по Субботину будет выпуклым, если

выполнены условия

3∆2
1,X − ∆2

2,X > 0,

3∆2
i+1,X − µi∆

2
i,X − λi∆

2
i+2,X > 0, i = 1, . . . , n − 1,

3∆2
n+1,X − ∆2

n,X > 0,
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а сплайн по Марсдену — при выполнении условий

δ2
2,Y −

λ1

2 + µ1 + λ2
δ2
3,Y > 0,

δ2
i+1,Y −

µi−1

2 + µi−2 + λi−1
δ2
i,Y −

λi

2 + µi + λi+1
δ2
i+2,Y > 0, i = 2, . . . , n − 1,

δ2
n+1,Y −

µn−1

2 + µn−2 + λn−1
δ2
n,Y > 0.

Теорема 5. Пусть сплайны второй степени по Субботину и по Марсдену интерполиру-

ют 3-монотонные данные функции f(x). Тогда сплайн по Субботину будет 3-монотонным,

если выполнены условия

δ3
2,X −

λ1

2 + µ1 + λ2
δ3
3,X > 0,

δ3
i+1,X −

µi−1

2 + µi−2 + λi−1
δ3
i,X −

λi

2 + µi + λi+1
δ3
i+2,X > 0, i = 2, . . . , n − 1,

δ3
n+1,X −

µn−1

2 + µn−2 + λn−1
δ3
n,X > 0,

а сплайн по Марсдену — при выполнении условий

δ3
3,X −

N0,3,Y (x2)

N1,3,Y (x2)
δ3
4,X > 0,

δ3
i+2,X −

Ni−1,3,Y (xi−1)

Ni−2,3,Y (xi−1)
δ3
i+1,X −

Ni−1,3,Y (xi+1)

Ni,3,Y (xi+1)
δ3
i+3,X > 0, i = 2, . . . , n − 2,

δ3
n+1,X −

Nn−2,3,Y (xn−2)

Nn−3,3,Y (xn−2)
δ3
n,X > 0.

Отметим, что под 3-монотонностью сплайна второй степени мы понимаем неотрицатель-
ность разрывов второй производной в узлах сетки сплайна. Такое допущение оправдано тем,
что на равномерных сетках в периодическом случае величина разрыва, отнесенная к шагу
сетки, приближает третью производную интерполируемой функции [17] (на равномерных сет-
ках обе конструкции по Субботину и по Марсдену одинаковы) даже с порядком O(h4) шага
сетки h → 0 [19]. На произвольных неравномерных сетках такой факт не имеет места ввиду
отсутствия баланса суммы коэффициентов при неизвестных и коэффициента в правой части
уравнений в системах (1.8) и (1.12). Тем не менее в работе [20] для сплайнов нечетной сте-
пени 2m − 1 показано, что приближение производной порядка 2m интерполируемой функции
величинами разрыва старших производных сплайна возможно и на некоторых специальных
неравномерных сетках.

Отметим, что достаточные условия монотонности и выпуклости (теоремы 3 и 4) для интер-
поляционных сплайнов второй степени по Субботину ранее были получены в работах [11; 21].
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 18 № 4 2012

УДК 517.518.86

ОЦЕНКА СРЕДНЕГО ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО
ПРОИЗВОДНОЙ МНОГОЧЛЕНА

ЧЕРЕЗ ЕГО РАВНОМЕРНУЮ НОРМУ НА ОТРЕЗКЕ1

М. Р. Габдуллин

В работе исследуется оценка среднего геометрического производной алгебраического многочлена сте-
пени не выше n через его равномерную норму на отрезке. В общем случае получены близкие двусторонние
оценки наилучшей константы, которые дают ее порядковый рост по n. В случае n = 2 наилучшая кон-
станта найдена точно.

Ключевые слова: неравенство Маркова, алгебраические многочлены, многочлены Чебышёва.

M.R. Gabdullin. An estimate of the geometric mean of the derivative of a polynomial in terms of its uniform
norm on a closed interval.

We study an estimate of the geometric mean of the derivative of an algebraic polynomial of degree at most n
in terms of its uniform norm on a closed interval. In the general case, we obtain close two-sided estimates for
the best constant; the estimates describe the order growth of the constant with respect to n. In the case n = 2,
the best constant is found exactly.

Keywords: Markov’s inequality, algebraic polynomials, Chebyshev polynomials.

1. Введение

А.А. Марков [1] в 1889 г. доказал, что на множестве Pn алгебраических многочленов сте-
пени не выше n с действительными коэффициентами справедливо точное неравенство

‖P ′‖∞ 6 n2‖P‖∞,

где ‖P‖∞ = max{|P (x)| : x ∈ [−1, 1]}; экстремальным в этом неравенстве является многочлен
Чебышёва 1-го рода

Tn(x) = cos(n arccos x), x ∈ [−1, 1].

В 1981 г. Б.Д. Боянов [2] получил следующее обобщение этого неравенства, а именно он дока-
зал, что при всех p > 1

‖P ′‖p 6 M(n, p)‖P‖∞, P ∈ Pn, (1)

c точной константой M(n, p) = ‖T ′
n‖p. Здесь и ниже

‖P‖p =

(
1

2

1∫

−1

|P (x)|pdx

)1/p

, 0 < p < ∞. (2)

Неравенство (1) является частным случаем неравенства Маркова — Никольского

‖P (k)‖p 6 M(n, k; p, q) ‖P‖q, P ∈ Pn, 0 6 k 6 n, 0 6 p, q 6 ∞. (3)

1Работа выполнена при поддержке Министерства образования и науки РФ в рамках государствен-
ного задания вузам на проведение фундаментальных и прикладных исследований (проект 1.1544.2011)
и при поддержке РФФИ (проект 12-01-31495).
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Этому неравенству посвящено большое число работ; хороший обзор результатов можно найти
в [3; 4]. В настоящее время известен порядок поведения наилучшей константы M(n, k; p, q) в
неравенстве (3) по n при n → ∞ для фиксированных значений 0 6 k 6 n, 0 < p, q 6 ∞:

M(n, k; p, q) ≍





n2k+2/q−2/p, если k > 2/p − 2/q,

nk(ln(n + 1))1/p−1/q , если k = 2/p − 2/q,

nk, если k < 2/p − 2/q.

Этот результат содержит порядок поведения наилучшей константы M(n, p) в неравен-
стве (1) по n при фиксированном значении 0 < p 6 ∞; в частности,

M(n, p) ≍ n, если 0 < p < 2.

Известно (см., например, [5, п. 6.7, теорема 185]), что при p → 0+ функционал (2) имеет
предел

‖P‖0 = lim
p→0+

‖P‖p = exp

(
1

2

1∫

−1

ln |P (x)|dx

)
,

который является средним геометрическим модуля P на [−1, 1]. Точная константа в неравен-
стве (3) при q = 0, 0 6 p 6 ∞ найдена П.Ю.Глазыриной [4; 6; 7].

В данной работе рассматривается задача о значении наилучшей константы в неравен-
стве (1) при p = 0:

‖P ′‖0 6 M(n)‖P‖∞, P ∈ Pn. (4)

Для произвольного n > 2 в работе получен следующий результат.

Теорема 1. Для любого n > 2 справедливы оценки

Kn < M(n) < n, (5)

где

K = exp

(
1 − ln 2 −

M1

2
π

)
= 0.479898 . . . , (6)

M1 = max
{
− sin 2t · ln tg t : 0 < t 6

π

4

}
= 0.662743 . . .

В случае n = 1 задача (4) тривиальна, экстремальным является многочлен P (x) = T1(x) = x
и наилучшая константа есть M(1) = 1. В работе будет исследовано неравенство (4) при n = 2.

Теорема 2. При n = 2 в задаче (4) экстремален многочлен Чебышёва T2(x) = 2x2 − 1, и

наилучшая константа имеет следующее значение:

M(2) = sup
{
‖P ′‖0 : P ∈ P2, ‖P‖∞ = 1

}
= ‖T ′

2‖0 =
4

e
.

2. Оценка снизу в теореме 1

Лемма. Для любого n ∈ N справедливо равенство

‖T ′
n‖0 = C(n)n,

в котором величина C(n) обладает следующими двумя свойствами:

C(n) →
e

4
при n → ∞, K < C(n) <

e

2
,
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и константа K описана в (6).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольное натуральное n. Обозначим

In =

1∫

−1

ln |T ′
n(x)|dx.

Так как старший коэффициент многочлена Tn равен 2n−1 (см., например, [8, глава III, §1]), то
получаем

T ′
n(x) = n2n−1

n−1∏

k=1

(x − xk), xk = cos
πk

n
.

Поэтому

In = 2(ln n + (n − 1) ln 2) +

n−1∑

k=1

1∫

−1

ln |x − xk|dx.

Исследуем последнюю величину. Нетрудно убедиться, что для функции p(x) =

∫ 1

−1
ln |t − x|dt

при x ∈ (−1, 1) имеет место формула

p(x) = (1 − x) ln (1 − x) + (1 + x) ln (1 + x) − 2; (7)

отметим, что функция p – четная. Рассмотрим далее два случая.

а) Пусть n = 2m. В этом случае точки xk = cos (πk/(2m)) расположены симметрично
относительно нуля и xm = 0. Поэтому

n−1∑

k=1

1∫

−1

ln |x − xk|dx = p(0) + 2
∑

xk>0

p(xk) = −2 + 2

n/2−1∑

k=1

p(xk),

а следовательно,

In = (−2 − 2 ln 2) + 2 ln n + 2 ln 2 · n + 2

n/2−1∑

k=1

p(xk). (8)

В силу формулы (7) при t ∈ (0, π/2) выводим

p(cos t) = −2 + 2 cos2 t

2
· ln 2 cos2 t

2
+ 2 sin2 t

2
· ln 2 sin2 t

2

= −2 + 2 ln 2 + 4
(

cos2 t

2
· ln cos

t

2
+ sin2 t

2
· ln sin

t

2

)
.

Введем функцию s(t) = cos2 t · ln cos t + sin2 t · ln sin t, t ∈ (0, π/2), и точки tk = πk/(2n). В этих
обозначениях формула (8) примет вид

In = (−2 − 2 ln 2) + 2 ln n + 2 ln 2 · n + 2

n/2−1∑

k=1

(−2 + 2 ln 2 + 4s(tk))

= (−2 − 2 ln 2) + 2 ln n + 2 ln 2 · n + 2
(n

2
− 1
)

(−2 + 2 ln 2) + 8

n/2−1∑

k=1

s(tk).

Итак,

In = (2 − 6 ln 2) + 2 ln n + (4 ln 2 − 2)n + 8

n/2−1∑

k=1

s(tk). (9)
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Исследуем вначале поведение суммы Σn =
∑n/2−1

k=1 s(tk). В этой сумме tk = πk/(2n) ∈
(0, π/4) , ∆tk = tk+1 − tk = π/(2n). Отсюда следует, что

Σn
π

2n
→

π/4∫

0

s(t)dt, n → ∞.

Это соотношение можно переписать в виде

1

n
Σn →

2

π

π/4∫

0

s(t)dt, n → ∞.

Отсюда и из (9) следует, что

1

n
In → 4 ln 2 − 2 +

16

π

π/4∫

0

s(t)dt, n → ∞.

Непосредственные вычисления показывают, что

∫ π/4

0
s(t)dt = −π(2 ln 2 − 1)/8. Таким образом,

In

n
→ 0, n → ∞.

Положим Gn =
∑n/2

k=1 s(tk)π/(2n), где tn/2 = π/4. Оценим величину

(4 ln 2 − 2)n + 8Σn = −
16

π

π/4∫

0

s(t)dt · n +
16n

π

(
Gn −

π

2n
s
(π

4

))

=
16n

π

(
Gn −

π/4∫

0

s(t)dt

)
− 8s

(π

4

)
=

16n

π

(
Gn −

π/4∫

0

s(t)dt

)
+ 4 ln 2.

Величина Gn есть приближенное значение интеграла

∫ π/4

0
s(t)dt, посчитанное с помощью ме-

тода правых прямоугольников. В этом случае известно, что

∣∣∣∣∣Gn −

π/4∫

0

s(t)dt

∣∣∣∣∣ <
M1

2

(π

4
− 0
)

∆tk = M1
π2

16n
, M1 = max

06t6π/4
|s′(t)| = 0.662743 . . .

Кроме того, так как lim
t→0+

s(t) = 0 и s′(t) = sin 2t · ln tg t < 0 при 0 < t < π/4, то функция s(t)

строго убывает и отрицательна на интервале (0, π/4). Отсюда следует, что |Gn| >

∣∣∣∣
∫ π/4

0
s(t)dt

∣∣∣∣.
Таким образом,

0 >
16n

π

(
Gn −

π/4∫

0

s(t)dt

)
> −M1π.

Итак, окончательно имеем

In = (2 − 6 ln 2 + 4 ln 2) + 2 ln n +
16n

π

(
Gn −

π/4∫

0

s(t)dt

)
.
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Или, положив An = 16n/π ·

(
Gn −

∫ π/4

0
s(t)dt

)
, можем записать

In = (2 − 2 ln 2) + 2 ln n + A(n), A(n) ∈ (−M1π, 0).

Найдем lim
n→∞

An. Имеем

tk+1∫

tk

(s(tk+1) − s(t))dt =

tk+1∫

tk

tk+1∫

t

s′(ξ)dξdt =

tk+1∫

tk

s′(ξ)(ξ − tk)dξ = s′(ξk)
(∆tk)

2

2
, ξk ∈ (tk, tk+1).

Следовательно,

π

16
An = n

n/2−1∑

k=0

tk+1∫

tk

(s(tk+1) − s(t))dt =
n∆tk

2

n/2−1∑

k=0

s′(ξk) · △tk.

Отсюда заключаем, что при n → ∞

π

16
An →

π

4

π/4∫

0

s′(t)dt =
π

4
· s
(π

4

)
= −

π

8
ln 2.

Таким образом, если n = 2m, то An → −2 ln 2 при n → ∞.

б) Пусть n = 2m+1. Будем рассуждать аналогично предыдущему случаю. В данном случае

n−1∑

k=1

1∫

−1

ln |x − xk|dx = 2

(n−1)/2∑

k=1

p(xk),

и, следовательно,

In = −2 ln 2 + 2 ln n + 2 ln 2 · n + 2

(n−1)/2∑

k=1

p(xk).

При этом

2

(n−1)/2∑

k=1

p(xk) = 2

(n−1)/2∑

k=1

(−2 + 2 ln 2 + 4s(tk)) = (n − 1)(−2 + 2 ln 2) + 8

(n−1)/2∑

k=1

s(tk).

Отсюда

In = 2 − 4 ln 2 + 2 ln n + (4 ln 2 − 2)n + 8

(n−1)/2∑

k=1

s(tk). (10)

Положим

Gn =

(n−1)/2∑

k=1

s(tk)
π

2n
+ s

(π

4

) π

4n
.

В этом обозначении имеем

8

(n−1)/2∑

k=1

s(tk) =
16n

π

( (n−1)/2∑

k=1

s(tk)
π

2n
+ s

(π

4

) π

4n

)
− 4s

(π

4

)
=

16n

π
Gn + 2 ln 2.
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Подставляя последнее выражение в (10) и обозначая

An =
16n

π
Gn + (4 ln 2 − 2)n =

16n

π

(
Gn −

π/4∫

0

s(t)dt

)
,

получаем In = (2 − 2 ln 2) + 2 ln n + An. Имеем

∣∣∣∣∣Gn −

π/4∫

0

s(t)dt

∣∣∣∣∣ <
M1

2

π

2n

(π

4
−

π

4n

)
+

M1

2

π

4n

π

4n
=

M1π

16n
−

M1π

32n2
<

M1π

16n
,

а значит, снова имеем 0 > A(n) > −M1π.

По аналогии со случаем а) найдем lim
n→∞

An. Выводим

π

16
An = n

(n−3)/2∑

k=0

tk+1∫

tk

(s(tk+1) − s(t))dt

=
n∆tk

2

(n−3)/2∑

k=0

s′(ξk)△tk + n

π/4∫

π/4−π/(4n)

(
s
(π

4
−

π

4n

)
− s

(π

4

))
dt,

отсюда заключаем, что

π

16
An →

π

4

π/4∫

0

s′(t)dt = −
π

8
ln 2, n → ∞.

Таким образом, и в случае n = 2m + 1 справедливо соотношение An → −2 ln 2 при n → ∞.

Итак, мы доказали, что вне зависимости от четности n выполняется соотношение
In = (2 − 2 ln 2) + 2 ln n + A(n), в котором A(n) ∈ (−M1π, 0) и A(n) → −2 ln 2 при n → ∞.
Следовательно, справедлива формула

‖T ′
n‖0 = exp

(
ln n + (1 − ln 2) +

1

2
A(n)

)
= C(n)n,

в которой C(n) = e(1−ln 2)+A(n)/2. Поскольку A(n)/2 ∈ (−M1π/2, 0) и A(n)/2 → − ln 2 при
n → ∞, то C(n) ∈ (K, e/2) и C(n) → e/4 при n → ∞; здесь K = exp(1 − ln 2 − M1π/2) =
0.479898 . . . Лемма доказана.

Для доказательства оценки снизу в (5) положим P = Tn и воспользуемся леммой:

M(n) = sup

{
‖P ′‖0

‖P‖∞
: P ∈ Pn, P 6≡ 0

}
> ‖T ′

n‖0 > Kn.

3. Завершение доказательства теоремы 1

Для доказательства оценки сверху в теореме 1 воспользуемся тем, что при 0 6 p 6 ∞ на
множестве Tn тригонометрических полиномов степени не выше n с вещественными коэффи-
циентами имеет место точное неравенство

‖F ′‖p 6 n‖ cos t‖p · ‖F‖∞, F ∈ Tn, (11)
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где

‖F‖p =

(
1

2π

2π∫

0

|F (t)|pdt

)1/p

, 0 < p < ∞;

‖F‖∞ = max{|F (t)| : t ∈ [0, 2π]}; ‖F‖0 = exp

(
1

2π

2π∫

0

ln |F (t)|dt

)
.

При p = ∞ это есть известное неравенство Бернштейна. При 1 6 p < ∞ неравенство (11)
следует из результатов работы [9] Кальдерона и Клейна 1951 г. В случае 0 6 p < 1 неравен-
ство (11) доказано в недавних работах В.В. Арестова и П.Ю. Глазыриной [10;11].

В частности, при p = 1 неравенство (11) принимает вид

‖F ′‖1 6 n‖ cos t‖1 · ‖F‖∞ =
2

π
n‖F‖∞, F ∈ Tn.

Для многочлена P ∈ Pn функция F (t) = P (cos t) является вещественным четным тригономет-
рическим полиномом порядка n. Поэтому

‖P ′‖0 < ‖P ′‖1 =
1

2

1∫

−1

|P ′(x)|dx =
1

2

π∫

0

|P ′(cos t)| sin tdt =
1

4

2π∫

0

|P ′(cos t) sin t|dt

=
π

2

1

2π

2π∫

0

|P ′(cos t) sin t|dt =
π

2
‖F ′‖1 6

π

2

2

π
n‖F‖∞ = n‖F‖∞ = n‖P‖∞.

Оценка сверху в теореме 1 доказана.

Теорема 1 доказана полностью.

4. Случай n = 2. Доказательство теоремы 2

Будем искать экстремальный многочлен в виде P (x) = x2 + bx + c. Тогда

M(2) = sup
b,c∈R

‖P ′‖0

‖P‖∞
= sup

b,c∈R

‖2x + b‖0

max
x∈[−1,1]

|x2 + bx + c|
.

Обозначим

f(b, c) =
‖2x + b‖0

max
x∈[−1,1]

|x2 + bx + c|
.

При фиксированном b максимизируем функцию f(b, c) по аргументу c, т. е. найдем такую точку
c = c(b), что f(b, c(b)) = sup

c∈R

f(b, c). Тогда будем иметь

M(2) = sup
b,c∈R

f(b, c) = sup
b∈R

(
sup
c∈R

f(b, c)

)
= sup

b∈R

f(b, c(b)) = sup
b∈R

H(b),

где H(b) = f(b, c(b)).

Достаточно рассмотреть случай b > 0, так как при b < 0 заменой x = −t можно свести
задачу к случаю b > 0. Более того, достаточно рассматривать случай 0 6 b 6 2.

Действительно, при b > 2 парабола x2 + bx+ c строго возрастает на отрезке [−1, 1], значит,
‖P‖∞ = max{|P (1)|, |P (−1)|}. Легко понять, что в этом случае величина ‖P‖∞ минимальна
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по c при условии, что −P (−1) = P (1), или, что то же самое, −(1 − b + c) = 1 + b + c. Откуда
2c + 2 = 0, c = c(b) = −1 и ‖P‖∞ = b. Таким образом, выводим

H(b) =
‖2x + b‖0

b
, b > 2.

Предположим, что величина M(2) = sup
b>0

H(b) достигается при некотором b > 2, т. е. M(2) =

‖2x + b‖0/b. Тогда в силу обратного неравенства треугольника в пространстве L0 (см., напри-
мер, [5, п. 6.7, теорема 185]) и того, что ‖2x + b‖0 = ‖2x − b‖0, имеем

2M(2) =
‖2x + b‖0 + ‖2x − b‖0

b
6

‖|2x + b| + |2x − b|‖0

b
=

‖2x + b + b − 2x‖0

b
=

‖2b‖0

b
= 2,

откуда M(2) 6 1. Однако

M(2) > ‖T ′
2‖0 = exp

(
1

2

1∫

−1

ln |4x|dx

)
=

4

e
> 1.

Пришли к противоречию. Точно так же невозможен и случай M(2) = lim
b→∞

H(b) = 1.

Итак, действительно, M(2) = sup
06b<2

H(b).

Найдем явное выражение для функции H(b) при 0 6 b < 2. С помощью аналогичных
рассуждений минимизируем величину ‖P‖∞ по аргументу c. Имеем

‖P‖∞ = max

{
|f(−1)|, |f(1)|,

∣∣∣f
(
−

b

2

)∣∣∣
}

.

Заметим, что если f(−1) > 0, то f(−1) < f(1), a если f(−1) < 0, то |f(−1)| < |f(−b/2)|.
Поэтому ‖P‖∞ = max{|f(1)|, |f(−b/2)|}. Эта величина минимальна, если −f(−b/2) = f(1),
т. е. b2/4 − c = 1 + b + c, откуда c = c(b) =

(
b2/4 − b − 1

)
/2 =

(
b2 − 4b − 4

)
/8 и

‖P‖∞ = 1 + b + c(b) =
b2 + 4b + 4

8
=

(b + 2)2

8
.

Вычислим ‖2x + b‖0 при 0 6 b < 2. Получаем

1∫

−1

ln |2x + b|dx =

−b/2∫

−1

ln (−2x − b)dx +

1∫

−b/2

ln (2x + b)dx

= −
1

2
((−2x − b) ln(−2x − b) + 2x + b)

∣∣∣
−b/2

−1
+

1

2
((2x + b) ln(2x + b) − 2x − b)

∣∣∣
1

−b/2

=
1

2

(
(2 − b) ln(2 − b) − b + 2

)
+

1

2

(
(b + 2) ln(b + 2) − b − 2

)

=
1

2
(2 − b) ln(2 − b) +

1

2
(b + 2) ln(b + 2) − 2,

откуда

‖2x + b‖0 = exp
(
− 1 +

1

4

[
(2 − b) ln(2 − b) + (b + 2) ln(b + 2)

])
.

Следовательно, при 0 6 b < 2

H(b) = 8
‖2x + b‖0

(b + 2)2
=

8

e
exp

(1

4

[
(2 − b) ln(2 − b) + (b + 2) ln(b + 2) − 8 ln(b + 2)

])
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=
8

e
exp

(1

4

[
(2 − b) ln(2 − b) + (b − 6) ln(b + 2)

])
.

Положим Υ(b) = (2 − b) ln(2 − b) + (b − 6) ln(b + 2). Отметим, что Υ(0) = −4 ln 2, Υ(2 − 0) =
−4 ln 4 = −8 ln 2. Легко проверяется, что

Υ′(b) = − ln (2 − b) − 1 + ln(b + 2) +
b − 6

b + 2
= ln

2 + b

2 − b
−

8

b + 2
,

Υ′′(b) =
2 − b

2 + b

( 4

2 − b
− 1
)′

+
8

(b + 2)2

= 4
−1

(b + 2)(b − 2)
+ 8

1

(b + 2)2
= 4

−(b + 2) + 2(b − 2)

(b − 2)(b + 2)2
= 4

b − 6

(b − 2)(b + 2)2
> 0.

Откуда следует, что функция Υ выпукла вниз на интервале (0, 2), а значит,

sup
[0,2)

Υ(b) = max{Υ(0),Υ(2 − 0)} = Υ(0) = −4 ln 2.

Наконец, так как

H(b) =
8

e
exp

(1

4
Υ(b)

)
,

то

sup
[0,2)

H(b) = H(0) =
8

e
e(−4 ln 2)/4 =

4

e
,

причем коэффициенты экстремального многочлена суть b = 0 и c = c(0) = −1/2. Итак,
величина M(2) = H(0) = 4/e, и в задаче (4) при n = 2 экстремален многочлен T2(x) = 2x2 −1,
а следовательно и многочлены CT2(x) при произвольном C 6= 0. Теорема 2 доказана.

Автор благодарит своего научного руководителя П.Ю. Глазырину за постановку задачи и
постоянное внимание к работе.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 18 № 4 2012

УДК 517.518.86

НЕРАВЕНСТВО ДЖЕКСОНА — НИКОЛЬСКОГО
МЕЖДУ РАВНОМЕРНОЙ И ИНТЕГРАЛЬНОЙ НОРМАМИ

АЛГЕБРАИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНОВ НА ЕВКЛИДОВОЙ СФЕРЕ1

М.В.Дейкалова, В.В.Рогозина

Изучается точное неравенство Джексона —Никольского между равномерной и интегральной нормами
алгебраических многочленов заданного порядка n ≥ 0 (по совокупности переменных) на единичной сфере
S
m−1 евклидова пространства R

m.Доказано, что многочлен Qn одного переменного с единичным старшим
коэффициентом, наименее уклоняющийся от нуля в пространстве Lψ(−1, 1) функций, суммируемых на
(−1, 1) с весом Якоби ψ(t) = (1 − t)α(1 + t)β , α = (m − 1)/2, β = (m − 3)/2, как зональный многочлен
одного переменного t = xm, x = (x1, . . . , xm) ∈ S

m−1, является экстремальным в неравенстве Джексона —
Никольского на сфере S

m−1.

Ключевые слова: многомерная евклидова сфера, алгебраические многочлены, неравенство Джексона —
Никольского, многочлены, наименее уклоняющиеся от нуля.

M.V.Deikalova, V.V. Rogozina. Jackson —Nikol’skii inequality between the uniform and integral norms of
algebraic polynomials on a Euclidean sphere.

We study the sharp Jackson —Nikol’skii inequality between the uniform and integral norms of algebraic
polynomials of a given (total) degree n ≥ 0 on the unit sphere S

m−1 of the Euclidean space R
m. We prove

that the polynomial Qn in one variable with the unit leading coefficient, which deviates least from zero
in the space Lψ(−1, 1) of functions summable on (−1, 1) with the Jacobi weight ψ(t) = (1 − t)α(1 + t)β ,
α = (m − 1)/2, β = (m− 3)/2, as zonal polynomial in one variable t = xm, x = (x1, . . . , xm) ∈ S

m−1, is
extremal in the Jackson — Nikol’skii inequality on the sphere S

m−1.

Keywords: multidimensional Euclidean sphere, algebraic polynomials, Jackson — Nikol’skii inequality,
polynomials that deviate least from zero.

1. Введение

1.1. Постановка задачи. Пусть R
m при m ≥ 2 есть евклидово пространство со скаляр-

ным произведением

xy =

m∑

k=1

xkyk, x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym),

и нормой |x| =
√
xx. В пространстве R

m рассмотрим сферу S
m−1 = {x ∈ R

m : |x| = 1} единич-
ного радиуса с центром в начале координат.

Сделаем несколько замечаний относительно рассматриваемых в данной работе мер и инте-
гралов. На множествах R

k и S
k−1, 1 ≤ k ≤ m, рассматривается классическая мера Лебега (со-

ответствующей размерности), и для измеримого подмножества E этих множеств символом |E|
обозначается (соответствующая) мера множества E. Для измеримой, суммируемой на E функ-

ции f ее интеграл (Лебега) по множеству E будет записываться в виде

∫

E
f(x)dx. Впрочем,

ниже в большинстве случаев интегралы можно понимать в римановском смысле (относительно

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 11-01-00462) и Министерства образования и на-
уки РФ в рамках государственного задания вузам на проведение фундаментальных и прикладных
исследований (проект 1.1544.2011).
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соответствующей меры Жордана). Пусть L(E) = L1(E) есть пространство функций, измери-

мых и суммируемых на E, наделенное нормой ‖f‖L(E) =

∫

E
|f(x)|dx. На множестве E мы

будем рассматривать еще пространство L∞(E) измеримых существенно ограниченных функ-
ций с нормой ‖f‖L∞(E) = ess sup {|f(x)| : x ∈ E}; это пространство является сопряженным
для L(E).

Для компакта Q ∈ R
m через C(Q) будем обозначать пространство вещественнозначных

непрерывных функций на Q, наделенное равномерной нормой ‖f‖C(Q) = max{|f(x)| : x ∈ Q}.
Пусть Pn,m есть множество алгебраических многочленов

Pn(x) =
∑

α1 + . . .+ αm ≤ n,
α = (α1, . . . , αm) ∈ Z

m

+

cαx
α, xα = xα1

1 xα2

2 · · · xαmm , x = (x1, . . . , xm) ∈ R
m,

степени не выше n от m переменных с вещественными коэффициентами cα.
Цель данной работы — исследование точного неравенства, т. е. наименьшей константы Cn,m

в неравенстве
‖Pn‖C(Sm−1) ≤ Cn,m ‖Pn‖L(Sm−1), Pn ∈ Pn,m, (1.1)

между равномерной и интегральной нормами

‖Pn‖C(Sm−1) = max{|Pn(x)| : x ∈ S
m−1}, ‖Pn‖L(Sm−1) =

∫

Sm−1

|Pn(x)|dx

многочленов заданного порядка на единичной сфере.

1.2. Предыстория. В случае m = 2 неравенство (1.1) сводится к точному неравенству

‖fn‖C2π
≤ C(n)‖fn‖L2π

, fn ∈ Tn, (1.2)

между равномерной и интегральной нормами

‖fn‖C2π
= max{|fn(t)| : t ∈ R}, ‖fn‖L2π

=
1

π

2π∫

0

|fn(t)|dt

на множестве Tn тригонометрических полиномов fn(t) = a0 +
∑n

k=1 (ak cos kt+ bk sin kt) за-
данного порядка n ≥ 1 с вещественными коэффициентами. Задача исследования констан-
ты C(n) восходит к Д.Джексону [1]. Как показал С.Б.Стечкин (см. [2; 3]), существует предел
c = lim

n→∞
C(n)/n. Л.В.Тайков [2] (см. также [3]) получил для величины c близкие между со-

бой оценки сверху и снизу. Лучшие на данный момент результаты относительно наилучшей
константы C(n) в неравенстве (1.2) представлены в работах В.Ф.Бабенко, В.А.Кофанова,
С.А.Пичугова [4] и Д.В. Горбачева [5] (см. также [6]). Д.В. Горбачев, в частности, устано-
вил [5; 6] связь неравенства (1.2) с другими экстремальными задачами теории функций.

Неравенство (1.2) есть частный случай неравенств разных метрик, обстоятельное изучение
которых было начато С.М.Никольским [7]. В настоящее время таким неравенствам посвящено
большое число исследований; см., к примеру, работы [8; 9] и приведенную там библиографию.

Поведение точной константы Cn,m в неравенстве (1.1) при m ≥ 3 изучалось в работе [10]
М.В.Дейкаловой; в частности, в этой работе доказано следующее утверждение.

Теорема A. При m ≥ 3 существуют положительные константы Am и Bm такие, что

при всех n ≥ 1 выполняются неравенства

Amn
m−1 ≤ Cn,m ≤ Bmn

m−1.

Эта теорема дает правильный порядок поведения величины Cn,m по n при n → +∞ для
фиксированного m. На самом деле в [10] доказаны более информативные оценки сверху и
снизу для C(n,m).
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1.3. Формулировка основного результата. Неравенство (1.1) сводится (см. [11; 10])
к точному неравенству для алгебраических многочленов одного переменного в пространстве
суммируемых функций на отрезке [−1, 1] с соответствующим ультрасферическим весом. Та-
кие неравенства изучались многими математиками; наиболее общий результат здесь получил
В.И.Иванов [8]. В частности, в работе [8] содержится правильный порядок поведения по n
наилучшей константы в одномерном неравенстве, соответствующем неравенству (1.1).

Пусть Lψ(−1, 1) есть пространство функций, суммируемых на (−1, 1) с весом Якоби (см.,
например, [12])

ψ(t) = ψm(t) = (1 − t)α(1 + t)β , α = (m− 1)/2, β = (m− 3)/2; (1.3)

это пространство является банаховым относительно нормы

‖f‖Lψ(−1,1) =

1∫

−1

|f(t)|ψ(t) dt, f ∈ Lψ(−1, 1). (1.4)

При n ≥ 1 обозначим через Qn многочлен порядка n с единичным старшим коэффициентом,
наименее уклоняющийся от нуля в пространстве Lψ(−1, 1), так что многочлен Qn является
решением задачи

inf{‖pn‖Lψ(−1,1) : pn ∈ P1
n} = ‖Qn‖Lψ(−1,1),

где P1
n есть множество многочленов pn(t) = tn +

∑n−1
k=0 akt

k порядка n, старший коэффициент
которых равен 1.

Теорема 1. При любых m ≥ 3, n ≥ 1 справедливы следующие два утверждения.

1) Многочлен Qn как зональный многочлен одного переменного t = xm, x = (x1, . . . , xm) ∈
S
m−1, является экстремальным в неравенстве (1.1).

2) Имеет место равенство

Cn,m =
1

|Sm−2| In
, (1.5)

в котором

In =

1∫

−1

(1 − t2)(m−3)/2 signQn(t)dt > 0.

1.4. Редукция к одномерной задаче. На множестве Pn = Pn,1 алгебраических много-
членов (одного переменного) порядка n на отрезке [−1, 1] будем рассматривать равномерную
норму

‖p‖C[−1,1] = max{|p(t)| : t ∈ [−1, 1]}

и интегральную норму

‖p‖Lφ(−1,1) =

1∫

−1

|p(t)|φ(t) dt

с ультрасферическим весом
φ(t) = φm(t) = (1 − t2)(m−3)/2. (1.6)

Обозначим через Mn,m и Mn,m(1) наименьшие (наилучшие) константы в неравенствах

‖p‖C[−1,1] ≤Mn,m‖p‖Lφ(−1,1), p ∈ Pn, (1.7)

|p(1)| ≤Mn,m(1)‖p‖Lφ(−1,1), p ∈ Pn, (1.8)

соответственно; ясно, что Mn,m(1) ≤Mn,m.
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Следующее утверждение, доказанное в [10], сводит проблему исследования многомерного
неравенства (1.1) к исследованию одномерных неравенств (1.7) и (1.8).

Теорема B. При n ≥ 1, m ≥ 3 для наилучших констант в неравенствах (1.1), (1.7)
и (1.8) имеют место равенства

Mn,m = Mn,m(1) = |Sm−2|Cn,m. (1.9)

Более того, любой экстремальный многочлен qn неравенства (1.7) или (1.8) как зональный

многочлен одного переменного t = xm, x = (x1, . . . , xm) ∈ S
m−1, является экстремальным и

в неравенстве (1.1).

2. Некоторые свойства линейных функционалов на множестве

многочленов с нормой пространства Lυ(−1, 1) с произвольным весом υ

В последующей части работы изучается неравенство (1.8). Нам удобно рассматривать более
общую ситуацию, а именно изучать неравенство (1.8) не для ультрасферического веса (1.6), а
для произвольного веса.

2.1. Неравенство Джексона — Никольского на отрезке с произвольным весом.
Пусть υ есть функция, суммируемая, неотрицательная, почти всюду отличная от нуля, т. е.
вес на (−1, 1). Обозначим через Lυ(−1, 1) пространство измеримых на (−1, 1) функций f, для
которых произведение fυ суммируемо на (−1, 1); это есть банахово пространство относительно
нормы

‖f‖Lυ(−1,1) =

1∫

−1

|f(t)|υ(t) dt, f ∈ Lυ(−1, 1).

Нас интересует наилучшая константа Mυ
n (1) в неравенстве

|pn(1)| ≤Mυ
n (1)‖pn‖Lυ(−1,1), pn ∈ Pn. (2.1)

Многочлен qn ∈ Pn, qn 6≡ 0, на котором неравенство (2.1) обращается в равенство, называют
экстремальным многочленом неравенства (2.1). Ясно, что если многочлен qn экстремальный,
то для любой константы c 6= 0, многочлен cqn также является экстремальным. Если других
экстремальных многочленов нет, то говорят, что qn — единственный экстремальный многочлен.

Значение p(1) многочлена p ∈ Pn в точке 1 является линейным функционалом на множе-
стве Pn. Величину Mυ

n (1) можно интерпретировать как норму этого функционала на подпро-
странстве Pn пространства Lυ(−1, 1).

Лемма 1. При любом n ≥ 0 справедливы следующие утверждения.

1. Экстремальный многочлен qn ∈ Pn в неравенстве (2.1) существует.

2. Пусть многочлен qn ∈ Pn и число A обладают свойством

pn(1) = A

1∫

−1

υ(t) pn(t) sign qn(t) dt, pn ∈ Pn. (2.2)

Тогда

|A| = Mυ
n (1) (2.3)

и многочлен qn является экстремальным в неравенстве (2.1).

3. Если qn ∈ Pn есть экстремальный многочлен задачи (2.1), то имеет место представ-

ление (2.2) со свойством (2.3).
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Это утверждение является частным случаем более общего факта относительно линейных
функционалов на множестве многочленов с нормой пространства Lυ(−1, 1). Пусть Fn есть

линейный функционал на множестве Pn. Нас интересует наименьшая константа M̃υ
n в нера-

венстве
|Fnpn| ≤ M̃υ

n‖pn‖Lυ(−1,1), pn ∈ Pn. (2.4)

Константу M̃υ
n можно интерпретировать как норму функционала Fn на подпространстве Pn

пространства Lυ(−1, 1). Эту константу можно записать в виде

M̃υ
n = sup{|Fnpn| : pn ∈ Pn, ‖pn‖Lυ(−1,1) = 1}. (2.5)

Лемма 2. При любом n ≥ 0 справедливы следующие утверждения.

1. Экстремальный многочлен qn ∈ Pn в неравенстве (2.4) существует.

2. Пусть многочлен qn ∈ Pn и число A обладают свойством

Fnpn = A

1∫

−1

υ(t)pn(t) sign qn(t)dt, pn ∈ Pn. (2.6)

Тогда

|A| = M̃υ
n (2.7)

и многочлен qn является экстремальным в неравенстве (2.4).
3. Если qn ∈ Pn есть экстремальный многочлен задачи (2.4), то имеет место представ-

ление (2.6) со свойством (2.7).

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Произвольный линейный оператор (в частности, линейный
функционал) на конечномерном линейном нормированном пространстве непрерывен; помимо
того, единичный шар такого пространства компактен (см., например, [13]). Поэтому верх-
няя грань в (2.5) обязательно конечна и достигается на некотором многочлене qn ∈ Pn,
‖qn‖Lυ(−1,1) = 1. Многочлен qn обращает неравенство (2.4) в равенство, т. е. является экс-
тремальным. Таким образом, при любом n ≥ 0 экстремальный многочлен в неравенстве (2.4)
существует.

2. Докажем второе утверждение леммы. Используя равенство (2.6), оценим значение функ-
ционала Fn на произвольном многочлене pn ∈ Pn:

|Fnpn| ≤ |A|

1∫

−1

υ(t) |pn(t)| |sign qn(t)| dt = |A| ‖pn‖Lυ(−1,1) .

Так как M̃υ
n есть наилучшая (т. е. наименьшая) константа в неравенстве (2.4), то справедлива

оценка M̃υ
n ≤ |A| . С другой стороны, для многочлена pn = qn ∈ Pn имеем

|Fnqn| =

∣∣∣∣∣∣
A

1∫

−1

υ(t)qn(t) sign qn(t) dt

∣∣∣∣∣∣
= |A|

1∫

−1

υ(t) |qn(t)| dt = |A| ‖qn‖Lυ(−1,1) ,

значит M̃υ
n ≥ |A|. Таким образом, M̃υ

n = |A|, а многочлен qn является экстремальным в нера-
венстве (2.4). Второе утверждение леммы доказано.

3. В силу теоремы Хана— Банаха (см., например, [13, гл. 4, § 1; 14, гл. 2, § 3]) функ-
ционал Fn продолжается с сохранением нормы на все пространство Lυ(−1, 1). Обозначим это
продолжение символом Φn. Функционал Φn обладает следующими двумя свойствами:

Φnpn = Fnpn, pn ∈ Pn, (2.8)

‖Φn‖(Lυ(−1,1))∗ = M̃υ
n .
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Поскольку вес υ (суммируем и) почти всюду на (−1, 1) отличен от нуля, то сопряженным
для пространства Lυ(−1, 1) является пространство L∞(−1, 1) (см., например, [14, гл. 4, § 8, тео-
рема 5; гл. 4, § 2, п. 19]). Более того, как и произвольный линейный ограниченный функционал
на пространстве Lυ(−1, 1), функционал Φn представим в виде (см., например, [14, гл. 4, § 8])

Φnf =

1∫

−1

σ(t)υ(t)f(t)dt, f ∈ Lυ(−1, 1), (2.9)

где σ ∈ L∞(−1, 1), причем ‖Φn‖(Lυ(−1,1))∗ = ‖σ‖L∞(−1,1). Следовательно,

M̃υ
n = ‖σ‖L∞(−1,1). (2.10)

Пусть qn ∈ Pn есть экстремальный многочлен задачи (2.4). На этом многочлене будет
достигаться норма функционала Fn, а значит и норма функционала Φn. Имеем

Fnqn = Φnqn =

1∫

−1

σ(t)υ(t)qn(t)dt.

Отсюда получаем

|Fnqn| =

∣∣∣∣∣

1∫

−1

σ(t)υ(t)qn(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
1∫

−1

υ(t)|σ(t)qn(t)|dt ≤ ‖σ‖L∞(−1,1)‖qn‖Lυ(−1,1).

Учитывая (2.10) и свойство экстремальности многочлена qn, делаем вывод, что оба последних

неравенства обращаются в равенство. Но это означает, что |σ(t)| = M̃υ
n почти всюду на (−1, 1)

и знак функции σ почти всюду на (−1, 1) совпадает со знаком или противоположен знаку
многочлена qn. Таким образом,

σ = A sign qn п. в. на (−1, 1),

где A есть константа со свойством (2.7). Из соотношений (2.8) и (2.9) следует теперь представ-
ление (2.6). Лемма полностью доказана. �

2.2. Свойства экстремального многочлена. Лемма 1 позволяет выяснить некоторые
свойства экстремального многочлена неравенства (2.1).

Лемма 3. При любом n ≥ 1 справедливы следующие утверждения.

1. Экстремальный многочлен задачи (2.1) имеет n простых нулей и все они лежат на

интервале (−1, 1).
2. Экстремальный многочлен задачи (2.1) единственный.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Нам предстоит доказать, что экстремальный многочлен qn
задачи (2.1) имеет n перемен знака на (−1, 1). Предположим, что таких точек меньше чем n и
хотя бы одна перемена знака имеется. Пусть это будут точки −1 < t1 < . . . < tk < 1, 1 ≤ k < n.
Рассмотрим многочлен

q(t) = (1 − t)

k∏

j=1

(t− tj); (2.11)

он имеет порядок не выше чем n, т. е. принадлежит множеству Pn. На многочлене (2.11)
тождество (2.6) принимает вид

0 = A

1∫

−1

υ(t) |q(t)| dt, |A| = Mυ
n (1).

Это соотношение невозможно. Таким образом, мы пришли к противоречию.
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В предположении, что у экстремального многочлена нет перемен знака на интервале (−1, 1),
вместо многочлена (2.11) надо рассмотреть многочлен q(t) = 1 − t.

Так что, действительно, любой экстремальный многочлен задачи (2.1) имеет n перемен
знака на интервале (−1, 1), а значит имеет n простых нулей на (−1, 1). Первое утверждение
леммы доказано.

2. Пусть qn — некоторый экстремальный многочлен неравенства (2.1). Как уже доказа-
но, этот многочлен на интервале (−1, 1) имеет n простых нулей, которые являются точками
перемены знака qn. Пусть pn — еще один экстремальный многочлен неравенства (2.1). Пред-
ставление (2.6) влечет цепочку соотношений

|pn(1)| =

∣∣∣∣∣A
1∫

−1

υ(t)pn(t) sign qn(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤ |A|

1∫

−1

υ(t)|pn(t)|dt = Mυ
n (1)‖pn‖Lυ(−1,1).

Поскольку многочлен pn экстремальный, то неравенство в последнем соотношении обращается
в равенство. Но это возможно лишь в том случае, если почти всюду на (−1, 1) многочлены pn
и qn либо одного знака, либо противоположного. Следовательно, нули многочленов pn и qn
совпадают, а значит pn = cqn, где c — отличная от нуля константа. Второе утверждение леммы
также доказано. �

З а м е ч а н и е. Для произвольных линейных функционалов на множестве Pn аналог
леммы 3 не имеет места. Приведем пример. Рассмотрим на Pn функционал Fnpn = pn(0).
Предположим, что вес υ четный. Тогда, если многочлен qn экстремальный, то многочлен qn(−t)
также является экстремальным. А значит экстремальным будет и многочлен

q∗(t) =
qn(t) + qn(−t)

2
.

Последний многочлен четный. Следовательно, если число n нечетное, то многочлен q∗ имеет
порядок n − 1. Для этого многочлена не выполняется первое свойство экстремальных мно-
гочленов неравенства (2.1) из леммы 3. Легко понять, что при любом γ, удовлетворяющем
условию |γ| ≤ 1, многочлен (1 − γt)q∗(t) также будет экстремальным. Так что экстремальный
многочлен не единственный.

3. Связь с задачей о многочленах, наименее уклоняющихся от нуля

3.1. Характеризация экстремального многочлена неравенства (2.1). Исходя из
веса υ, определим на интервале (−1, 1) новый вес

w(t) = (1 − t)υ(t). (3.1)

Обозначим через qn многочлен порядка n ≥ 1 с единичным старшим коэффициентом, наименее
уклоняющийся от нуля в пространстве Lw(−1, 1); этот многочлен является решением задачи

inf{‖pn‖Lw(−1,1) : pn ∈ P1
n} = ‖qn‖Lw(−1,1),

где P1
n есть множество многочленов

pn(t) = tn +
n−1∑

k=0

akt
k

порядка n, старший коэффициент которых равен 1. Многочлен qn характеризуется свойством
ортогональности знака многочлена пространству Pn−1:

1∫

−1

pn−1(t)w(t) sign qn(t) dt = 0, pn−1 ∈ Pn−1. (3.2)
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Известно, что все n нулей многочлена qn простые и лежат на интервале (−1, 1); впрочем, этот
факт легко следует из свойства (3.2).

Теорема 2. При любом n ≥ 1 многочлен qn порядка n с единичным старшим коэффици-

ентом, наименее уклоняющийся от нуля в пространстве Lw(−1, 1) с весом (3.1), является

единственным экстремальным многочленом неравенства (2.1). При этом

Mυ
n (1) =

1

In
, (3.3)

где

In =

1∫

−1

υ(t) sign qn(t) dt > 0. (3.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть qn — многочлен порядка n, наименее уклоняющийся от
нуля в пространстве Lw(−1, 1). Для произвольного многочлена pn ∈ Pn имеем

1∫

−1

pn(t)υ(t) sign qn(t) dt =

1∫

−1

rn−1(t)(1 − t)υ(t) sign qn(t)dt + pn(1)

1∫

−1

υ(t) sign qn(t)dt,

где

rn−1(t) =
pn(t) − pn(1)

1 − t

есть многочлен порядка n− 1. Отсюда в силу (3.2) следует равенство

1∫

−1

pn(t)υ(t) sign qn(t)dt = pn(1)

1∫

−1

υ(t) sign qn(t)dt, pn ∈ Pn. (3.5)

Выясним знак интеграла In =

∫ 1

−1
υ(t) sign qn(t)dt. Подставив в (3.5) многочлен pn = qn,

получаем равенство
1∫

−1

υ(t)|qn(t)|dt = qn(1)

1∫

−1

υ(t) sign qn(t)dt. (3.6)

Все нули многочлена qn лежат на интервале (−1, 1), поэтому qn(1) 6= 0, а поскольку старший
коэффициент qn положительный, то qn(1) > 0. В силу (3.6) можно утверждать, что имеет
место свойство (3.4).

Соотношение (3.5) можно теперь переписать в виде

pn(1) =
1

In

1∫

−1

υ(t)pn(t) sign qn(t)dt, pn ∈ Pn.

В силу первого утверждения леммы 1 справедливо равенство (3.3) и многочлен qn является
экстремальным в неравенстве (2.1). Теорема доказана. �

3.2. Доказательство теоремы 1. Согласно теореме 2 многочлен Qn, наименее уклоняю-
щийся от нуля относительно нормы (1.4), т. е. в пространстве Lψ(−1, 1) функций, суммируемых
на (−1, 1) с весом Якоби (1.3), является экстремальным в неравенстве (1.8). В силу теоремы B
многочлен Qn как зональный многочлен одного переменного t = xm, x = (x1, . . . , xm) ∈ S

m−1,
является экстремальным и в неравенстве (1.1). Соотношения (3.3) и (1.9) влекут равенство (1.5).
Теорема 1 доказана. �
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3.3. Частные случаи. Теорема 2, а также и лемма 1 позволяют вычислить наименьшую
константу в неравенстве (1.8), а в силу теоремы 1 и в неравенстве (1.1), по крайней мере,
для малых значений n. Сделаем это при n = 1 и n = 2 для m = 3. В случае m = 3 ультра-
сферический вес (1.6) является единичным весом φ(t) ≡ 1, а соответствующий вес (1.3) есть
ψ(t) = 1 − t.

С л у ч а й m = 3, n = 1. Экстремальный многочлен q1 ∈ P1 в неравенстве (1.8) имеет
вид q1(t) = t − a, a ∈ (−1, 1). В силу свойства (3.2) знак этого многочлена ортогонален про-
странству P0 с весом ψ(t) = 1 − t, т. е. выполняется равенство

1∫

−1

(1 − t) sign q1(t) dt = 0.

Имеем

0 =

1∫

−1

(1 − t) sign q1(t) dt =

a∫

−1

(t− 1) dt +

1∫

a

(1 − t) dt = a2 − 2a− 1.

Это уравнение имеет два решения a = 1±
√

2, лишь одно из которых, a = 1−
√

2, принадлежит
интервалу (−1, 1). Следовательно, экстремальным является многочлен q1(t) = t − 1 +

√
2, а

наилучшая константа в неравенстве (1.8) есть

M1,3(1) =

( 1∫

−1

sign q1(t) dt

)−1

=
1 +

√
2

2
.

В силу теоремы 1 многочлен p∗1(x) = q1(x3), x = (x1, x2, x3) ∈ R
3, будет экстремальным в

неравенстве (1.1) и к тому же

C1,3 =
1 +

√
2

4π
.

С л у ч а й m = 3, n = 2. Экстремальный многочлен q2 ∈ P2 в неравенстве (1.8) имеет
вид q2(t) = (t− t1)(t− t2), −1 < t1 < t2 < 1. В силу свойства (3.2) знак этого многочлена
ортогонален пространству P1 с весом ψ = 1 − t, т. е. выполняются равенства

1∫

−1

(1 − t) sign q2(t) dt = 0,

1∫

−1

t(1 − t) sign q2(t) dt = 0,

которые приводят к системе двух уравнений относительно t1 и t2:

t22 − t21 + 2t1 − 2t2 + 2 = 0,
2t32
3

−
2t31
3

+ t1
2 − t22 −

2

3
= 0.

Решение этой системы сводится к уравнению 4-й степени относительно неизвестной t2

3t42 − 8t32 + 12t22 − 12t2 + 1 = 0. (3.7)

При этом t1 выражается через t2 следующим образом:

t1 =
3t32 − 11t22 + 11t2 − 5

6
,

а искомая константа

M2,3(1) =

( 1∫

−1

sign q2(t) dt

)−1

=
1

2 + 2t1 − 2t2
=

3

3t32 − 11t22 + 5t2 + 1
.
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Применяя метод Феррари [15, гл. 10, § 38] решения уравнений 4-й степени, можно найти выра-
жение для t2 (а значит и для t1 и M2,3(1)) в радикалах. Численное же решение уравнения (3.7)
приводит к следующим значениям искомых параметров:

M2,3(1) = 2.19515634 . . . , t1 = −0.68107093 . . . , t2 = 0.09115485 . . . .

Согласно теореме 1 многочлен p∗2(x) = q2(x3), x = (x1, x2, x3) ∈ R
3, будет экстремальным

в неравенстве (1.1) и

C2,3 =
M2,3(1)

2π
= 0.34936998 . . . .
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 18 № 4 2012

УДК 517.518

АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ РУДИНА ДЛЯ НЕПРЕРЫВНЫХ
РАДИАЛЬНЫХ ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННЫХ

ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ1

А.В.Ефимов

Пусть Gm есть класс непрерывных радиальных вещественнозначных функций от m переменных с
носителем в единичном шаре B1 пространства R

m, непрерывных на всем пространстве R
m и имеющих

неотрицательное преобразование Фурье. В работе доказано, что при m ≥ 3 функция f из класса Gm

может быть представлена в виде не более чем счетной суммы самосверток
∑

fk∗̃fk вещественнозначных
функций fk с носителем в шаре половинного радиуса. Этот результат является обобщением теоремы,
доказанной Рудиным при условии бесконечной дифференцируемости функции f и комплекснозначности
функций fk.

Ключевые слова: положительно определенные функции, многомерные радиальные функции, теорема
Рудина.

A. V.Efimov. An analog of Rudin’s theorem for continuous radial positive definite functions of several
variables.

Let Gm be the class of radial real-valued functions of m variables with support in the unit ball B of the
space R

m that are continuous on the whole space R
m and have a nonnegative Fourier transform. For m ≥ 3,

it is proved that a function f from the class Gm can be presented as the sum
∑

fk∗̃fk of self-convolutions of
at most countably many real-valued functions fk with support in the ball of radius 1/2. This result generalizes
the theorem proved by Rudin under the assumptions that the function f is infinitely differentiable and the
functions fk are complex-valued.

Keywords: positive definite functions, multidimensional radial functions, Rudin’s theorem.

Введение

Пусть R
m при m ≥ 2 есть евклидово пространство со скалярным произведением

xt =
∑m

k=1 xktk элементов x = (x1, x2, . . . , xm), t = (t1, t2, . . . , tm) и нормой |x| =
√

xx. Символа-
ми Br = B

m
r будет обозначаться шар радиуса r с центром в начале координат пространства R

m.

Напомним, что функция f(x) = f(x1, x2, . . . , xm), зависящая только от радиуса r =
√∑m

k=1 x2
k,

называется радиальной. Пусть Gm(r) есть класс радиальных функций f : R
m → R со следую-

щими свойствами:
1) f ∈ C(Rm);
2) supp f ⊆ Br;
3) преобразование Фурье функции f неотрицательно:

f̂(t) =

∫

x∈Rm

f(x)e−i tx dx ≥ 0, t ∈ R
m.

Класс Gm(1) в дальнейшем будем обозначать Gm. Для пары функций g1, g2 ∈ L2 = L2 (Rm)
положим

(g1∗̃g2)(x) =

∫

t∈Rm

g1(t)g2(x + t)dt.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 11-01-00462) и Министерства образования и на-
уки РФ в рамках государственного задания вузам на проведение фундаментальных и прикладных
исследований (проект 1.1544.2011).
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В 1970 г. Рудин [3] доказал следующее утверждение.

Теорема A (Рудин). Бесконечно дифференцируемая функция ϕ из класса Gm может

быть представлена в виде конечной суммы или ряда

ϕ(x) =
∑

k

αk∗̃αk(x) +
∑

k

m∑

l=1

ωkl∗̃ωkl(x), (0.1)

ωkl(x) =
∂

∂xl
ωk(x), l = 1, 2, . . . ,m,

где ωk и αk : R
m → C — радиальные, бесконечно дифференцируемые функции с носителем в

шаре радиуса 1/2. При этом ряды в правой части (0.1) сходятся равномерно.

Правую часть (0.1) можно интерпретировать как сумму ряда
∑

fi∗̃fi функций fi из L2(R
m)

с носителем в шаре половинного радиуса.
Еще в 1945 г. Боас и Кац [1] показали, что в одномерном случае (m = 1) справедливо более

сильное утверждение в сравнении с теоремой Рудина, а именно произвольная функция ϕ ∈ G1

имеет следующее представление:
ϕ = u∗̃u, (0.2)

где u — действительнозначная функция из пространства L2(R) с носителем в промежутке
[−1/2, 1/2]. Такое представление является аналогом следующего хорошо известного факта о
неотрицательных тригонометрических полиномах (см., например, [5, гл. VI, теорема 40]): вся-
кий тригонометрический полином n-го порядка Tn, принимающий лишь неотрицательные зна-
чения, может быть представлен в форме Tn(t) = |Pn(eit)|2, где Pn — алгебраический полином
степени не выше n. Эм, Гнейтинг и Ричардс [2] назвали функции u со свойством (0.2) кор-
нями Боаса— Каца функции ϕ и привели необходимые и достаточные условия существования
корней Боаса— Каца для многомерных радиальных функций в терминах кратностей нулей
преобразования Фурье функции ϕ. Также они отметили возможность рассматриваемого нами
обобщения теоремы Рудина, однако доказательства этого факта они не привели.

В работе доказывается следующее обобщение теоремы Рудина для непрерывных функций,
которое было использовано без доказательства в работе [4] автора.

Теорема B. Произвольная функция ϕ из класса Gm, m ≥ 3, может быть представлена

в виде конечной суммы или ряда

ϕ(x) =
∑

k

αk∗̃αk(x) +
∑

k

m∑

l=1

ωkl∗̃ωkl(x), (0.3)

ωkl(x) =
∂

∂xl
ωk(x), l = 1, 2, . . . ,m,

где ωk и αk — радиальные вещественнозначные функции из L2(R
m) с носителем в шаре ра-

диуса 1/2; каждая из функций ωk почти всюду непрерывна и дифференцируема как функция,

зависящая только от радиуса, на отрезке [0, 1/2], и частные производные ωkl(x) принадле-

жат пространству L2(R
m). При этом оба ряда в (0.3) сходятся в метрике C(Rm).

Хотя теорема A Рудина верна для всех m ≥ 1, доказательство теоремы B для непрерыв-
ных функций при m = 2 представляет дополнительную сложность, поэтому мы ограничимся
рассмотрением m ≥ 3.

1. Теорема Рудина для непрерывных функций

При α > 0 обозначим через E(α) класс функций экспоненциального типа α > 0, т. е. целых
функций f, обладающих свойством, что для любого ε > 0 найдется C = C(ε) > 0 такое, что
справедлива оценка

|f(z)| < Ce(α+ε)|z|, z ∈ C.
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Для радиальной функции g(x) = g(x1, x2, . . . xm), x ∈ (x1, x2, . . . xm) ∈ R
m, условимся

писать

g(x) = g(r), r = |x| =

√√√√
m∑

k=1

x2
k, x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ R

m. (1.1)

Относительно радиальной функции g нескольких (вещественных) переменных будем говорить,
что она принадлежит классу E(α) функций экспоненциального типа α, если четное продолже-
ние функции g(r) на вещественную ось является сужением из комплексной плоскости C на R

функции класса E(α).
Рудиным [3] было доказано следующее утверждение.

Лемма (Рудин). Пусть F ∈ E(1), F — функция, четная в комплексной плоскости, неот-

рицательная на вещественной оси: F (x) ≥ 0, x ∈ R, и

+∞∫

−∞

F 2(x)dx < ∞.

Тогда существуют четные функции Gj ,Hj ∈ E(1/2) такие, что

F (x) =
∞∑

j=1

|Gj(x)|2 + x2
∞∑

j=1

|Hj(x)|2, x ∈ R. (1.2)

Оба ряда в (1.2) сходятся равномерно на любом отрезке вещественной оси.

Перейдем к обоснованию главного результата работы. Пусть f ∈ Gm. Поскольку f̂ ≥ 0 и
функция f непрерывна в точке 0, то f̂ суммируема на R

m [6, гл. 1, § 1, следствие 1.26]. По-
мимо того, по теореме Планшереля она интегрируема с квадратом как преобразование Фурье
функции из L2. Вместе с функцией f функция f̂ радиальная. В соответствии с договоренно-
стью (1.1), будем писать

f̂(y) = f̂(r), r = |y| =

√√√√
m∑

k=1

y2
k, y = (y1, y2, . . . , ym) ∈ R

m.

Рассмотрим некоторые свойства функции F (y1) = f̂(y1, 0, . . . , 0) как функции одного пере-
менного y1 ∈ R. Очевидно, эта функция непрерывна на R. Убедимся, что

F (y1) ∈ L(R) ∩ L2(R). (1.3)

Имеем
∫

y1∈R\[−1;1]

F (y1)dy1 =

∫

r∈R\[−1;1]

f̂(r)dr ≤

∫

r∈R

f̂(r)rm−1dr =
1

Ωm(1)

∫

Rm

f̂(y)dy,

где Ωm(1) — площадь (m − 1)-мерной сферы радиуса 1. Отсюда следует, что F (y1) ∈ L(R).
Точно так же проверяется, что F (y1) ∈ L2(R). Отсюда, свойство (1.3) действительно имеет
место.

Покажем теперь, что функция F (y1) принадлежит классу E(1). В самом деле, имеем

F (y1) = f̂(y1, 0, . . . , 0) =

∫

x∈B1

f(x1, x2, . . . , xm)e−ix1y1dx1dx2 . . . dxm =

1∫

−1

e−ix1y1fx1
(x1)dx1,

(1.4)
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где

fx1
(x1) =

∫

(x2,...,xm)∈B
m−1

r(x1)

f(x1, x2, . . . , xm)dx2 . . . dxm, r(x1) =
√

1 − x2
1.

Как нетрудно заметить, supp fx1
(x1) ⊆ [−1; 1]. В силу (1.4) и теоремы Пэли— Винера [6, гл. 3,

§ 4, теорема 4.1] функция F (y1) принадлежит классу E(1), а точнее, является следом на ве-
щественной оси функции из E(1).

Таким образом, F (y1) удовлетворяет условиям леммы Рудина и, следовательно, предста-
вима в виде

f̂(y1, 0, . . . , 0) =
∞∑

k=1

|Gk(y1)|
2 + y2

1

∞∑

j=1

|Hj(y1)|
2,

где Gk,Hj — четные функции из класса E(1/2). Функции Gk,Hj представимы в виде сум-
мы ряда по степеням y1 как целые функции. Поскольку Gk,Hj — четные, то слагаемые при
нечетных степенях y2k+1

1 отсутствуют и, следовательно, Gk,Hj раскладываются в ряды по сте-
пеням y2

1. Продолжим комплекснозначные функции Gk и Hj на R
m как радиальные функции

(это возможно, поскольку они четные). В этом случае Gk и Hj как радиальные функции m

переменных лежат в классе E(1/2) и раскладываются в ряд по r2 =
∑m

i=1 y2
i . Так как f̂ тоже

радиальная, то имеем

f̂(y) =

∞∑

k=1

|Gk(y)|2 + |y|2
∞∑

j=1

|Hj(y)|2, y ∈ R
m. (1.5)

Поскольку f суммируема на R
m, то f̂(y) → 0, |y| → ∞. Поэтому в дополнение к лемме Рудина

можно утверждать, что оба ряда в (1.5) сходятся равномерно на всей вещественной оси R.

Рассмотрим обратные преобразования Фурье для функций Gk, Hj, Hjyk:

gk(x) =
1

2π

∫

Rm

eixyGk(y)dy = G̃k(x), (1.6)

hj(x) =
1

2π

∫

Rm

eixyHj(y)dy = H̃j(x), (1.7)

hjk(x) =
1

2π

∫

Rm

eixyHj(y)ykdy = H̃jyk(x). (1.8)

Данные интегралы существуют в смысле преобразования Фурье в L2(R
m), к примеру, как

пределы в L2(R
m) интегралов по шарам Br при r → ∞. Очевидно, что gk и hj — радиальные

функции. Дальнейшее обоснование теоремы будет опираться на две леммы.

Лемма 1. Функции gk, hj , hjk : R
m → C, определенные формулами (1.6)–(1.8), обладают

следующими свойствами:

1) носители функций gk, hj лежат в шаре B 1

2

;

2) носители функций hkl содержатся в кубе со стороной 1 с центром в начале координат.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть y ∈ R
m. Зафиксируем номер k и введем следующие обо-

значения: G = Gk,

Ga
−(y) =

{
G(y) для y2, y3, . . . , ym ∈ [−a; a], y1 ∈ R,

0, иначе.
(1.9)
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Поскольку |G| ∈ L2(R
m), то |Ga

−| ∈ L2(R
m). По теореме Планшереля существует ga

− = G̃a
−,

понимаемое в смысле пространства L2(R
m); кроме того, ||g − ga

−||L2(Rm) = ||G − Ga
−||L2(Rm).

Следовательно,
||g − ga

−||L2(Rm) → 0 при a → +∞. (1.10)

Покажем, что G как функция одного переменного y1 (при фиксированных остальных пере-
менных y2, y3, . . . , ym) интегрируема на числовой оси, по крайней мере, для m ≥ 3. С помощью
соотношения (1.5) и неравенства Гельдера получаем

∫

y1∈R\[−1;1]

|G(y1, y2, . . . , ym)|dy1 ≤

∫

y1∈R\[−1;1]

√
f̂(y1, y2, . . . , ym)dy1

≤

( ∫

y1∈R\[−1;1]

y2
1 f̂(y1, y2, . . . , ym)dy1

∫

y1∈R\[−1;1]

1

y2
1

dy1

)1/2

=
√

2

( ∫

y1∈R\[−1;1]

y2
1 f̂(y1, y2, . . . , ym)dy1

)1/2

. (1.11)

Оценим последний интеграл. От переменного y1 перейдем к переменному r =
√∑m

j=1 y2
j . Если

y1 меняется от 0 до +∞, то r будет меняться от r0 =
√∑m

j=2 y2
j до +∞. Имеем

∫

y1∈R

y2
1 f̂(y1, y2, . . . , ym)dy1 = 2

+∞∫

r0

f̂(r)r
√

r2 − r2
0 dr ≤ 2

+∞∫

0

f̂(r)r2 dr

≤ 2

1∫

0

f̂(r)r2 dr + 2

+∞∫

1

f̂(r)rm−1 dr.

Последний интеграл конечен, поскольку f̂ — радиальная интегрируемая функция. Следова-
тельно, конечен и последний интеграл в (1.11) и, более того, имеет место оценка

∫

y1∈R\[−1;1]

|G(y1, y2, . . . , ym)|dy1 ≤
√

2

(
2

1∫

0

f̂(r)r2 dr + 2

+∞∫

1

f̂(r)rm−1 dr

)1/2

. (1.12)

Функция G к тому же непрерывна на R
m, поэтому из (1.12) вытекает, что G как функция

одного переменного y1 интегрируема для всех (y2, . . . , ym) ∈ R
m−1.

Убедимся, что существует константа C > 0 такая, что
∫

y1∈R

|G(y1, y2, . . . , ym)|dy1 ≤ C, (y2, . . . , ym) ∈ R
m−1. (1.13)

Запишем

∫

y1∈R

|G(y1, y2, . . . , ym)|dy1 =

1∫

−1

|G(y1, y2, . . . , ym)|dy1 +

∫

|y1|≥1

|G(y1, y2, . . . , ym)|dy1.

Из (1.12) следует, что последний интеграл ограничен константой, не зависящей от
(y2, . . . , ym) ∈ R

m−1. Интеграл

J(y2, . . . , ym) =

1∫

−1

|G(y1, y2, . . . , ym)|dy1 (1.14)
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является непрерывной функцией точки (y2, . . . , ym). Помимо того, поскольку |G(y)| ≤

√
f̂(y),

то G(y) → 0, y → ∞, а значит и J(y2, . . . , ym) → 0 при (y2, . . . , ym) → ∞. Следовательно,
функция (1.14) по (y2, . . . , ym) ∈ R

m−1 также ограничена. Свойство (1.13) доказано.

Рассмотрим обратное преобразование Фурье ga
− = G̃a

− функции (1.9). В данном случае
имеем

ga
−(x) = lim

b→+∞

a∫

−a

dy2 . . .

a∫

−a

dyn

+b∫

−b

eixyG(y)dy1. (1.15)

Равенство здесь понимается в смысле предела в L2(R
m). Более того, предел (1.15) существует

поточечно на R
m и в силу (1.13) можно перейти к пределу под знаком интегралов, так что

ga
−(x) =

a∫

−a

dy2 . . .

a∫

−a

dyn

+∞∫

−∞

eixyG(y)dy1, x ∈ R
m.

Функция G как функция одного переменного y1 принадлежит пространству E(1/2). Поэто-
му последний интеграл обращается в ноль для |x1| ≥ 1/2. Следовательно, ga

−(x) = 0 при
|x1| > 1/2. В силу равенства (1.10) можно сделать вывод, что g(x) = 0 при |x1| > 1/2. По-
скольку функция g радиальная, то отсюда заключаем, что g(x) = 0 при |x| > 1/2.

Для функций hj , hjk утверждения леммы обосновываются аналогично.
Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть hj, hjl : R
m → C — функции из условий (1.7), (1.8). Тогда hj(x) почти

всюду дифференцируема как функция одного переменного xl, и
∂hj

∂xl
= hjl почти всюду.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем считать l = 1 и введем обозначения H(y) = Hj(y),
h(x1) = hj(x1, x2, . . . , xm), χ(x1) = hj1(x), подразумевая, что x2, . . . , xm фиксированы. Для
доказательства леммы нам достаточно показать, что

x1∫

0

χ(z) dz = h(x1) − h(0) (1.16)

почти всюду. Заметим, что данный интеграл почти всюду существует по теореме Фубини,
поскольку hj1 ∈ L2(R

m) и имеет конечный носитель в силу леммы 1, а значит hj1 ∈ L(Rm).
Пусть Ω — ограниченное измеримое множество в R

m, x ∈ Ω. Обозначим

δ(Ω) =

∥∥∥∥∥

x1∫

0

χ(z) dz − h(x1) + h(0)

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

.

Достаточно доказать, что δ(Ω) = 0 для любого Ω. Распишем δ(Ω) в терминах преобразования
Фурье:

δ(Ω) =

∥∥∥∥∥

x1∫

0

hk1(z, x2, . . . , xm)dz − hk(x) + h(0)

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

=

∥∥∥∥∥

x1∫

0

χ(z) dz − h(x1) + h(0)

∥∥∥∥∥

= lim
r→+∞

∥∥∥∥∥

x1∫

0

χ(z) dz −
1

2π

∫

Br

eixyH(y)d y +
1

2π

∫

Br

ei(x2y2+···+xmym)H(y)d y

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

.

Поскольку H — целая функция и Br — ограниченное множество, то

∫

Br

eixyH(y)d y −

∫

Br

ei(x2y2+···+xmym)H(y)d y =

x1∫

0

d z

∫

Br

ei(zy1+x2y2+···+xmym)iy1H(y)dy.
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Введем обозначения s(z, x, y) = zy1 + x2y2 + . . . + xmym. Имеем

δ(Ω) = lim
r→+∞

∥∥∥∥∥

x1∫

0

χ(z)dz −
1

2π

x1∫

0

dz

∫

Br

eis(z,x,y)iy1H(y)dy

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

.

По неравенству Гельдера

∣∣∣∣∣

x1∫

0

χ(z)dz−
1

2π

x1∫

0

dz

∫

Br

eis(z,x,y)iy1H(y)dy

∣∣∣∣∣ ≤
√
|x1|

∣∣∣∣∣

x1∫

0

dz

(
χ(z)−

1

2π

∫

Br

eis(z,x,y)iy1H(y)dy

)2∣∣∣∣∣

1/2

.

Тогда ∥∥∥∥∥

x1∫

0

χ(z)dz −
1

2π

x1∫

0

dz

∫

Br

eis(z,x,y)iy1H(y)dy

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ (2xmax)
3/2

∥∥∥∥∥χ(z) −
1

2π

∫

Br

eis(z,x,y)iy1H(y)dy

∥∥∥∥∥
L2(Rm)

−−−−→
r→+∞

0,

где xmax — максимальное значение |x1| в Ω. Таким образом, δ(Ω) = 0 для любого Ω. Соотно-
шение (1.16) проверено.

Лемма доказана.

2. Завершение доказательства теоремы B

Пусть f ∈ Gm(1). В соответствии с (1.5)

f̂(y) =

∞∑

k=1

|Gk(y)|2 +

∞∑

j=1

m∑

l=1

y2
l |Hj(y)|2.

Принимая во внимание (1.6)–(1.8), ĝk∗̃gk = GkGk = |Gk|
2 и ĥjl∗̃hjl = y2

l |Hj|
2. Тогда функцию f

можно представить в следующем виде:

f =
∞∑

k=1

gk∗̃gk +
∞∑

j=1

m∑

l=1

hjl∗̃hjl, (2.1)

где оба ряда сходятся в L2(R
m). В силу леммы 1 носители всех функций в этом представлении

содержатся в шаре половинного радиуса. В силу леммы 2 имеем hjl =
∂hj

∂xl
.

Убедимся, что ряд (2.1) сходится равномерно. При любых n1 ≥ 1, n2 ≥ 1 в интеграле

I(n1, n2) =

∫

y∈Rm

(
f̂(y) −

n1∑

k=1

|Gk(y)|2 −

n2∑

j=1

m∑

l=1

y2
l |Hj(y)|2

)
dy

подынтегральная функция неотрицательная и мажорируется (суммируемой на R
m) функци-

ей f̂ . Поэтому согласно теореме Лебега о мажорантной сходимости

I(n1, n2) → 0, n1, n2 → +∞.

Следовательно, действительно, ряд (2.1) сходится равномерно.
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Функции gk, hjl в (2.1), вообще говоря, комплекснозначные, а нам необходим ряд из дей-
ствительнозначных функций. Пусть gk = αre

k + iαim
k , hjl = ωre

jl + iωim
jl . Тогда в силу радиаль-

ности
gk∗̃gk = αre

k ∗̃αre
k + αim

k ∗̃αim
k ,

hjl∗̃hjl = ωre
jl ∗̃ω

re
jl + ωim

jl ∗̃ω
im
jl + i(ωim

jl ∗̃ω
re
jl − ωre

jl ∗̃ω
im
jl ).

Поскольку функция f действительнозначна, то комплексную часть можно отбросить. Теоре-
ма B доказана.

Автор благодарен В.В.Арестову и Е.Е.Бердышевой за внимание к работе и полезное об-
суждение результатов.
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КРИТЕРИЙ УСТОЙЧИВОСТИ ОПТИМАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ
МИНИМАКСНОЙ ЗАДАЧИ О РАЗБИЕНИИ

НА ПРОИЗВОЛЬНОЕ ЧИСЛО ПОДМНОЖЕСТВ
ПРИ ИЗМЕНЕНИИ МОЩНОСТИ ИСХОДНОГО МНОЖЕСТВА1

Е. Е.Иванко

В работе рассматривается критерий устойчивости оптимальных в смысле минимакса распределений
заданий между фиксированным числом работников. При возмущении начальных данных допускается
не только изменение значений функции стоимости, но и добавление и удаление заданий. При этом под
устойчивостью существующего распределения понимается возможность добавить новый элемент (удалить
или заменить существующий) к одному из подмножеств распределения с сохранением оптимальности по-
лученного распределения. В статье приводятся критерий и достаточное условие устойчивости, изучается
специфика областей устойчивости при ограничениях на функцию стоимости, рассматриваются алгоритмы
построения областей устойчивости. На примере ряда экспериментов демонстрируется различие областей
устойчивости, полученных с помощью критерия и с помощью достаточного условия.

Ключевые слова: оптимальное решение, распределение, разбиение, дискретная оптимизация, устойчи-
вость.

I. I. Ivanko. A stability criterion for optimal solutions of a minimax problem about a partition into an arbitrary
number of subsets under varying cardinality of the initial set.

A stability criterion is considered for distributions of tasks between a fixed number of workers that are
optimal in the minimax sense. A perturbation of the initial data may include not only a variation in the values
of the cost function but also an addition or removal of tasks. The stability of a distribution is understood
as the possibility to add a new element (remove or replace an existing element) to one of the subsets of the
distribution with the optimality of the distribution preserved. An optimality criterion and a sufficient optimality
condition are presented, the properties of optimality domains under constraints on the cost function are studied,
and algorithms for constructing optimality domains are considered. The difference between optimality domains
obtained by means of the criterion and by means of the sufficient condition is exemplified by a number of
experiments.

Keywords: optimal solution, distribution, partition, discrete optimization, stability.

Введение

Задачи оптимального распределения работ среди конечного числа исполнителей широко
распространены в экономике и планировании [1], важное применение находят при конструиро-
вании мультипотоковых вычислительных систем [2], актуальны при оптимизации перемещений
группы исполнителей в критических условиях [3; 4]. Наиболее распространенными точными
методами решения таких задач являются методы математического программирования [5]. В
случае равенства числа исполнителей и заданий имеет место известная задача о назначениях
(assignment problem) [6], успешно решаемая с помощью методов линейного программирования
за полиномиальное время (см., например, венгерский алгоритм [7]). Обобщенная постановка
задачи о назначениях [8], в которой множество заданий и множество работников могут не сов-
падать по мощности, а также присутствует ограничение на ресурсы работников, уже не только
NP-трудна, но и APX-трудна [9], то есть (при условии P 6= NP ) не допускает существования
полиномиального приближенного алгоритма, решающего задачу с постоянной, не зависящей
от параметров задачи точностью.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 10-08-00484-а и 10-01-96020-р-урал-а) и про-
граммы 12-П-1-1019.
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Любые задачи, связанные с распределением ресурсов, рассматриваются обычно в двух
вариантах постановок: на минимизацию совокупных затрат (максимизацию совокупной при-
были) и на минимизацию наибольших по всем работникам затрат (максимизацию наименьшей
прибыли). Постановки второго вида называются минимаксными (максиминными). Задачи о
назначениях рассматриваются, как правило, в типичной для экономических приложений по-
становке минимизации (максимизации) совокупных затрат (прибыли). Одним из наиболее из-
вестных примеров распределительной минимаксной задачи (или, в западной терминологии,
задачи на “узкое горлышко” — “bottleneck”) является классическая NP-полная задаче о раз-
биении (partition problem) [10]. В дискретной экстремальной постановке этой задачи требует-
ся разбить заданное конечное множество чисел на два непересекающихся подмножества так,
чтобы модуль разности между суммами чисел, содержащихся в каждом из подмножеств, был
минимален.

Рассматриваемая в настоящей работе постановка, на примере которой демонстрируется
теория устойчивости в распределительных задачах, содержит элементы двух описанных вы-
ше классических задач: обобщенной задачи о назначениях и дискретной экстремальной задачи
о разбиении. В постановке настоящей статьи требуется распределить конечное число заданий
среди конечного числа исполнителей, минимизируя стоимость выполнения заданий “наиболее
загруженного” исполнителя. При этом предполагается, что затрачиваемый исполнителями ре-
сурс и получаемая прибыль — это один параметр (иными словами, экономию мы и считаем
выигрышем), а значит, рассматриваемая постановка отличается от описанной выше обобщен-
ной задачи о назначениях отсутствием “рюкзачной” компоненты. В отличие же от дискрет-
ной экстремальной задачи о разбиении (на два подмножества) в постановке данной статьи
требуется найти оптимальное в смысле минимакса разбиение на произвольное заданное чис-
ло подмножеств. Другой важной особенностью рассматриваемой задачи является отсутствие
ограничений на функцию трудоемкости. Так, в отличие от большинства постановок распре-
делительной тематики, допускается неаддитивная функция агрегирования стоимости работ,
имеющая место, например, в случае минимаксной задачи мультикоммивояжера, где группе
исполнителей требуется распределить между собой позиции и при этом каждому посетить вы-
деленное подмножество позиций, так чтобы длина максимального по всем исполнителям пути
была минимальна [11]. Сформулированную специфическую задачу разбиения на N подмно-
жеств в минимаксной постановке с произвольной функцией агрегирования затрат для крат-
кости будем называть далее в тексте задачей распределения.

Среди известных работ по устойчивости дискретных экстремальных задач отметим [12–16].
Настоящая статья продолжает цикл работ автора, посвященных исследованию устойчивости
оптимальных решений задач дискретной оптимизации в случае изменения множества входных
данных. Ранее в работах [17–19] подробно рассматривалась задача коммивояжера, а также в
работе [20] кратко излагался критерий устойчивости оптимальных распределений при росте
количества распределяемых заданий.

1. Общая теория

Рассмотрим конечное множество X всех потенциально возможных заданий с функцией
трудоемкости

d : P(X) → R
+, (1.1)

где d(∅) = 0, а под P(X) мы традиционно понимаем множество всех подмножеств X.
Фиксируем число работников N ∈ N : N > 1. Введенная функция трудоемкости d зависит

только от подмножества заданий и не зависит от исполнителя. Иными словами, все испол-
нители считаются равносильными. Для любого K ⊂ X через MN (K) будем обозначать сово-
купность всех разбиений множества K, содержащих не более N подмножеств (“разрешается”
оставлять одного работника без заданий). Под разбиением α = {K1, . . . ,KN} ∈ MN (K) мно-
жества K на N подмножеств мы традиционно понимаем неупорядоченную совокупность N
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попарно непересекающихся подмножеств, объединение которых совпадает с K:

1) ∀Ki,Kj ∈ α (Ki 6= Kj) ⇒ (Ki ∩ Kj = ∅); 2)
⋃

K ′∈α

K ′ = K.

Всякий элемент α ∈ MN (K) будем называть распределением заданий из K по N работни-
кам. Стоимостью D распределения α будем называть максимум трудоемкости по составля-
ющим распределение подмножествам:

∀K ⊂ X ∀α = {K1, . . . ,KN} ∈ MN (K) D(α) , max
K ′∈α

d(K ′).

Оптимальным распределением заданий из K ⊆ X среди N работников будем называть
всякое разбиение α0 ∈ MN (K), обладающее минимальной на MN (K) стоимостью

α0 : D(α0) = min
α∈MN (K)

D(α). (1.2)

Далее, считая, что количество работников N фиксировано, будем говорить, что α0, удовле-
творяющее (1.2), оптимально на K.

Пусть фиксировано исходное конечное множество заданий S ⊆ X. Введем операцию Ins
добавления одного задания в распределение заданий исходного множества

∀z ∈ X \ S, ∀α = {K1, . . . ,KN} ∈ MN (S)

Ins(z,Ki, α) , (α \ {Ki}) ∪ {Ki ∪ {z}} ∈ MN (S ∪ {z}) (1.3)

или, более наглядно, Ins(z,Ki, α) = {K1, . . . ,Ki ∪ {z}, . . . ,KN}, откуда имеем

D(Ins(z,Ki, α)) = max{D(α \ {Ki}), d(Ki ∪ {z})}. (1.4)

Если функция d монотонна, то есть

∀K ⊂ X ∀x ∈ X d(K) ≤ d(K ∪ {x}), (1.5)

то выражение (1.4) можно упростить:

D(Ins(z,Ki, α)) = max{D(α), d(Ki ∪ {z})}. (1.6)

Если для оптимального распределения α0 = {K0
1 , . . . ,K0

N} ∈ MN (S) и добавляемого зада-
ния z ∈ X \S найдется K0

i ∈ α : {K0
1 , . . . ,K0

i ∪ {z}, . . . ,K0
N} ∈ MN (S ∪ {z}) оптимально, будем

говорить, что задание z может быть устойчиво добавлено к распределению α0. Это важное для
настоящей статьи определение расширяет классическое понятие устойчивости оптимального
распределения на случай роста размерности задачи; аналогичные расширения будут приведе-
ны ниже для случая удаления и замены задания.

Для произвольного задания x ∈ S через Kx будем обозначать всякое подмножество за-
даний из S, содержащее задание x. Определим теперь операцию удаления одного задания из
распределения заданий исходного множества

∀x ∈ S, ∀α = {K1, . . . ,K
x, . . . ,KN} ∈ MN (S) : ∀K ∈ α K 6= ∅

Del(x, α) , (α \ {Kx}) ∪ {Kx \ {x}} ∈ MN (S \ {x}),

или, иными словами, Del(x, α) = {K1, . . . ,K
x \{x}, . . . ,KN}, откуда согласно определению (1)

D(Del(x, α)) = max{D(α \ {Kx}), d(Kx \ {x})}.
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Если для оптимального распределения α0 = {K0
1 , . . . ,Kx, . . . ,K0

N} ∈ MN (S) и удаляемого
задания x ∈ S распределение {K0

1 , . . . ,Kx \ {x}, . . . ,K0
N} ∈ MN (S \ {x}) оптимально, будем

говорить, что задание x может быть устойчиво удалено из распределения α0.

Наконец, рассмотрим случай замены задания

∀x ∈ S, ∀z ∈ X \ S, ∀α = {K1, . . . ,K
x, . . . ,KN} ∈ MN (S)

Mov(z, x, α) , (α \ {Kx}) ∪ {Kx \ {x} ∪ {z}} ∈ MN (S \ {x} ∪ {z})

или, по-другому, Mov(z, x, α) = {K1, . . . ,K
x \ {x} ∪ {z}, . . . ,KN}, откуда

D(Mov(z, x, α)) = max{D(α \ {Kx}), d(Kx \ {x} ∪ {z})}.

Как и прежде, если для оптимального распределения α0 = {K0
1 , . . . ,Kx, . . . ,K0

N} ∈ MN (S),
удаляемого задания x ∈ S и добавляемого задания z ∈ X \ S распределение {K0

1 , . . . ,Kx \
{x}∪{z}, . . . ,K0

N} ∈ MN (S \{x}∪{z}) оптимально, будем говорить, что задание x может быть
устойчиво заменено на задание z в распределении α0.

Можно рассматривать иное определение замены задания, где новое задание не обязательно
добавляется в то подмножество распределения, из которого было удалено существующее. Для
такого случая можно построить аналогичную теорию устойчивости, что, впрочем, выходит за
рамки данной статьи.

Кроме того, в следующих теоремах удобно использовать стоимость оптимального распре-
деления заданий из исходного множества S при изъятии одного из исполнителей вместе с
выделенным ему подмножеством заданий:

∀K ⊆ S D
S
N (K) , min

α′∈MN−1(S\K)
{D(α′)}. (1.7)

Используя введенные обозначения, сформулируем теорему о критерии устойчивости опти-
мального распределения при добавлении задания.

Теорема 1. Пусть даны множество заданий X, функция трудоемкости d : P(X) →
R

+, начальное множество S ⊂ X : |S| < ∞ и количество работников N ∈ N : N > 1, тогда

для произвольного задания z ∈ X \S стоимость оптимального на MN (S∪{z}) распределения

можно выразить как

min
K⊂S

[
max{DS

N (K), d(K ∪ {z})}
]
. (1.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольное распределение β∗ = {K1, . . . ,K
z, . . . ,

KN} ∈ MN (S ∪ {z}), тогда согласно (1.3)

Ins(z,Kz \ {z}, β) = β∗, где β = {K1, . . . ,K
z \ {z}, . . . ,KN} ∈ MN (S).

Используя (1.4), имеем D(β∗) = D(Ins(z,Kz \ {z}, β)) = max{D(β \ {Kz \ {z}}), d(Kz)}. Учи-
тывая (1.7), получим D(β \ {Kz \ {z}}) ≥ D

S
N (Kz \ {z}), откуда

D(β∗) = max{D(β \ {Kz \ {z}}), d(Kz)} ≥ max{DS
N (Kz \ {z}), d(Kz)}

≥ minK⊂S

[
max{DS

N (K), d(K ∪ {z})}
]
.

Итак, стоимость всякого распределения из множества MN (S ∪ {z}) не менее значения (1.8).
Покажем теперь, что существует распределение из MN (S∪{z}), обладающее стоимостью (1.8).
Множество S конечно, следовательно, существует подмножество K0 ⊂ S, на котором достига-
ется минимум (1.8):

max{DS
N (K0), d(K0 ∪ {z})} = min

K⊂S

[
max{DS

N (K), d(K ∪ {z})}
]
.
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Согласно (1.7) и из конечности MN−1(S \ K0) следует, что существует распределение α′
0 ∈

MN−1(S \ K0): D(α′
0) = D

S
N (K0). Пусть α0 = α′

0 ∪ {K0}. По построению очевидно, что

D(Ins(z,K0, α0)) = max{D(α0 \ {K0}), d(K0 ∪ {z})} = max{DS
N (K0), d(K0 ∪ {z})}

= minK⊂S

[
max{DS

N (K), d(K ∪ {z})}
]
.

Теорема доказана. �

При фиксированных S и N выражение (1.8) будем считать функцией от z ∈ X \S и обозна-
чать DI(z). Сформулируем в виде следствия утверждение, использующее соотношение (1.8)
для проверки возможности устойчивого добавления задания к существующему оптимальному
распределению.

Следствие 1. Пусть даны множество заданий X, функция трудоемкости d : P(X) →
R

+, начальное множество S ⊂ X : |S| < ∞, количество работников N ∈ N : N > 1 и опти-

мальное распределение α0 = {K1, . . . ,KN} ∈ MN (S), тогда для задания z ∈ X \ S распределе-

ние Ins(z,Ki, α0) при i ∈ 1, N является оптимальным на множестве MN (S ∪ {z}) в том и

только в том случае, когда D(Ins(z,Ki, α0)) = DI(z).

Рассмотрим теперь выражение стоимости оптимального распределения при изъятии одно-
го из распределяемых заданий. Доказательство теоремы 2 опущено, оно проводится по общей
схеме теоремы 1.

Теорема 2. Пусть даны множество заданий X, функция трудоемкости d : P(X) →
R

+, начальное множество S ⊂ X : |S| < ∞ и количество работников N ∈ N : N > 1, то-

гда для произвольного задания x ∈ S стоимость оптимального на MN (S \{x}) распределения

можно выразить как

min
Kx⊂S

[
max{DS

N (Kx), d(Kx \ {x})}
]
. (1.9)

Аналогично случаю добавления задания при фиксированных S и N выражение (1.9) бу-
дем считать функцией от x ∈ S и обозначать DD(x). Сформулируем критерий устойчивости
оптимального распределения при удалении задания.

Следствие 2. Пусть даны множество заданий X, функция трудоемкости d : P(X) →
R

+, начальное множество S ⊂ X : |S| < ∞, количество работников N ∈ N : N > 1, произ-

вольное задание x ∈ S и некоторое оптимальное распределение α0 ∈ MN (S), тогда распреде-

ление Del(x, α0) является оптимальным на множестве MN (S \ {x}) в том и только в том

случае, когда

D(Del(x, α0)) = DD(x).

Наконец, приведем аналогичную теорему, выражающую стоимость оптимального распре-
деления в случае замены задания. Доказательство опущено, оно проводится по общей схеме
теоремы 1.

Теорема 3. Пусть даны множество заданий X, функция трудоемкости d : P(X) →
R

+, начальное множество S ⊂ X : |S| < ∞ и количество работников N ∈ N : N > 1, то-

гда для произвольного заменяемого задания x ∈ S и произвольного замещающего задания

z ∈ X \ S стоимость оптимального на MN (S \ {x} ∪ {z}) распределения можно выразить

как

min
Kx⊂S

[
max{DS

N (Kx), d(Kx \ {x} ∪ {z})}
]
. (1.10)

При фиксированных S и N выражение (1.10) будем считать функцией от x ∈ S, z ∈ X \ S
и обозначать DM (z, x). Сформулируем критерий устойчивости оптимального распределения
при удалении задания.
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НИКОЛАЙ НИКОЛАЕВИЧ КРАСОВСКИЙ

4 апреля 2012 г. на 88-м году скончался Николай Николаевич Красовский, академик РАН,
крупнейший математик современности.

Николай Николаевич родился 7 сентября 1924 г. в Свердловске в семье известного в горо-
де врача. В 1949 г. окончил металлургический факультет Уральского политехнического ин-
ститута. В течение последующих 10 лет работал на кафедре высшей математики УПИ, в
1959–1970 гг. — в Уральском государственном университете. В 1964 г. был избран членом-
корреспондентом, а в 1968 г. — действительным членом Академии наук СССР, ныне Россий-
ской академии наук. С 1970 по 1977 г. возглавлял Институт математики и механики Ураль-
ского научного центра АН СССР. Был членом Президиума РАН, бюро Отделения механики и
процессов управления АН СССР, Президиума УрО РАН, входил в состав Президиума Нацио-
нального комитета по теоретической и прикладной механике. В последние годы был главным
научным сотрудником отдела динамических систем ИММ УрО РАН.

Фундаментальные труды Николая Николаевича по ключевым проблемам теории устой-
чивости и стабилизации движения, теории оптимального управления, теории управления в
условиях неопределенности и конфликта внесли выдающийся вклад в сокровищницу миро-
вой науки и послужили отправным пунктом для многих исследований в стране и за рубе-
жом. Н.Н.Красовский — автор более 300 научных публикаций, в том числе 6 монографий.
Он являлся продолжателем уральской научной школы по теории устойчивости движения, ос-
нователем и главой уральской научной школы по математической теории управления.
Среди его учеников — инженеры и преподаватели, кандидаты и доктора наук, члены-кор-
респонденты и академики РАН. В школе Н.Н.Красовского получен ряд научных результатов
мирового уровня.

Деятельность Н.Н.Красовского в должности директора Института математики и механи-
ки, его авторитет и энергия способствовали утверждению Института как ведущего научного
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центра в области математики и механики в нашей стране, обеспечили качественно новый уро-
вень развития Института. Он инициировал и поддерживал многие направления прикладных
исследований по механике и новой технике. Большое значение Николай Николаевич придавал
оснащению Института первоклассной вычислительной техникой, развитию вычислительного
дела в Уральском регионе.

Весомый вклад внес Н.Н.Красовский в математическое образование на Урале и как круп-
ный организатор, и как блестящий лектор. В частности, в 60-е годы им были созданы в
Уральском госуниверситете две новые кафедры под новые специализации: вычислительной
математики и прикладной математики. Много времени и сил Николай Николаевич отдавал
пропаганде достижений фундаментальной науки среди учёных-прикладников, инженеров, ме-
диков. Для них он разработал и прочитал ряд курсов, содержащих в доступной форме идеи
и новейшие методы в математике, механике и информатике. Символично, что американский
Институт инженеров электротехники и электроники (IEEE), присуждая ему премию 2003 г.,
отметил его “новаторские идеи, которые были восприняты как теоретиками, так и инженерами-
практиками”.

Научные достижения и преподавательская деятельность Н.Н. Красовского высоко оцене-
ны государством (Герой Социалистического Труда, лауреат Ленинской и Государственной пре-
мий, кавалер орденов Советского Союза и России) и научной общественностью (Большая зо-
лотая медаль РАН им. М.В.Ломоносова, Золотая медаль им. А.М. Ляпунова, Демидовская
премия в области физико-математических наук, золотая медаль УрО РАН имени академика
С.В.Вонсовского, доктор Honoris cаusa Венгерской академии наук, награда Международного
общества инженеров электриков и электронщиков, лауреат премии программы Фонда содей-
ствия отечественной науки “Выдающиеся учёные”).

Николай Николаевич имел безоговорочный авторитет и в среде школьных учителей и ра-
ботников народного просвещения. В 1985 г. именно он внес решающий вклад в компьютери-
зацию школ Свердловской области, принял активнейшее участие во внедрении в школьную
программу курса информатики. Николай Николаевич всегда оставался настоящим уральцем,
патриотом родного города и края.

Все знали высочайшую требовательность Николая Николаевича к себе, его скромность и
приверженность нравственным ценностям.

Светлая память о блестящем ученом, замечательном человеке, Учителе навсегда останется
в наших сердцах, его уроки останутся для нас непреходящей ценностью.



ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 18 № 4 2012

БАЛАГАНСКИЙ ВЛАДИМИР СЕРГЕЕВИЧ

7 апреля 2012 г. на 62-м году ушел из жизни ведущий научный сотрудник отдела аппрок-
симации и приложений Института математики и механики УрО РАН Владимир Сергеевич
Балаганский. В 1974 г. он окончил Уральский госуниверситет и в 1978 г. был принят в аспи-
рантуру ИММ УрО РАН. Его научным руководителем был известный специалист по геомет-
рической теории приближений Л.П.Власов. В.С.Балаганский внес значительный вклад в раз-
витие общей теории аппроксимативных свойств множеств в банаховых пространствах, где им
получены глубокие и, в основном, окончательные результаты. Ему принадлежит наиболее су-
щественное на сегодняшний день продвижение в знаменитой и нерешенной до сих пор проблеме
Н.В.Ефимова, С.Б.Стечкина и В.Кли о выпуклости чебышевских множеств в гильбертовых
пространствах. В 1982 г. В.С.Балаганский защитил кандидатскую диссертацию, а в 1998 г. —
докторскую. Он является автором более 70 научных работ как по фундаментальной, так и по
прикладной математике. Владимир Сергеевич активно участвовал в разработке эффективных
по затратам машинного времени итерационных методов формирования широких диаграмм
направленности гибридных зеркальных антенн с фазовым управлением. Ему принадлежат
тонкие исследования по антипроксиминальным множествам в банаховых пространствах.

В.С.Балаганский был талантливым математиком, он прекрасно владел как геометриче-
скими, так и аналитическими методами. Ярким примером тому является разработанный им
и содержащий оба этих начала метод доказательства непрерывности точной “константы” в
неравенстве Джексона — Стечкина в пространстве L2(T) как функции от аргумента старшего
модуля непрерывности.

Владимир Сергеевич Балаганский был очень доброжелательным, щедрым и отзывчивым
человеком, светлая память о нем навсегда сохранится в наших сердцах.
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B.Hofmann, P. Mathé. Some note on the modulus of continuity for ill-posed
problems in Hilbert space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 34–41

I. I. Ivanko. A stability criterion for optimal solutions of a minimax problem
about a partition into an arbitrary number of subsets under varying cardinality
of the initial set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 180-194

S. I.Kabanikhin, M.A. Shishlenin. On the use of a priori information in
coefficient inverse problems for hyperbolic equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 147–164

V. V.Kabanov, A. V.Mityanina. Strictly Deza line graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 165–177

L. A.Kalyakin. Analysis of the Bloch equations for the nuclear magnetization
model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 123–140

A. L.Kazakov. Application of characteristic series for constructing solutions of
nonlinear parabolic equations and systems with degeneracy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 114–122

M. Yu.Khachai, M. I. Poberii. The computational complexity and
approximability of a series of geometric covering problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 247–260

A. P.Khromov, G.V.Khromova. On the convergence of the Lavrent’ev
method for an integral equation of the first kind with involution . . . . . . . . . . . . . . . . 1 289–297

O.M. Kiselev. Oscillations near a separatrix in the Duffing equation . . . . . . . . . 2 141–153

V. N.Knyagina, V. S.Monakhov. On the permutability of n-maximal
subgroups with Schmidt subgroups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 125–130

A. S.Kondrat’ev. Finite groups having the same prime graph as the group
Aut(J2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 131–138

A. S.Kondrat’ev, I. V.Khramtsov. The complete reducibility of some
GF (2)A7-modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 139–143

A. I.Korotkii, E. I.Gribanova. Reconstruction of boundary controls in
hyperbolic systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 154–169

A. I.Korotkii, D.O.Mikhailova. Reconstruction of boundary controls in
parabolic systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 178–197

E.K. Kostousova. On polyhedral estimates for reachable sets of differential
systems with bilinear uncertainty. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 195–210

N.A. Kuklin. Delsarte method in the problem on kissing numbers in high-
dimensional spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 224–239

S.V. Kuznetsov, K. S. Tikhanovtseva. Nonnegativity set of smallest measure
for polynomials with zero weighted mean value on a closed interval . . . . . . . . . . . . . 4 211–223

E. F. Lelikova. On the asymptotics of a solution to an equation with a small
parameter at some of the highest derivatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 170–178

A. S. Leonov. Higher-order total variations for functions of several variables and
their application in the theory of ill-posed problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 198–212

A. M.Lipanov, M. R.Koroleva, S.Yu. Dadikina. Adapted cylindrical
coordinates for internal volumes of structural elements of a solid-propellant rocket
engine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 213–221

D.V. Luk’yanenko, A.G.Yagola. Application of multiprocessor systems for
solving inverse problems leading to Fredholm integral equations of the first kind 1 222–234



Index of Volume 18, 2012 303

A. A.Makhnev, D.V. Paduchikh. Graphs in which neighborhoods of vertices
are isomorphic to the Mathieu graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 155–163

A. A. Makhnev, L. Yu. Tsiovkina. On automorphisms of a distance-regular
graph with intersection array {35, 32, 8; 1, 2, 28} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 235–241

J. I.Mamedkhanov. On S.M. Nikol’skii type inequalities between different
metrics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 240–248

V. D.Mazurov, A. I. Smirnov. Interpretation of contradictory images by
means of systems of linear inequalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 144–154

N.V. Medvedev, S. S. Titov. On the topology of elliptic curves . . . . . . . . . . . . . 1 242–250

I. V. Melnikova, M.A. Alshanskiy. The generalized well-posedness of the
Cauchy problem for an abstract stochastic equation with multiplicative noise . . . 1 251–267

I. T.Mukhamet’yanov. On distance-regular graphs on the set of nontrivial
p-elements of the group L2(p

n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 164–178

A. L.Myl’nikov. Graphs of twisted subsets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 179–186

M. S.Nirova. On strongly regular graphs with b1 < 24 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 187–194

S. I.Novikov. Interpolation on a square with a minimum value of the uniform
norm of the Laplace operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 249–257

V. Yu.Novokshenov. Special solutions of the first and second Painlevé
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