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Завершив описание стабильного моста W , перейдем к построению с помощью дискрими-
нантных преобразований окаймляющего “пути” W ρ с границей ∂W ρ = Λρ,>. Зададимся пара-
метром гладкой регуляризации ρ > 0, который в силу выпуклости множеств W (t), t ∈ (0, 2),
может быть любым (см. замечание 3).

Здесь поверхность Λρ,> =
⋃

t∈(0,2)

Γ
ρ,>
t , где Γ

ρ,>
t , t ∈ (0, 2), согласно теореме 1 являются

гладкими кривыми. В рассматриваемом случае кривая Γ
ρ,>
t составлена из десяти гладких

выпуклых дуг
Γ

ρ,>
t =

{
Γ̃1(t), . . . , Γ̃6(t)

}⋃{
Γ̃12(t), Γ̃26(t), Γ̃34(t), Γ̃45(t)

}
.

При этом Γ̃1(t), . . . , Γ̃6(t) — это дуги дискриминантных кривых, построенные по форму-
ле (2.2). Кривые Γ̃12(t), Γ̃26(t), Γ̃34(t), Γ̃45(t) — дуги окружности радиуса ρ > 0. Здесь двой-
ной индекс у дуги окружности указывает номера соответствующей пары огибающих из набора{
Γ̃1(t), . . . , Γ̃6(t)

}
, которые эта дуга окружности соединяет.

В рамках настоящего исследования было осуществлено численное моделирование разре-
шающих конструкций игры (5.1)–(5.4) для случая уровня c = 3. На рис. 1 представлен макси-
мальный по вложению стабильный мост W .

На рис. 2 представлен окаймляющий “путь” W ρ при значении параметра гладкой регуля-
ризации ρ = 0.5.

На рис. 3 представлен вычисленный приближенно график дефекта стабильности окаймля-
ющего “пути” ε = ε(t) множества W ρ.

Результаты численного моделирования дефекта стабильности соответствуют его оценке,
полученной в теореме 2.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 17 № 2 2011

УДК 519.6

ОБ ОДНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ РЕЗУЛЬТАТОВ ДЕЙСТВИЯ

ПРИБЛИЖЕННЫХ РЕШЕНИЙ В ЗАДАЧЕ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ

АСИМПТОТИЧЕСКОГО ХАРАКТЕРА1

А.Г. Ченцов

Исследуется абстрактная задача о достижимости с ограничениями асимптотического характера, опре-

деляемыми в виде непустого семейства подмножеств пространства обычных решений. Допускаются раз-

личные варианты реализации асимптотических эффектов (сходимость в топологическом пространстве,

циклы и др.). Предлагается весьма общий способ представления результатов действия приближенных

решений, обобщающий конструкции на основе последовательностей в пространстве обычных решений.

Ключевые слова: Множество притяжения, направленность, ультрафильтр.

A. G.Chentsov. One representation of the results of action of approximate solutions in a problem with

constraints of asymptotic nature.

We consider an abstract attainability problem with constraints of asymptotic nature defined in the form of a

nonempty family of subsets in the space of usual solutions. Various variants of implementing asymptotic effects

are considered (convergence in a topological space, cycles, and so on). A rather general method is suggested

for presenting the results of action of approximate solutions; this method generalizes constructions based on

sequences in the space of usual solutions.

Keywords: attraction set, net, ultrafilter.

1. Введение

В дальнейшем используются следующие сокращения: ИП — измеримое пространство,
к.-а. — конечно-аддитивная, МП — множество притяжения, НМ — направленное множество,
п/м — подмножество, п/п — подпространство, ТП — топологическое пространство, у/ф —
ультрафильтр, ЭП — элемент притяжения.

В различных задачах прикладного характера возникает проблема приближенного соблю-
дения ограничений, нередко осложняемая явлением неустойчивости. Данное явление может
играть отрицательную роль, но в других случаях, напротив, может быть полезным (напри-
мер, при ослаблении ограничений в экстремальных задачах, когда реализуется выигрыш в
качестве). Последний случай представляет определенный практический интерес; это касается,
в частности, задач управления с ограничениями различных типов (см. [1–4] и др.). В самом
деле, малые нарушения ограничений в задачах управления зачастую несущественны, в то
время как выигрыш в качестве может быть значительным. На деле, однако, приходится (в
ряде случаев) говорить об исчезающе малом нарушении условий, поскольку конкретную сте-
пень допустимого ослабления ограничений зачастую указать трудно. Естественным выходом
на этапе формализации представляется введение ограничений асимптотического характера и
подходящего класса приближенных (а, по сути, асимптотических) решений; см. в этой связи,
например, [1, гл. III]. Подобные ситуации возникают и в других разделах прикладной мате-
матики; можно отметить здесь также задачи математического программирования и эффекты,
отмеченные в [5, 6].

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 09-01-00436, 10-01-96020) и программы
фундаментальных исследований Президиума РАН “Математическая теория” (проекты 09-П-1-1007,
09-П-1-1014).
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Логично допустить и возможность возникновения “асимптотических ограничений” изна-
чально, не связывая это уже с ослаблением каких-то стандартных ограничений, но сохраняя,
однако, асимптотический характер используемых решений. Данный подход принят в насто-
ящей работе, которую можно рассматривать как непосредственное продолжение построений
разд. 4 работы [7].

В вышеупомянутых задачах могут возникать затруднения, связанные с представлением
результатов действия “асимптотических решений”. Как правило, упомянутые результаты свя-
зываются с пределами результатов действия обычных решений, выстраиваемых в последова-
тельность (см. [1, гл. III]) или в направленность (см. замечания в [5, 6]). Такой подход требу-
ет топологизации (оснащения топологией) самого пространства результатов или оценок (да-
лее термин “оценка” будет пониматься только в этом смысле). Этот подход может оказаться
недостаточным, т.к. асимптотика результатов действия обычных решений может не допускать
описания в терминах сходимости. В этой связи в [7, разд. 4] предлагается, грубо говоря, объ-
явить результатом саму эту асимптотику. Здесь оказывается зачастую недостаточным (см.
[8, разд. 1]) секвенциальный подход, развиваемый, например, в [1, гл. III] (по ряду причин
неудобно также использовать направленности). Поэтому в [7, разд. 4] для целей представления
вариантов асимптотического поведения и достигаемых с их помощью результатов предлага-
ется использовать у/ф соответствующих множеств. Для описания процедуры преобразования
так понимаемого решения в результат (оценку) в [7, разд. 4] используется аналог оператора
[9, c. 212, 213], именуемый в [7] оператором Чеха. Мы напомним далее этот подход, который
освобожден от парадигмы, связанной со сходимостью в смысле заданной априори топологии.
Интересно, однако, что конструкция, соответствующая данной парадигме и использующая МП
в пространстве оценок, сохраняет и в упомянутом общем случае свое значение (см. теорему 4.1
работы [7]).

Основное затруднение, связанное с применением конструкций [7, разд. 4], состоит в том,
что в них используются у/ф семейства всех п/м пространства оценок (результатов); важную
роль играют при этом свободные [10, c. 271] у/ф, которые не определяются конструктивно.
Грубо говоря, такие у/ф даже в принципе не “визуализируемы”. Известно [11, § 7.6], однако,
что в некоторых (нестандартных) ИП всевозможные у/ф этих ИП допускают конструктивное
описание (возникает, правда, необходимость в осуществлении ряда несущественных, но также
конструктиных преобразований: сведение у/ф к к.-а. (0, 1)-мерам, продолжение у/ф с полуал-
гебры на алгебру, порожденную исходной полуалгеброй и т.п.). В этой связи представляется
полезной модификация подхода [7, разд. 4], в рамках которой асимптотика достигаемого ре-
зультата отождествлялась бы с у/ф того или иного ИП, что доставляет в некоторых (см.
[11, § 7.6]) случаях возможность конструктивного описания упомянутой асимптотики. При
этом, конечно, оснащение пространства оценок какой-либо измеримой структурой (а здесь
интересны ИП, достаточно “бедные” множествами) может доставлять, как правило, лишь ча-
стичную информацию о складывающейся картине асимптотических эффектов. Речь идет о
специально подбираемом варианте пространства стоуновского представления [12, c. 26]. Отме-
тим здесь только одну возможность (см. [11, c. 304, 305]), связанную с использованием произ-
ведений к.-а. (0, 1)-мер (в связи с общими свойствами у/ф см. [10, 13, 14]; вопросы, связанные
с представлениями у/ф ИП, рассматривались, в частности, в [15, гл. 10]).

2. Общие обозначения

Мы используем обозначения и соглашения [7, разд. 3]; напомним наиболее существенные.
Через {x} обозначаем одноточечное множество, содержащее объект x. Если X — множество,
то через P(X) (через P ′(X)) обозначаем семейство всех (всех непустых) п/м множества X.
Если A и B — множества, то через BA обозначаем множество всех отображений из A в B. Если
A и B — множества, f ∈ BA и C ∈ P(A), то (f | C) ∈ BC есть def сужение f на множество C,

т. е. (f | C)(x)
△
= f(x) ∀x ∈ C (здесь и ниже

△
= — равенство по определению); f1(C)

△
=
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{f(x) : x ∈ C} . Далее потребуется использовать семейства образов и прообразов множеств
того или иного семейства (см., в частности, [13, гл. I]): если X и Y — множества, а f ∈ Y X , то

(
f1[X ]

△
=

{
f1(A) : A ∈ X

}
∈ P ′(P(Y )) ∀X ∈ P ′(P(X))

)

&
(
f−1[Y] =

{
f−1(B) : B ∈ Y

}
∈ P ′(P(X)) ∀Y ∈ P ′(P(Y ))

)
.

Если M — семейство, а N — множество, то M|N
△
= {M ∩N : M ∈ M} есть след M на N .

Элементы топологии. Если (X, τ) — ТП и A ∈ P(X), то cl(A, τ) есть def замыка-
ние A в (X, τ), а (A, τ |A) — п/п (X, τ). Через C(X, τ1, Y, τ2) обозначаем множество всех (τ1, τ2)-
непрерывных отображений из Y X , где (X, τ1) и (Y, τ2) суть ТП. Если (X, τ) есть ТП и x ∈ X,

то N0
τ (x)

△
= {G ∈ τ | x ∈ G} и Nτ (x) =

{
H ∈ P(X) | ∃G ∈ N0

τ (x) : G ⊂ H
}

(фильтр окрестно-
стей x в ТП (X, τ); см. [13, гл. I]). Через (τ -comp)[X] обозначаем семейство всех компактных
в ТП (X, τ) п/м X.

Фильтры и их базы. Если H — непустое множество, то через β[H] (через β0[H]) обозна-
чаем семейство всех B ∈ P ′(P(H)) (всех B ∈ P ′(P ′(H))) таких, что ∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈
B : B3 ⊂ B1 ∩B2. Семейства из β0[H] — суть базы фильтров H. Пусть

F[H]
△
=

{
F ∈ P ′(P ′(H)) | (A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F) & (∀F ∈ F ∀G ∈ P(H)

((F ⊂ G) =⇒ (G ∈ F))
}

(введено множество всех фильтров H) и, кроме того,

Fu[H]
△
=

{
U ∈ F[H] | ∀ V ∈ F[H] ((U ⊂ V) =⇒ (U = V))

}
(2.1)

(множество всех у/ф H). Разумеется, имеем следующее свойство:

(H-ult)[x]
△
= {S ∈ P(H) | x ∈ S} ∈ Fu[H] ∀x ∈ H. (2.2)

Как обычно, у/ф вида (2.2) называем тривиальными; у/ф U ∈ Fu[H] называем свободным,
если пересечение всех множеств из U пусто. Как обычно, (H-ult)[·] обозначает оператор из H
в Fu[H], сопоставляющий точке x ∈ H у/ф (H-ult)[x].

Каждый у/ф из Fu[H] (2.1) является либо тривиальным, либо свободным. Оператор

ϕ[H] : P(H) −→ P(Fu[H])

определяем правилом: ϕ[H](A)
△
= {U ∈ Fu[H] | A ∈ U} ∀A ∈ P(H). Тогда семейство

ϕ[H]1(P(H)) — база топологии непустого множества (2.1), обозначаемой через τfi[H], причем

(Fu[H], τfi[H]) (2.3)

есть нульмерный [10] компакт, в котором {(H-ult)[x] : x ∈ H} — всюду плотное множество,
а база ϕ[H]1(P(H)) — семейство всех открыто-замкнутых в ТП (2.3) п/м Fu[H]. Если H ∈
P ′(P(H)), то

F0
u
[H | H]

△
= {U ∈ Fu[H] | H ⊂ U} =

⋂

A∈H

ϕ[H](A) ∈ (τfi[H]-comp)[Fu[H]].

Напомним свойство (см. [13, гл. I]): если B ∈ β0[H], то

(H-fi)[B]
△
= {L ∈ P(H) | ∃B ∈ B : B ⊂ L} ∈ F[H]; (2.4)



228 А. Г.Ченцов

при этом F[H] ⊂ β0[H] и согласно (2.4) (H-fi)[F ] = F ∀F ∈ F[H].

Образы фильтров и их баз. Если X и Y — множества, f ∈ Y X и B ∈ β0[X], то
f1[B] ∈ β0[Y ] и при этом

((X-fi)[B] ∈ Fu[X]) =⇒ ((Y -fi)[f1[B]] ∈ Fu[Y ]). (2.5)

В качестве B может использоваться фильтр и, в частности, у/ф X. Если f — сюръекция X
на Y, то

f1[U ] ∈ Fu[Y ] ∀U ∈ Fu[X]. (2.6)

Направленности. Направленностью в множестве M называем всякий триплет (D,�, f),
где (D,�) — непустое НМ (см. [14, гл. 2]) и f ∈ MD. Если (D,�, f) — направленность в
множестве M, то (подробнее см. [7, c. 222])

(M -ass)[D;�; f ]
△
=

{
A ∈ P(M) | ∃ d ∈ D ∀ δ ∈ D ((d � δ) =⇒ (f(δ) ∈ A))

}
∈ F[M ]

есть фильтр, ассоциированный с (D,�, f). Каждый фильтр из F[M ] ассоциирован с некоторой
направленностью в M.

Сходимость фильтров и направленностей. Если (X, τ) есть ТП, B ∈ β0[X] и x ∈ X, то
сходимость B τ

=⇒ x определяется как свойство Nτ (x) ⊂ (X-fi)[B]. Ясно, что ∀F ∈ F[X] ∀x ∈ X

(F τ
=⇒ x)⇐⇒(Nτ (x) ⊂ F).

Итак, в согласии с [13, гл. I] введена сходимость фильтров и их баз. Если (D,�, f) есть на-
правленность в X и x ∈ X, то

((D,�, f)
τ−→ x)

def⇐⇒ ((X-ass)[D;�; f ]
τ

=⇒ x)

(сходимость по Мору — Смиту).

Множества притяжения. Если A — непустое множество, (X, τ) — ТП, h ∈ XA и
A ∈ P ′(P(A)), то через (as)[A;X; τ ;h;A] обозначаем множество всех x ∈ X, для каждого
из которых существует такая направленность (D,�, f) в множестве A, что

(A ⊂ (A-ass)[D;�; f ]) & ((D,�, h ◦ f)
τ−→ x);

(as)[A;X; τ ;h;A] называем МП в ТП (X, τ) (семейство A играет роль ограничений асимпто-
тического характера). Легко видеть, что

(as)[A;X; τ ;h;A] = {x ∈ X | ∃ U ∈ F0
u
[A | A] : h1[U ]

τ
=⇒ x}.

3. Конструкции, связанные с преобразованием ультрафильтров

Всюду в дальнейшем фиксируем непустые множества E и H, а также отображение h ∈ HE.
Как и в [7, разд. 4], полагаем, что

H
△
= h1(E) = {h(e) : e ∈ E} ∈ P ′(H). (3.1)

Ясно, что h есть сюръекция E на H (назовем это H-сюръективностью) и согласно (2.4), (2.6)

h1[U ] = (H-fi)[h1[U ]] ∈ Fu[H] ∀U ∈ Fu[E]. (3.2)

При этом (Fu[E], τfi[E]) и (Fu[H], τfi[H]) — непустые компакты. Следуя [7, разд. 4], полагаем,
что оператор

U : Fu[E] −→ Fu[H] (3.3)
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определяется правилом: U(U)
△
= h1[U ] ∀U ∈ Fu[E] (см. (3.2) и [7, (4.8)]). Называем U (3.3) опе-

ратором Чеха, имея в виду построения [9, c. 212,213]. Сейчас напомним некоторые положения,
анонсированные в [7, разд. 4], приводя соответствующие обоснования. Отметим прежде всего
следующее

Свойство (S): оператор U — сюръекция Fu[E] на Fu[H].

З а м е ч а н и е 3.1. Рассмотрим обоснование свойства (S) (см. также [9, c. 212, 213]). В
силу H-сюръективности h и простейших свойств операции взятия прообраза имеем свойство:
h−1[B] ∈ β0[E] ∀B ∈ β0[H]. Кроме того,

h1[h−1[B]] = B ∀B ∈ β0[H] (3.4)

(учитываем, что для любых непустых множеств X и Y, отображения f ∈ Y X и множества
M ∈ P(Y )

f1(f−1(M)) = M ∩ f1(X);

применяем данное свойство в случае X = E, Y = H, f = h и учитываем (3.1)).

Выберем произвольно Ũ ∈ Fu[H]. Тогда, в частности, Ũ ∈ β0[H], а потому (см. (3.4))
h−1[Ũ ] ∈ β0[E] обладает свойством

h1[h−1[Ũ ]] = Ũ . (3.5)

Подберем U ∈ Fu[E] так, что (E-fi)[h−1[Ũ ]] ⊂ U (см. [13, гл. I]). Тогда с учетом (3.5) имеем,
что

Ũ ⊂ h1[(E-fi)[h−1[Ũ ]]] ⊂ h1[U ], (3.6)

где h1[U ] ∈ Fu[H] согласно (3.2). В силу максимальности Ũ имеем из (3.6) равенство Ũ = h1[U ],
а тогда Ũ = U(U) ∈ U1(Fu[E]). Вложение Fu[H] ⊂ U1(Fu[E]), а, следовательно, и равенство
Fu[H] = U1(Fu[E]) установлены. Свойство (S) доказано.

Предложение 3.1. Оператор U (3.3) непрерывен: U ∈ C(Fu[E], τfi[E],Fu[H], τfi[H]).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем U ∈ Fu[E]. Покажем, что оператор U непрерывен в
точке U . При этом U(U) ∈ Fu[H]. Пусть Γ ∈ Nτfi[H](U(U)). Из определений легко следует, что
семейства

Ω
△
= {ϕ[E](A) : A ∈ U} ∈ P ′(N0

τfi[E](U)),

Σ
△
= {ϕ[H](B) : B ∈ U(U)} ∈ P ′(N0

τfi[H](U(U)))

являются локальными базами топологий τfi[E], τfi[H] в точках U и U(U) соответственно. С
учетом этого подбираем M ∈ Σ так, что M ⊂ Γ. Пусть M ∈ U(U) реализует представление

M = ϕ[H](M) = {F ∈ Fu[H] |M ∈ F}. (3.7)

Тогда M = h1(N), где N ∈ U (мы учли здесь, что U(U) = h1[U ]). Тогда N
△
= ϕ[E](N) ∈ Ω и, в

частности, N ∈ Nτfi[E](U). Пусть W ∈ U1(N), а V ∈ N реализует равенство W = U(V). Тогда
V ∈ Fu[E] и при этом N ∈ V; W = h1[V]. Поскольку h1(N) ∈ h1[V], то h1(N) ∈ W и, как
следствие, M ∈ W. Коль скоро W ∈ Fu[H], то согласно (3.7) W ∈ M. Итак,

U1(N) ⊂ M ⊂ Γ.

Поскольку выбор Γ был произвольным, установлено, что

∀A ∈ Nτfi[H](U(U)) ∃B ∈ Nτfi[E](U) : U1(B) ⊂ A.

Следовательно, оператор U непрерывен в точке U . Поскольку выбор у/ф U был произвольным,
предложение доказано (см. [14, c. 121,122]). 2
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Отдельно рассмотрим случай, когда h является инъективным отображением из E в H или,
что то же самое, h есть биекция E на H. Справедливо следующее

Свойство (B): если h — инъективное отображение E в H, то U (3.3) есть биекция Fu[E]

на Fu[H].

З а м е ч а н и е 3.2. Проверим свойство (B), полагая, что h есть инъективное отобра-
жение E в H. Выберем произвольно U ∈ Fu[E] и V ∈ Fu[E]. Тогда

(U(U) = h1[U ]) & (U(V) = h1[V]). (3.8)

Пусть U(U) = U(V). Покажем, что U = V. В самом деле, допустим противное: U 6= V. Тогда с
учетом максимальности U и V имеем, что U \ V 6= ∅ и V \ U 6= ∅. Пусть Φ ∈ U \ V. С учетом
максимальности V имеем, что E \ Φ ∈ V. При этом h1(Φ) ∈ U(V) (учитываем (3.8)) и вместе с
тем h1(E \ Φ) ∈ U(V). Тогда, поскольку U(V) — фильтр, имеем свойство

h1(Φ) ∩ h1(E \ Φ) 6= ∅. (3.9)

Пусть (см. (3.9)) w ∈ h1(Φ) ∩ h1(E \ Φ). Тогда w = h(x∗) для некоторого x∗ ∈ Φ и вместе с
тем w = h(x∗), где x∗ ∈ E \ Φ. Поэтому h(x∗) = h(x∗), откуда в силу инъективности h имеем
равенство x∗ = x∗, что невозможно. Полученное противоречие означает, что U = V. Итак,

(U(U) = U(V)) =⇒ (U = V). (3.10)

Поскольку выбор U и V был произвольным, утановлено, что U — инъективное отображение,
откуда с учетом свойства (S) следует, что U (3.3) — биекция.

Полагаем до конца настоящего раздела, что h — инъективное отображение из E в H. Тогда
h — биекция E на H, а потому определена биекция h̃ множества H на E, обратная к h; тогда
h̃ ∈ EH и при этом

(h̃(h(e)) = e ∀ e ∈ E) & (h(h̃(z)) = z ∀ z ∈ H).

Далее по аналогии с оператором (3.3) конструируем оператор

V
△
= (h̃1[V])V∈Fu[H] ∈ Fu[E]Fu[H] (3.11)

(учитываем (2.6), коль скоро h̃ есть, в частности, сюръекция H на E). По аналогии с предло-
жением 3.1 проверяется, что

V ∈ C(Fu[H], τfi[H],Fu[E], τfi[E]). (3.12)

Наконец, согласно замечанию 3.2 имеем свойство (B): U есть биекция Fu[E] на Fu[H] (V, в свою
очередь, есть биекция Fu[H] на Fu[E]). Следовательно, определена биекция Ũ множества Fu[H]

на Fu[E], обратная к U; тогда Ũ ∈ Fu[E]Fu[H] и

(Ũ(U(U)) = U ∀U ∈ Fu[E]) & (U(Ũ(V)) = V ∀V ∈ Fu[H]). (3.13)

Отметим некоторые простые свойства. Прежде всего заметим, что

h−1[V] = h̃1[V] ∀V ∈ Fu[H]

(в самом деле, h̃1(B) = h−1(B) ∀B ∈ P(H)). Следовательно, в силу (3.11)

V(V) = h−1[V] ∀V ∈ Fu[H].

Как следствие h1[V(V)] = V ∀V ∈ Fu[H]. Из определения U следует (см. (3.11)), что при
V ∈ Fu[H] справедливо равенство V = U(V(V)), а, стало быть, согласно (3.13) Ũ(V) = V(V)

(действительно, V(V) ∈ Fu[E], а потому из первого положения в (3.13) следует равенство
Ũ(U(V(V))) = V(V)). В итоге имеем следующее
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Предложение 3.2. Справедливо равенство Ũ = V.

С учетом (3.12) получаем из предложения 3.2, что

Ũ ∈ C(Fu[H], τfi[H],Fu[E], τfi[E]). (3.14)

Из предложения 3.1, (3.14) имеем (с учетом биективности U и определения Ũ) весьма важное

Предложение 3.3. Оператор U является гомеоморфизмом ТП (Fu[E], τfi[E]) на

(Fu[H], τfi[H]).

Напомним, что предложение 3.3 установлено в предположении инъективности h как отоб-
ражения из E в H.

4. Ультрарешения в задачах с ограничениями асимптотического характера

Пусть, как и в предыдущем разделе, E и H — непустые множества, h ∈ HE (условие
инъективности h выполненным не предполагается). Рассматриваем E как пространство обыч-
ных решений, а H — как пространство оценок (результатов). Обычный способ сопоставления
решению e ∈ E оценки y ∈ H состоит в обеспечении равенства y = h(e); здесь и ниже h высту-
пает в роли целевого оператора. В этой связи H (3.1) можно рассматривать как пространство
обычных оценок.

Можно, однако, рассматривать различные асимптотические версии решений, связанных
первоначально с выбором точек из E, и оценок. В настоящем разделе эти версии реализуются в
виде у/ф множеств E и H. Возникают два компакта, рассматриваемых в предыдущем разделе.
Разумеется, обычные решения и оценки могут быть погружены в эти компакты: следуя [7,
разд. 4], вводим операторы

(m
△
= (E-ult)[·]) & (n

△
= (H-ult)[·]). (4.1)

Тогда m : E −→ Fu[E] и n : H −→ Fu[H]. В новых условиях (работы с компактами) сопоставле-
ние “решению” соответствующей “оценки” осуществляется посредством оператора U (3.3). При
этом Fu[E] есть пространство (асимптотических) “решений”, а Fu[H] — пространство отвеча-
ющих им (и также асимптотических) “оценок”; напомним свойство (S) предыдущего раздела
и предложение 3.1. Действие обычных решений получает [7, c. 223] следующее естественное
толкование в терминах операторов (4.1):

U ◦m = n ◦ h. (4.2)

З а м е ч а н и е 4.1. Проверим (4.2), фиксируя e ∈ E. Тогда у/ф (U ◦ m)(e) = h1[m(e)] ∈
Fu[H] обладает согласно (2.2) свойством h(e) ∈ S ∀S ∈ (U ◦ m)(e). Это означает, что (U ◦
m)(e) ⊂ (n ◦ h)(e) = n(h(e)) (см. (2.2)), где (n ◦ h)(e) ∈ Fu[H]. С учетом максимальности
(U ◦m)(e) получаем равенство (U ◦m)(e) = (n ◦h)(e). Коль скоро выбор e был произвольным,
установлено (4.2).

Заметим, что, как легко видеть, оператор n инъективен и может рассматриваться как несу-
щественное преобразование пространства обычных оценок. Последнее можно отождествить
теперь с множеством-образом n1(H) = (n ◦ h)1(E), а представление (4.2) — связать (см. пред-
ложение 3.1) с компактификацией в духе [11, предложение 5.2.1]. Справедлива следующая

Теорема 4.1. Если E ∈ P ′(P(E)), то U1(F0
u
[E | E ]) = (as)[E;Fu[H]; τfi[H];n ◦ h; E ].
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Доказательство приведено в [7, c. 227, 228] (используется также предложение 4.5 рабо-
ты [7]). В связи с теоремой заметим, что F0

u
[E | E ] можно рассматривать [7, предложение 4.5]

в виде множества всех E-допустимых обобщенных решений или ультрарешений. Полезно учи-
тывать и представление [7, (5.8)], используемое в конструкциях МП. С учетом непрерывности
U (см. предложение 3.1) и отмечавшейся в разд. 2 компактности множества F0

u
[E | E ] имеем

также очевидное свойство компактности U1(F0
u
[E | E ]):

U1(F0
u
[E | E ]) ∈ (τfi[H]-comp)[Fu[H]]. (4.3)

В [7, разд. 4] свойство (4.3) дополняется целым рядом других положений, характеризующих
МП в компакте у/ф H. Теорема 4.1 характеризует результаты действия ультрарешений как ЭП
в соответствующем компакте, который в случае инъективности h оказывается гомеоморфным
компакту самих ультрарешений; в этом последнем случае компакт (4.3) сводится фактически
к F0

u
[E | E ].

5. Пространство стоуновского представления и преобразование

ультрафильтров

Теорема 4.1 определяет общее представление результатов действия ультрарешений, допу-
стимых с точки зрения соблюдения ограничений асимптотического характера. Наиболее инте-
ресные варианты, связанные с действием свободных у/ф, не допускают, однако, конструктив-
ного описания; грубо говоря, они “не визуализируются”. Поэтому, несмотря на исчерпывающий
характер представления в классе ЭП, указанного в теореме 4.1, имеет смысл рассмотреть дру-
гие конструкции, уже не доставляющие, возможно, столь полного описания, но определяющие
в каких-то случаях выход на конструктивные построения вариантов асимптотического пове-
дения. Одну из моделей такого рода мы рассмотрим здесь после некоторых предваряющих
построений.

Если S — непустое множество и L — алгебра п/м S, то полагаем, что

F
∗(L)

△
=

{
F ∈ P ′(L) | (∅ /∈ F)&( A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F)

& (∀F ∈ F ∀L ∈ L ((F ⊂ L) =⇒ (L ∈ F))
}
,

получая множество всех фильтров алгебры L, именуемых далее L-фильтрами;

F
∗
0(L)

△
=

{
U ∈ F

∗(L) | ∀ F ∈ F
∗(L) ((U ⊂ F) =⇒ (U = F))

}

=
{
F ∈ F

∗(L) | ∀L ∈ L (L ∈ F) ∨ (S \ L ∈ F)
} (5.1)

есть множество всех у/ф алгебры L или L-у/ф; см. [12, c. 26; 15, гл. 10]. Легко видеть, что

(S-ult)[x] ∩ L ∈ F
∗
0(L) ∀x ∈ S. (5.2)

Посредством (5.2) определяется вложение S в (непустое) множество F
∗
0(L). Полагаем, что

ΦL(L)
△
= {U ∈ F

∗
0(L) | L ∈ U} ∀L ∈ L (5.3)

(заметим, что S, как объединение всех множеств из L, определяется по L однозначно). Легко
видеть, что семейство

(UF)[L]
△
= {ΦL(L) : L ∈ L} ∈ P ′(P(F∗

0(L)))

является базой топологии; эту определяемую единственным образом топологию множе-
ства F

∗
0(L) обозначаем в дальнейшем через T∗(L) (топология, порожденная базой (UF)[L]).

Известно [12, c. 26], что
(F∗

0(L),T∗(L)) (5.4)
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есть непустой компакт (реализуется пространство стоуновского представления [12, c. 26]). При
этом, как легко видеть, справедливо свойство: если U ∈ F

∗
0(L), то семейство

(U -UF)[L]
△
= {ΦL(U) : U ∈ U} ∈ P ′(T∗(L))

является локальной базой компакта (5.4) в точке U или фундаментальной системой окрестно-
стей этой точки. Отметим, наконец, что [15, (10.6.15)]

F
∗
0(L) = {U ∩ L : U ∈ Fu[S]}. (5.5)

Фиксируем до конца настоящего раздела непустые множества X и Y, отображение g ∈ Y X и
алгебру A [12, гл. I] п/м множества Y. С учетом (2.5) и (5.5) получаем, в частности, что при
U ∈ Fu[X]

(Y -fi)[g1[U ]] ∩ A ∈ F
∗
0(A). (5.6)

Свойство (5.6) позволяет ввести оператор, действующий из Fu[X] в F
∗
0(A). Итак, полагаем,

что
α[X;g;A] : Fu[X] −→ F

∗
0(A) (5.7)

определяется следующим правилом: если U ∈ Fu[X], то

α[X;g;A](U)
△
= (Y -fi)[g1[U ]] ∩ A. (5.8)

Предложение 5.1. Оператор (5.7), (5.8) непрерывен:

α[X;g;A] ∈ C(Fu[X], τfi[X],F∗
0(A),T∗(A)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем V ∈ Fu[X] и рассмотрим вопрос о непрерывности
оператора (5.7) в точке V, учитывая, что семейство

V
△
= {ϕ[X](S) : S ∈ V} ∈ P ′(τfi[X])

есть локальная база (фундаментальная система окрестностей) компакта (2.3) при H = X в
точке V. Выберем произвольно

Ĥ ∈ NT∗(A)(α[X;g;A](V)).

Тогда для некоторого множества H̃ ∈ (α[X;g;A](V)-UF)[A] имеем вложение H̃ ⊂ Ĥ. При этом
H̃ = ΦA(F), где F ∈ α[X;g;A](V). Итак,

ΦA(F) ⊂ Ĥ. (5.9)

С учетом (5.8) имеем, в частности, что F ∈ A и, кроме того, g1(A) ⊂ F для некоторого
множества A ∈ V. При этом, конечно, ϕ[X](A) ∈ V и, в частности,

ϕ[X](A) ∈ Nτfi[X](V). (5.10)

Рассмотрим множество W
△
= α[X;g;A]1(ϕ[X](A)). Выберем произвольно W̃ ∈ W. Тогда, в

частности, W̃ ∈ F
∗
0(A) и, кроме того,

W̃ = α[X;g;A](W) (5.11)

для некоторого W ∈ ϕ[X](A). При этом W ∈ Fu[X] и, кроме того, A ∈ W. Отметим, что
(см. (5.8), (5.11))

W̃ =
{
L ∈ A | ∃W ∈ W : g1(W ) ⊂ L

}
,
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а тогда F ∈ W̃. Это означает, что (см. (5.3)) W̃ ∈ ΦA(F) и, в частности (см. (5.9)), W̃ ∈ Ĥ. По-
скольку выбор W̃ был произвольным, установлено вложение W ⊂ Ĥ. С учетом (5.10) получаем,
что

∃T ∈ Nτfi[X](V) : α[X;g;A]1(T ) ⊂ Ĥ. (5.12)

Поскольку выбор Ĥ также был произвольным, из (5.12) вытекает непрерывность операто-
ра (5.7) в точке V. Коль скоро и выбор V был произвольным, требуемое свойство “глобальной”
непрерывности оператора (5.7) установлено. 2

Предложение 5.2. Если x ∈ X, то α[X;g;A]((X-ult)[x]) = (Y -ult)[g(x)] ∩ A.

Доказательство подобно рассуждению в замечании 4.1, и мы воспроизводим его весьма
схематично, полагая для краткости, что

F1
△
= α[X;g;A]((X-ult)[x]), (5.13)

F2
△
= (Y -ult)[g(x)] ∩ A. (5.14)

Тогда из (5.7) и (5.13) имеем, что F1 ∈ F
∗
0(A). Далее, из (5.2) и (5.14) вытекает, что F2 ∈ F

∗
0(A).

Итак, мы имеем два у/ф алгебры A. Для представления F1 можно использовать (5.8):

F1 = (Y -fi)[g1[(X-ult)[x]]] ∩ A.

Пусть Φ ∈ F1. Тогда Φ ∈ A и можно указать множество A ∈ (X-ult)[x] такое, что g1(A) ⊂ Φ.
Поскольку g(x) ∈ g1(A), имеем включение g1(A) ∈ (Y -ult)[g(x)], откуда следует, что Φ ∈
(Y -ult)[g(x)] и, как следствие, Φ ∈ F2. Установлено вложение F1 ⊂ F2, откуда в силу макси-
мальности F1 имеем равенство F1 = F2. 2

С учетом предложения 5.2 введем в рассмотрение оператор

t0[A]
△
= ((Y -ult)[y] ∩A)y∈Y ∈ F

∗
0(A)Y ,

т. е. правило погружения Y в компакт (5.4), где L = A. Тогда из предложения 5.2 вытекает
равенство

α[X;g;A] ◦ (X-ult)[·] = t0[A] ◦ g, (5.15)

подобное в идейном отношении соотношению (4.2).

Предложение 5.3. Если X ∈ β[X], то справедливо равенство

α[X;g;A]1(F0
u
[X | X ]) =

⋂

A∈X

cl((t0[A] ◦ g)1(A),T∗(A)). (5.16)

Данное утверждение является (в силу предложения 5.1 и (5.15)) частным случаем пред-
ложения 5.2.1 монографии [11] (следует, кроме того, учитывать представление множества
F0

u
[X | X ], отмеченное в [7; 8, c. 201]).

Теорема 5.1. Если X ∈ P ′(P(X)), то справедливо равенство

α[X;g;A]1(F0
u
[X | X ]) = (as)[X; F∗

0(A);T∗(A); t0[A] ◦ g;X ].

Доказательство очевидным образом следует из предложения 5.3 с учетом [8, (3.3)] и аксиом
фильтра (см. разд. 2).

Рассмотрим некоторые свойства оператора (5.7). Легко видеть, что в случае, когда g яв-
ляется инъективным оператором и, кроме того,

∀ y1 ∈ Y ∀ y2 ∈ Y \ {y1} ∃L ∈ A : (y1 ∈ L) & (y2 /∈ L)

(алгебра A различает точки множества Y ), оператор α[X;g;A] ◦ (X-ult)[·] также является
инъективным.
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Предложение 5.4. Если g — сюръекция X на Y, то F0
u
[X | g−1[U ]] 6= ∅ ∀U ∈ F

∗
0(A).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть g — сюръекция X на Y. Фиксируем F ∈ F
∗
0(A). Тогда,

в частности, F ∈ β0[Y ] и в силу сюръективности g имеем свойство g−1[F ] ∈ β0[X]. Тогда

V △
= (X-fi)[g−1[F ]] ∈ F[X] и (см. [13, гл. I]) для некоторого у/ф W ∈ Fu[X] справедливо

вложение V ⊂ W. Тогда, как легко видеть, W ∈ F0
u
[X | g−1[F ]]. Поскольку выбор F был

произвольным, предложение доказано. 2

Предложение 5.5. Если g — сюръекция X на Y, то

α[X;g;A](Ũ ) = U ∀U ∈ F
∗
0(A) ∀ Ũ ∈ F0

u
[X | g−1[U ]].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть g — сюръекция X на Y, V ∈ F
∗
0(A) и W ∈ F0

u
[X | g−1[V]].

Тогда W ∈ Fu[X] и при этом g−1[V] ⊂ W; кроме того, g1[W] ∈ Fu[Y ] и g1[W] ∩ A ∈ F
∗
0(A)

(см. (5.5)). Выберем произвольно множество V ∈ V, получая при этом свойство g−1(V ) ∈
g−1[V] и, в частности, g−1(V ) ∈ W. Тогда g1(g−1(V )) ∈ g1[W], причем g1(g−1(V )) ⊂ V, от-
куда по аксиомам фильтра следует, что V ∈ g1[W]. Но V ⊂ A, а потому V ∈ A и, следова-
тельно, V ∈ g1[W] ∩ A. Вложение V ⊂ g1[W] ∩ A установлено, откуда в силу максимально-
сти V имеем равенство V = g1[W] ∩ A, где согласно (5.8) g1[W] ∩A = α[X;g;A](W). Поэтому
α[X;g;A](W) = V. 2

Предложение 5.6. Если g — сюръекция X на Y, то α[X;g;A] (5.7) есть сюръекция

Fu[X] на F
∗
0(A).

Доказательство сводится к очевидной комбинации двух предыдущих положений.

Применение в абстрактной задаче о достижимости с ограничениями асимпто-

тического характера. Вернемся к построениям разд. 3, 4. Относительно E, H и h следуем
соглашениям разд. 3; H понимается в смысле (3.1). Рассматриваем далее оператор (5.7) при
следующих условиях:

X = E, Y = H, g = h. (5.17)

Разумеется, в рассматриваемом случае (см. (5.17)) g является сюръекцией X на Y, а потому
оператор

α[X;g;A] = α[E;h;A]

является непрерывной сюръекцией непустого компакта (Fu[E], τfi[E]) на непустой компакт
(F∗

0(A),T∗(A)) при всяком выборе алгебры A п/м множества H. Мы рассматриваем A как
некоторый инструмент наблюдения, стремясь к возможной в ряде случаев “визуализации”
результатов действия допустимых асимптотических решений. Последние, при заданном непу-
стом семействе X п/м множества X = E, определяются в виде у/ф U ∈ F0

u
[E | X ]; само

семейство X играет при этом роль ограничений асимптотического характера, определяя мно-
жество F0

u
[E | X ], F0

u
[E | X ] ⊂ Fu[E]. Действие обычных решений — точек множества E —

представляем сейчас в виде преобразования посредством оператора t0[A] ◦ g = t0[A] ◦ h, не
исключая при этом, что какие-то два различных решения e1 и e2 могут приводить к одному
и тому же результату. Мы “верим” этому оператору в той же степени, что и оператору h. Тем
самым создается некоторая модель, в которой A выступает в виде параметра.

6. Некоторые добавления

В заключение работы отметим некоторые примеры ИП, для которых удается дать кон-
структивное описание множества всех у/ф данного ИП; будем ориентироваться при этом
на ИП с алгебрами множеств. Однако по ряду причин потребуются и более общие ИП, а имен-
но ИП с полуалгебрами множеств (см. [12, гл. I]; используем также определение [16, c. 57]).
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Нам потребуется также использовать конечно-аддитивные (к.-а.) меры. Фиксируем непустое
множество E.

Если L есть полуалгебра п/м E, то через (add)[L] (через (add)+[L]) обозначаем [11, § 3.4]
множество всех (всех неотрицательных) вещественнозначных к.-а. мер на L, (add)+[L] ⊂
(add)[L]; пусть P(L)

△
= {µ ∈ (add)+[L] | µ(E) = 1} (множество всех к.-а. вероятностей на L) и

T(L)
△
=

{
µ ∈ P(L) | ∀L ∈ L (µ(L) = 0) ∨ (µ(L) = 1)

}
. (6.1)

Элементы множества (6.1) суть к.-а. (0, 1)-меры на полуалгебре L. В частности, элемента-
ми (6.1) являются сужения мер Дирака. В этой связи условимся относительно обозначений:

если x ∈ E, то через δx обозначаем далее функцию из P(E) в {0; 1} △
= {0} ∪ {1}, для которой

при H ∈ P(E) δx(H)
△
= 1 при x ∈ H и δx(H)

△
= 0 при x /∈ H. Тогда для всякой полуалгебры

L п/м E непременно (δx | L) ∈ T(L) и, более того, (δx | L) есть счетно-аддитивная мера,
являющаяся сужением меры Дирака; пусть

D(L)
△
= {(δx | L) : x ∈ E}.

Ясно, что D(L) ⊂ T(L). Разумеется, вышеупомянутые определения применимы в случае, когда
L есть алгебра п/м E. Напомним некоторые свойства ИП с полуалгеброй множеств, полагая,

что N
△
= {1; 2; . . . }; кроме того, пусть

p, q
△
= {i ∈ N | (p ≤ i) & (i ≤ q)} ∀ p ∈ N ∀ q ∈ N,

−−→n,∞ △
= {k ∈ N | n ≤ k} ∀n ∈ N.

Если L ∈ P ′(P(E)), A ∈ P(E) и n ∈ N, то через ∆n(A,L) обозначаем множество всех кортежей
(Li)i∈1,n : 1, n −→ L, для каждого из которых

(
A =

n⋃

i=1

Li

)
&

(
Li1 ∩ Li2 = ∅ ∀ i1 ∈ 1, n ∀ i2 ∈ 1, n \ {i1}

)
.

Тем самым введено множество всех упорядоченных L-разбиений A “длины” n. Если M —
полуалгебра п/м E, то алгебра a0

E(M) п/м E, порожденная [12, гл.I] полуалгеброй M, имеет
вид

a0
E(M) =

{
A ∈ P(E) | ∃n ∈ N : ∆n(A,M) 6= ∅

}
. (6.2)

Если L — полуалгебра п/м E и µ ∈ (add)[L], то определена единственная к.-а. мера a[µ] ∈
(add)[a0

E(L)], для которой (a[µ] | L) = µ; при этом ∀A ∈ a0
E(L)

a[µ](A) =

n∑

i=1

µ(Li) ∀n ∈ N ∀ (Li)i∈1,n ∈ ∆n(A,L).

Тем самым введено стандартное аддитивное продолжение исходной к.-а. меры на алгебру,
порожденную соответствующей полуалгеброй множеств. Если L — полуалгебра п/м E, то
a[µ] ∈ P(a0

E(L)) ∀µ ∈ P(L); кроме того, как легко видеть,

a[ν] ∈ T(a0
E(L)) ∀ ν ∈ T(L) (6.3)

(см. [15, c. 321]). Отметим также, что в упомянутом случае, когда (E,L) есть ИП с полуалгеб-
рой множеств, (µ | L) ∈ T(L) ∀µ ∈ T(a0

E(L)). Поэтому для всяких полуалгебры L п/м E и

к.-а. меры µ̃ ∈ T(a0
E(L)) имеем, что к.-а. мера ν̃

△
= (µ̃ | L) ∈ T(L) реализует µ̃ в виде µ̃ = a[ν̃].

Комбинируя данное свойство с (6.3), получаем, что для всякой полуалгебры L п/м E

T(a0
E(L)) = {a[µ] : µ ∈ T(L)}; (6.4)
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полезно отметить, что a[(δx | L)] = (δx | a0
E(L)) ∀x ∈ E. Заметим, что к.-а. (0, 1)-меры и у/ф

соответствующего ИП связаны очевидными соотношениями, использующими конструкцию на
основе индикатора [12, c. 56]. Условимся в этой связи о следующем обозначении, которое ис-
пользуется в дальнейшем: если A — множество и B ∈ P(A), то функцию χB [A] : A −→ {0; 1}
определяем условиями:

(
χB [A](x)

△
= 1 ∀x ∈ B

)
&

(
χB[A](x̃)

△
= 0 ∀ x̃ ∈ A \B

)
.

Разумеется, в качестве A и B здесь могут использоваться семейства, т. е. множества, все эле-
менты которых сами являются множествами. Если L есть полуалгебра п/м E, то [15, (10.5.57)]

T(L) = {χU [L] : U ∈ F
∗
0(L)}; (6.5)

более того, U 7−→ χU [L] : F
∗
0(L) −→ T(L) есть биекция. Стало быть, F

∗
0(L) и T(L) отождестви-

мы. Отметим здесь же, что (см. [15, (10.5.61)]) для каждой полуалгебры L п/м E и семейства
M ∈ P(L)

χM[L]−1({1}) = M; (6.6)

как следствие получаем с учетом (6.5) и (6.6), что при µ ∈ T(L) непременно µ−1({1}) ∈ F
∗
0(L).

Более того, для всякой полуалгебры L п/м E справедливо равенство

F
∗
0(L) = {µ−1({1}) : µ ∈ T(L)}; (6.7)

при этом (δx | L)−1({1}) = (E-ult)[x] ∩ L ∀x ∈ E. Наконец, с учетом (6.4) и (6.7) получаем
следующее положение: если L есть полуалгебра п/м E, то

F
∗
0(a

0
E(L)) =

{
a[µ]−1({1}) : µ ∈ T(L)

}
; (6.8)

если мы располагаем “хорошим” описанием множества T(L), то в виде (6.8) мы получаем
конструктивное представление множества всех у/ф алгебры множеств, порожденной полуал-
геброй L. Сейчас рассмотрим два простейших варианта ИП, для которых упомянутый прием
оказывается вполне применимым (используем конструкции [11, § 7.6]).

Натуральный ряд. Рассмотрим семейство Z1 всех множеств p, q, p ∈ N, q ∈ N, и

семейство Z2
△
= {−−→n,∞: n ∈ N}. Тогда Z △

= Z1 ∪ Z2 есть полуалгебра п/м N, для которой
[11, (7.6.22)]

T(Z) = D(Z) ∪ {χZ2
[Z]}. (6.9)

Теперь для построения F
∗
0(a

0
N
(Z)) можно использовать (6.8) при условии, что E = N и L = Z .

Полезно учесть следующее легкопроверяемое представление алгебры a0
N
(Z) в терминах семей-

ства K всех конечных п/м N (включая ∅) и семейства C
△
= {N \K : K ∈ K}; именно,

a0
N
(Z) = K ∪ C.

С учетом (6.8) и упомянутого представления a0
N
(Z) проверяется следующее равенство:

F
∗
0(a

0
N
(Z)) = {(N-ult)[k] ∩ a0

N
(Z) : k ∈ N} ∪ {C};

при этом C есть у/ф алгебры a0
N
(Z) с пустым пересечением всех своих множеств (аналог

свободного у/ф; см. [10, c. 271]).

Пространство-стрелка. Пусть R — вещественная прямая, α ∈ R, β ∈ R и при этом
α < β. Полагаем далее, что E = [α, β[. Итак, в качестве E используем непустой промежуток

[α, β[ = {ξ ∈ R | (α ≤ ξ) & (ξ < β)}.
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Введем стандартную полуалгебру пространства-стрелки в виде семейства P всех полуинтер-
валов [a, b[, a ∈ [α, β], b ∈ [α, β]. Тогда (E,P) = ([α, β[ ,P) есть ИП с полуалгеброй множеств.
Для множества T(P) известно [11, (7.6.21)] конкретное представление, которое мы сейчас на-

помним, полагая P0
△
= P \ {∅}. Для всякой функции g : [α, β] −→ R определяем отображение

(st)[g] : P −→ R по следующему правилу:

((st)[g](∅)
△
= 0) & ((st)[g](L)

△
= g(sup(L)) − g(inf(L)) ∀L ∈ P0);

(st)[g] ∈ (add)[P]. В частности, к.-а. мера (st)[g] определена при g = χ[x,β] [[α, β]] , где x ∈ ]α, β].
При этом (см. [11, (7.6.21)]

T(P) = D(P) ∪ {(st)
[
χ[x,β] [[α, β]]

]
: x ∈ ]α, β]}; (6.10)

полученное представление (6.10) можно использовать в (6.8) при E = [α, β[ и L = P.
Если x ∈ ]α, β], то через U0

x обозначаем семейство всех множеств [c, d[, c ∈ [α, x[, d ∈ [x, β];
легко видеть, что U0

x ∈ F
∗
0(P), причем пересечение всех множеств из U0

x пусто. Кроме того,

(st)
[
χ[x,β] [[α, β]]

]−1
({1}) = U0

x ∀x ∈ ]α, β] .

С учетом (6.10) получаем также очевидное равенство

F
∗
0(P) = {([α, β[ -ult)[x] ∩ P : x ∈ [α, β[} ∪ {U0

x : x ∈ ]α, β]}. (6.11)

В связи с (6.11) напомним вариант весьма общей конструкции продолжения фильтров [15,
§ 10.5]: если F ∈ F

∗(P), то

ψ[F ]
△
= {A ∈ a0

[α,β[(P) | ∃F ∈ F : F ⊂ A} ∈ F
∗(a0

[α,β[(P));

если F ∈ F
∗
0(P), то ψ[F ] ∈ F

∗
0(a

0
[α,β[(P)). Тогда (см. (6.11)) отображение

U 7−→ ψ[U ] : F
∗
0(P) −→ F

∗
0(a

0
[α,β[(P)),

как легко видеть, является биекцией F
∗
0(P) на F

∗
0(a

0
[α,β[(P)). С учетом (6.11) имеем после про-

стых преобразований следующее равенство:

F
∗
0(a

0
[α,β[(P)) =

{
([α, β[ -ult)[x] ∩ a0

[α,β[(P) : x ∈ [α, β[
}
∪

{
ψ[U0

x] : x ∈ ]α, β]
}
,

дополняющее (6.8) в случае (E,L) = ([α, β[ ,P).
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УДК 517.977, 531.391

ОПТИМАЛЬНОЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЕ МНОГОЗВЕННОЙ СИСТЕМЫ

В СРЕДЕ С СОПРОТИВЛЕНИЕМ1

Ф.Л.Черноусько

Рассматривается движение в сопротивляющейся среде механической системы, состоящей из основ-

ного тела и одного или двух звеньев, присоединенных к нему посредством цилиндрических шарниров.

Управление движением осуществляется за счет высокочастотных периодических колебаний звеньев. При

определенных предположениях, выведено уравнение движения системы и оценена средняя скорость пере-

мещения.Эта скорость положительна, если угловая скорость отведения присоединенных звеньев меньше,

чем угловая скорость их приведения в оси тела. Поставлена и решена задача оптимального управления

о максимизации средней скорости движения. Приведен пример.

Ключевые слова: оптимальное управление, механическая система, многозвенная система, метод усред-

нения, мобильные роботы, биомеханика.

F. L.Chernous’ko. Optimal motion of a multilink system in a resistive medium.

We consider the motion in a resistive medium of a mechanical system consisting of a main body and one or

two links attached to it by means of cylindrical joints. The motion is controlled through high-frequency periodic

oscillations of the links. For this system, an equation of motion is deduced and the average velocity is estimated

under certain assumptions. This velocity is positive if the angular velocity of diverting the attached links is less

than the angular velocity of bringing them to the axis of the body. An optimal control problem of maximizing

the average velocity is formulated and solved. An example is given.

We consider the motion in a resistive medium of a mechanical system consisting of a main body and one or

two links attached to it by means of cylindrical joints. The motion is controlled through high-frequency periodic

oscillations of the links. For this system, an equation of motion is deduced and the average velocity is estimated

under certain assumptions. This velocity is positive if the angular velocity of diverting the attached links is less

than the angular velocity of bringing them to the axis of the body. An optimal control problem of maximizing

the average velocity is formulated and solved. An example is given.

Keywords: optimal control, mechanical system, multilink system, method of averaging, mobile robots, biome-

chanics.

Введение

Как известно, многозвенная механическая система, звенья которой совершают колебания
друг относительно друга, может перемещаться поступательно в сопротивляющейся среде. Этот
принцип перемещения широко используется в живой природе (рыбы, змеи, другие животные;
см., например, [1–3]).

В робототехнике этот принцип применяется при создании змееподобных роботов [4], дви-
жущихся по поверхности, а также при разработке мобильных роботов, плавающих в жидкости
[5–9].

Проблемы динамики и оптимизации движений двузвенных, трехзвенных и многозвенных
механизмов, осуществляющих змееподобные движения по плоскости при наличии сил сухого
трения, действующих между механизмом и плоскостью, исследовались в [10–13].

В данной работе рассматриваются простые механические системы, моделирующие переме-
щение тела в жидкой среде при помощи одного или двух подвижных звеньев: конечностей,
плавников или хвоста [14].

Составлено и упрощено уравнение движения системы.

1Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (проект 11-01-00513) и Программы государствен-
ной поддержки ведущих научных школ (НШ-64817.2010.1).
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Оценивается средняя скорость поступательного перемещения системы как целого при пе-
риодических колебаниях звеньев. Показано, что средняя скорость существенно зависит от
угловых скоростей отведения ω1 звеньев от оси тела и их приведения ω2 к оси тела. Если ω1 и
ω2 постоянны, то средняя скорость перемещения тела положительна, если ω2 > ω1, и растет с
ростом ω2. Этот вывод согласуется с наблюдениями за процессом плавания животных и рыб.

Поставлена задача оптимального управления о достижении максимальной средней ско-
рости перемещения системы за счет выбора закона колебаний присоединенных звеньев. При
помощи принципа максимума построено явное аналитическое решение поставленной задачи.

Оказывается, что при оптимальном движении угловая скорость приведения подвижных
звеньев к оси тела всегда равна максимально допустимой, а угловая скорость отведения изме-
няется более сложным образом.

Показано, что при учете подъемной силы, действующей на подвижные звенья, средняя
скорость движения системы увеличивается. Приведены примеры.

1. Механическая модель

Рассматривается механическая система, состоящая из основного твердого тела массы m и
двух одинаковых жестких звеньев OA и O′A′ длины a, присоединенных к телу посредством
цилиндрических шарниров O и O′ (рис. 1). Массу звеньев считаем пренебрежимо малой по
сравнению с m. Система движется в горизонтальной плоскости в жидкой среде, действующей
на все тела силами, квадратично зависящими от скорости этих тел.

y

C

m x
O

V

ν
ϕ

ϕ

ϕ

aϕ̇

A

A′ O′

a

Рис. 1. Механическая модель.

Свяжем декартову систему координат Cxy с основным телом. Предполагаем, что ось Cx
является осью симметрии тела, а звенья OA и O′A′ всегда занимают положения, симметричные
друг другу относительно оси Cx.

Предполагаем также, что угол отклонения ϕ звеньев OA и O′A′ от оси Cx изменяется
периодически по времени t с периодом T , так что

ϕ(t+ T ) = ϕ(t) (1)

для любого t. При этом угол ϕ в течение периода сначала возрастает от 0 до ϕ0, а затем
убывает от ϕ0 до 0.

Если в начальный момент времени основное тело двигалось поступательно вдоль своей
оси Cx, то в силу симметрии системы поступательное движение будет сохраняться и в даль-
нейшем.

Обозначим через v скорость поступательного движения основного тела вдоль оси Cx и
будем предполагать всюду, что v ≥ 0. Величину силы сопротивления, действующей на тело
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со стороны жидкости, обозначим через c0v2, где c0 > 0 — постоянная. Уравнение движения
основного тела вдоль оси Cx запишем в виде

(m+m0)v̇ = −c0v2 + Fx, (2)

где m0 — присоединенная масса основного тела; Fx — проекция сил сопротивления, действу-
ющих на звенья OA и O′A′; точкой обозначается производная по времени t.

Предположим для простоты, что силы, действующие на звенья OA и O′A′, сводятся к
силам, приложенным к точкам A и A′ соответственно. Вектор скорости точки A представим
в виде (см. рис. 1)

V = vi + aω sinϕi − aω cosϕj, ω = ϕ̇, (3)

где i, j — орты осей Cx и Cy соответственно; ω — угловая скорость вращения звена OA. Сила
сопротивления, приложенная к точке A, равна

FA = −k0VV, (4)

где k0 > 0 — постоянная. На основании формул (3) и (4), учитывая симметрию звеньев OA и
O′A′, получим величину проекции Fx на ось Cx сил, приложенных к обеим звеньям, в виде

Fx = −2k0(v + aω sinϕ)(v2 + a2ω2 + 2vaω sinϕ)1/2. (5)

Вводя постоянные

c =
c0

m+m0
, k =

2k0

m+m0
, (6)

перепишем уравнение (2) с учетом (5) в виде

v̇ = −cv2 − k(v + aω sinϕ)(v2 + a2ω2 + 2vaω sinϕ)1/2. (7)

Заметим, что коэффициенты c и k имеют размерность, обратную длине. Чтобы пояснить
смысл этих коэффициентов, рассмотрим движение материальной точки по прямой под дей-
ствием силы квадратичного сопротивления. Это движение описывается уравнениями

ẋ = v, v̇ = −cv2,

где x — координата точки, v — ее скорость, c — постоянная. Интегрируя эти уравнения при
начальных условиях

x(0) = 0, v(0) = v0,

получим
v = v0 exp(−cx).

Таким образом, обратная к c величина c−1 есть длина пути, на котором скорость точки умень-
шается в e раз при квадратичном сопротивлении.

Наряду с моделью с двумя подвижными звеньями, представленной на рис. 1, можно рас-
сматривать также модель с одним подвижным звеном, изображенную на рис. 2. Если система,
показанная на рис. 1, имитирует плавание животного при помощи двух конечностей, то систе-
ма, представленная на рис. 2, моделирует плавание рыб. Здесь угол ϕ изменяется в пределах
[−ϕ0, ϕ0], причем помимо условия периодичности (1) имеет место условие симметрии колеба-
ний звена:

ϕ
(
t+

T

2

)
= −ϕ(t). (8)

Другими словами, движение звена в течение полупериода колебаний является зеркальным
отражением (относительно оси Cx) этого движения за предыдущий полупериод.



Оптимальное перемещение многозвенной системы в среде с сопротивлением 243
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Рис. 2. Модель с одним подвижным звеном.

При определенных условиях движение тела для модели, представленной на рис. 2, будет
близко к поступательному движению вдоль оси Cx. Перечислим эти условия.

1. Колебания звена OA периодичны и симметричны, т. е. выполнены условия (1) и (8).
2. Частота колебаний достаточно высока, так что vT ≪ a.
3. Момент инерции основного тела достаточно велик, так что амплитуда его угловых ко-

лебаний пренебрежимо мала.
4. Основное тело симметрично относительно оси Cx.
5. Сила сопротивления основного тела в поперечном направлении (по оси Cy) значительно

больше силы сопротивления в продольном направлении (по оси Cx).
При этих допущениях изменение ориентации основного тела, а также его движение в на-

правлении оси Cy будут незначительными, и тело будет в основном перемещаться поступа-
тельно вдоль оси Cx. Колебания звена на рис. 2 в течение одного полупериода эквивалентны
колебаниям звена OA на рис. 1, а в течение другого полупериода соответствуют колебаниям
звена O′A′ на рис. 1. Уравнение движения модели рис. 2 снова приводится к виду (7), причем
выражение (6) для k примет вид

k =
k0

m+m0
,

где k0 — коэффициент сопротивления для точки A. Поэтому в дальнейшем достаточно рас-
сматривать уравнение (7), которое описывает динамику обеих моделей рис. 1 и рис. 2.

2. Анализ уравнения движения

Естественно предполагать, что сила сопротивления для основного тела много больше, чем
сила сопротивления для подвижных звеньев: c≫ k. Введем малый параметр

µ =
k

c
≪ 1 (9)

и будем считать, что колебания звеньев имеют малую амплитуду и высокую частоту. Положим

ϕ = µψ, T = µT0, t = Tτ = µT0τ, v =
µau

T0
. (10)

Здесь новая переменная ψ и постоянная T0 имеют порядок O(1), τ — новое (быстрое) время,
u — безразмерная скорость. Подставим формулы (10) в уравнение (7) и упростим его, опуская
члены высших порядков по малому параметру µ. Получим после упрощений уравнение

du

dτ
= −ǫ

[
u2 +

(
u+ ψ

dψ

dτ

)∣∣∣
dψ

dτ

∣∣∣
]
, ǫ = caµ2. (11)

Правая часть уравнения (11) содержит малый параметр ǫ ≪ 1 и периодическую функ-
цию ψ(τ), значения которой лежат в пределах [0, ψ0], где ψ0 = ϕ0/µ. Согласно равенствам (1)
и (10) период функции ψ(τ) равен 1, так что имеем

ψ(τ + 1) = ψ(τ) (12)
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для всех τ .
Уравнение (11) относится к системам в стандартной форме, и к нему можно применить

асимптотический метод усреднения [15]. В соответствии с этим методом составим уравнение
первого приближения, усредняя правые части уравнения (11) по τ . Получим

dw

dτ
= −ǫF (w), F (w) = w2 + I1w + I0, (13)

где введены обозначения

I1 =

1∫

0

∣∣∣∣
dψ

dτ

∣∣∣∣ dτ, I0 =

1∫

0

ψ
dψ

dτ

∣∣∣∣
dψ

dτ

∣∣∣∣ dτ. (14)

При одинаковых начальных условиях решение w(τ) усредненного уравнения (13) отлича-
ется от решения исходного уравнения (11) на величины порядка ǫ на интервале порядка ǫ−1:

u(τ) = w(τ) +O(ǫ). (15)

В дальнейшем будем анализировать решение w(τ) усредненного уравнения (13).
Предположим для определенности, что функция ψ(τ) на периоде [0, 1] унимодальна: на

интервале (0, θ), где 0 < θ < 1, она является неубывающей, а на интервале (θ, 1) — невозрас-
тающей, причем

ψ(0) = ψ(1) = 0, ψ(θ) = ψ0 > 0. (16)

Тогда для интеграла I1 из (14) имеем

I1 = 2ψ0 > 0. (17)

Если I0 > 0, то квадратный трехчлен F (w) из (13) положителен при всех w > 0. Следова-
тельно, в силу уравнения (13) имеем

dw

dτ
< −ǫI0 < 0.

Функция w(τ) при этом обращается в нуль за конечное время, а безразмерная скорость u(τ),
согласно (15), становится малой порядка ǫ.

Таким образом, при I0 > 0 поступательное движение системы с конечной положительной
скоростью невозможно.

Рассмотрим более интересный случай I0 < 0. Здесь квадратный трехчлен F (w) из (13)
имеет единственный положительный корень w∗, равный

w∗ =
(
− I0 +

I2
1

4

)1/2
− I1

2
> 0. (18)

При этом F (w) > 0 при w < w∗ и F (w) < 0 при w > w∗. Следовательно, уравнение (13) имеет
единственное положительное стационарное решение w(τ) = w∗, которое глобально асимптоти-
чески устойчиво. При любом начальном условии w(τ0) = w0 ≥ 0 имеем w(τ) → w∗ при τ → ∞.
Безразмерная скорость u(τ) будет согласно (15) близка к w∗.

Наибольший интерес представляет вычисление усредненной скорости w∗ поступательного
движения и ее максимизация. Как видно из формул (18) и (14), величина w∗ зависит от выбора
периодической функции ψ(τ), удовлетворяющей наложенным условиям периодичности (12),
краевым условиям (16) и требованию унимодальности, сформулированному выше. Подставляя
выражение (17) для I1 в формулу (18), получим

w∗ = (ψ2
0 − I0)

1/2 − ψ0. (19)

Сначала рассмотрим простой кусочно-линейный закон изменения ψ(τ), а затем поставим за-
дачу об оптимальном выборе ψ(τ).
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3. Кусочно-линейная функция ψ(τ)

Пусть угол ψ(τ) изменяется по кусочно-линейному закону, удовлетворяющему наложенным
выше условиям:

ψ(τ) = b1τ при τ ∈ (0, θ), 0 < θ < 1,

ψ(τ) = b2(1 − τ) при τ ∈ (θ, 1).
(20)

Здесь b1 и b2 — положительные постоянные, имеющие смысл величин безразмерной угловой
скорости. Так как при τ = θ угол ψ принимает значение ψ0, имеем

b1θ = b2(1 − θ) = ψ0.

Отсюда получим

θ =
b2

b1 + b2
, ψ0 =

b1b2
b1 + b2

. (21)

Подставим функцию ψ(τ) из (20) в формулу (14) для I0. Используя также соотноше-
ния (21), найдем

I0 =
b21b

2
2(b1 − b2)

2(b1 + b2)2
. (22)

Подставляя ψ0 из (21) и I0 из (22) в выражение (19), получим

w∗ =
b1b2
b1 + b2

[(
1 +

b2 − b1
2

)1/2
− 1

]
. (23)

Перепишем полученную формулу (23) в размерных переменных, вводя размерные угловые
скорости отведения ω1 и приведения ω2 звеньев к оси тела и пользуясь соотношениями

ωi =
µbi
T

=
bi
T0
, i = 1, 2,

v∗ =
µaw∗

T0
,

вытекающими из (10). Получим размерную среднюю скорость движения системы в виде

v∗ =
µaω1ω2

ω1 + ω2

{[
1 +

(ω2 − ω1)T0

2

]1/2
− 1

}
, (24)

где параметр µ определен формулой (9).
Отсюда видно, что средняя скорость движения рассматриваемой системы положительна

(v∗ > 0) в том и только в том случае, если угловая скорость отведения звеньев от оси тела
меньше, чем угловая скорость их приведения к оси: ω2 > ω1. Этот вывод качественно согла-
суется с данными наблюдений за плаванием животных.

4. Постановка задач оптимального управления

Рассмотрим задачу о максимизации средней скорости движения w∗ за счет выбора унимо-
дальной функции ψ(τ), удовлетворяющей условию периодичности (12) и условиям (16). Вели-
чину ψ0 максимального значения функции ψ(τ) считаем фиксированной, а аргумент τ = θ,
при котором она достигается, будет выбран из интервала θ ∈ (0, 1) так, чтобы достигался
максимум w∗. Из формулы (19) следует, что максимизация w∗ эквивалентна минимизации
интеграла I0. Из выражения (14) для I0 и свойства унимодальности функции ψ(τ) имеем

I0 =

θ∫

0

ψ

(
dψ

dτ

)2

dτ −
1∫

θ

ψ

(
dψ

dτ

)2

dτ. (25)
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Введем переменные Ω(τ) и z(τ) при помощи уравнений

dψ

dτ
= Ω,

dz

dτ
= ψω2. (26)

Переменные ψ и z играют роль фазовых координат, а безразмерная угловая скорость Ω явля-
ется управлением. Наложим ограничения

−Ω− ≤ Ω(τ) ≤ Ω+, (27)

где Ω− и Ω+ — заданные положительные постоянные.

Из приведенных соотношений (16), (19), (25), (26) следует, что задача максимизации w∗

или, что то же, минимизации функционала (25) при фиксированных ψ0 и θ сводится к решению
двух задач оптимального управления для системы (26) при ограничениях (27).

Задача 1. Найти функции Ω(τ), ψ(τ), z(τ), удовлетворяющие уравнениям (26), ограни-

чениям и условиям:

0 ≤ Ω ≤ Ω+, ψ(0) = 0, ψ(θ) = ψ0,

z(0) = 0, z(θ) → min .
(28)

Задача 2. Найти функции Ω(τ), ψ(τ), z(τ), удовлетворяющие уравнениям (26), ограни-

чениям и условиям:

−Ω− ≤ Ω ≤ 0, ψ(θ) = ψ0, ψ(1) = 0,

z(θ) = 0, z(1) → max .
(29)

Решив эти задачи, определим минимальное значение функционала I0 в виде

I0 = z(θ) − z(1). (30)

Величину θ следует выбрать из условия минимума функционала I0 по θ ∈ (0, 1). После
этого максимальное значение скорости w∗ будет определено по формуле (19).

Отметим, что указанные выше условия накладывают определенные ограничения на вве-
денные параметры. Из первого уравнения (26) и условий (28) следует неравенство

ψ0 ≤ Ω+θ. (31)

Аналогично из первого уравнения (26) и условий (29) имеем

ψ0 ≤ Ω−(1 − θ). (32)

Из неравенств (31) и (32) получим двусторонние ограничения для θ:

ψ0

Ω+
≤ θ ≤ 1 − ψ0

Ω−
. (33)

Из (33) вытекает ограничение на ψ0, Ω+ и Ω−:

ψ0 ≤ Ω+Ω−

Ω+ + Ω−
. (34)
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5. Решение задачи 1

Применим принцип максимума для решения задачи 1. Составим гамильтониан

H = pΩ − ψΩ2, (35)

где p — сопряженная переменная, удовлетворяющая уравнению

dp

dτ
= Ω2. (36)

Так как система (26) автономна, гамильтониан (35) является первым интегралом:

H = pΩ − ψΩ2 = H0, (37)

где H0 — постоянная. Найдем максимум гамильтониана (35) по управлению Ω ∈ [0,Ω+]. Так
как ψ ≥ 0, имеем

Ω =





0 при p < 0,

p

2ψ
при

p

2ψ
∈ [0,Ω+],

Ω+ при
p

2ψ
> Ω+.

(38)

Рассмотрим последовательно три случая: p(0) < 0, p(0) = 0 и p(0) > 0.

1. Пусть p(0) < 0. Так как в силу уравнения (36) и неравенства Ω ≤ Ω+ имеем dp/dτ ≤ Ω2
+,

то p(τ) < 0 на некотором интервале [0,∆], где ∆ = −p(0)Ω−2
+ > 0. Следовательно, соглас-

но условиям (38) получим Ω = 0 на интервале [0,∆]. Тогда в силу уравнения (36) имеем
p(∆) = p(0) < 0. Продолжая этот процесс для интервалов [∆, 2∆], [2∆, 3∆], . . . , приходим к
заключению, что p(τ) ≡ p(0) < 0 на всем интервале τ ∈ [0, θ]. Поэтому согласно (38) полу-
чим Ω(τ) ≡ 0 на всем интервале τ ∈ [0, θ]. Из первого уравнения (26) и начального условия
ψ(0) = 0 из (28) тогда следует, что ψ(τ) ≡ 0 и краевое условие ψ(θ) = ψ0 > 0 не удовлетворя-
ется. Следовательно, неравенство p(0) < 0 противоречит наложенным условиям и не отвечает
искомому решению.

2. Пусть теперь p(0) = 0. Подставляя начальные значения ψ(0) = p(0) = 0 в (37), получим
H0 = 0, т. е.

(p− Ωψ)Ω = 0

для всех τ ∈ [0, θ]. Таким образом, интервал [0, θ] состоит из чередующихся подынтервалов
двух типов: на подынтервалах первого типа имеем Ω = 0, и, вследствие уравнений (26) и (36),
ψ = const и p = const, а на подынтервалах второго типа p = Ωψ. Дифференцируя равенство
p = Ωψ и используя уравнения (26) и (36), получим

d(p− Ωψ)

dτ
= −ψdΩ

dτ
= 0,

т. е. Ω = const на подынтервалах второго типа. Значение Ω для всех подынтервалов вто-
рого типа должно быть одним и тем же, так как на каждом подынтервале первого типа,
расположенном между двумя соседними подынтервалами второго типа, ψ и p сохраняют-
ся постоянными и поэтому отношение Ω = p/ψ будет одинаковым для всех подынтервалов
второго типа. Типичное поведение функции ψ(τ) для случая p(0) = 0 показано на рис. 3.
Имеем Ω = dψ/dτ = Ω1 = 0 для подынтервалов первого типа и Ω = Ω2 > 0 для подынтерва-
лов второго типа. Обозначим через θ1 и θ2 суммарную длительность подынтервалов первого
и второго типов соответственно. Имеем θ = θ1 + θ2. Из граничных условий (28) следует

Ω2 =
ψ0

θ2
. (39)
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0 θ

τ

ψ0

ψ(τ)

Рис. 3. Функция ψ(τ) для задачи 1 в случае p(0) = 0.

Оценим величину z(θ) или, что то же, первый из интегралов (25). Очевидно, что только
подынтервалы второго типа вносят вклад в этот интеграл, и для его вычисления можно просто
отбросить подынтервалы первого типа, заменив функцию ψ(τ) на рис. 3 линейной функцией
ψ = Ω2τ . Получим

z(θ) = Ω2
2

θ2∫

0

Ω2τ dτ =
Ω3

2θ
2
2

2
.

Подставим в это выражение Ω2 из (39):

z(θ) =
ψ3

0

2θ2
. (40)

Параметр θ2 следует выбрать так, чтобы z(θ) было минимально. Так как θ1 + θ2 = θ, то мини-
мум в (40) достигается при максимально возможном θ2 = θ, при этом θ1 = 0 и подынтервалы
первого типа отсутствуют. В результате получим из (40)

z(θ) =
ψ3

0

2θ
. (41)

Соответствующее значение Ω2 согласно (39) равно

Ω2 =
ψ0

θ
.

Заметим, что в силу условия (31) имеем Ω2 ≤ Ω+, т. е. данное значение Ω2 допустимо.

3. Осталось рассмотреть случай p(0) = p0 > 0. В начале интервала [0, θ], ввиду началь-
ного условия ψ(0) = 0 из (28), выполняется неравенство p/(2ψ) > Ω+ и имеет место третья
возможность, предусмотренная равенствами (38). В силу соотношений (38), (26), (28) и (36)
получим

Ω = Ω+, ψ = Ω+τ, p = p0 + Ω2
+τ при τ ∈ (0, τ∗). (42)

Эти равенства справедливы, если p/(2ψ) > Ω+, и момент τ∗ определяется условием p/(2ψ) =

Ω+. Подставляя в это условие формулы (42), получим значение τ∗ в виде

τ∗ = p0Ω
−2
+ . (43)

В момент τ = τ∗ имеем согласно (42) и (43):

Ω = Ω+, ψ = p0Ω
−1
+ , p = 2p0 при τ = τ∗.
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В полученных формулах выразим p0 через τ∗ при помощи равенства (43):

Ω = Ω+, ψ = Ω+τ∗, p = 2Ω2
+τ∗ при τ = τ∗. (44)

При τ > τ∗ имеет место вторая возможность в (38), так что здесь

p = 2Ωψ. (45)

Подставляя p из (45) в соотношение (37), получим

ψΩ2 = H0. (46)

Подставим в это равенство значения Ω и ψ в момент τ = τ∗ из (44) и найдем величину посто-
янной H0:

H0 = Ω3
+τ∗.

Найденное значение H0 и равенство Ω = dψ/dt из (26) подставим в соотношение (46). Получим
дифференциальное уравнение для функции ψ(τ):

ψ
(dψ
dτ

)2
= Ω3

+τ∗.

Интегрируя это уравнение при начальном условии (44) для ψ в момент τ = τ∗, найдем функ-
цию ψ(τ) и ее производную Ω(τ) в виде

ψ(τ) = Ω+τ∗

[
1 +

3(τ − τ∗)

2τ∗

]2/3

, Ω(τ) = Ω+

[
1 +

3(τ − τ∗)

2τ∗

]−1/3

, τ ≥ τ∗. (47)

Из равенств (45) и (47) следует, что отношение p/(2ψ) = Ω убывает от Ω+ до 0 при изме-
нении τ от τ∗ до ∞. Поэтому неравенства

0 <
p

2ψ
< Ω+

справедливы при всех τ > τ∗ и, следовательно, вторая возможность (38) реализуется на всем
интервале [τ∗, θ].

Чтобы определить величину τ∗, воспользуемся граничным условием ψ(θ) = ψ0 из (28).
Подставляя в это условие равенство (47) для ψ(τ), получим уравнение для определения τ∗:

3

2

(τ∗
θ

)1/2
− 1

2

(τ∗
θ

)3/2
=

( ψ0

Ω+θ

)3/2
.

Возведем в квадрат обе части полученного уравнения и обозначим τ∗/θ = s. Получим следу-
ющее кубическое уравнение для s:

s(3 − s)2 = 4q, s =
τ∗
θ
, q =

( ψ0

Ω+θ

)3
. (48)

Когда s изменяется от 0 до 1, левая часть уравнения (48) для s монотонно возрастает от 0
до 4. Так как в силу неравенства (31) q ≤ 1, то уравнение (48) для s имеет единственное
решение, лежащее в интервале (0, 1). Таким образом, определяется единственное решение для s
и параметра τ∗ = θs.

Тем самым полностью определено решение задачи 1 в случае p(0) > 0. Оно задано соотно-
шениями (42) и (47) на соответствующих интервалах (0, τ∗) и (τ∗, θ), а параметр τ∗ определен
равенствами (48).
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Оценим значение минимизируемого функционала z(θ) для данного случая. Для этого под-
ставим решения (42) и (47) в первый из интегралов (25). Имеем

z(θ) =

τ∗∫

0

Ω3
+τdτ +

θ∫

τ∗

Ω2(τ)ψ(τ)dτ =
Ω3

+τ
2
∗

2
+ Ω3

+τ∗(θ − τ∗) = Ω3
+

(
θτ∗ −

τ2
∗

2

)
.

Преобразуем полученное выражение при помощи соотношений (48). Получим

z(θ) =
Ω3

+θ
2s(2 − s)

2
= 2Ω3

+θ
2q(3 − s)−2(2 − s) =

2ψ3
0 (2 − s)(3 − s)−2

θ
. (49)

Чтобы найти оптимальное решение задачи 1, достаточно сравнить два значения функцио-
нала z(θ): значение (41) для случая p(0) = 0 и значение (49) для случая p(0) > 0. Второе из
этих значений меньше, если выполнено неравенство

4(2 − s)(3 − s)−2 < 1. (50)

В справедливости неравенства (50) при всех s ∈ (0, 1) нетрудно убедиться.
Итак, единственное решение задачи 1 определено соотношениями (42) и (47) на интерва-

лах (0, τ∗) и (τ∗, θ) соответственно. Момент τ∗ = θs определен посредством кубического уравне-
ния (48) для s, которое имеет единственное решение в интервале s ∈ (0, 1) для любых допусти-
мых значений ψ0, θ и Ω+. Минимальное значение функционала z(θ) задано равенством (49).

6. Оптимальное решение

Обратимся к решению задачи 2, определенной соотношениями (26) и (29). Гамильтониан
для этой задачи равен

H = pΩ + ψΩ2,

где p — сопряженная переменная. Так как ψ ≥ 0, то этот гамильтониан является выпуклой
функцией Ω и его максимум по Ω при ограничениях (29) достигается на одной из границ
интервала [−Ω−, 0].

Рассмотрим наиболее общую ситуацию: интервал τ ∈ [θ, 1], на котором ищется решение
задачи 2, состоит из чередующихся подынтервалов двух типов, причем Ω = 0 и Ω = −Ω− на
подынтервалах первого и второго типов соответственно. В силу первого уравнения (26) функ-
ция ψ(τ) постоянна на подынтервалах первого типа и dψ/dτ = −Ω− на каждом подынтервале
второго типа. Типичное поведение функции ψ(τ) на интервале [θ, 1] изображено на рис. 4; оно
подобно графику рис. 3.

θ

τ

ψ0

ψ(τ)

1

Рис. 4. Функция ψ(τ) для задачи 2.
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Обозначим через θ′1 и θ′2 суммарные длительности подынтервалов первого и второго типов
соответственно. Имеем

θ′1 + θ′2 = 1 − θ. (51)

На основании краевых условий (29) получим

θ′2 =
ψ0

Ω−
. (52)

Подсчитаем значение функционала z(1) задачи 2, равное второму из интегралов (25).
Вклад подынтервалов первого типа в этот интеграл равен нулю, а вклад подынтервалов вто-
рого типа будет таким же, как у линейной функции ψ = ψ0 − Ω−τ . Поэтому имеем

z(1) = Ω2
−

θ′
2∫

0

(ψ0 − Ω−τ)dτ = Ω2
−θ

′
2

(
ψ0 −

Ω−θ
′
2

2

)
.

В полученную формулу подставим значение θ′2 из (52):

z(1) =
ψ2

0Ω−

2
. (53)

Таким образом, решение задачи 2 неединственно. Оптимальное управление Ω(τ) на интерва-
ле [θ, 1] принимает в каждой точке одно из двух значений: 0 или −Ω−, причем суммарная
длительность подынтервалов второго типа, на которых Ω = −Ω−, равна θ′2 и определена фор-
мулой (52). Соответствующее максимальное значение функционала z(1) задачи 2 определено
равенством (53).

Теперь, когда решения задач 1 и 2 получены, определим параметр θ из условия минимума
по θ ∈ [0, 1] функционала (30).

На основании равенств (30), (49) и (53) имеем

−I0 = z(1) − z(θ) =
ψ2

0Ω−

2
− 2ψ3

0(2 − s)(3 − s)−2

θ
. (54)

Сначала докажем, что это выражение положительно при условии Ω− ≥ Ω+. Принимая во
внимание неравенства (50) и (31), получим из (54) при Ω− ≥ Ω+:

−I0 >
ψ2

0Ω−

2
− ψ3

0

2θ
≥ ψ2

0Ω−

2
− ψ2

0Ω+

2
≥ 0.

Следовательно, I0 < 0 при всех допустимых θ и s, если Ω− ≥ Ω+.
Выразим θ как функцию s при помощи равенств (48). Имеем

θ = 22/3
( ψ0

Ω+

)
s−1/3(3 − s)−2/3. (55)

Подставляя выражение (55) для θ в формулу (54), получим после преобразований

−I0 = a1 − a2[f(s)]1/3, f(s) = s(2 − s)3(3 − s)−4, (56)

где a1 и a2 — положительные постоянные, не зависящие от θ и s.
Требуется найти максимум по s выражения −I0 из (56), что эквивалентно отысканию

минимума по s функции f(s). Пользуясь равенствами (55) и (56), нетрудно проверить, что

dθ

ds
< 0,

df

ds
= 6(1 − s)(2 − s)2(3 − s)−5 > 0
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при s < 1. Следовательно, максимум −I0 достигается при наименьшем допустимом s, что со-
ответствует наибольшему допустимому значению параметра θ. Согласно условиям (33), наи-
большее допустимое значение θ равно

θ = 1 − ψ0

Ω−
. (57)

Из соотношений (51), (52) и (57) следует, что θ′1 = 0, θ′2 = θ. Таким образом, подынтервалы
первого типа на интервале (θ, 1) отсутствуют и имеем

Ω = −Ω−, ψ = Ω−(1 − τ) (58)

на всем интервале τ ∈ (θ, 1).
Суммируем полученные результаты. Максимальная безразмерная средняя скорость w∗

определяется соотношениями (19) и (54) в виде

w∗ =
[
ψ2

0 +
ψ2

0Ω−

2
− 2ψ3

0(2 − s)(3 − s)−2

θ

]1/2
− ψ0, (59)

где θ задается формулой (57), а параметр s есть единственный корень кубического уравнения,
вытекающего из (48) и (57)

s(3 − s)2 = 4
( ψ0

Ω+

)3(
1 − ψ0

Ω−

)−3
, s ∈ (0, 1). (60)

Оптимальное управление Ω(τ) и соответствующая фазовая переменная ψ(τ) определяются
соотношениями (42), (47) и (58) в виде

Ω = Ω+, ψ = Ω+τ при τ ∈ (0, τ∗),

Ω = Ω+

[
1 +

3(τ − τ∗)

2τ∗

]−1/3

, ψ = Ω+τ∗

[
1 +

3(τ − τ∗)

2τ∗

]2/3

при τ ∈ (τ∗, θ),

Ω = −Ω−, ψ = Ω−(1 − τ) при τ ∈ (θ, 1), τ∗ = sθ, θ = 1 − ψ0

Ω−
.

(61)

Рассмотрим предельные случаи, в которых отсутствует одно из ограничений в неравен-
ствах (27).

Если отсутствует верхнее ограничение (Ω+ → ∞), получим из (60) и (61): s = 0, τ∗ = 0.
В этом случае первый участок в (61) отсутствует, и оптимальное решение (61) принимает вид

Ω =
2

3
ψ0θ

−2/3τ−1/3, ψ = ψ0

(τ
θ

)2/3
при τ ∈ (0, θ),

Ω = −Ω−, ψ = Ω−(1 − τ) при τ ∈ (θ, 1), θ = 1 − ψ0

Ω−
,

w∗ =
(
ψ2

0 +
ψ2

0Ω−

2
− 4

9

ψ3
0

θ

)1/2
− ψ0.

Если же в (27) отсутствует нижнее ограничение (Ω− → ∞), то из (57) и (59) получим θ = 1,
w∗ → ∞. В этом случае интервал (θ, 1) стягивается в точку, фаза приведения звеньев к оси
происходит мгновенно, а скорость перемещения стремится к бесконечности.

Оптимальное решение в безразмерных переменных полностью построено. Для перехода
к исходным размерным переменным следует воспользоваться соотношениями (10), причем
максимальная размерная средняя скорость перемещения равна v∗ = µaw∗/T0.

Выше подробно рассмотрен случай двух симметричных звеньев OA и O′A′, присоединен-
ных к телу. В случае одного звена (хвоста), совершающего колебания, симметричные отно-
сительно оси Cx, решение в силу замечаний в конце разд. 1 получается из представленного
решения простым пересчетом.
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7. Пример

Рассмотрим числовой пример. Положим

ψ0 = 1, Ω+ = 2, Ω− = 8.

Условие (34) при этом соблюдается. Из формул (57), (59), (60) имеем для данного примера

θ = 0.875, s = 0.088, τ∗ = 0.077, w∗ = 1.118. (62)

Графики функций Ω(τ) и ψ(τ), полученные для этого примера при помощи равенств (61),
изображены на рис. 5 и 6.

θ

τ
1

−8

−4

0

2

0.2 0.4 0.6 0.8

τ∗

Ω

Ω+
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Рис. 5. Оптимальное управление Ω(τ).
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Рис. 6. Оптимальная траектория ψ(τ).

Сравним это оптимальное решение со случаем кусочно-линейной функции ψ(τ), рассмот-
ренным в разд. 3. Выберем в соотношениях (20) параметры b1, b2 и θ так, чтобы кусочно-
линейная функция ψ(τ) совпадала с оптимальной из рис. 6 в трех точках: τ = 0, τ = θ и τ = 1.
Получим b1 = 8/7, b2 = 8, θ = 0.875.

Соответствующая безразмерная средняя скорость, вычисленная по формуле (23), равна

w∗ = 1.104.

Отличие ее от максимального значения (62) для оптимального решения не превышает 1.5%.
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8. Учет подъемной силы

Выше рассматривался случай, в котором действие гидродинамических сил на каждое из
подвижных звеньев OA и O′A′ сводится к силе сопротивления, приложенной к концу звена A
(или A′) и направленной против скорости конца этого звена. Предположим, что на конце каж-
дого звена имеется плоская прямоугольная пластина, длинная сторона которой направлена
перпендикулярно плоскости Cxy, а короткая сторона направлена вдоль звена OA (O′A′). В
этом случае помимо сил сопротивления следует учесть влияние подъемных сил, действую-
щих на пластины и направленных перпендикулярно скорости центра этих пластин. Оценки
и результаты компьютерного моделирования, выполненные студентами Московского физико-
технического института С.А. Гаврилиным и А.С. Олейником, показывают, что учет подъемных
сил всегда приводит к увеличению средней скорости движения системы. Некоторые результа-
ты численного моделирования представлены на рис. 7, 8, где изображены зависимости сред-
ней скорости перемещения системы v∗ от длины звеньев a (см. рис. 7) и от угловой скорости
вращения звеньев ω1 (см. рис. 8). Нижние кривые 1 на этих рисунках отвечают отсутствию
подъемной силы, а верхние 2 построены с учетом подъемной силы.

1.00

0.00

0.20

0.40

0.60

0.80

1.20

1.40

1.60

1.80

4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0 8.5

v∗, см/c

a, см

2

1

Рис. 7. Зависимость скорости от длины звеньев.
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Рис. 8. Зависимость скорости от угловой скорости звеньев.
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Заключение

Исследовано движение в сопротивляющейся среде механической системы, состоящей из ос-
новного тела и одного или двух звеньев, совершающих периодические колебания относительно
тела. При помощи асимптотического метода усреднения получена формула для средней ско-
рости перемещения системы. Показано, что, в случае кусочно-постоянной угловой скорости
звеньев, система может перемещаться поступательно, если угловая скорость приведения зве-
ньев к оси тела больше, чем угловая скорость их отведения от оси. Этот вывод согласуется с
данными наблюдений за плаванием животных.

Поставлена и решена в явном виде задача оптимального управления колебаниями звеньев,
при которых достигается максимальная средняя скорость перемещения системы.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 17 № 2 2011

УДК 517.977

О ЛИНЕЙНЫХ КОНФЛИКТНО УПРАВЛЯЕМЫХ ПРОЦЕССАХ

С ДРОБНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

А.А. Чикрий, И. И.Матичин

Рассматривается задача управления квазилинейными процессами с дробными производными в услови-

ях противодействия. Изучаются дробные производные Хильфера, включающие в себя, в частности, клас-

сические производные Римана — Лиувилля и регуляризованные производные Капуто. Получено пред-

ставление решений таких систем, позволяющее на основе метода разрешающих функций получить га-

рантированный результат при сближении траектории с заданным целевым множеством. Качественные

результаты иллюстрируются на примере с уравнением Багли — Торвика, описывающим затухающие ко-

лебания с дробным демпфированием, и на игровой задаче с уравнением дробной релаксации.

Ключевые слова: игровая задача, дробная производная, многозначное отображение, колебательный

процесс, дробная релаксация.

A. A.Chikrii, I. I. Matichin. On linear conflict-controlled processes with fractional derivatives.

A control problem is considered for quasilinear processes with fractional derivatives under counteraction.

Hilfer fractional derivatives are studied, which, in particular, include the classical Riemann–Liouville fractional

derivatives and Caputo regularized derivatives. A representation for solutions of such systems is presented, which

allows to obtain, using the method of resolving functions, a guaranteed result for the approach of a trajectory

to a given target set. Qualitative results are illustrated by an example with the Bagley–Torvik equation, which

describes damped oscillations with fractional damping, and by a game problem with the equation of fractional

relaxation.

Keywords: game problem, fractional derivative, set-valued mapping, oscillatory process, fractional relaxation.

Введение

Большинство исходных идей теории дифференциальных игр сосредоточено в работах [1–4].
Их развивают и дополняют исследования [5–14]. Однако наступает момент, когда кроме углуб-
ленного изучения методов, ставших классическими, возникает необходимость рассмотрения
вопроса о широте тех классов задач, к которым применимы уже разработанные и хорошо
зарекомендовавшие себя методы. По этой причине для описания динамики объектов наряду
с обыкновенными дифференциальными уравнениями используются процессы более сложной
природы.

Так, в работах [15–19] исследованы конфликтно управляемые процессы с последействи-
ем (дифференциально-разностные игры) на основе правила экстремального прицеливания
Н.Н. Красовского, прямые методы Л.С. Понтрягина применены к упомянутым задачам в ра-
боте [20], а в статье [21] продемонстрированы возможности метода разрешающих функций для
решения дифференциально-разностных игр сближения.

Системы с распределенными параметрами в игровой ситуации изучены в работах Ю.С. Оси-
пова [22,23] с использованием правила экстремального прицеливания, игровые задачи в бана-
ховом пространстве исследованы в работе М.С. Никольского [24] на основе первого прямого
метода.

Управляемые процессы для интегральных уравнений Вольтерра и интегро-дифференциаль-
ных уравнений в условиях конфликтного взаимодействия рассмотрены в работе [25]. При этом
использован метод разрешающих функций, базирующийся на использовании обратных функ-
ционалов Минковского и дающий полное обоснование правила параллельного сближения для
сравнительно простых систем [7].
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Попытка исследовать конфликтно управляемые процессы на основе лишь достаточно об-
щего представления решения, предпринятая в [26], привела естественным образом к процессам,
описываемым системами с дробными производными. В работах [26–29] рассмотрены игровые
задачи сближения для линейных процессов произвольного дробного порядка с классическими
производными Римана — Лиувилля, регуляризованными производными Капуто и секвенци-
альными производными Миллера — Росса [30–33].

В данной работе изучаются игровые задачи для систем с дробными производными Хиль-
фера [34] произвольного порядка α, α > 0, типа µ, 0 ≤ µ ≤ 1. Заметим, что при µ = 0 эти
производные совпадают с производными Римана — Лиувилля, а при µ = 1 — с производными
Капуто. Получены достаточные условия приведения траектории конфликтно-управляемого
процесса с дробными производными Хильфера на заданное цилиндрическое множество за
некоторое гарантированное время с использованием контруправлений. Результаты иллюстри-
руются на примере игровой задачи для колебательного процесса второго порядка с дробным
демпфированием, описываемого уравнением Багли — Торвика [35], а также на динамической
игре для системы первого порядка (с дробной составляющей), описывающей процесс релак-
сации при стеклообразовании переохлажденных жидкостей. Работа продолжает исследования
[26–29].

1. Дробное интегро-дифференцирование

Обозначим R+ = [0,∞). Пусть f : R+ → R
n — абсолютно непрерывная функция.

Правосторонний интеграл Римана — Лиувилля порядка α, 0 < α ≤ 1, от функции f
определяется как

Jαf(t) =
1

Γ(α)

t∫

0

f(τ)

(t − τ)1−α
dτ,

где Γ(α) =

∫ ∞

0
e−uuα−1du — гамма-функция. Здесь и далее будем полагать, что J0 представ-

ляет собой оператор тождественного преобразования: J0f(t) ≡ f(t).
Для существования интеграла Римана — Лиувилля достаточно предположить, что f(t),

f : R+ → R
n — локально интегрируемая на R+ функция.

Пусть теперь 0 < α < 1, 0 ≤ µ ≤ 1. Согласно Хильферу [34] введем производную дробного
порядка α типа µ следующим образом:

Dα,µf(t) = Jµ(1−α) d

dt
J (1−µ)(1−α)f(t). (1.1)

При µ = 0 это определение дает классическую производную Римана — Лиувилля:

Dα,0f(t) = Dαf(t) =
1

Γ(1 − α)

d

dt

t∫

0

f(τ)

(t − τ)α
dτ, (1.2)

а при µ = 1 мы получаем регуляризованную производную Капуто:

Dα,1f(t) = D(α)f(t) =
1

Γ(1 − α)

t∫

0

f ′(τ)

(t − τ)α
dτ.

Применяя преобразование Лапласа к производной Хильфера порядка 0 < α < 1 типа µ,
получим

L {Dα,µf(t); s} = sαF (s) − sµ(α−1)J (1−µ)(1−α)f(t)
∣∣
t=0+

,

где F (s) — образ функции f(t).
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Очевидно, что при µ = 0 мы получим преобразование Лапласа для производной Римана —
Лиувилля:

L {Dαf(t); s} = sαF (s) − J1−αf(t)
∣∣
t=0+

,

а при µ = 1 — преобразование Лапласа для производной Капуто:

L {D(α)f(t); s} = sαF (s) − sα−1f(0+).

Отметим, что определение производной Хильфера можно распространить и на случай по-
рядка больше единицы. Пусть теперь m − 1 < α < m, m ∈ N, а функция f имеет абсолютно
непрерывные производные до порядка m. Положим производную порядка α типа 0 ≤ µ ≤ 1

равной

Dα,µf(t) = Jµ(m−α) dm

dtm
J (1−µ)(m−α)f(t). (1.3)

В таком случае при µ = 0 мы также получим производную Римана — Лиувилля порядка α:

Dα,0f(t) = Dαf(t) =
dm

dtm
Jm−αf(t), (1.4)

а типу µ = 1 соответствует производная Капуто:

Dα,1f(t) = D(α)f(t) = Jm−α dm

dtm
f(t). (1.5)

Производные Римана — Лиувилля и Капуто высших порядков связаны соотношением

D(α)f(t) = Dαf(t) −
m−1∑

i=0

ti−α

Γ(i − α + 1)
f (i)(0) = Dα

[
f(t) −

m−1∑

i=0

ti

i!
f (i)(0)

]
. (1.6)

Чтобы получить преобразование Лапласа производной вида (1.3), необходимо воспользо-
ваться следующими формулами:

L {Jαf(t); s} = s−αF (s), (1.7)

L

{ dk

dtk
f(t); s

}
= skF (s) −

k−1∑

i=0

sk−i−1f (i)(0) = skF (s) −
k−1∑

i=0

sif (k−i−1)(0). (1.8)

Тогда, учитывая (1.7), (1.8), получим

L {Dα,µf(t); s} = L

{
Jµ(m−α) dm

dtm
J (1−µ)(m−α)f(t); s

}
= sµ(α−m)

L

{ dm

dtm
J (1−µ)(m−α)f(t); s

}

= sµ(α−m)

[
sm

L {J (1−µ)(m−α)f(t); s} −
m−1∑

i=0

si dm−i−1

dtm−i−1
J (1−µ)(m−α)f(t)

∣∣∣
t=0

]
.

Окончательно будем иметь

L {Dα,µf(t); s} = sαF (s) −
m−1∑

i=0

sµ(α−m)+i dm−i−1

dtm−i−1
J (1−µ)(m−α)f(t)

∣∣∣
t=0

. (1.9)

В силу (1.4) при µ = 0 формула (1.9) дает преобразование Лапласа для производной Ри-
мана — Лиувилля:

L {Dαf(t); s} = sαF (s) −
m−1∑

i=0

siDα−i−1f(t)
∣∣∣
t=0

.

При µ = 1 из формулы (1.9) мы получаем преобразование Лапласа для производной Капуто
произвольного порядка α, m − 1 < α < m:

L {D(α)f(t); s} = sαF (s) −
m−1∑

i=0

sα−m+i dm−i−1

dtm−i−1
f(t)

∣∣∣
t=0

= sαF (s) −
m−1∑

i=0

sα−i−1 di

dti
f(t)

∣∣∣
t=0

.
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2. Представление решений уравнений дробного порядка

Рассмотрим обобщенную матричную функцию Миттаг-Леффлера:

Eρ(B;µ) =

∞∑

k=0

Bk

Γ(kρ−1 + µ)
,

где ρ > 0, µ ∈ C (C — множество комплексных чисел), а B — произвольная квадратная
матрица порядка n.

Обобщенная матричная функция Миттаг-Леффлера играет важную роль при изучении
линейных систем дробного порядка. Будем обозначать I единичную матрицу порядка n. Спра-
ведлива следующая лемма, которая позволяет находить преобразование Лапласа выражений,
содержащих обобщенную матричную функцию Миттаг-Леффлера.

Лемма 1. Пусть α > 0, β > 0, A — произвольная квадратная матрица порядка n. Тогда

справедлива формула

L

{
tβ−1E 1

α

(Atα;β); s
}

= sα−β(sαI − A)−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая определения обобщенной матричной функции Мит-
таг-Леффлера, гамма-функции и используя замену τ = st, получаем

L

{
tβ−1E 1

α

(Atα;β); s
}

=

∞∫

0

e−sttβ−1E 1

α

(Atα;β)dt =

∞∫

0

e−sttβ−1
∞∑

k=0

Aktαk

Γ(αk + β)
dt

=

∞∑

k=0

Ak

Γ(αk + β)

∞∫

0

e−sttαk+β−1dt =

∞∑

k=0

Ak

Γ(αk + β)sαk+β

∞∫

0

e−τταk+β−1dτ =

∞∑

k=0

Aks−(αk+β).

Покажем теперь, что
∑∞

k=0 Aks−(αk+β) = sα−β(sαI − A)−1. Последнее равносильно равенству

∞∑

k=0

Aks−(k+1)α = (sαI − A)−1. (2.1)

Домножим левую часть равенства (2.1) на (sαI−A) (безразлично слева или справа, поскольку
матрицы коммутируют). Получим

∞∑

k=0

Aks−(k+1)α(sαI − A) =

∞∑

k=0

Aks−kα −
∞∑

k=0

A(k+1)s−(k+1)α = I.

Поскольку обратная матрица единственна, это завершает доказательство. 2

Пусть z = z(t), z ∈ R
n, — фазовый вектор, задающий состояние динамической системы в

момент t, а эволюция системы описывается уравнением

Dα,µz = Az + f, m − 1 < α < m, 0 ≤ µ ≤ 1, (2.2)

с начальными условиями

di

dti
J (1−µ)(m−α)z(t)

∣∣
t=0+

= z0
i , i = 0, . . . ,m − 1. (2.3)

Применяя к левой и правой части уравнения (2.2) преобразование Лапласа, получим

sαZ −
m−1∑

i=0

sµ(α−m)+iz0
m−i−1 = AZ + F,
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откуда

Z(s) =

m−1∑

i=0

sµ(α−m)+i(sαI − A)−1z0
m−i−1 + (sαI − A)−1F (s).

Применяя обратное преобразование Лапласа и учитывая лемму 1, а также очевидное ра-
венство

∑m−1
i=0 ai =

∑m−1
i=0 am−1−i, имеем

z(t) =

m−1∑

i=0

ti−(1−µ)(m−α)E 1

α

(
Atα; i − (1 − µ)(m − α) + 1

)
z0
i

+

t∫

0

(t − τ)α−1E 1

α

(
A(t − τ)α;α

)
f(τ)dτ.

В частности, для производной Римана — Лиувилля при µ = 0 получаем систему

Dαẑ = Aẑ + f, m − 1 < α < m,

с начальными условиями
Dα−iẑ(t)

∣∣
t=0

= ẑ0
i , i = 1, . . . ,m. (2.4)

Формула Коши для решения данной системы такова:

ẑ(t) =

m∑

i=1

tα−iE 1

α

(Atα;α − i + 1)ẑ0
i +

t∫

0

(t − τ)α−1E 1

α

(A(t − τ)α;α)f(τ)dτ.

Положив µ = 1, мы получаем регуляризованную производную Капуто, и система прини-
мает вид

D(α)ž = Až + f

с начальными условиями

di

dti
ž(t)

∣∣
t=0+

= ž0
i , i = 0, . . . ,m − 1. (2.5)

Решение данной задачи Коши запишется в виде

ž(t) =

m−1∑

i=0

tiE 1

α

(Atα; i + 1)ž0
i +

t∫

0

(t − τ)α−1E 1

α

(A(t − τ)α;α)f(τ)dτ. (2.6)

3. Постановка задачи, схема метода

Рассмотрим квазилинейную конфликтно управляемую систему с дробной производной
Хильфера произвольного порядка α, α > 0, типа µ, 0 ≤ µ ≤ 1:

Dα,µz = Az + ϕ(u, v), m − 1 < α < m, m = 1, 2, . . . (3.1)

Здесь фазовый вектор z принадлежит n-мерному вещественному евклидовому пространст-
ву R

n, n ≥ 1, A — квадратная матрица порядка n, блок управления — непрерывная по сово-
купности переменных функция ϕ(u, v), ϕ : U × V → R

n, где u и v — управляющие параметры
игроков, которые выбираются из множеств U и V , являющихся компактами пространства R

n,
U, V ∈ K(Rn).
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Начальные условия для процесса (3.1) заданы в виде (2.3). В частности, при µ = 0 эти усло-
вия принимают вид (2.4), а при µ = 1 начальные условия задаются формулой (2.5). Обозначим
z0 = (z0

0 , . . . , z0
m−1).

Кроме динамического процесса (3.1) задано терминальное множество M∗, имеющее цилинд-
рический вид

M∗ = M0 + M, (3.2)

где M0 — линейное подпространство в R
n, а M ∈ K(L), где L = M⊥

0 — ортогональное допол-
нение к M0 в R

n.
Первый игрок (u) пытается вывести траекторию процесса (3.1) на множество (3.2), а второй

(v) — максимально оттянуть момент попадания траектории на терминальное множество.
Приняв сторону первого игрока, будем считать, что он формирует свое управление на

основании информации о z0 и v(t), т. е. u(t) = u(z0, v(t)) и является контруправлением [1].
Изложим схему метода разрешающих функций [7] применительно к задаче (3.1), (3.2).
Обозначим через π ортопроектор, действующий из R

n на L. Положив ϕ(U, v) = {ϕ(u, v) :

u ∈ U}, введем многозначные отображения

W (t, v) = πtα−1E 1

α

(Atα;α)ϕ(U, v), W (t) =
⋂

v∈V

W (t, v),

У с л о в и е П о н т р я г и н а. dom W = [0,+∞).

C учетом предположений о параметрах процесса (3.1) отображение W (t) является замкну-
тозначным и измеримым по t. Поэтому в силу условия Понтрягина и теоремы измеримого
выбора [36] в нем существует измеримый селектор γ(·), t ≥ 0. Зафиксируем его и введем
функцию

ξ(t, z0, γ(·)) = π
m−1∑

i=0

ti−(1−µ)(m−α)E 1

α

(
Atα; i − (1 − µ)(m − α) + 1

)
z0
i +

t∫

0

γ(t − τ)dτ.

Рассмотрим многозначное отображение

R(t, τ, v) =
{

ρ ≥ 0 :
[
W (t − τ, v) − γ(t − τ)

]
∩ ρ
[
M(t) − ξ(t, z0, γ(·))

]
6= ∅

}

и его опорную функцию в направлении +1

ρ(t, τ, v) = sup{ρ : ρ ∈ R(t, τ, v)}.

Легко видеть, что функция ρ(t, τ, v) может быть выражена следующим образом:

ρ(t, τ, v) = sup
m∈M

ρW (t−τ,v)−γ(t−τ)

(
m − ξ(t, z0, γ(·))

)
,

где
ρX(x) = sup{ρ ≥ 0 : ρx ∈ X}, x ∈ R

n, X ∈ K(Rn), 0 ∈ X,

— обратный функционал Минковского [7]. Функцию ρ(t, τ, v) называют разрешающей [7].
Из теорем о характеризации и обратном образе [36] следует, что многозначное отображение

R(t, τ, v) является L×B-измеримым по совокупности τ , v. Следовательно, по теореме об опор-
ной функции [36] функция ρ(t, τ, v) является L × B-измеримой, а значит и суперпозиционно
измеримой. Она к тому же полунепрерывна сверху по v [7].

Рассмотрим множество

T(z0, γ(·)) =

{
t ∈ R+: inf

v(·)∈ΩV

t∫

0

ρ(t, τ, v(τ))dτ ≥ 1

}
,
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где ΩV — совокупность измеримых функций, принимающих значения из области V . Полагая
T(z0, γ(·)) 6= ∅, зафиксируем в нем элемент T и сформулируем два условия.

У с л о в и е 1. R(T, τ, v) = [0, ρ(T, τ, v)] ∀τ ∈ [0, T ], v ∈ V .

У с л о в и е 2. inf
v(·)∈ΩV

T∫

0

ρ(T, τ, v(τ))dτ =

T∫

0

inf
v∈V

ρ(T, τ, v)dτ .

Теорема. Пусть для игровой задачи (3.1), (3.2), где конфликтно управляемый процесс

содержит производные Хильфера, выполнено условие Понтрягина, M = co M , причем для

начального состояния z0 и селектора γ(·), γ(t) ∈ W (t), t ≥ 0, множество T(z0, γ(·)) 6= ∅ и T ∈
T(z0, γ(·)). Тогда, если для T выполнены условия 1 и 2, то траектория процесса (3.1) может

быть приведена на множество (3.2) в момент T с помощью некоторого контруправления.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(τ), τ ∈ [0, T ], — произвольное допустимое управление
второго игрока. Пусть ξ(T, z0, γ(·)) /∈ M . Учитывая условие 2, обозначим

ρ(T ) =

T∫

0

inf
v∈V

ρ(T, τ, v)dτ

и положим

ρ(T, τ) =
1

ρ(T )
inf
v∈V

ρ(T, τ, v).

Поскольку ρ(T ) ≥ 1, в силу определения момента T и условия 1 функция ρ(T, τ), ρ(T, τ) ≤
ρ(T, τ, v), τ ∈ [0, T ], v ∈ V , является измеримым селектором для каждого из многозначных
отображений R(T, τ, v), v ∈ V , т. е. ρ(T, τ) ∈ R(T, τ, v), τ ∈ [0, T ], v ∈ V . Рассмотрим много-
значное отображение

U(τ, v) =
{
u ∈ U : π(T − τ)α−1E 1

α

(A(T − τ)α;α)ϕ(u, v) − γ(T − τ)

∈ ρ(T, τ)[M(T ) − ξ(T, z0, γ(·))]
}

. (3.3)

Из выражения (3.3) вытекает, что отображение U(τ, v) является компактнозначным и L × B-
измеримым по совокупности τ , v, поэтому согласно теореме об измеримом выборе [36] в нем
существует L × B-измеримый селектор u(τ, v), который, в свою очередь, является суперпози-
ционно измеримой функцией. Положим управление первого игрока равным u(τ) = u(τ, v(τ)),
τ ∈ [0, T ].

В случае ξ(T, z0, γ(·)) ∈ M положим в выражении (3.3) ρ(T, τ) ≡ 0 и выберем управление
первого игрока аналогичным образом.

Покажем, что в момент T πz(T ) ∈ M в любом случае. Если ξ(T, z0, γ(·)) /∈ M , то из
представления решения системы (3.1) с учетом включения из выражения (3.3) получим

πz(T ) ∈ ξ(T, z0, γ(·))
[
1 −

T∫

0

ρ(T, τ)dτ

]
+

T∫

0

ρ(T, τ)Mdτ. (3.4)

Поскольку M — выпуклый компакт, а ρ(T, τ) ≥ 0, причем

∫ T

0
ρ(T, τ)dτ = 1, то

∫ T

0
ρ(T, τ)Mdτ=

M . Учитывая это обстоятельство, из включения (3.4) получим πz(T ) ∈ M . В случае ξ(T, z0,
γ(·)) ∈ M с учетом правила выбора управления первым игроком и представления решений
системы (3.1) непосредственно получим πz(T ) ∈ M . �
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4. Колебательные процессы с дробным демпфированием

Большой интерес с практической точки зрения представляют собой уравнения вида

az′′ + bD(α)z + cz = f, 1 < α < 2,

описывающие затухающие колебания с дробным (порядка α) демпфированием. Уравнениями
такого вида, в частности, описываются колебания крыла самолета в сверхзвуковом потоке
газа [37], приводящие к явлениям типа флаттера, колебаний наноразмерных сенсоров [38] и
др. При α = 3/2 данное уравнение называется уравнением Багли — Торвика и описывает
колебания твердой пластины, погруженной в ньютоновскую жидкость.

При описании физических явлений и процессов, как правило используется производная
Капуто, соответствующая типу µ = 1, поскольку в таком случае начальные условия имеют
ясную физическую интерпретацию. Рассмотрим уравнение Багли — Торвика с производной в
смысле Капуто

ay′′(t) + bD(3/2)y(t) + cy(t) = f(t) (4.1)

с начальными условиями

y(0) = y0, y′(0) = y′0. (4.2)

Покажем, что данное уравнение эквивалентно системе





D(1/2)z1 = z2

D(1/2)z2 = z3

D(1/2)z3 = z4

D(1/2)z4 =
1

a
(−cz1 − bz4 + f)

или в матричной форме

D(1/2)z = Az + Bf, (4.3)

где A =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−c/a 0 0 −b/a


, B =




0

0

0

1/a


, z =




z1

z2

z3

z4


 с начальными условиями

z(0) = z0 =




y0

0

y′0
0


 . (4.4)

Лемма 2. Пусть y ∈ Ck[0, d] для некоторых k ∈ N и d > 0. Положим α /∈ N, 0 < α < k,

тогда

Dα,1y(t)
∣∣
t=0

= D(α)y(t)
∣∣
t=0

= 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению Dα,1y(t) = Jm−αy(m)(t). В силу предположе-
ния леммы m ≤ k, следовательно, y(m) — непрерывная функция и lim

t→0
Jm−αy(m)(t) = 0. �

Лемма 3. Пусть y ∈ C2[0, d] для некоторого d > 0. Тогда

D(1/2)D(1/2)y = y′, D(1/2)y′ = D(3/2)y, D(1/2)D(3/2)y = y′′.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (1.6) при f(0) = 0 справедливо равенство D(α)f(t) =

Dαf(t). Согласно лемме 2 D(1/2)y(0) = 0, поэтому, учитывая (1.5), получим

D(1/2)D(1/2)y = D1/2D(1/2)y = D1/2J1/2y′.

А поскольку операторы D1/2 и J1/2 являются взаимно обратными в силу определения (1.4),
то

D(1/2)D(1/2)y = y′.

Далее, опять-таки исходя из (1.5), имеем

D(3/2)y = J1/2y′′ = J1/2(y′)′ = D(1/2)y′.

Наконец, поскольку согласно лемме 2 D(3/2)y(0) = 0, то

D(1/2)D(3/2)y = D1/2D(3/2)y = D1/2J1/2y′′ = y′′. 2

Обозначим z1(t) = y(t), z2(t) = D(1/2)y(t), z3(t) = y′(t), z4(t) = D(3/2)y(t). Тогда, в силу
лемм 2, 3 D(1/2)z1 = z2, D(1/2)z2 = z3, D(1/2)z3 = z4, D(1/2)z4 = y′′. Таким образом, уравне-
ние (4.1) с начальными условиями (4.2) эквивалентно системе (4.3) с начальными условия-
ми (4.4). С учетом (2.6) решение данной системы задается формулой

z(t) = E2(A
√

t; 1)z0 +

t∫

0

E2

(
A
√

t − τ ;
1

2

)
B

f(τ)√
t − τ

dτ.

Предположим теперь, что в уравнении (4.1) f(t) = u(t) − v(t), где u, v — управления
первого и второго игроков, соответственно, такие, что |u| ≤ r, r > 1, |v| ≤ 1. Будем полагать,
что первый игрок стремится привести систему в состояние z1 = 0, а второй игрок препятствует
этому. В таком случае система (4.3) принимает вид

D(1/2)z = Az + ū − v̄,

где ū = Bu, v̄ = Bv, ū ∈ rBS, v̄ ∈ BS, S = [−1, 1].
Терминальное множество M∗ = {z ∈ R

4 : z1 = 0}, при этом

M0 = {z ∈ R
4 : z1 = 0}, L = {z ∈ R

4 : z2 = z3 = z4 = 0}, M = {0}, π =




1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


 .

Тогда

W (t, v) =
1√
t
πE2

(
A
√

t;
1

2

)
B(rS − v),

W (t) =
r√
t
πE2

(
A
√

t;
1

2

)
BS

∗
–

1√
t
πE2

(
A
√

t;
1

2

)
BS =

r − 1√
t

πE2

(
A
√

t;
1

2

)
BS 6= ∅

и условие Понтрягина выполнено автоматически. Положим γ(t) ≡ 0, тогда

ξ(t) = πE2(A
√

t; 1)z0.

Разрешающая функция определяется как

ρ(t, τ, v) = max

{
ρ ≥ 0 : −ρπE2(A

√
t; 1)z0 ∈ 1√

t − τ
πE2

(
A
√

t − τ ;
1

2

)
B(rS − v)

}
.
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Исследование разрешающей функции для определения гарантированного времени оконча-
ния игры в общем случае является трудной задачей, т.к. зависит от конкретного вида обобщен-
ных матричных функций Миттаг-Леффлера E2(A

√
t; 1) и E2

(
A
√

t; 1/2
)
. Однако в некоторых

частных случаях задача упрощается.

Например, положим в уравнении (4.1) c = 0. В таком случае, матрица A принимает вид

A =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 p


 , где p = − b

a
.

Тогда будем иметь

A2 =




0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 p
0 0 0 p2


 , Ak =




0 0 0 pk−3

0 0 0 pk−2

0 0 0 pk−1

0 0 0 pk


 , k = 3, 4, . . . .

В результате получим

E2(A
√

t; 1) =

∞∑

k=0

Ak
√

tk

Γ(k/2 + 1)

=




1

√
t

Γ(3/2)
t p−3E2(p

√
t; 1) − p−3 −

√
t

p2Γ(3/2)
− t

p

0 1

√
t

Γ(3/2)
p−2E2(p

√
t; 1) − p−2 −

√
t

pΓ(3/2)
0 0 1 p−1E2(p

√
t; 1) − p−1

0 0 0 E2(p
√

t; 1)




,

E2

(
A
√

t;
1

2

)
=

∞∑

k=0

Ak
√

tk

Γ((k + 1)/2)

=




1

Γ(1/2)

√
t

t

Γ(3/2)
p−3E2

(
p
√

t;
1

2

)
− 1

p3Γ(1/2)
−

√
t

p2
− t

pΓ(3/2)

0
1

Γ(1/2)

√
t p−2E2

(
p
√

t;
1

2

)
− 1

p2Γ(1/2)
−

√
t

p

0 0
1

Γ(1/2)
p−1E2

(
p
√

t;
1

2

)
− 1

pΓ(1/2)

0 0 0 E2

(
p
√

t;
1

2

)




.

Далее, учитывая равенства

Γ
(1

2

)
=

√
π, Γ

(3

2

)
=

1

2
Γ
(1

2

)
=

√
π

2
, E2(z; 1) = ez2

erfc(−z), (4.5)

E2

(
z;

1

2

)
= zE2(z; 1) +

1

Γ(1/2)
= zez2

erfc(−z) +
1√
π

, (4.6)
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где erfc(z) =
2√
π

∫ ∞

z

e−t2dt — дополнительная функция ошибок [39], будем иметь

E2(A
√

t; 1) =




1 2

√
t

π
t

ep2t

p3
erfc(−p

√
t) − 1

p3
− 2

p2

√
t

π
− t

p

0 1 2

√
t

π

ep2t

p2
erfc(−p

√
t) − 1

p2
− 2

p

√
t

π

0 0 1
ep2t

p
erfc(−p

√
t) − 1

p
0 0 0 ep2t erfc(−p

√
t)




,

E2

(
A
√

t;
1

2

)
=




1√
π

√
t

2t√
π

√
tep2t

p2
erfc(−p

√
t) −

√
t

p2
− 2t

p
√

π

0
1√
π

√
t

√
tep2t

p
erfc(−p

√
t) −

√
t

p

0 0
1√
π

√
tep2t erfc(−p

√
t)

0 0 0 p
√

tep2t erfc(−p
√

t) +
1√
π




.

Обозначим
ξ1(t) =

{
πE2(A

√
t; 1)z0

}
1

= y0 + ty′0,

ω(t) =

{
1√
t
πE2

(
A
√

t;
1

2

)
B

}

1

=
1

a
√

t

[√
tep2t

p2
erfc(−p

√
t) −

√
t

p2
− 2t

p
√

π

]

=
1

a

[
ep2t

p2
erfc(−p

√
t) − 1

p2
− 2

√
t

p
√

π

]
.

Здесь {x}1 — первая компонента вектора x. В таком случае разрешающая функция определя-
ется как больший положительный корень следующего уравнения относительно ρ:

|ω(t − τ)v − ρξ1(t)| = |ω(t − τ)|r.

Решая данное уравнение, находим

ρ(t, τ, v) =
ω(t − τ)

ξ1(t)
(v ± r). (4.7)

Плюс или минус в скобках берется в зависимости от того, какой знак имеет выражение
ω(t − τ)/ξ1(t). Учитывая физический смысл коэффициентов уравнения Багли — Торвика,
имеем a > 0, b > 0, в таком случае p < 0. Отметим также, что поскольку ω(0) = 0 и
ω′(t) = 1/a (2 − erfc(p

√
t))ep2t > 0, то ω(t) > 0 при всех t > 0. Таким образом,

inf
v

ρ(t, τ, v) =
(r − 1)ω(t − τ)

|ξ1(t)|
.

Гарантированное время окончания игры найдем из соотношения

t∫

0

inf
v∈V

ρ(t, τ, v)dτ =

t∫

0

(r − 1)ω(t − τ)

|ξ1(t)|
dτ = 1.

Для этого рассмотрим интеграл

t∫

0

(r − 1)ω(t − τ)

|ξ1(t)|
dτ =

r − 1

|ξ1(t)|

t∫

0

ω(τ)dτ =
r − 1

a|ξ1(t)|

t∫

0

[
ep2τ

p2
erfc(−p

√
τ) − 1

p2
− 2

√
τ

p
√

π

]
dτ
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=
r − 1

a|ξ1(t)|


 1

p2

t∫

0

ep2τ erfc(−p
√

τ)dτ − t

p2
− 4

√
t3

3p
√

π


 .

Интеграл в квадратных скобках проинтегрируем по частям. Для этого положим u = erfc(−p
√

τ),
dv = ep2τ . Тогда

du =
pe−p2τdτ√

πτ
, v =

ep2τ

p2

и

t∫

0

ep2τ erfc(−p
√

τ)dτ =
ep2t

p2
erfc(−p

√
t)− 1

p2
− 1

p
√

π

t∫

0

dτ√
τ

=
ep2t

p2
erfc(−p

√
t)− 1

p2
− 2

√
t

p
√

π
. (4.8)

Окончательно находим, что время окончания игры может быть определено из уравнения

ep2t

p4
erfc(−p

√
t) − 1

p4
− 2

√
t

p3
√

π
− t

p2
− 4

√
t3

3p
√

π
=

a|ξ1(t)|
r − 1

.

Данное уравнение всегда имеет решение, поскольку при t = 0 его левая часть равна нулю
и имеет скорость роста O(t3/2), в то время как правая часть в начальный момент времени
положительна и растет линейно по t.

5. Процессы релаксации с дробными производными

Уравнение дробной релаксации имеет вид

ay′(t) + bD(α)y(t) + cy(t) = f(t), y(0) = y0, 0 < α < 1.

Данное уравнение может быть использовано для описания многих физических и физико-
химических процессов, в частности движения сферы, погруженной в вязкую жидкость [40], а
также процессов релаксации при стеклообразовании переохлажденных жидкостей [41].

Для частного случая α = 1/2 рассмотрим конфликтно управляемый процесс

ay′(t) + bD(1/2)y(t) + cy(t) = u(t) − v(t), y(0) = y0 6= 0, |u| ≤ r > 1, |v| ≤ 1, (5.1)

с терминальным множеством M = {0}.
В силу лемм 2, 3 данное уравнение эквивалентно системе





D(1/2)z1 = z2

D(1/2)z2 =
1

a
(−cz1 − bz2 + u − v)

или в матричной форме

D(1/2)z = Hz + ū − v̄, (5.2)

где

H =

(
0 1

−c/a −b/a

)
, z =

(
z1

z2

)
, ū = Gu, v̄ = Gv, ū ∈ rGS, v̄ ∈ GS, G =

(
0

1/a

)
, S = [−1, 1],

c начальными условиями

z(0) = z0 =

(
y0

0

)
.
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В силу (2.6) решение системы (5.2) задается формулой

z(t) = E2(H
√

t; 1)z0 +

t∫

0

E2

(
H
√

t − τ ;
1

2

) ū(τ) − v̄(τ)√
t − τ

dτ.

Положим в уравнении (5.1) c = 0. В таком случае матрица H принимает вид

H =

(
0 1

0 p

)
,

где, как и ранее, p = −b/a. Тогда будем иметь

Hk =

(
0 pk−1

0 pk

)
, k = 1, 2, 3, . . . .

В результате получим

E2(H
√

t; 1) =

∞∑

k=0

Hk
√

tk

Γ(k/2 + 1)
=

(
1 p−1E2(p

√
t; 1) − p−1

0 E2(p
√

t; 1)

)
,

E2

(
H
√

t;
1

2

)
=

∞∑

k=0

Hk
√

tk

Γ((k + 1)/2)
=




1 p−1E2

(
p
√

t;
1

2

)
− 1

pΓ(1/2)

0 E2

(
p
√

t;
1

2

)


 .

Далее в силу равенств (4.5), (4.6) будем иметь

E2(H
√

t; 1) =

(
1 p−1ep2t erfc(−p

√
t) − p−1

0 ep2t erfc(−p
√

t)

)
,

E2

(
H
√

t;
1

2

)
=

(
1

√
tep2t erfc(−p

√
t)

0 p
√

tep2t erfc(−p
√

t) + 1/
√

π

)
.

Поскольку в данном примере π =

(
1 0

0 0

)
, задача является, по существу, скалярной и мы

ограничимся рассмотрением только первых компонент векторов.
Применим схему метода разрешающих функций:

{W (t, v)}1 =

{
π

1√
t
E2

(
H
√

t;
1

2

)
G(rS − v)

}

1

= ep2t erfc(−p
√

t)(rS − v),

{W (t)}1 = ep2t erfc(−p
√

t)(r − 1)S 6= ∅,

{ξ(t)}1 = {πE2(H
√

t; 1)z0}1 = y0.

Обозначим ω1(t, v) = ep2t erfc(−p
√

t). Разрешающая функция может быть определена как боль-
ший положительный корень следующего уравнения относительно ρ:

|ω1(t − τ)v − ρy0| = |ω1(t − τ)|r.

Решая данное уравнение, находим

ρ(t, τ, v) =
ω1(t − τ)

y0
(v ± r),
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Плюс или минус в скобках берется в зависимости от того, какой знак имеет выражение
ω1(t − τ)/y0. Поскольку ω1(t, v) = ep2t erfc(−p

√
t) > 0 для всех t, то

inf
v

ρ(t, τ, v) =
(r − 1)ω1(t − τ)

|y0|
.

Гарантированное время окончания игры найдем из соотношения

t∫

0

inf
v∈V

ρ(t, τ, v)dτ =
r − 1

|y0|

t∫

0

ω1(t − τ)dτ = 1.

Учитывая формулу (4.8), будем иметь следующее уравнение для определения времени поимки:

ep2t

p2
erfc(−p

√
t) − 1

p2
− 2

√
t

p
√

π
=

|y0|
r − 1

.

Данное уравнение также всегда имеет решение, поскольку при t = 0 его левая часть равна нулю
и неограниченно возрастает, в то время как правая часть является положительной константой.
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OPTIMAL GROWTH IN A TWO-SECTOR ECONOMY

FACING AN EXPECTED RANDOM SHOCK1

Sergey Aseev, Konstantin Besov, Simon-Erik Ollus, Tapio Palokangas

We develop an optimal growth model of an open economy that uses both an old (“dirty” or “polluting”)
technology and a new (“clean”) technology simultaneously. A planner of the economy expects the occurrence of
a random shock that increases sharply abatement costs in the dirty sector. Assuming that the probability of an
exogenous environmental shock is distributed according to the exponential law, we use Pontryagin’s maximum
principle to find the optimal investment and consumption policies for the economy.

Keywords: Dynamic optimization; Optimal control; Pontryagin’s maximum principle; Endogenous growth;
Climate change; Random shock; Government policy, Technological development

1. Introduction

Facing the possibility of climate change and global sanctions, a fictitious social planner (gov-

ernment) in an idealized open economy attempts to reduce pollution and develop new cleaner

production technologies. In many circumstances, the old “polluting” technology is not immediately

replaced by a modern efficient “environment-saving” technology, instead they coexist. Why is not

the former one abandoned immediately, or why not try to benefit from both technologies? The

answer is that “clean” technologies are expensive to develop, less productive (at least in the initial

stage) and often more expensive in use.

The government knows that it is only a matter of time when old polluting technologies will

be internationally penalized (through, e.g., quotas, carbon trade, taxes or trade restrictions), but

there is a lot of uncertainty when these sanctions will actually take place. This is supported by the

fact that even today there are no global binding agreements on reducing greenhouse gas emissions.

The Kyoto process is a first step towards such sanctions, but it is applied only to a part of the

world countries. More binding emission targets and stricter sanctions are, however, being negotiated.

Given the ongoing international negotiation process and climate change, a rational government takes

into account that at some stage in the future it will be penalized for an old “polluting” technology.

Under these circumstances, it is instructive to study how a rational government should adjust the

economy to an expected exogenous environmental change that will increase the abatement costs of

emissions some time in future.

Traditional growth models (e.g., [1, 5, 10,11]) with random technological change are built on a

Schumpeterian process of creative destruction. The old technology and the capital bound into it

cannot be recycled and the new technology takes immediately over. Thus a technology jump occurs

and the old technology is destroyed. However, in contrast to this, it is empirically evident that both

technologies are bound to coexist for a while, and a rational government does not abandon the old

technology at once.

In this paper, we consider two alternative technologies that produce the same composite good (or

perfect substitutes) which can be consumed or invested in capital. The first technology is “clean,”

1The first two authors were supported by the Russian Foundation for Basic Research (Grants Nos. 09-01-

00624-a, 11-01-00348-a and 10-01-91004-ASF-a); the work of second author was supported also by a grant

of the President of the Russian Federation for the Leading Scientific Schools.



272 S.Aseev et al.

or “non-polluting,” while the second one is “dirty,” or “polluting.” Both technologies are used

simultaneously and are characterized by AK production functions. At some stage of development,

the sanctions for the polluting technology will become stricter due to environment problems (cf.

climate crisis), increased international awareness and the need to develop new technologies. We

model this as an “exogenous environmental shock”. The government knows that this shock is

coming, but does not know exactly when, and the probability of its occurrence is proportional to

the length of time. The shock increases the consumer cost for the second technology through higher

abatement costs.

In this paper, we show how a rational government could adjust its technology development policy

to an expected environmental change. We treated this problem earlier in [3] under the additional

assumption that the ratio of consumption to the total income is fixed. Here we characterize all

optimal regimes in the general case without this assumption.

Note that the developed methodology can also be applied to other economic growth problems,

with random exogenous shocks not necessarily of “environmental” character.

2. The model

Let us consider an economy with two economic sectors, one based on “clean” technology and

the other, on “dirty” technology. The productivity of the dirty technology is assumed to be higher

in the initial stage, and the externality of pollution in the initial stage is taken into account as

abatement costs by the social planner (government). Let a state variable K1(t) > 0 (K2(t) > 0)

represent capital stock in the clean (dirty) sector at time t ≥ 0. At each moment t ≥ 0, the output

of the clean (dirty) sector, Q1(t) (Q2(t)), is a linear function of its capital:

Q1(t) = A1K1(t) (Q2(t) = A2K2(t)),

where the parameter A1 > 0 (A2 > 0) is the level of technology in that sector. The outputs Q1(t)
and Q2(t) are perfect substitutes as a private consumption good, but the dirty sector produces more

emissions as a by-product in proportion to its output Q2(t). Let T be the time of the expected

environmental shock that changes the abatement costs for these emissions from (1 − q)Q2(t) to

(1 − p)Q2(t) units of the final good, where 1 > q > p > 0.2 3

National income in terms of “money” is equal to the total output Q1(t) + Q2(t) minus the

abatement costs (1 − q)Q2(t), that is,

Yq(t) = Q1(t) + Q2(t) − (1 − q)Q2(t) = A1K1(t) + qA2K2(t) (2.1)

for t ∈ [0, T ) and

Yp(t) = Q1(t) + Q2(t) − (1 − p)Q2(t) = A1K1(t) + pA2K2(t) (2.2)

for t ∈ [T,∞). At the moment T , we have

Yp(T ) = lim
t→T−0

Yq(t) + (p − q)A2K2(T ). (2.3)

Note that the change in abatement costs decreases the monetary value of the national income

in the economy, as q > p. We also assume that abatement costs are some exogenous costs that are

2The mathematical solution of the optimal control problem described below is valid for all p, q ∈ (0,∞);

that is, the assumption p, q < 1 is never used in what follows. However, if p, q ≥ 1, the abatement costs

turn around and become a support for the dirty technology. Thus, we excluded this case from the final

results. In the mathematical part of this paper we also included the opposite case where q < p, due to

the mathematical interest of the model, but this case is not interesting for this particular problem with an

exogenous environmental shock.
3In this setup of the problem, q < p would imply that the abatement costs fall at the shock at time T ,

i.e., the dirty technology is awarded in the future.
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paid to the world economy as a penalty fee for pollution and are not returned to the economy as

any subvention.

The social planner (government) of the economy distributes all income Yq(t) (or Yp(t)) between

consumption C(t), investment in the first sector I1(t), and investment in the second sector I2(t) at

each moment t ≥ 0. This implies

Yq(t) = C(t) + I1(t) + I2(t),

C(t) = u(t)Yq(t), I1(t) = i1(t)Yq(t), I2(t) = i2(t)Yq(t),

u(t) + i1(t) + i2(t) = 1, u(t) > 0, i1(t) ≥ 0 and i2(t) ≥ 0,

for t ∈ [0, T ), and

Yp(t) = C(t) + I1(t) + I2(t),

C(t) = u(t)Yp(t), I1(t) = i1(t)Yp(t), I2(t) = i2(t)Yp(t),

u(t) + i1(t) + i2(t) = 1, u(t) > 0, i1(t) ≥ 0 and i2(t) ≥ 0,

for t ∈ [T,∞).

By introducing a new control parameter 0 ≤ v(t) ≤ 1, t ≥ 0, we can decrease the number of

control parameters as follows:

i1(t) = v(t)(1 − u(t)), i2(t) = (1 − v(t))(1 − u(t)), t ≥ 0.

The quantities u(·) and v(·) are treated as control parameters (or, simply, controls); u(·) sym-

bolizes the control for consumption, and v(·), for the ratio of investment in the first sector to the

total invesments. As usual, we assume that these control parameters are (Lebesgue) measurable

functions defined on [0,∞) and satisfying the indicated constraints.

Now, the capital stocks K1(t) and K2(t), t ≥ 0, accumulate according to

K̇1(t) = b1I1(t) − δK1(t),

K̇2(t) = b2I2(t) − δK2(t).

This is equivalent to (see (2.1))

K̇1(t) = v(t)(1 − u(t))b1

[
A1K1(t) + qA2K2(t)

]
− δK1(t), (2.4)

K̇2(t) = (1 − v(t))(1 − u(t))b2

[
A1K1(t) + qA2K2(t)

]
− δK2(t) (2.5)

on the time interval [0, T ), and (see (2.2))

K̇1(t) = v(t)(1 − u(t))b1

[
A1K1(t) + pA2K2(t)

]
− δK1(t), (2.6)

K̇2(t) = (1 − v(t))(1 − u(t))b2

[
A1K1(t) + pA2K2(t)

]
− δK2(t) (2.7)

on the rest infinite time interval [T,∞).

Here b1 > 0, b2 > 0 and 1/b1, 1/b2 are constant costs of units of capital in the first and second

economic sectors, respectively; δ ≥ 0 is the depreciation rate of capital, which is assumed to be the

same for both economic sectors.

Due to (2.1), (2.4) and (2.5), the instantaneous income Yq(·) satisfies on [0, T ] (in the sense of

Carathéodory) the differential equation

Ẏq(t) =
(
v(t)(1 − u(t))b1A1 + q(1 − v(t))(1 − u(t))b2A2

)
Yq(t) − δYq(t) (2.8)

with the initial condition Yq(0) = A1K1(0) + qA2K2(0).
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Similarly, due to (2.2), (2.6) and (2.7), the instantaneous income Yp(·) satisfies on [T,∞) the

differential equation

Ẏp(t) =
(
v(t)(1 − u(t))b1A1 + p(1 − v(t))(1 − u(t))b2A2

)
Yp(t) − δYp(t) (2.9)

with the initial condition (2.3).

The social planner evaluates the quality of the control pair (u(·), v(·)) on the time interval [0, T ],

T > 0, with the following utility index:

JT (u(·), v(·), Yq(·),K1(T ),K2(T )) =

T∫

0

e−ρt ln(u(t)Yq(t)) dt + e−ρT V (T,K1(T ),K2(T )), (2.10)

where ρ > 0 is a subjective discount rate (time preference in the utility function) and

V (T,K1(T ),K2(T )) = max
u(·),v(·)

∞∫

T

e−ρ(t−T ) ln(u(t)Yp(t)) dt (2.11)

is the current value of the capital stocks K1(T ) and K2(T ) at instant T .

Due to (2.9) we have (see (2.11))

∞∫

T

e−ρ(t−T ) ln(u(t)Yp(t)) dt =
1

ρ
ln Yp(T ) − δ

ρ2

+ eρT

∞∫

T

e−ρt

[
ln u(t) +

1

ρ

(
v(t)b1A1 + p(1 − v(t))b2A2

)
(1 − u(t))

]
dt. (2.12)

The integral on the right-hand side of (2.12) does not depend on the state variables K1(·) and

K2(·), while the first two terms are constants. Hence, the integral on the right-hand side of (2.12)

can be maximized in the control parameters v(·) and u(·) independently.

Thus, two cases are possible: (i) b1A1 − pb2A2 > 0 and (ii) b1A1 − pb2A2 ≤ 0.

Consider case (i). Maximizing the integral on the right-hand side of (2.12) in v(·) and u(·)
gives the following optimal controls on [T,∞): v̂∗(t) ≡ 1 for all t ≥ T , while û∗(t) ≡ ρ/(b1A1) if

ρ ≤ b1A1 or û∗(t) ≡ 1 if ρ > b1A1 for all t ≥ T . Thus, the size of the time preference ρ matters for

consumption in the second period.

Substituting these optimal controls in (2.12), we get

V (T,K1(T ),K2(T )) =
1

ρ
ln Yp(T ) + M1, (2.13)

where either

M1 =
ln ρ − ln(b1A1) − 1

ρ
+

b1A1 − δ

ρ2
if ρ ≤ b1A1 (2.14)

or

M1 = − δ

ρ2
if ρ > b1A1. (2.15)

Consider case (ii). In this case, the maximization of the integral on the right-hand side of (2.12)

gives v̂∗(t) ≡ 0 for all t ∈ [0, T ], while û∗(t) ≡ ρ/(pb2A2) if ρ ≤ pb2A2 or û∗ ≡ 1 if ρ > pb2A2 for all

t ∈ [0, T ]. Hence, substituting these optimal controls in (2.12), we get

V (T,K1(T ),K2(T )) =
1

ρ
ln Yp(T ) + M2, (2.16)
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where

M2 =
ln ρ − ln(pb2A2) − 1

ρ
+

pb2A2 − δ

ρ2
if ρ ≤ pb2A2 (2.17)

or

M2 = − δ

ρ2
if ρ > pb2A2. (2.18)

Thus, due to (2.1) and (2.3), in both cases (i) and (ii) (see (2.13), (2.16) and (2.3)) we have

V (T,K1(T ),K2(T )) =
1

ρ
ln(A1K1(T ) + pA2K2(T )) + M, (2.19)

where the constant M is either M1 (see (2.14), (2.15)) or M2 (see (2.17), (2.18)) depending on the

relations between the values of the parameters. Recall that here the state variables K1(·) and K2(·)
satisfy (2.4) and (2.5), respectively, on the time interval [0, T ].

All previous constructions have been performed under the assumption that the instant of time

T > 0 is fixed.

Assume now that the instant of time T at which the environmental shock happens is a random

variable with an exponential distribution (see, for example, [7]). This means that on each small

time interval [t, t + ∆t], t ≥ 0, ∆t > 0, the relative probability of the event that the abatement

cost of the unit of production in the second sector jumps to a value of 1 − p under the condition

that before t it equals 1− q is proportional to the length ∆t of this time interval. Analytically this

property of the random variable T can be expressed as follows:

P(T < t + ∆t | T ≥ t) = ν∆t + o(∆t).

Here ν > 0 is a proportionality coefficient of the distribution and o(∆t)/∆t → 0 as ∆t → 0.

In this case the distribution Φ(t) = P(T < t) and the density ϕ(t) = Φ̇(t), t > 0, of the random

variable T are

Φ(t) = 1 − e−νt and ϕ(t) = νe−νt, t ≥ 0. (2.20)

In this situation the social planner faces the problem of maximizing the expected value of the

random variable JT (u(·), v(·), Yq(·),K1(T ),K2(T )) (see (2.10)) at a random instant T .

For an arbitrary admissible control pair (u(·), v(·)) on [0,∞), due to (2.10), (2.19) and (2.20),

we have

E(JT (u(·), v(·), Yq(·),K1(T ),K2(T ))) =

∞∫

0

νe−νtJt(u(·), v(·), Yq(·),K1(t),K2(t)) dt

=
νM

ν + ρ
+

∞∫

0

e−(ν+ρ)t ln u(t) dt +
ν + ρ

ρ

∞∫

0

e−(ν+ρ)t ln Yq(t) dt

+
ν

ρ

∞∫

0

e−(ν+ρ)t ln
A1K1(t) + pA2K2(t)

Yq(t)
dt. (2.21)

Consider the second integral on the right-hand side of (2.21). Due to (2.8) we have

ν + ρ

ρ

∞∫

0

e−(ν+ρ)t ln Yq(t) dt

=
1

ρ
ln Yq(0) −

δ

ρ(ν + ρ)
+

1

ρ

∞∫

0

e−(ν+ρ)t
(
v(t)b1A1 + q(1 − v(t))b2A2

)
(1 − u(t)) dt.
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So, formula (2.21) for the expected value of the random variable JT (u(·), v(·), Yq(·),K1(T ),K2(T ))

can be rewritten as follows:

E(JT (u(·), v(·), Yq(·),K1(T ),K2(T ))) =
νM

ν + ρ
+

1

ρ
ln Yq(0) −

δ

ρ(ν + ρ)

+

∞∫

0

e−(ν+ρ)t

[
ln u(t) +

1

ρ
(1 − u(t))

(
v(t)b1A1 + q(1 − v(t))b2A2

)]
dt

+
ν

ρ

∞∫

0

e−(ν+ρ)t ln
A1K1(t) + pA2K2(t)

A1K1(t) + qA2K2(t)
dt. (2.22)

Since the first three terms on the right-hand side of (2.22) are constants, they can be neglected

when optimizing the expected value of JT (u(·), v(·), Yq(·),K1(T ),K2(T )). So we can formulate the

social planner’s optimal control problem as the following optimal control problem (P):

K̇1(t) = v(t)(1 − u(t))b1

[
A1K1(t) + qA2K2(t)

]
− δK1(t),

K̇2(t) = (1 − v(t))(1 − u(t))b2

[
A1K1(t) + qA2K2(t)

]
− δK2(t),

K1(0) = K10, K2(0) = K20, u(t) ∈ (0, 1], v(t) ∈ [0, 1],

J(K1(·),K2(·), u(·), v(·)) =

∞∫

0

e−(ν+ρ)t

[
ln u(t) +

(1 − u(t))
(
v(t)b1A1 + q(1 − v(t))b2A2

)

ρ

+
ν

ρ
ln

A1K1(t) + pA2K2(t)

A1K1(t) + qA2K2(t)

]
dt → max .

Note that for p = q problem (P) is trivial. The utility functional J(K1(·),K2(·), u(·), v(·)) in

this case does not depend on the state variables K1(·) and K2(·), and the solution is obtained

by maximizing the integrand ln u(t) + ρ−1(1 − u(t))
(
v(t)b1A1 + q(1 − v(t))b2A2

)
in the variables

u(t) ∈ (0, 1] and v(t) ∈ [0, 1] at each instant t independently. It is natural that this expression

coincides with that in (2.12), and we obtain similar optimal controls in this case: v∗(t) ≡ 1 for all

t ≥ 0 if b1A1 > qb2A2 and v∗(t) ≡ 0 for all t ≥ 0 if b1A1 ≤ qb2A2, while u∗(t) ≡ ρ/max{b1A1, qb2A2}
if ρ ≤ max{b1A1, qb2A2} and u∗(t) ≡ 1 if ρ > max{b1A1, qb2A2}.

So, in what follows, we consider only the most interesting case p 6= q.

Under this condition we can simplify the problem by reducing the dimension of the state

variable. Namely, we introduce a new state variable x(·) as follows:

x(t) =
A1K1(t) + pA2K2(t)

A1K1(t) + qA2K2(t)
, t ≥ 0. (2.23)

Note that x(t) is equal to Yp(t)/Yq(t) if we formally define Yp(t) for t ∈ [0, T ] by the same for-

mula (2.2). This can be interpreted as the ratio of the “fictitious” instantaneous income Yp(t) to

the real instantaneous income Yq(t) at time t, where the term “fictitious” means that Yp(t) would

be the instantaneous income if the shock happened at this current point t.

Below we study both the case p > q and the case p < q, although only the latter (where

sanctions increase) is meaningful in our particular economic problem.

Differentiating (2.23), we obtain (see [3] for details)

ẋ(t) = (1 − u(t))
[
b1A1v(t) + pb2A2(1 − v(t)) − (b1A1v(t) + qb2A2(1 − v(t)))x(t)

]
.
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Since for any admissible trajectory (K1(·),K2(·)) of problem (P) we have K1(t) > 0 and K2(t) > 0

for all t ≥ 0, it follows from (2.23) that

x(t) ∈ I for all t ≥ 0, where I =
(
min

{
1,

p

q

}
,max

{
1,

p

q

})
. (2.24)

Thus, we have reduced problem (P) to the following equivalent optimal control problem (P1):

ẋ(t) = (1 − u(t))
[
b1A1v(t) + pb2A2(1 − v(t)) − (b1A1v(t) + qb2A2(1 − v(t)))x(t)

]
,

x(0) = x0, u(t) ∈ (0, 1], v(t) ∈ [0, 1],

J1(x(·), u(·), v(·)) =

∞∫

0

e−(ν+ρ)t

[
ln u(t) +

(1 − u(t))
(
v(t)b1A1 + q(1 − v(t))b2A2

)

ρ

+
ν

ρ
ln x(t)

]
dt → max,

where

x0 =
A1K1(0) + pA2K2(0)

A1K1(0) + qA2K2(0)
.

The equivalence of problems means, in particular, that a control pair (u(·), v(·)) is optimal in

problem (P) if and only if it is optimal in problem (P1).

In [3] we analyzed this problem in the case when the consumption is fixed at a certain share of

the total income, i.e., u(t) ≡ u0 = const, t ∈ [0,∞). In the present paper we solve the problem in

the general case.

To simplify the notations, we multiply the utility functional J1(x(·), u(·), v(·)) by the positive

constant ρ (the time preference of the utility function) and set a = b1A1, b = qb2A2 and c = pb2A2.

Then problem (P1) takes the form

ẋ(t) = (1 − u(t))
[
av(t) + c(1 − v(t)) −

(
av(t) + b(1 − v(t))

)
x(t)

]
,

x(0) = x0, u(t) ∈ (0, 1], v(t) ∈ [0, 1], (2.25)

J̃1(x(·), u(·), v(·)) =

∞∫

0

e−(ν+ρ)t
[
ρ ln u(t) + (1 − u(t))

(
av(t) + b(1 − v(t))

)

+ ν ln x(t)
]
dt → max,

where x0 ∈ I is a given number (see (2.24)).

To apply the technique of optimal control theory, we need to compactify the range of values

of u(·). To this end, we touch up the utility functional J̃1(x(·), u(·), v(·)). Namely, let us introduce

a function Lε(·) : [0,∞) → R
1 as follows:

Lε(u) =





ln ε +
1

ε
(u − ε) − (u − ε)2

2
for 0 ≤ u ≤ ε,

ln u for u > ε,
(2.26)

where ε < 1 is a small positive constant that will be specified later. Obviously, Lε(·) is a continu-

ously differentiable strictly concave function on [0,∞) and Lε(u) ≥ ln u for any u ∈ (0, 1]. The term

−(u − ε)2/2 is added for convenience; we could easily dispense with it, but in this case the func-

tion Lε(·) would not be strictly concave.
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Now consider an auxiliary problem (Pε)

ẋ(t) = (1 − u(t))
[
av(t) + c(1 − v(t)) −

(
av(t) + b(1 − v(t))

)
x(t)

]
, (2.27)

x(0) = x0, u(t) ∈ [0, 1], v(t) ∈ [0, 1],

Jε(x(·), u(·), v(·)) =

∞∫

0

e−(ν+ρ)t
[
ρLε(u(t)) + (1 − u(t))

(
av(t) + b(1 − v(t))

)

+ ν ln x(t)
]
dt → max, (2.28)

where x0 is the same as in (2.25). It is clear that any admissible process (x(·), u(·), v(·)) in prob-

lem (P1) is also an admissible process in problem (Pε).

Proposition 1. If there exists an optimal process (x∗(·), u∗(·), v∗(·)) in problem (Pε) such that

u∗(t) ≥ ε for a.e. t ∈ (0,∞), then

(i) this process is also optimal in problem (P1);

(ii) any other optimal process (x̃∗(·), ũ∗(·), ṽ∗(·)) (if it exists) in problem (P1) is such that

ũ∗(t) ≥ ε for a.e. t ∈ [0,∞) and so is also optimal in problem (Pε).

P r o o f. Indeed, assertion (i) is valid because Jε(x(·), u(·), v(·)) ≥ J̃1(x(·), u(·), v(·)) for any

admissible process (x(·), u(·), v(·)) in problem (P1) and Jε(x∗(·), u∗(·), v∗(·)) = J̃1(x∗(·), u∗(·), v∗(·)).
If (x̃(·), ũ(·), ṽ(·)) is an admissible process in problem (P1) such that ũ(t) < ε on a positive measure

set of values of t, then

J̃1(x̃(·), ũ(·), ṽ(·)) < Jε(x̃(·), ũ(·), ṽ(·)) ≤ Jε(x∗(·), u∗(·), v∗(·)) = J̃1(x∗(·), u∗(·), v∗(·))

and hence this process cannot be optimal in problem (P1). This implies (ii). 2

Denote

f(x, u, v) = (1 − u)
[
av + c(1 − v) −

(
av + b(1 − v)

)
x
]
, x > 0, u, v ∈ [0, 1], (2.29)

and

gε(x, u, v) = ρLε(u) + (1 − u)
(
av + b(1 − v)

)
+ ν ln x, x > 0, u, v ∈ [0, 1], (2.30)

so that (2.27) and (2.28) become

ẋ(t) = f(x(t), u(t), v(t)) and Jε(x(·), u(·), v(·)) =

∞∫

0

e−(ν+ρ)tgε(x(t), u(t), v(t)) dt.

Formally, problem (Pε) is not affine in control. However, if we return to the initial control

variables i1 = v(1 − u) and i2 = (1 − v)(1 − u) defined on a convex compact set

{
i1, i2 ∈ R

2 : i1 ≥ 0, i2 ≥ 0, i1 + i2 ≤ 1
}
,

then we obtain an equivalent optimal control problem that is affine in control. Moreover, under

this change of the control variables, the utility function remains concave in control. Hence, due

to the standard existence theorem (see, for example, [4]), there is an optimal admissible process

(x∗(·), u∗(·), v∗(·)) in (Pε). This problem (Pε) is in the focus of our analysis below. In the next

section we characterize all optimal regimes in problem (Pε) (and hence in problem (P1), due to

Proposition 1) with the use of optimal control theory. In concluding Section 4 we offer an economic

interpretation of the solution.
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3. Solution of the problem

In the standard way, we define the current value Hamilton–Pontryagin function M(x, u, v, φ)

and the current value Hamiltonian M(x, φ) for problem (Pε) in the normal form4 (see (2.29) and

(2.30)):

M(x, u, v, φ) = f(x, u, v)φ + gε(x, u, v), (3.1)

M(x, φ) = sup
u,v∈[0,1]

M(x, u, v, φ). (3.2)

Here x > 0, u, v ∈ [0, 1] and φ ∈ R
1.

It is easy to see that problem (Pε) satisfies the conditions of Theorem 12.1 from [4]. Hence due

to Theorem 12.1 from [4], we obtain the following version of the Pontryagin maximum principle for

problem (Pε):

Theorem 1. Let (x∗(·), u∗(·), v∗(·)) be an optimal process in problem (Pε). Then there exists

a current value adjoint variable φ(·) (corresponding to the triple (x∗(·), u∗(·), v∗(·))) such that the

following conditions hold :

(i) The admissible triple (x∗(·), u∗(·), v∗(·)), together with the current value adjoint variable φ(·),
satisfies the core relations of the Pontryagin maximum principle in the normal form on the infinite

time interval [0,∞):

φ̇(t)
a.e.
= (ν + ρ)φ(t) − ∂M(x∗(t), u∗(t), v∗(t), φ(t))

∂x
,

M(x∗(t), u∗(t), v∗(t), φ(t))
a.e.
= M(x∗(t), φ(t)). (3.3)

(ii) The admissible triple (x∗(·), u∗(·), v∗(·)), together with the current value adjoint variable

φ(·), satisfies the normal-form stationarity condition

M(x∗(t), φ(t)) = (ν + ρ)e(ν+ρ)t

∞∫

t

e−(ν+ρ)sgε(x∗(s), u∗(s), v∗(s)) ds for all t ≥ 0.

(iii) For any t ≥ 0

φ(t) = e(ν+ρ)tez(t)

∞∫

t

e−(ν+ρ)se−z(s) ∂gε(x∗(s), u∗(s), v∗(s))

∂x
ds, (3.4)

where z(t) = −
t∫

0

∂f(x∗(s), u∗(s), v∗(s))

∂x
ds ≥ 0.

Theorem 1 serves as a main tool in our construction of optimal regimes in this section. As we will

see below, there is a unique admissible triple (x∗(·), u∗(·), v∗(·)) satisfying the conditions of Theo-

rem 1. Due to Theorem 1 and the standard existence theorem (see [4]), this triple (x∗(·), u∗(·), v∗(·))
is a unique optimal admissible triple in problem (Pε). Moreover, u∗(t) ≥ ε > 0 for a.e. t ∈ (0,∞)

if ε is sufficiently small. Hence, by Proposition 1, this triple (x∗(·), u∗(·), v∗(·)) is a unique optimal

admissible triple in problem (P1).

4Here and below for the sake of simplicity of notations we omit index ε and write M and M instead of

Mε and Mε.
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Corollary 1. The current value adjoint variable φ(·) corresponding to an optimal process in

problem (Pε) is positive and bounded:

0 < φ(t) ≤ ν

ν + ρ
max

{
1,

q

p

}
for all t ≥ 0. (3.5)

P r o o f. Since
∂gε(x, u, v)

∂x
=

ν

x
> 0 for x > 0, it follows from (3.4) that φ(t) > 0 for all t ≥ 0.

On the other hand, ν/x < ν max{1, q/p} for any x satisfying (2.24). Note that

z(t) =

t∫

0

(1 − u∗(s))
(
av∗(s) + b(1 − v∗(s))

)
ds for t ≥ 0;

thus, z(·) is a nonnegative monotonically increasing function of t. Therefore, we can estimate φ(·)
using (3.4) as follows:

φ(t) ≤ e(ν+ρ)tez(t)

∞∫

t

e−(ν+ρ)se−z(t)ν max
{

1,
q

p

}
ds =

ν

ν + ρ
max

{
1,

q

p

}
. 2

Note that since x(t) > 0, φ(t) > 0 for all t ≥ 0 and any admissible trajectory x(·) is bounded

(see (2.24)), inequality (3.5) implies the validity of the standard transversality condition at infinity

(see, for example, [1, 4, 5])

lim
t→∞

e−(ρ+ν)tx(t)φ(t) = 0.

Now we analyze the maximum condition (3.3). Since the current value Hamilton–Pontryagin

function M(x, u, ·, φ) (see (3.1)) is affine in the control v, the maximum value of M(x, u, ·, φ) over

v ∈ [0, 1] for arbitrary fixed x > 0, u ∈ [0, 1] and φ > 0 is reached either at v = 0, at v = 1, or at

all points v ∈ [0, 1] simultaneously.

Denote

M0(x, u, φ) = M(x, u, 0, φ) = (1 − u)[c − bx]φ + ρLε(u) + (1 − u)b + ν ln x,

x > 0, u ∈ [0, 1], φ > 0,
(3.6)

and
M1(x, u, φ) = M(x, u, 1, φ) = (1 − u)[a − ax]φ + ρLε(u) + (1 − u)a + ν ln x,

x > 0, u ∈ [0, 1], φ > 0.
(3.7)

Thus, M0(x, u, φ) > M1(x, u, φ) if and only if

(bx − c + a − ax)φ < b − a and u < 1,

M0(x, u, φ) < M1(x, u, φ) if and only if

(bx − c + a − ax)φ > b − a and u < 1,

and M0(x, 1, φ) ≡ M1(x, 1, φ).

Define a function φ0 : I → R
1 as follows:

φ0(x) =
b − a

bx − c + a − ax
, x ∈ I. (3.8)

Note that if p < q, then the denominator in (3.8) is positive, while if p > q, this denominator is

negative.
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(a) (b)

xx

φφ

φ = φ0(x)φ = φ0(x)

p/qp/q 11

Γ1

Γ1 Γ0

Γ0

Γu=1Γu=1

Fig. 1. The sets Γ0 and Γ1 (a) in the case p < q and (b) in the case p > q, and one of the possible forms

of the set Γu=1. The arrows indicate the direction of the change of the x-coordinate for trajectories of the

Hamiltonian system.

Introduce the set

Γ =
{
(x, φ) ∈ R

2 : x ∈ I, φ > 0
}

of admissible values of x and φ. The graph of φ0(·)

gr φ0 = {(x, φ) ∈ Γ: φ = φ0(x)}

(if it intersects Γ) divides Γ into two parts

Γ0 =
{
(x, φ) ∈ Γ: M0(x, u, φ) > M1(x, u, φ) for u < 1

}

and

Γ1 =
{
(x, φ) ∈ Γ: M0(x, u, φ) < M1(x, u, φ) for u < 1

}

(see Fig. 1). If p < q, then Γ0 lies below the graph of φ0(·) (or is empty if gr φ0 = ∅) and Γ1 lies

above the graph of φ0(·) (or coincides with Γ if gr φ0 = ∅), while if p > q, Γ0 lies above the graph

of φ0(·) (or coincides with Γ if gr φ0 = ∅) and Γ1 lies below this graph (or is empty if gr φ0 = ∅).

Set

u0(x, φ) = arg max
u∈[0,1]

M0(x, u, φ), (x, φ) ∈ Γ0 ∪ gr φ0,

and

u1(x, φ) = arg max
u∈[0,1]

M1(x, u, φ), (x, φ) ∈ Γ1 ∪ gr φ0.

Then

u0(x, φ) =





1 if ρ ≥ b + (c − bx)φ,
ρ

b + (c − bx)φ
if ε(b + (c − bx)φ) ≤ ρ < b + (c − bx)φ,

u∗
0(x, φ) if ρ < ε(b + (c − bx)φ)

for (x, φ) ∈ Γ0 ∪ gr φ0, and

u1(x, φ) =





1 if ρ ≥ a + a(1 − x)φ,
ρ

a + a(1 − x)φ
if ε(a + a(1 − x)φ) ≤ ρ < a + a(1 − x)φ,

u∗
1(x, φ) if ρ < ε(a + a(1 − x)φ)
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for (x, φ) ∈ Γ1 ∪ gr φ0, where 0 ≤ u∗
0 < ε and 0 ≤ u∗

1 < ε are some functions whose explicit

expressions are not important for what follows.

In the open set Γ0, due to condition (3.3), the Hamiltonian system of the maximum principle

for problem (Pε) has the form

ẋ(t) =
(
1 − u0(x(t), φ(t))

)
(c − bx(t)), (3.9)

φ̇(t) = (ν + ρ)φ(t) + b
(
1 − u0(x(t), φ(t))

)
φ(t) − ν

x(t)
. (3.10)

In the open set Γ1, the Hamiltonian system of the maximum principle for problem (Pε) has the

form

ẋ(t) =
(
1 − u1(x(t), φ(t))

)
a(1 − x(t)), (3.11)

φ̇(t) = (ν + ρ)φ(t) + a
(
1 − u1(x(t), φ(t))

)
φ(t) − ν

x(t)
. (3.12)

Let us separately consider the set of those (x, φ) at which either u0(x, φ) = 1 or u1(x, φ) = 1.

Denote this set by Γu=1:

Γu=1 =
{
(x, φ) ∈ Γ0 ∪ gr φ0 : ρ ≥ b + (c − bx)φ

}
∪

{
(x, φ) ∈ Γ1 : ρ ≥ a + a(1 − x)φ

}
(3.13)

(see Fig. 1). In Γu=1 the Hamiltonian system of the maximum principle for problem (Pε) has the

form

ẋ(t) = 0, (3.14)

φ̇(t) = (ν + ρ)φ(t) − ν

x(t)
. (3.15)

Now note that if φ(·) is the current value adjoint variable corresponding to an optimal process

(x∗(·), u∗(·), v∗(·)) in problem (Pε) by virtue of Theorem 1, then by Corollary 1

b + (c − bx∗(t))φ(t) < b and a + a(1 − x∗(t))φ(t) < a + a(q − p)
ν

ν + ρ

if p < q, and

b + (c − bx∗(t))φ(t) < b + (c − b)
ν

ν + ρ
and a + a(1 − x∗(t))φ(t) < a

if p > q, for all t > 0. Assume that ε is chosen from the very beginning (see (2.26)) in such a way

that

ε < min

{
ρ

b
,

ρ

a + a(q − p)ν/(ν + ρ)

}

if p < q and

ε < min

{
ρ

b + (c − b)ν/(ν + ρ)
,
ρ

a

}

if p > q. Then

u∗(t) =
ρ

b + (c − bx∗(t))φ(t)
if (x∗(t), φ(t)) ∈ (Γ0 ∪ gr φ0) \ Γu=1 (3.16)

and

u∗(t) =
ρ

a + a(1 − x∗(t))φ(t)
if (x∗(t), φ(t)) ∈ (Γ1 ∪ gr φ0) \ Γu=1 (3.17)
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for all t > 0. Therefore, instead of systems (3.9), (3.10) and (3.11), (3.12), we may consider the

system

ẋ(t) =

(
1 − ρ

b + (c − bx(t))φ(t)

)
(c − bx(t)), (3.18)

φ̇(t) = (ν + ρ)φ(t) + b

(
1 − ρ

b + (c − bx(t))φ(t)

)
φ(t) − ν

x(t)
(3.19)

in Γ0 \ Γu=1 and the system

ẋ(t) =

(
1 − ρ

a + a(1 − x(t))φ(t)

)
a(1 − x(t)), (3.20)

φ̇(t) = (ν + ρ)φ(t) + a

(
1 − ρ

a + a(1 − x(t))φ(t)

)
φ(t) − ν

x(t)
(3.21)

in Γ1 \ Γu=1. In Γu=1 the Hamiltonian system is defined by (3.14) and (3.15). Note that

Γ = Γu=1 ⊔ (Γ0 \ Γu=1) ⊔ (Γ1 \ Γu=1) ⊔ (gr φ0 \ Γu=1).

On gr φ0 \Γu=1 we have in fact a vector differential inclusion whose right-hand side is the set of all

convex linear combinations of the limit values of the vector fields in Γ0 and Γ1 determined by the

right-hand sides of (3.18), (3.19) and (3.20), (3.21), respectively. (The corresponding control v(·)
will be a singular control at such points, see [6]).

System (3.14), (3.15), (3.18)–(3.21) will be referred to as system (S) in what follows. It differs

from system (3.9)–(3.12), (3.14), (3.15) only for large values of φ(t), and, as explained above, if

φ(·) is the current value adjoint variable corresponding to an optimal process (x∗(·), u∗(·), v∗(·))
in problem (Pε) by virtue of Theorem 1, then (x∗(·), φ(·)) is a bounded solution of system (S)

(under our assumptions on ε). Below we will show that for any admissible initial condition x0

system (S) has only one bounded trajectory (x(·), φ(·)) such that x(0) = x0. Therefore, this trajec-

tory gives a unique optimal process (x∗(·), u∗(·), v∗(·)) in problem (Pε) with x∗(0) = x0, and hence

by Proposition 1 this will also be a unique optimal process (x∗(·), u∗(·), v∗(·)) with x∗(0) = x0 in

problem (P1).

Note that system (S) can be formally viewed as the Hamiltonian system of the maximum prin-

ciple for problem (P1), and the auxiliary problem (Pε) was involved just to avoid the noncompact

restriction on u in (2.25).

So, now we focus on finding bounded trajectories of system (S) that lie in Γ for all t > 0.

R e m a r k 1. If p < q, then for any trajectory (x(·), φ(·)) of the Hamiltonian system (S) we

have ẋ(t) > 0 if (x(t), φ(t)) ∈ Γ1 \ Γu=1 and ẋ(t) < 0 if (x(t), φ(t)) ∈ Γ0 \ Γu=1. If p > q, then for

any trajectory (x(·), φ(·)) of the Hamiltonian system (S) we have ẋ(t) < 0 if (x(t), φ(t)) ∈ Γ1 \Γu=1

and ẋ(t) > 0 if (x(t), φ(t)) ∈ Γ0 \ Γu=1. If (x(t), φ(t)) ∈ Γu=1, then ẋ(t) = 0.

It follows from Remark 1 that fixed points of system (S) may only be on the graph of the

function φ0(·) or in Γu=1. Let us find them.

In Γu=1 the fixed points fill a whole segment of the graph of the function

φ1(x) =
ν

(ν + ρ)x
(3.22)

if this graph intersects Γu=1; i.e., the set of fixed points in Γu=1 is Γu=1 ∩ gr φ1.

Let ~V0(x, φ) = (V01(x, φ), V02(x, φ)) be the vector field generated by the right-hand side of

system (3.18), (3.19) in Γ0 \ Γu=1, and let ~V1(x, φ) = (V11(x, φ), V12(x, φ)) be the vector field

generated by the right-hand side of system (3.20), (3.21) in Γ1 \ Γu=1. We can extend these fields
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by continuity to assume that they are also defined on grφ0 \Γu=1. Then at any point of gr φ0 \Γu=1

we have a family of admissible vectors (velocities)

~V (x, φ) = λ~V1(x, φ) + (1 − λ)~V2(x, φ), 0 ≤ λ ≤ 1. (3.23)

This family contains a zero vector if and only if the vectors ~V1(x, φ) and ~V2(x, φ) have opposite

directions (or one of them vanishes). Since the first coordinates of ~V1(x, φ) and ~V2(x, φ) are nonzero

and have different signs (see Remark 1), this condition is equivalent to

V01(x, φ)V12(x, φ) = V11(x, φ)V02(x, φ), (3.24)

or

(1 − u0(φ, x))(c − bx)
[
(ν + ρ + a(1 − u1(φ, x)))φ − ν

x

]

= (1 − u1(φ, x))a(1 − x)
[
(ν + ρ + b(1 − u0(φ, x)))φ − ν

x

]
.

Recall that φ = φ0(x) and

u0(φ, x) = u1(φ, x) =
ρ

b + (c − bx)φ
=

ρ

a + a(1 − x)φ
< 1

(because we are on the graph of φ0(·) and outside Γu=1). Then we can rewrite this equation as

φ0(x)
[
(ν + ρ)(c − bx − a(1 − x)) + a(c − b)(1 − u0(x, φ0(x)))

]
− ν

x
(c − bx − a(1 − x)) = 0. (3.25)

Note that this automatically implies φ0(x) > 0 if x ∈ I is a solution of (3.25). Indeed, if p < q,
then bx > c and x < 1, while if p > q, then bx < c and x > 1.

Substituting (3.8) into (3.25), we obtain

−(b − a)(ν + ρ) +
a(c − b)(b − a)

bx − c + a − ax
− a(c − b)ρ(b − a)

a(b − c)
+

ν(a − c)

x
+ ν(b − a) = 0,

or
a(c − b)(b − a)

bx − c + a − ax
+

ν(a − c)

x
= 0,

or

P (x) := (b − a)
[
a(b − c) − ν(a − c)

]
x − ν(a − c)2 = 0. (3.26)

Note that P (x) 6≡ 0 for p 6= q. A solution of this equation (if it exists) is given by

x̄ =
ν(a − c)2

(b − a)[a(b − c) − ν(a − c)]
. (3.27)

Since P (0) ≤ 0, the point (x̄, φ0(x̄)) belongs to Γ if and only if

P
(

min
{
1,

p

q

})
< 0 and P

(
max

{
1,

p

q

})
> 0. (3.28)

Thus, in Γ \ Γu=1 system (S) either has no fixed points or has one fixed point (x̄, φ0(x̄)).

R e m a r k 2. It is interesting to note that x̄ does not depend on ρ and is the limit, as ρ → 0,

of the steady state in a similar optimal control problem but with consumption fixed at a certain

share of the total income (i.e., with u ≡ const > 0) (see [3, (51)]).

Now, we show that no part of any trajectory (x(·), φ(·)) can go along the curve gr φ0, except

for staying at the fixed point.

Proposition 2. If (x(·), φ(·)) is a trajectory of system (S) such that (x(t), φ(t)) ∈ gr φ0 \Γu=1

for any t from some time interval [t0, t1], t1 > t0, then (x(t), φ(t)) ≡ (x̄, φ0(x̄)) for any t ∈ [t0, t1].
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P r o o f. The curve gr φ0 is defined by the equation M0(x, u, φ) − M1(x, u, φ) = 0 for an

arbitrary fixed u < 1 (see (3.6), (3.7)). Therefore, a normal to this curve is given by

~n =
(∂M0

∂x
− ∂M1

∂x
,
∂M0

∂φ
− ∂M1

∂φ

)
.

Note that for b 6= a both coordinates of ~n are always nonzero, while for b = a we have gr φ0 = ∅.

The vector fields ~V0(x, φ) and ~V1(x, φ) in Γ0 \ Γu=1 and Γ1 \ Γu=1, respectively, are given by

~V0 = (V01, V02) =
(∂M0

∂φ
, (ν + ρ)φ − ∂M0

∂x

)
for u = u0(x, φ) < 1

and

~V1 = (V11, V12) =
(∂M1

∂φ
, (ν + ρ)φ − ∂M1

∂x

)
for u = u1(x, φ) < 1.

On gr φ0 \ Γu=1 we have u0(x, φ) = u1(x, φ). Hence, assuming that ~n is calculated for the same

value of u, we obtain the equality of scalar products

〈~n, ~V0〉 = −∂M1

∂x

∂M0

∂φ
+

(∂M0

∂φ
− ∂M1

∂φ

)
(ν + ρ)φ +

∂M0

∂x

∂M1

∂φ
= 〈~n, ~V1〉. (3.29)

But then for any vector ~V from the family (3.23) we obtain the same value of the scalar product

with ~n:

〈~n, ~V 〉 = 〈~n, ~V0〉 = 〈~n, ~V1〉.
If a trajectory goes along gr φ0, then we must have 〈~n, ~V 〉 = 0 at any point of this trajectory, i.e.,

〈~n, ~V0〉 = 〈~n, ~V1〉 = 0.

This implies that the vector fields ~V0 and ~V1 have either the same direction or opposite directions,

i.e., V01V12 − V02V11 = 0, which is nothing else but equation (3.24) of the fixed point. 2

R e m a r k 3. If a trajectory (x(·), φ(·)) of the Hamiltonian system of the maximum principle

reaches the curve gr φ0 \ Γu=1 at a point other than (x̄, φ0(x̄)), then it must necessarily cross the

curve gr φ0 (due to the equality of scalar products (3.29)). Let us determine the direction of this

crossing (upward or downward).

To this end, we assume first that Γu=1 = ∅ and calculate the limit values of the vector field ~V0

at the point
(p

q
, φ0

(p

q

))
and of the vector field ~V1 at the point (1, φ0(1)):

V01

(p

q
, φ0

(p

q

))
= 0,

V02

(p

q
, φ0

(p

q

))
= (ν + ρ)φ0

(p

q

)
+ (b − ρ)φ0

(p

q

)
− νb

c
=

b2[c(b − a) − ν(a − c)]

ac(b − c)

=

b3P
(p

q

)

a2c(b − c)2
, (3.30)

V11(1, φ0(1)) = 0,

V12(1, φ0(1)) = (ν + ρ)φ0(1) + (a − ρ)φ0(1) − ν =
a(b − a) − ν(a − c)

b − c
=

P (1)

(b − c)2
(3.31)

(see (3.18)–(3.21), (3.8) and (3.26)).

Since P (·) is a linear function and ~V0 and ~V1 are continuous nonvanishing vector fields on grφ0

that are tangent to gr φ0 only at the point (x̄, φ0(x̄)), we conclude that a trajectory of system (3.18)–

(3.21) crosses the curve gr φ0 downwards at a point (x, φ0(x)) if P (x) < 0 and upwards if P (x) > 0.
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φ = φ0(x)
A

Fig. 2. The structure of the trajectories of system (3.18)–(3.21) in a neighborhood of the point A = (x̄, φ0(x̄)).

Two trajectories reach the point A in finite time, and two trajectories emanate from it. The point A itself is

also a trajectory of the system. This is the only point at which the uniquenes of solution to system (3.18)–

(3.21) is violated.

Now note that the presence of the set Γu=1 does not affect this conclusion, but in the general case it

applies only to the points of grφ0\Γu=1. In particular, if the point (x̄, φ0(x̄)) belongs to gr φ0\Γu=1,

then in its neighborhood the vector field looks as shown in Fig. 2.

Now we are ready to describe the global structure of trajectories of system (S). Of course, this

structure is different for different values of the parameters of the problem, so we distinguish three

principally different cases:

I. Γu=1 = ∅.

II. gr φ0 ⊂ Γu=1 6= ∅ (the possibility gr φ0 = ∅ is not excluded).

III. Γu=1 6= ∅ and gr φ0 \ Γu=1 6= ∅.

The analysis in case I is similar to that performed in [3] for the fixed share u of consumption.

Case II is the simplest one (because of the simple structure of the vector field in Γu=1), and case III

is the most difficult one. Below we study each of the cases separately.

I. First, suppose that p < q, i.e., c < b. Then the condition Γu=1 = ∅ is equivalent to the

inequality ρ ≤ a. Indeed, if a < b, then

b + (c − bx)φ > b + (c − bx)
b − a

bx − c + a − ax
> a for φ < φ0(x),

while if a ≥ b, then gr φ0 = Γ0 = ∅. Hence, in any case the first term in the definition (3.13) of

Γu=1 is empty. The second term is empty because the inequality ρ ≥ a + a(1 − x)φ is impossible

for ρ ≤ a, x < 1 and φ > 0.

Similar arguments show that for p > q the condition Γu=1 = ∅ is equivalent to the inequality

ρ ≤ b. Thus, case I is described by the conditions

(c < b, ρ ≤ a) or (c > b, ρ ≤ b). (3.32)

It is clear from Fig. 2 that no trajectory may intersect the curve gr φ0 twice (at two different

points). Hence any bounded trajectory (x(·), φ(·))

(i) either tends to the fixed point (x̄, φ0(x̄)) ∈ gr φ0,

(ii) or lies in Γ0 for all t starting from a certain t0 ≥ 0,

(iii) or lies in Γ1 for all t starting from a certain t0 ≥ 0.
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In case (i) the trajectory goes to the fixed point either from Γ0 or from Γ1 (but not along gr φ0

by Proposition 2) and hence reaches the fixed point in some finite time τ > 0 and then stays at

this point for all t ≥ τ . The optimal control u∗(·) after reaching the fixed point is equal to

u∗(t) ≡ u∗ =
ρ

a + a(1 − x̄)φ0(x̄)
=

ρ

a

(b − a)x̄ + a − c

b − c
=

ρ(a − c)

a(b − c) − ν(a − c)
, t ≥ τ

(see (3.17), (3.8), (3.27)). The optimal control v∗(·) after reaching the fixed point can be obtained

by equating the right-hand side of (2.27) to zero at x(τ) = x̄:

v∗(t) ≡ v∗ =
bx̄ − c

bx̄ − c + a − ax̄
=

ν(a − c) − c(b − a)

(a − c)(b − a)
, t ≥ τ. (3.33)

We always have 0 < v∗ < 1 if x̄ ∈ I. Note that in this case v∗(·) is an optimal singular control

on [τ,∞) (see, for example, [6]).

In case (ii) x(t) → p/q and in case (iii) x(t) → 1 as t → ∞ due to (3.18) and (3.20), respectively.

Since the vector fields generated by (3.18), (3.19) in Γ0 and (3.20), (3.21) in Γ1 have continuous

extensions to the boundaries x = p/q and x = 1 of Γ0 and Γ1, respectively, a bounded trajectory

(x(·), φ(·)) must tend to an “infinite” fixed point (x̄0, φ̄0) ∈ ∂Γ0 or (x̄1, φ̄1) ∈ ∂Γ1, where x̄0 = p/q
and x̄1 = 1. For φ̄0 from (3.19) we obtain the equation

(ν + b)φ̄0 −
νq

p
= 0.

For φ̄1 from (3.21) we obtain the equation

(ν + a)φ̄1 − ν = 0.

Thus,

φ̄0 =
νq

p(ν + b)
and φ̄1 =

ν

ν + a
.

Suppose that p < q. Then the condition (x̄0, φ̄0) ∈ ∂Γ0 is equivalent to φ̄0 ≤ φ0(p/q), or

νq/(p(ν + b)) ≤ φ0(p/q). Note that this inequality is equivalent to P (p/q) ≥ 0 (see (3.30)), or

ν(a − c) ≤ c(b − a). (3.34)

Similarly, the condition (x̄1, φ̄1) ∈ ∂Γ1 for p < q is equivalent to φ̄1 ≥ φ0(1), or ν/(ν+a) ≥ φ0(1).

This inequality is equivalent to P (1) ≤ 0 (see (3.31)), or

ν(a − c) ≥ a(b − a). (3.35)

The conditions P (p/q) ≥ 0, P (1) ≤ 0, and the condition (3.28) of the existence of a fixed point

in gr φ0 are pairwise incompatible for p < q and describe all possible situations (i.e., one and only

one condition from these three holds for any relation between the parameters of the problem).

Thus, one and only one fixed point ((x̄, φ0(x̄)), (x̄0, φ̄0), or (x̄1, φ̄1)) exists in the closure of Γ (this

fixed point lies on the thick curve in Fig. 1a).

Suppose now that p > q. Then the condition (x̄0, φ̄0) ∈ ∂Γ0 is equivalent to φ̄0 ≥ φ0(p/q), or

νq/(p(ν + b)) ≥ φ0(p/q). This inequality is equivalent to P (p/q) ≤ 0 (see (3.30)); i.e., we obtain

the same condition (3.34) as above.

Similarly, the condition (x̄1, φ̄1) ∈ ∂Γ1 for p > q is equivalent to φ̄1 ≤ φ0(1), or ν/(ν+a) ≤ φ0(1).

This inequality is equivalent to P (1) ≥ 0 (see (3.31)); i.e., we obtain the same condition (3.35) as

above.

The conditions P (p/q) ≤ 0, P (1) ≥ 0, and the condition (3.28) of the existence of a fixed point

in gr φ0 are pairwise incompatible for p > q and describe all possible situations. Thus, one and only
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one fixed point ((x̄, φ0(x̄)), (x̄0, φ̄0), or (x̄1, φ̄1)) exists in the closure of Γ (this fixed point lies on

the thick curve in Fig. 1b).

Note that if the system has an “infinite” fixed point (x̄0, φ̄0) or (x̄1, φ̄1), then in both cases

(p < q and p > q) the trajectories intersecting the curve gr φ0 (if gr φ 6= ∅) cross this curve from

the domain whose closure contains the “infinite” fixed point to the domain whose closure does not

contain this point.
(
Indeed, the direction of this crossing is determined by the sign of P (·) (see

Remark 3). This sign is constant for x ∈ I and can be determined by the sign of P (1) or P (p/q).
)

Therefore, such trajectories either are unbounded or leave Γ in finite time, and any trajectory that

tends to (x̄0, φ̄0) lies completely in Γ0, while any trajectory that tends to (x̄1, φ̄1) lies completely

in Γ1.

If (x̄, φ0(x̄)) ∈ gr φ0, then there is only one trajectory of the vector field ~V0 in Γ0 and only one

trajectory of the vector field ~V1 in Γ1 that pass through this point, because (x̄, φ0(x̄)) is a regular

point for both fields.

Now let us show that there may be only one trajectory that tends to an “infinite” fixed point.

Proposition 3. If system (3.18)–(3.21) has an “infinite” fixed point (x̄0, φ̄0) ∈ ∂Γ0 \∂Γu=1 or

(x̄1, φ̄1) ∈ ∂Γ1 \ ∂Γu=1, then there is only one trajectory that tends to this point.

P r o o f. Assume the contrary. Let (x1(·), φ1(·)) and (x2(·), φ2(·)) be two trajectories with

x1(0) = x2(0) and φ1(0) < φ2(0) that tend to the same “infinite” fixed point. Then any trajectory

(x(·), φ(·)) with x(0) = x1(0) = x2(0) and φ1(0) < φ(0) < φ2(0) must also tend to this point (all

these trajectories lie in the same domain, Γ0 or Γ1, and so either ẋ1(t) > 0, ẋ2(t) > 0, ẋ(t) > 0 or

ẋ1(t) < 0, ẋ2(t) < 0, ẋ(t) < 0 for all t > 0).

Thus, we obtain a continuum of trajectories that tend to a fixed point. Let us extend the

system to a neighborhood of the fixed point by formulas (3.18), (3.19) in the case of (x̄0, φ̄0) or by

formulas (3.20), (3.21) in the case of (x̄1, φ̄1) and consider the linearization of this system at this

point. In the case of (x̄0, φ̄0) the linearized system is

ẋ(t) = (ρ − b)(x(t) − x̄0),

φ̇(t) =
(
−ρφ̄2

0 +
ν

x̄2
0

)
(x(t) − x̄0) + (ν + b)(φ(t) − φ̄0).

The determinant of the matrix of this system is equal to (ρ−b)(ν+b). If c < b, then ρ < b (otherwise

it is seen from (3.13) that (x̄0, φ̄0) ∈ ∂Γu=1). Therefore, the determinant is negative and, by the

Grobman–Hartman theorem (see [8]), the trajectories of system (3.18), (3.19) in a neighborhood of

(x̄0, φ̄0) behave qualitatively in the same way as the trajectories of the linearized system. Therefore,

the presence of a continuum of trajectories tending to the fixed point is impossible, and we arrive

at a contradiction.

If c > b, then we only know that ρ ≤ b (otherwise again (x̄0, φ̄0) ∈ ∂Γu=1). So for ρ = b we have

to conduct a more delicate analysis. Consider again two trajectories (x1(·), φ1(·)) and (x2(·), φ2(·))
with x1(0) = x2(0) and φ1(0) < φ2(0) that tend to (x̄0, φ̄0). By virtue of (3.18) we have ẋ1(t) < ẋ2(t)
for t = 0 and hence for all sufficiently small t. Thus, x1(t) < x2(t) for all sufficiently small t > 0.

Suppose that x1(τ) = x2(τ) for some τ > 0, and let τ be the first such moment. Then φ1(τ) < φ2(τ)

and so ẋ1(τ) < ẋ2(τ). But in this case x1(τ − ϑ) > x2(τ − ϑ) for small ϑ > 0, which contradicts

the assumption that τ > 0 is the first moment such that x1(τ) = x2(τ). Thus, x1(t) < x2(t) for all

t > 0.

Set ξ1(t) = φ1(t)(c − bx1(t)) and ξ2(t) = φ2(t)(c − bx2(t)). Then ξ1(0) < ξ2(0) and

ξ̇2(t) − ξ̇1(t) = (ν + ρ)ξ2(t) −
cν

x2(t)
+ bν − (ν + ρ)ξ1(t) +

cν

x1(t)
− bν

≥ (ν + ρ)(ξ2(t) − ξ1(t)) for all t > 0.

Consequently, ξ2(t) − ξ1(t) → ∞ as t → ∞, which contradicts our assumption.
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Similarly, in the case of (x̄1, φ̄1) the linearized system is

ẋ(t) = (ρ − a)(x(t) − x̄1),

φ̇(t) =
(
−ρφ̄2

1 +
ν

x̄2
1

)
(x(t) − x̄1) + (ν + a)(φ(t) − φ̄1).

The determinant of the matrix of this system is equal to (ρ−a)(ν+a). If c > b, then ρ < a (otherwise

it is seen from (3.13) that (x̄1, φ̄1) ∈ ∂Γu=1). Therefore, the determinant is negative and, by the

Grobman—Hartman theorem, the trajectories of system (3.20), (3.21) in a neighborhood of (x̄1, φ̄1)

behave qualitatively in the same way as the trajectories of the linearized system. Therefore, the

presence of a continuum of trajectories tending to the fixed point is impossible, and we arrive at a

contradiction.

If c < b, then we only know that ρ ≤ a (otherwise again (x̄1, φ̄1) ∈ ∂Γu=1). So for ρ = a
we consider two trajectories (x1(·), φ1(·)) and (x2(·), φ2(·)) with x1(0) = x2(0) and φ1(0) < φ2(0)

that tend to (x̄1, φ̄1). By virtue of (3.20) we have ẋ1(t) < ẋ2(t) for all sufficiently small t. Thus,

reasoning as above, we see that x1(t) < x2(t) for all t > 0.

Set ξ1(t) = φ1(t)(1 − x1(t)) and ξ2(t) = φ2(t)(1 − x2(t)). Then ξ1(0) < ξ2(0) and

ξ̇2(t) − ξ̇1(t) = (ν + ρ)ξ2(t) −
ν

x2(t)
+ ν − (ν + ρ)ξ1(t) +

ν

x1(t)
− ν

≥ (ν + ρ)(ξ2(t) − ξ1(t)) for all t > 0.

Consequently, ξ2(t) − ξ1(t) → ∞ as t → ∞, which contradicts our assumption. 2

Thus, we see that in case I system (3.18)–(3.21) has only one fixed point in the closure of Γ

and only one trajectory that tends to this fixed point. All other trajectories either are unbounded

or leave Γ in finite time. So this trajectory gives the optimal process in problem (Pε) (and hence

in problem (P1)).

Under condition (3.34) this trajectory lies in Γ0 and tends to (x̄0, φ̄0) ∈ ∂Γ0.

Under condition (3.35) this trajectory lies in Γ1 and tends to (x̄1, φ̄1) ∈ ∂Γ1.

If both conditions (3.34) and (3.35) are violated, then for x0 < x̄ the trajectory (x(·), φ(·))
with x(0) = x0 lies above gr φ0, reaches (x̄, φ0(x̄)) in finite time and then stays in (x̄, φ0(x̄)); for

x0 > x̄ the trajectory (x(·), φ(·)) with x(0) = x0 lies below gr φ0, reaches (x̄, φ0(x̄)) in finite time

and then stays in (x̄, φ0(x̄)). If x0 = x̄, then the only bounded trajectory with x(0) = x0 is x(t) ≡ x̄,

φ(t) ≡ φ0(x̄).

This picture is illustrated in Fig. 3 for p < q.

II. As in case I, one can check that the condition gr φ0 ⊂ Γu=1 6= ∅ is described by the

inequalities

(c < b, ρ > a, ρ ≥ b) or (c > b, ρ > b, ρ ≥ a). (3.36)

If c < b, then

Γu=1 = {(x, φ) ∈ Γ: a + a(1 − x)φ ≤ ρ}.
If c > b, then

Γu=1 = {(x, φ) ∈ Γ: b + (c − bx)φ ≤ ρ}.
As in case I, we conclude that any bounded trajectory must tend to a fixed point. However, in

case II the whole thick curve shown in Fig. 1 lies in the closure of Γu=1. Hence all fixed points lie

in Γu=1 and, as mentioned above, are described by the equation

xφ =
ν

ν + ρ
(3.37)

(see (3.14), (3.15)). Let us find the intersection of the curve defined by this equation with the

“upper” boundary of Γu=1.
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Fig. 3. Trajectories of system (3.18)–(3.21) in case I for p < q. All bounded trajectories are shown by thick

lines.

If c < b, then the upper boundary is described by the equation

ρ = a + a(1 − x)φ. (3.38)

Solving system (3.37), (3.38), we find

x = x̂ :=
νa

ρ(ν + ρ − a)
, φ = φ̂ :=

ρ

a
− ρ

ν + ρ
.

This point lies in Γ if x̂ > p/q = c/b (because x̂ < 1 due to (3.36)), i.e., if a(νb + ρc) > cρ(ν + ρ).

If c > b, then the upper boundary is described by the equation

ρ = b + (c − bx)φ. (3.39)

Solving system (3.37), (3.39), we find

x = x̂ :=
νc

ρ(ν + ρ − b)
, φ = φ̂ :=

ρ

c
− bρ

c(ν + ρ)
.

This point lies in Γ if x̂ > 1
(
because x̂ < p/q due to (3.36)

)
, i.e., if νc + ρb > ρ(ν + ρ).

In Γu=1 the trajectories are straight lines, with the upward motion above the curve (3.37) and

downward motion below this curve.

Thus, if

c < b, ρ > a, ρ ≥ b, a(νb + ρc) ≤ cρ(ν + ρ)

or

c > b, ρ > b, ρ ≥ a, νc + ρb ≤ ρ(ν + ρ),

then the trajectories of system (S) look as shown in Fig. 4a, and for any x0 ∈ I the only bounded

trajectory with x(0) = x0 is the fixed point x(t) ≡ x0, φ(t) ≡ ν/((ν + ρ)x0).

Similarly, if

c < b, ρ > a, ρ ≥ b, a(νb + ρc) > cρ(ν + ρ) (3.40)

or

c > b, ρ > b, ρ ≥ a, νc + ρb > ρ(ν + ρ), (3.41)

then the trajectories of system (S) look as shown in Fig. 4b. For any x0, x̂ < x0 < max{1, p/q}, the

only bounded trajectory with x(0) = x0 is the fixed point x(t) ≡ x0, φ(t) ≡ ν/((ν + ρ)x0). There
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xx
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Γu=1Γu=1

Fig. 4. Trajectories of system (S) in case II (xmin = min{1, p/q}, xmax = max{1, p/q}). All bounded trajec-

tories are fixed points filling the curve φ = ν/((ν + ρ)x) in Γu=1 and a trajectory in Γ \ Γu=1 shown by a

thick line in case (b).

is also a trajectory (x(·), φ(·)) with ẋ(t) > 0 for all t that lies in Γ \ Γu=1 and tends to the fixed

point (x̂, φ̂). The only fact that remains to be checked is the uniqueness of such a trajectory. This

can be done as in the proof of Proposition 3. Indeed, the reasoning with estimating the difference

between ξ1(t) and ξ2(t) applies in this case without any changes. However, here we also calculate

the matrix of the linearized system at the point (x̂, φ̂) because we will need it in the analysis of

case III.

Under conditions (3.40), (x̂, φ̂) ∈ Γ1 and the matrix of the linearized system (for system (3.20),

(3.21) extended to a neighborhood of the point (x̂, φ̂) by the same formulas) at this point is

A =



−a2φ̂(1 − x̂)

ρ

a2(1 − x̂)2

ρ

−a2φ̂2

ρ
+

ν

x̂2
ν + ρ +

a2φ̂(1 − x̂)

ρ


 , (3.42)

where we took into account that a + a(1 − x̂)φ̂ = ρ (see (3.38)). Since x̂ and φ̂ also satisfy (3.37),

we obtain

detA = −(ν + ρ)
a2φ̂(1 − x̂)

ρ
− ν

a2(1 − x̂)2

ρx̂2
= −νa2(1 − x̂)

ρx̂2
, tr A = ν + ρ. (3.43)

As x̂ < 1 for c < b, we have detA < 0. Hence by the Grobman–Hartman theorem, there may be

only one trajectory that tends to (x̂, φ̂) from Γ1 (see the proof of Proposition 3 for details).

Similarly, under conditions (3.41), (x̂, φ̂) ∈ Γ0 and the matrix of the linearized system (for

system (3.18), (3.19) extended to a neighborhood of the point (x̂, φ̂) by the same formulas) at this

point is

A =



−bφ̂(c − bx̂)

ρ

(c − bx̂)2

ρ

−b2φ̂2

ρ
+

ν

x̂2
ν + ρ +

bφ̂(c − bx̂)

ρ


 , (3.44)

where we took into account that b + (c − bx̂)φ̂ = ρ (see (3.39)). Since x̂ and φ̂ also satisfy (3.37),

we obtain

detA = −(ν + ρ)
bφ̂(c − bx̂)

ρ
− ν

(c − bx̂)2

ρx̂2
= −νc(c − bx̂)

ρx̂2
, tr A = ν + ρ. (3.45)
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As c − bx̂ > 0 for c > b, we again get the desired result.

III. As in case I, one can check that the conditions Γu=1 6= ∅ and gr φ0\Γu=1 6= ∅ are described

by the inequalities

(c < b, a < ρ < b) or (c > b, b < ρ < a). (3.46)

If c < b, then

Γu=1 =

{
(x, φ) ∈ Γ:

b − ρ

bx − c
≤ φ ≤ ρ − a

a(1 − x)

}
.

If c > b, then

Γu=1 =

{
(x, φ) ∈ Γ:

a − ρ

a(x − 1)
≤ φ ≤ ρ − b

c − bx

}
.

In fact, it is this case that was exemplified in Fig. 1.

Let us find the point of intersection of ∂Γu=1 with gr φ0 (this is also the intersection point of

the two curvilinear parts of the boundary of Γu=1):

x̊ :=
a(b − ρ) + c(ρ − a)

ρ(b − a)
=

a(b − c) − ρ(a − c)

ρ(b − a)
, φ̊ :=

ρ(b − a)

a(b − c)
.

As in case I, we conclude that any bounded trajectory must tend to a fixed point.

We divide the further analysis into several cases:

(i) all fixed points (finite or “infinite,” see case I) of system (S) lie to the right of (̊x, φ̊) (hence

they lie in Γu=1);

(ii) (̊x, φ̊) = (x̄, φ0(x̄));

(iii) (x̄, φ0(x̄)) ∈ gr φ0 \ Γu=1 and gr φ1 ∩ Γu=1 = ∅;

(iv) (x̄, φ0(x̄)) ∈ gr φ0 \ Γu=1 and gr φ1 ∩ Γu=1 6= ∅;

(v) either c < b and (x̄0, φ̄0) ∈ ∂Γ0 or c > b and (x̄1, φ̄1) ∈ ∂Γ1, and gr φ1 ∩ Γu=1 = ∅;

(vi) either c < b and (x̄0, φ̄0) ∈ ∂Γ0 or c > b and (x̄1, φ̄1) ∈ ∂Γ1, and gr φ1 ∩ Γu=1 6= ∅,

where φ1(·) is defined by (3.22).

Case (i) is described by the inequality P (̊x) < 0 (see Remark 3), i.e.,

[
a(b − c) − ρ(a − c)

][
a(b − c) − ν(a − c)

]
− νρ(a − c)2 < 0,

or

(b − c)
[
a(b − c) − (ν + ρ)(a − c)

]
< 0. (3.47)

In this case we also have P (x) < 0 for min{1, p/q} < x < x̊ because P is a linear function with

P (0) ≤ 0. Therefore, the trajectories intersecting the curve gr φ0 \Γu=1 cross this curve downwards.

Let us find the disposition of the curve grφ1 in Γu=1. Due to (3.47) we have

x̊φ̊ =
a(b − c) − ρ(a − c)

a(b − c)
= 1 − ρ

(a − c)(b − c)

a(b − c)2
< 1 − ρ

ν + ρ
=

ν

ν + ρ
. (3.48)

This means that gr φ1 intersects the “upper” boundary of Γu=1 (above gr φ0; denote this intersection

point again by (x̂, φ̂)) and does not intersect the “lower” boundary of Γu=1. Indeed, gr φ1 may have

only one point of intersection (in Γ) with the hyperbola (containing the “lower” boundary of Γu=1)

defined by the equation ρ = b + (c − bx)φ for c < b or ρ = a + a(1 − x)φ for c > b and lies above

this hyperbola to the right of the intersection point.

There is a (unique) trajectory that lies in Γ \ Γu=1 (above gr φ0) and tends to (x̂, φ̂) (this is

proved in the same way as above).
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So, the qualitative picture of trajectories of system (S) in case (i) resembles Fig. 4b and is as

shown in Fig. 5a.

Case (ii) is the limit case of (i): P (̊x) = 0, i.e.,

a(b − c) = (ν + ρ)(a − c).

Inequality (3.48) also turns into an equality: x̊φ̊ = ν/(ν + ρ), i.e., (̊x, φ̊) = (x̄, φ0(x̄)) = (x̂, φ̂). The

trajectories intersecting the curve gr φ0\Γu=1 still cross this curve downwards, and (x, φ1(x)) ∈ Γu=1

for x̊ < x < max{1, p/q}. There is a unique trajectory that lies in Γ \ Γu=1 above gr φ0 and tends

to (̊x, φ̊) (this is proved in the same way as above).

Let us show that no trajectory lying in Γ \ Γu=1 below gr φ0 may tend to (̊x, φ̊). Indeed, the

matrix A of the linearized system (3.18), (3.19) if c < b or (3.20), (3.21) if c > b (extended to a

neighborhood of (̊x, φ̊)) has positive determinant and trace (see (3.42)–(3.45)).5 Therefore, (̊x, φ̊)

is a repelling fixed point for (any C1-extension to a neighborhood of this point of) our system in

Γ \ Γu=1 below gr φ0.

So, the qualitative picture of trajectories of system (S) in case (ii) also resembles Fig. 4b and

is as shown in Fig. 5b.

Case (iii). Suppose first that c < b. Then the first condition in (iii) is equivalent to P (p/q) <
0 < P (̊x), or

ν(a − c) > c(b − a), a(b − c) > (ν + ρ)(a − c). (3.49)

The “lower” boundary of Γu=1 is given by ρ = b + (c − bx)φ. The second condition in (iii) is

equivalent to the fact that the rightmost point of this part of the boundary lies above or on (the

continuation of) gr φ1 (to the right), i.e.,

b − ρ

b − c
≥ ν

ν + ρ
, or bρ + cν ≥ ρ(ν + ρ). (3.50)

If c > b, then the first condition in (iii) is equivalent to P (1) < 0 < P (̊x), or

ν(c − a) > a(a − b), a(c − b) > (ν + ρ)(c − a). (3.51)

The second condition in (iii) is equivalent to

a − ρ

a
(c

b
− 1

) ≥ ν
c

b
(ν + ρ)

, or a(bν + cρ) ≥ cρ(ν + ρ). (3.52)

Due to the second condition in (iii), (x̄, φ0(x̄)) is the only fixed point of our system. Hence, the

qualitative picture of trajectories of system (S) in case (iii) resembles Fig. 3c and is as shown in

Fig. 5c.

Case (iv). As in case (iii), the first condition is equivalent to (3.49) if c < b and to (3.51) if

c > b. The second condition is equivalent to

bρ + cν < ρ(ν + ρ) (3.53)

if c < b and to

a(bν + cρ) < cρ(ν + ρ) (3.54)

if c > b.
In case (iv) we have a point (x̂, φ̂) of intersection of gr φ1 with the lower boundary of Γu=1. As

in case (ii), it is proved that (x̂, φ̂) is a repelling fixed point for (any C1-extension to a neighborhood

of this point of) our system in Γ \ Γu=1. Hence, no trajectory may tend to (x̂, φ̂) from Γ \ Γu=1.

5Moreover, it can be shown that A has two positive different eigenvalues.
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Fig. 5. Trajectories of system (S) in case III (xmin = min{1, p/q}, xmax = max{1, p/q}, α = (x̂, φ̂), β = (̊x, φ̊),

γ = (x̄, φ0(x̄))). All bounded trajectories are fixed points filling the curve φ = ν/((ν + ρ)x) in Γu=1 and

trajectories in Γ \ Γu=1 shown by thick lines.

The trajectory reaching (x̄, φ0(x̄)) from the right (and lying below grφ0) cannot intersect the

lower boundary of Γu=1 to the left of and above (x̂, φ̂) because at such points the vector field

determined by our system is directed inside Γu=1. Therefore, this trajectory either emanates from

(x̂, φ̂), i.e., tends to (x̂, φ̂) in the reverse time (as t → −∞), or passes below this point. Let us show

that the latter situation is impossible.

Proposition 4. Under the conditions of case III(iv), the trajectory reaching (x̄, φ0(x̄)) from

the right (and lying below gr φ0) emanates from (x̂, φ̂).

P r o o f. Suppose first that p < q, i.e., c < b. We are interested in the behavior of trajectories

of system (3.18), (3.19) in Γ0 \ Γu=1. Let us introduce new variables

ξ = (bx − c)φ, ζ = (b − ξ)x

and rewrite system (3.18), (3.19) in these variables. Note that this change of variables is one-to-one

because bx > c and ξ < b − ρ in Γ0 \ Γu=1. We have

ξ̇(t) = (bx(t) − c)φ̇(t) + bφ(t)ẋ(t) = (ν + ρ)φ(t)(bx(t) − c) − νb +
νc

x(t)

= (ν + ρ)ξ(t) − νb +
νc(b − ξ(t))

ζ(t)
,
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ξ

b − ρ

c bρ

ζ

(ζ̂ , ξ̂)

Fig. 6. The set Γ0 \ Γu=1 in the variables (ζ, ξ) for c < b. The arrows indicate the direction of the change of

the coordinates for the trajectories of the system.

ζ̇(t) = (b − ξ(t))ẋ(t) − x(t)ξ̇(t) = (b − ρ − ξ(t))(c − bx(t)) − (ν + ρ)ξ(t)x(t) + νbx(t) − νc

= (ν + ρ − b)(ζ(t) − c) − cξ(t).

In the variables (ζ, ξ) the equation of the line x = 1 is ζ = b−ξ, the equation of the lower boundary

of Γu=1 is ξ = b− ρ, the equation of the line φ = 0 is ξ = 0, the line x = p/q = c/b collapses to the

point ζ = c, ξ = 0, and the equation of grφ0 is (b − a)(ζ − c) = (a − c)ξ (the latter requires some

calculations, which are omitted here). That is, the set Γ0 \Γu=1 in the new variables is a trapezoid

(see Fig. 6).

Note that c < a < ρ < b < ν + ρ due to (3.49), (3.46), (3.53). The line of vanishing of the

ζ-coordinate has the equation cξ = (ν + ρ − b)(ζ − c) and connects the lower left corner of the

trapezoid with a point (ζ̂ , ξ̂) on the upper boundary that corresponds to the fixed point (x̂, φ̂) in

the coordinates (x, φ). To the right of this line the ζ-coordinate of the vector field determined by

our system is positive, and to the left of this line it is negative.

The line of vanishing of the ξ-coordinate has the equation

ξ =
νb(ζ − c)

(ν + ρ)(ζ − c) + ρc
.

This is a hyperbola passing through the same two points (c, 0) and (ζ̂ , ξ̂). Since it is concave, it

lies above (or, which is the same, to the left of) the line of vanihing of the ζ-coordinate in the

trapezoid. To the right of this hyperbola the ξ-coordinate of the vector field determined by our

system is negative, and to the left of the hyperbola it is positive. The hyperbola may or may not

intersect the left side of the trapezoid at an internal point of the left side, but this is not important

for our analysis. In any case we see that a trajectory reaching the left side of the trapezoid at an

internal point must originate from (ζ̂ , ξ̂).
If p > q, then the reasoning is similar. The trajectory in question lies in Γ1 \ Γu=1 and sat-

isfies system (3.20), (3.21). We introduce new variables ξ = a(x − 1)φ, ζ = (a − ξ)x and rewrite

system (3.20), (3.21) in these variables:

ξ̇(t) = (ν + ρ)ξ(t) − aν +
aν(a − ξ(t))

ζ(t)
,

ζ̇(t) = (ν + ρ − a)(ζ(t) − a) − aξ(t).

In the variables (ζ, ξ) the equation of the line x = p/q is ζ = c(a − ξ)/b, the equation of the lower

boundary of Γu=1 is ξ = a−ρ, the equation of the line φ = 0 is ξ = 0, the line x = 1 collapses to the

point ζ = a, ξ = 0, and the equation of grφ0 is (a−b)(ζ−a) = (c−a)ξ. Note that b < ρ < a < ν+ρ
and a < c in this case. Hence, the set Γ1 \Γu=1 in the new variables is a trapezoid. Then we proceed

in the same way as above. 2
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The qualitative picture of trajectories of system (S) in case (iv) is shown in Fig. 5d. A unique

bounded trajectory with x(0) = x0 reaches (x̄, φ0(x̄)) in finite time and then stays there if x0 < x̂
and is a fixed point (x0, φ1(x0)) if x0 ≥ x̂.

Case (v). If c < b, then the first condition in (v) is equivalent to P (p/q) ≥ 0, i.e., (3.34). As

shown in case (iii), the second condition is equivalent to (3.50).

If c > b, then the first condition in (v) is equivalent to P (1) ≥ 0, i.e., (3.35). As shown in

case (iii), the second condition is equivalent to (3.52).

Due to the second condition in (v), any bounded trajectory must tend to (x̄0, φ̄0) ∈ ∂Γ0 if

c < b or to (x̄1, φ̄1) ∈ ∂Γ1 if c > b. The qualitative picture of trajectories of system (S) in case (v)

resembles Fig. 3a and is as shown in Fig. 5e.

Case (vi). If c < b, then the first condition in (vi) is equivalent to P (p/q) ≥ 0, i.e., (3.34). As

in case (iv), the second condition is equivalent to (3.53).

If c > b, then the first condition in (vi) is equivalent to P (1) ≥ 0, i.e., (3.35). As in case (iv),

the second condition is equivalent to (3.54).

In case (vi) we have a point (x̂, φ̂) of intersection of gr φ1 with the lower boundary of Γu=1. As

in case (ii), it is proved that (x̂, φ̂) is a repelling fixed point for (any C1-extension to a neighborhood

of this point of) our system in Γ \ Γu=1. Hence, no trajectory may tend to (x̂, φ̂) from Γ \ Γu=1.

The trajectory that tends to (x̄0, φ̄0) if c < b or to (x̄1, φ̄1) if c > b cannot intersect the lower

boundary of Γu=1 to the left of and above (x̂, φ̂) because at such points the vector field determined

by our system is directed inside Γu=1. Therefore, this trajectory either emanates from (x̂, φ̂), i.e.,

tends to (x̂, φ̂) in the reverse time (as t → −∞), or passes below this point. As in case (iv), the

latter situation is impossible.

Proposition 5. Under the conditions of case III(vi), the trajectory that tends to (x̄0, φ̄0) if

c < b or to (x̄1, φ̄1) if c > b emanates from (x̂, φ̂).

Proposition 5 is proved in exactly the same way as Proposition 4. The only difference is that in

the coordinates (ζ, ξ) the trajectory in question does not reach the left side of the trapezoid at an

internal point but tends to the lower left corner. However, this affects nothing in the proof. Note

that the change of variables from (x, φ) to (ζ, ξ) is in a sense an inverse of the process of resolution

of singularity (see [2]).

The qualitative picture of trajectories of system (S) in case (vi) is shown in Fig. 5f. A unique

bounded trajectory with x(0) = x0 tends to (x̄0, φ̄0) for c < b or to (x̄1, φ̄1) for c > b if x0 < x̂ and

is a fixed point (x0, φ1(x0)) if x0 ≥ x̂.

So, for any relation between the parameters of the problem, there is only one bounded trajectory

of system (S) with x(0) = x0. Denote it by (x∗(·), φ∗(·)). By Theorem 1 this trajectory gives a unique

optimal process (x∗(·), u∗(·), v∗(·)) in problem (Pε). Hence, by Proposition 1, (x∗(·), u∗(·), v∗(·)) is

a unique optimal process in problem (P1).

Note that the trajectory (x∗(·), φ∗(·)) lies completely in one of the sets Γu=1, (Γ0∪{(x̄, φ0(x̄))})\
Γu=1, or (Γ1∪{(x̄, φ0(x̄))})\Γu=1. In any case x∗(·) is a monotone (nonincreasing or nondecreasing)

function. Thus, φ∗(·), u∗(·), and v∗(·) can be considered as functions of x. The control v∗(t) is 1

if (x(t), φ(t)) ∈ Γ1 \ Γu=1, is 0 if (x(t), φ(t)) ∈ Γ0 \ Γu=1, and is given by (3.33) if (x(t), φ(t)) =

(x̄, φ0(x̄)). If (x(t), φ(t)) ∈ Γu=1, then v∗(t) does not really participate in the control process (and

may be assigned any value). The control u∗(t) is 1 if (x(t), φ(t)) ∈ Γu=1 and is given by (3.16),

(3.17) if (x(t), φ(t)) ∈ Γ \ Γu=1. Unfortunately, an explicit formula for the optimal synthesis u∗(x)

can hardly be written, and we can only describe some features of this function. In particular, some

estimates for u∗(x) in the case when x̄ < x < x̂ and x̄, x̂ ∈ I can be derived from the proof of

Proposition 4. The following is probably one of the most important properties of this function:

Proposition 6. u∗(·) is a nondecreasing function of x for all x and is an increasing function

for all x such that u∗(x) < 1.
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P r o o f. If the optimal trajectory lies in Γu=1, then u∗ ≡ 1 and the assertion is obvious.

Suppose that p < q and the optimal trajectory lies in Γ0 and tends to (x̄0, φ̄0) (see Fig. 3a or

Figs. 5e, 5f). Set ξ(t) = (bx∗(t) − c)φ∗(t). Then

ξ̇(t) = (ν + ρ)ξ(t) − νb +
νc

x∗(t)
.

If ξ̇(τ) ≥ 0 for some τ ≥ 0, then ξ̇(t) > 0 for all t > τ (because x∗(·) decreases) and ξ(t) → ∞ as

t → ∞, which is impossible. Therefore, ξ̇(t) < 0 for all t ≥ 0, ẋ∗(t) < 0 for all t ≥ 0 due to (3.18),

and u̇∗(t) has the same sign as ξ̇(t) because of (3.16). This implies the required assertion.

If p > q and the optimal trajectory lies in Γ0 and tends to (x̄0, φ̄0) (see Fig. 3b) or to (x̂, φ̂)

(see Figs. 4b, 5a, 5b), then we similarly find that ξ̇(t) > 0 for all t ≥ 0, ẋ∗(t) > 0 for all t ≥ 0, and

u̇∗(t) > 0 for all t ≥ 0.

If the optimal trajectory reaches (x̄, φ0(x̄)) from Γ0 (see Fig. 3c or Figs. 5c, 5d), then the same

conclusion can be drawn by considering the extension of the optimal trajectory in Γ0 if p < q or

just by noting that dξ/dx > 0 at x = x̄ if p > q.

For the optimal trajectory lying in Γ1, the proof is analogous (set ξ(t) = a(x∗(t) − 1)φ∗(t)). 2

Let us summarize the results of our analysis in the form of optimal synthesis.

Theorem 2. Set σ = 0 if p < q and σ = 1 if p > q. The optimal controls u∗(·) and v∗(·) in

problem (P1) as functions of x ∈ I are given by

u∗(x) =





u1−σ(x) if x < min{x̄, x̂},
u∗ if x = x̄ < x̂,

uσ(x) if x̄ < x < x̂,

1 if x ≥ x̂,

v∗(x) =





1 − σ if x < min{x̄, x̂},
v∗ if x = x̄ < x̂,

σ if x̄ < x < x̂

(v∗(x) does not actually participate in the control process for x ≥ x̂ and may be assigned any value),

where

x̄ =





ν(a − c)2

(b − a)[a(b − c) − ν(a − c)]
if (b − a)[a(b − c) − ν(a − c)] > 0,

+∞ if (b − a)[a(b − c) − ν(a − c)] ≤ 0.

x̂ =





max

{
νa

ρ(ν + ρ − a)
,

νc

ρ(ν + ρ − b)

}
if ν + ρ > max{a, b},

+∞ if ν + ρ ≤ max{a, b},

u∗ =
ρ(a − c)

a(b − c) − ν(a − c)
, v∗ =

ν(a − c) − c(b − a)

(a − c)(b − a)
if x̄ ∈ I,

u0(x) =
ρ

b + (c − bx)φ
, u1(x) =

ρ

a + a(1 − x)φ
for x ∈ I, x < x̂,

where φ is the ordinate of the point (x, φ) lying on the unique bounded trajectory (qualitatively

described above) of system (S) that passes “over” the point x ∈ I.

If x̄ ∈ I and x, x̄ < x̂, then u0(x) and u1(x) can be found as solutions of the Cauchy problems

du0(x)

dx
=

u0(x)(ν + ρ)(bu0(x) − ρ) − νb(u0(x))2 + νc(u0(x))2x−1

ρ(1 − u0(x))(c − bx)
, u0(x̄) = u∗,

du1(x)

dx
=

u1(x)(ν + ρ)(au1(x) − ρ) − νa(u1(x))2 + νa(u1(x))2x−1

ρ(1 − u1(x))a(1 − x)
, u1(x̄) = u∗.
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For an arbitrary initial state x0 ∈ I, the optimal synthesis u∗(x), v∗(x), x ∈ I, uniquely defines

the optimal trajectory x∗(·) in problem (P1) as the solution of the Cauchy problem

ẋ(t) = (1 − u∗(x(t)))
[
av∗(x(t)) + c(1 − v∗(x(t))) −

(
av∗(x(t)) + b(1 − v∗(x(t)))

)
x(t)

]
,

x(0) = x0,

and the corresponding optimal controls u∗(·) and v∗(·) as the functions

u∗(t) = u∗(x∗(t)), v∗(t) = v∗(x∗(t)), t ∈ [0,∞).

4. Economic interpretation

Let us now pass on to the economic interpretation of the results obtained. As we mentioned

earlier, in our model the planner expects an exogenous environmental shock to occur at time T > 0

after which the abatement costs increase, i.e., p < q. In other words, the productivity of the unit of

of capital (including the abatement costs) of the old technology sector after the shock, p, is lower

than its productivity before the shock, q. So, we will assume throughout this section that p < q.

In our model any admissible state trajectory x(·) takes values

x(t) =
A1K1(t) + pA2K2(t)

A1K1(t) + qA2K2(t)
, t ≥ 0,

i.e., is the ratio of Yp(t) = A1K1(t) + pA2K2(t) to Yq(t) = A1K1(t) + qA2K2(t), where Yq(t) is

the real instantaneous income at instant t ≥ 0 (before the shock) and Yp(t) is the corresponding

“fictitious” instantaneous income at the same instant t, which shows what the income would be if

the shock happened right now.

Consider the variable

x =
A1K1 + pA2K2

A1K1 + qA2K2
=

A1
K1

K2
+ pA2

A1
K1

K2
+ qA2

as a function of the ratio y = K1/K2 of the capital stocks of the modern and old technology sectors,

i.e., put

x =
A1y + pA2

A1y + qA2
, y ∈ (0,∞).

It is easy to note that x(·) is a monotonically increasing function of the variable y ∈ (0,∞).

Hence there is the inverse

y =
A2

A1

qx − p

1 − x
, x ∈

(p

q
, 1

)
,

which is a monotonically increasing function of the variable x ∈ (p/q, 1) as well. This fact allows

one to reformulate Theorem 2 in terms of the ratio of the volumes of the modern and old technology

sectors.

Note that in the case ν+ρ > max{b1A1, qb2A2} [cf. the definitions for a and b and the expression

for x̂ in Theorem 2] it can happen that for some values of the variable x (i.e. for some ratios

y = K1/K2 of capital stocks) the optimal regime consists in zero investment in both old and new

technological sectors (see Fig. 4 and Fig. 5). If so then in this case for some ratios y = K1/K2 of

capital stocks the situation is possible when all national product must be consumed and both old

and new technological sectors degenerate in optimal regimes.

However, in the opposite case ν + ρ ≤ max{b1A1, qb2A2}, the optimal investment strategy is

always positive in one or in both technological sectors (cf. Theorem 2). Qualitatively the optimal

investment strategies in both sectors are similar to ones described in [3] (see Fig. 3).
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11. Wälde K. Capital accumulation in a growth model with creative destruction // Stochastic Economic

Dynamics / eds. B.S. Jensen, T. Palokangas. Frederiksberg: Cph. Bus. Sch. Press, 2007. P. 393–422.

Received August 4, 2010

Sergey Aseev

Steklov Mathematical Institute, Gubkina str. 8, Moscow, 119991, Russia

International Institute for Applied Systems Analysis, Schlossplatz 1, Laxenburg, A-2361, Austria

E-mail: aseev@mi.ras.ru

Konstantin Besov

Steklov Mathematical Institute, Gubkina str. 8, Moscow, 119991, Russia

E-mail: kbesov@mi.ras.ru

Simon-Erik Ollus

Fortum Corporation, Keilaniementie 1, Espoo, P.O. Box 1, FI-00048 Fortum, Finland

E-mail: Simon-Erik.Ollus@fortum.com

Tapio Palokangas

University of Helsinki and HECER, Arkadiankatu 7, 00014

University of Helsinki, Helsinki, Finland

E-mail: tapio.palokangas@helsinki.fi



ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 17 № 2 2011

Учредитель
Учреждение Российской академии наук

Институт математики и механики Уральского отделения РАН

Журнал зарегистрирован в Федеральной службе по надзору
в сфере массовых коммуникаций, связи и охраны культурного наследия.
Свидетельство о регистрации ПИ № ФC77–30115 от 31 октября 2007 г.

СМИ перерегистрировано в связи с уточнением названия;
в свидетельство о регистрации СМИ внесены изменения

в связи с переименованием учредителя.
Свидетельство о регистрации ПИ № ФC77–35946 от 31 марта 2009 г.

ISSN 0134–4889

Редактор Е. Е. Понизовкина
TEX-редактор Н. Н. Моргунова

Отв. за выпуск Б. В. Дигас

Оригинал-макет подготовлен в РИО ИММ УрО РАН

Подписано в печать 12.05.11. Формат 60 × 841/8. Печать офсетная.
Усл. печ. л. 37, 75. Уч.-изд. л. 32,2. Тираж 200 экз.

Адрес редакции: 620990, Екатеринбург, ул. С. Ковалевской, 16
Институт математики и механики УрО РАН

Редакция журнала “Труды Института математики и механики УрО РАН”
тел. (343) 375-34-58

e-mail: trudy@imm.uran.ru

Отпечатано с готовых диапозитивов в типографии
ООО “Издательство Учебно-методический центр УПИ”

620002, Екатеринбург, ул. Мира, 17, офис 226


