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К равенству (5.14) мы вернёмся позже, а предварительно установим некоторые соотноше-
ния между параметрами t, b, u, µ2. Расширим предыдущую таблицу длин крюков, используя
при этом (5.15).

hα

12 = 2t+ 2b+ 2u+ 1, h
β

12
= 2t+ 2b+ u+ 1,

hα

13 = 2t+ 2b+ u+ 1, h
β

13
= 2t+ 2b+ 1,

hα

14 = t+ µ2 + 2b+ 2u, h
β

14
= t+ µ2 + 2b+ u,

hα

21 = 2t+ 2b+ 1, h
β

21
= 2t+ 2b+ u+ 1,

hα

31 = 2t+ b− u, h
β

31
= 2t+ b,

hα

41 = t+ µ2 + b− 1 при t ≥ 3, h
β

41
= t+ µ2 + b+ u− 1 при t ≥ 3,

hα

41 = b при t = 2, h
β

41
= b+ u при t = 2,

hα

22 = 2t+ b, h
β

22
= 2t+ b.

Из этого списка видно, что Hα,β(2t+2b+1) равно {Hα

21,H
β

13
} или {Hα

1j
,Hα

21,H
β

13
} при некотором

j ≥ 4 (hβ

41
≤ t+ µ1 + b+ u− 1 = 2t+ b− 1 ≤ h

β

13
).

Предположим сначала, что Hα,β(2t+ 2b+ 1) = {Hα

21,H
β

13
}. Тогда по предложению 3.5

χα
21

и χβ
13

пропорциональны или полупропорциональны на Sδ

n−f
,

где f = 2t+2b+1 и δ = (−1)f+1ε = ε = −1. Если χα
21

и χβ
13

пропорциональны на S−

n−f
, то по

предложению 3.3 либо α21 =′ β13, либо разбиения α21 и β13 оба самоассоциированы. Однако
ни то, ни другое неверно, что видно из рис. 5.5.

[α21] =

�
�

�[µ]t







t
︷ ︸︸ ︷

b+a+2
︷ ︸︸ ︷

, [β13] =
�

�

t







c

{

t
︷ ︸︸ ︷

b+1
︷ ︸︸ ︷

Рис. 5.5

Поэтому χα
21

и χβ
13

полупропорциональны на S−

n−f
. Тогда по свойству А имеем

{α21, (β13)′} = {Θ+(4),Θ+(˜4)}, где Θ — одно из разбиений 3k.∆
l
, 3k.Σ

l
и 3k.2.Σ

l
при некоторых

l, k. Поэтому должно быть Θ1 = α21
1 = (β13)′

1
, т. е. t = t+ b+ 1, что противоречиво.

Следовательно, Hα,β(2t + 2b + 1) = {Hα

1j
,Hα

21,H
β

13
} при некотором j ≥ 4. Если j > 4, то

hα

14 > hα

21 = h
β

13
= 2t + 2b + 1 = h

β

31
. Hα,β(hα

14) = {Hα

14}, и по предложению 3.5 должно быть
α14 = (α14)′, что противоречиво. Поэтому j = 4,

Hα,β(2t+ 2b+ 1) = {Hα

14,H
α

21,H
β

13
}

и 2t+ 2b+ 1 = hα

14 = t+ µ2 + 2b+ 2u, откуда

µ2 = t+ 1 − 2u. (5.16)

Поскольку при t = 2 должно быть µ2 = 0 (см. рис. 5.2) и поэтому равенство (5.16) противоре-
чиво, то

t ≥ 3. (5.17)

Тогда
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hα

14 = 2t+ 2b+ 1, h
β

14
= 2t+ 2b+ 1 − u,

hα

41 = 2t+ b− 2u, h
β

41
= 2t+ b− u.

Так как число h
β

14
= 2t + 2b + 1 − u меньше, чем h

β

21
и больше каждого из чисел h

β

23
=

t+µ1 +b = 2t+b−u, hβ

32
= t+µ1−1 = 2t−u−1 и hβ

41
= 2t+b−u, то верно одно из следующих

условий:

(а) hβ

14
6= 2t+ b и Hβ(hβ

14
) = {Hβ

14
},

(б) hβ

14
= 2t+ b и Hβ(hβ

14
) = {Hβ

14
,H

β

22
,H

β

31
}.

Предположим, что верно условие (а). Так как β14 6= (β14)′ ([β14] получается из [β13] удли-
нением третьего столбца; см. рис. 5.5), то по предложению 3.4

[α] имеет крюк Hα длины h
β

14
.

Так как число |Hα| = h
β

14
= 2t + 2b + 1 − u меньше, чем hα

21 = hα

14, больше, чем hα

23 =
hα

31 = 2t + b − u и не равно 2t + b, то Hα = {Hα

1j
} при некотором j ≥ 5. Таким образом,

Hα,β(2t+ 2b+ 1 − u) = {Hα

1j
,H

β

14
} (j ≥ 5), и по предложению 3.6

χα
1j

и χβ
14

пропорциональны или полупропорциональны на Sδ

n−f
,

где f = 2t+ 2b+ 1 − u и δ = (−1)f+1ε = (−1)u+1.
Если χα

1j

и χβ
14

пропорциональны на Sδ

n−f
, то по предложению 3.3 либо α1j =′ β14, либо

разбиения α1j и β14 оба самоассоциированы. Очевидно, β14 6= (β14)′. Если же β14 6=′ α1j , то
должно быть (β14)11 =′ (α1j)11, т. е. γ13 =′ γ1,j−1 (γ = α11 = β11), что невозможно, так как
j > 4 (|[γ13]| < |[γ1,j−1]|).

Следовательно, χα
1j

и χβ
14

полупропорциональны на Sδ

n−f
, и по свойству А для (α1j , β14, δ)

выполнено одно из утверждений (1) и (2) гипотезы А на месте (α, β, ε).
Пусть выполнено утверждение (1), т. е. {α1j , β14} =′ {Γ + (3),Γ + (˜3)}, где Γ есть одно

из разбиений 2m.() и 2m.(1). Но это противоречиво, поскольку (Γ + (3))11 и (Γ + (˜3))11 само-
ассоциированы при любом m, а разбиение (β14)11 таковым не является (легко увидеть, что
(β1i)11 = ((β1i)11)′ ⇐⇒ i ∈ {2, t + 2}, но t ≥ 3 по (5.17)).

Поэтому выполнено утверждение (2) гипотезы А, т. е. {α1j , β14} =′ {Θ+(4),Θ+(˜4)}, где Θ
есть одно из разбиений 3k.∆

l
, 3k.Σ

l
и 3k.2.Σ

l
. Поскольку (как уже отмечалось в предыдущем

абзаце) разбиение (β14)11 не является самоассоциированным, а из разбиений (Θ + (4))11 и
(Θ + (˜4))11 точно одно (второе) не самоассоциировано (см. рис. 2.4–2.6 и (2.1)), то должно
быть (β14) =′ Θ + (˜4), α1j =′ Θ + (4) и разбиение (α1j)11 самоассоциировано. Как видно из
рис. 5.2, последнее условие может быть выполнено только при t = t+ 2, а в этом случае само
разбиение α1j является самоассоциированным. Таким образом, условие (а) противоречиво.

Следовательно, верно условие (б), т. е. hβ

14
= 2t+ b. Тогда 2t+ 2b+ 1 − u = 2t+ b, откуда

b = u− 1. (5.18)

Равенства (5.15), (5.16) и (5.18) позволяют выразить числа a, b, c, µ1, µ2 через t и u:

a = 3u− 1, c = 2u− 1, b = u− 1, µ1 = t− u, µ2 = t+ 1 − 2u.

Далее мы будем выражать через t и u длины всех интересующих нас крюков.

Теперь мы вернёмся к равенству (5.14): Hα,β(hβ) = {Hα

13,H
β

12
,H

β

21
}.

Отсюда согласно предложению 3.3, учитывая, что l
H

β

12

= t и l
H

β

21

= t + c − 1 = t+ 2u − 2,
получаем:

χα
13

и χβ
12

+ χβ
21

модульно равны на Sδ

n−h
, (5.19)
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где h = hα

13 = 2t + 3u − 1 и δ = (−1)h+1ε = (−1)u+1. Вычислим длины некоторых крюков
диаграмм [α13], [β12] и [β21]; см. рис. 5.3 и 5.4 (на которых b+1 = u, d+1 = 2u и b+c+2 = 3u):

hα
13

12 = 2t+ u− 1, hα
13

21 = µ1 + t+ u− 1 = 2t− 1,

h
β

12

12
= µ1 + t+ u− 1 = 2t− 1, h

β
12

21
= µ1 + t+ 2u− 1 = 2t+ u− 1,

h
β

21

13
= µ2 + t+ 3u− 2 = 2t+ u− 1, h

β
21

21
= µ1 + t− 1 = 2t− u− 1.

Из этих равенств следует, что

Hα
13

β
12

β
21

(2t+ u+ 1) = {Hα
13

12 ,H
β

12

21
,H

β
21

13
}. (5.20)

Далее находим l
H

β12

21

= t− 2 + 2u и l
H

β21

13

= µ2 = t+ 1− 2u. Отсюда, из (5.19) и (5.20) согласно

предложению 3.8 получаем:

χ(α13)12 и −χ(β12)21 + χ(β21)13 модульно равны на Sσ

k
, (5.21)

где k = n−h−f , f = 2t+u−1 и σ = (−1)f+1δ = −1. Диаграммы участвующих здесь разбиений
изобразим на рис. 5.6 (длина второго столбца в [(β21)13] равна µ1 + 1 = t− u+ 1).

[((α13)12)′] = [(β12)21] =

�
�

�[µ]µ1







µ1
︷ ︸︸ ︷

2u
︷ ︸︸ ︷

, [(β21)13] = �
�

t











µ1
︷ ︸︸ ︷

Рис. 5.6

Так как ((α13)12)′ = (β12)21 (= µ + (2u)) и σ = −1, то −χ(β12)21 равно χ(α13)12 на Sσ

k
и, следо-

вательно, (5.21) равносильно условию, что

χ(α13)12 и χ(α13)12 + χ(β21)13 модульно равны на S−

k
.

Это означает, что существует подмножество D в S−

k
и числа e, f ∈ {1,−1} такие, что

eχ
(α13)12(g) = χ

(α13)12(g) + χ
(β21)13(g) при g ∈ D,

fχ
(α13)12(g) = χ

(α13)12(g) + χ
(β21)13(g) при g ∈ S

−

k
\D,

откуда

(e− 1)χ(α13)12(g) = χ
(β21)13(g) при g ∈ D, (5.22)

(f − 1)χ(α13)12(g) = χ
(β21)13(g) при g ∈ S

−

k
\D. (5.23)

Предположим, что e = f . Если e = 1, то по (5.22) и (5.23) характер χ(β21)13 исчезает на S
−

k

и по предложению 1.2(5) разбиение (β21)13 является самоассоциированным, что противоречит
рис. 5.6. Если же e = −1, то по (5.22) и (5.23) χ(α13)12 и χ(β21)13 пропорциональны на S−

k
, а это

противоречит предложению 3.3, так как (α13)12 6=′ (β21)13 6= ((β21)13)′.

Поэтому e 6= f и, следовательно, точно одно из чисел e − 1 и f − 1 равно нулю. В этом
случае согласно предложению 3.1 либо (α13)12 и (β21)13 пропорциональны на S−

k
, либо (β21)13 =

((β21)13)′, но, как отмечено выше, это противоречиво.

Таким образом, противоречив случай А2.2 и, следовательно, противоречив случай А.

Случай Б. Пусть ε = (−1)m, α11 = (α11)′ и β11 = (β11)′.

Тогда диаграммы [α] и [β] имеют вид, изображённый на рис. 5.7.
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[α] =

�
��

[γ]s

{

b

{

s
︷ ︸︸ ︷

a
︷ ︸︸ ︷

(γ = γ′)

, [β] =

�
�

�[µ]t







d

{

t
︷ ︸︸ ︷

c
︷ ︸︸ ︷

(µ = µ′)

Рис. 5.7

Здесь s := γ1, t := µ1,a, b, c, d ∈ N ∪ {0}. Согласно предложениям 4.2 и 4.3

d(γ) ≥ 2 и d(µ) ≥ 2, и потому s ≥ 2 и t ≥ 2.

Так как α 6= α′ и β 6= β′, то без ограничения общности считаем, что

a > b и c > d.

Имеем

hα

11 = 1 + 2s+ b+ a, h
β

11
= 1 + 2t+ c+ d,

hα

12 = 2s+ a, h
β

12
= 2t+ c,

hα

21 = 2s+ b, h
β

21
= 2t+ d.

Очевидно, что Hα

12 — единственный второй по длине крюк в [α], а H
β

12
— единственный

второй по длине крюк в [β].

Предположим сначала, что hα

12 6= h
β

12
. Пусть без ограничения общности hα

12 > h
β

12
. Тогда

Hα,β = {Hα

12} и по предложению 3.5 разбиение α12 самоассоциировано. Но это невозможно,
что видно из рис. 5.7 (см. также следующее утверждение (5.24)).

Следовательно, hα

12 = h
β

12
и Hα,β = {Hα

12,H
β

12
}. Тогда по предложению 3.6

χα
12

и χβ
12

пропорциональны или полупропорциональны на Sσ

n−h
α

12

,

где σ = ±1. Из рис. 5.7 видно, что

α
12 = γ ∗ (1b+1) и β

12 = µ ∗ (1d+1). (5.24)

Предположим, что χα
12

и χβ
12

пропорциональны на Sσ

n−h
α

12

. По предложению 3.3 либо

α12 =′ β12, либо σ = −1 и разбиения α12 и β12 оба самоассоциированы. Противоречивость
второго условия видна из условия (5.24). Если же α12 =′ β12, то ввиду (5.24) должно быть
α12 = β12, γ = µ, s = t, b = d, откуда α = β, что также противоречиво. Следовательно,

χα
12

и χβ
12

полупропорциональны на Sσ

n−h
α

12

, σ = ±1.

Тогда по свойству А для (α12, β12, σ) выполнено одно из утверждений (1) и (2) гипотезы А
на месте (α, β, ε).

Утверждение (1), однако, не может быть выполнено, поскольку ни одно из разбиений α12

и β12 не является самоассоциированным, в то время как 2k.() + (˜3) и 2k.(1) + (˜3) самоассоции-
рованы при любом k ≥ 0.

Не может быть выполнено и утверждение (2), поскольку разбиения (α12)11 (= γ11) и (β12)11

(= µ11) самоассоциированы, в то время как (Θ + (˜4))11 не самоассоциировано при Θ, равном
любому из разбиений 3k.∆

l
, 3k.Σ

l
и 3k.2.Σ

l
(см. рис. 2.1, 2.4–2.6).

Таким образом, случай Б противоречив и, следовательно, теорема А1 доказана.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ

Том 14 № 2 2008

УДК 517.982.272+515.122.55

О КОНЕЧНОКРАТНЫХ ОТКРЫТЫХ ОТОБРАЖЕНИЯХ

Н.В.Величко

В работе исследуются открытые конечнократные (в основном k-кратные) отображения топологических

пространств. Вводится понятие жесткого пространства. Доказано, что класс жестких пространств содер-

жит все евклидовы пространства и все нульмерные линделёфовы пространства. Построены примеры и

поставлены задачи.

В работе рассматриваются непрерывные сюръективные открытые отображения в классе
хаусдорфовых пространств.

Рассматриваются только непустые пространства.

Напомним, что отображение f : X → Y называется k-кратным (соответственно конечно-

кратным), если |f−1(y)| = k (соответственно |f−1(y)| < ℵ0) для любой точки y ∈ Y .

Обозначим через P
k

класс всех k-кратных отображений и положим P=∪{P
k

: k ∈ N}.

О классе P известно следующее (см. [1, гл. VI, §4]).

Теорема 1. Отображение f ∈ P всегда замкнуто и локально гомеоморфно.

Следствие 1. Вес w(X) пространства X при отображении f ∈ P не превосходит веса

Y (в предположении w(Y ) ≥ ω0).

О п р е д е л е н и е 1. Отображение f : X → Y будем называть элементарным, если X

представимо в форме топологической суммы ⊕{Xi : i ≤ k} подпространств такой, что сужение
f |Xi

является гомеоморфизмом Xi на Y .

О п р е д е л е н и е 2. Пространство Y назовем жестким (относительно P), если любое
отображение класса P на Y элементарно.

Простым примером жесткого пространства может служить дискретное пространство.

О п р е д е л е н и е 3. Пусть f : X → Y — отображение класса P
k
. Открытое подмноже-

ство A пространства Y назовем правильным (относительно f), если сужение f на множество
f−1(A) элементарно, т.е. f−1(A) является дизъюнктной суммой открытых множеств A1, . . . , Ak

такой, что f |Ai
— гомеоморфное отображение Ai на A, i ≤ k. Семейство {Ai : i ≤ k} назовем

реализацией A и будем записывать это формулой r(A) = {Ai : i ≤ k}.

Понятно, что у правильного множества могут быть разные реализации.

О п р е д е л е н и е 4. Пусть A и B — правильные множества в Y . Будем говорить, что ре-
ализация r(B) = {Bi : i ≤ k} продолжает реализацию r(A) = {Ai : i ≤ k}, если Ai ⊆ Bi, i ≤ k.
Будем в этом случае писать r(A) ≤ r(B).

Предложение 1. Для любого отображения f ∈ P и произвольно выбранной базы B то-

пологии Y правильные множества из B образуют подбазу.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть y ∈ Y, W — произвольная окрестность точки y, f−1(y) =
{y1, . . . , yr}. Выберем дизъюнктную систему {W1, . . . ,Wr} окрестностей точек yi, i ≤ k, и
положим V ′ = W ∩

⋂

{f(Wi) : i ≤ k}. Тогда V ′ будет окрестностью точки y, содержащейся в
W . Пусть V ∈ B и V является окрестностью точки y, содержащейся в V ′. В силу k-кратности
f множество f−1(V ) будет содержаться в

⋃

{Wi : i ≤ k}, множества Vi = f−1(V )∩Wi открыты
в X и взаимно однозначно отображаются на V , следовательно, отображение f |Vi

является
гомеоморфизмом Vi на V, i ≤ k, т.е. V является правильным множеством.

Предложение доказано.

Совокупность всех правильных подмножеств Y , являющаяся базой Y в силу предложе-
ния 1, далее будет обозначаться через B(f).

О п р е д е л е н и е 6. Пусть f ∈ P. Возрастающую по включению (не обязательно стро-
го) трансфинитную последовательность {Aα : α ∈ Λ} элементов B(f) назовем правильной, если
для каждого α можно выбрать реализацию r(Aα) множества Aα такую, что r(Aα) продолжа-
ет r(Aβ) при β ≤ α. Множество A =

⋃

{Aα : α ∈ Λ} назовем пределом последовательности
{Aα : α ∈ Λ}.

Предложение 2. Любая правильная последовательность {Aα : α ∈ Λ} элементов B(f)
удовлетворяет свойству

(a) Множество A =
⋃

{Aα : α ∈ Λ} правильно и найдется реализация r(A) множества A,

продолжающая реализацию r(Aα) для каждого α ∈ Λ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть r(Aα) = {Aα

1 , . . . , Aα

k
}. Положим Ai =

⋃

{Aα

i
: α ∈ Λ}.

Заметим, что множества Ai открыты в X и не пересекаются, отображения f |Ai
открыты и

взаимно однозначны, следовательно, являются гомеоморфизмами Ai на A. Так как f−1(A) =
⋃

{Ai : i ≤ k} (в силу k-кратности f), то семейство {A1, . . . , Ak
} является реализацией A,

продолжающей r(Aα) для любого α ∈ Λ.

Предложение доказано.

Далее нам понадобится следующее элементарное утверждение.

Лемма. Пусть f ∈ P, {Aα} — дизъюнктное семейство элементов B(f). Тогда множе-

ство A =
⋃

Aα правильное.

Следствие 2. Топологическая сумма жестких пространств является жестким про-

странством.

Предложение 3. Если f ∈ P
k
, то в Y найдется открытое плотное правильное подмно-

жество A, т.е. множество f−1(A) есть дизъюнктная сумма открытых в X множеств Ai

(i ≤ k) таких, что сужение f |Ai
отображения f является гомеоморфизмом Ai на A.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть {Aα} — максимальное дизъюнктное семейство правиль-
ных подмножеств Y . Из предложения 1 и леммы следует, что плотное в Y множество A =

⋃

Aα

является правильным. Если r(A) = {X1, . . . ,Xk
} — некоторая реализация множества A, то

f−1(A) =
⊕

{Xi : i ≤ k}.

Предложение доказано.

Предложение 3 можно сформулировать по-другому.

Предложение 4. Если f ∈ P
k
, то в Y найдется открытое плотное правильное подмно-

жество A такое, что X есть дизъюнктная сумма подпространств Xi (i ≤ k), для которых

сужение f |Xi
отображения f является уплотнением Xi на Y , гомеоморфным на множестве

f−1(A) ∩ Xi.
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О п р е д е л е н и е 7. Пусть f : X → Y — отображение класса P, B ⊆ B(f) — некоторая
база топологии Y . Множество A ∈ B(f) назовем большим, если для любого элемента B ∈ B,
пересекающегося с A, выполняется B ⊆ A.

Следующее утверждение содержит общую идею доказательств элементарности отображе-
ний класса P.

Предложение 5. Пусть f : X → Y — отображение класса P. Предположим, что в Y

существует база B ⊆ B(f), удовлетворяющая условию

(b) если множество A ∈ B(f) не является большим, то найдется множество B ∈ B
такое, что A ∩ B 6= ∅, B \ A 6= ∅ и {A,A ∪ B} — правильная последовательность.

Тогда f элементарно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Семейство γ = {Bα : α ∈ Λ} назовем правильным, если для
любого α множество Bα является большим и Bα ∩ Bβ = ∅ при α 6= β.

Ясно, что любое большое множество открыто-замкнуто и правильно. Упорядочим по вклю-
чению множество T всех правильных семейств. Очевидно, что любая цепь {γα} правильных
семейств имеет точную верхнюю грань — семейство

⋃

α
γα. Тогда имеется максимальное се-

мейство γ0. Докажем, что Y = ∪γ0 :=
⋃

{C : C ∈ γ0}.

Предположим, что G = ∪γ0 6= Y . По лемме множество G ∈ B(f), а по определению явля-
ется большим множеством. Рассмотрим семейство σ всех элементов B, содержащихся в Y \G.
Докажем, что в Y \ G имеется большое множество. Выберем произвольный элемент A0 из σ.
Если он не является большим множеством, то найдется элемент B ∈ B, удовлетворяющий
условию (b). Положим A1 = B ∪A0. Последовательность {A0, A1} будет правильной и A1 ∈ σ.
Действительно, если A1 6∈ σ, то A1 ∩ G 6= ∅. Так как A0 ∈ σ, то B ∩ G 6= ∅. Тогда B ⊆ G. Так
как A0 ∩ B 6= ∅, то A0 ∩ G 6= ∅, что противоречит формуле A0 ∈ σ.

Предположим, что для любого β < α выбрано множество Aβ ∈ B(f) такое, что последова-
тельность {Aβ : β < α} является правильной и лежащей в Y \G. Положим Aα =

⋃

{Aβ : β < α}.
Множество Aα будет правильным как предел правильной последовательности и Aα ⊆ Y \G. Ес-
ли Aα — большое множество, то построение завершено. Если нет, то из (b) следует, что найдет-
ся множество B ∈ B такое, что (Aα, Aα∪B) — правильная последовательность и Aα∪B ⊆ Y \G.
Это означает, что найдется такое τ , что множество Aτ =

⋃

{Aβ : β < τ} будет большим и бу-
дет лежать в Y \ G. Тогда семейство γ, полученное из γ0 добавлением элемента Aτ , будет
правильным, что противоречит максимальности γ0.

Доказано, что Y = ∪γ0. Тогда Y правильно по лемме и отображение f элементарно.

Предложение доказано.

Переходим к более конкретным ситуациям. Начнем с нульмерных пространств.

Теорема 2. Нульмерное линделёфово пространство является жестким.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть пространство Y нульмерно и линделёфово, f : X → Y

— отображение класса P. Пусть B′ — база Y , состоящая из открыто-замкнутых множеств,
B — подбаза B′, состоящая из правильных множеств. Выберем из B счетное семейство {Vn :
n < ω}, покрывающее Y . Положим W0 = V0 и по индукции Wn = Vn \

⋃

{W
k

: k < n}.
Тогда семейство {Wn : n < ω} состоит из непересекающихся открыто-замкнутых правильных
множеств и объединение их дает Y , следовательно, Y правильно по лемме и отображение f

элементарно. Теорема доказана.

Следствие 3. Прямая Зоргенфрея является жестким пространством.

Следствие 4. Счетное регулярное пространство Y является жестким.
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Действительно, счетное регулярное пространство обладает счетной сетью, в частности,
линделёфово, а также нульмерно (см. [2, гл. VI, §2]).

Пространство Y называется наследственно несвязным, если связная компонента каждой
точки этого пространства одноточечна.

Следствие 5. Наследственно несвязное локально компактное паракомпактное простран-

ство является жестким.

Действительно, локально компактное паракомпактное пространство Y можно разложить в
топологическую сумму линделёфовых пространств [2, гл. V, §1]; если Y наследственно несвяз-
но, то оно нульмерно [2, гл. VI, §2]; из этих двух утверждений, теоремы 2 и следствия леммы
вытекает жесткость Y .

Следствие 6. Стоун-чеховская компактификация βY сильно нульмерного пространства

Y является жестким пространством.

Пространство βY в этом случае нульмерно [2, гл. VI, §2].

Рассмотрим класс связных пространств.

Теорема 3. Отображение f : X → Y класса P
k

на связное пространство Y элементарно

тогда и только тогда, когда пространство X можно разложить в дизъюнктное семейство

{Xi : i ≤ k} открытых подпространств.

В частности, при k = 2 отображение f элементарно тогда и только тогда, когда X

несвязно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В одну сторону утверждение очевидно.
Предположим, что X представимо как дизъюнктное семейство {Xi : i ≤ k} открытых под-

пространств. Достаточно показать, что для любой точки y ∈ Y прообраз f−1(y) пересекается
с каждым множеством семейства.

Предположим противное: найдется точка y ∈ Y такая, что множество f−1(y) не пересе-
кается с Xi для некоторого i. Положим Yi = {y : f−1(y) ∩ Xi = ∅}. Пусть y ∈ Yi, f−1(y) =
{xn : n ≤ k}. Выберем непересекающиеся окрестности On точек xn такие, что On ⊆ X \ Xi.
Положим Oy =

⋂

{f(On) : n ≤ k}. Ясно, что если точка z ∈ Oy, то f−1(z) ⊆
⋃

{On : n ≤ k},
f−1(z) ∩ Xi = ∅. Отсюда следует, что множество Yi =

⋃

{Oy : y ∈ Yi} открыто.
Положим Y ′ = Y \Yi. Если y ∈ Y ′, то f−1(y)∩Xi 6= ∅. Отсюда следует, что множество f(Xi)

открыто и содержит Y ′. Из определения Yi следует, что Y ′ ∩ Yi = ∅, так что Y распадается в
топологическую сумму двух подпространств, что противоречит связности Y .

Теорема доказана.

Связные нежесткие пространства, конечно, существуют.

П р и м е р 1. Рассмотрим классическое нерегулярное T2-пространство Y, которое полу-
чается усилением естественной топологии числовой прямой путем добавления к семейству
замкнутых множеств множества F = {n−1 : n ∈ N}. Пространство Y связно. В качестве
X рассмотрим дизъюнктную сумму двух экземпляров Y1 и Y2 множества Y . Разобьем дизъ-
юнктную последовательность интервалов γ = {γn = ((n + 1)−1, n−1) : n ∈ N} на две бес-
конечные дизъюнктные последовательности γ1 = {γk1

1
} и γ2 = {γk2

1
}. В точках из Yi \ {0}

сохраним топологию Y . Обозначим через γi,j = {γki

i,j
} последовательность γj, лежащую в

Yi (i, j = 1, 2). Базисными окрестностями точки 0 ∈ Yi будут множества V k

i
= {0} ∪

⋃

{γki

i,i
:

ki ≥ k} ∪
⋃

{γki

j,j
: kj ≥ k}, где i 6= j. Отображение f : X → Y , тождественное на Yi, i = 1, 2,

будет открытым 2-значным отображением X на Y . Так как 0 ∈ Yi, из связности Yi \ {0} легко
выводится связность X. Из теоремы 3 следует, что отображение f не является элементарным.
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О п р е д е л е н и е 8. Пространство Y назовем вполне локально связным, если существу-
ет база B его топологии, состоящая из связных множеств и удовлетворяющая условию: если
A и B — пересекающиеся элементы B, то A ∩ B ∈ B и A ∪ B ∈ B.

Наиболее простые примеры вполне локально связных пространств:
Y — дискретное пространство;
Y = R (числовая прямая в естественной топологии);
Y — длинная прямая (длинный отрезок) [2, гл. III, §12].

Простым примером не вполне локально связного (и нежесткого) пространства может слу-
жить окружность.

Вполне локально связные пространства являются жесткими. Мы докажем жесткость эле-
ментов более широкого класса пространств.

О п р е д е л е н и е 9. Пространство Y назовем устойчиво локально связным, если суще-
ствует база B его топологии, состоящая из связных множеств и удовлетворяющая условиям:

(a) если A и B — пересекающиеся элементы B, то A ∩ B ∈ B и существует минимальный
элемент C базы B, содержащий A ∪ B;

(b) если подбаза R базы B обладает свойствами
(b1) из того, что A ∈ R, B ∈ B и A ∩ B 6= ∅ следует, что A ∩ B ∈ R, и
(b2) из того, что (A,B) ∈ R2 и A ∪ B ∈ B, следует, что A ∪ B ∈ R,

то при (A,B) ∈ R2 и A ∩ B 6= ∅ наименьший элемент базы B, содержащий A ∪ B, принадле-
жит R.

Ясно, что вполне локально связное пространство устойчиво локально связно.

Теорема 4. Устойчиво локально связное пространство Y является жестким.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f : X → Y — открытое k-кратное отображение. Для
простоты изложения рассмотрим только случай k = 2.

Пусть B′ — база топологии Y , удовлетворяющая условиям определения 9. Семейство B всех
правильных множеств из B′ является подбазой по предложению 1, удовлетворяющей условию
(b1) (что очевидно). Докажем, что она удовлетворяет и условию (b2), следовательно, для нее
будет удовлетворяться условие (b) определения 9. Справедливо следующее утверждение:

(A). Пусть A и B — правильные связные множества, пересечение которых непусто и связно.
Тогда множество C = A ∪ B будет правильным и для любой реализации r(A) множества A

(r(B) множества B) найдется реализация r(C) множества C, продолжающая r(A) (r(B)).

Пусть r(A) = (A1, A2) и r(B) = (B′, B′′) — произвольные реализации множеств A и B. Так
как множество D = A∩B правильно, связно и содержится в A, то, положив D′ = f−1(D)∩A1

и D′′ = f−1(D) ∩ A2, получим реализацию r(D) = (D′,D′′) множества D такую, что D′ ⊆ A1

и D′′ ⊆ A2. Действительно, если (D1,D2) — произвольная реализация D, то D1 содержится
только в одном из множеств A1, A2, скажем, в A2 (в силу связности D1). Тогда D1 = f−1(D)∩
A2 = D′′ (в силу взаимной однозначности отображения f |A2

) и D2 = f−1(D) ∩ A1 = D′.
Заменив в этом рассуждении A на B, получим, что или D′ ⊆ B′,D′′ ⊆ B′′, или D′ ⊆

B′′,D′′ ⊆ B′, поэтому можно считать, что D′ ⊆ B′,D′′ ⊆ B′′,D′ = f−1(D) ∩ B′,D′′ = f−1(D) ∩
B′′. Заметим, что B′ ∩ A1 = D′ и B′′ ∩ A2 = D′′. Действительно, для обоснования, например,
первого равенства имеем D′ = f−1(D) ∩ B′ ⊆ B′,D′ = f−1(D) ∩ A1 ⊆ A1, тогда D′ ⊆ B′ ∩ A1;
если x′ ∈ B′ ∩ A1, то f(x′) ∈ B ∩ A = D, следовательно, x′ ∈ f−1(D) и x′ ∈ D′ = f−1(D) ∩ B′,
т.е. B′ ∩ A1 ⊆ D′.

Положим C1 = A1 ∪B′. Тогда C1 будет открытым связным множеством, на котором отоб-
ражение f взаимно однозначно. Действительно, если x1 и x2 — различные точки C1, то либо
пара {x1, x2} лежит в одном из множеств A1, B

′ и f(x1) 6= f(x2), либо x1 ∈ A1, x2 ∈ B′ \ A1

(вариант: x1 ∈ B′, x2 ∈ A1 \ B′), тогда f(x1) ∈ A, f(x2) ∈ B \ A в силу x2 6∈ D′ (вариант:
f(x1) ∈ B, f(x2) ∈ A \ B) и снова f(x1) 6= f(x2). Точно так же показывается, что множество
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C2 = A2 ∩ B′′ является открытым связным множеством, на котором отображение f взаимно
однозначно. Множества C1 и C2 не пересекаются (общая точка может лежать только в f−1(D),
что исключено). Это означает, что (C1, C2) — реализация множества C, продолжающая r(A).

(A) доказано.

Из (A) следует, что база B удовлетворяет условию (b) определения 9. Кроме того, из (A)
вытекает утверждение

(B) Любая возрастающая трансфинитная последовательность {V α : α < τ} связных пра-
вильных множеств будет правильной.

Действительно, последовательность {V 0, V 1} будет правильной в силу (A). Предположим,
что последовательность {V α : α < β} правильна, где β < τ . Если Aβ — предел последова-
тельности {V α : α < β}, то последовательность {V α : α < β + 1} будет правильной в силу
предложения 2. Если нет, то последовательность {V α : α < β+1} будет правильной в силу (A).

(B) доказано.

Построим возрастающую трансфинитную последовательность {V α : α < τ} связных пра-
вильных множеств такую, что ее предел

⋃

{V α : α < τ} будет большим множеством.

Если A и B — элементы B, то определим множество 〈A,B〉 следующим образом. Если
A ∩ B 6= ∅, то 〈A,B〉 будет минимальным элементом B, содержащим A ∪ B. Если A ∩ B = ∅,
то 〈A,B〉 = A.

Представлением правильного связного множества A назовем семейство π(A) элементов
базы B такое, что A =

⋃

{B : B ∈ π(A)}. Ясно, что множество A может иметь разные пред-
ставления. Положим π(A) ≤ π(B), если любой элемент A′ ∈ π(A) содержится в некотором
элементе B′ ∈ π(B).

Если C — произвольный элемент базы B, а для правильного связного множества A выбрано
представление π(A), то положим 〈A,C〉 =

⋃

{〈D,C〉 : D ∈ π(A)}. Заметим, что если π(A) ≤
π(B), то 〈A,C〉 ⊆ 〈B,C〉.

Предположим, что для любого β < α построено связное правильное множество V β и вы-
брано его представление π(V β) с выполнением следующих условий.

(1) Если β — предельный ординал, то V β =
⋃

{V δ : δ < β} и π(V β) =
⋃

{π(V δ) : δ < β}.

(2) Если ординал β не является предельным, то множеству V β будет соответствовать
элемент F β базы B такой, что V β−1 ∩ F β 6= ∅, F β \ V β−1 6= ∅ и π(V β) будет семейством
{〈A,F β〉 : A ∈ π(V β−1)}, следовательно, V β =

⋃

{〈A,F β〉 : A ∈ π(V β−1)} = 〈V β−1, F β〉. Так
как A ⊆ 〈A,F β〉, то π(V β−1) ≤ π(V β), откуда легко вывести свойство

(a) σ < σ′ ⇒ π(V σ) ≤ π(V σ
′

).

Если α — предельный ординал, то A =
⋃

{V β : β < α} будет связным правильным множе-
ством как предел правильной последовательности {V β : β < α}. Положим V α = A и π(V α) =
⋃

{π(V β) : β < α}, получим правильную (в силу (B)) последовательность {V β : β < α + 1}.

Если α не является предельным ординалом, то предположим, что V α−1 не является боль-
шим множеством. Тогда найдется множество Fα базы B такое, что V α−1 ∩ Fα 6= ∅ и
Fα \ V α−1 6= ∅. Положим V α = 〈V α−1, Fα〉 и π(V α) = {〈A,Fα〉 : A ∈ π(V α−1)}. В этом
случае надо доказать, что V α будет правильным множеством. Отметим, что π(V β) ≤ π(V α)
для любого β ≤ α, т.е. выполняется свойство (a) для последовательности {V β : β < α + 1}.

Пусть β < α + 1 — произвольный ординал и {An : n ∈ N} — произвольная последова-

тельность элементов базы B. Поставим ей в соответствие последовательность {W β

n : n ∈ N0}

такую, что W
β

0
= V β,W

β

n = 〈W β

n−1
, An〉 при n ∈ N. Здесь N0 := N ∪ {0}. Положим π(W β

0
) =

π(V β), π(W β

n ) = {〈A,An〉 : A ∈ π(W β

n−1
)}. Скажем, что V β удовлетворяет условию (c), если для

любой последовательности {An : n ∈ N} элементов B соответствующая ей последовательность

{W β

n : n ∈ N0} правильная, т.е. состоит из правильных множеств.



170 Н.В.Величко

Предположим, что β < α + 1, для любого δ < β множество V δ удовлетворяет условию (c),
для любой последовательности γ = {An : n ∈ N} элементов базы B и любого k ∈N последова-
тельность {W δ

k
: δ < β} удовлетворяет условию (a) (где {W δ

n
: n ∈ N0} — соответствующая γ

последовательность).

Рассмотрим случай предельного β. Пусть {An : n ∈ N} — произвольная последователь-

ность элементов базы B. По определению W
β

0
= V β, π(W β

0
) = π(V β) =

⋃

{π(V δ) : δ < β} =
⋃

{π(W δ

0 ) : δ < β},W β

0
=

⋃

{B : B ∈ π(W β

0
)} =

⋃

δ<β

⋃

{B : B ∈ π(W δ

0 )} =
⋃

{W δ

0 : δ < β}.

Последовательность {π(W δ

0 ) : δ < β} удовлетворяет условию (a) по предположению, следова-

тельно, множество W
β

0
правильно как предел возрастающей последовательности правильных

множеств {W δ

0 : δ < β}.

Предположим, что W
β

n =
⋃

{W δ

n
: δ < β} и π(W β

n ) =
⋃

{π(W δ

n
) : δ < β}. Последовательность

{π(W δ

n
) : δ < β} удовлетворяет условию (a) по предположению.

Тогда W
β

n+1
= 〈W β

n , An+1〉 =
⋃

{〈B,An+1〉: B ∈ π(W β

n )} =
⋃

δ<β
{〈B,An+1〉: B ∈

⋃

π(W δ

n
)} =

⋃

δ<β

⋃

{〈B,An+1〉 : B ∈ π(W δ

n
)} =

⋃

{W δ

n+1 : δ < β}. Так как последовательность {W δ

n
: δ < β}

удовлетворяет условию (a), то множество W
β

n+1
правильно как предел последовательности

{W δ

n+1 : δ < β}, и ясно, что последовательность {π(W δ

n+1) : δ < β + 1} удовлетворяет условию

(a). Доказано, что последовательность {W β

n : n ∈ N0} правильная и выполняется условие (c).

Рассмотрим случай непредельного β. Из (2) следует, что V β = 〈V β−1, F β〉. По пред-
положению V β−1 удовлетворяет условию (c). Пусть γ = {An : n ∈ N} — произвольная
последовательность элементов B. Последовательность γ′ = {A′

n
: n ∈ N} определяем по

индукции: A′

1 = F β, A′

n
= An−1. Последовательность {W β−1

n : n ∈ N0}, соответствующая

γ′, будет правильной по предположению. Но (см.(2)) W
β

0
= 〈V β−1, F β〉 = 〈W β−1

0
, F β〉 =

〈W β−1

0
, A′

1〉 = W
β−1

1
(где {W β

k
: k ∈ N0} — последовательность, соответствующая γ), по индук-

ции W
β

n = 〈W β

n−1
, An〉 = 〈W β−1

n , A′

n+1〉 = W
β−1

n+1
, так что последовательность {W β

n : n ∈ N0}
правильна, и для V β выполняется условие (c). Итак, множество V β правильно для любого
β < α + 1, в частности, множество V α правильно и удовлетворяет условию (c). Доказано так-
же, что если построена последовательность связных правильных множеств {V β : β < τ} и ее
предел не является большим множеством, то эту последовательность можно продолжить до
последовательности {V β : β < τ +1}. Следовательно, найдется такое τ , что A =

⋃

{V β : β < τ}
будет большим множеством. Так как A открыто-замкнуто, то оно совпадает с некоторой связ-
ной компонентой локально связного пространства Y . Из этого следует, что любая связная
компонента Y будет большим множеством; тогда Y как дискретная сумма своих связных ком-
понент будет правильным множеством по лемме, и отображение f будет элементарным.

Теорема доказана.

П р и м е р 2. Локально связное неустойчивое пространство.

Пусть Y ′ — подпространство R
2, состоящее из открытого прямоугольника E и двух точек

a и b, лежащих на границе E. Пусть Y — факторпространство, полученное из Y ′ склеивани-
ем точек a и b. Тогда Y связно и локально связно, но не является жестким пространством.
Докажем это.

Обозначим через c точку, полученную в результате склеивания. Тогда можно записать
Y = E ∪ {c}. Пусть X ′ = ⊕{X ′

i
: i ≤ 2}. где X ′

i
— копия Y . Обозначим через ci, i = 1, 2, точку

c в пространстве X ′

i
. Изменим топологию в точках ci. Пусть V ′ и W ′ — непересекающиеся

связные окрестности точек a и b в Y ′, V = V ′ ∩E и W = W ′∩E, Vi (Wi) — множество V (W ),
лежащее в X ′

i
. Тогда множество {c1} ∪ V1 ∪W2 ({c2} ∪ V2 ∪W1) является окрестностью точки

c1 (c2) и подобные окрестности образуют фундаментальные системы. В точках E сохраняется
евклидова топология. Через X обозначим пространство, полученное из X ′ в результате изме-
нения топологии. Ясно, что X — связное пространство. Отображение f : X → Y задаем как
сумму двух тождественных отображений X ′

i
на Y . Являясь открытым 2-кратным отображе-
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нием, f не будет элементарным в силу теоремы 3, следовательно, пространство Y не будет
устойчивым в силу теоремы 4.

Предложение 6. Пусть Z — локально компактное устойчиво локально связное про-

странство, B′

Z
— база Z, удовлетворяющая условиям определения 9. Тогда семейство BZ

всех относительно компактных множеств из B′

Z
будет базой Z, удовлетворяющей всем

условиям определения 9.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что BZ будет базой Z, и если A ∈ BZ , B ∈ B′

Z
и

A ∩ B 6= ∅, то множество A ∩ B, являясь относительно компактным, войдет в BZ . По той же
причине A ∪ B ∈ BZ , если A ∈ BZ , B ∈ BZ и A ∪ B ∈ B′

Z
. Это означает, что подбаза BZ

базы B′

Z
удовлетворяет условиям (b1) и (b2) определения 8. Следовательно, для BZ выполня-

ется условие (b) определения 9, т.е. минимальный элемент базы B′

Z
, содержащий A ∪ B (при

A ∈ BZ , B ∈ BZ и A ∩ B 6= ∅), принадлежит BZ . Этим доказано, что для BZ выполняется
условие (a). Если B — подбаза BZ , удовлетворяющая условиям (b1) и (b2) (относительно BZ),
то B будет удовлетворять условиям (b1) и (b2) относительно B′

Z
, так что если A ∈ B, B ∈ B и

A ∩ B 6= ∅, то минимальный элемент B′

Z
, содержащий A ∪ B, будет принадлежать B, т.е. BZ

удовлетворяет всем условиям определения 9.
Предложение доказано.

Теорема 5. Если X — локально компактное вполне локально связное пространство, то

пространство Xn устойчиво локально связно.

Теорема 5 вытекает из следующего более общего утверждения.

Предложение 7. Пусть X — локально компактное вполне локально связное простран-

ство, B′

X
— база X, удовлетворяющая условию определения 8, BX = {A : A ∈ B′

X
, A отно-

сительно компактно}. Тогда семейство B = {Π{Ai : i ≤ n} : Ai ∈ BX} будет базой про-

странства Xn, удовлетворяющей условию (a) определения 9 и такой, что любая ее подбаза,

удовлетворяющая условиям (b1) и (b2) определения 9, будет совпадать с B.

Доказательство проведем для n = 3 (доказательство для произвольного n проводится
аналогично, только существенно удлиняется).

Из предложения 6 вытекает, что семейство BX является базой пространства X, удовлетво-
ряющей всем условиям определения 9. Рассмотрим пространство X3 с базой B = {A×B ×C :
(A,B,C) ∈ B3

X
}. Легко проверить, что если U = A×B×C ∈ B, V = D×E×F ∈ B и U∩V 6= ∅,

то U ∩V = (A∩D)×(B∩E)×(C∩F ) и множество U ∪V = (A∪D)×(B∪E)×(C∪F ) является
минимальным элементом базы B, содержащим U ∪ V . Таким образом, база B удовлетворяет
условию (a) определения 9. Пусть R — подбаза базы B, удовлетворяющая условиям (b1) и (b2)
определения 9. Рассмотрим произвольный элемент A × B × C базы B.

Пусть (x, y) — произвольная точка множества A × B. Для любой точки z ∈ C выберем
элемент A

x(z) × B
y(z) × Cz ∈ R, содержащий точку (x, y, z) ∈ X3. Из открытого покрытия

{A
x(z) × B

y(z) × Cz} компактного множества {x} × {y} × C выделим конечное подпокрытие
{A

x(zi)
× B

y(zi)
× Czi

: i ≤ n}. Положим Ax × By =
⋂

{A
x(zi)

: i ≤ n} ×
⋂

{B
y(zi)

: i ≤ n}.
Тогда для всякого i выполняется Ax ×By ×Czi

⊆ A
x(zi)

×B
y(zi)

×Czi
∈ R, так что в силу (b1)

U((x,y),i) = Ax × By × Czi
∈ R.

Далее,
⋃

{U((x,y),i) : i ≤ n} = Ax × By ×
⋃

{Czi
: i ≤ n}, и можно предположить (учи-

тывая связность компактного множества x × y × C), что (Ax × By ×
⋃

{Czj
: j ≤ i}) ∩

(Ax×By ×Czi+1
) 6= ∅. Из условия (b2) определения 9 по индукции выводится, что

⋃

{U((x,y),i) :
i ≤ n} ∈ R. Это можно записать формулой Ax×By ×Cx,y ∈ R, где Cx,y =

⋃

{Czi
: i ≤ n} ∈ BX .

Итак, доказано, что для любой точки (x, y) ∈ A × B найдется элемент Ax × By × Cx,y ∈ R,
содержащий компактное множество {x} × {y} × C.
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Пусть теперь y — произвольная точка множества B. Для каждой точки (x, y) ∈ A × {y}
найдется элемент Ux,y = Axy

× Byx
× Cx,y ∈ R такой, что Axy

× Byx
содержит точку (x, y). Из

семейства {Ux,y : (x, y) ∈ A×{y}} выделим конечное покрытие {U
x(i),y = A

x(i)y
×Byx(i)

×C
x(i),y :

i ≤ k} компактного множества A×{y}×C. Положим By =
⋂

{Byx(i)
: i ≤ k}. Тогда для каждого

i выполняется A
x(i)y

×By×C
x(i),y ⊆ A

x(i)y
×Byx(i)

×C
x(i),y ∈ R. Так же, как и выше, выводим, что

A
x(i)y

×By×C
x(i),y ∈ R и

⋃

{A
x(i)y

: i ≤ k}×By ×
⋂

{C
x(i),y : i ≤ k} = Ax,y×By ×Cx,y = U ′

y
∈ R,

где Ax,y ⊇ A, Cx,y ⊇ C.

Построим U ′

y
для каждой точки y ∈ B. Выделим конечное покрытие {U ′

y(i)
: i ≤ l} компакт-

ного множества B. Положим By =
⋃

{A
y(i) : i ≤ l}, Ax =

⋂

{A
x,y(i) : i ≤ l}, Cz =

⋂

{C
x,y(i) :

i ≤ l}. Так же, как и выше, выводится формула Ax×By×Cz ∈ R и Ax×By×Cz ⊇ A×B×C

(так как A ⊆ Ax, B ⊆ Bx, C ⊆ Cx). Отсюда следует, что A × B × C ∈ R.

Предложение доказано.

Из теоремы 5 вытекает и такое

Следствие 7. Евклидово пространство R
n является устойчиво локально связным про-

странством.

Рассмотрим теперь конечнократные отображения. О них известно следующее (см. [1, гл. VI,
§4]).

Теорема 6. Пусть f : X → Y — открытое конечнократное отображение. Тогда (при

условии w(Y ) ≥ ω0)

(a) сетевой вес nw(X) пространства X не превосходит w(Y );

(b) если X перистое, то w(X) = w(Y ).

Напомним, что пространство Y называется бэровским, если любое открытое множество
в Y имеет вторую категорию.

Теорема 7. Если f — открытое конечнократное отображение пространства X на бэ-

ровское пространство Y , то в X имеется открытое плотное подмножество A такое, что

w(A) ≤ w(Y ) (при w(Y ) ≥ ω0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Без потери общности можно предположить, что для любого
k ∈ N найдется точка x(k) ∈ Y такая, что |f−1(x(k))| = k.

Положим A(k) = {y : y ∈ Y, |f−1(y)| ≤ k}. Заметим, что множество A(k) замкнуто. Дей-
ствительно, пусть y 6∈ A(k). Тогда l = |f−1(y)| > k. Пусть f−1(y) = {xi : i ≤ l}. Выберем
непересекающиеся окрестности Wi точек xi (i ≤ l). Положим W =

⋂

{f(Wi) : i ≤ l}. Тогда
W ∩ A(k) = ∅.

Имеем Y =
⋃

{A(k) : k ∈ N}. В силу того, что Y — бэровское пространство, найдется первое
k1 такое, что 〈A(k1)〉 6= ∅, где 〈A(k1)〉 — внутренность A(k1). Положим V (k1) = 〈A(k1)〉\A(k1−
1). Отображение f |

f
−1(V (k1)) : f−1(V (k1)) → V (k1) будет k1-кратным, так что w(f−1(V (k1))) ≤

w(V (k1)) ≤ w(Y ) (см. следствие 1 теоремы 1). Положим W (k1) = f−1(V (k1)). Для каждого
n ∈ N построим по индукции открытые множества V (kn) и W (kn) такие, что V (kn) = 〈A(kn)〉\
A(kn−1),W (kn) = f−1(V (kn)) и kn — первое после kn−1 число такое, что 〈A(kn)\A(kn−1)〉 6= ∅.
Положим A =

⋃

W
kn

, B =
⋃

V
kn

. Ясно, что w(A) ≤ w(B) ≤ w(Y ) (семейства {V (kn) : n ∈ N}
и {W (kn) : n ∈ N} состоят из непересекающихся множеств).

Докажем, что множество B плотно в Y . Пусть y ∈ Y — произвольная точка, V — ее
произвольная окрестность. Найдется первое n такое, что V ∩ 〈A(kn)〉 6= ∅. Из этого следует,
что и множество A плотно в X.

Теорема доказана.
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Отметим, что существует открытое конечнократное отображение счетного пространства
X на компакт Y (являющийся александровской компактификацией счетного дискрета) такое,
что χ(X) > w(Y ) = ω0, где χ(X) — характер X (см. [1, гл. VI, §4]). Построим более простой
пример с аналогичным свойством.

П р и м е р 3. Пусть aN — александровская компактификация подпространства N чис-
ловой прямой R. Пусть X = {a∗} ∪

⋃

{Ni : i ∈ N} (где Ni∩Nj = ∅ при i 6= j) — класси-
ческий пример счетного пространства с одной неизолированной точкой a∗, в которой харак-
тер пространства X несчетен. Отображение f задается следующим образом. Если k ∈Ni, то
f(k) = k+i, f(a∗) = a. Легко проверить, что отображение f : X → aN0 непрерывно, открыто и
конечнократно. Если Ni объявить замкнутыми, то получим пространство без нетривиальных
сходящихся последовательностей.

В заключение поставим вопросы, которые естественно возникли при этом исследовании,
но к решению которых автор не приступал.

В о п р о с 1. Является ли жестким пространство ω1 всех счетных ординалов в естествен-
ной топологии?

В о п р о с 2. Всякое ли (сильно) нульмерное пространство жестко?

В о п р о с 3. Будет ли (конечное) произведение (локально компактных) устойчиво ло-
кально связных пространств устойчивым (или хотя бы жестким) пространством?

В о п р о с 4. Будет ли (конечное) произведение жестких пространств жестким?

В о п р о с 5. Существует ли достаточно простой критерий жесткости связных (локально
связных) пространств?

В о п р о с 6. Всякое ли подпространство жесткого пространства жестко?
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МИНИМАЛЬНЫЕ ВЛОЖЕНИЯ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ

В ВЕЩЕСТВЕННУЮ ПРЯМУЮ1

М.А. Патракеев

В статье доказывается теорема, дающая описание R-минимальных топологических пространств, т.е. тех

пространств (X, τ), которые топологически вкладываются в вещественную прямую R, но уже не обладают

этим свойством при замене τ более слабой топологией.

Известно, что любое непрерывное инъективное отображение компактного топологическо-
го пространства в хаусдорфово является гомеоморфным вложением. Если мы ограничимся
подмножествами евклидовых пространств R

n, то из теоремы Брауэра об инвариантности об-
ластей [1] нетрудно вывести, что всякое непрерывное инъективное отображение открытого
подмножества евклидова пространства в евклидово пространство той же размерности так-
же является гомеоморфным вложением. С другой стороны, в бесконечномерном гильберто-
вом пространстве, в счетной степени R

N вещественной прямой и в канторовом совершенном
множестве {0, 1}N лишь компактные подмножества обладают аналогичным свойством. Мы
рассматриваем и решаем задачу характеризации подмножеств вещественной прямой R, лю-
бое непрерывное инъективное отображение которых в вещественную прямую является гомео-
морфным вложением. Оказывается, что помимо компактных и открытых подмножеств в R

имеются и другие подмножества, обладающие данным свойством. Нам неизвестны подобные
описания для подмножеств евклидовых пространств размерности ≥ 2. Если P — топологиче-
ское свойство, то пространство X называется P-минимальным, если оно обладает свойством P,
но утрачивает его при любой более слабой топологии на X. В связи с этим мы даем следующее

О п р е д е л е н и е. Топологическое пространство (X, τ) назовем R-минимальным, если
оно гомеоморфно подпространству вещественной прямой R, но уже не обладает этим свойством
при любой более слабой топологии τ ′ ⊆ τ , τ ′ 6= τ .

Заметим, что пространство X R-минимально тогда и только тогда, когда оно топологиче-
ски вкладывается в R и при этом любое непрерывное инъективное отображение из X в R яв-
ляется гомеоморфным вложением. Таким образом, мы даем характеристику R-минимальных
топологических пространств. Заметим также, что существуют подпространства вещественной
прямой, отличные от R-минимальных — например, подпространство, состоящее из интервала
и точки, не принадлежащей замыканию этого интервала.

В статье используются обозначения и терминология, принятые в книге “Общая топология”
Р. Энгелькинга [2]. Замыкание, внутренность и граница множества A в топологическом про-
странстве X обозначаются соответственно через [A]X , IntXA и FrXA (если пространство X

понимается однозначно, то нижний индекс X опускается). Символами idA, f |A и R
∗ обознача-

ются соответственно тождественное отображение на множестве A, сужение отображения f на
множество A и двухточечная компактификация вещественной прямой, гомеоморфная отрезку
(считается, что R

∗ = R ∪ {+∞,−∞}).

Напомним, что топологическое пространство называется связным, если в нем нет открыто-
замкнутых подмножеств, отличных от пустого множества и всего пространства. Подмножество

1Работа выполнена при поддержке молодежного гранта УрО РАН 2007 года.
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M ⊆ A называется компонентой пространства A, если оно является максимальным по включе-
нию связным подпространством A. Компонентой точки называется компонента пространства,
содержащая данную точку. Для подпространства A ⊆ R компонентами A могут быть одното-
чечные множества, отрезки, конечные или бесконечные интервалы (бесконечным интервалом
мы называем открытый луч или всю прямую) и конечные или бесконечные полуинтервалы
(бесконечным полуинтервалом мы называем замкнутый луч). Символом ΓA мы будем обо-
значать семейство нетривиальных (т.е. не сводящихся к точке) компонент подпространства
A ⊆ R.

Прежде чем формулировать основную теорему, приведем без доказательства вспомога-
тельную лемму, фактически известную из курса математического анализа.

Лемма. Пусть множество A ⊆ R есть промежуток (a, b), [a, b], [a, b) или (a, b] (a, b ∈
R
∗) и отображение f : A → R непрерывно и взаимно однозначно. Тогда образ A при отобра-

жении f есть промежуток того же вида, например, f((a, b]) = (c, d] или f((a, b]) = [d, c),
где c ∈ R

∗, d ∈ R; при этом обратное отображение f−1: f(A) → A также непрерывно.

Теорема. Подпространство A вещественной прямой является R-минимальным в том и

только том случае, если выполняется хотя бы одно из условий (1)–(4):

(1) A — компакт.

(2) A открыто в R.

(3) A является полуинтервалом или замкнутым лучом, т.е. A имеет вид [a, b), (a, b],
[a,+∞) или (−∞, a].

(4) Все компоненты A нетривиальны, т.е. A =
⋃

{M : M ∈ ΓA}; множество
⋃

{[M ]R∗ :
M ∈ ΓA} — компакт; для любой компоненты M множества A всякая точка a ∈ Fr M

принадлежит M тогда и только тогда, когда любая окрестность Oa точки a содержит

бесконечное число компонент множества A.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что если для множества A ⊆ R выполняется хотя бы
одно из условий (1)–(4), то A является R-минимальным. Предположим, что выполняется усло-
вие (1), т.е. множество A — компакт. Поскольку любое непрерывное инъективное отображение
компакта в хаусдорфово пространство является гомеоморфным вложением, то множество A

R-минимально.

Предположим, что выполняется условие (2), т.е. множество A открыто. Пусть f : A →
f(A) ⊆ R — непрерывное инъективное отображение. Поскольку множество A открыто, то ин-
тервалы, лежащие в A, образуют базу подпространства A. По лемме образ любого интервала
при отображении f открыт в R, а следовательно, и в f(A), поэтому отображение f открыто.
Так как открытое инъективное непрерывное отображение является гомеоморфным вложени-
ем, то мы получаем, что множество A R-минимально.

Если выполняется условие (3), то R-минимальность A следует непосредственно по лемме.

Предположим, что выполняется условие (4). Представим условие (4) в виде конъюнкции
условий (4.1)–(4.4):

(4.1) A =
⋃

{M: M ∈ ΓA}, т.е. все компоненты множества A нетривиальны.

(4.2) Множество
⋃

{[M ]R∗: M ∈ ΓA} — компакт.

(4.3) Для любого множества M ∈ ΓA и любой точки a ∈ Fr M\M существует окрестность
Oa точки a, которая не содержит нетривиальных компонент множества A.

(4.4) Для любого множества M ∈ ΓA и любой точки a ∈ Fr M ∩ M любая окрестность Oa

точки a содержит бесконечное число нетривиальных компонент множества A.

Пусть отображение f : A → R непрерывно и инъективно. Нам нужно доказать, что отоб-
ражение f является гомеоморфным вложением, т.е. доказать непрерывность отображения
f−1 : f(A) → A. Пусть M ∈ ΓA. Поскольку множество Int M — внутренность множества
M в R — открыто в R, то по доказанному выше оно R-минимально, следовательно, отоб-
ражение f |Int M является гомеоморфным вложением. Поскольку множество Int M является
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конечным или бесконечным интервалом, то по лемме его образ f(IntM) открыт в R, следо-
вательно, открыт и в f(A), а так как отображение f−1|

f(Int M): f(IntM) → Int M непрерывно,
то и само отображение f−1: f(A) → A непрерывно в точках множества f(IntM). Поскольку
A =

⋃

{M : M ∈ ΓA}, то нам осталось доказать непрерывность отображения f−1 в точках
множества

⋃

M∈ΓA
f(M \ Int M).

Предположим противное, пусть существует множество M ∈ ΓA и точка b ∈ M \ Int M

такие, что отображение f−1 имеет разрыв в точке f(b). Тогда существует последовательность
{xn}n∈N ⊆ A такая, что ее образ {f(xn)}n∈N сходится к точке f(b), а сама последовательность
{xn}n∈N не сходится к точке f−1(f(b)) = b. Найдется окрестность O

b
точки b такая, что вне ее

имеется бесконечное число членов последовательности {xn}n∈N, поэтому можно сразу считать,
что вся последовательность {xn}n∈N лежит в множестве A \ O

b
. Поскольку A =

⋃

{M : M ∈
ΓA} ⊆

⋃

{[M ]R∗ : M ∈ ΓA} и по условию (4.2) множество
⋃

{[M ]R∗ : M ∈ ΓA} — компакт, то
найдутся точка a ∈

⋃

{[M ]R∗: M ∈ ΓA} и подпоследовательность последовательности {xn}n∈N,
сходящаяся к точке a. Можно считать, что сама последовательность {xn}n∈N сходится к a.

Поскольку последовательность {xn}n∈N лежит вне окрестности O
b

точки b, то она не схо-
дится к точке b, следовательно, a 6= b. Более того, a /∈ A: если это не так и a ∈ A, то в силу
непрерывности отображения f последовательность {f(xn)}n∈N будет сходиться к точке f(a),
а так как a 6= b и отображение f инъективно, то f(a) 6= f(b), что противоречит сходимости
последовательности {f(xn)}n∈N к точке f(b). Поскольку a ∈

⋃

{[M ]R∗ : M ∈ ΓA}, то найдется
множество M0 ∈ ΓA такое, что a ∈ [M0]R∗ .

Покажем, что найдется множество M1 ∈ ΓA, содержащее бесконечное число членов после-
довательности {xn}n∈N. В случае, если a ∈ R

∗\R, само множество M0 подходит в качестве M1.
Рассмотрим случай, когда a ∈ R. В этом случае a ∈ [M0]R∗ влечет a ∈ [M0]R, а так как a /∈ A,
то a ∈ [M0]R\M0 = Fr M0\M0. Тогда по условиям (4.1) и (4.3) некоторый интервал (c, d) ∋ a не
содержит компонент множества A. Можно считать, что c ∈ M0. Если (a, d)∩A = ∅, то положим
M1 = M0. Если (c, a) содержит лишь конечное число xn, то имеется компонента L 6= M0 из ΓA

с концом a, и тогда положим M1 = L. Можно считать, что вся последовательность {xn}n∈N

содержится в множестве M1. Покажем, что M1 6= M . Поскольку M ∈ ΓA, то M — отрезок, ин-
тервал (конечный или бесконечный) либо полуинтервал (конечный или бесконечный). Во всех
случаях, как было доказано выше, множество M R-минимально, следовательно, отображение
f |M : M → R является гомеоморфным вложением. Если множества M и M1 совпадают, то
последовательность {f(xn)}n∈N лежит в множестве f |M (M) и сходится к точке f |M (b), следо-
вательно, последовательность {xn}n∈N (прообраз) сходится к точке b, что невозможно. Таким
образом, M1 6= M .

Множество M является нетривиальной компонентой A, отображение f инъективно, по-
этому множество f(M) содержит более одной точки и связно, а следовательно, выпукло. По-
скольку f(b) ∈ f(M), найдется число ε1 > 0 такое, что либо (f(b) − ε1, f(b)] ⊆ f(M), либо
[f(b), f(b) + ε1) ⊆ f(M). Последовательность {f(xn)}n∈N сходится к точке f(b), поэтому най-
дется ее монотонная подпоследовательность {f(xnk

)}
k∈N, сходящаяся к точке f(b). Поскольку

эта подпоследовательность содержится в множестве f(M1), которое как непрерывный образ
связного множества связно, а следовательно, выпукло, то для любого k ∈ N отрезок c конца-
ми в точках f(xnk

) и f(xnk+1
) содержится в множестве f(M1). Следовательно, найдется число

ε2 > 0 такое, что либо (f(b) − ε2, f(b)) ⊆ f(M1), либо (f(b), f(b) + ε2) ⊆ f(M1). Поскольку
множества M и M1 как различные компоненты A не пересекаются, то в итоге мы имеем, что
при ε = min(ε1, ε2) интервал (f(b) − ε, f(b) + ε) содержится в множестве f(M ∪ M1).

Поскольку b ∈ M \ Int M , то b ∈ FrM и b ∈ M , следовательно, по условию (4.4) любая
окрестность точки b содержит бесконечное число нетривиальных компонент A. Тогда найдется
последовательность {yn}n∈N ⊆ A\ (M ∪M1), сходящаяся к точке b. Образ этой последователь-
ности лежит в множестве f(A \ (M ∪M1)) и сходится к точке f(b), но это противоречит тому,
что отображение f инъективно и интервал (f(b)−ε, f(b)+ε) целиком содержится в множестве
f(M ∪ M1). Тем самым доказано, что множество A R-минимально.
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Теперь докажем обратное: если множество A R-минимально, то выполняется хотя бы одно
из условий (1)–(4). Для доказательства нам потребуется рассмотреть два дополнительных
условия на множество A ⊆ R:

(5) Существуют строго монотонная последовательность {xn}n∈N в множестве A и после-
довательность {yn}n∈N в множестве R \ A такие, что для любого n ∈ N точка yn лежит меж-
ду точками xn и xn+1 (т.е. yn ∈ (min(xn, xn+1),max(xn, xn+1))) и предел последовательности
{xn}n∈N принадлежит R

∗\A (этот предел существует, так как последовательность монотонна).

(6) Множество A гомеоморфно такому подмножеству A′ вещественной прямой R, для ко-
торого существуют точки a, b ∈ R (a 6= b) такие, что (a, b) ⊆ R \A′ и при этом хотя бы один из
концов интервала (a, b) лежит в A′, т.е. a ∈ A′ или b ∈ A′.

Мы покажем, что если множество A R-минимально, то из условия (5) следует условие (2),
а из условия (6) следует условие (1) или (3). Далее мы покажем, что если для множества
A ⊆ R не выполняется условие (4), то для A выполняется условие (5) или (6). Тем самым мы
покажем, что если A R-минимально, то из отрицания условия (4) следует условие (1), (2) или
(3), что собственно и даст нам доказательство теоремы в обратную сторону.

Чтобы показать, что из отрицания условия (4) следует условие (5) или (6), мы восполь-
зуемся тем, что условие (4) равносильно конъюнкции условий (4.1)–(4.4). Мы докажем, что:
отрицание условия (4.1) влечет выполнение условия (6); отрицание условия (4.2) при усло-
вии (4.1) влечет за собой условие (5); отрицание условия (4.3) влечет условие (5) и отрицание
условия (4.4) при условии (4.1) влечет условие (6). Это даст нам, что отрицание условия (4)
влечет условие (5) или (6), что и требовалось.

Схематически наши рассуждения выглядят следующим образом. Нам нужно доказать, что
(A R-минимально) ⇒ (1) ∨ (2) ∨ (3) ∨ (4). Используя вспомогательные условия (5) и (6), мы
доказываем следующие импликации:

(i) (A R-минимально) & (5) ⇒ (2),

(ii) (A R-минимально) & (6) ⇒ (1) ∨ (3).

Далее мы хотим доказать, что ¬(4) ⇒ (5) ∨ (6). Для этого потребуются следующие им-
пликации:

(iii) ¬(4.1) ⇒ (6),

(iv) ¬(4.2) & (4.1) ⇒ (5),

(v) ¬(4.3) ⇒ (5),

(vi) ¬(4.4) & (4.1) ⇒ (6).

Поскольку (4) ⇔ (4.1) & (4.2) & (4.3) & (4.4), то ¬(4) ⇒ ¬(4.1) ∨ (¬(4.2)&(4.1)) ∨ ¬(4.3)
∨ (¬(4.4)&(4.1)). Отсюда, используя импликации (iii)–(vi), получаем, что ¬(4) ⇒ (5) ∨ (6). Из
этого, используя импликации (i) и (ii), мы получаем, что (A R-минимально) & ¬(4) ⇒ (1) ∨
(2) ∨ (3), а значит, (A R-минимально) ⇒ (1) ∨ (2) ∨ (3) ∨ (4), что и требуется доказать.

Остается доказать импликации (i)–(vi).

(i) (A R-минимально) & (5) ⇒ (2).

Пусть множество A является R-минимальным и существуют строго монотонная последо-
вательность {xn}n∈N в A и последовательность {yn}n∈N в R \ A такие, что для любого n ∈ N

точка yn лежит между точками xn и xn+1 и предел последовательности {xn}n∈N принадлежит
R
∗ \ A. Нам нужно доказать, что множество A открыто в R. Предположим противное. Без

ограничения общности можно считать, что последовательность {xn}n∈N возрастающая. Обо-
значим a = limn→∞ xn, по условию a ∈ R

∗ \ A. Обозначим A0 = [a,+∞] (если a = +∞, то
A0 = [+∞,+∞] = {+∞} ⊆ R

∗), A1 = [−∞, y1], An = [yn−1, yn] (при n ≥ 2). Далее, при n ∈ N

положим
∼

An= An

⋂

A. Поскольку a /∈ A, +∞ /∈ A, −∞ /∈ A и для любого n ∈ N yn /∈ A, то для

каждого n = 0, 1, . . . множество
∼

An открыто-замкнуто в A и A =
⋃

∞

n=0

∼

An.



178 М.А.Патракеев

Поскольку, как мы предположили, множество A не открыто в R, то найдется точка b ∈

A \ IntA. Поскольку A =
⋃

∞

n=0

∼

An, то найдется номер n0 = 0, 1, . . . такой, что b ∈
∼

An0
. Обозна-

чим An0
= [c, d] (т.е. если n0 ≥ 2, то c = yn0−1, d = yn0

; если n0 = 1, то c = −∞, d = y1; если

n0 = 0, то c = a, d = +∞). Поскольку b ∈
∼

An0
, то b ∈ (c, d). Далее, поскольку точка b не явля-

ется внутренней точкой множества A, а следовательно, и множества
∼

An0
, то найдется строго

монотонная последовательность {zn}n∈N в (c, d)\
∼

An0
, сходящаяся к точке b. Без ограничения

общности можно считать, что последовательность {zn}n∈N возрастающая.
Обозначим B0 = [b, d], B1 = [c, z1], Bn = [zn−1, zn] (при n ≥ 2). Далее при n = 0, 1, . . .

обозначим
∼

Bn= Bn

⋂

A. При n ≥ 1 множества
∼

Bn открыто-замкнуты в A, поскольку zn /∈ A и
c /∈ A.

Построим непрерывное инъективное отображение f : A → f(A) ⊆ R, которое не являет-
ся гомеоморфным вложением. Положим f |∼

An

= id∼

An

при n = 0, 1, . . . , n0 − 1 и f |∼
B0

= id∼

B0

(следовательно, f(b) = b).
При n ∈ N обозначим через gn: Bn → B2n и hn: An0+n → B2n−1 гомеоморфизмы соответ-

ственно отрезка Bn на отрезок B2n и отрезка An0+n на отрезок B2n−1 и положим f |∼
Bn

= gn|∼
Bn

и f |∼
An0+n

= hn|∼
An0+n

.

Очевидно, что таким образом мы получили непрерывное инъективное отображение f :
A → R. Поскольку последовательность {xn}n∈N сходится к точке a /∈ A, а образ этой последо-
вательности {f(xn)}n∈N сходится к точке b ∈ f(A) (это следует из того, что при n > n0 точка

xn лежит в множестве
∼

An), то отображение f не является гомеоморфным вложением. Таким
образом, мы получили противоречие с тем, что множество A R-минимально, а следовательно,
множество A открыто в R, что и требовалось.

(ii) (A R-минимально) & (6) ⇒ (1) ∨ (3).

Пусть множество A R-минимально, A гомеоморфно множеству A′ ⊆ R (тогда A′
R-

минимально) и существуют точки a, b ∈ R (a 6= b) такие, что (a, b) ⊆ R \ A′ и при этом хотя
бы один из концов интервала (a, b) лежит в A′. Без ограничения общности можно считать,
что b ∈ A′. Нам нужно доказать, что множество A либо компакт, либо полуинтервал, либо
замкнутый луч. Предположим противное, тогда и A′ не компакт, а по лемме оно не является
ни полуинтервалом, ни замкнутым лучом. Так как A′ не компакт, найдутся точка c ∈ R

∗ \ A′

и последовательность {xn}n∈N ⊆ A′, сходящаяся к точке c. Можно считать, что последова-
тельность {xn}n∈N строго монотонна. Поскольку c /∈ A′, то c 6= b. Возможны следующие три
случая:

(a) b > c,
(b) b < c и найдется точка d ∈ (b, c) \ A′,
(c) b < c и (b, c) ⊆ A′.

Рассмотрим случай (a). Поскольку c < b и (a, b) ⊆ R \ A′, то найдется точка d, лежа-
щая в (c, b) \A′. Возможны два подслучая: последовательность {xn}n∈N либо возрастает, либо
убывает.

Пусть последовательность {xn}n∈N возрастает. Рассмотрим гомеоморфизм h отрезка [−∞, c]
на отрезок [a, b] такой, что h(c) = b и h(−∞) = a. Определим отображение f: A′ → R следую-
щим образом: f |[−∞,c]∩A

′ = h|[−∞,c]∩A
′, f |

A
′

\[−∞,c] = id
A

′

\[−∞,c].
Очевидно, что построенное таким образом отображение f непрерывно и инъективно. По-

скольку последовательность {xn}n∈N строго возрастающая, сходится к точке c и содержится в
множестве A′, то она содержится в множестве [−∞, c]∩A′, следовательно, ее образ {f(xn)}n∈N

сходится к точке b. Но так как b = f(b) ∈ f(A′), а c /∈ A′, то отображение f переводит после-
довательность, которая не сходится в множестве A′, в последовательность, которая сходится в
множестве f(A′), следовательно, f не является гомеоморфным вложением. Это противоречит
тому, что множество A′

R-минимально.
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Пусть теперь последовательность {xn}n∈N убывает. Поскольку d ∈ (c, b), то c < d, поэтому
мы можем считать, что вся последовательность {xn}n∈N лежит в интервале (c, d). Рассмотрим
гомеоморфизм h отрезка [c, d] на отрезок [a, b] такой, что h(c) = b и h(d) = a, и определим
отображение f: A′ → R следующим образом: f |[c,d]∩A

′ = h|[c,d]∩A
′, f |

A
′

\[c,d] = id
A

′

\[c,d].

На этот раз c /∈ A′, d /∈ A′, поэтому f([c, d]∩A′) ⊆ (a, b), и аналогично предыдущему случаю
получаем инъективность отображения f . Непрерывность отображения f также получается
аналогично — множества [c, d] ∩ A′ и A′ \ [c, d] открыто-замкнуты в A′. Снова получаем, что
последовательность {xn}n∈N не сходится в множестве A′, а ее образ сходится в множестве f(A′)
к точке f(b) = b, и мы получаем искомое противоречие с тем, что множество A′

R-минимально.

Рассмотрим случай (b), когда b < c и существует точка d ∈ (b, c) \ A′. Этот случай
полностью аналогичен случаю (a). Если последовательность {xn}n∈N убывающая, то мы по-
строим непрерывное инъективное отображение f : A′ → f(A′) ⊆ R, не являющееся гомео-
морфным вложением, при помощи гомеоморфизма h отрезка [c,+∞] на отрезок [a, b] тако-
го, что h(c) = b и h(+∞) = a (в этом случае f определяется так: f |[c,+∞]∩A

′ = h|[c,+∞]∩A
′,

f |
A

′

\[c,+∞] = id
A

′

\[c,+∞]). Если же последовательность {xn}n∈N возрастающая, то непрерыв-
ное инъективное отображение f : A′ → f(A′) ⊆ R, не являющееся гомеоморфным вложением,
строится аналогично при помощи гомеоморфизма h отрезка [d, c] на отрезок [a, b] такого, что
h(c) = b и h(d) = a. В обоих случаях получается искомое противоречие с тем, что множество A′

R-минимально.

Рассмотрим случай (c), когда b < c и (b, c) ⊆ A′. Поскольку,множество A′ не является ни
полуинтервалом, ни замкнутым лучом, то A′ 6= [b, c) (если c = +∞, то [b, c) есть замкнутый
луч). Следовательно, выполняется хотя бы один из двух случаев:

(c.1) (−∞, b) ∩ A′ 6= ∅,

(c.2) [c,+∞) ∩ A′ 6= ∅.

Рассмотрим случай (c.1). Положим d = sup
(

(−∞, b)∩A′
)

. Пусть вначале d ∈ A′. Построим
непрерывное инъективное отображение f : A′ → f(A′) ⊆ R, не являющееся гомеоморфным
вложением. Пусть h — гомеоморфизм отрезка [b, c] на отрезок [d, c] такой, что h(c) = d и
h(b) = c. Положим f |[b,c]∩A

′ = h|[b,c]∩A
′ и f |

A
′

\[b,c] = id
A

′

\[b,c]. Построенное таким образом отоб-
ражение f непрерывно и инъективно. Поскольку последовательность

{

c − (c − b)/(n + 2)
}

n∈N

сходится к точке c /∈ A′, но ее образ при отображении f сходится к точке d = f(d) ∈ f(A′), то
f не является гомеоморфным вложением, и это снова противоречит тому, что множество A′

R-минимально.

Если же d /∈ A′, противоречие получается точно так же с той разницей, что берется такой
гомеоморфизм h отрезка [b, c] на отрезок [d, c], что h(b) = d и h(c) = c.

Рассмотрим случай (c.2), когда [c,+∞) ∩ A′ 6= ∅. Этот случай полностью аналогичен слу-
чаю (c.1). Точка d определяется как inf([c,+∞)∩A′), рассматривается гомеоморфизм отрезка
[b, c] на отрезок [b, d] такой, что либо h(c) = d (если d ∈ A′), либо h(b) = d (если d /∈ A′). В обоих
случаях получается противоречие. Мы рассмотрели все три случая (a)–(c) и везде получили
искомое противоречие, таким образом импликация (ii) доказана.

(iii) ¬(4.1) ⇒ (6).

Итак, A 6=
⋃

{M : M ∈ ΓA}, т.е. существует тривиальная (одноточечная) компонента A.
Нам нужно доказать, что множество A гомеоморфно такому подмножеству A′ вещественной
прямой R, для которого существуют точки a, b ∈ R (a 6= b) такие, что (a, b) ⊆ R \ A′ и при
этом a ∈ A′ или b ∈ A′. Мы построим отображение f : A → R такое, что f — гомеоморфное
вложение, и покажем, что множество A′ = f(A) удовлетворяет требуемым свойствам.

Пусть точка d ∈ A такова, что компонента точки d в подпространстве A есть множество {d}.
Следовательно, никакой интервал вида (d − ε, d) или (d, d + ε) не содержится в множестве A.
Тогда существуют строго возрастающая последовательность {xn}n∈N и строго убывающая по-
следовательность {yn}n∈N, лежащие в множестве R \ A и сходящиеся к точке d.
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При n ∈ N положим Bn = [xn, xn+1], Cn = [yn+1, yn],
∼

Bn= Bn

⋂

A,
∼

Cn= Cn

⋂

A и рассмот-
рим гомеоморфизм gn отрезка Bn на отрезок C2n и гомеоморфизм hn отрезка Cn на отрезок
C2n−1. Определим отображение f : A → R следующим образом: при n ∈ N положим f |∼

Bn

=

g|∼
Bn

, f |∼
Cn

= h|∼
Cn

и, кроме того, положим f |
A\

⋃

n∈N
(
∼

Bn∪

∼

Cn)
= id

A\

⋃

n∈N
(
∼

Bn∪

∼

Cn)
.

По построению отображение f инъективно, а следовательно, отображение f−1: f(A) → A

существует и взаимно однозначно. Нетрудно показать, что отображения f и f−1 непрерывны,
а следовательно, отображение f является гомеоморфным вложением. Нам осталось показать,
что для множества A′ = f(A) найдутся точки a, b ∈ R (a 6= b) такие, что (a, b) ⊆ R \ A′

и при этом a ∈ A′ или b ∈ A′. Очевидно, что точки a = x1 и b = d удовлетворяют данным
требованиям (множества (x1, d) и A′ не пересекаются, а точка d лежит в множестве A′). Таким
образом, импликация (iii) доказана.

(iv) ¬(4.2) & (4.1) ⇒ (5).

Итак, множество
⋃

{[M ]R∗: M ∈ ΓA} не является компактом и A =
⋃

{M: M ∈ ΓA}, т.е. все
компоненты A нетривиальны.

Поскольку множество
⋃

{[M ]R∗: M ∈ ΓA} ⊆ R
∗ не компакт, в нем имеется последователь-

ность {zn}n∈N, сходящаяся к некоторой точке b ∈ R
∗ \

⋃

{[M ]R∗ : M ∈ ΓA}. Тогда найдется
строго монотонная последовательность {xn}n∈N, лежащая в множестве A и также сходящаяся
к точке b. Без ограничения общности можно считать, что последовательность {xn}n∈N строго
возрастающая.

Существует строго возрастающая последовательность {yn}n∈N, лежащая в множестве R\A

и сходящаяся к точке b. Если это не так, найдется число c < b такое, что (c, b) ⊆ A. Тогда
имеется множество M ∈ ΓA такое, что (c, b) ⊆ M , следовательно, b ∈ [M ]R∗ , что противоречит
выбору точки b.

Теперь, поскольку обе последовательности {xn}n∈N и {yn}n∈N сходятся к точке b и являются
строго возрастающими, мы может выбрать из них такие подпоследовательности {xnk

}
k∈N и

{ynk
}

k∈N, что для любого k ∈ N точка ynk
лежит в интервале (xnk

, xnk+1
). Поскольку A =

⋃

{M : M ∈ ΓA} ⊆
⋃

{[M ]R∗ : M ∈ ΓA} и b ∈ R
∗ \ {[M ]R∗ : M ∈ ΓA}, то b ∈ R

∗ \ A, а так как
{ynk

}
k∈N ⊆ R \ A и {xnk

}
k∈N ⊆ A, то условие (5) выполняется для множества A. Тем самым

импликация (iv) доказана.

(v) ¬(4.3) ⇒ (5).

Пусть M — нетривиальная компонента A, точка a лежит на границе множества M в R и
любая окрестность Oa точки a содержит бесконечное число нетривиальных компонент A, но
a /∈ M . Нам нужно доказать, что существуют строго монотонная последовательность {xn}n∈N

в A и последовательность {yn}n∈N в R \A такие, что для любого n ∈ N точка yn лежит между
точками xn и xn+1, а предел последовательности {xn}n∈N принадлежит R

∗ \ A.

Множество M ⊆ R связно, следовательно, выпукло, а так как a ∈FrM , то либо a = sup(M),
либо a = inf(M). Без ограничения общности можно считать, что a = sup(M). Множество M

является компонентой A, следовательно, a /∈ A — в противном случае точка a оказалась бы
в множестве M . Поскольку любая окрестность точки a содержит бесконечное число нетриви-
альных компонент A, то найдется последовательность {xn}n∈N, сходящаяся к точке a и такая,
что все элементы этой последовательности лежат в различных нетривиальных компонентах A.
Можно считать, что последовательность {xn}n∈N строго монотонна. Поскольку a = sup(M) и
множество M выпукло и не сводится к точке, то найдется интервал (a − ε, a) ⊆ M , поэтому
последовательность {xn}n∈N является строго убывающей — иначе в множестве M окажется
больше чем один член последовательности {xn}n∈N.

Для каждого номера n ∈ N найдется точка yn ∈ (xn+1, xn)\A. Если бы это было не так, т.е.
весь интервал (xn+1, xn) лежал бы в множестве A, то точки xn+1 и xn принадлежали бы одной
компоненте A (той, которая содержит весь интервал (xn+1, xn)), что противоречит построению
этих точек.
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Поскольку последовательность {xn}n∈N ⊆ A сходится к точке a /∈ A, то построенные после-
довательности {xn}n∈N и {yn}n∈N удовлетворяют условию (5); таким образом, импликация (v)
доказана.

(vi) ¬(4.4) & (4.1) ⇒ (6).

Итак, существуют множество M ∈ ΓA (нетривиальная компонента A) и точка a, лежащая
на границе множества M в R, такие, что a ∈ M , но существует окрестность Oa точки a, которая
содержит лишь конечное число нетривиальных компонент A (т.е. |{L ∈ ΓA: L ⊆ Oa}| < ∞).
Кроме этого, все компоненты A нетривиальны. Нам достаточно найти точки b, c ∈ R (b 6= c)
такие, что (b, c) ⊆ R \ A и при этом хотя бы одна из точек b или c лежит в множестве A.

Снова, как и в предыдущем пункте, множество M ⊆ R связно, следовательно, оно выпук-
ло, а так как a ∈ Fr M , то либо a = sup(M), либо a = inf(M). Без ограничения общности
можно считать, что a = sup(M). Положим b = a. Поскольку b ∈ A, то для доказательства
импликации (vi) достаточно найти точку c > b такую, что (b, c) ⊆ R \ A. Предположим, что
такой точки нет. Тогда существует строго убывающая последовательность {xn}n∈N, лежащая
в множестве A и сходящаяся к точке a. Можно считать, что [a, x1] ⊆ Oa. Для каждого n ∈ N

обозначим через Mn компоненту точки xn в множестве A.
Покажем, что если Mn 6= M1, то Mn ⊆ [a, x1] (n ∈ N). Пусть это не так, и существует

z ∈ Mn \ [a, x1]. Возможны два случая: z > x1 или z < a. Рассмотрим первый случай, когда
z > x1. Поскольку различные компоненты не пересекаются и M1 6= Mn, то M1 ∩ Mn = ∅.
Следовательно, x1 /∈ Mn, так как x1 ∈ M1. Имеем: xn < x1 < z, xn ∈ Mn, z ∈ Mn, x1 /∈ Mn. Это
противоречит связности Mn. Рассмотрим второй случай, когда z < a. Поскольку sup(M) = a,
a < xn и xn ∈ Mn, то M 6= Mn, следовательно, M ∩ Mn = ∅. Так как a ∈ M , то a /∈ Mn.
Аналогично первому случаю имеем z < a < xn, z ∈ Mn, xn ∈ Mn, a /∈ Mn и получаем
противоречие с тем, что множество Mn связно.

Итак, для каждого n ∈ N либо Mn = M1, либо Mn ⊆ [a, x1]. Покажем, что найдется номер
n0 ∈ N такой, что множество Mn0

содержит бесконечное число членов последовательности
{xn}n∈N. Предположим, что это не так. Тогда для каждого n ∈ N множество Mn содержит
не более чем конечное число членов последовательности {xn}n∈N, а так как {xn : n ∈ N} ⊆
⋃

n∈N
Mn, то число различных множеств среди множеств вида Mn бесконечно. Поскольку все

они, кроме совпадающих с M1, содержатся в отрезке [a, x1], то в [a, x1] содержится бесконечное
число различных множеств вида Mn. Поскольку множества Mn суть компоненты A и так как
[a, x1] ⊆ Oa, то в окрестности Oa содержится бесконечное число компонент A. По условию все
они являются нетривиальными компонентами, но это противоречит тому, что Oa не содержит
бесконечного числа нетривиальных компонент A.

Мы нашли номер n0 ∈ N такой, что множество Mn0
включает бесконечное число членов

последовательности {xn}n∈N. Можно считать, что вся последовательность {xn}n∈N лежит в
множестве Mn0

. Поскольку это множество связно, оно выпукло, следовательно, для любого
n ∈ N отрезок [xn+1, xn] содержится в Mn0

. Так как
⋃

n∈N
[xn+1, xn] = (a, x0], то (a, x0] ⊆

Mn0
⊆ A, следовательно, компонента точки a в подпространстве A содержит отрезок [a, xn0

],
но эта компонента есть множество M и a = sup(M). Это противоречие доказывает имплика-
цию (vi) и тем самым теорему.

В связи с доказанным возникает следующий
В о п р о с. Какова характеристика R

2-минимальных подмножеств плоскости R
2?
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ПОСТРОЕНИЕ МИНИМАКСНОГО РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ

ТИПА ЭЙКОНАЛА1

П.Д. Лебедев, А. А.Успенский, В.Н.Ушаков

Обоснована формула минимаксного (обобщенного) решения задачи Коши — Дирихле для уравнения

типа эйконала в случае изотропной среды при предположении, что краевое множество замкнуто, причем

имеет не обязательно гладкую границу. Предложен конструктивный подход к построению минимаксно-

го решения, использующий методы теории особенностей дифференцируемых отображений. Вводится в

рассмотрение биссектриса — представитель множеств симметрии. Выделяются псевдовершины — особые

точки границы множества и строятся отвечающие им ветви биссектрисы, на которых решение терпит

“градиентную катастрофу”. Знание биссектрисы позволяет сформировать эволюцию волновых фронтов в

областях гладкости обобщенного решения. Указана связь рассматриваемой задачи с одним классом задач

динамического управления по быстродействию. Эффективность разработанного подхода иллюстрируется

примерами аналитического и численного построения минимаксных решений.

Введение

Предложены аналитические и численные алгоритмы построения минимаксного решения [1]
уравнения в частных производных первого порядка типа эйконала [2]. Уравнения означенного
типа рассматриваются в геометрической оптике [3] при описании характеристической функ-
ции Гамильтона, при исследовании перестройки волновых фронтов [4]. В теории динамиче-
ского управления движением эти уравнения изучаются при анализе задачи быстродействия.
Введенные в работе конструкции позволяют в ряде случаев строить минимаксное решение
уравнения в явном виде. При этом как аналитические, так и вычислительные процедуры по-
строения решения опираются на понятие множества симметрии [5, 6]. Приведенные в работе
результаты применимы в теории оптимального управления и в теории позиционных дифферен-
циальных игр [7,8] при изучении негладких особенностей множеств достижимости, стабильных
мостов. Кроме того, эти результаты полезны при изучении решения волнового уравнения, в
частности, при рассмотрении его характеристического уравнения [9]. Работа продолжает ис-
следования [10–14].

1. Постановка задачи

Рассматривается задача Коши — Дирихле для уравнения в частных производных первого
порядка:

m
∑

i=1

(

∂u

∂xi

)2

= n(x), (1.1)

u|Γ = 0. (1.2)

Уравнение (1.1) в геометрической оптике относят к уравнениям типа эйконала. Эйконал
u = u(x) — функция от m переменных x = (x1, . . . , xm), поверхности уровня которой совпа-
дают с волновыми фронтами. Модуль разности значений гладкого эйконала равен оптической

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 05-01-00601), Программы государ-
ственной поддержки ведущих научных школ (НШ-8512.2006.1) и регионального гранта РФФИ/ПСО
(проект № 07-0196085).
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длине луча, соединяющего две точки. Краевое условие (1.2) определено на границе Γ = ∂M

замкнутого множества M ⊂ R
m. Здесь считаем, что источник волны равномерно распределен

вдоль границы Γ. Положительная функция n = n(x) определяет коэффициент преломления
среды. В дальнейшем полагаем, что среда однородна и n(x) ≡ 1, x ∈ R

m \ M .

Задача (1.1), (1.2) имеет известные особенности. Во-первых, решение нелинейного уравне-
ния в частных производных первого порядка понимается в обобщенном смысле. Классическое
(дифференцируемое) решение уравнения (1.1), существуя локально вблизи множества M с
гладкой границей, в общем случае не может быть гладким образом продолжено на сколько-
нибудь большую область. Во-вторых, уравнение типа эйконала распадается на два различных
уравнения вблизи границы Γ = ∂M множества M ⊂ R

m. Нетрудно видеть, что если Γ — глад-
кая поверхность и при этом существует классическое решение u = u(x) задачи (1.1), (1.2),
то функция противоположного знака формально также удовлетворяет условиям задачи (1.1),
(1.2). Исходя из содержательных аспектов и постулатов геометрической оптики, С.Н. Круж-
ков [2] ввел так называемое главное (фундаментальное) решение задачи (1.1), (1.2), определяе-
мое единственным образом. Фундаментальным решением задачи (1.1), (1.2) является функция
u(x) = −ρ(x,M), где ρ(x,M) = min

y∈M

‖x−y‖ — евклидово расстояние от точки x до множества

M , ‖a‖ =
(

m
∑

i=1

a2
i

)1/2

— норма вектора a = (a1, . . . , am). В общем случае фундаментальное

решение не является всюду дифференцируемой функцией.

Наряду с задачей (1.1), (1.2) рассмотрим задачу Коши — Дирихле для уравнения типа
Гамильтона — Якоби:

min
ν:‖ν‖≤1

〈ν,Du(x)〉 + 1 = 0, (1.3)

u|Γ = 0. (1.4)

Здесь Du(x) =
(

∂u
∂x1

, . . . ,
∂u

∂xm

)

— градиент функции u(x), 〈a, b〉 =
m
∑

i=1

aibi — скалярное произ-

ведение векторов a = (a1, . . . , am) и b = (b1, . . . , bm).

Минимаксное решение задачи (1.3), (1.4) является функцией оптимального результата
(см. [1, c. 264]) для задачи быстродействия с простой динамикой

ẋ = ν,

где управление ν = (ν1, . . . , νm) стеснено ограничением ‖ν‖ 6 1, а целью является замкнутое
множество M ⊂ R

m c границей ∂M = Γ. В теории дифференциальных игр [7,8] уравнение (1.3)
называется уравнением Айзекса — Беллмана. Важно отметить, что задачи (1.1), (1.2) и (1.3),
(1.4) эквивалентны в том смысле, что гладкое решение одной из них является решением другой
задачи. Подробно о решениях (гладких и обобщенных — минимаксных/вязкостных) уравнений
в частных производных первого порядка типа Гамильтона — Якоби, а также об их связи с при-
ложениями, в частности, с дифференциальными играми и теорией оптимального управления
изложено в монографии [1].

Основной целью настоящей работы является разработка аналитических и численных под-
ходов к построению минимаксного решения задачи (1.3), (1.4). При этом используются методы
и конструкции дифференциальной геометрии [15], геометрической оптики [3], теории особен-
ностей гладких отображений [4].

2. Биссектриса множества

Пусть M — замкнутое множество в евклидовом пространстве R
m, точка x ∈ R

m \ M .
Под проекцией точки x на M понимаем ближайшую к x в евклидовой метрике точку из M .
Символом ΩM (x) обозначим совокупность всех проекций точки x на M .
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Для замкнутого множества M из определения проекции следует

ρ(x,M) = ‖x − y‖ ∀y ∈ ΩM(x).

О п р е д е л е н и е 1. Биссектрисой L(M) множества M назовем [13] множество всех
точек из R

m \ M , которые имеют не менее двух проекций на множество M :

L(M) = {x ∈ (Rm \ M): ∃y1,y2 ∈ ΩM(x), y1 6= y2}.

Биссектриса является частным представителем множеств симметрии [5]. Топологические
особенности множеств симметрии исследованы, в частности, В.Д. Седых [6]. Он изучал схожие
многообразия, называемые “middle point sets” и “medial axes”.

Из теоремы Т. Моцкина (см. [16]) следует, что L(M) = ∅ тогда и только тогда, когда
M — выпуклое множество. Располагая биссектрисой множества, можно найти его меру невы-
пуклости. Понятие меры невыпуклости введено В.Н. Ушаковым. Во многих случаях задача
нахождения функции расстояния от точки до множества M сводится к построению его бис-
сектрисы L(M). В точках биссектрисы функция ρ = ρ(x,M) теряет гладкость, в этих точках
волновые фронты претерпевают изломы [14].

В приводимых ниже конструкциях биссектриса множества и функция расстояния имеют
ключевое значение.

3. Минимаксное решение уравнения типа эйконала

Эйконал обладает многими свойствами функции расстояния, что проистекает из содержа-
тельных аспектов геометрической оптики (см., напр., [3]). Известно также [9], что в изотропной
среде эйконал совпадает с функцией расстояния в окрестности краевого множества с гладкой
границей. Покажем, что эта функция является не только локальным, но и глобальным реше-
нием задачи (1.1), (1.2), в том числе для случая краевого множества с негладкой границей.

Теорема 1. Функция u(x) = ρ(x,M) — минимаксное решение задачи Коши — Дирих-

ле (1.3), (1.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Приняв H
(

Du(x)
)

= −‖Du(x)‖ + 1, перепишем задачу (1.3),
(1.4) в виде

H
(

Du(x)
)

= 0, (3.1)

u|Γ = 0. (3.2)

Функция u(x) = ρ(x,M) удовлетворяет краевому условию (3.2), ибо для любой точки x ∈ ∂M

расстояние ρ(x,M) = 0.

Функция u(x) = ρ(x,M) непрерывна и удовлетворяет условию Липшица с константой Лип-
шица L = 1. Непрерывная функция u = u(x), для которой выполняется краевое условие (3.2),
является минимаксным решением задачи (3.1), (3.2), если она является верхним решением
этой задачи, т.е. если

H(s) > 0 (3.3)

при всех x ∈ R
m \ M и s ∈ D+u(x), где D+u(x) — супердифференциал функции u(x) в точке

x, и одновременно нижним решением этой задачи, т.е. если

H(s) 6 0 (3.4)

при всех x ∈ R
m \M и s ∈ D−u(x), где D−u(x) — субдифференциал функции u(x) в точке x.
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Функция u(x) = ρ(x,M) расстояния до множества дифференцируема во всех точках x ∈
R

m \ M , имеющих точно одну проекцию на множество M [17, c. 243], а ее градиент равен

Du(x) =
x − y

ρ(x,M)

(

y ∈ ΩM (x)
)

. (3.5)

В силу (3.5) в точках дифференцируемости ‖Du(x)‖ = 1, и, стало быть, в этих точках выпол-
няются оба неравенства (3.4) и (3.3).

Когда точка x принадлежит биссектрисе L(M) и множество ΩM (x) содержит не менее
двух точек, функция u(x) = ρ(x,M) не является гладкой. При этом она дифференцируема по
направлениям g ∈ R

m, ‖g‖ 6= 0, и производная по направлению равна [17, c. 244]

∂u(x)

∂g
= min

h∈D
+

u(x)

〈g, h〉, (3.6)

где

D
+
u(x) = co

{

x− y

ρ(x,M)
: y ∈ ΩM (x)

}

.

Здесь co Ψ — выпуклая оболочка множества Ψ.

Равенство (3.6) означает, что функция u(x) = ρ(x,M) супердифференцируема в точках
биссектрисы множества M .

Поскольку супердифференциал D+u(x) в точке x — это выпуклая оболочка множества,
состоящего из точек, лежащих на сфере единичного радиуса, то для произвольного вектора
s ∈ D+u(x) выполняется оценка:

‖s‖ 6 1.

Отсюда для всех суперградиентов s ∈ D+u(x) имеет место неравенство

H(s) = 1 − ‖s‖ > 0,

что означает справедливость условия (3.3). Тем самым показано, что u(x) = ρ(x,M) является
нижним решением задачи (3.1), (3.2).

Пустота субдифференциала D−u(x) функции u(x) = ρ(x,M) в точках x ∈ L(M) ее неглад-
кости означает, что u(x) является также верхним решением задачи (3.1), (3.2). Таким образом,
u(x) — минимаксное решение задачи Коши — Дирихле (3.1), (3.2).

4. Уравнение типа эйконала для плоского случая

Ограничимся подробным исследованием задачи (1.3), (1.4) в двумерном пространстве. При
дальнейшем изложении для краткости описания конструкций в R

2 переобозначим компоненты
вектора переменных, приняв x = (x, y):

min
ν:‖ν‖≤1

(

ν1

∂u

∂x
+ ν2

∂u

∂y

)

+ 1 = 0, (4.1)

u|Γ = 0. (4.2)

Минимаксное решение задачи (4.1), (4.2) является функцией оптимального результата в со-
ответствующей задаче быстродействия, где управление ν = (ν1, ν2) стеснено ограничением
‖ν‖ 6 1, а M ⊂ R

2 есть целевое множество. Будем полагать, что граница Γ = ∂M этого мно-
жества является непрерывной склейкой дважды гладких кривых без точек самопересечения.

Построение решения u(x, y) = ρ((x, y),M) задачи (4.1), (4.2) предполагает конструиро-
вание волновых фронтов. В данном случае волновой фронт — это линия уровня функции
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u(x, y) = ρ((x, y),M). В соответствии с принципом Гюйгенса (см. напр., [3]) мгновенный вол-
новой фронт есть огибающая сферических волн, порожденных точечными источниками. По-
строение волновых фронтов требует отыскания эквидистант [15] кривой Γ, поскольку волновой
фронт принадлежит соответствующей эквидистанте. Известно (см. [4]), что в общем случае
достаточно удаленная эквидистанта гладкой кривой теряет дифференциальные свойства, воз-
никают особенности типа “ласточкин хвост”. Объединения таких особых точек эквидистант
образуют многообразия, входящие в биссектрису L(M). Нахождение биссектрисы L(M) явля-
ется необходимым элементом при построении решения задачи (4.1), (4.2).

Здесь отметим, что с точки зрения теории дифференциальных игр биссектриса L(M) целе-
вого множества M для соответствующей задачи управления по быстродействию — это рассеи-
вающая кривая. Из каждой точки x ∈ L(M) выходят не менее двух оптимальных траекторий
— это отрезки [x,y], y ∈ ΩM (x) [7, c. 196]. При этом структура биссектрисы как объедине-
ния многообразий определяется геометрией границы целевого множества. В плоском случае
биссектриса является объединением нульмерных и одномерных многообразий, построение ко-
торых возможно в ряде простых ситуаций в точной аналитической форме, но в самой общей
ситуации требуется разработка численных алгоритмов.

В качестве примера на рис. 1 изображена биссектриса L(M) для подграфика M = hyp f :=
{(x, y) ∈ R

2 : y 6 f(x), x ∈ R} функции f(x) = x4. Биссектриса есть объединение трех
одномерных многообразий и одного нульмерного многообразия — точки ветвления.
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Рис. 1

5. Построение биссектрисы плоской кривой

Биссектриса L(M) замкнутого плоского множества M определяется его границей. При
этом одномерные многообразия (“ветви биссектрисы”), составляющие L(M), определяются осо-
быми точками границы множества. На рис. 1 эти точки отмечены маркерами. Также марке-
рами отмечены крайние точки биссектрисы — “начала” ее ветвей. Строгие определения этих
особых точек приведены ниже.

Пусть X — конечный или бесконечный интервал в R. Обозначим Γ = gr f , где gr f =
{(x, y) ∈ R

2 : y = f(x), x ∈ X} — график непрерывной функции y = f(x). Будем рассматривать
функции y = f(x), определенные на X, со следующими дифференциальными свойствами. Для
любой точки x0 ∈ X существует сколь угодно малая окрестность O(x0) = (x0−δ, x0 +δ), δ > 0,
такая, что функция y = f(x), будучи непрерывной в точке x0, дважды дифференцируема в
выколотой окрестности O0(x0) = O(x0) \ {x0}.
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Свойства таких функций будем изучать локально в окрестности произвольно взятой точки
x0 ∈ X. С каждой точкой (x, y) = (x0, y0) плоскости свяжем совокупность F (x0, y0) функций
y = f(x), f(x0) = y0, каждая из которых

(1) непрерывна в точке x0,
(2) дважды непрерывно дифференцируема в выколотой окрестности точки x0,
(3) ни в какой окрестности точки x0 не является линейной функцией, даже при наличии

производной f ′(x0).
В зависимости от дифференциальных свойств функций в точке x0 выделим во множестве

F (x0, y0) следующие семейства функций:

F
(2)(x0, y0) = {f(x) : ∃f

′(x0),∃f
′′(x0)},

F
(1)(x0, y0) = {f(x) : ∃f

′(x0),∃f
′′

−
(x0),∃f

′′

+(x0), f
′′

−
(x0) 6= f

′′

+(x0)},

F
(0)(x0, y0) = {f(x) : ∃f

′

−
(x0),∃f

′

+(x0), f
′

−
(x0) 6= f

′

+(x0)}.

Здесь f ′

−
(x0) = lim

x→x0−0

f(x) − f(x0)
x − x0

и f ′

+(x0) = lim
x→x0+0

f(x) − f(x0)
x − x0

— односторонние произ-

водные в точке x = x0 слева и справа соответственно.
Аналогично символами f ′′

−
(x0), f

′′

+(x0) обозначены односторонние производные второго по-
рядка соответственно слева и справа в точке x = x0.

Вообще говоря, здесь допускается, что производные могут и не быть конечными величи-
нами.

Рассмотрим интервал O(x0) = (x0 − δ1, x0 + δ2), где δ1 > 0, δ2 > 0.

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что локальный диффеоморфизм ξ : x1 → x2

непрерывен слева в точке x1 = x0 и отображает левую полуокрестность точки x1 = x0 на ее
правую полуокрестность, если выполняются условия:

(1) lim
x1→x0−0

ξ[x1] = x0,

(2) ξ[(x0 − δ1, x0)] = (x0, x0 + δ2).

Нетрудно видеть, что односторонняя непрерывность слева диффеоморфизма обеспечива-
ется требованием строгой отрицательности его производной.

О п р е д е л е н и е 3. Псевдовершиной кривой Γ = gr f будем называть точку

(

x0, f(x0)
)

= lim
x1→x0−0

(x∗, y∗),

где (x∗, y∗) — решение системы уравнений

{

y∗ = f ′(x1)(x∗ − x1) + f(x1),

y∗ = f ′(x2)(x∗ − x2) + f(x2),

x2 = ξ(x1), ξ — непрерывный слева в точке x1 = x0 локальный диффеоморфизм левой полу-
окрестности точки x1 = x0 на ее правую полуокрестность, определяемый уравнением

G(x1, x2) = 0. (5.1)

Здесь
(1) (x∗, y∗) — точка пересечения касательных к кривой Γ = gr f в точках (x1, f(x1)) и

(x2, f(x2)), абсциссы которых удовлетворяют уравнению x2 = ξ(x1);
(2) G(x1, x2) = ρ2

(

(x1, f(x1)), (x∗, y∗)
)

− ρ2
(

(x2, f(x2)), (x∗, y∗)
)

— разность квадратов рас-
стояний между указанными точками графика функции и точкой пересечения касательных,
проведенных через эти точки.

С точки зрения геометрии точка (x∗, y∗) — центр окружности, пересекающей график функ-
ции в точках (x1, f(x1)) и (x2, f(x2)) под прямыми углами.



188 П.Д.Лебедев, А.А.Успенский, В.Н.Ушаков

Функции, аналогичные G = G(x1, x2), используются при изучении свойств кривых [5].

О п р е д е л е н и е 4. Конечный односторонний предел (x0, y0) = lim
x1→x0−0

(x0, y0) реше-

ний системы
{

−x + x1 − f ′(x1)
(

y − f(x1)
)

= 0,

−x + x2 − f ′(x2)
(

y − f(x2)
)

= 0,
(5.2)

будем называть крайней точкой биссектрисы. Здесь x2 = ξ(x1), ξ — непрерывный слева в
точке x1 = x0 локальный диффеоморфизм левой полуокрестности точки на ее правую полу-
окрестность, определяемый уравнением (5.1). Если означенный предел равен бесконечности
или не существует, то будем говорить, что псевдовершина (x0, y0) =

(

x0, f(x0)
)

не порождает
крайнюю точку биссектрисы.

Система (5.2) определяет точки из R
2 \ Γ, которые имеют две ортогональные проекции на

кривую Γ, причем проекции находятся на одном и том же расстоянии от соответствующей
точки.

О п р е д е л е н и е 5. Ветвью L(x0, y0) биссектрисы кривой Γ = gr f , где (x0, y0) =
(

x0, f(x0)
)

— псевдовершина Γ, будем называть множество точек (x, y) на плоскости, удо-
влетворяющих системе уравнений (5.2), когда параметры x1 и x2 связаны уравнением (5.1),
определяющим непрерывный слева в точке x1 = x0 локальный диффеоморфизм ξ левой по-
луокрестности точки x1 = x0 на ее правую полуокрестность.

Для иллюстрации определений рассмотрим функцию

f(x) =

{

x2, x < 0,

0, x > 0.

У графика этой функции существует единственная псевдовершина (x0, y0) = (0, 0), причем
локальный диффеоморфизм, определяемый уравнением (5.1), имеет вид

x2 =
1

2
x1

(

1 −
√

1 + 4x2
1

)

.

Точка (x0, y0) =
(

0,
1

2

)

— крайняя точка единственной ветви биссектрисы

L(hyp f) =

{

(x, y): x =
x1

(

1 −
√

1 + 4x2
1

)

2
, y =

1 + 4x2
1 +

√

1 + 4x2
1

4

}

.

При отыскании крайних точек биссектрисы используются следующие факты, доказатель-
ство которых основано на применении дифференциальных теорем о среднем и приведенных
выше определений.

Лемма 1. Если A0 =
(

x0, f(x0)
)

— псевдовершина кривой Γ = gr f , f ∈ F (2)
(

x0, f(x0)
)

,

причем f ′′(x0) 6= 0, то крайняя точка A = (x0, y0) биссектрисы L(Γ) является центром

кривизны кривой Γ = gr f в точке A0 =
(

x0, f(x0)
)

:

x0 = x0 −
f
′(x0)

(

1 + (f ′(x0))
2
)

f
′′(x0)

, y0 = f(x0) +
1 + (f ′(x0))

2

f
′′(x0)

. (5.3)

Лемма 2. Если A0 =
(

x0, f(x0)
)

— псевдовершина кривой Γ = gr f , f ∈ F (1)
(

x0, f(x0)
)

,

и существует конечный или бесконечный предел lim
x→x0−0

dx2

dx1
= c 6 0, то крайняя точка

A = (x0, y0) биссектрисы L(Γ) вычисляется по формулам:

x0 = x0 −
f
′(x0)

(

1 + (f ′(x0))
2
)

β10f
′′

−
(x0) + β20f

′′

+(x0)
, y0 = f(x0) +

1 + (f ′(x0))
2

β10f
′′

−
(x0) + β20f

′′

+(x0)
, (5.4)

где β10 = 1
1 − c

, β20 = − c
1 − c

, β10 + β20 = 1.
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Рис. 2

Формулы (5.4) являются обобщением формул центра кривизны кривой на случай диффе-
ренцируемой функции без второй производной.

Лемма 3. Если A0 =
(

x0, f(x0)
)

— псевдовершина кривой Γ = gr f , f ∈ F (0)
(

x0, f(x0)
)

,

причем f ′

−
(x0) 6= f ′

+(x0), то крайняя точка A = (x0, y0) биссектрисы L(Γ) совпадает с псев-

довершиной графика Γ = gr f :
(x0, y0) =

(

x0, f(x0)
)

.

6. Примеры построения решения

Приведем примеры построения минимаксного решения задачи (1.3), (1.4). Основным эле-
ментом при конструировании решения является биссектриса целевого множества, при постро-
ении которой используются формулы (5.1), (5.4).

П р и м е р 1. Пусть M = hyp f , где f(x) = x2, x ∈ R. Здесь биссектриса лежит на оси
ординат:

L(M) =
{

(x, y): x = 0, y >
1

2

}

.

В данном примере знание биссектрисы позволяет в аналитической форме построить решение
задачи (1.3), (1.4), т.е. найти расстояние от точки (x, y) ∈ R

2 до параболы Γ:

u(x, y) =
√

(x − xp)2 + (y − x2
p
)2,

где

xp =



















































3

√

x
4 +

√

x
2

16 −
(2y − 1)3

216 +
3

√

x
4 −

√

x
2

16 −
(2y − 1)3

216 , y 6 E(x),

−2

√

2y − 1
6 cos

arccos
−3

√
6x

(2y − 1)3/2

3 , x 6 0, y > E(x),

2

√

2y − 1
6 cos

arccos
3
√

6x

(2y − 1)3/2

3 , x > 0, y > E(x).
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Здесь E(x) =
1

2
+

3

√

27

16
x2, кривая Ξ = {(x, y) : y = E(x)} является эволютой [15] параболы.

В точках биссектрисы линии уровня решения u = u(x, y) имеют изломы.
График решения u = u(x, y) задачи (3.1), (3.2) представлен на рис. 2. Непрерывное про-

должение решения на множество M принимается тождественно равным нулю.
П р и м е р 2. Пусть M = hyp f , где

f(x) =

{

2 ln(−x), x 6 −1,

x3 − x, x > −1.

Отыскание точного решения задачи здесь не представляется возможным. Построение бис-
сектрисы, волновых фронтов и решения u = u(x, y) осуществляется приближенно численными
методами. Аппроксимации биссектрисы L(M) и волновых фронтов Φ (линий уровня функции
u = u(x, y)) представлены на рис. 3. Аппроксимация графика функции u = u(x, y) представ-
лена на рис. 4.
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КЛАССА ЗАДАЧ УПРАВЛЕНИЯ В УСЛОВИЯХ ДИНАМИЧЕСКИХ ПОМЕХ

Д. А.Серков

Рассматривается управляемая система в условиях динамических помех. Приводятся постановка задачи

о нахождении стратегии, оптимальной в смысле критерия минимаксного риска (сожаления) Сэвиджа,

первоначальные свойства таких задач, и для одного класса систем, включающего линейные системы,

описана конструкция стратегии, оптимальной в указанном смысле.

1. Введение

Рассматривается управляемая система в условиях динамических помех. Динамика системы
описывается обыкновенными дифференциальными уравнениями. Управление и помеха стес-
нены геометрическими ограничениями. Сторона, формирующая управление, стремится мини-
мизировать терминальный показатель качества. В отношении способа формирования помехи
предполагается лишь, что порождаемые им реализации помехи являются измеримыми функ-
циями времени.

Настоящая статья следует методологии, сформированной в исследованиях [1–4], и примы-
кает к работам [5–7], где изучаются задачи управления со “слепой” помехой, т.е. с помехой, не
зависящей от состояния управляемой системы или действий управляющей стороны. В рабо-
те приводятся постановка задачи о нахождении стратегии, оптимальной в смысле критерия
Сэвиджа [8], простейшие свойства таких задач, и для одного семейства систем, включающего
линейные системы, описана конструкция стратегии, оптимальной в указанном смысле.

2. Определения

Рассмотрим управляемую систему, описываемую обыкновенными дифференциальными ура-
внениями и краевым условием:







ẋ(τ) = f(τ, x(τ), u[τ ], v[τ ]), x(t) = z ∈ R
n,

u[τ ] ∈ P ⊂ R
l, v[τ ] ∈ Q ⊂ R

m, τ ∈ [t, ϑ] ⊆ [t0, ϑ] ≡ T,

(2.1)

где P и Q суть компактные подмножества соответствующих конечномерных евклидовых про-
странств, функция f(·) непрерывна по совокупности аргументов, локально липшицева по вто-
рой переменной в области [t0, ϑ + 1] × R

n × P × Q и допускает продолжение всех решений
уравнения (2.1) в смысле Каратеодори на интервал T при любых начальных условиях из за-
данного компакта G ⊂ T × R

n и любых измеримых по Борелю реализациях управления u[·]
и помехи v[·], удовлетворяющих указанным ограничениям. Множества всех таких реализаций
управления и помехи обозначим соответственно UT и VT . Для множеств сужений элементов
из UT и VT на произвольный интервал [s1, s2] ⊆ T используем обозначения U[s1,s2]

и V[s1,s2]
.

Обозначим x(·, t, z, u[·], v[·]) решение задачи (2.1) на интервале [t, ϑ]. В силу сделанных
предположений это решение будет единственным. Без ограничения общности рассуждений
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можно считать множество G таким, что при любых u[·] ∈ UT , v[·] ∈ VT , (t, z) ∈ G движение
x(·, t, z, u[·], v[·]) не покинет G вплоть до момента ϑ.

Качество управления оценивается терминальным показателем вида

γ(x(·, t, z, u[·], v[·])) = σ(x(ϑ, t, z, u[·], v[·])), (2.2)

который следует минимизировать, распоряжаясь реализацией u[·] ∈ UT . Будем предполагать
функцию σ(·) : R

n → R также локально липшицевой. Обозначим |x(·)|C норму элемента x(·)
пространства C([t1, t2]; R

n) непрерывных функций:

|x(·)|C ≡ max
τ∈[t1,t2]

|x(τ)|,

где |x(τ)| означает евклидову норму элемента x(τ) в пространстве R
n. Обозначим X(t, z) и

X(t, z, v[·]) замыкания в норме пространства C([t, ϑ]; Rn), соответственно, множеств

{x(·, t, z, u[·], v[·]) : u[·] ∈ UT , v[·] ∈ VT } {x(·, t, z, u[·], v[·]) : u[·] ∈ UT }. (2.3)

Из теоремы Асколи [9, I.5.4] следует, что множества (2.3) предкомпактны в пространстве
C([t, ϑ]; Rn), а значит, множества X(t, z, v[·]) и X(t, z) компактны в C([t, ϑ]; Rn) в топологии
равномерной сходимости.

Обозначим ∆ = {τ0 = t < τ1 < . . . < τn∆
= ϑ} разбиение отрезка [t, ϑ] ⊆ T , а d(∆) —

диаметр разбиения ∆:

d(∆) ≡ max{τi − τi−1 | i ∈ 1, n∆}.

Пусть для произвольного t ∈ T — начального момента движения системы (2.1) и произволь-
ного τ ∈ (t, ϑ] — текущего момента движения определена функция

U[t,τ) : C([t, τ ]; Rn) × U[t,τ) × V[t,τ) → U[τ,ϑ]. (2.4)

Семейство этих функций при всех указанных t и τ назовем стратегией и обозначим той же
буквой U без индекса. Содержательно первый аргумент в этих функциях отвечает истории
движения, а второй и третий — реализациям (историям) управления и помехи на времен-
ном интервале [t, τ). Таким образом, мы предполагаем, что управляющая сторона в текущий
момент имеет возможность использовать информацию о состоянии движения, управления и
помехи во все предыдущие моменты движения нашей управляемой системы. Множество всех
стратегий вида (2.4) обозначим Una.

Построим движения, порожденные стратегией U , в соответствии с [1]: пару {U,∆}, где U —
стратегия, а ∆ — разбиение отрезка [t, ϑ] назовем законом управления на отрезке [t, ϑ], отве-

чающим стратегии U и разбиению ∆ (или кратко — законом управления). Для произвольных
(t, z) ∈ G, v[·] ∈ VT определим пошаговое движение x(·) ≡ x(·, t, z, {U,∆}, v[·]) ∈ X(t, z, v[·]),
порожденное законом управления {U,∆} и помехой v[·] из начального положения (t, z), и ре-
ализацию управления u(·) ≡ u(·, t, z, {U,∆}, v[·]) ∈ U[t,ϑ], случившуюся при построении этого
пошагового движения, следующим образом. Положим

u(·)|[t,τ1) ≡ ū, x(τ) ≡ x(τ, t, z, u(·), v[·]), τ ∈ [t, τ1], (2.5)

где ū ∈ P — произвольно выбранное управление. Из (2.4) для интервала [t, τ1) определяется
u(·)|[τ1,τ2)

и, в силу уравнений (2.1), движение x(·) на интервале [τ1, τ2]

u(·)|[τ1,τ2)
≡ U[t,τ1)(x(·)|[t,τ1), u(·)|[t,τ1), v[·]|[t,τ1))|[τ1,τ2),

x(τ) ≡ x(τ, τ1, x(τ1), u(·), v[·]), τ ∈ [τ1, τ2],
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и так далее на всех интервалах разбиения ∆

u(·)|[τi,τi+1)
≡ U[t,τi)

(x(·)[t,τi)
, u(·)[t,τi)

, v[·][t,τi)
)|[τi,τi+1)

,

(2.6)

x(τ) ≡ x(τ, τi, x(τi), u(·), v[·]), τ ∈ [τi, τi+1], i ∈ 1, n∆ − 1.

Можно проверить, что для реализаций управления u(·, t, z, {U,∆}, v[·]) будет выполняться
следующее свойство неупреждаемости. При произвольных [t1, t2] ⊆ T , (t1, z) ∈ G, стратегии
U вида (2.4), разбиении ∆ отрезка [t1, ϑ] и v1[·], v2[·] ∈ VT выполняется импликация

v1[·]|[t1,t2]
= v2[·]|[t1,t2]

⇒ u(·, t1, z, {U,∆}, v1[·])|[t1,t2]
= u(·, t1, z, {U,∆}, v2[·])|[t1 ,t2]

. (2.7)

Для произвольных U ∈ Una и (t, z) ∈ G обозначим X(t, z, U, v[·]) замыкание в пространстве
C([t, ϑ]; Rn) множества всех последовательностей вида

{

x(·, t, z, {U,∆
k
}, v[·]), k ∈ N | lim

k→∞

d(∆
k
) = 0

}

.

Понятно, что при любых (t, z) ∈ G, U ∈ Una, v[·] ∈ VT выполнены включения

X(t, z, U, v[·]) ⊆ X(t, z, v[·]). (2.8)

Для произвольной U ∈ Una результатом в позиции (t, z) при помехе v[·] ∈ VT назовем
величину

res(t, z, U, v[·]) ≡ sup
x(·)∈X(t,z,U,v[·])

σ(x(ϑ)). (2.9)

Исходя из этих определений можно представить величину res(·) также в виде

res(t, z, U, v[·]) = lim sup
d(∆)→0

σ(x(ϑ, t, z, {U,∆}, v[·])). (2.10)

Для произвольных (t, z) ∈ G и v[·] ∈ VT оптимальным результатом назовем и обозначим
ρ(t, z, v[·]) следующую величину:

ρ(t, z, v[·]) ≡ min
x(·)∈X(t,z,v[·])

σ(x(ϑ)). (2.11)

Из (2.8), (2.9), (2.11) следует, что для всех (t, z) ∈ G, v[·] ∈ VT и U ∈ Una результат,
доставляемый стратегией U при помехе v[·] в позиции (t, z), конечен и не меньше оптимального
результата

res(t, z, U, v[·]) ≥ ρ(t, z, v[·]). (2.12)

О п р е д е л е н и е 1. Назовем оптимальным риском задачи управления (2.1), (2.2) в

позиции (t, z) ∈ G (или, для краткости, оптимальным риском в позиции (t, z)) и обозначим
δ(t, z) величину

δ(t, z) ≡ inf
U∈Una

sup
v[·]∈VT

{res(t, z, U, v[·]) − ρ(t, z, v[·])}. (2.13)

Из определения δ(·), свойств системы (2.1) и неравенства (2.12) следует, что δ(t, z) ∈ [0,K]
при всех (t, z) ∈ G для некоторой константы K > 0.

В дальнейшем будут изучаться элементы Una, достигающие нижней грани (2.13) или ап-
проксимирующие ее.

О п р е д е л е н и е 2. Пусть задано ε ≥ 0. Стратегию Uε назовем ε-оптимальной по

риску в позиции (t, z) ∈ G, если для всех v[·] ∈ VT

res(t, z, Uε, v[·]) ≤ ρ(t, z, v[·]) + δ(t, z) + ε. (2.14)
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Для ε ≥ 0 множество всех ε-оптимальных по риску стратегий в позиции (t, z) обозна-
чим U

ε

na
(t, z). Из свойств нижней грани непосредственно следует, что при ε > 0 выполняется

соотношение

U
ε

na
(t, z) 6= ∅. (2.15)

Стратегии из множества U
0
na

(t, z) будем называть оптимальными по риску в позиции (t, z).

Для построения оптимальной по риску стратегии нам потребуются следующие два вспо-
могательные подмножества из X(t, z, v[·]). При произвольных (t, z) ∈ G и v[·] ∈ VT положим

W (t, z, v[·]) ≡ {w(·) ∈ X(t, z, v[·]) | σ(w(ϑ)) ≤ ρ(t, z, v[·]) + δ(t, z)} , (2.16)

Wna(t, z, v[·]) ≡
{

w(·) ∈ C([t, ϑ]; Rn) | ∃{(xi(·), Ui, εi) ∈ X(t, z, v[·]) × Una × (0, 1] | i ∈ N} :

(2.17)

Ui ∈ U
εi

na
(t, z), xi(·) ∈ X(t, z, Ui, v[·]), lim

i→∞

εi = 0, lim
i→∞

|w(·) − xi(·)|C = 0
}

.

Элементы множества W (t, z, v[·]) назовем оптимальными по риску траекториями, а элементы
Wna(t, z, v[·]) — неупреждающими оптимальными по риску траекториями.

Лемма 1. Пусть (t, z) ∈ G, t′ ∈ [t, ϑ], v[·], v̄[·] ∈ VT . Тогда множества W (t, z, v[·]),
Wna(t, z, v[·]) непусты, компактны в C([t, ϑ]; Rn) и удовлетворяют соотношениям

Wna(t, z, v[·]) ⊆ W (t, z, v[·]) (2.18)

v[·]|[t,t′] = v̄[·]|[t,t′] ⇒ Wna(t, z, v[·])|[t,t′ ] = Wna(t, z, v̄[·])|[t,t′], (2.19)

Wna(t, z, v[·])|[t,t′ ] ⊆
⋂

v′[·]∈VT

v′[·]|
[t,t′]

=v[·]|
[t,t′]

W (t, z, v
′[·])|[t,t′]. (2.20)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Включения (2.18) следуют из непрерывности показателя ка-
чества относительно сходимости в C([t, ϑ]; Rn). По этой же причине множество W (t, z, v[·])
является замкнутым, а значит, компактным в C([t, ϑ]; Rn) (как замкнутое подмножество ком-
пактного множества X(t, z, v[·])).

Импликация (2.19) следует из свойства неупреждаемости (2.7). Включение (2.20) следует
из (2.18) и (2.19).

В силу (2.15) и компактности X(t, z, v[·]) существует сходящаяся подпоследовательность
последовательности

{xi(·) | xi(·) ∈ X(t, z, Ui, v[·]), Ui ∈ U

1

i

na(t, z), i ∈ N}.

Предел этой последовательности лежит в Wna(t, z, v[·]). Значит, множество Wna(t, z, v[·]) и, в
силу (2.18), множество W (t, z, v[·]) непусты.

Так как Wna(t, z, v[·]) есть подмножество компактного множества X(t, z, v[·]), для доказа-
тельства компактности достаточно показать, что Wna(t, z, v[·]) замкнуто в C([t, ϑ]; Rn).

Пусть {wi(·) | i ∈ N} — произвольная сходящаяся последовательность из Wna(t, z, v[·]) и
w̄(·) — ее предел. Без ограничения общности рассуждений можно считать, что при любом
i ∈ N выполняется неравенство

|wi(·) − w̄(·)|C <
1

i
. (2.21)

В этом случае по определению Wna(t, z, v[·]) существуют последовательности

{(xij(·), Uij , εij) ∈ X(t, z, v[·]) × Una × (0, 1] | j ∈ N}, i ∈ N
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такие, что при всех i, j ∈ N выполняются соотношения

Uij ∈ U
εij

na (t, z), xij(·) ∈ X(t, z, Uij , v[·]), (2.22)

lim
j→∞

εij = 0, lim
j→∞

|xij(·) − wi(·)|C = 0. (2.23)

Исходя из равенств (2.23) можно построить последовательность индексов {ji | i ∈ N} такую,
что для последовательностей {x̄i(·) ≡ xiji

(·) | i ∈ N}, {ε̄i ≡ εiji
| i ∈ N} при всех i ∈ N будут

выполнены неравенства

|x̄i(·) − wi(·)|C <
1

i
, (2.24)

ε̄i <
1

i
. (2.25)

Тогда из (2.24) и (2.21) получим

lim
i→∞

|x̄i(·) − w̄(·)|C = 0, (2.26)

что вместе с (2.22) и (2.25) влечет w̄(·) ∈ Wna(t, z, v[·]). �

3. Оптимальная по риску стратегия

В этом пункте будет определено семейство управляемых систем, включающее в себя ли-
нейные системы, и для этого семейства будет построена оптимальная по риску стратегия.

Пусть система (2.1) удовлетворяет следующим двум дополнительным условиям:

∀
(

(t′, z′) ∈ G, t
′′∈ [t′, ϑ], v[·] ∈ VT , z

′′∈ X(t′, z′, v[·])|
t
′′ ) ∃(u[·] ∈ UT

)

(3.1)

x(t′′, t′, z′, u[·], v[·]) = z
′′
,

∀((t′, z1), (t
′
, z2) ∈ G, t

′′∈ [t′, ϑ], v1[·], v2[·] ∈ VT , u1[·], u2[·] ∈ UT )

(3.2)

x(t′′, t′, z1, u1[·], v1[·]) = x(t′′, t′, z1, u1[·], v2[·]) ⇒ x(t′′, t′, z2, u2[·], v1[·]) = x(t′′, t′, z2, u2[·], v2[·]).

Нетрудно проверить, что условиям (3.1), (3.2) удовлетворяют, например, системы вида

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t, u[t]) + C(t, v[t]) (3.3)

в случаях, когда множество {B(t, u) | u ∈ P} является выпуклым при любом t ∈ T .
Для управляемой системы (2.1), удовлетворяющей условиям (3.1), (3.2), и показателя ка-

чества (2.2) определим стратегию Us ∈ Una следующим образом.
Стратегия Us в процессе синтеза управляющего воздействия вычисляет движение вспомо-

гательной управляемой системы (именуемой ниже y-моделью), описываемой теми же уравне-
ниями и теми же начальными условиями, что и рассматриваемая управляемая система (2.1).
При формировании этого движения на очередном интервале разбиения выбирается помеха,
эквивалентная помехе в исходной системе, а управление назначается таким, чтобы движение
принадлежало множеству W оптимальных по риску траекторий. И это же управление затем
действует в рассматриваемой системе на следующем отрезке разбиения. В результате, движе-
ния вспомогательной системы оказываются оптимальными в нужном нам смысле, а движения
исходной системы — приближающимися к ним в метрике C([t, ϑ]; Rn) при измельчении шага
разбиения. Эти два факта обеспечивают оптимальность по риску стратегии Us. Такой способ
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формирования управления широко известен и неоднократно применялся для решения различ-
ных задач управления.

Конкретизируем описанную схему и докажем оптимальность построенной стратегии для
разбиения с постоянным шагом. Пусть имеются начальная позиция (t, z) ∈ G, последователь-
ность разбиений ∆

k
= {τk

i
= t + il

k
, l

k
= (ϑ − t)/k, i ∈ 0, k, k ∈ N} и помеха v[·] ∈ VT . Тогда

движения системы будут удовлетворять уравнениям

x
k(τ) = z +

τ
∫

t

f(s, xk(s), uk(s), v[s])ds, τ ∈ [t, ϑ], (3.4)

где uk(·) обозначают реализации управления, порождаемые нашей стратегией Us при началь-
ной позиции (t, z), помехе v[·] и разбиении ∆

k
или, используя ранее введенные обозначения,

uk(·) ≡ uk(·, t, z, {Us,∆k
}, v[·]). Для обозначения положений управляемой системы, реализаций

управления и помехи на отдельных интервалах разбиения ∆
k

положим

x
k

i
≡ x

k(τk

i
), v

k

i
[τ ] ≡ v[τ ], u

k

i
(τ) ≡ u

k(τ), τ ∈ [τk

i
, τ

k

i+1), i ∈ 0, k − 1.

Обозначим реализации управления и помехи, формирующие движение y-модели при раз-
биении ∆

k
, соответственно ūk(·) и v̄k(·). Так как движение y-модели описывается теми же

уравнениями, что и движение управляемой системы (2.1), и с тем же начальным положением,
то движения yk(·) y-модели удовлетворяют равенствам

y
k(τ) = z +

τ
∫

t

f(s, yk(s), ūk(s), v̄k[s])ds, τ ∈ [t, ϑ]. (3.5)

Введем обозначения для положений y-модели, реализаций управления и помехи на отдельных
интервалах разбиения ∆

k
:

y
k

i
≡ y

k(τk

i
), v̄

k

i
(τ) ≡ v̄

k(τ), ū
k

i
(τ) ≡ ū

k(τ), τ ∈ [τk

i
, τ

k

i+1), i ∈ 0, k − 1.

Перейдем непосредственно к определению стратегии Us. На первом отрезке разбиения зададим
произвольное допустимое управление: uk

0(τ) = u ∈ P, τ ∈ [τk

0 , τk

1 ]. К моменту τk

1 узнаем xk

1 и,
пользуясь аксиомой выбора, назначим произвольную v̄k

0 (·) из множества

{

v
′[·] ∈ V

[τk

0
,τ

k

1
]
| x

k

1 = x(τk

1 , τ
k

0 , x
k

0 , u
k

0(·), v
′[·])

}

.

Это множество непусто, так как содержит по крайней мере один элемент — vk

0 [·]. Вновь при-
меняя аксиому выбора, определим ūk

0(·) из условия

y
k

1 ≡ y(τk

1 , t, z, ū
k

0(·), v̄k

0 [·]) ∈ Wna(t, z, v̄
k[·])|

τ
k

1

. (3.6)

В последнем соотношении y(τk

1 , t, z, ūk

0(·), v̄k

0 [·]) — движение y-модели из начальной позиции
(t, z), порожденное реализациями управления и помехи ūk

0(·), v̄k

0 [·]; v̄k[·] — произвольное про-
должение помехи v̄k

0 [·] ∈ V
[t,τk

1
]
до элемента из V[t,ϑ]. Выбор продолжения на интервале [τk

1 , ϑ]

в силу (2.19) не влияет на множество Wna(t, z, v̄k[·])|
τ

k

1

. Множество Wna(t, z, v̄k [·]) в соответ-

ствии с леммой 1 имеет непустое сечение при любом τ ∈ [t, ϑ], а условие (3.1) и включение
Wna(t, z, v̄k [·])|

τ
k

1

⊆ X(t, z, v̄k [·])|
τ

k

1

обеспечивают существование управления ūk

0(·) ∈ UT , удо-

влетворяющего (3.6). Таким образом, в силу аксиомы выбора искомое управление ūk

0(·) суще-
ствует и не зависит от значений помехи v̄k

0 [·] на интервале [τk

1 , ϑ].
Пусть наступил момент τk

i
, i ∈ 1, k − 1 и нам известны xk

i
= xk(τk

i
), yk

i
= yk(τk

i
), ūk

i−1(·) и
v̄k

i−1[·]. Как уже говорилось, положим
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u
k

i
(τ) = ū

k

i−1(τ − l
k
), τ ∈ [τk

i
, τ

k

i
+ l

k
]. (3.7)

Нам остается определить ūk

i
(·) и v̄k

i
(·). После наступления момента τk

i+1
выберем их по извест-

ным xk

i
, xk

i+1
, yk

i
и uk

i
(·) из условий

v̄
k

i
[·] ∈

{

v
′[·] ∈ V

[τk

i
,τ

k

i+1
]
| x

k

i+1 = x(τk

i+1, τ
k

i
, x

k

i
, u

k

i
(·), v′[·])

}

, (3.8)

y
k

i+1 ≡ y(τk

i+1, τ
k

i
, y

k

i
, ū

k

i
(·), v̄k

i
[·]) ∈ Wna(t, z, v̄

k[·])|
τ

k

i+1

. (3.9)

Существование v̄k

i
[·], удовлетворяющего (3.8), обосновывается так же, как и на первом шаге.

Обратимся к вопросу существования ūk

i
(·), удовлетворяющего (3.9). Как отмечалось, помеху

v̄k[·] можно доопределить произвольным образом на интервале τ ∈ [τk

i+1, ϑ], не изменив в силу
(2.19) условия (3.9). Учитывая условие (3.1), для доказательства достаточно установить, что

Wna(t, z, v̄
k[·])|

τ
k

i+1

∩ X(τk

i
, y

k

i
, v̄

k[·])|
τ

k

i+1

6= ∅. (3.10)

Доказательство использует индукцию по i. База индукции (при i = 0) обоснована на первом
шаге. Из предположения индукции следует, что выполняется включение yk

i
∈ Wna(t, z, v̄k[·])|

τ
k

i

.

Значит, существует функция w(·) ∈ Wna(t, z, v̄k[·]) такая, что w(τk

i
) = yk

i
. Следовательно,

w(·)|
[τk

i
,ϑ]

∈ Wna(t, z, v̄
k[·])|

[τk

i
,ϑ]

, w(·)|
[τk

i
,ϑ]

∈ X(τk

i
, y

k

i
, v̄

k[·]),

что влечет выполнение (3.10). Таким образом, стратегия Us определена для всех отрезков
разбиения ∆

k
при любом k ∈ N, а движения системы и y-модели будут продолжены вплоть до

момента ϑ.
Из приведенного построения видно, что стратегия Us при равномерном разбиении при-

надлежит Una и не зависит явно от действующей помехи. Эта стратегия представлена функ-
цией, определенной на двух позициях движения (τi−1, x(τi−1)), (τi, x(τi)) и позиции y-модели
(τi, y(τi)), зависящей от всей предыдущей истории движения. Роль y-модели по сути анало-
гична роли поводыря в известной одноименной процедуре управления [1].

Теорема 1. Пусть для системы (2.1) выполняются условия (3.1), (3.2). Тогда страте-

гия Us является оптимальной по риску.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что для движений y-модели выполняются соотноше-
ния

σ(yk(ϑ)) ≤ ρ(t, z, v[·]) + δ(t, z), k ∈ N. (3.11)

Из определения (3.8) реализации v̄k[·], определения движений y-модели и условия (3.2) следуют
равенства X(t, z, v[·])|

ϑ
= X(t, z, v̄k[·])|

ϑ
, k ∈ N. Отсюда с учетом вида показателя качества (2.2)

и определения функции оптимального результата ρ(·) (2.11) следуют равенства ρ(t, z, v[·]) =
ρ(t, z, v̄k[·]), k ∈ N, из которых в силу определений (2.16) получим

W (t, z, v̄
k[·])|

ϑ
= W (t, z, v[·])|

ϑ
, k ∈ N. (3.12)

Равенства (3.12), включения (2.18) и включения yk(ϑ) ∈ Wna(t, z, v̄k[·])|
ϑ

(см. (3.9) при i = k−1)
влекут выполнение (3.11).

Теперь установим равенство

lim
k→∞

|xk(·) − y
k(·)|C = 0, (3.13)

которое вместе с (3.11) даст оценку

lim sup
k→∞

σ(xk(ϑ)) ≤ ρ(t, z, v[·]) + δ(t, z). (3.14)
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Прежде всего заметим, что из построения управления ūk[·] и помехи v̄k[·], используя усло-
вие (3.2) и формально доопределив u

k
(·) на отрезке [ϑ, ϑ + l

k
] соотношением (3.7) при i = k,

можно получить равенства

y
k(τ) = z +

τ
∫

t

f(s, yk(s), uk[s + l
k
], v[s])ds, τ ∈ ∆

k
. (3.15)

Так как функция f непрерывна на компактном множестве G × P ×Q, то существует модуль
непрерывности этой функции [9, п.I.2] по первому аргументу равномерный по всем остальным;
обозначим его µ1(·):

max
(t′,z), (t′′,z)∈G

u∈P

v∈Q

|f(t′, z, u, v) − f(t′′, z, u, v)| < µ1(|t
′− t

′′|), lim
ε→+0

µ1(ε) = 0. (3.16)

При l
k

< 1 представим yk(·) в виде

y
k(τ) = z +

τ
∫

t

f(s + l
k
, y

k(s), uk[s + l
k
], v[s])ds

+

τ
∫

t

(

f(s, yk(s), uk[s + l
k
], v[s]) − f(s + l

k
, y

k(s), uk[s + l
k
], v[s])

)

ds, τ ∈ ∆
k
. (3.17)

Обозначив последний интеграл ϕ1(τ, lk) и используя модуль непрерывности µ1(·), при l
k

< 1
получим соотношения

y
k(τ) = z +

τ
∫

t

f(s + l
k
, y

k(s), uk[s + l
k
], v[s])ds + ϕ1(τ, lk), |ϕ1(τ, lk)| < (ϑ − t)µ1(lk), τ ∈ ∆

k
.

(3.18)
Используя константу Липшица LG функции f по второму аргументу на множестве G и кон-
станту κ, ограничивающую норму f на множестве G ×P ×Q, получим

y
k(τ) = z +

τ
∫

t

f(s + l
k
, y

k(s + l
k
), uk[s + l

k
], v[s])ds + ϕ1(τ, lk) + ϕ2(τ, lk),

|ϕ1(τ, lk)| < (ϑ − t)µ1(lk), |ϕ2(τ, lk)| < (ϑ − t)LGκ (3.19)

l
k
, τ ∈ ∆

k
\{ϑ}.

Как в предыдущих выкладках, и с помощью модуля непрерывности µ4(·) функции f по чет-
вертому аргументу получим соотношения

y
k(τ) = z +

τ
∫

t

f(s + l
k
, y

k(s + l
k
), uk[s + l

k
], v[s + l

k
])ds + ϕ1(τ, lk) + ϕ2(τ, lk) + ϕ3(τ, lk),

|ϕ1(τ, lk)| < (ϑ − t)µ1(lk), |ϕ2(τ, lk)| < (ϑ − t)l
k
LGκ, (3.20)

|ϕ3(τ, lk)| <

τ
∫

t

µ4(|v[s] − v[s + l
k
]|)ds, τ ∈ ∆

k
\{ϑ}.

В силу известного свойства измеримых функций последний интеграл при любом v[·] ∈ VT

стремится к нулю при l
k
→ 0. Из (3.18)–(3.20) следуют равенства
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x
k(τ) − y

k(τ) =

τ
∫

t

f(s, xk(s), uk[s], v[s])ds −

∫

τ+lk

t+lk

f(ξ, yk(ξ), uk[ξ], v[ξ])dξ

− ϕ1(τ, lk) − ϕ2(τ, lk) − ϕ3(τ, lk), τ ∈ ∆
k
\{ϑ}. (3.21)

Отсюда получим

x
k(τ) − y

k(τ) =

τ
∫

t+lk

(

f(s, xk(s), uk[s], v[s])ds − f(s, yk(s), uk[s], v[s])
)

ds

+

t+lk
∫

t

f(s, xk(s), uk[s], v[s])ds −

τ+lk
∫

τ

f(ξ, yk(ξ), uk[ξ], v[ξ])dξ

− ϕ1(τ, lk) − ϕ2(τ, lk) − ϕ3(τ, lk), τ ∈ ∆
k
\{t, ϑ}. (3.22)

Используя липшицевость f по второму аргументу и мажоранту κ нормы f в области G×P×Q,
из (3.20)–(3.22) получим

|xk(τ) − y
k(τ)| ≤

τ
∫

t

LG|x
k(s) − z

k(s)|ds + l
k
(2κ + LG)

+ (ϑ − t)µ1(lk) + (ϑ − t)l
k
LGκ +

ϑ−lk
∫

t

µ4(|v[s] − v[s + l
k
]|)ds, τ ∈ [t, ϑ]. (3.23)

Обозначив Φ(l
k
) сумму всех слагаемых в правой части (3.23) кроме первого и применив нера-

венство Гронуолла [9, теорема II.4.4], получим неравенства

|xk(τ) − y
k(τ)| ≤ Φ(l

k
)(1 + LG(ϑ − t) exp(LG(ϑ − t))), τ ∈ [t, ϑ], lim

ε→0
Φ(ε) = 0, (3.24)

из которых следует (3.13).
Мы установили выполнение неравенства (3.14) при произвольном v[·] ∈ VT , что с учетом

(2.10) равносильно свойству оптимальности по риску стратегии Us. �

В случае произвольного разбиения построение стратегии и доказательство ее оптималь-
ности дополняются несущественными техническими деталями. Стратегия также содержится
в Una и не имеет явной зависимости от помехи. Кроме того, в этом случае для построения
управления помимо позиции y-модели необходимо помнить историю движения от текущего
момента на небольшой (не более диаметра разбиения) отрезок времени в прошлое.
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