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НЕКОТОРЫЕ АЛГОРИТМЫ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ1

С.Н.Аввакумов, Ю.Н.Киселев

В первой части статьи описывается метод продолжения по параметру в алгоритмах решения нелиней-

ных краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений. Приводятся результаты численных

экспериментов для решения краевых задач, в том числе краевых задач, возникающих в теории оптималь-

ного управления. Схему вариации параметра (метод продолжения) можно рассматривать как специальное

развитие и модификацию классического метода Ньютона. Основная идея рассматриваемого подхода до-

пускает сжатую формулировку: сведение краевой задачи к задаче Коши. При рассмотрении задачи Коши

в качестве элементарной операции мы приходим к компактному описанию алгоритма решения краевой за-

дачи методом продолжения по параметру. Интерес к данной тематике связан с исследованием численных

алгоритмов решения линейной задачи быстродействия и нацелен на краевые задачи принципа максимума.

Разработанная нами программа BVP позволяет решать в среде Maple регулярные краевые задачи для

обыкновенных дифференциальных уравнений, некоторые краевые задачи принципа максимума, возника-

ющие в оптимальном управлении, задачи поиска периодических решений, предельных циклов и т.д. Во

второй части статьи описывается простой алгоритм для построения множеств достижимости (управля-

емости) в плоских линейных управляемых системах, примеры его применения. Основой алгоритма слу-

жат параметрические уравнения границы плоского строго выпуклого компакта, заданного своей опорной

функцией. Подход позволяет строить двумерные проекции множеств достижимости многомерных линей-

ных управляемых систем. В третьей части статьи излагаются достаточные условия оптимальности для

нелинейных управляемых систем в терминах конструкций принципа максимума Понтрягина.

1. Алгоритмы решения краевых задач

1.1. Метод продолжения для нелинейного векторного уравнения в R
n

Рассмотрим векторное уравнение
Φ(p) = 0, (1.1)

где Φ : R
n 7→ R

n — гладкая векторная функция. Предполагается разрешимость уравне-
ния (1.1). Классический метод Ньютона

pk+1 = pk − [Φ′(pk)]
−1Φ(pk), k = 0, 1, . . . , (1.2)

требующий невырожденности вдоль процесса матрицы

Φ′(p) = (∂Φi(p)/∂pj)
n
i,j=1

, (1.3)

в случае сходимости обладает квадратичной скоростью сходимости, но он обычно требует
“достаточно хорошего” начального приближения p0. Этот недостаток метода Ньютона преодо-
левается в методе продолжения, который вырабатывает “хорошее” начальное приближение к
решению при грубом начальном приближении. В методе продолжения проблема поиска реше-
ний уравнения (1.1) сводится к некоторой задаче Коши. Это можно сделать при определенных
предположениях, формулируемых ниже. В методе продолжения рассматривается уравнение

Φ(p) = (1 − µ)Φ(p0), µ ∈ [0, 1], (1.4)

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 06-01-00359-a, 05-01-00193), Программы го-
сударственной поддержки ведущих научных школ (проект НШ-7581.2006.1) и Программы развития
научного потенциала высшей школы (проект РНП-2.1.1.1714).
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содержащее параметр µ. Здесь p0 — некоторая фиксированная точка из R
n, которую можно

рассматривать в качестве начального приближения к решению уравнения (1.1); погрешность
этой аппроксимации не предполагается “малой”. Уравнение (1.4) при µ = 0 имеет решение p0.
Для µ = 1 уравнение (1.4) совпадает с исходным уравнением (1.1). В методе продолжения
по параметру решение p0 трансформируется в искомое решение уравнения (1.1). Закон этой
трансформации описывается задачей Коши. Заметим, что вспомогательное уравнение (1.4)
может быть выбрано в общей форме: H(p, µ) = 0, H(p0, 0) = 0, H(p, 1) = Φ(p); конкретный
выбор функции H может быть сделан с учетом специфики решаемой задачи. Ограничимся
рассмотрением вспомогательного уравнения метода продолжения в форме (1.4). Ниже счита-
ются выполненными следующие два предположения.

Предположение 1 (о гладкой ветви). Уравнение (1.4) при любом µ ∈ [0, 1] имеет реше-

ние

p = p(µ), 0 6 µ 6 1; (1.5)

функция (1.5) является гладкой функцией параметра µ и удовлетворяет начальному условию

p(µ)|µ=0 = p0. (1.6)

Предположение 2 (о невырожденности). Матрица (1.3) невырождена вдоль вет-

ви (1.5).

Справедливость предположений 1 и 2 зависит от уравнения (1.1) и от выбора точки p0.
Конечно, прямая проверка этих предположений в сложных нелинейных задачах невозможна.
Успешное завершение вычислительного процесса может служить косвенным подтверждением
их выполнения. Подстановка (1.5) в (1.4) приводит к тождеству

Φ(p(µ)) = (1 − µ)Φ(p0), µ ∈ [0, 1].

Дифференцирование этого тождества по параметру µ влечет соотношение

Φ′(p(µ))
dp(µ)

dµ
= −Φ(p0). (1.7)

Из (1.6), (1.7) следует, что функция (1.5) является решением векторной задачи Коши

IVP :
dp

dµ
= −[Φ′(p)]−1Φ(p0), p(µ)|µ=0 = p0, 0 6 µ 6 1. (1.8)

Численное решение задачи Коши (1.8) позволяет найти функцию p(µ), 0 6 µ 6 1; вектор

p(µ)|µ=1 (1.9)

должен быть точным решением (1.1) в идеальной ситуации точного нахождения решения p(µ).
В реальных вычислениях вектор (1.9) дает новое приближение для решения; точность решения
зависит от использованного численного метода и его параметров. Один шаг итерационной
процедуры ассоциируется с решением задачи Коши (1.8). Итерационный процесс p0, p1, p2, . . .
поиска решения уравнения (1.1) представим схемой

p
0

IVP(1.8), p0=p0

−−−−−−−−−−→ p
1 = p(µ)(1.8)|µ=1

IVP(1.8), p0=p1

−−−−−−−−−−→ p
2 = p(µ)(1.8)|µ=1 −−−−→ . . . (1.10)

Процесс (1.10) включает широкий спектр дискретных численных схем, определяемых привле-
каемым численным методом решения задачи Коши. Метод Эйлера с шагом ∆µ = 1 в задаче
Коши (1.8) превращает процесс (1.10) в процесс Ньютона (1.2). Задача Коши (1.8) допускает
модификации (см., например, [6], уравнение продолжения с обратной связью).



Некоторые алгоритмы оптимального управления 5

1.2. Метод продолжения в краевых задачах

Рассмотрим краевую задачу

ẋ = f(t, x), R(x(a), x(b)) = 0, a 6 t 6 b, x ∈ R
n
. (1.11)

Здесь f(t, x) : R
1 × R

n 7→ R
n, R(x, y) : R

n × R
n 7→ R

n являются гладкими векторными функ-
циями. Предполагая существование решения краевой задачи (1.11), обсудим алгоритмические
вопросы поиска ее решения. Решение краевой задачи можно свести к некоторому нелинейному
векторному уравнению в R

n. Выберем некоторую точку t∗ ∈ [a, b] и рассмотрим задачу Коши

ẋ = f(t, x), x|t=t∗ = p ∈ R
n
. (1.12)

Свобода выбора точки t∗ может быть полезна для вычислительной практики. Пусть

x(t, p), a 6 t 6 b, (1.13)

— решение задачи Коши (1.12). Предполагается продолжимость решения (1.13) на весь отре-
зок [a, b] для любого p. Начальное значение параметра p ∈ R

n ищется из векторного граничного
условия в задаче (1.11), т.е. искомое p является решением уравнения

Φ(p) ≡ R(x(a, p), x(b, p)) = 0. (1.14)

Итак, краевая задача (1.11) сведена к конечному векторному уравнению (1.14). Далее к урав-
нению (1.14) применяется метод продолжения, описанный в 1.1. Матрица Φ′(p) определяется

равенством Φ′(p) = R
′
x
∂x(a,p)
∂p +R

′
y
∂x(b,p)
∂p . Здесь (n×n)-матрицы R

′
x(x, y), R

′
y(x, y) вычисляют-

ся вдоль решения (1.13), т.е. при x = x(a, p), y = x(b, p). Введем обозначение X(t, p) ≡
∂x(t,p)
∂p

для (n × n)-матрицы производных решения (1.13) по начальному условию. Матрица X(t, p)
определяется дифференциальным уравнением в вариациях

Ẋ = AX, X|t=t∗ = I, a 6 t 6 b,

где A = A(t, p) ≡ f
′
x(t, x)|x=x(t,p) есть (n × n)-матрица, I — единичная матрица. Основная

задача Коши схемы продолжения по параметру имеет вид

IVP :
dp

dµ
= −[Φ′(p)]−1Φ(p0), p(0) = p0, 0 6 µ 6 1, (1.15)

где Φ(p) = R(x(a, p), x(b, p)), Φ′(p) = R
′
x(x(a, p), x(b, p))X(a, p) +R

′
y(x(a, p), x(b, p))X(b, p).

Для одновременного вычисления векторной функции x(t, p) и матричной функции X(t, p)
может быть записана следующая векторно-матричная задача Коши

{

ẋ = f(t, x), x|t=t∗ = p,

Ẋ = f
′
x(t, x)X, X|t=t∗ = I, a 6 t 6 b.

(1.16)

Задачу Коши (1.15) будем называть внешней задачей, задачу Коши (1.16) — внутренней зада-

чей. Таким образом, предлагается итерационный процесс (1.10) для решения рассматриваемой
краевой задачи (1.11) на основе внешней задачи (1.15) и внутренней задачи (1.16). На одном
шаге итерационного процесса выполняется решение внешней задачи (1.15), в ходе решения
которой происходит многократное обращение к решению внутренней задачи Коши (1.16) при
различных значениях параметра p. Описанная схема применялась нами при разработке про-

граммы BVP в среде Maple для численного решения краевой задачи (1.11). При формировании
матриц f ′x, R

′
x, R

′
y привлекаются возможности среды по выполнению аналитических вычисле-

ний.
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Краевая задача принципа максимума Понтрягина может содержать разрывные или неглад-
кие функции, например, функции сигнатуры (sign), насыщения (sat), мертвой зоны (dez)
и т.д. Поэтому описанный подход для решения гладких краевых задач, как правило, не может
быть использован непосредственно в краевых задачах принципа максимума. Другая веская
причина для сглаживания заключается в том, что в задачах с управлениями релейного типа

(bang-bang) обращаемая матрица может оказаться вырожденной в некоторых областях, а при
сглаживании можно добиться невырожденности соответствующих матриц, поэтому оправда-
на предварительная работа по сглаживанию краевой задачи принципа максимума. Некоторые
методы сглаживания задач управления описаны в [7–13, 16, 18]. Эти процедуры сглаживания
связаны с изменением размерности управления. Регуляризация задачи иногда достигается без
изменения размерности управления. Простые формулы сглаживания приводятся ниже.

Функция сигнатуры sign(s) может быть приближена гладкими функциями

SGN1(s, ν) =
s

√
ν + s2

, SGN2(s, ν) = th
s

ν
, SGN3(s, ν) =

2

π
arctg

s

ν
.

Функция насыщения и функция мертвой зоны

sat(s) =

{

s, |s| 6 1,

sign(s), |s| > 1,
dez(s) =

{

0, |s| < 1,

sign(s), |s| > 1,

соответственно аппроксимируются следующими функциями:

SAT(s, ν) =
1

2

(

√

ν + (s+ 1)2 −
√

ν + (s− 1)2
)

,

DEZ(s, ν) =
1

2

(

s+ 1
√

ν + (s+ 1)2
+

s− 1
√

ν + (s− 1)2

)

.

Параметр сглаживания ν является некоторым малым положительным числом. Соответствую-
щие формулы сглаживания для экстремальных управлений при применении принципа макси-
мума [15] могут быть получены в результате подходящего “малого” возмущения функционала.

Рассмотрим несколько примеров.

П р и м е р 1. Краевая задача двух тел [3].

ẍ = −
x

(x2 + y2)3/2
, ÿ = −

y

(x2 + y2)3/2
, x(0) = a1, y(0) = a2, x(T ) = b1, y(T ) = b2.

Эта краевая задача переписывается в виде:

{

ẋ1 = x3, ẋ2 = x4, x1(0) = a1, x1(T ) = b1,

ẋ3 = −x1(x
2

1
+ x

2

2
)−3/2

, ẋ4 = −x2(x
2

1
+ x

2

2
)−3/2

, x2(0) = a2, x2(T ) = b2.

Для данных T = 7, a1 = 2, a2 = 0, b1 = 1.0738644361, b2 = −1.0995343576, при выборе парамет-
ра t∗ = 0, для начальных приближений p01 = [2, 0,−0.5, 0.5] и p02 = [2, 0, 0.5.,−0.5] получены
два разных решения со следующими векторами начальных условий в момент времени t∗:

ans1 = [2., 0., 0.0000004834, 0.5000000745] и ans2 = [2., 0., 0.4510782034,−0.2994186665].

Соответствующие траектории 1 и 2 системы (с начальной точкой S и конечной точкой F )
в плоскости x1x2 показаны на рис. 1. Здесь и в следующих примерах для решения задачи
Коши использовался метод Рунге — Кутты — Фельберга (rkf-45). Выбранная точность: 10−4

для решения внешней задачи, 10−6 для решения внутренней задачи. Число итераций — 3.
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Рис. 1 Рис. 2

П р и м е р 2. Предельные циклы в системе Эквейлера [14].

ẋ1 = x2, ẋ2 = −x1 + sin (x2).

Эта система имеет счетное множество предельных циклов. Некоторые из них вычисляются
вместе с неизвестными периодами T . Выбор различных начальных векторов p0 позволяет
находить различные предельные циклы. Поиск предельного цикла сводится к краевой задаче:







ẋ1 = x3x2, ẋ3 = 0, x1(0) = x4(0), x2(0) = 0,

ẋ2 = x3(−x1 + sin (x2)), ẋ4 = 0, x1(1) = x4(1), x2(1) = 0.

Здесь введены вспомогательные переменные: x3 = T – период, и x4 = x1(0) – абсцисса точки
пересечения предельного цикла с осью x1. Выбирая точку t∗ = 0, для начальных векторов
p01 = [2, 0, 2π, 2], p02 = [6.5, 0, 2π, 6.5], p03 = [9, 0, 2π, 9] получаем следующие векторы началь-
ных условий в момент времени t∗:

ans1 = [ 3.9655467678, 0, 6.4661401325, 3.9655467678],

ans2 = [ 7.1078664573, 0, 6.3387892836, 7.1078664573],

ans3 = [10.2456910360, 0, 6.3101121791, 10.2456910360].

Соответствующие предельные циклы 1, 2, 3 показаны на рис. 2.

П р и м е р 3. Функционал типа “энергия” для трехкратного интегратора.

Рассмотрим задачу управления



















ẋ1 = x2, ẋ2 = x3, ẋ3 = u, |u| 6 1, x(0) = (1, 0, 0), x(T ) = (0, 0, 0), T = 3.275,

L =
1

2

T
∫

0

u(t)2 dt→ min .
(1.17)

Для задачи управления в R
n

ẋ = Ax+ bu, |u| 6 1, x(0) = x0, x(T ) = 0, L(u) =
1

2

T
∫

0

u
2
dt→ min, T > 0 задано,
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Рис. 3
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с одномерным ограниченным управлением краевая задача принципа максимума имеет вид

ẋ = Ax+ b · sat(b∗ψ), ψ̇ = −A∗
ψ, x(0) = x0, x(T ) = 0,

(здесь и далее символ ∗ означает транспонирование), а в частном случае (1.17), при сглаженной
функции насыщения, — вид системы уравнений











ẋ1 = x2, ẋ2 = x3, ẋ3 =
1

2

(

√

ν + (x6 + 1)2 −
√

ν + (x6 − 1)2
)

,

ẋ4 = 0, ẋ5 = −x4, ẋ6 = −x5

с граничными условиями из (1.17). Эта краевая задача решена программой BVP

(t∗ = T , ν = 10−10) c вектором начальных значений p в момент t∗: ans =
[0, 0, 0, −2.9850435834, 4.8880088678, −2.9083874537]. Зависимость оптимальных фазовых пе-
ременных и управления от t показана на рис. 3, 4.

П р и м е р 4. Задача быстродействия с областью управления в форме лунки [16].
Сглаживание негладкой области управления U , т.е. построение ее гладкой выпуклой аппрок-
симации Uµ, предполагает конструктивное описание опорной функции сглаженного2 множе-
ства Uµ. Рассмотрим задачу быстродействия с областью управления U в форме лунки:

{

ẋ1 = x2 + u1, ẋ2 = −βx1 − αx2 + u2, x1(0) = a1, x1(T ) = 0, x2(0) = a2, x2(T ) = 0,

u = (u1, u2) ∈ U = S√
2
((+1, 0)) ∩ S√

2
((−1, 0)), α = 0.25, β = 1.5, a1 = 4, a2 = 1.

Сглаженная лунка Uµ (µ > 0 — малый параметр) задается опорной функцией, см. [18],

c(Uµ, ψ) =

(

√

2(q2
1

+ q
2

2
) −

√

q
2

1

)

∣

∣

q1=
1

2
(

√
µ‖ψ‖2+(ψ1+ψ2)2+

√
µ‖ψ‖2+(ψ1−ψ2)

2), q2=ψ2

.

Краевая задача принципа максимума сглаженной задачи управления, в безразмерном времени,

2Для множеств U , представимых в виде алгебраической суммы, выпуклой оболочки объединения
множеств с известной гладкой выпуклой аппроксимацией, задача сглаживания решается конструк-
тивно (см. [13]). Труднее работать с множествами U , заданными в форме пересечения нескольких
множеств или в виде геометрической разности (см. [18]). Пример сглаживания лунки приведен ниже.
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состоит из пяти скалярных дифференциальных уравнений






























ẋ1 = T (x2 + c
′
ψ1

(Uµ, ψ)), x1(0) = a1, x1(1) = 0,

ẋ2 = T (−βx1 − αx2 + c
′
ψ2

(Uµ, ψ)), x2(0) = a2, x2(1) = 0,

ψ̇ = −TA∗
ψ, ψ1(1)

2 + ψ2(1)
2 = 1,

Ṫ = 0, 0 6 t 6 1, A =

(

0 1
−β −α

)

, ψ =

(

ψ1

ψ2

)

.

Решение краевой задачи при малых µ дает приближения к оптимальному процессу. На рис. 5
показаны графики управлений u1(t), u2(t), µ = 10−6, на рис. 6 — графики u1(t) для трех значе-
ний µ = 1, 10−1

, 10−6. Вычисления выполнены с помощью упомянутой выше программы BVP.

П р и м е р 5. Задача быстродействия.
{

ẍ+ αẋ+ βx = u, x ∈ R
m
, u ∈ U ⊂ R

m
, α, β ∈ R

m×m
,

x(0) = a0, ẋ(0) = b0, x(T ) = a1, ẋ(T ) = b1, T → min .

При m = 2 область управления U — лунка, приm = 3 — тело, полученное вращением лунки во-
круг ее вертикальной оси. Краевая задача принципа максимума содержит 4m+ 1 уравнение.
Область управления конструктивно сглаживается до телесного выпуклого компакта в про-
странстве R

2m. Внимание авторов к изучению двух последних примеров привлек А.А.Чикрий.
Сделаем несколько важных замечаний. Если в краевой задаче (1.11) краевые условия со-

держат задание нескольких неизвестных функций x1(a) = x10, . . . , xk(a) = xk0, 1 6 k 6 n− 1,
то при выборе t∗ = a порядок внешней задачи можно понизить до n − k, полагая p =
(xk+1(a), . . . , xn(a)), что является существенным при решении краевых задач принципа макси-
мума, в которых фазовая переменная задана в начальный момент времени, а в роли искомого
вектора p выступает неизвестное начальное значение сопряженной переменной. Описанная
схема применима и для многоточечных краевых задач. Другие примеры расчетов см. в [17].

2. Множества достижимости плоских линейных управляемых систем

Для линейных управляемых систем множества достижимости определяются опорными
функциями, и на этой основе могут быть построены различные вычислительные алгоритмы.
Здесь излагается простой алгоритм построения множеств достижимости плоских линейных
управляемых систем, основой которого служат параметрические уравнения границы плоского
строго выпуклого компакта M , заданного опорной функцией s(p) = max

x∈M
(x, p), p ∈ R

2.
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Утверждение 1 (о параметрических уравнениях границы плоского выпуклого компакта).
Граница ∂M выпуклого компакта M описывается векторным уравнением

x = s0(α)q(α) + s
′
0(α)q′(α), α ∈ [0, 2π], (2.1)

где s0(α) = s(p)
∣

∣

p=q(α)
, s

′
0
(α) =

d

dα
s0(α), q(α) =

(

cosα
sinα

)

, q
′(α) =

(

− sinα
cosα

)

.

Уравнение (2.1) в координатной форме принимает вид двух параметрических уравнений

x1 = s0(α) cos α− s
′
0
(α) sinα, x2 = s0(α) sinα+ s

′
0
(α) cosα. (2.2)

Функция s0(·) является сужением опорной функции s(·) на единичную окружность.

Это утверждение является следствием теоремы о параметризации границы строго выпук-
лого компакта с помощью градиента его опорной функции. Действительно, векторное парамет-
рическое уравнение границы ∂M имеет вид x = s

′(q(α)), α ∈ [0, 2π]. Разлагая вектор s
′(q(α))

по базису q(α), q′(α), приходим к (2.2). Предлагаемый подход позволяет строить двумерные
проекции множеств достижимости в многомерных линейных управляемых системах. Ниже
приводятся примеры расчетов множеств достижимости на основе утверждения 13.

Рассмотрим линейную управляемую систему

ẋ = Ax+ u, x(0) = x0; x ∈ R
2; u ∈ U ⊂ R

2
, (2.3)

где область управления U — выпуклый компакт, A ∈ R
2×2 — известная матрица, x0 = (x01, x02)

— заданное начальное состояние. Множество достижимости X(T ) системы (2.3) в момент вре-
мени T является выпуклым компактом. Множество X(T ) описывается опорной функцией

c(X(T ), p) = (x0, e
TA∗

p) +

T
∫

0

c(U, e tA
∗

p) dt, p ∈ R
2
. (2.4)

Полагая e tA
∗

=

(

e11(t) e12(t)
e21(t) e22(t)

)

, имеем: e tA
∗

p =

(

e11(t) p1 + e12(t) p2

e21(t) p1 + e22(t) p2

)

, p =

(

p1

p2

)

,

(x0, e
TA∗

p) = x01(e11(T ) p1 + e12(T ) p2) + x02(e21(T ) p1 + e22(T ) p2).

Утверждение 2 (об экспоненциале квадратной матрицы второго порядка). Имеет ме-

сто следующая формула:

e
tA =



























1/(λ1 − λ2)
[

(

λ1e
λ2t − λ2e

λ1t
)

I +
(

e
λ1t − e

λ2t
)

A

]

, λ1 6= λ2, λ1, λ2 ∈ R
1
,

e
λt
[

(1 − λt) I + tA

]

, λ = λ1 = λ2 ∈ R
1
,

e
ρt
/ν

[

(ν cos(νt) − ρ sin(νt)) I + sin(νt)A
]

, λ1,2 = ρ± iν,

где λ1,2 — собственные значения матрицы A, I — единичная матрица, i — мнимая единица.

3Построение кривой, определяемой параметрическими уравнениями (2.2), в среде Maple достига-
ется командой plot([x1(alpha),x2(alpha),alpha=0..2*Pi]);. Предполагается, что функция s0(α)
описана аналитически, производная s

′

0
(α) находится средствами компьютерной алгебры командой

ds0:=unapply(diff(s0(alpha),alpha),alpha);.
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Обсудим вопрос о практической реализации процесса построения множества достижимо-
сти X(T ) по его опорной функции (2.4). Интеграл в (2.4) представим приближенно суммой

σ(p,N) =
N
∑

n=1

T

N
c(U, en

T

N
A∗

p), где N — число узлов4. Функцию (2.4) приближает функция

s(p,N) = (x0, e
TA∗

p) + σ(p,N). Полагаем

s0(α) = s(p,N)
∣

∣

p=q(α)
, ds0(α) =

d

dα
s0(α), q(α) =

(

cosα
sinα

)

. (2.5)

Функции (2.5) зависят не только от углового параметра α, но и от времени T , от числа узлов N .
Граница ∂X(T ) описывается приближенно параметрическими уравнениями

x1 = s0(α) cosα− ds0(α) sin α, x2 = s0(α) sin α+ ds0(α) cosα, α ∈ [0, 2π]. (2.6)

При необходимости опорная функция множества U может быть взята в сглаженной форме.
Приведем примеры расчетов, выполненных в среде Maple на основе уравнений (2.6).

П р и м е р 6. Для управляемого объекта (2.3) с A =

(

0 1
0 0

)

, x0 = (−1, 1)∗, U =

{u1 = 0, |u2| 6 1} (тележка), построить множества достижимости для моментов времени

T1 =
√

2 − 1, T2 = 2 (
√

2 − 1), T3 =
√

6 − 1, T4 = 2.

Результаты расчетов показаны на Рис. 7. Число узлов N = 100.
Обсудим вопрос о построении двумерных проекций множеств достижимости многомер-

ных линейных управляемых систем. Пусть X ⊂ R
n, Y = πX ⊂ R

2 — выпуклые компакты.
Здесь π — (2×n)-матрица, транспонированная матрица π∗ составлена из столбцов π1, π2 ∈ R

n,
‖π1‖ = ‖π2‖ = 1, π1⊥π2. Таким образом, Y есть двумерная проекция множества X. Опорная
функция s(q) множества Y и ее сужение s0(α) на единичную окружность имеют вид

s(q) = c(X,π∗q), q ∈ R
2
,

s0(α) ≡ s(q(α)) = c(X,π∗q(α)) = c(X,π1 cos(α) + π2 sin(α)), α ∈ [0, 2π]. (2.7)

Если X = X(T ) есть множество достижимости n-мерной (n > 2) линейной управляемой си-
стемы, то, учитывая вид опорной функции (2.4), p ∈ R

n, формулу (2.7) и параметрические
уравнения (2.2), мы можем построить кривую ∂Y .

4При построении функции (2.4) можно привлекать и другие квадратурные формулы.
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П р и м е р 7. Двумерная проекция на плоскость x3 = 0 множества достижимости X(T ),
X(0) = {0}, трехкратного интегратора:

ẋ1 = x2, ẋ2 = x3, ẋ3 = u; |u| 6 1; x1(0) = x2(0) = x3(0) = 0.

Полагая π1 = (1, 0, 0)∗ , π2 = (0, 1, 0)∗ , имеем:

c(X(T ), p) =

∫ T

0

∣

∣

∣

t
2

2
p1 + tp2 + p3

∣

∣

∣
dt, s0(α) = c(X(T ), π∗q(α)) =

∫ T

0

∣

∣

∣

t
2

2
cosα+ t sinα

∣

∣

∣
dt.

Результаты расчета при T = 2 показаны на рис. 8, где жирной линией отмечена граница ∂Y
проекции Y множества достижимости X(2) на плоскость x3 = 0. Эта линия является лини-
ей пересечения цилиндра (с образующими, параллельными оси x3), описанного вокруг трех-
мерного множества достижимости, и плоскости x3 = 0. Множество достижимости отмечено
темным цветом, цилиндр — серым цветом, плоскость x3 = 0 — светлой заливкой. На рис. 9
показаны линия ∂Y и проекция Y множества X(2). В расчетах опорная функция области
управления записывалась в сглаженной форме с малым параметром сглаживания ν = 10−6.
Результат проектирования множества X(2) на плоскость x1 + x2 + x3 = 0 показан на рис. 10.

При вычислениях положено π1 =
1
√

2
(0, 1,−1)∗, π2 =

1
√

6
(−2, 1, 1)∗.

3. Достаточные условия оптимальности в терминах конструкций

принципа максимума Понтрягина

Принцип максимума Понтрягина [15] содержит необходимые условия оптимальности. По-
сле построения экстремального решения вопрос об его оптимальности остается открытым и
требует дополнительного исследования. Можно построить примеры задач управления, имею-
щие более одного решения, удовлетворяющего необходимым условиям оптимальности в форме
принципа максимума, среди этих решений могут встретиться неоптимальные, и это утвержде-
ние иллюстрируется примером [19] (модифицированный пример из [20]) двумерной нелинейной
управляемой системы на фиксированном отрезке времени [0, T ]







ẋ1 = u1x2 − u2x1, ẋ2 = −u1x1 − u2x2, x1(0) = 1, x2(0) = 0,

0 6 t 6 T, u
2

1
+ u

2

2
6 1, J = x1(T ) → max

u(·)
.
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Краевая задача принципа максимума при этом допускает разрешение в аналитической форме
(см. [19]), причем при малых значениях параметра T решение краевой задачи единственно, а
при увеличении параметра T количество экстремальных решений неограниченно растет, так
что не любое экстремальное решение является оптимальным. В то же время для определенных
классов нелинейных задач управления решение, удовлетворяющее необходимым условиям оп-
тимальности в форме принципа максимума, оказывается оптимальным. K такому классу задач
относятся некоторые оптимизационные модели экономической динамики (модель диффузии
инноваций [24], модель “Рост” [23], модель Рамсея и др.), для которых актуальна проблема
обоснования оптимальности решений, получаемых из краевой задачи принципа максимума
при численном анализе. Здесь обсуждаются достаточные условия оптимальности в терминах
конструкций принципа максимума Понтрягина, которые позволяют исследовать ряд задач
оптимального управления, в том числе и задачи, допускающие особые режимы. Излагаемый
материал развивает результаты статьи [21]. Основой предлагаемого подхода является инте-

гральное представление приращения функционала для экстремального процесса в терминах
функции Гамильтона — Понтрягина K и интегральная оценка приращения функционала для
экстремального процесса в терминах функции Гамильтона M .

3.1. Достаточные условия оптимальности

Изучаются задачи максимизации и минимизации с интегральным функционалом на за-
данном отрезке времени при свободном правом конце траектории и фиксированных концах
траектории для случая бесконечного горизонта и задач с особыми режимами.

3.1.1. Постановка задачи. Формулировка предположений. Рассматривается сле-
дующая задача оптимального управления:



















ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(t0) = x0; x ∈ R
n
, u ∈ U ⊂ R

r
, t ∈ [t0, t1],

J [u] =

t1
∫

t0

f
0(t, x(t), u(t)) dt → maxu(·) .

(3.1)

Здесь x — фазовая переменная, u — управление, подчиненное геометрическому ограниче-
нию u ∈ U , где множество U ⊂ R

r — область управления; x0 — заданное начальное состояние
объекта, T > 0 — заданная длительность процесса управления. Запишем функцию Гамильтона
— Понтрягина для задачи (3.1), полагая в ней ψ0 = 1, ψ ∈ R

n:

K(t, x, ψ, u) = f
0(t, x, u) + (ψ, f(t, x, u)). (3.2)

Предположение П1. Существует единственный максимизатор функции (3.2):

u∗(t, x, ψ) = arg maxu∈U K(t, x, ψ, u) ∀ t, x, ψ. (3.3)

С помощью максимизатора (3.3) строится функция Гамильтона (функция максимума):

M(t, x, ψ) = maxu∈U K(t, x, ψ, u) = K(t, x, ψ, u)
∣

∣

u=u∗(t,x,ψ)
. (3.4)

Запишем краевую задачу принципа максимума для задачи управления (3.1):







ẋ = K
′
ψ(t, x, ψ, u)

∣

∣

u=u∗(t,x,ψ)
≡ F (t, x, ψ), x(t0) = x0,

ψ̇ = −K ′
x(t, x, ψ, u)

∣

∣

u=u∗(t,x,ψ)
≡ G(t, x, ψ), ψ(t1) = 0.

(3.5)

Предположение П2. Существует решение краевой задачи принципа максимума (3.5):

(x(t), ψ(t)), t0 6 t 6 t1. (3.6)
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О единственности решения (3.6) краевой задачи принципа максимума (3.5) никаких пред-
положений не делается. Строится суперпозиция максимизатора (3.3) и решения (3.6) — допу-
стимое управление u(t) = u∗(t, x, ψ)

∣

∣

x=x(t), ψ=ψ(t)
, t0 6 t 6 t1. Тройка и пара функций

(x(t), ψ(t), u(t)), t0 6 t 6 t1, (3.7)

(x(t), u(t)), t0 6 t 6 t1, (3.8)

удовлетворяющие принципу максимума с участием сопряженной переменной ψ(t), называются
соответственно экстремальной тройкой и экстремальным процессом. Вопрос об оптимально-
сти экстремального процесса (3.8) решает теорема 1 и ее модификации.

Предположение П3. Функции M(t, x, ψ) и M
′
x(t, x, ψ) определены и непрерывны.

Предположение П4. Сопряженное уравнение в (3.5) допускает запись

ψ̇ = −M ′
x(t, x, ψ). (3.9)

З а м е ч а н и е. Последнее предположение можно заменить условием

ψ̇(t) = −M ′
x(t, x(t), ψ(t)), t0 6 t 6 t1, (3.10)

вдоль решения (3.6) задачи (3.5). Проверка условия (3.10) требует знания решения (3.6), тогда
как проверка (3.9) не требует этого и может быть более удобной для применения.

Предположение П5. Функция m(t, x) ≡M(t, x, ψ(t)), t ∈ [t0, t1], где ψ(t) — вторая ком-

понента решения (3.6), является вогнутой функцией аргумента x при t ∈ (t0, t1).

3.1.2. Достаточные условия оптимальности.

Теорема 1. В предположениях П1–П5 процесс (3.8) оптимален в задаче (3.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим, наряду с исследуемым экстремальным процес-
сом (3.8), любой другой допустимый процесс (x̂(t), û(t)), t0 6 t 6 t1, где û(t) — допусти-

мое управление, x̂(t) — траектория, отвечающая этому управлению: x̂(t0) = x0,
d

dt
x̂(t) =

f(t, x̂(t), û(t)). Введем обозначения для приращений управления, траектории и функционала:

∆u(t) = û(t) − u(t), ∆x(t) = x̂(t) − x(t), ∆J [u] = J [û] − J [u].

Для доказательства теоремы будет установлено неравенство ∆J [u] 6 0. Это неравенство может
быть получено на основе приведенного ниже интегрального представления приращения ∆J
функционала. Исходным пунктом этого плана служит следующее представление нуля:

0 = (ψ(t),∆x(t))|t=t1t=t0 , (3.11)

где ψ(t) — сопряженная переменная (вторая компонента решения (3.6) краевой задачи (3.5)
и экстремальной тройки (3.7)), ∆x(t) — приращение траектории. Справедливость форму-
лы (3.11) вытекает из условия трансверсальности ψ(t1) = 0 и очевидного равенства ∆x(t0) = 0.

Исходя из формулы (3.11) и привлекая формулу Ньютона — Лейбница, соотношения (3.10),

∆J =

t1
∫

t0

[

f
0(t, x̂(t), û(t)) − f

0(t, x(t), u(t))
]

dt,
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(ψ(t), f(t, x̂(t), û(t))) = K(t, x̂(t), ψ(t), û(t)) − f
0(t, x̂(t), û(t)),

(ψ(t), f(t, x(t), u(t))) = K(t, x(t), ψ(t), u(t)) − f
0(t, x(t), u(t)),

получаем

0 =

t1
∫

t0

d

dt
(ψ(t),∆x(t)) dt =

t1
∫

t0

[

(ψ(t), ˙̂x(t) − ẋ(t)) + (ψ̇(t),∆x(t))
]

dt

=

t1
∫

t0

[

K(t, x̂(t), ψ(t), û(t)) −K(t, x(t), ψ(t), u(t)) − (M ′
x(t, x(t), ψ(t)),∆x(t))

]

dt− ∆J.

Отсюда в силу равенства K(t, x(t), ψ(t), u(t)) = M(t, x(t), ψ(t)) находим

∆J =

t1
∫

t0

[

K(t, x̂(t), ψ(t), û(t)) −M(t, x(t), ψ(t)) − (M ′
x(t, x(t), ψ(t)),∆x(t))

]

dt. (3.12)

Из (3.12) и неравенства K(t, x̂(t), ψ(t), û(t)) 6 M(t, x̂(t), ψ(t)) вытекает оценка

∆J 6

t1
∫

t0

[

M(t, x̂(t), ψ(t)) −M(t, x(t), ψ(t)) − (M ′
x(t, x(t), ψ(t)),∆x(t))

]

dt. (3.13)

В силу П5 интегрант в (3.13) неположителен, что влечет за собой неравенство ∆J 6 0. Теорема
доказана.

З а м е ч а н и е 1. Утверждение теоремы 1 сохраняется для задачи управления



















ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(t0) = x0, x(t1) = x1; x ∈ R
n
, u ∈ U ⊂ R

r
, t ∈ [t0, t1],

J [u] =

t1
∫

t0

f
0(t, x(t), u(t)) dt → maxu(·)

(3.14)

с двумя фиксированными концами траектории. Ключевое в доказательстве теоремы соотно-
шение (3.11) имеет место, так как ∆x(t0) = ∆x(t1) = 0. В краевой задаче (3.5) вместо условия
трансверсальности ψ(t1) = 0 присутствует условие на траекторию x(t1) = x1.

З а м е ч а н и е 2. Если в (3.1), (3.14) заменить max на min, то функция (3.2) записыва-
ется в виде K = −f0(t, x, u) + (ψ, f(t, x, ψ)).

З а м е ч а н и е 3. Достаточные условия оптимальности применимы и для задач управ-
ления на бесконечном промежутке времени: t0 6 t < +∞. Допустимыми управлениями счи-
таются управления, гарантирующие продолжимость решений основного дифференциального
уравнения управляемого движения на бесконечный промежуток времени t0 6 t < +∞ и сходи-

мость несобственного интеграла

+∞
∫

t0

f
0(t, x(t), u(t)) dt. Достаточные условия формулируются в

прежней форме с дополнительным предположением 0 = (ψ(t),∆x(t))
∣

∣

∣

+∞

t0
. Последнее условие

выполняется, например, если ψ(+∞) = 0 и все допустимые траектории ограничены.

З а м е ч а н и е 4. Предположение П1 исключает из рассмотрения задачи с особыми ре-
жимами. Предложенная процедура вывода неравенства ∆J 6 0 позволяет охватить и задачи
с особыми режимами. Для этого вместо П1, П2 формулируется следующее предположение.
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Предположение П0. Пусть (x(t), ψ(t), u(t)), t0 6 t 6 t1, ψ(t1) = 0 — экстремальная

тройка для задачи (3.1), т.е. пара (x(t), u(t)), t0 6 t 6 t1, удовлетворяет принципу максиму-

ма Понтрягина с участием сопряженной переменной ψ(t), t0 6 t 6 t1, причем ψ0 = 1.

Теорема 2. Если (1) выполняется предположение П0, (2) для функции (3.4) выполне-

но предположение П3, (3) вдоль экстремального решения выполняется соотношение (3.10),
(4) имеет место условие вогнутости (предположение П5), то процесс (x(t), u(t)), t0 6 t 6 t1,

является оптимальным для задачи управления (3.1).

Предложенные достаточные условия применимы в линейно-квадратичной задаче (конеч-
ный и бесконечный горизонт) [22], в моделях диффузии инноваций [24], “Рост” [23], Рамсея
и др., что заслуживает отдельного обсуждения.

Поступила 05.06.2006
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ ТОЧНОСТИ В L1 ОДНОГО ДИНАМИЧЕСКОГО

АЛГОРИТМА ВОССТАНОВЛЕНИЯ ВОЗМУЩЕНИЯ1

А. Ю.Вдовин, А.В.Ким, С.С.Рублева

В статье предлагается модификация динамического алгоритма Ю.С.Осипова и А.В.Кряжимского, об-

ладающая в пространстве L1 асимптотическим порядком точности, сколь угодно близким к 1/2. Рассмат-

ривается возможность достижения этого порядка в классе конечношаговых динамических алгоритмов.

Статьями [1–3] было положено начало большому циклу работ об аппроксимациях движе-
ний динамических систем, а также действующих на них возмущений. Упомянутые аппрокси-
мации строились с помощью алгоритмов, обрабатывающих результаты наблюдений фазовых
координат.

Особые требования, предъявляемые к этим алгоритмам, состоят в том, что искомые ве-
личины должны восстанавливаться на этапе функционирования системы в темпе реального
времени и обладать устойчивостью к информационным ошибкам. Их работа рассматривается
как процесс управления вспомогательной динамической системой с использованием позицион-
ных методов из теории дифференциальных игр [4].

Следуя предложенному в процитированных работах подходу, рассмотрим функционирую-
щую на заданном временном интервале [t0, T ] динамическую систему:

x
′(t) = f(t, x(t), v(t)), (1)

правая часть которой имеет вид

f(t, x(t), v(t)) = f1(t, x(t)) + f2(t, x(t))v(t).

Здесь f1(·) и f2(·) — непрерывные отображения [t0, T ]×R
m в R

m и в пространство (m×q)-
матриц со спектральной нормой соответственно. Значения v(t) ∈ R

q — величины возмущения,
действующего на систему в момент t. Далее |·| — нормы в упомянутых пространствах, а V —
множество всех возмущений, т.е. измеримых по Лебегу функций v(·) : [t0, T ] → Q, где Q —
заданный выпуклый компакт из R

q
. Без ограничения общности предполагаем, что 0 ∈ Q.

Движением, порожденным помехой v(·), называется всякое определенное по Каратеодори
на [t0, T ] решение уравнения (1). В связи с этим в дальнейшем, где это необходимо, равенства
и неравенства считаются выполненными почти всюду. Совокупность всех движений, порож-
денных помехой v(·), обозначается X (v(·)). Считаем, что X (v(·)) непусто для любого v(·) ∈ V,

и пусть X ⊂
⋃

v(·)∈V

X (v(·)) непусто и равномерно ограничено. Тогда для некоторого компакта

X ⊂ R
m включение x(t) ∈ X имеет место при всех t ∈ T , x(·) ∈ X . Фиксируем положительные

константы a, L и M такие, что |v| 6 M при v ∈ Q, а |x| 6 L при x ∈ X
a
, где X

a — замкнутая
a-окрестность X.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 05-01-00330, 05-01-00732), Урало-Сибирского
интеграционного проекта и Программы поддержки фундаментальных исследований Президиума
РАН №22 “Процессы управления”.
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Для каждого движения x(·) из X рассмотрим множество всех возмущений, его порожда-
ющих

V∗(x(·)) = {v(·) ∈ V : x(·) ∈ X (v(·))}.

Пусть p ∈ N, а ‖ · ‖p — норма пространства Lp([t0, T ], Rq), тогда решение задачи

inf
v(·)∈V∗(x(·))

‖v(·)‖p

единственно с точностью до эквивалентности по мере Лебега. Далее это решение обозначается
v∗(·|x(·)).

Измерением будем называть всякую функцию ξ(·) : [t0, T ] → R
m

, а измерение такое, что
sup

t∈[t0,T ]

|ξ(t) − x(t)| 6 h — измерением с погрешностью h > 0 движения x(·) ∈ X . Множество

таких измерений обозначим Θh (x(·)) .

Рассмотрим множество операторов, ставящих в соответствие каждому измерению движе-
ния из X некоторое возмущение из V. Семейство таких операторов (Dh)h>0 назовем p-регу-
ляризирующим, если для всех x(·) ∈ X

lim
h→0

sup
ξ(·)∈Θh(x(·))

‖Dh(ξ(·)) − v∗(·|x(·))‖p = 0.

Оператор восстановления возмущения в темпе реального времени, следуя [1], станем на-
зывать конечношаговым динамическим алгоритмом (КДА). Будем трактовать КДА D как
пятерку

D :
(

n, τ(·),W 0

i (·), U(·),W (·)
)

,

где

τ(·) : [t0, T ] → [t0, T ];

U(·) : [t0, T ] × R
s × R

m → Q;

W (·) : [t0, T ] × R
s × R

m × R
q → R

m;

W
0

i (·) : R
m → R

s;

s, n ∈ N.

(2)

Назовем s-мерную управляемую динамическую систему

wi(t) = W (t, ti, wi(ti), ξ(ti), u(t)) ,

функционирующую на временном интервале [τ(ti), ti+1] с начальным условием

wi(τ(ti)) = W
0

i (ξ (τ(ti))) ,

моделью системы (1), где u(t) = U (ti, wi(ti), ξ(ti)) — значение ее управления при t ∈ [ti, ti+1).

Здесь ti = t0 + i∆, i ∈ {0, . . . , n − 1}, ∆ =
T − t0

n
.

Работа КДА протекает во времени по следующей схеме. В начальный момент времени t0

(либо заранее) задаются узлы разбиения отрезка [t0, T ] : t0, . . . , tn и осуществляется измере-
ние ξ(t0). В каждый момент ti производится измерение ξ(ti) и по правилам (2) формируются
продолжения на [ti, ti+1) построенных на [τ(ti), ti) функций wi(·), u(·). Результат работы алго-
ритма — построение к моменту T = tn кусочно-постоянного управления u(·) для модели, т.е.
Dh(ξ(·)) = u(·).

Пусть КДА (D1

h)h>0 имеет вид:

n =

[

T − t0

h

]

+ 1, s = m, τ(t) ≡ t0, W
0

i (ξ(τ(ti))) ≡ ξ(t0)



20 А.Ю.Вдовин, А.В.Ким, С.С.Рублева

(здесь квадратные скобки означают целую часть числа), U(ti, wi(ti), ξ(ti)) — результат проек-
ции на Q точки минимума функции

u → 2 (w(ti) − ξ(ti)) f2(ti, ξ(ti))u + α(h)|u|2,

где α(·) : [0,∞) → [0,∞),

W (t, ti, wi(ti), ξ(ti), u(ti)) = wi(ti) + f(ti, ξ(ti), u(ti)) (t − ti).

А.В. Кряжимский и Ю.С. Осипов [1] доказали следующее.

Теорема 1. Пусть α(h) → 0, h/α(h) → 0 при h → +0, тогда (D1

h)h>0 — 2-регуляризирующий

КДА.

Отметим, что вид (D1

h)h>0 позволяет опустить индекс у wi(·).
Назовем точностью семейства (Dh)h>0 в пространстве Lp([t0, T ], Rq) величину

µ(h) = sup
x(·)∈X

sup
ξ(·)∈Θh(x(·))

‖Dh(ξ(·)) − v∗(·|x(·))‖p.

Известно, что оператор A : x(·) → v∗(·|x(·)) в общем случае разрывен; отсюда следует, что
не существует семейства (Dh)h>0 такого, что его точность µ(h) → 0 при h → 0.

Число r > 0 называется асимптотическим порядком точности семейства (Dh)h>0 в про-
странстве Lp([t0, T ], Rq), если существуют такие положительные числа λ1, λ2, что справедливы
неравенства:

λ1h
r ≤ µ(h) ≤ λ2h

r
.

В [5] доказана

Теорема 2. Пусть f1(·), f2(·) удовлетворяют условию Липшица, f2(·) является матри-

цей полного ранга вдоль движения, v∗(·|x(·)) обладает ограниченной вариацией
(

T
∨

t0

v∗(·|x(·))
)

.

Тогда наивысший асимптотический порядок точности КДА (D1

h)h>0 в пространстве

L2([t0, T ], Rq) равен 1/3 и достигается при α(h) = h
2/3

.

В статье показывается, что порядок точности КДА (D1

h)h>0 в L1([t0, T ], R) может быть
сделан сколь угодно близким к 1/2, а также предлагается другой КДА, имеющий порядок
точности, равный 1/2.

Пусть δ > 0; рассмотрим действие КДА (D1

h)h>0 на расширенном временном промежутке
[t0 − δ, T ], положив x(t) ≡ x(t0), ξ(t) ≡ ξ(t0) для t ∈ [t0 − δ, t0). Заметим, что реализация КДА
(D1

h)h>0 на интервале [t0 − δ, t0) упрощается, так как на нем u(t) ≡ 0 и w(t) ≡ ξ(t0). Поэтому
для t > t0 результаты действия алгоритма будут полностью идентичны применению КДА на

[t0, T ]. Отметим также, что вариация

T
∨

t0−δ

v∗(·|x(·)) = v∗(t0|x(t0)) +

T
∨

t0

v∗(·|x(·)) ограничена.

Далее, для упрощения изложения, рассмотрим систему с простым движением: f1(t, x) ≡ 0,
m = 1, f2(t, x) ≡ 1. При этих предположениях задача восстановления возмущения становится
задачей численного дифференцирования функции x(·) при неточной информации о ней. Далее
v∗(·|x(·)) = v∗(·).

При t ∈ [ti, ti+1) система-модель для КДА принимает вид:

w(t) = w(ti) + ui (t − ti), ui = u(ti), (3)

ui =
ξ(t) − w(ti)

α
, где ξ(t) = ξ(ti). (4)
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Отметим, что при построении ui мы не применяем процедуру проектирования на Q, как
это предполагалось в работе [1], однако ее использование лишь улучшит результат.

Рассмотрим задачу Коши:

w
′
∗(t) =

x(t) − w∗(t)
α

, w∗(t0) = x0. (5)

Обозначим u∗(t) =
x(t) − w∗(t)

α
. Решение задачи (5) имеет вид:

w∗(t) = x(t) −

t
∫

t0

e
τ−t

α v∗(τ)dτ,

поэтому

u∗(t) =
1

α

t
∫

t0

e
τ−t

α v∗(τ)dτ. (6)

Лемма 1. Пусть α(h)/δ(h) → 0 при h → 0. Тогда ∀k ∈ N ∃hk такое, что ∀h ∈ (0, hk],
∀ t ∈ [t0, T ] справедлива оценка

|u∗(t) − v∗(t)| 6 3M
(

α

δ

)k
+

t
∨

t−δ

v∗(·) (δ = δ(h)). (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу представления

v∗(t) =
(

1 − e
t0−δ−t

α

)−1 1

α

t
∫

t0−δ

e
τ−t

α v∗(t) dτ,

на основании (6) имеем

u∗(t) − v∗(t) =
1

α

( t
∫

t0−δ

e
τ−t

α v∗(τ)dτ −

t
∫

t0−δ

e
τ−t

α v∗(t)dτ

)

−
e

t0−δ−t

α

α

(

1 − e
t0−δ−t

α

)

t
∫

t0−δ

e
τ−t

α v∗(t) dτ

=
1

α

t−δ
∫

t0−δ

e
τ−t

α [v∗(τ) − v∗(t)] dτ +
1

α

t
∫

t−δ

e
τ−t

α [v∗(τ) − v∗(t)] dτ − e
t0−δ−t

α v∗(t).

Поэтому для t > t0

|u∗(t) − v∗(t)| 6 2Me
− δ

α +
t
∨

t−δ

v∗(·)
(

1 − e
− δ

α

)

+ e
− δ

α v∗(t) 6 3Me
− δ

α +
t
∨

t−δ

v∗(·)

6 3M
(

α

δ

)k
+

t
∨

t−δ

v∗(·).

Лемма 2. Для КДА (D1

h)h>0 ∃h1, M1 > 0 : ∀h ∈ [0, h1), ∀t ∈ [t0, T ]

|u(t)| 6 M1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что правило нахождения w(t) (3) можно трактовать
как решение методом Эйлера задачи (5).

Тогда ∀t ∈ [t0, T ] ∃h1 > 0,K > 0 : ∀h ∈ (0, h1), справедлива оценка

|w∗(t) − w(t)| 6 K
h

2

α2
. (8)

Доказательство этого факта опускаем, так как оно повторяет рассуждения, приведенные в
работе [6]. Отметим лишь то, что K выписывается конструктивно. В силу (4), (5), (8) получаем:

|u∗(t) − u(t)| =

∣

∣

∣

∣

x(t) − w∗(t)
α

−
ξ(t) − w(t)

α

∣

∣

∣

∣

6
h

α
(1 + M) + K1

h
2

α3
.

Кроме того, в силу (7) u∗(·) ограничено, что влечет за собой справедливость леммы.

Лемма 3. Пусть ∆ = h. Тогда ∃h2 > 0 : ∀h ∈ (0, h2), ∀ t ∈ [t0, T ]

|u∗(t) − u(t)| 6
h

α
(2M + M1 + 3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть y(t) = w(t)−w∗(t). Очевидно, что при t ∈ [ti, ti+1) функ-
ция y(·) является решением дифференциального уравнения:

y
′(t) = −

y(t)

α
+

ξ(t) − x(t)

α
+ ui

t − ti

α
, |y(t0)| 6 h.

Так как

y(t) = y(t0)e
t0−t

α +

t
∫

t0

e
τ−t

α

(

ξ(τ) − x(τ)

α
+ ui

τ − ti

α

)

dτ,

а
∣

∣

∣

∣

ξ(t) − x(t)

α
+ ui

t − ti

α

∣

∣

∣

∣

6
h

α
(1 + M + M1),

то

|y(t)| 6 h +
h

α
(1 + M + M1)

t
∫

t0

e
τ−t

α dτ 6 h(M + M1 + 2).

В силу (4), (5) и условий леммы получаем:

|u∗(t) − u(t)| =

∣

∣

∣

∣

x(t) − w∗(t)
α

−
ξ(t) − w(t)

α

∣

∣

∣

∣

6
h

α
(2M + M1 + 3).

Теорема 3. Пусть выполнены условия лемм 1–3. Тогда

‖u(t) − v∗(t)‖1 6
h

α
(2M + M1 + 3) (T − t0) + 3M

(

α

δ

)k
(T − t0) + δ

T
∨

t0

v∗(·). (9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. На основании лемм 1–3

‖u(t) − v(t)‖1 6
h

α
(2M + M1 + 3) (T − t0) + 3M

(

α

δ

)k
(T − t0) +

T
∫

t0

t
∨

t−δ

v∗(·)dt.
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Оценивая последний интеграл, получаем:

T
∫

t0

t
∨

t−δ

v∗(·)dt =

T
∫

t0

( T
∨

t−δ

v∗(·) −
T
∨

t

v∗(·)

)

dt =

T
∫

t0

T
∨

t−δ

v∗(·)dt −

T
∫

t0

T
∨

t

v∗(·)dt

6

T−δ
∫

t0−δ

T
∨

t

v∗(·)dt −

T
∫

t0

T
∨

t

v∗(·)dt 6

T−δ
∫

t0−δ

T
∨

t

v∗(·)dt −

T−δ
∫

t0

T
∨

t

v∗(·)dt =

t0
∫

t0−δ

T
∨

t

v∗(·)dt 6 δ

T
∨

t0

v∗(·)dt.

Тогда

‖u(t) − v(t)‖1 6
h

α
(2M + M1 + 3) (T − t0) + 3M

(

α

δ

)k
(T − t0) + δ

T
∨

t0

v∗(·).

З а м е ч а н и е 1. Оптимизация по порядку правой части (9) реализуется при δ = α
k

k+1 ,

α = h
k+1

2k+1 . Это означает, что порядок верхней оценки точности КДА (при выборе достаточного
большого значения k) может быть сделан сколь угодно близким к 1/2.

Получим нижнюю оценку точности:

Теорема 4. Пусть v 6= 0 — внутренняя точка Q; α(h), h/α(h) → 0 вместе с h, ∆ = h.

Тогда существуют постоянные h∗, M∗ такие, что при h ∈ (0, h∗) справедлива оценка

µ(h) > M∗
√

h.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x
′(t) = v, x(t0) = x0, а ξ(·) удовлетворяет условиям:

ξ(t2k) = x(t2k), ξ(t2k+1) = x(t2k+1) − h.

Обозначим ui − v = ri, тогда:

r2k+1 =

(

1 −
∆

α

)

r2k −
h

α
, r2k+2 =

(

1 −
∆

α

)

r2k+1 +
h

α
,

и, значит,

|r2k+2| >

(

1 −
2∆

α

)

|r2k| +
h∆

α2
. (10)

Кроме того |r0| = |v|, поэтому условия теоремы гарантируют существование h∗ > 0 такого,
что для всех h ∈ (0, h∗]

|r0| >
h

2α
. (11)

Ввиду (10), (11) с помощью индукции получаем

|r2k| >
h

2α
. (12)

Более того, |ri| > r(ti), где r(·) — решение задачи Коши: r
′(t) = −

r(t)

α
, r(t0) = |v|. Поэтому

|r2k| > |v|e
t0−t

2k

α . (13)

Из соотношений (11)–(13) следует существование константы M∗ такой, что

‖u(·) − v‖1 > M∗ max

{

h

α
,α

}

> M∗
√

h.
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Рис. 1

Проиллюстрируем реализацию действия КДА, проведенную в среде Matlab, на следующем
примере:

x(t) =



























4

3

√
2x3 + x, x ∈ [0, 0.5],

7

6
+ 4

(

x −
1

2

)

, x ∈ (0.5, 0.8],

10x2 − 16x +
263

30
, x ∈ (0.8, 1],

при h = 10−4 (задание ошибки, как в теореме 2).

Первое слагаемое в формуле (9) можно рассматривать как результат влияния случайных
ошибок измерения и погрешности метода Эйлера. Второе и третье слагаемое можно трактовать
как систематическую ошибку восстановления v(·) с помощью использования неупреждающего
сингулярного интеграла [7] по формуле (6). В связи с этим, выбор α = h

2/3 уменьшает систе-
матическую ошибку, что иллюстрирует поведение приближений в окрестности точек t = 0.5 и
t = 0.8 на рис. 1. С другой стороны, выбор α = h

0.51 уменьшает влияние случайных ошибок,
что характеризуется степенью размытости линий на промежутках [0, 0.5) и (0.5, 0.8); при этом
ошибка в целом становится меньшей.

Рассмотрение результатов экспериментов при h = 10−6 показывает, что систематическая
ошибка практически устраняется, а случайная ошибка имеет меньшее влияние при α = h

0.51

(см. рис. 2), что согласуется с полученными теоретическими результатами.

З а м е ч а н и е 2. Пусть α кратно ∆, определим КДА (D2

h)h>0:

n, U(·), W (·) задаются так же, как для (D1

h)h>0;

τ(ti) = ti − α;

W
0

i (ξ(τ(ti))) = ξ(t0) при ti < α и W
0

i (ξ(τ(ti))) = ξ(ti − α) при ti > α.

Использование КДА (D2

h)h>0 можно трактовать как аналог метода средних функций [8].
При этом до момента t = α КДА (D2

h)h>0 использует одну систему-модель с начальным услови-

ем ξ(t0), к моменту t = 2α количество систем-моделей возрастает до
α

∆
, и остается постоянным
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Рис. 2

до T − α, а далее количество систем-моделей уменьшается на единицу на каждом шаге алго-
ритма.

Тогда для любого i значение ui приближения v∗(t) на промежутке (ti + α − ∆, ti + α]
согласно (7) удовлетворяет неравенству

|v∗(t) − ui)| 6

t+α
∨

t

v∗(·).

С учетом леммы 3 это дает оценку:

|ui − v∗(t)| 6
h

α
(2M + M1 + 3) +

t+α
∨

t

v∗(·),

откуда аналогично теореме 3 следует, что

‖u(t) − v∗(t)‖1 6
h(2M + M1 + 3)

α
(T − t0) + α

T
∨

t0

v∗(·).

При выборе α =
√

h, асимптотический порядок точности становится равным 1/2.

З а м е ч а н и е 3. Аналогичные подходы применены нами для оценки точности метода
восстановления возмущения в L1([t0, T ], Rq) для общего вида системы (1). При этом значения
асимптотических порядков точности совпадают с полученными для случая простого движе-
ния. Изложение этих результатов не приводится, так как это потребовало бы существенного
увеличения объема работы.

Поступила 10.03.2006
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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ С ГАРАНТИЕЙ

СИСТЕМАМИ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ1

Р. Габасов, Н.М. Дмитрук, Ф.М.Кириллова

Рассматривается линейная задача оптимального управления с гарантией системой с запаздыванием, в

которой учитываются геометрические ограничения на управляющие воздействия и терминальные огра-

ничения на состояния. Вводится новое понятие состояния задачи, которое представляет собой конечно-

мерный вектор. Определяются три типа оптимальной обратной связи. Описываются методы реализации

оптимальных размыкаемой и замыкаемой обратных связей. В их основу положен быстрый двойственный

метод коррекции оптимальных программ. Результаты иллюстрируются на примерах.

Введение

Человек занимается управлением всю сознательную жизнь. Он постоянно для обеспечения
желаемого течения тех или иных процессов или сам предпринимает необходимые действия и
принимает соответствующие решения, или поручает некоторые из них создаваемым им автома-
тическим системам управления. Свои действия и решения человек выбирает в зависимости от
складывающейся ситуации и делает это, как правило, в режиме реального времени, т.е. в таком
же темпе, в каком меняется ситуация. С началом современной научно-технической революции
появилась возможность на базе вычислительной техники создавать и системы управления,
функционирующие по принципу управления в реальном времени. Для синтеза в рамках этого
принципа оптимальных систем управления нужны быстрые алгоритмы коррекции оптималь-
ных программ.

Существуют два взгляда на теорию оптимального управления. Согласно одному из них,
возникшему после открытия принципа максимума Понтрягина [1], теория оптимального
управления — раздел современного (неклассического) вариационного исчисления. Другой
взгляд трактует теорию оптимального управления как раздел современной теории управле-
ния, представляющей собой естественное развитие классической теории управления. В соот-
ветствии с этим в первом случае под управлениями понимают элементы функциональных
пространств, по которым ищется экстремум выбранного функционала качества, и основным
вопросом теории считается анализ решения экстремальной задачи (существование, единствен-
ность, непрерывная зависимость решений, необходимые и достаточные условия оптимальности
и т.п.). Во втором случае управление — это процесс, в котором для достижения нужного пове-
дения объекта управления создаются в каждый текущий момент времени целенаправленные
(управляющие) воздействия на объект управления в зависимости от доступной к этому мо-
менту информации о поведении объекта и действующих на него возмущениях. Управление
называется программным, если (программные) управляющие воздействия (программы) пла-
нируются по априорной информации до начала процесса управления и не корректируются в
процессе управления. При позиционном управлении (позиционные) управляющие воздействия
создаются в процессе управления по текущим позициям, которые аккумулируют информацию,
доступную к текущему моменту. Создание оптимальных позиционных управляющих воздей-

1Работа финансируется Государственной программой фундаментальных исследований НАН Бела-
руси (Математические модели 14).
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ствий называется синтезом оптимальных систем управления и является основным вопросом
теории оптимального управления во втором случае.

Программное и позиционное управления реализуются с помощью систем управления,
создаваемых согласно (1) принципу управления по разомкнутому контуру, (2) классическому
принципу управления по замкнутому контуру, (3) современному принципу управления по
замкнутому контуру (принципу управления в реальном времени). Системы, следующие
первому принципу, реализуют программное управление. Системы, основанные на втором и
третьем принципах, реализуют позиционное управление, используя связи трех типов: прямые,
обратные и комбинированные (рис. 1). Эти связи с помощью регуляторов (управляющих

органов) преобразуют в управляющие воздействия доступную информацию, содержащуюся
в текущих позициях. Замыкая ими объекты управления, получают замкнутые системы

управления. При использовании второго принципа управления связи строятся явно до начала
процесса управления. В системах по третьему принципу управления связи не строятся
явно, вместо них вводятся вычислительные устройства, которые нужные для управления
текущие значения связей вычисляют в режиме реального времени по ходу каждого процесса
управления. В замкнутых системах, функционирующих по второму принципу управления,
связи осуществляются аппаратно (жестко, с помощью технических устройств). В системах
управления в реальном времени они осуществляются программно (гибко, с помощью программ
для вычислительной техники). Современная вычислительная техника позволяет программно
реализовать очень сложные связи, аппаратная реализация которых сопряжена с большими
трудностями. Системы управления, основанные на втором и третьем принципах управления,
называются также автоматическими и автоматизированными, соответственно.

(a) (b) (c)

Рис. 1. (a) Обратная связь; (b) прямая связь; (c) комбинированная связь.

Первые задачи оптимального управления, поставленные и решенные инженерами, были
нацелены на синтез замкнутых (автоматических) систем управления с оптимальными обрат-
ными связями. В новых экстремальных задачах принципиальную роль играли важные в при-
ложениях геометрические ограничения на управляющие воздействия, чем они существенным
образом отличались от задач классического вариационного исчисления. При решении первых
задач оптимального управления инженеры, следуя традициям классической теории управле-
ния, использовали в качестве вспомогательных разомкнутые системы управления и строили
для них оптимальные программы, которые затем применяли для синтеза оптимальных обрат-
ных связей. Основываясь на этих фактах, Л.С. Понтрягин сформулировал новую (некласси-
ческую) вариационную задачу и (вместе со своими учениками) доказал для нее необходимое
условие оптимальности программ в виде фундаментального принципа максимума [1].

На протяжении всей истории развития теории оптимального управления ученые занима-
лись а н а л и з ом оптимальных систем (процессов, объектов). Основная же проблема теории
состоит в том, чтобы с ин т е з и р о в а т ь оптимальные системы. В настоящее время анализ
оптимальных систем проводится достаточно полно с помощью принципа максимума и дру-
гих математических методов. Проблему же синтеза в рамках классического принципа управ-
ления по замкнутому контуру не удается решить из-за проклятия размерности ни с помо-
щью принципа максимума, ни с помощью динамического программирования Беллмана [2] —
второго фундаментального метода теории оптимального управления. Исключение составляет
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линейно-квадратичная задача Летова — Калмана. Успех в ней достигается благодаря специ-
фике ее квадратичного критерия качества и игнорированию геометрических ограничений на
управляющие воздействия. В силу этого позиционное решение задачи получается в виде про-
стейшей (линейной) обратной связи2. С математической точки зрения обсуждаемая задача
представляет собой скорее гладкую задачу классического вариационного исчисления, чем за-
дачу теории оптимального управления, наличие в которой геометрических ограничений стало
главной причиной создания самой теории.

Ситуация, сложившаяся в теории оптимального управления с проблемой синтеза опти-
мальных систем в рамках классического принципа управления по замкнутому контуру, неволь-
но заставляет вспомнить поговорку: “Легче избегнуть дьявола, нежели с ним бороться”. Од-
ним из способов избежания проклятия размерности является переход к синтезу оптимальных
систем, следуя современному принципу оптимального управления в реальном времени [3], ко-
торый в большей степени, чем классический принцип, ориентируется на достижения совре-
менных конструктивных методов оптимизации и вычислительной техники.

В [4–9] для обыкновенных динамических систем изложен разработанный в Минске метод
синтеза оптимальных систем по принципу управления в реальном времени. В его основе лежат:
(1) специальная параметризация (дискретных) оптимальных программ и (2) опирающиеся на
нее быстрые процедуры коррекции и доводки оптимальных программ.

Как известно, в теории принципа максимума оптимальные программы параметризуются с
помощью состояний сопряженных систем и вспомогательных мер. Параметризация управля-
ющих воздействий с помощью моментов их переключения давно использовалась инженерами
при исследованиях релейных систем. Эти исследования в свое время привели к постановке и
решению первых задач оптимального управления (линейного быстродействия). В описанном
в [4–9] методе синтеза оптимальных систем при параметризации оптимальных программ к
множеству их точек переключения добавляются (в зависимости от типа исследуемой задачи)
моменты захода и схода с фазовых и смешанных ограничений, моменты входа и выхода из
особых режимов, режимы Фуллера со сколь угодно высокой точностью аппроксимируются
релейно-особыми режимами.

Параметризация оптимальных программ сама по себе не решает проблему синтеза оп-
тимальных систем в реальном времени, нужны еще адекватные алгоритмы коррекции оп-
тимальных программ. В теории оптимального управления существуют два типа вариаций:
Лагранжа (поперечные вариации) и Макшейна (продольные вариации). Вариации Лагранжа
— основной инструмент классического вариационного исчисления. Для задач оптимального
управления более естественны вариации Макшейна, которые сыграли огромную роль в мате-
матической теории оптимальных процессов при доказательстве принципа максимума. Боль-
шинство известных численных методов оптимального управления [10] опирается только на
вариации Лагранжа. Быстрые процедуры коррекции оптимальных программ [4–9] основаны
на вариациях Макшейна и возникли при обобщении на задачи оптимального управления мето-
дов линейного программирования. Оказалось, что прямые методы вычисления оптимальных
программ не пригодны для синтеза оптимальных систем. Успех был достигнут при обобщении
специального двойственного метода [11]. Была найдена такая его динамическая реализация,
при которой для осуществления коррекции оптимальных программ достаточно интегриро-
вать сопряженную систему на малых промежутках времени. Это в совокупности с небольшим
количеством итераций метода, достаточных в каждый момент времени для коррекции теку-
щей оптимальной программы, привело к методу синтеза оптимальных систем по принципу
управления в реальном времени. Отметим, что численные методы [10], основанные на класси-
ческой параметризации оптимальных программ, требуют на каждой итерации многократного
интегрирования прямой и сопряженной систем на всем промежутке управления, что ведет к

2Линейные обратные связи просты в реализации и были основой классической теории управле-
ния. Однако, перефразируя К.Э. Циолковского, следует признать, что теория управления не может
оставаться вечно в своей колыбели.
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большим затратам времени и препятствует их использованию при оптимальном управлении в
реальном времени.

В [5] при вычислении оптимальных программ в классе кусочно-непрерывных функций по-
сле процедуры быстрой коррекции оптимальной дискретной программы осуществляется про-
цедура доводки, основанная на методе Ньютона решения специальной системы уравнений,
составленной для элементов параметризации.

Подход к задачам оптимального управления, описанный в [4–9] для динамических систем
с сосредоточенными параметрами, допускает естественное обобщение на другие классы дина-
мических систем. Цель настоящей работы — обобщить его на линейные задачи оптимального
управления системами с запаздыванием. Известно, что системы с запаздыванием по математи-
ческой природе существенно сложнее обыкновенных систем. Их состояния бесконечномерны,
что резко усложняет управление такими системами. В литературе получены принципиальные
результаты по их устойчивости [12], опубликовано множество результатов по качественной
теории оптимальных процессов в системах с запаздыванием. Проблема синтеза оптимальных
систем с запаздываниями исследована пока только в рамках задачи Летова — Калмана (см.,
например, [13] и приведенную там библиографию).

Структура работы. В разд. 1 дается постановка задачи. Линейная нестационарная система
управления с одним запаздыванием по фазовым переменным оптимизируется в классе дис-
кретных скалярных управляющих воздействий с геометрическими ограничениями на их зна-
чения. Математическая модель системы содержит неизвестное скалярное возмущение, которое
в процессе управления может реализоваться в виде любой кусочно-непрерывной функции с из-
вестным множеством значений. Требуется (1) гарантированно [14] перевести систему в задан-
ный момент на терминальное множество, определенное с помощью линейных функционалов на
состояниях системы и (2) получить оптимальное гарантированное значение критерия качества
— линейного функционала на терминальных состояниях системы. Вводится понятие состоя-
ния задачи в виде конечномерного вектора, который содержит спрессованную информацию о
бесконечномерном состоянии системы и параметрах задачи, достаточную для построения опти-
мальной программы. По аналогии с [15], для рассматриваемой задачи определяется несколько
типов оптимальных обратных связей. Возможности их синтеза с помощью динамического про-
граммирования обсуждаются в [16]. В разд. 2 исследуется простейшая из них — оптимальная
размыкаемая обратная связь. Для ее реализации в п. 2.1 описывается двойственный метод по-
строения оптимальных программ. Метод положен в основу алгоритма работы оптимального
регулятора (п. 2.2), который в режиме реального времени генерирует значения оптимальной
размыкаемой обратной связи. В п. 2.3 расширение области применения оптимальной размыка-
емой обратной связи достигается с помощью двухстадийного метода оптимального управления
в реальном времени. Метод иллюстрируется в п. 2.4 на примере, в котором математическая
модель объекта управления взята из [17]. Другой способ повышения эффективности управле-
ния состоит во введении оптимальных замыкаемых обратных связей. Эффективность таких
связей повышается с увеличением количества моментов замыкания. Предельным случаем за-
мыкаемой обратной связи является замкнутая обратная связь, которая не размыкается ни в
один момент промежутка управления. С увеличением количества моментов замыкания растет
и сложность реализации оптимальной замыкаемой обратной связи. В разд. 3 вводится поня-
тие оптимальной замыкаемой обратной связи. Ради упрощения изложения рассматривается
только однократно замыкаемая обратная связь. Обобщения на случай многократного замыка-
ния носят чисто технический характер. Пункт 3.1 содержит метод вычисления оптимальной
программы, необходимой для реализации оптимальной замыкаемой обратной связи. Сама ре-
ализация описывается в п. 3.2. Статья завершается примером (п. 3.3), который иллюстрирует
работу оптимального регулятора, реализующего оптимальную замыкаемую обратную связь.
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1. Линейная задача оптимального управления для системы с

запаздыванием

На промежутке времени T = [t∗, t∗] рассмотрим линейную задачу оптимального гаранти-
рующего управления системой с запаздыванием

h
′
0
x(t∗) +

t∗
∫

t∗−θ

h
′
0
(t)x(t)dt → max, (1.1)

ẋ(t) = A(t)x(t) +A1(t)x(t− θ) + b(t)u(t) + d(t)w(t), (1.2)

x(t∗) = x0, x(t) = x0(t), t ∈ [t∗ − θ, t∗[, (1.3)

h
′
ix(t

∗) +

t∗
∫

t∗−θ

h
′
i(t)x(t)dt ≥ gi, i = 1,m, (1.4)

u(t) ∈ U = {u ∈ R : |u| ≤ 1}, w(t) ∈W = {w ∈ R : w∗ ≤ w ≤ w
∗}, t ∈ T. (1.5)

Здесь θ ∈ R, 0 < θ < ∞, — постоянное запаздывание, hi ∈ R
n, i = 0,m; x0(t) ∈ R

n, t ∈

[t∗, t∗ − θ[; A(t), A1(t) ∈ R
n×n

, b(t), d(t) ∈ R
n
, t ∈ T ; hi(t) ∈ R

n, t ∈ [t∗ − θ, t
∗], i = 0,m, —

кусочно-непрерывные функции; x(t) ∈ R
n — положение динамической системы (1.2) в момент

времени t; x(s), s ∈ [t− θ, t[, — история системы (1.2) в момент t; u(t) — значение скалярного
управляющего воздействия; w(t) ∈ R, t ∈ T , — неизвестное возмущение.

Пара xτ = {x(τ);x(t), t ∈ [τ − θ, τ [} — положение и история динамической системы (1.2) —
называется ее состоянием в момент времени τ . Состояние xτ однозначно определяет поведение
системы (1.2) на промежутке T (τ) = [τ, t∗] для каждого управляющего воздействия u(t), t ∈
T (τ), и возмущения w(t), t ∈ T (τ).

В качестве доступных управляющих воздействий в работе используются дискретные функ-
ции

u(t) ≡ u(τ), t ∈ [τ, τ + h[, τ ∈ Th = {t∗, t∗ + h, . . . , t
∗ − h},

с периодом квантования h = (t∗ − t∗)/N , N ∈ N, принимающие значения из множества U .
Будем считать, что в каждом процессе управления возмущение может реализоваться в

виде любой кусочно-непрерывной функции w(t), t ∈ T , со значениями из множества W .
Управляющее воздействие u(t), t ∈ T , назовем программой, если при любых возможных

возмущениях w(t) ∈ W , t ∈ T , выполняются ограничения (1.4). Качество программы u(t),

t ∈ T , определяется числом min
w

[

h
′
0x(t

∗) +

∫ t∗

t∗−θ
h
′
0(t)x(t)dt

]

— гарантированным значением

критерия качества (1.1). Программа u0(t), t ∈ T , называется оптимальной, если она достав-
ляет максимум гарантированному значению критерия качества.

2. Оптимальная размыкаемая обратная связь

При определении обратных связей для задачи (1.1)–(1.5) наряду с бесконечномерным со-
стоянием системы xτ удобно использовать конечномерный вектор ξ(τ) = (ξi(τ), i = 0,m):

ξi(τ) = ξi(τ, xτ ) = h
′
ix∗(t

∗) +

t∗
∫

t∗−θ

h
′
i(t)x∗(t)dt, i = 0,m,

где x∗(t), t ∈ T (τ), — траектория системы (1.2) c начальным состоянием cистемы xτ при
u(t) ≡ 0, w(t) ≡ 0, t ∈ T .



32 Р. Габасов, Н.М.Дмитрук, Ф.М.Кириллова

Вектор ξ(τ) назовем состоянием задачи в момент τ . Он представляет собой результат
линейного преобразования (векторный функционал) состояния системы xτ и в компактной
форме содержит информацию о нем, достаточную для построения решения задачи (1.1)–(1.5).
В дальнейшем для упрощения будем вместо xτ использовать (m+ 1)-вектор ξ(τ).

Предположим, что в процессе управления для каждого τ ∈ Th доступно точное значение
состояния задачи ξ(τ) в момент τ . Пару (τ, ξ(τ)) назовем позицией задачи в момент τ .

Для того чтобы определить простейшую обратную связь, погрузим задачу (1.1)–(1.5) в
семейство задач

J0(u,w|τ, ξ) = h
′
0
x(t∗) +

t∗
∫

t∗−θ

h
′
0
(t)x(t)dt → max, (2.1)

ẋ(t) = A(t)x(t) +A1(t)x(t− θ) + b(t)u(t) + d(t)w(t),

x(τ) = z, x(t) = z(t), t ∈ [τ − θ, τ [,

Ji(u,w|τ, ξ) = h
′
ix(t

∗) +

t∗
∫

t∗−θ

h
′
i(t)x(t)dt ≥ gi, i = 1,m,

u(t) ∈ U, w(t) ∈W, t ∈ T (τ),

зависящее от момента времени τ ∈ Th и состояния задачи ξ = ξ(τ, zτ ), порожденного состо-
янием системы zτ = {z; z(t), t ∈ [τ − θ, τ [}, где z ∈ R

n; z(t) ∈ R
n, t ∈ [τ − θ, τ [, — кусочно-

непрерывная функция.
Пусть u0(t|τ, ξ), t ∈ T (τ), — оптимальная программа для позиции задачи (τ, ξ), Ξτ — мно-

жество состояний задачи ξ в момент τ ∈ Th, для которых указанные оптимальные программы
существуют.

Функция
u

0(τ, ξ) = u
0(τ |τ, ξ), ξ ∈ Ξτ , τ ∈ Th, (2.2)

называется оптимальной размыкаемой (дискретной) обратной связью (по состоянию задачи).
Для реализации обратной связи (2.2) (п. 2.2) понадобится двойственный метод построения

оптимальной программы u
0(t|τ, ξ), t ∈ T (τ).

2.1. Построение оптимальной программы

Управляющее воздействие u(t) ∈ U , t ∈ T (τ), является программой задачи (2.1) тогда и
только тогда, когда при всех w(t) ∈ W , t ∈ T (τ), выполняются неравенства Ji(u,w|τ, ξ) ≥ gi,
i = 1,m, т.е.

min
w(t)∈W, t∈T (τ)

Ji(u,w|τ, ξ) ≥ gi, i = 1,m. (2.3)

Для каждого i = 0,m введем функцию ψi(t) ∈ R
n, t ∈ T , — решение сопряженного урав-

нения

ψ̇i(t) =

{

−A′(t)ψi(t) −A
′
1
(t+ θ)ψi(t+ θ), t ∈ [t∗, t∗ − θ[;

−A′(t)ψi(t) − hi(t), t ∈ [t∗ − θ, t
∗],

(2.4)

с начальным условием ψi(t
∗) = hi. Используя равенства

Ji(u,w|τ, ξ) = ξi +

t∗
∫

τ

ψ
′
i(s) [b(s)u(s) + d(s)w(s)] ds, i = 0,m,

представим соотношения (2.3), определяющие программу, в виде

t∗
∫

τ

ψ
′
i(s)b(s)u(s)ds ≥ gi(τ) − ξi, i = 1,m,
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где gi(τ) = gi − γi(τ),

γi(τ) = min
w(t)∈W, t∈T (τ)

t∗
∫

τ

ψ
′
i(s)d(s)w(s)ds, i = 0,m.

Сформулируем полученный результат в динамической форме: управляющее воздействие
u(t), t ∈ T (τ), есть программа задачи (2.1) для позиции задачи (τ, ξ) тогда и только тогда, когда
(1) u(t) ∈ U , t ∈ T (τ), и (2) на порожденной им траектории x(t), t ∈ T , детерминированной
системы

ẋ(t) = A(t)x(t) +A1(t)x(t− θ) + b(t)u(t), x(τ) = 0, x(t) = 0, t ∈ [τ − θ, τ [, (2.5)

выполняются неравенства

h
′
ix(t

∗) +

t∗
∫

t∗−θ

h
′
i(t)x(t)dt ≥ gi(τ) − ξi, i = 1,m.

Аналогичным образом устанавливается, что оптимальная программа u
0(t|τ, ξ), t ∈ T (τ),

определяется соотношением

t∗
∫

τ

ψ
′
0
(s)b(s)u0(s|τ, ξ)ds = max

u

t∗
∫

τ

ψ
′
0
(s)b(s)u(s)ds.

При этом оптимальное гарантированное значение критерия качества равно

J
0(τ, ξ) = ξ0 + γ0(τ) +

t∗
∫

τ

ψ
′
0(s)b(s)u

0(s|τ, ξ)ds.

Итак, оптимальная программа u
0(t|τ, ξ), t ∈ T (τ), задачи (2.1) для позиции задачи (τ, ξ)

есть решение следующей задачи оптимального управления детерминированной системой:

h
′
0x(t

∗) +

t∗
∫

t∗−θ

h
′
0(t)x(t)dt → max,

ẋ(t) = A(t)x(t) +A1(t)x(t− θ) + b(t)u(t), x(τ) = 0, x(t) = 0, t ∈ [τ − θ, τ [, (2.6)

h
′
ix(t

∗) +

t∗
∫

t∗−θ

h
′
i(t)x(t)dt ≥ gi(τ) − ξi, i = 1,m; |u(t)| ≤ 1, t ∈ T (τ).

Двойственный метод построения оптимальных программ в детерминированных задачах оп-
тимального управления системами с запаздыванием разработан в [18]. В исследованной в [18]
задаче отсутствуют интегральные слагаемые в ограничениях (1.4) и критерии качества (1.1),
т.е. hi(t) ≡ 0, t ∈ [t∗ − θ, t

∗], i = 0,m. Это отличие, однако, не представляет принципиальных
трудностей при реализации алгоритма [18] для решения задачи (2.6). Новые элементы учиты-
ваются при построении функций3

ψi(t), t ∈ T , i = 1,m, которые теперь строятся с помощью
нового сопряженного уравнения (2.4).

3Эти функции в работе [18] составляют матричную функцию G(t) = (ψi(t), i = 1,m), t ∈ T .
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2.2. Реализация оптимальной размыкаемой обратной связи

Замкнем систему (1.2) оптимальной обратной связью (2.2):

ẋ(t) = A(t)x(t) +A1(t)x(t− θ) + b(t)u0(t, ξ(t, xt)) + d(t)w(t), (2.7)

где u0(t, ξ(t, xt)) = u
0(τ, ξ(τ, xτ )), t ∈ [τ, τ + h[, τ ∈ Th.

Пусть в конкретном процессе управления реализуется возмущение w∗(t) ∈ W , t ∈ T . Оно
вызовет в системе (2.7) переходный процесс x∗(t), t ∈ T, удовлетворяющий тождеству

ẋ
∗(t) ≡ A(t)x∗(t) +A1(t)x

∗(t− θ) + b(t)u0(t, ξ∗(t)) + d(t)w∗(t), t ∈ T,

и порождающий состояния задачи ξ
∗(t) = ξ(t, x∗t ), t ∈ T .

Функцию
u
∗(t) ≡ u

∗(τ) = u
0(τ, ξ∗(τ)), t ∈ [τ, τ + h[, τ ∈ Th, (2.8)

назовем реализацией оптимальной размыкаемой обратной связи (2.2) в рассматриваемом про-
цессе управления.

При оптимальном управлении по классическому принципу замкнутого контура для полу-
чения управляющих воздействий u∗(t), t ∈ T, нужно заранее (до начала процесса управления)
синтезировать обратную связь (2.2). Это чрезвычайно трудная задача, не решенная пока и
для оптимального управления обыкновенными системами. При оптимальном управлении в
реальном времени обратная связь (2.2) не строится. В каждом конкретном процессе управле-
ния текущие значения u∗(τ), τ ∈ Th, реализации (2.8) для каждого текущего момента времени
τ ∈ Th вычисляются по ходу процесса управления за время, не превосходящее h, т.е. в режиме
реального времени. Устройство, способное выполнять эту работу, будем называть оптималь-

ным регулятором.
Работу оптимального регулятора организуем следующим образом. До начала процесса

управления регулятор решает задачу (1.1)–(1.5) для начальной позиции задачи (t∗, ξ∗(t∗)).
Вычисленную оптимальную программу u

0(t|t∗, ξ∗(t∗)), t ∈ T , он использует для управления
физическим объектом на промежутке времени [t∗, t∗ + h[:

u
∗(t) ≡ u

∗(t∗) = u
0(t∗|t∗, ξ

∗(t∗)), t ∈ [t∗, t∗ + h[.

Поскольку задача (1.1)–(1.5) решается до начала фактического управления, то ограничения на
время, затрачиваемое оптимальным регулятором на вычисление двойственным методом [18]
оптимальной программы и сопровождающих ее элементов, не накладываются.

В каждый текущий момент времени τ ∈ Th\t∗ оптимальный регулятор решает задачу (2.1)
для текущей позиции задачи (τ, ξ∗(τ)). При этом в качестве начального приближения для со-
провождающих элементов [18] оптимальной программы u

0(t|τ, ξ∗(τ)), t ∈ T (τ), он использует
сопровождающие элементы оптимальной программы u

0(t|τ −h, ξ∗(τ −h)), t ∈ T (τ−h), постро-
енные в предыдущий момент τ −h. На промежутке времени [τ, τ + h[ оптимальный регулятор
подает на вход объекта управления сигнал4

u
∗(t) ≡ u

∗(τ) = u
0(τ |τ, ξ∗(τ)), t ∈ [τ, τ + h[.

Как следует из приведенных в [5] оценок трудоемкости двойственного метода, коррекция со-
провождающих элементов, необходимая для вычисления текущего значения u∗(τ) реализации
оптимальной размыкаемой обратной связи, может быть осуществлена современной вычисли-
тельной техникой за время, не превосходящее h для систем достаточно высокого порядка.

4Понятно, что на вычисление оптимальной программы u
0(t|τ, ξ∗(τ)), t ∈ T (τ), затрачивается

некоторое время s(τ), 0 < s(τ) ≤ h, и фактическая реализация имеет вид u
∗(t) = u

0(t|τ, ξ∗(τ)),
t ∈ [τ + s(τ), τ + h + s(τ + h)[. В данной работе для упрощения изложения указанная задержка s(τ),
τ ∈ Th \ t∗, не учитывается.
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Отметим, что управляющее воздействие u0(t|τ −h, ξ∗(τ −h)), t ∈ T (τ), (часть оптимальной
программы задачи (2.1) для момента τ − h) является программой задачи (2.1) для момента τ ,
поскольку оно порождает траекторию, удовлетворяющую ограничениям данной задачи. Отсю-
да следует, что если ξ

∗(t∗) ∈ Ξt∗ , т.е. в задаче (1.1)–(1.5) существует оптимальная программа
u

0(t|t∗, ξ∗(t∗)), t ∈ T , то ξ∗(τ) ∈ Ξτ и задача (2.1) имеет решение для каждого τ ∈ Th \ t∗.
При больших возмущениях в системе управления нельзя априори гарантировать выполне-

ние ограничений (1.4) для любого возможного возмущения. В этом случае осуществить описан-
ную процедуру оптимального управления в реальном времени невозможно. Одним из способов
преодоления этой трудности является переход к двухстадийному управлению.

2.3. Двухстадийная оптимальная размыкаемая обратная связь

Для позиций задачи (τ, ξ) с ξ 6∈ Ξτ сформируем две вспомогательные задачи оптимального
управления. Первая задача

m
∑

i=1

̺i → min,

ẋ(t) = A(t)x(t) +A1(t)x(t− θ) + b(t)u(t), x(τ) = 0, x(t) = 0, t ∈ [τ − θ, τ [,

h
′
ix(t

∗) +

t∗
∫

t∗−θ

h
′
i(t)x(t)dt ≥ gi(τ) − ξi − ̺i,

|u(t)| ≤ 1, t ∈ T (τ), ̺i ≥ 0, i = 1,m.

всегда имеет решение ̺0(τ, ξ). Это обеспечивает совместность ограничений и существование
оптимальной программы u

0
̺(t|τ, ξ), t ∈ T (τ), во второй задаче оптимального управления, ко-

торая имеет вид

h
′
0
x(t∗) +

t∗
∫

t∗−θ

h
′
0
(t)x(t)dt → max,

ẋ(t) = A(t)x(t) +A1(t)x(t− θ) + b(t)u(t), x(τ) = 0, x(t) = 0, t ∈ [τ − θ, τ [, (2.9)

h
′
ix(t

∗) +

t∗
∫

t∗−θ

h
′
i(t)x(t)dt ≥ gi(τ) − ξi − ̺

0

i (τ, ξ) − ε, i = 1,m, |u(t)| ≤ 1, t ∈ T (τ),

где число ε > 0 — малый параметр, правила выбора которого указываются ниже.
Двухстадийную оптимальную размыкаемую обратную связь определим соотношением

u
0(τ, ξ) =

{

u
0
̺(τ |τ, ξ), ξ 6∈ Ξτ ,

u
0(τ |τ, ξ), ξ ∈ Ξτ , τ ∈ Th,

где включение ξ ∈ Ξτ эквивалентно равенству ̺0(τ, ξ) = 0.
Таким образом, если задача (1.1)–(1.5) не имеет решения, то алгоритм работы оптимально-

го регулятора состоит из двух стадий. На первой стадии для каждой текущей позиции задачи
(τ, ξ∗(τ)), τ ≥ t∗, он вычисляет вектор ̺

∗(τ) = ̺
0(τ, ξ∗(τ)), с помощью которого формирует и

решает задачу (2.9). На промежутке времени [τ, τ + h[ на вход объекта управления подается
сигнал u∗(τ) = u

0

̺(τ |τ, ξ
∗(τ)).

Если к некоторому моменту τ∗ ∈ Th окажется ̺
∗(τ∗) = 0, то в этот момент происходит

переход ко второй стадии, на которой оптимальный регулятор управляет в реальном времени
системой (1.2) по схеме п. 2.2.

Параметр ε в задаче (2.9) подбирается таким, чтобы в момент перехода с первой стадии на
вторую коррекция сопровождающих элементов оптимальной программы u

0
̺(t|τ∗−h, ξ

∗(τ∗−h)),
t ∈ T (τ∗−h), задачи (2.9) до получения сопровождающих элементов оптимальной программы
u

0(t|τ∗, ξ∗(τ∗)), t ∈ T (τ∗), задачи (2.6) занимала время, меньшее h.
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2.4. Пример

Метод оптимального управления системой с запаздыванием в реальном времени на базе
размыкаемой обратной связи проиллюстрируем на следующей задаче:

t∗
∫

0

u(t)dt → min, (2.10)

ẋ1(t) = −π/2x1(t− 1) + b1u(t), ẋ2(t) = ax1(t) + a1x1(t− 1) + w(t),

x(0) = x0, x1(t) = x10(t), t ∈ [−1, 0[,

|xi(t
∗)| ≤ gi,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t∗
∫

t∗−1

xi(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ gi, i = 1, 2,

0 ≤ u(t) ≤ 1, w(t) ∈W = {w ∈ R : |w| ≤ w
∗}, t ∈ T = [0, t∗].

Параметрам задачи присвоим значения: t∗ = 4, a = a1 = 1, b1 = −1, x0 = (1, 1), x10(t) = t+ 1,
t ∈ [−1, 0[, g1 = 0.01, g2 = 1, w∗ = 0.4. На систему действует неизвестное оптимальному
регулятору возмущение w(t) = −0.3 sin 5t, t ∈ T .

Если ввести дополнительную фазовую переменную x3(t) =

t
∫

0

u(s)ds, t ∈ T , то получим

частный случай5 задачи (1.1)–(1.5) с n = 3, m = 4; h0 = −e3; hi = ei, i = 1, 2; hi = 0, i = 3, 4;
hi(t) = 0, t ∈ [3, 4], i = 0, 2; hi(t) = ei−2, i = 3, 4, t ∈ [3, 4], (ej ∈ R

3 — единичный орт);

A =





0 0 0
1 0 0
0 0 0



 , A1 =





−π/2 0 0
1 0 0
0 0 0



 , b =





−1
0
1



 , d =





0
1
0



 .

Начальное состояние задачи в (2.10) равно ξ(0) = (0, 0.944018, 1.038818, 0.467539, 1.008053).

Поскольку (2.10) не имеет решения для начальной позиции задачи (0, ξ(0)), то управление
системой (2.10) осуществлялось с помощью двухстадийной оптимальной размыкаемой обрат-
ной связи. Значения реализации u

∗(τ), τ ∈ Th, h = 0.01, вычислялись по правилам первой
стадии с ε = 0 до момента τ∗ = 1.78. Полученные при этом значения ρ

∗(τ), τ ∈ Th ∩ [0, 1.78],
представлены на рис. 2. Реализация оптимальной обратной связи u∗(t), t ∈ [0, 4], и порожден-
ные ею траектории x

∗
1
(t), x∗

2
(t), t ∈ [0, 4], изображены на рис. 3.

На рис. 4 помещены графики изменения компонент состояния задачи ξ
∗
i (t), t ∈ [0, 4], i =

1, 4. Терминальное состояние задачи оказалось равным ξ
∗(4) = (1.395272, 0.01, −0.041524, 0.01,

0.054992). Заметим, что ξ∗
0
(4) = 1.395272 — значение критерия качества в задаче (2.10), которое

достигается при реализации двухстадийной оптимальной размыкаемой обратной связи.

3. Оптимальная замыкаемая обратная связь

Главная особенность оптимальной размыкаемой обратной связи состоит в том, что при ее
определении не используется априорная информация о том, что система управления будет
замкнута не только в текущий момент, но и в будущие моменты. Это обстоятельство не иг-
рает никакой роли для оптимальной классической обратной связи, которая определяется по
детерминированной модели, но существенно при использовании недетерминированной модели.

5Результаты разд. 2 легко обобщаются на задачи с двухсторонними терминальными ограничениями.
Состояние задачи при этом определяется так же, как и для задачи с ограничениями (1.4).
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 4

В данном пункте исследуется ситуация, когда при определении оптимальной замыкаемой
обратной связи учитывается информация о том, что система управления будет однократно за-
мкнута в будущем. Обобщения на случай многократного замыкания носят чисто технический
характер.

Для определения оптимальной однократно замыкаемой обратной связи введем некоторые
вспомогательные конструкции.

Пусть задан момент времени t1 ∈ Th, t∗ < t
1
< t

∗ − h, который будем называть моментом

замыкания системы управления (1.2); T 0 = [t∗, t1[, T 0(τ) = [τ, t1[; T 1 = [t1, t
∗]; T k

h = T
k
⋂

Th,
k = 0, 1.

Множество Z1 = Ξt1 , состоящее из всех состояний задачи ξ
1, для которых существует оп-

тимальная программа u0(t|t1, ξ1), t ∈ T
1, задачи (2.1) в позиции (t1, ξ1), назовем множеством

замыкания в момент t1.
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Обозначим

α∗ = min
ξ1∈Z1

J
0(t1, ξ1); α

∗ = max
ξ1∈Z1

J
0(t1, ξ1).

Для α ∈ [α∗, α∗] множество Z1

α назовем α-множеством замыкания в момент t1, если для
каждого ξ

1 ∈ Z
1

α оптимальная программа u
0(t|t1, ξ1), t ∈ T

1, обеспечивает гарантированное
значение критерия качества (1.1), не меньшее α, т.е.

Z
1

α = {ξ1 ∈ Z
1 : J0(t1, ξ1) ≥ α}.

Рассмотрим задачу (2.1) для позиции задачи (τ, ξ), τ ∈ T
0

h , ξ ∈ R
m+1.

Обозначим через Ξ1(u|τ, ξ) множество всех состояний задачи в момент замыкания t
1, по-

рождаемых начальной позицией задачи (τ, ξ), управляющим воздействием u(t), t ∈ T
0(τ), и

всеми возможными возмущениями w(t) ∈W , t ∈ T 0(τ).

Предположим, что при некотором α ∈ [α∗, α∗] выполняются следующие условия:

(1) α-множество замыкания Z1

α не пусто;

(2) существует управляющее воздействие u
α(t|τ, ξ) ∈ U , t ∈ T

0(τ), для которого
Ξ1(uα|τ, ξ) ⊂ Z

1

α.

Условия (1), (2) означают, что если на промежутке T 0(τ) система (1.2) из начальной по-
зиции задачи (τ, ξ) управляется с помощью u

α(t|τ, ξ), t ∈ T
0(τ), то выбор в момент замыка-

ния t1 оптимальной программы u
0(t|t1, ξ(t1)), t ∈ T

1, для реализовавшегося состояния задачи
ξ(t1) ∈ Ξ1(uα|τ, ξ) обеспечит гарантированное значение критерия качества (1.1), не меньшее α.

Управляющее воздействие u
α(t|τ, ξ), t ∈ T

0(τ), назовем начальной α-программой зада-
чи (2.1) для позиции (τ, ξ). Вместе с семейством оптимальных программ u

0(t|t1, ξ1), t ∈ T
1,

ξ
1 ∈ Ξ1(uα|τ, ξ), она составляет α-программу задачи оптимального управления (2.1) с момен-

том замыкания t1 для позиции задачи (τ, ξ).

Максимальное значение α0 = α
0(τ, ξ), при котором выполняются условия (1), (2), явля-

ется оптимальным гарантированным значением критерия качества (1.1). Соответствующую
α

0-программу назовем оптимальной программой задачи (2.1) с моментом замыкания t
1 для

позиции (τ, ξ).

Пусть Ξ1

τ — множество всех состояний задачи ξ в момент τ ∈ T
0

h , для которых существует
оптимальная программа в смысле, определенном выше. Если в начальный момент времени
τ = t∗ множество Ξ1

t∗ пусто, то в задаче (2.1) с моментом замыкания t
1 не существует гаран-

тирующего управления.

Функцию

u
0(τ, ξ) =

{

u
α0

(τ |τ, ξ), ξ ∈ Ξ1

τ , τ ∈ T
0

h ,

u
0(τ |τ, ξ), ξ ∈ Ξτ , τ ∈ T

1

h ,
(3.11)

будем называть оптимальной однократно замыкаемой обратной связью (с моментом замы-
кания t1).

3.1. Вычисление оптимальной программы

Опишем алгоритм вычисления оптимального гарантированного значения α0 = α
0(τ, ξ) кри-

терия качества (1.1) и соответствующей ему оптимальной начальной программы u
α0

(t|τ, ξ),
t ∈ T

0(τ), задачи (2.1) с моментом замыкания t
1 для позиции задачи (τ, ξ). Поскольку струк-

тура α-множеств замыкания Z1
α, α ∈ [α∗, α∗], очень сложна, то точно описать их в общем слу-

чае невозможно. Поэтому предложим метод, позволяющий построить решение задачи (2.1) с
требуемой точностью.

В излагаемом ниже методе вместо множества замыкания Z1
α будем использовать его внеш-

нюю аппроксимацию многогранником Z̄
1
α ⊃ Z

1
α, грани которого построены по заданной систе-

ме нормальных векторов pj ∈ R
m+1, j = 1, q. Соответственно, вместо начальной α-программы
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u
α(t|τ, ξ), t ∈ T

0(τ), будем строить начальную α-субпрограмму ūα(t|τ, ξ), t ∈ T
0(τ), — управ-

ляющее воздействие, обеспечивающее включение

Ξ(ūα|τ, ξ) ⊂ Z̄
1

α. (3.12)

Начальную ᾱ-субпрограмму ūᾱ(t|τ, ξ), t ∈ T
0(τ), с максимальным значением ᾱ, обеспечиваю-

щим включение (3.12), назовем субоптимальной начальной программой.
Опишем построение субоптимальной начальной программы ū

ᾱ(t|τ, ξ), t ∈ T
0(τ), для про-

извольной системы нормальных векторов pj, j = 1, q. Эта итерационная процедура будет
использована ниже в качестве первой процедуры метода построения оптимальной программы
u

α0

(t|τ, ξ), t ∈ T 0(τ).
Начнем с построения аппроксимирующего многогранника Z̄

1

α при некотором α ∈ [α∗, α∗].
Множество Z

1 состоит из тех и только тех состояний задачи ξ
1 в момент t

1, для которых
существует управляющее воздействие u(t|t1, ξ1) такое, что с гарантией (при всех w(t) ∈ W ,
t ∈ T

1) выполняются неравенства Ji(u,w|t
1
, ξ

1) ≥ gi, i = 1,m, что эквивалентно соотношениям

min
w(t)∈W, t∈T (τ)

Ji(u,w|t
1
, ξ

1) = ξ
1

i + γi(t
1) + h

′
ix(t

∗) +

t∗
∫

t∗−θ

h
′
i(t)x(t)dt ≥ gi, i = 1,m,

где x(t), t ∈ T , — траектория детерминированной системы (2.5). Это определение множества
замыкания эквивалентно приведенному выше.

Если дополнительно выполняется неравенство

J0(u,w|t
1
, ξ

1) = ξ
1

0
+ γ0(t

1) + h
′
0
x(t∗) +

t∗
∫

t∗−θ

h
′
0
(t)x(t)dt ≥ α,

то ξ1 ∈ Zα.
Поэтому, решив q задач оптимального управления

χj = min
ξ1,u

p
′
jξ

1
,

ẋ(t) = A(t)x(t) +A1(t)x(t− θ) + b(t)u(t), x(t1) = 0, x(t) = 0, t ∈ [t1 − θ, t
1[, (3.13)

ξ
1

0
+ h

′
0
x(t∗) +

t∗
∫

t∗−θ

h
′
0
(t)x(t)dt ≥ α− γ0(t

1), ξ
1

i + h
′
ix(t

∗) +

t∗
∫

t∗−θ

h
′
i(t)x(t)dt ≥ gi(t

1), i = 1,m,

|u(t)| ≤ 1, t ∈ T
1
,

относительно неизвестного управляющего воздействия u(t), t ∈ T
1, и (m + 1)-вектора ξ1, по-

лучим оценки χj , j = 1, q, множества Z1
α. С помощью этих оценок построим многогранник

Z̄
1

α = {ξ1 ∈ R
m+1 : p′jξ

1 ≥ χj, j = 1, q}. (3.14)

Для получения начальной субоптимальной программы рассмотрим семейство задач

ρα = min
u
ρ,

ẋ(t) = A(t)x(t) +A1(t)x(t− θ) + b(t)u(t) + d(t)w(t),

x(τ) = z, x(t) = z(t), t ∈ [τ − θ, τ [,

p
′
jξ(t

1) = h̄
′
jx(t

1) +

t1
∫

t1−θ

h̄
′
j(t)x(t)dt ≥ χj , j = 1, q,

|u(t)| ≤ ρ, w(t) ∈W, t ∈ T
1
,

(3.15)
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зависящее от параметра α ∈ [α∗, α∗]. Здесь

h̄j = p
′
jΨ(t1), h̄j(t) = p

′
jΨ(t+ θ)A1(t+ θ), t ∈ [t1 − θ, t

1];

Ψ(t) = (ψi(t), i = 0,m), t ∈ T.

Отметим, что в связи с новыми терминальными ограничениями в задаче (3.15) появляется
новое состояние задачи:

ζj(τ) = ζj(τ, zτ ) = h̄
′
jx∗(t

1) +

t1
∫

t1−θ

h̄
′
j(t)x∗(t)dt, j = 1, q.

По решению ρα, u0

ρ(t|τ, ζ), t ∈ T
0(τ), задачи (3.15) при фиксированном α можно судить о

существовании начальной α-субпрограммы в задаче (2.1). Действительно, при ρα > 1 невоз-
можно построить управляющее воздействие u(t) ∈ U , t ∈ T

0(τ), обеспечивающее включение
(3.12). При ρα ≤ 1 оптимальная программа u0

ρ(t|τ, ζ), t ∈ T
0(τ), задачи (3.15) является началь-

ной α-субпрограммой в задаче (2.1). При этом, если ρα = 1, то ūᾱ(t|τ, ξ) ≡ u
0
ρ(t|τ, ζ), t ∈ T

0(τ),
— субоптимальная начальная программа задачи (2.1) с моментом замыкания t1.

Таким образом, алгоритм построения субоптимальной программы ū
ᾱ(t|τ, ξ), t ∈ T

0(τ), для
заданной системы нормальных векторов pj, j = 1, q, состоит из следующих шагов:

(1) Выбираем α ∈ [α∗, α∗] и малый параметр δ ≥ 0.

(2) Решаем q задач (3.13).

(3) Формируем множество Z̄1
α согласно (3.14).

(4) Находим ρα, u0
ρ(t|τ, ζ), t ∈ T

0(τ), — решение задачи (3.15).

(5) Если ρα > 1, α > α∗, то уменьшаем α; если ρα < 1 − δ, α < α
∗, то увеличиваем α, и

возвращаемся к шагу 2.

(6) При ρα < 1, α = α∗ или 1 − δ ≤ ρα ≤ 1, полагаем ᾱ = α, ūᾱ(t|τ, ξ) ≡ u
0
ρ(t|τ, ζ), t ∈ T

0(τ),
и построение субоптимальной начальной программы завершаем.

(7) В случае, когда ни одно из условий шагов (5)–(6) не выполняется, задача (2.1) не имеет
начальных α-субпрограмм и, следовательно, субоптимальной начальной программы, для
момента замыкания t1.

Задачи (3.13), (3.15) решаются с помощью несложных модификаций двойственного мето-
да решения детерминированных задач оптимального управления системами с запаздыванием,
описанного в [18]. При построении решения для текущего значения α используются сопровож-
дающие элементы [18], вычисленные для предыдущего значения α. На последних итерациях
метода, а также при реализации оптимальной замыкаемой обратной связи (см. п. 3.1) значе-
ния α меняются незначительно. Это вносит малые изменения в соответствующие оценки χj ,
j = 1, q, и значения ρα и позволяет быстро получать решения задач (3.13), (3.15) методом [18].

Субоптимальную начальную программу ūᾱ(t|τ, ξ), t ∈ T 0(τ), можно принять за оптималь-
ную начальную программу (2.1) для позиции задачи (τ, ξ), если Z̄

1

ᾱ достаточно хорошо ап-
проксимирует ᾱ-множество замыкания Z

1

ᾱ. Такая аппроксимация требует, как правило, зна-
чительного числа нормальных векторов pj, j = 1, q, что приводит к большому числу огра-
ничений в задаче (3.15). Это обстоятельство можно считать несущественным при построении
оптимальной начальной программы в задаче (1.1)–(1.5) с моментом замыкания t

1, посколь-
ку ее решение проводится до начала процесса управления. В произвольный текущий момент
τ ∈ T

1

h \ t∗ процесса управления построение оптимальной начальной программы задачи (3.15)
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с большим числом ограничений может оказаться слишком трудоемким для завершения вы-
числений до наступления следующего момента τ+h. Поэтому дополним описанную выше про-
цедуру вычисления субоптимальной начальной программы процедурой повышения точности
аппроксимации α-множеств замыкания только в окрестности множества Ξ(ūᾱ|τ, ξ) возмож-
ных состояний задачи в момент t1. Будем итеративно выполнять обе процедуры до получения
требуемой точности вычисления значения α0.

Выберем начальную систему нормальных векторов p
1

j , j = 1, q1 (например, p1

j = ej , где

ej ∈ R
m+1 — единичный орт). Пусть к началу k-й итерации получена система pk

j , j = 1, qk, по

которой описанным выше алгоритмом вычислены значение αk = ᾱ
k, субоптимальная началь-

ная программа ūαk

(t|τ, ξ), t ∈ T
0(τ), и построен аппроксимирующий многогранник Z̄

1

αk .

Обозначим: ξαk

(t1) — состояние задачи (2.1), которое будет получено в момент t
1, если

на промежутке времени T
0(τ) на детерминированную систему (2.5) подается управляющее

воздействие ūαk

(t|τ, ξ), t ∈ T
0(τ):

ξ
αk

i (t1) = ξi(τ) +

t1
∫

τ

ψ
′
i(t)b(t)ū

αk

(t|τ, ξ) dt;

J
k = {0, . . . , qk}; Jk

a — множество индексов активных ограничений задачи (3.15) на решении:

J
k
a = {j ∈ J

k : p′jξ
αk

(t1) = χj}

J
k
n = J

k \ Jk
a — множество индексов пассивных ограничений; νk

j , j ∈ J
k, — оптимальные мно-

жители Лагранжа, найденные в результате решения задачи (3.15) двойственным методом [18];
ν

k
j = 0, j ∈ J

k
n .

Построим новую систему нормальных векторов pk+1

j , j = 1, qk+1, по следующим правилам:

(1) Если |Jk
a | > 1, то положим q

k+1 = q
k + 1, pk+1

j = p
k
j , j = 1, qk, и построим один новый

вектор

p
k+1

qk+1
= −

∑

j∈Jk
a

ν
k
j p

k
j

‖
∑

j∈Jk
a

νk
j p

k
j‖
.

(2) Если J
k
a = {j0}, то положим q

k+1 = q
k + s, pk+1

j = p
k
j , j = 1, qk; используя решение ξj0

задачи (3.13) для j = j0, построим s новых векторов

p
k+1

qk+l
=

p
k
j0

+ l
s(ξ

j0

− ξ
αk

(t1))

‖pk
j0

+ l
s(ξ

j0

− ξαk(t1))‖
, l = 1, s.

З а м е ч а н и е. В ходе итераций целесообразно не только добавлять новые нормальные
векторы, но и избавляться от некоторых старых. Например, можно удалить из системы p

k
j , j =

1, qk, те векторы p
k
j , которые остаются пассивными на протяжении нескольких итераций, т.е.

j ∈ J
k1

n , k1 = k0, k. Это приведет к уменьшению числа задач (3.13) и количества ограничений
в задаче (3.15).

На (k + 1)-й итерации в качестве начального приближения для αk+1 возьмем значение αk

(шаг 1). Задачи (3.13) для j = 1, qk решим (шаг 2), используя сопровождающие элементы [18],
полученные при последнем их решении на k-й итерации. В качестве сопровождающих элемен-
тов новых задач (3.13) (j = qk, qk+1) возьмем элементы j0-й задачи, где j0 ∈ J

k
a — такой, что

|νk
j0
| = maxj∈Jk

a
|νk

j |.

Если для αk+1 выполняются неравенства

α
k − α

k+1 ≤ ε1, ‖ξαk+1

(t1) − ξ
αk

(t1)‖ ≤ ε2, (3.16)

(ε1, ε2 — заданные точности), то положим α
0 = α

k+1, uα0

(t|τ, ξ) = ū
αk+1

(t|τ, ξ), t ∈ T
0(τ), и

построение оптимальной начальной программы завершим.
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3.2. Реализация оптимальной замыкаемой обратной связи

Реализацию оптимальной замыкаемой обратной связи определим формулой (2.8), однако
теперь под u

0(τ, ξ∗(τ)), τ ∈ Th, будем подразумевать оптимальную однократно замыкаемую
обратную связь (3.11). Как и в п. 2.2, опишем алгоритм работы оптимального регулятора,
который в каждом конкретном процессе управления вычисляет в режиме реального времени
текущие значения u∗(τ), τ ∈ Th, реализации для каждого текущего момента τ ∈ Th.

До начала процесса управления оптимальный регулятор с помощью алгоритма п. 3.1 на-
ходит оптимальное гарантированное значение α0 = α

0(t∗) критерия качества (1.1) и соответ-
ствующую ему оптимальную начальную программу u

α0

(t|t∗, ξ∗(t∗)), t ∈ T
0. В произвольный

момент времени τ ∈ T 0

h\t∗ оптимальный регулятор вычисляет α0 = α
0(τ, ξ∗(τ)) и uα0

(t|τ, ξ∗(τ)),
t ∈ T

0(τ), для текущей позиции задачи (τ, ξ∗(τ)). При этом в качестве начального приближе-
ния для α0(τ, ξ∗(τ)) он берет оптимальное значение α0(τ−h, ξ∗(τ−h)), а в качестве начального
приближения для сопровождающих элементов [18] решений задач (3.13), (3.15) использует со-
провождающие элементы соответствующих задач, решенных в предыдущий момент τ − h.

На промежутке времени [τ, τ + h[, τ ∈ T
0

h , оптимальный регулятор подает на вход физиче-
ского объекта управляющее воздействие

u
∗(t) ≡ u

∗(τ) = u
α0

(τ |τ, ξ∗(τ)), t ∈ [τ, τ + h[.

Начиная с момента t1, оптимальный регулятор работает согласно алгоритму п. 2.2, реали-
зуя оптимальную размыкаемую обратную связь по решению задачи (2.1) для позиции задачи
(τ, ξ∗(τ)), τ ∈ T

1

h .
Для того чтобы в момент t1 построить оптимальную программу u

0(t|t1, ξ∗(t1)), t ∈ T
1, за

время, не превышающее h, оптимальный регулятор в каждый момент времени τ ∈ T
0

h парал-
лельно с решением задач (3.13), (3.15) вычисляет также сопровождающие элементы оптималь-
ной программы u

0(t|t1, ξα0

(t1)), t ∈ T
1. Тогда к моменту t

1 будут известны сопровождающие
элементы решения задачи (2.1) для позиции задачи (t1, ξα0

(t1)) при α
0 = α

0(τ − h, ξ
∗(τ − h)).

Различие между состояниями задачи ξ
∗(t1) и ξ

α0

(t1)) определяется только действием возму-
щения на отрезке [t1 − h, t

1] и выражается соотношением

ξ
∗(t1) = ξ

α0

(t1) +

t1
∫

t1−h

ψ
′
i(t)d(t)w

∗(t)dt.

При малых h и ограниченных w
∗(t), t ∈ T , эти состояния близки. Поэтому по имеющимся

данным оптимальный регулятор сможет построить двойственным методом [18] оптимальную
программу u0(t|t1, ξ∗(t1)), t ∈ T

1, за время, не превышающее h.

3.3. Пример

Для иллюстрации метода реализации оптимальной однократно замыкаемой обратной связи
рассмотрим пример п. 2.4 с терминальными ограничениями

x1(t
∗) = 0,

∣

∣

∣

∣

∣

t∗
∫

t∗−1

x2(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

≤ g2, (3.17)

и параметрами: t∗ = 3, g2 = 0.1, w∗ = 0.1. В качестве момента замыкания возьмем t
1 = 1.5.

Начальное состояние задачи равно ξ(0) = (0, −0.20984722, 1.94323871). Для позиции
(0, ξ(0)) задача (2.10), (3.17) не имеет решения, поэтому построить оптимальную размыкае-
мую обратную связь невозможно. Более того, при использовании двухстадийной оптималь-
ной размыкаемой обратной связи в процессе управления с w

∗(t) ≡ 0.1, t ∈ T , невозмож-
но найти момент τ∗ ∈ Th, и в терминальный момент процесс приходит в состояние задачи
ξ(3) = (1.50214591, 0, 0.10762751), которое, очевидно, не удовлетворяет ограничениям (3.17).
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Проиллюстрируем построение оптимальной программы в задаче (2.10), (3.17) с моментом
замыкания t1. На первой итерации было получено значение α1 = 1.3829045 и соответствующее
ему управляющее воздействие

ū
α1

(t) =























1, t ∈ [0, 0.62[∪[1, 1.23[,

0.16417363, t ∈ [0.62, 0.63[,

0, t ∈ [0.63, 0.99[∪[1.23, 1.5],

0.56023768, t ∈ [0.99, 1[.

(3.18)

На рис. 5(a) изображены сечения α
1-множества замыкания Z

1
α1

плоскостями ξ
1

0
= 0.25j, j =

0, 5, и ξ1
0

= ξ
α1

0
(t1) = 0.85679272 (штриховая линия). Последнее сечение представлено отдельно

на рис. 5(b). Аппроксимирующий его многогранник Z̄
1

α1 ограничен сплошной тонкой линией.

Состояние задачи ξ
α1

(t1) в момент t
1 должно принадлежать сужению многогранника Z̄

1

α1 ,
которое изображено штриховой тонкой линией. Действительно, детерминированная система

ẋ1(t) = −π/2x1(t− 1) + b1u(t), ẋ2(t) = ax1(t) + a1x1(t− 1),

под действием управляющего воздействия (3.18) порождает в момент времени t
1 состояние

задачи ξ
α1

(t1) = (0.85679272, 0.52611178, 0.25444908) (cм. рис. 5(b)).

(a) (b)

Рис. 5

Множество Ξ(ūα1

) = Ξ(ūα1

|0, ξ(0)) возможных состояний задачи является отрезком и на
рис. 5(b) изображено жирной сплошной линией. Очевидно,

Ξ(ūα1

|0, ξ(0)) 6⊂ Z
1

α1 . (3.19)

Этот факт также может быть проверен по решению следующей экстремальной задачи

β(α) = max
ξ1∈Ξ(ūα)

J
0(t1, ξ1).

При β(α1) ≤ α
1 множество Ξ(ūα1

) принадлежит α1-множеству замыкания Z1

α1 , при β(α1) > α
1

верно неравенство (3.19).
Решение задачи (2.10), (3.17) было продолжено до тех пор, пока не были выполнены нера-

венства (3.16) с ε1 = 10−8, ε2 = 10−4. Для этого потребовалось 13 итераций. В таблице для

каждой итерации представлены значения α
k, ξαk

(t1) и величина β(αk) − α
k.
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Т а б л и ц а

Программное решение

α
k

ξ
αk

(t1) β(αk) − α
k

1.38290450 0.85679272 0.52611178 0.25444908 0.13936467
1.49917996 1.00839978 0.31098675 0.23708655 0.00977963
1.50064595 1.01487957 0.31889618 0.22237486 0.00793229
1.50361913 1.01361950 0.34370854 0.20330709 0.00451373
1.50794873 0.97670182 0.33652137 0.25579268 0.00015735
1.50795192 0.97755990 0.33737444 0.25400860 0.00012785
1.50796001 0.97796143 0.34036697 0.25105382 0.00006646
1.50797032 0.98024212 0.34334117 0.24573416 0.00002624
1.50797800 0.98248923 0.34529106 0.24129436 0.00000185
1.50797927 0.98252237 0.34573542 0.24088927 5 × 10−7

1.50797954 0.98244278 0.34552114 0.24116517 1.2 × 10−7

1.50797965 0.98253306 0.34561290 0.24097582 3.3 × 10−8

1.50797966 0.98250213 0.34558200 0.24104026 3 × 10−9

На 13-й итерации было получено значение α0 = α
13 = 1.50797966 и оптимальная начальная

программа

u
α0

(t) =























0, t ∈ [0, 0.11[∪[0.51, 0.91[,

0.23877127, t ∈ [0.11, 0.12[,

1, t ∈ [0.12, 0.5[∪[0.91, 1.5],

0.01144162, t ∈ [0.5, 0.51[,

Рис. 6 содержит результаты для последней итерации, аналогичные рис. 5.

(a) (b)

Рис. 6

Приведем результаты реализации оптимальной замыкаемой обратной связи для задачи
(2.10), (3.17). Пусть в конкретном процессе управления на систему действует неизвестное оп-
тимальному регулятору возмущение

w(t) =

{

0.1, t ∈ [0, 0.5[∪[1.5, 2.5[,

−0.1, t ∈ [0.5, 1.5[∪[2.5, 3[.
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Реализация оптимальной замыкаемой обратной связи u
∗(t), t ∈ [0, 3], и порожденные ею

траектории x
∗
1
(t), x∗

2
(t), t ∈ [0, 4], изображены на рис. 7. Рис. 8 содержит графики изменения

компонент состояния задачи ξ
∗
i (t), t ∈ [0, 3], i = 1, 2. В момент t

∗ терминальное состояние
задачи оказалось равным ξ

∗(3) = (1.35033355, 0, 0.075). В терминальный момент t∗ достигнуто
гарантированное значение критерия качества, равное 1.35033355.

Рис. 7

Рис. 8

Заключение

В работе исследована задача оптимального управления с гарантией системами с запазды-
ванием. Ее терминальные ограничения и критерий качества определены на бесконечномерных
состояниях систем. Однако, для решения задачи достаточно использовать конечномерные со-
стояния задачи, получающиеся из состояний систем и параметров задачи. Новые состояния
позволяют реализовать не только оптимальную размыкаемую обратную связь, но и замыка-
емые, которые в пределе переходят в оптимальную замкнутую обратную связь. Изложенный
метод оптимального управления системами с запаздыванием допускает обобщения на задачи
оптимального управления другими системами с распределенными параметрами.

Поступила 31.05.2006
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ОЦЕНИВАНИИ СОСТОЯНИЙ ЛИНЕЙНЫХ

НЕСТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ СО СКАЛЯРНЫМ ВЫХОДОМ

И. B. Гайшун

Для линейной нестационарной системы с одним выходом указаны условия существования идентифи-

катора, с экспоненциальной скоростью оценивающего текущие состояния. Описан алгоритм построения

такого идентификатора, изучена зависимость его от малых возмущений коэффициентов.

Введение

Многие алгоритмы синтеза систем регулирования основаны на точном знании состоя-
ния x(t). Однако, как правило, вектор x(t) недоступен для измерения, известны лишь некото-
рые линейные комбинации (выходные переменные) его компонент. Поэтому важное значение
имеет задача вычисления или хотя бы достаточно точного оценивания функции x(t) по за-
данным выходным параметрам. Решению этой задачи посвящена многочисленная литература
(см., например, [1–4]), причем в стационарном случае разработаны простые и эффективные
методы ее решения [4].

Ситуация существенно усложняется для нестационарных систем. Однако если выход ска-
лярный, то, используя теорию канонических форм, развитую в монографии [5], и в случае
неавтономных систем можно предложить эффективный способ построения асимптотического
наблюдателя или идентификатора состояния x(t), т.е. такой динамической системы, решения
которой неограниченно приближаются к процессу x(t). Описание этого способа и составляет
содержание предлагаемой заметки.

1. Постановка задачи

Пусть задана линейная нестационарная система

ẋ = A(t)x (1)

со скалярным выходом

y = c(t)x; (2)

здесь независимая переменная t изменяется в множестве R действительных чисел или в мно-
жестве R+ неотрицательных действительных чисел, A(t) — (n × n)-матрица с непрерывными
элементами, c(t) — непрерывная n-вектор-строка. Как показано, например, в [3], дифферен-
циальное уравнение

ẇ = A(t)w + k(t)(y(t) − c(t)w) (3)

с произвольным n-вектор-столбцом k(t) (вектором коэффициентов усиления) является наблю-
дателем или идентификатором для системы (1), (2). Это значит, что при любых τ ∈ R, v ∈ R

n

из соотношения

x(τ) = w(τ) = v (4)
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следует, что решения x(t) = x(t, τ, v) и w(t) = w(t, τ, v) систем (1) и (3), порожденные на-
чальными условиями (4), совпадают в каждый момент t ∈ R. Таким образом, в случае вы-
полнения равенства (4) наблюдатель (3) точно восстанавливает решения системы (1). Однако
поскольку измеряется только функция (2) и, следовательно, начальный вектор v неизвестен,
то точная идентификация состояний x(t, τ, v) невозможна. Поэтому естественно рассмотреть
задачу построения такого вектора k(t), что любое решение w(t) уравнения (3) асимптотически
оценивает процесс x(t, τ, v), т.е. неограниченно приближается к функции x(t, τ, v), каким бы
ни было v ∈ R

n.

Так как разность (ошибка восстановления) e(t) = x(t)−w(t) подчиняется системе диффе-
ренциальных уравнений

ė = (A(t) − k(t)c(t))e, (5)

то задача асимптотического оценивания эквивалентна выбору такого вектора коэффициентов
усиления k(t), при котором e(t) → 0, когда t → ∞.

Часто важен не только факт асимптотического сближения функций x(t) и w(t), но и ско-
рость этого сближения. Пусть ω — положительное число; будем говорить, что идентифика-
тор (3) ω-асимптотический, если ошибка восстановления e(t) = e(t, τ, r), описываемая систе-
мой (5), удовлетворяет неравенству

‖e(t)‖ ≤ cr,τe
−ω(t−τ) (t ≥ τ), (6)

где cr,τ — положительная постоянная, зависящая от начального момента времени τ и от на-
чального значения e(τ) = r.

В следующих разделах дано обоснование сравнительно простого алгоритма построения
вектора коэффициентов усиления k(t), при котором наблюдатель (3) ω-асимптотический.

2. Существование канонической формы

Скажем, что система наблюдения (1), (2) имеет класс m (m — положительное целое чис-
ло), если любая ее выходная функция y(t) m раз непрерывно дифференцируема (отметим,
что класс системы не связан прямым образом с гладкостью коэффициентов; например, легко
указать систему (1), (2) с всего лишь непрерывными коэффициентами, обладающую клас-
сом n [5]). Как установлено в монографии [5], наличие класса m эквивалентно существованию
и непрерывности вектор-функций

s0(t) = c(t), si(t) = si−1(t)A(t) + ṡi−1(t) (i = 1, 2, . . . ,m). (7)

Когда m = n− 1, матрица S(t), составленная из строк (7), называется матрицей наблюдаемо-
сти. Далее предполагаем, что система (1), (2) имеет класс n−1 и det S(t) 6= 0 при любом t ∈ R,
т.е. считаем эту систему равномерно наблюдаемой [5] (согласно [5] равномерная наблюдаемость
означает, что любое состояние x(t) можно однозначно восстановить с помощью обобщенных
разрешающих операций δ(t), δ̇(t), . . . , δ(n−1)(t), где δ(t) — дельта-функция, сосредоточенная в
точке t, а δ

(j)(t) — обобщенная производная).

Предположим теперь, что система (1), (2) имеет класс n и ее матрица наблюдаемо-
сти является обобщенной матрицей Ляпунова, т.е. характеристические показатели [7] функ-
ций ‖S(t)‖ и ‖S(t)−1‖ нулевые. Определим вектор-строку h(t) = sn(t)S(t)−1, где sn(t) =
sn−1(t)A(t) + ṡn−1(t). Пусть ее компоненты, hj(t), j − 1 раз непрерывно дифференцируемы,

причем функции h
(i)
j (t) (i = 0, 1, . . . , j − 1) имеют неположительные характеристические пока-

затели. Тогда, как установлено в монографии [5], существует линейное преобразование

x = G(t)z (8)
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с обобщенной матрицей Ляпунова G(t), приводящее систему (1), (2) к так называемой кано-
нической форме

ż =









0 0 . . . 0 a0(t)
1 0 . . . 0 a1(t)
. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 an−1(t)









z, (9)

y = (0, 0, . . . , 0, 1)z,

где каждый коэффициент aj(t) непрерывно дифференцируем j−1 раз и его производные a
(i)
j (t)

(i = 0, 1, . . . , j−1) имеют неположительные характеристические показатели. Легко проверить,
что при таких функциях aj(t) система (9) имеет класс n, а ее матрица наблюдаемости является
обобщенной матрицей Ляпунова.

Обозначим через S0(t) матрицу наблюдаемости системы (9). Простые рассуждения пока-
зывают, что в силу замены (8) матрицы S(t) и S0(t) связаны равенством S0(t) = S(t)G(t).
Поэтому матрица G(t) преобразования (8), осуществляющего переход от уравнений (1), (2) к
системе (9), задается формулой

G(t) = S(t)−1
S0(t). (10)

3. Вычисление коэффициентов aj(t)

Если коэффициенты aj(t) системы (9) известны и j−1 раз непрерывно дифференцируемы,
то матрица S0(t) находится достаточно просто. Именно, легко показать, что ее элементы s

0

ij(t)
определяются следующим образом: они нулевые, если расположены выше боковой диагона-
ли, и равны 1, если лежат на боковой диагонали; остальные функции s

0

ij(t) удовлетворяют
соотношениям

s
0

i,n+2−i(t) = an−1(t) (i = 2, 3, . . . , n),

s
0

ij(t) = s
0

i−1,j+1(t) + ṡ
0

i−1,j(t) (i = 4, 5, . . . , n; j = n + 3 − i, . . . , n − 1), (11)

s
0

in(t) = an+1−i(t) +

n−1
∑

j=n+2−i

aj(t)s
0

i−1,j+1(t) + ṡ
0

i−1,n(t)

(i = 3, 4, . . . , n).

Таким образом, нахождение канонической формы (9) и соответствующего преобразова-
ния (8), (10) требует знания коэффициентов aj(t). Для их вычисления построим функцию
h0(t) = s

0

n(t)S0(t)
−1, где матрица S0(t) задается правилами (11), а строка s

0

n(t) подчиняется
рекуррентным формулам

s
0

0(t) = en = (0, 0, . . . , 1), s
0

i (t) = s
0

i−1(t)A0(t) + ṡ
0

i−1(t)

(i = 1, 2, . . . , n);

здесь A0(t) — матрица коэффициентов системы (9), элементы aj(t) которой пока считаются
неопределенными.

Пусть теперь выполняются все предположения разд. 2, обеспечивающие существование
канонической формы (9). Тогда [5] коэффициенты aj(t) удовлетворяют равенству

h(t) = h0(t), (12)

которое можно рассматривать как систему уравнений для их нахождения. Представим эту
систему в виде

s
0

n(t) = h(t)S0(t). (13)
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Простые выкладки показывают, что в координатной форме соотношение (13) записывается
следующим образом:

an−1(t) = h1(t),

Di(t, an−1, an−2, . . . , an−i+1)(t) + an−i(t) = 0 (i = 2, 3, . . . , n),
(14)

где Di(t, ·) — дифференциальные операторы, структура которых легко определяется из усло-
вия (13). Поэтому каждый коэффициент aj(t) однозначно вычисляется из равенств (14), при

этом, как легко проверить, он j − 1 раз непрерывно дифференцируем и функции a
(i)
j (t)

(i = 0, 1, . . . , j − 1) имеют неположительные характеристические показатели.
Итак, равенства (14) позволяют единственным образом найти коэффициенты aj(t) канони-

ческой формы (9), а формулы (10), (11) — построить преобразование (8), приводящее систему
(1), (2) к виду (9).

4. Построение ω-асимптотического идентификатора

Пусть, как и в разд. 2, система (1), (2) имеет класс n, равномерно наблюдаемa, ее матри-
ца наблюдаемости S(t) является обобщенной матрицей Ляпунова и компоненты hj(t) строки
h(t) = sn(t)S(t)−1 являются j − 1 раз непрерывно дифференцируемыми, причем функции

h
(i)
j (t) (i = 1, 2, . . . , j − 1) имеют неположительные характеристические показатели. Выберем

различные действительные числа α1, α2, . . . , αn, удовлетворяющие неравенству αj < −ω (ω —
величина, входящая в определение ω-асимптотического идентификатора), и построим много-
член

p(λ) = (λ − α1)(λ − α2) . . . (λ − αn) = λ
n − bn−1λ

n−1 − . . . − b0. (15)

Из соотношений (14) вычислим функции a0(t), a1(t), . . . , an−1(t) и с помощью правил (11) най-
дем элементы s

0

ij(t) матрицы S0(t). Зададим, наконец, вектор

k(t) = S(t)−1
S0(t)(a(t) − b), (16)

где a(t) и b — столбцы с компонентами a0(t), a1(t), . . . , an−1(t) и b0, b1, . . . , bn−1.

Теорема 1. Идентификатор (3) с вектором коэффициентов усиления (16) является

ω-асимптотическим.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу сделанных предположений относительно матрицы S(t)
и строки h(t) матрица G(t) = S(t)S0(t)

−1 и ей обратная имеют нулевые характеристические
показатели, т.е. G(t) — обобщенная матрица Ляпунова. Произведем в системе

ė = (A(t) − G(t)(a(t) − b)c(t))e, (17)

описывающей ошибку восстановления, замену переменных

e = S(t)−1
S0(t)u = G(t)u. (18)

Тогда

u̇ = G(t)−1

(

A(t)G(t) − G(t)(a(t) − b)c(t)G(t) − Ġ(t)
)

u

=
(

G(t)−1
A(t)G(t) − Ġ(t) − (a(t) − b)c(t)G(t)

)

u.

Поскольку преобразование (18) приводит систему (1), (2) к канонической форме (9) (см.
разд. 2), то

G(t)−1
A(t)G(t) − Ġ(t) = A0(t), c(t)G(t) = en,
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и поэтому

u̇ =
(

A0(t) − (a(t) − b)en

)

u. (19)

Очевидно, уравнение (19) стационарно и матрица B0 = A0(t) − (a(t) − b)en получается из
матрицы A0(t) заменой функций aj(t) числами bj. Поэтому характеристический многочлен
det(λI −B0) системы (9) совпадает с полиномом (15). Значит, спектр этой системы состоит из
чисел α1, α2, . . . , αn, а так как обобщенное преобразование Ляпунова (18) не меняет характери-
стических показателей, то и спектр системы (17) задается этими числами. Следовательно, для
ее решений верно неравенство (6), т.е. идентификатор (3) с вектором коэффицентов усиления
(16) ω-асимптотический. Теорема доказана.

Заметим, что в условиях теоремы 1 постоянная cr,τ , входящая в формулу (6), зависит
от начального момента τ , т.е. асимптотическое оценивание не является равномерным. Что-
бы гарантировать равномерность по τ оценки (6), достаточно предъявить к системе (1), (2)
следующие требования: (a) она имеет класс n и равномерно наблюдаема; (b) матрицы S(t)
и S(t)−1 ограничены (т.е. S(t) — матрица Ляпунова); (c) функции hj(t) ограничены и имеют
непрерывные ограниченные производные

ḣj(t), ḧj(t), . . . , h
(j−1)

j (t) (j = 1, 2, . . . , n). (20)

В этом случае вектор коэффициентов усиления (16) ограничен, а система (17) равномерно
асимптотически устойчива, т.е.

‖e(t, τ, r)‖ ≤ cre
−ω(t−τ) (t ≥ τ), (21)

где постоянная cr не зависит от τ . При выполнении неравенства (21) мы говорим, что иденти-
фикатор (3) равномерно ω-асимптотический.

В частности, если матрица A(t) и строка c(t) T -периодические, система (1), (2) имеет
класс n и равномерно наблюдаема, а функции hj(t) непрерывно дифференцируемы j − 1 раз,
то столбец (16) является T -периодическим, а идентификатор (3), построенный с его помощью,
равномерно ω-асимптотическим.

5. Зависимость от возмущений

Теорема 1 сформулирована в предположении, что коэффициенты системы (1), (2) известны
точно и вектор (16) определяется без каких-либо ошибок. На самом деле такое предположение,
как правило, не выполняется, и в действительности мы имеем систему наблюдения

ẋ = (A(t) + µD(t))x, y = (c(t) + µd(t))x, (22)

а в качестве вектора коэффициентов усиления получаем столбец

l(t) = k(t) + µp(t), (23)

где D(t), d(t), p(t) — неизвестные непрерывные матричная и векторные функции, подчиняю-
щиеся неравенствам

‖D(t)‖ ≤ c1, ‖d(t)‖ ≤ c2, ‖p(t)‖ ≤ c3 (24)

(c1, c2, c3 — фиксированные положительные константы), µ — малый параметр, k(t) — век-
тор (16). Будем считать, что матрица A(t) и строка c(t) ограничены, система (1), (2) имеет
класс n и равномерно наблюдаема, причем матрица наблюдаемости S(t) есть матрица Ляпу-
нова. Пусть, кроме того, ограничены и непрерывны производные (20). Тогда, как отмечено в
предыдущем разделе, ограничен и столбец (16).
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Рассмотрим идентификатор системы (22) с вектором коэффициентов усиления (23):

ẇ =
(

A(t) + µD(t)
)

w +
(

k(t) + µp(t)
)(

y(t) − (c(t) + µd(t))w
)

. (25)

В этом случае уравнение для ошибки восстановления записывается следующим образом:

ė = (A(t) − k(t)c(t) + µF (t))e, (26)

где F (t) = D(t) − p(t)c(t) − k(t)d(t) − µp(t)d(t), причем, очевидно, матричная функция F (t)
ограничена.

Теорема 2. Для любого положительного числа δ < ω существует такая величина

µ0 > 0, что при любом |µ| < µ0 уравнение (25) является равномерным δ-асимптотическим

идентификатором для системы (22), какими бы ни были стесненные неравенствами (24)
возмущения D(t), d(t), p(t).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сделаем в системе (26) замену переменных по формуле (18),
имея в виду, что в силу принятых предположений G(t) = S(t)−1

S0(t) — матрица Ляпунова.
Тогда

u̇ = (B0 + µG(t)−1
F (t)G(t))u, (27)

при этом матрица H(t) = G(t)−1
F (t)G(t) ограничена: ‖H(t)‖ ≤ L = const. Кроме того, так как

идентификатор (3) равномерно ω-асимптотический, то верна оценка

‖eB0(t−τ)‖ ≤ ce
−ω(t−τ) (t ≥ τ ; c = const > 0).

Из системы (27) вытекает, что

u(t) = e
B0(t−τ)

u0 + µ

t
∫

τ

e
B0(t−s)

H(s)u(s)ds.

Поэтому

‖u(t)‖ ≤ c‖u0‖e
−ω(t−τ) + |µ|cL

t
∫

τ

e
−ω(t−s)‖u(s)‖ds,

а по лемме Гронуолла
‖u(t)‖ ≤ c‖u0‖e

(−ω+|µ|cL)(t−τ)
.

Значит, если µ0 = (Lc)−1(ω − δ), то при |µ| < µ0 выполняется неравенство

‖u(t)‖ ≤ c‖u0‖e
−δ(t−τ)

. (28)

Поскольку система (26) эквивалентна уравнению (27) относительно преобразования Ляпуно-
ва (18), то из оценки (28) следует требуемая равномерная δ-асимптотичность наблюдателя (25).
Теорема доказана.

Поступила 25.04.2006
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ИДЕНТИФИКАЦИЯ СОСТОЯНИЯ ДВИЖУЩЕГОСЯ ОБЪЕКТА

ПО НАБЛЮДЕНИЯМ ГЕОФИЗИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ1

В.Л. Гасилов, В.Б.Костоусов, А.П. Кукушкин

Рассматриваются вопросы идентификации состояния движущегося объекта по наблюдениям геофи-

зических полей. Для коррекции ошибок, накопленных в инерциальной навигационной системе объекта,

применяется экстремальное сравнение информации о внешних геофизических полях с априорной (эталон-

ной) информацией о них, хранящейся в памяти бортового вычислительного устройства (корреляционно-

экстремальный подход). В работе описываются общие принципы исследования систем навигации движу-

щихся объектов по внешним информационным полям. Предлагается модель навигации по геофизическому

полю и метод априорной оценки локальной информативности поля.

Введение

В автономном движении информация о положении движущегося объекта (наземного дви-
жущегося средства, летательного или космического аппарата, надводного или подводного суд-
на) поступает от инерциальной навигационной системы (ИНС). Специфика работы ИНС при-
водит к появлению ошибок в определении положения объекта, которые с течением времени
могут стать неприемлемо большими [1]. Допустим, что управляющие воздействия формиру-
ются по принципу обратной связи в виде функции от измеряемых ИНС величин. Так как
измерения содержат большие ошибки, то реализующаяся траектория со временем будет зна-
чительно отличаться от желаемой.

Эффективным средством коррекции накопленных ошибок является использование инфор-
мации о внешних геофизических полях (ГФП), наблюдаемых в процессе движения объекта.
При этом применяется корреляционно-экстремальный подход, который основан на экстремаль-
ном сравнении полученных измерений поля с априорной (эталонной) информацией о нем, хра-
нящейся в памяти бортового вычислительного устройства [2].

В качестве ГФП может выступать, например, магнитное или гравитационное поле Земли,
поле высот рельефа, оптическая и радиотепловая яркость покровов земной поверхности и т.п.
(см. [2]). Эталон (карта) геофизического поля хранится в памяти бортового вычислительного
управляющего устройства. При движении специальные измерители (датчики поля) опреде-
ляют характеристики поля вдоль реализующейся траектории. Сравнение их с эталонными
значениями в зоне коррекции движения позволяет уточнить параметры последнего.

В работе описываются общие принципы исследования систем навигации движущихся объ-
ектов по внешним информационным полям, которые были выработаны в ИММ УрО РАН в
результате многолетнего опыта прикладных исследований. Материалы статьи в значительной
степени опираются на черновые записи безвременно ушедшего из жизни Виталия Леонидовича
Гасилова.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 06-01-00229, 04-07-90120).
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1. Постановка задачи

Рассмотрим произвольную управляемую механическую (или электро-механическую) си-
стему (объект), на которую наложены голономные и неголономные связи [3].

Геометрически движение объекта можно рассматривать как движение изображающей точ-
ки в n-мерном конфигурационном пространстве M [3], положение точек в котором описывается
обобщенными координатами q

i
, i = 1, . . . , n. В задачах механики движение объекта есть ре-

шение системы дифференциальных уравнений. При известном законе управления траектория
движения определяется начальными (граничными) условиями по координатам и скоростям.

Обычно информацию о траектории объекта дает автономная инерциальная навигацион-
ная система (ИНС). Эта информация получается путем измерения кажущегося ускорения,
т.е. по сути измеряется непотенциальная составляющая обобщенной силы [4]. Потенциальная
составляющая вычисляется на основании принятой модели потенциальных силовых полей и
имеющейся к этому моменту информации о положении объекта.

Интегрирование уравнений движения при заданных начальных (граничных) условиях про-
изводится самой ИНС и результатом является измеренная траектория объекта. При большом
времени движения в автономном режиме такие измерения траектории содержат значительные
накопившиеся ошибки [2]. Как правило, на небольших отрезках времени (интервалах изме-
рения навигационных полей) известна структура ошибок измерения ИНС, но эта структура
содержит неизвестные параметры. Например, в качестве таких параметров могут выступать
координаты смещения начальной точки траектории. Теперь задача коррекции ошибок ИНС
сводится к определению этих параметров, в частности, при помощи ГФП.

Внешние физические поля и их датчики. Обратимся теперь к внешним информа-
ционным полям и средствам их измерения. В простейшем случае используется одно скаляр-
ное информационное поле (например, высота рельефа земной поверхности) и оно измеряется
одним датчиком (высотомером). Однако можно использовать и несколько различных физиче-
ских полей, отличающихся как размерностью своей области определения (сфера, трехмерное
пространство), так и типом измеряемого поля (скаляр, вектор). Отвлекаясь от этих физи-
ческих подробностей, можно предложить единое математическое описание, учитывающее то
общее, что присутствует в большинстве задач.

В качестве результата измерений будем рассматривать компоненты вектора h из вектор-
ного пространства H соответствующей размерности. Будем считать, что этот вектор получен
в результате работы некоторого обобщенного датчика, т.е., объединим все измеряемые фи-
зические поля в одно информационное поле h(·), определенное на некотором пространстве S

— визируемом пространстве. Размерность dimH значения информационного поля h равна
сумме размерностей всех измеряемых полей с учетом числа каналов каждого датчика. Раз-
мерность dimS визируемого пространства S равна сумме размерностей областей определения
для всех используемых полей. Заметим, что часто реальный физический датчик снимает ин-
формацию не в единственной точке, а в некоторой области (“пятне засветки”). При решении
задачи навигации по ГФП вполне допустима привязка показаний датчика к некоторой “точке
визирования” (например, к центру пятна засветки).

Для краткости обобщенный датчик будем в дальнейшем называть просто датчиком. Ал-
горитм работы датчика, в частности, дает возможность определить точку визирования — ту
точку визируемого пространства S, в которую “направлен” обобщенный датчик. Пусть [0, ϑ] —
отрезок времени, на котором производятся измерения. Положение точки визирования r на S

зависит от положения объекта в конфигурационном пространстве в данный момент времени
t ∈ [0, ϑ], параметров установки датчика на носителе, а также от ориентации и состояния дат-
чика в момент времени t (в соответствии с алгоритмом его функционирования). Все вместе это
формирует условия визирования в виде функции f , определяющей в каждый момент t поло-
жение точки визирования r(t) = f(q(t), t) на визируемом пространстве S. Здесь q(·) : t 7→ q(t)
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— траектория объекта, t ∈ [0, ϑ]. Промежуток [0, ϑ] считаем фиксированным. В момент измере-
ния tα ∈ [0, ϑ] (α = 1, . . . , N) объект находится в точке qα пространства M , имеет скорость q̇α,
и условия визирования определяют положение точки rα = f(qα, tα) визируемого простран-
ства S, в которую направлен датчик. На визируемом пространстве S задано информационное
поле h, измеренное значение которого в точке визирования rα равно hα = h(rα). Полагаем,
что априори нам известно информационное поле в виде некоторой карты поля he.

Упорядоченную (по времени) совокупность точек визирования {rα} на поверхности S бу-
дем называть трассой измерений, а набор соответствующих значений информационного по-
ля {hα} назовем профилем трассы. Если дискретный характер трассы и ее профиля не влияет
на рассуждения, будут использоваться также обозначения r(·) и h(·).

Задача привязки. К моменту окончания измерений tN = ϑ на борту движущегося объек-
та имеется следующая информация: карта информационного поля he, условия визирования f ,
измеренный профиль трассы h(·) = {hα} и моменты замеров {tα}. Имеется также траекто-
рия q(·), измеренная с помощью ИНС, однако эти измерения слишком грубы, чтобы по ним
можно было найти трассу замеров с требуемой точностью.

Ключевым моментом является задача нахождения трассы, к которой относятся получен-
ные замеры. Ее иногда называют задачей привязки измерений к эталону. Основное внимание
в дальнейшем будет уделено именно этой задаче.

В реальной ситуации вся доступная информация содержит ошибки. Условия визирования
определяются установочными и иными параметрами, которые могут быть измерены лишь
приближенно, поэтому вместо истинного отображения f можно использовать лишь некоторое
эталонное отображение fe, а вместо истинного поля h — только его приближенную карту he

(эталон). Далее, ошибки входят и в измерения поля, поэтому измеренный профиль hm(·) мо-
жет отличаться как от истинного профиля данной трассы h(·), так и от ее эталонного профи-
ля he(·), восстановленного по эталону поля. Наконец, истинная траектория q(·) отличается от
траектории qm(·), измеренной с помощью ИНС.

В соответствии с методом экстремальной идентификации привязка измерений к эталону
производится следующим образом.

Измеренная инерциальной системой траектория, условия визирования и априорная ин-
формация о динамике и системе управления объекта используются для выделения множества
допустимых трасс W = {rd(·)}.

Каждой допустимой трассе rd(·) можно поставить в соответствие допустимый профиль
hd(·), восстановленный по имеющейся карте поля hd(·) = he(rd(·)). Кроме того, рассматривая
эту трассу в качестве гипотезы, отнесем к ней и измеренный профиль hm(·).

Введем в рассмотрение некоторый функционал F (h1(·), h2(·)), который оценивает расстоя-
ние между двумя профилями, отнесенными к одной и той же трассе r(·). В этом функционале
зафиксируем один аргумент, приравняв его к измеренному профилю трассы hm(·), а в качестве
другого аргумента будем рассматривать профили he(·) = he(rd(·)), определяемые при помощи
эталонной карты на каждой допустимой трассе. В результате получаем критерий невязки —
функционал Φ на множестве допустимых трасс W (индекс “d ” для краткости опускаем):

Φ(r(·)) = F (he(·), hm(·)). (1)

Таким образом, что этот функционал оценивает меру рассогласования гипотезы об истин-
ности допустимой трассы с имеющимися измерениями [5].

Приведенные построения позволяют свести проблему привязки измерений к трассе к сле-
дующей экстремальной задаче:

На множестве W допустимых трасс требуется найти трассу r (·), доставляющую ми-

нимум функционалу невязки Φ(r(·)) (1):

r̂(·) = argmin{Φ(r(·))|r(·) ∈ W}. (2)
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2. Алгоритм привязки и его компоненты

В рамках принятого подхода построение алгоритма привязки сводится к выбору следую-
щих компонент:

• эталонная карта поля h,

• множество допустимых трасс W ,

• функционал невязки Φ,

• процедура минимизации Φ на W .

Ошибки в априорной информации и измерениях порождают ошибку привязки, которая,
естественно, зависит от выбора указанных компонент. Рассмотрим эти компоненты более по-
дробно.

Множество допустимых трасс. По постановке задачи трасса измерений — упорядо-
ченный набор точек {rα} на визируемом пространстве S. При фиксированных условиях визи-
рования трасса полностью определяется траекторией объекта q(t), t ∈ [0, ϑ].

Вообще говоря, множество допустимых трасс W является бесконечномерным, как и мно-
жество допустимых траекторий. Однако при конструировании практически используемых ал-
горитмов удается с приемлемой точностью описать множество допустимых трасс с помощью
конечного числа параметров. Любая трасса rd(·), рассматриваемая в качестве допустимой,
должна согласовываться с траекторией объекта qm(·), измеренной ИНС. Поэтому задача опи-
сания множества допустимых трасс тесно связана с описанием множества возможных тра-
екторий объекта. Траектория, как решение уравнений движения, определяется граничными
условиями и измеренными действующими силами.

Параметризация множества допустимых трасс W может быть проведена следующим обра-
зом. Интегрируя уравнения движения при граничных условиях q(ϑ) = qϑ, q̇(ϑ) = q̇ϑ находим
решение

q(t) = q(t, qϑ, q̇ϑ), t ∈ [0, ϑ].

Рассматривая qϑ, q̇ϑ в качестве параметров с учетом условий визирования f(q, t), получаем
параметрическое описание множества допустимых трасс

rd(t, qϑ, q̇ϑ) = f(q(t, qϑ, q̇ϑ), t).

Не все введенные параметры фактически влияют на профиль трассы, даже если на са-
му трассу они оказывают влияние. Это обуславливается многими факторами — информатив-
ностью поля и чуствительностью датчика по отношению к данному параметру, условиями
визирования и т.п. Так что число искомых параметров может быть значительно меньше раз-
мерности набора (qϑ, q̇ϑ). При минимизации функции многих переменных размерность задачи
и удачный выбор переменных сильно сказывается на трудоемкости и сходимости процедуры
минимизации.

В дальнейшем будем полагать, что выделено множество навигационных параметров P и
доверительная область D ⊂ P . Тогда множество допустимых трасс описывается соотношени-
ями вида

W = {{rdα} : rdα = r(tα, p), p ∈ D, α = 0, . . . , N}, (3)

где r(t, p) — заданная функция. Полагаем, что различным значениям p отвечают различные
трассы.

На практике множество допустимых трасс формируется по измеренной траектории объ-
екта с использованием эталонных условий визирования fe. Для этого принимается некоторая
модель ошибок ИНС [5] и в качестве параметров p множества W выбираются неизвестные
параметры этой модели. В важном частном случае такими параметрами могут быть, напри-
мер, ошибки в измерениях начальной и конечной точки трассы, либо ошибки в определении



Идентификация состояния по ГФП 57

конечной точки и поправки по скоростям p = (δqϑ, δq̇ϑ).

Критерий невязки. Функционал невязки должен оценивать “расстояние” между изме-
ренным профилем и любым допустимым профилем, рассматриваемым в качестве гипотезы.

Геофизические поля, используемые для навигации, можно разбить на два класса в зави-
симости от их морфологических особенностей — поля структурированные и поля непрерыв-
ные. Структурированными полями будем называть ГФП, при наблюдении которых явно об-
наруживается наличие определенной структуры. Такая структура может, например, состоять
из контрастных относительно фона областей (объектов), допускающих однотипное описание.
При мониторинге земной поверхности подобную структуру наблюдаемого поля дают при со-
ответствующем выборе спектра многие искусственные и естественные образования — районы
промышленной и жилой застройки, сельхозугодия, дорожная и гидрологическая сеть и т.д.
Примером непрерывного поля является поле высот рельефа – такие поля могут не обладать
четко выраженной структурой.

При выборе критерия невязки морфологические характеристики поля должны учитывать-
ся. Если отсутствуют надежные методы выделения структур на карте, либо датчики не поз-
воляют точно определить момент пересечения границ структурных образований, то профи-
ли сравниваются традиционным способом — путем задания метрики в пространстве вектор-
функций. В этом случае в качестве критерия невязки будем использовать квадратичный функ-
ционал. Такой функционал можно определить, например, по формуле

Φ({rdα}) =
∑

α

|hdα − hmα|
2
.

В любом случае требования к функционалу невязки заведомо противоречивы и, как по-
казывает опыт, на практике не удается обойтись одним единственным функционалом на всех
этапах решения задачи привязки.

Действительно, при поиске нужной трассы приходится искать глобальный минимум при
наличии множества локальных. Поэтому неизбежен этап перебора — для отсеивания локаль-
ных минимумов. На этом “грубом” этапе необходимо производить многократное вычисление
функционала, так что важнее простота вычисления, а не высокая точность оценки расстояния
между профилями. Аналитические методы на данном этапе, как правило, не используются,
да и вообще при поиске глобального минимума теория весьма скупа на рекомендации — по
крайней мере для функционалов достаточно общего вида [6].

Напротив, на этапе “тонкого” поиска, после отсеивания заведомо ложных гипотез, необ-
ходимо обеспечить высокую точность нахождения действительного минимума (естественно, и
здесь затраты времени не должны превосходить некоторого разумного предела). На этом этапе
начинает играть роль гладкость (дифференцируемость) функционала. Гладкие функционалы
обладают тем неоспоримым преимуществом, что они допускают применение аналитических
методов как при конструировании функционала, так и при анализе достижимой точности и,
наконец, при построении алгоритма минимизации.

Надежность и точность, с которыми определяется искомая трасса, зависят, естественно,
от выбора функционалов на “грубом” и “тонком” этапе. Грубый функционал Φ̃ должен обес-
печивать надежное отсеивание заведомо ложных гипотез и локализацию области, в которой
может находиться истинная трасса. А уже при поиске минимума в этой области выбор тон-
кого функционала Φ определяет в конечном счете погрешность, с которой находится искомая
трасса.

В простейшем варианте грубый функционал является просто укороченным вариантом тон-
кого функционала — например, получен из последнего путем прореживания (меньшее количе-
ство членов в сумме). В общем случае грубый функционал может иметь принципиально иной
вид, в частности, от него не требуется дифференцируемости.
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Эталонная карта поля. Способ хранения априорной информации об измеряемом ГФП в
значительной мере определяется выбором функционала невязки. Если структурные особенно-
сти поля не используются, то поле может храниться в виде матрицы его значений на равномер-
ной сетке, покрывающей район ориентирования (например, в виде цифровой карты рельефа).
Для восстановления значений поля в промежуточных точках используется процедура интер-
поляции. Погрешность восстановления δhe определяется ошибками задания значений поля в
узлах сетки и ошибками интерполяции. В общем случае эта ошибка может быть описана [12]
стационарным случайным процессом с известной корреляционной функцией K(ρ).

В качестве эталонной карты для структурированных полей в [7], [8] предлагается исполь-
зовать контурный эталон — упорядоченный набор контуров элементов, расположенных в зоне
коррекции. Ошибки контурного эталона можно разбить на два класса — локальные и струк-
турные. К локальным ошибкам отнесем ошибки положения границ, возникающие как за счет
неточного указания положения угловых точек контуров, так и вследствие аппроксимации кри-
волинейных участков границ отрезками прямых. Структурные ошибки обусловлены измене-
нием к моменту визирования конфигурации контурной мозаики границ структур (например,
датчик не обнаружил часть объектов) и ошибками при формировании карты (ложные объек-
ты).

Локальные ошибки положения границ можно оценить вектором отклонений крайних точек
отрезков реальной границы от соответствующих точек на эталоне. Такие ошибки характери-
зуются случайными величинами δre, которые в простейшем случае являются независимыми
(по координатам), нормальными, с нулевым средним и среднеквадратическим значением σe.
Структурные ошибки эталона можно оценить коэффициентом искажений Kerr, который вы-
числяется как отношение суммарного числа необнаруженных и ложных объектов к общему
числу объектов на эталоне.

Процедура минимизации. С математической точки зрения задача привязки сводится к
задаче минимизации функции многих переменных путем параметрического описания множе-
ства допустимых трасс. При этом сам функционал в задаче привязки носит вспомогательный
характер — нас, в конечном счете, не интересует численное значение функционала и его вид,
важен лишь результат, который мы получаем (точность привязки). Именно с этим обстоя-
тельством связано использование различных функционалов (“грубого” и “тонкого”) на разных
этапах решения задачи привязки.

Основными особенностями задачи минимизации при ориентировании по геофизическим
полям являются:

• трудоемкость вычисления функционала — функционалы могут содержать большое коли-
чество слагаемых, восстановление эталона представляет собой громоздкую процедуру, требую-
щую многократного интерполирования дискретной карты; кроме того, в процессе вычисления
необходимо выделять систематические составляющие ошибок и фильтровать их флуктуаци-
онные составляющие и т.п.;

• неопределенность условий решения задачи — неточность всей исходной информации,
большие случайные ошибки, реальная возможность сбоев аппаратуры;

• ограниченные возможности бортового вычислителя по быстродействию, разрядности
представления чисел, объему памяти.

Эти особенности предопределяют компромиссность метода решения между многими про-
тиворечивыми факторами — между точностью решения и временем счета, между общностью
математического метода минимизации и его эффективностью в каждом конкретном случае,
между стремлением к максимальному учету специфики ошибок и устойчивостью алгоритма
по отношению к ошибкам в самой статистической информации и т.п.

Теоретические проработки и опыт численного моделирования, накопленный в ИММ, при-
вели к построению общей схемы поиска решения в задаче привязки. Данная схема содержит
три основных этапа:
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• предварительная обработка замеров — фильтрация ошибок измерений, преобразование
замеров к виду, удобному для совмещения с эталоном и т.п.;

• перебор по узлам сетки в множестве допустимых трасс (т.е., в области определяющих
параметров D ⊂ P ) с адаптивным нахождением линейных составляющих суммарной ошибки
при вычислении “грубого” функционала Φ̃ и выделением трассы r̃(·), соответствующей мини-
муму Φ̃;

• “тонкий” спуск (с адаптацией к ошибкам) от трассы r̃(·) по функционалу Φ (“тонкий”
функционал) к минимуму r̂(·) — именно эта трасса принимается за искомое решение задачи
привязки.

3. Оценка информативности навигационных полей

На содержательном уровне информативность поля определяется возможной величиной
ошибки решения задачи навигации. При этом влияние ошибок на точность привязки проявля-
ется двояким образом — локально и глобально, что связано с сущностью метода экстремальной
навигации — неизвестные параметры находятся из условия минимума выбранного функцио-
нала.

Локальный анализ, проведенный в малой окрестности истинной трассы, показывает (при
дифференцируемом функционале невязки и достаточно малых ошибках), что погрешность
в определении параметров трассы линейно зависит от ошибок. При малых ошибках такое
отклонение в принципе должно быть небольшим.

Однако такая оценка справедлива лишь при условии, что среди нескольких локальных
минимумов удалось выделить именно тот, который соответствует истинной трассе. И второй
— глобальный — эффект наличия ошибок может быть разрушительным: алгоритм привязки
выделит локальный минимум, далекий от глобального, и величина погрешности привязки при
этом никак не связана с малостью ошибок. Подобную ситуацию принято называть срывом
привязки.

Оба этих аспекта — локальный (точность привязки) и глобальный (устойчивость алгорит-
ма) — необходимо учитывать при анализе информативности.

В соответствии с описанной выше общей схемой решения задачи на этапе грубого поиска
производится сравнение измеренного профиля с профилями конечного набора трасс-гипотез.
Этот набор определяется выбором некоторой сетки в доверительной области D. Задача грубо-
го этапа — отсеять трассы, лежащие далеко от действительной, и выделить трассу, располо-
женную в области притяжения трассы с минимальным значением функционала и близкую к
реализовавшейся. Под областью притяжения подразумевается такая окрестность глобального
минимума, из каждой точки которой на этапе тонкого поиска произойдет спуск (по функ-
ционалу невязки) к трассе, соответствующей этому глобальному минимуму. Глобальная ин-
формативность навигационного поля понимается как такое его свойство, которое обеспечивает
успешное решение задачи грубого поиска, прежде всего — надежное отсеивание трасс, далеко
отстоящих от истинной.

Глобальная информативность может оцениваться с помощью модуля информативности,
введенного в [9]. Информативность ГФП с позиций теории стохастического оценивания рас-
сматривалась многими исследователями (см., например, [10]).

Рассмотрим влияние ошибок измерения профиля и ошибок восстановления профиля с эта-
лона на локальную точность привязки.

В рамках аддитивной модели ошибок связи между введенными величинами (истинными,
измеренными и восстановленными) можно описать соотношениями вида

r(t) = rd(t) + δrd(t), hm(t) = h (t) + δhm(t), h(r) = he(r) + δhe(r). (4)

Здесь δrd — ошибка в определении допустимой трассы (т.е., отклонение допустимой трассы
rd(t, p) от истинной r(t), соответствующей этому же значению p), δhm — ошибка датчика
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поля и δhe — ошибка процедуры восстановления эталона (в частности, сюда входит ошибка
картографирования). Заметим, что при такой модели ошибок hm (t) = he (t)+δh (t), где δh (t) =
δhm (t) + δhe (t). Обозначим сводный вектор ошибок через ε = (δrd, δhm, δhe).

Допустим, что процедура минимизации критерия невязки на множестве допустимых трасс
обеспечивает нахождение глобального минимума и истинная трасса находится в области при-
тяжения именно этого минимума. Так как измерения и восстановление профиля производится
с ошибками, минимум может достигаться не на истинной трассе r(·) а на некоторой другой
трассе r̂(·).

Принятый метод описания множества допустимых трасс позволяет считать (для данного
измеренного профиля и конкретной реализации ошибок) функционал невязки просто функ-
цией от p. Обозначим эту функцию той же буквой: Φ(p) = Φ(r(·, p)). Если критерий невязки
является гладким, то эта функция дифференцируема. В результате решения задачи привязки
(ср. с (2)) получим вектор навигационных параметров

p̂ = argmin{Φ(p)|p ∈ D}. (5)

Пусть p̂ лежит внутри области D. Тогда в точке p̂ должно выполняться необходимое усло-
вие минимума

Φv(p̂) =
∂Φ

∂pv

∣

∣

∣

∣

p=p̂

= 0, v = 1, . . . ,dim P. (6)

Здесь Φv вычисляется вдоль допустимого профиля rd(·, p̂) при реализовавшихся ошибках. Так
что по сути критерий невязки Φ и сама эта производная являются функционалами от rd(·),
hm(·) и he(·). При определенных предположениях о гладкости функционала Φ можно записать:

Φv(p̂) =
∑

α

∑

s

(

∂Φ

∂r
s
da

∂r
s
da

∂pv
+
∑

κ

∂Φ

∂hκ

e

∂h
κ

e

∂r
s
da

∂r
s
da

∂pv

)

= Φv(rd(·, p̂), hm(·), he(·)).

Здесь суммирование по α, s и κ производится в пределах от единицы до N , dimS и dim H

соответственно. С учетом малости ошибок можно разложить это выражение в окрестности
истинной трассы, истинного профиля трассы и истинного поля в окрестности трассы. Одна-
ко такое разложение бесполезно, поскольку фактически истинные значения нам неизвестны.
Кроме того, если вполне допустимо говорить о дифференцируемости (гладкости) карты поля,
то гладкость истинного поля — весьма сомнительное допущение. Фактически нам известны
лишь эталонные значения и возможные ошибки отклонения эталона от истины. Поэтому для
получения практически пригодных формул надо проводить разложение производной Φv(p̂) в
окрестности допустимой трассы rd(·) и эталонного профиля he(·) этой трассы.

Рассматриваем ошибки измерения и восстановления как вариации (возмущения) соответ-
ствующих функций (4) и, полагая p̂ = p + δp (p — истинная точка, δp — малый вектор),
получаем в первом приближении

Φv(p̂) = Φe
v +

∑

w

Φe
vwδp

w + δΦe
v(ε(·)) = 0. (7)

Здесь {Φe
vw} — матрица вторых производных критерия невязки по p, δΦe

v — вариация функ-
ционала Φe

v (линейная часть приращения Φe
v при возмущении rd(·) и hm(·)):

δΦe
v(ε(·)) =

∑

a

[

∑

s

(

∂Φe
v

∂rs
da

+
∑

κ

∂Φe
v

∂hκ

e

∂h
κ

e

∂rs
dα

)

δr
s
a +

∑

κ

∂Φe
v

∂hκ

ea

δh
κ

a (·)

]

.

Индекс “e” в формуле (7) означает, что все производные и вариации вычисляются вдоль
допустимой трассы, с использованием карты поля и при отсутствии ошибок, так что они пол-
ностью определяются выбором допустимой трассы и могут быть определены численно. Для
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упрощения записи в дальнейшем, если это не приводит к двусмысленности, опускаем индекс
“e” у производных и вариаций.

В регулярном случае матрица вторых производных {Φvw} невырождена (точнее, положи-
тельно определена) и существует обратная матрица {Φvw}, что позволяет разрешить уравне-
ние (7) относительно ошибки привязки δp:

δp
v = −

∑

w

Φvw(Φw + δΦw(ε(·))). (8)

Формула (8) позволяет для каждой допустимой трассы определить влияние конкретной
реализации ошибок и оценить это влияние с точки зрения принятого критерия качества.

Рассмотрим в качестве примера задачу навигации по полю высот рельефа. Пусть измере-
ния производятся c постоянным шагом в моменты времени tα = α∆T , α = 0, N,∆T = ϑ/N , где
ϑ — время визирования, N +1 — число замеров. Пусть p — вектор “истинных” параметров, при
которых произведены измерения высот. Пусть p̂ — решение задачи (5) и δp = p̂ − p — вектор
ошибки привязки. Ошибка привязки возникает за счет ошибок измерений ε = δh (где δh —
вектор размерности N + 1 ) и зависит от информативных свойств поля h. Для сокращения
выкладок и получения явных выражений рассмотрим случай нулевых ошибок по скорости.
Тогда требуется найти двумерный вектор p̂ = (x̂, ŷ), доставляющий минимум в задаче (5) и
оценить ошибки δp = (δx, δy).

Обозначим через hxi = ∂h
∂x (xi, yi), hyi = ∂h

∂y (xi, yi) частные производные поля h, вычислен-
ные в точках истинной трассы замеров (при нулевых ошибках измерения). Введем в рассмот-
рение (N +1)-векторы hx и hy, составленные из hxi и hyi соответственно, и пусть, как обычно,
(a, b) обозначает скалярное произведение векторов a и b.

В предположении непрерывной дифференцируемости функции h и малости ошибок δx и
δy для всех i = 0, . . . N имеем: δhi = hi(p̂) − hi(p) ≈ hxiδx + hyiδy. Учитывая это, путем
линеаризации системы (6) получаем следующую линейную систему уравнений относительно
ошибок δx и δy:

{

(hx, hx)δx + (hx, hy)δy = (hx, ε)

(hx, hy)δx + (hy, hy)δy = (hy, ε)
.

Решение этой системы имеет вид






δx =
(hx,ε)(hy,hy)−(hy ,ε)(hx,hy)

(hx,hx)(hy ,hy)−(hx,hy)2

δy =
(hy,ε)(hx,hx)−(hx,ε)(hx,hy)

(hx,hx)(hy ,hy)−(hx,hy)2

(9)

и выражает явную зависимость ошибок привязки от ошибок измерения ε. Условие неравенства
нулю знаменателя в этих формулах допускает простую геометрическую интерпретацию: на
трассе должны найтись по крайней мере две точки замеров, в которых градиенты поля высот
не коллинеарны.

Предположим, что все N + 1 компонент вектора ε являются независимыми случайными
величинами с нулевым математическим ожиданием и одинаковой дисперсией σ

2

ε . Тогда из
формул (9) получаем следующие выражения для дисперсий ошибок привязки:







σ
2

δx = σ
2

ε
(hy ,hy)

(hx,hx)(hy ,hy)−(hx,hy)2

σ
2

δy = σ
2
ε

(hx,hx)

(hx,hx)(hy ,hy)−(hx,hy)2

, (10)

которые и определяют информативность геофизического поля h в окрестности некоторой трас-
сы замеров. Для общей оценки локальной информативности поля в заданной области плоско-
сти формулы (10) применяются к множеству трасс, покрывающих эту область.

Важной характеристикой полученных выше формул (8, 9) для оценки точности привязки
является их линейность по отношению к ошибкам ε. Это позволяет рассматривать влияние



62 В.Л. Гасилов, В.Б.Костоусов, А.П.Кукушкин

на точность привязки суммы различных ошибок (ошибок в каждом из каналов датчика, от-
дельных составляющих ошибок в одном из каналов и т.п.) как суперпозицию влияний отдель-
ных ошибок. Тем самым исследование точности коррекции параметров движения объекта при
сложном составе ошибок в измерениях можно свести к разложению ошибок на относительно
простые слагаемые и к изучению влияния на точность каждой из составляющих в отдельности.

Рассмотрим методику оценки локальной информативности более подробно на примере по-
ля высот рельефа. Формулы (9) можно представить в виде

δx =

N
∑

α=0

Xaεa, δy =

N
∑

α=0

Yaεa, (11)

где коэффициенты Xa, Ya выражаются через частные производные функции h(x, y), вычис-
ленные по цифровой карте поля высот.

Пусть ошибки ε в (11) можно рассматривать как сумму l независимых стационарных слу-
чайных процессов ξj, j = 1, . . . , l, с нулевыми средними, среднеквадратическими отклонени-
ями σj и корреляционными функциями Kj(t − t0) [12]. Соответствующий радиус корреляции
обозначим через ρj . В качестве таких компонент-процессов можно рассматривать, например,
ошибки картографирования (вдоль трассы), ошибки измерения, ошибки интерполирования
рельефа, ошибки определения трассы измерений и т.д.

Для дисперсий ошибок привязки D(δx),D(δy), используя соотношения (11), получаем

D(δx) =

l
∑

j=1

Dxj, D(δy) =

l
∑

j=1

Dyj . (12)

Здесь Dxj,Dyj — дисперсии ошибок δx, δy, отвечающие отдельному случайному процессу ξj .
Эти величины рассчитываются [12] по формулам (приводим только для Dxj)

Dxj = Kj(0)

N
∑

α=0

Xa
2 + 2Kj(∆T )

N
∑

α=1

XaXa−1 + . . . + 2Kj(T )X0XN . (13)

Дисперсии (12), (13) при заданных статистических свойствах ошибок измерения и картогра-
фирования могут быть вычислены при известных исходных данных.

На этапе проектирования информация об ошибках неизбежно носит предварительный ха-
рактер. Чаще всего можно определенно предположить только структуру ошибок (вид корре-
ляционной функции и т.п.). При этом параметры корреляционных функций известны лишь
приближенно. Для оценки влияния различных параметров на достижимую точность привязки
удобно использовать номограммы точности [11], которые строятся по данному участку ори-
ентирования для определенных условий привязки (количество и шаг замеров, число членов
функционала, параметры фильтра и т.п.). Для построения номограмм точности используют-
ся формулы (13), в которых применяется нормированная корреляционная функция (σ = 1),
причем радиус корреляции ρ рассматривается в качестве параметра. Сами номограммы пред-
ставляют собой зависимости

σδx(ρ) =
√

D(δx, ρ), σδz(ρ) =
√

D(δz, ρ),

которые и дают возможность учитывать влияние отдельных составляющих ошибок.
Номограммы точности позволяют легко определить дисперсию ошибки привязки от воз-

действия отдельно взятой помехи — для известного радиуса ρ корреляции помехи находим по
графику соответствующие ординаты σδx, σδy, умножаем эти значения на σ помехи и возводим
в квадрат. В случае независимости отдельных составляющих ошибки дисперсия суммарной
ошибки привязки вычисляется как сумма дисперсий ошибок привязки, порождаемых отдель-
ными помехами (12).

Поступила 27.05.2006
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 12 № 2 2006

ОЦЕНКИ ПОГРЕШНОСТИ ДЛЯ МНОЖЕСТВ ДОСТИЖИМОСТИ

УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ С ФАЗОВЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ1

М.И. Гусев

В работе исследуется вопрос об оценках погрешности областей достижимости управляемых систем, опи-

сываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями, при дискретизации фазовых ограничений.

Особенностью изучаемых в данной работе задач является то, что рассматриваются фазовые ограничения

типа равенства.

1. Введение

Сходимость дискретных аппроксимаций и оценки погрешности аппроксимаций являются
предметом исследования в теории обратных задач динамики [1–3], в теории гарантированного
оценивания для управляемых систем с неопределенными возмущениями [4–6], в теории управ-
ления и дифференциальных играх [7–9]. В данной статье рассматривается задача построения
множеств достижимости для управляемых систем с фазовыми ограничениями типа равенства.
Фазовые ограничения на всем рассматриваемом промежутке времени заменяются ограничени-
ями в дискретные моменты времени. Ищется оценка для погрешности, возникающей в резуль-
тате такой замены, в зависимости от шага дискретизации. Учитывая, что информационное
множество для задачи гарантированного оценивания состояния динамической системы по ре-
зультатам измерений можно представить как множество достижимости системы с фазовыми
ограничениями, приводимые оценки можно рассматривать с точки зрения обоснования при-
менения дискретных аппроксимаций при построении информационных множеств. Эти оценки
могут быть использованы также при исследовании устойчивости процедур гарантированного
оценивания [10,11].

Рассмотрим управляемую систему на заданном интервале времени [t0, t1]

dx

dt
= f(x) + g(x)u(t), x(t0) = x

0
, (1.1)

где x ∈ R
n, u(t) ∈ R

r. Пусть ограничения на управление и фазовую траекторию системы
заданы в следующем виде

u(t) ∈ P, t ∈ [t0, t1], h(x(t)) = 0, t ∈ T, (1.2)

где P ⊂ R
r — компакт, T — заданное подмножество отрезка [t0, t1], h — непрерывно диффе-

ренцируемая функция. Будем далее предполагать, что ее градиент ∇h удовлетворяет условию
Липшица и отличен от нуля в точках множества X = {x : h(x) = 0}. Обозначим через U

множество измеримых вектор-функций u(t), удовлетворяющих условию u(t) ∈ P , t ∈ [t0, t1].

Будем далее считать, что f , g — непрерывно дифференцируемые функции, удовлетворя-
ющие следующим условиям: существуют константы C1, C2 такие, что ‖f(x)‖ ≤ C1(1 + ‖x‖),

1Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (06-01-00332) и Программы государственной под-
держки ведущих научных школ (НШ-5344.2006.1).
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‖g(x)‖ ≤ C2 для всех x ∈ R
n. Данные условия обеспечивают продолжимость решения систе-

мы (1.1) на интервал [t0, t1] при любом u(·) ∈ U . Обозначим через x(t, u(·)) решение систе-
мы (1.1) с начальным условием x(t0) = x

0, отвечающее управлению u(·).

Пусть задан начальный вектор x
0 такой, что h(x0) = 0. Обозначим через G0(t1) область

достижимости в момент времени t1 системы (1.1) при ограничениях (1.2), если в качестве
T взят интервал [t0, t1]. Таким образом, G0(t1) — множество всех тех векторов x ∈ R

n, для
каждого из которых существует управление u(·) ∈ U такое, что x = x(t1, u(·)), и x(t, u(·))
удовлетворяет (1.2). Далее, не оговаривая это особо, всегда считаем, что G0(t1) 6= ∅.

Рассмотрим конечное множество моментов времени Tσ = {τi}
i=N
i=1

⊂ [t0, t1], τ1 = t0, τN = t1,
τ1 < τ2 < . . . < τN ; где σ = max

1≤i≤N−1

(τi+1−τi). Пусть Gσ(t1) — область достижимости в момент

времени t1 системы (1.1), отвечающая множеству T = Tσ. Очевидно, G0(t1) ⊂ Gσ(t1). Если
множество P выпукло, то d(G0(t1), Gσ(t1)) → 0 при σ → 0, где d — хаусдорфово расстояние.
Наша цель состоит в получении оценок для d(G0(t1), Gσ(t1)) как функции от σ. Именно, далее
указаны условия, при выполнении которых имеет место неравенство

d(G0(t1), Gσ(t1)) ≤ Kσ (1.3)

для любого разбиения Tσ; здесь K — константа, не зависящая от разбиения.

2. Сходимость и оценки скорости сходимости областей достижимости при

дискретной аппроксимации фазовых ограничений

Будем далее использовать следующее обозначение:

Ik(y(·)) =

τk+1
∫

τk

y(t)dt.

Пусть U =
{

u(·) ∈ L2[t0, t1] : u(t) ∈ P для п.в. t ∈ [t0, t1]
}

. Рассмотрим оператор ATσ
, перево-

дящий функции u(·) ∈ L2[t0, t1] в кусочно-постоянные функции v(·) = ATσ
u(·) по следующему

правилу: v(t) =
1

σk
Ik(u(·)), τk ≤ t ≤ τk+1, σk = τk+1 − τk. Таким образом, v(t) представляет

собой усреднение u(t) на отрезках [τk, τk+1], k = 1, . . . , N − 1. Если P выпукло, то, очевидно,
ATσ

отображает U в U .

Лемма 2.1. Существует константа K1 > 0 такая, что для любого u(·) ∈ U и любого

разбиения Tσ справедливо неравенство

‖x(t, u(·)) − x(t, ATσ
u(·))‖ ≤ K1σ, t ∈ [t0, t1]. (2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из компактности conv P — выпуклой оболочки P — следует,
что существуют константы L и K2 такие, что для любой траектории системы (1.1) с задан-
ным начальным условием, отвечающей управлению u(t) со значениями в conv P , выполняются
неравенства

‖x(t)‖ ≤ K2, ‖x(t) − x(τ)‖ ≤ L|t − τ |, τ, t ∈ [t0, t1]. (2.2)

Понятно, что найдутся константы L1, L2 такие, что для любой траектории системы (1.1)
(x(t0) = x

0) функции f(x(τ)), g(x(τ)) удовлетворяют условию Липшица с константами L1, L2,
соответственно. Обозначим K3 = max{‖u‖ : u ∈ conv P}. Пусть u(t) ∈ U — произвольное
управление, обозначим ū(·) = ATσ

u(·). Пусть x(t) и x̄(t) — траектории системы, отвечающие
соответственно u(t) и ū(t).
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Интегрируя тождество ẋ = f(x(t)) + g(x(t))u(t) на отрезке [τk, τk+1], k = 1, . . . , N − 1,
получим

x(τk+1) − x(τk) =

τk+1
∫

τk

f(x(τ))dτ +

τk+1
∫

τk

g(x(τ))u(τ)dτ

= f(x(τk))σk + g(x(τk))Ik(u(·)) + pk + qk, (2.3)

где

‖pk‖ ≤ L1

σ
2

k

2
, ‖qk‖ ≤ L2

σ
2

k

2
K3.

Аналогично

x̄(τk+1) − x̄(τk) = f(x̄(τk))σk + g(x̄(τk))Ik(ū(·)) + p̄k + q̄k, k = 1, . . . , N − 1, (2.4)

где p̄k и q̄k удовлетворяют тем же неравенствам, что и pk, qk. Заметим, что Ik(u(·)) = Ik(ū(·)) =
σkūk, где ūk — значение функции ū в точках отрезка [τk, τk+1]. Далее f(x(τk)) − f(x̄(τk)) =
Fk(x(τk) − x̄(τk)), где Fk — матрицы, элементы которых fij имеют вид

fij =
∂fi

∂xj

(

x̄(τk) + θi(x(τk) − x̄(τk))
)

, 0 ≤ θi ≤ 1, i = 1, ..., n.

Определим вектор-функции b
k(x) равенствами b

k(x) = g(x)ūk, тогда

g(x(τk))ūk − g(x̄(τk))ūk = b
k(x(τk)) − b

k(x̄(τk)) = Bk(x(τk) − x̄(τk)),

где матрицы Bk вычисляются аналогично Fk по функциям b
k(x). Вычитая (2.4) из (2.3) и

обозначая zk = x(τk) − x̄(τk), получим

zk+1 = zk + σkFkzk + σkBkzk + pk + qk + p̄k + q̄k, z1 = 0.

Последнее соотношение перепишем в виде

zk+1 = (E + σkAk)zk + wk, z1 = 0, k = 1, ..., N − 1, (2.5)

где E — единичная матрица, Ak = Fk + Bk, wk = zk + pk + qk + p̄k + q̄k. Как нетрудно ви-
деть, существуют не зависящие от разбиения константы α1, α2 такие, что ‖Ak‖ ≤ α1, ‖wk‖ ≤

α2σ
2

k, k = 1, . . . , N − 1. Из (2.5) получаем zk+1 = wk +
∑k

j=2

(

∏k
i=j(E + σiAi)

)

wj−1. Отсюда

‖zk+1‖ ≤

k
∑

j=2

( k
∏

i=j

(1 + σi‖Ai‖)‖wj−1‖

)

+ ‖wk‖ ≤

k
∑

j=2

exp

( k
∑

i=j

σi‖Ai‖

)

‖wj−1‖ + ‖wk‖

≤ exp
(

α1(t1 − t0)
)

k
∑

j=1

‖wj‖ ≤ α2 exp
(

α1(t1 − t0)
)

k
∑

j=1

σ
2

j ≤ Cσ,

где C = α2(t1 − t0) exp
(

α1(t1 − t0)
)

. Таким образом, ‖x(τk) − x̄(τk)‖ ≤ Cσ, k = 1, ..., N − 1,
откуда с учетом (2.2) получаем ‖x(τ) − x̄(τ)‖ ≤ (C + 2L)σ. Лемма 2.1 доказана.

Обозначим

D =
{

x ∈ R
n : ∃u(·) ∈ U, τ ∈ [t0, t1], x(τ, x0

, u(·)) = x, h(x(t, x0
, u(·))) = 0, t0 ≤ t ≤ t1

}

.

Заметим, что если G0 6= ∅, то и D 6= ∅. Для x ∈ D имеем

0 ∈ ∇h(x)⊤(f(x) + g(x)P ). (2.6)
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Действительно, выберем u(·) ∈ U такое, что x(τ, x0
, u(·)) = x и h(x(t, x0

, u(·))) = 0, t ∈ [t0, t1].
Дифференцируя последнее тождество, получим

∇h(x(t))⊤(f(x(t)) + g(x(t))u(t)) = 0, для п.в. t ∈ [t0, t1],

т.е.
0 ∈ ∇h(x(t))⊤(f(x(t)) + g(x(t))P ).

Из непрерывности многозначного отображения x → ∇h(x)⊤(f(x) + g(x)P ) следует включе-
ние (2.6).

Будем далее предполагать, что выполнено следующее

Предположение 2.1. Существует ε > 0 такое, что

[−ε, ε] ⊂ ∇h(x)⊤(f(x) + g(x)P )

для любого x ∈ D.

Теорема 2.1. Пусть G0 6= ∅, P — выпуклый компакт и выполнено предположение 2.1.
Тогда существует константа K такая, что имеет место неравенство (1.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из непрерывности ∇h(x), f(x), g(x) следует, что включение

[

−
ε

2
,
ε

2

]

∈ ∇h(x)⊤(f(x) + g(x)P ) (2.7)

будет выполнено в некоторой δ-окрестности множества D. Обозначим через X0 семейство
траекторий системы (1.1), (1.2), удовлетворяющих фазовым ограничениям на всем интерва-
ле [t0, t1], а через XTσ

— семейство траекторий, удовлетворяющих фазовым ограничениям в
точках Tσ. Пусть hC — хаусдорфова метрика в пространстве непрерывных вектор-функций
C[t0, t1]. Покажем, что hC(X0,XTσ

) → 0 при σ → 0. Допустим, от противного, что существу-
ют α > 0, последовательность σn → 0, разбиение Tσn

и траектория x
n(·) ∈ XTσn

такие, что
dC(xn(·),X0) ≥ α (слева — расстояние от x

n(·) до X0 в метрике пространства C[t0, t1]). В пред-
положении о выпуклости P множество траекторий системы (1.1), отвечающих управлениям
из U , компактно в C[t0, t1]. Выберем подпоследовательность x

nk(·), сходящуюся к траектории
x

0(·). Равенства h(xnk(τn
k )) = 0, τ

n
k ∈ Tσn , в пределе дают h(x0(t)) = 0, t ∈ [t0, t1], т.е. x

0(·) ∈ X

в противоречие с неравенством dC(x0(·),X0) ≥ α > 0.
Будем далее рассматривать σ настолько малые, что

hC(X0,XTσ
) ≤

δ

4
, ‖x(·) − x̄(·)‖C[t0,t1] ≤

δ

4

для любой траектории x(·) ∈ XTσ
и полученной из нее посредством усреднения управления на

интервалах Tσ траектории x̄(t).
Итак, пусть x(·) ∈ XTσ

, Tσ = {τ1, . . . , τN}, — траектория, порожденная управлением u(t),
пусть x̄(·) — траектория, отвечающая усредненному управлению ū(t). Интегрируя тождество
d

dt
h(x(t)) = ∇h(x(t))⊤(f(x(t)) + g(x(t))u(t)) на отрезке [τk, τk+1], получим

0 = ∇h(x(τk))
⊤(f(x(τk))σk + g(x(τk))ūkσk) + rk,

где ūk =
1

σk
Ik(u(·)), ‖rk‖ ≤ R1σ

2

k, и константа R1 не зависит от выбора траектории x(·). Таким

образом, |∇h(x(τk))
⊤(f(x(τk)) + g(x(τk))ūk| ≤ R1σ и, учитывая лемму 2.1, можно утверждать,

что существует константа R2 такая, что

|∇h(x̄(t))⊤(f(x̄(t)) + g(x̄(t))ū(t)| ≤ R2σ (2.8)
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во всех точках t ∈ [t0, t1]. При этом R2 не зависит от траектории x(·).

Пусть ∆ — достаточно малое положительное число. Построим разбиение отрезка [t0, t1],
ξ0 < ξ1 < . . . < ξN , ξi = ξi(∆), и управление ũ таким образом, чтобы для отвечающей этому
управлению траектории x̃∆(t) (x̃∆(t0) = x

0) выполнялись условия h(x̃∆(ξi)) = 0 и величины
ξi+1 − ξi были достаточно малы. Положим ξ0 = t0, тогда h(x̃∆(ξ0)) = 0. Для 0 ≤ i положим
ũ(t) = ū(t) при ξi ≤ t ≤ ξi + ∆. Пусть x̃∆(t) — отвечающая ũ(t) траектория с начальным
условием x̃∆(t0) = x

0. При t > ξi + ∆ полагаем ũ(t) = u, где u ∈ P выбрано так, что

∇h(x̃∆(ξi + ∆))⊤ (f(x̃∆(ξi + ∆)) + g(x̃∆(ξi + ∆))u) = −
ε

2
sign h(x̃∆(ξi + ∆)).

Такой выбор возможен в силу условия теоремы. Тогда

h(x̃∆(t)) − h(x̃∆(ξi + ∆)) =

t
∫

ξi+∆

dh

dτ
(x̃∆(τ)) =

dh

dτ
(x̃∆(ξi + ∆))(t − ξi − ∆) + q(t),

где |q(t)| ≤
Lh

2
(t − ξi − ∆)2. Здесь Lh — константа Липшица для функций t → h(x(t)) (одна и

та же для всех траекторий x(t)).

Пусть для определенности h(x̃∆(ξi +∆)) > 0. При t > ξi +∆ имеем неравенство h(x̃∆(t)) ≤

l(t − ξi − ∆), где l(τ) = h(x̃∆(ξi + ∆)) −
ε

2
τ +

Lh

2
τ

2
. В силу равенства h(x̃∆(ξ0)) = 0 имеем

h(x̃∆(ξi +∆)) ≤ Lh∆. Отсюда следует, что при достаточно малом ∆ квадратный трехчлен l(τ)
имеет два положительных корня, меньший из которых, τ1, удовлетворяет неравенству τ1 ≤
2

ε
h(x̃∆(ξi + ∆)). Обозначим ξi+1 = min{t : h(x̃∆(t)) = 0, t ≥ ξi + ∆}, тогда

0 < ξi+1 − ξi ≤ ∆ +
2

ε
h(x̃∆(ξi + ∆)), (2.9)

и, в частности, 0 < ξi+1 − ξi ≤ ∆ +
2

ε
Lh∆.

Таким образом, по управлению ū мы строим управление ũ такое, что для траектории x̃∆(t)
имеют место равенства h(x̃∆(ξi)) = 0. Процесс построения точек ξi и управления ũ продолжа-
ется до тех пор, пока не будет выполнено условие ξi + ∆ ≥ t1, либо величина t1 − ξi − ∆ не
окажется настолько мала, что отрезке [ξi + ∆, t1] нет корня функции h(x̃∆(t)). Соответствую-
щий номер i обозначим через N(∆). Обозначим

zi = ‖x̄(ξi)) − x̃∆(ξi))‖, z
∆

i = ‖x̄(ξi + ∆)) − x̃∆(ξi + ∆))‖,

i = 0, 1, . . . , N(∆). На отрезке [ξi, ξi + ∆] имеем ũ(t) = ū(t), следовательно,

x̄(ξi + δ) − x̄(ξi) =

ξi+∆
∫

ξi

f(x̄(τ))dτ +

ξi+∆
∫

ξi

g(x̄(τ))ū(τ)dτ,

x̃∆(ξi + δ) − x̃∆(ξi) =

ξi+∆
∫

ξi

f(x̃∆(τ))dτ +

ξi+∆
∫

ξi

g(x̃∆(τ))ũ(τ)dτ.

Представим соответствующие интегралы от x̄, ū в виде

ξi+∆
∫

ξi

f(x̄(τ))dτ = ∆f(x̄(ξi)) + p̄i,
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ξi+∆
∫

ξi

g(x̄(τ))ū(τ)dτ = g(x̄(ξi))

ξi+∆
∫

ξi

ū(τ)dτ + q̄i,

где

‖p̄i‖ ≤ L1

∆2

2
, ‖q̄i‖ ≤ L2

∆2

2
K3.

Аналогичные формулы выпишем для интегралов, содержащих x̃∆, ũ. Из приведенных формул
следует оценка для z

∆

i :

z
∆

i ≤ (1 + α1∆)zi + ri, (2.10)

где α1 = Lf + LgK3, |ri| ≤ (L1 + L2K3)∆
2. Заменяя дифференциальные уравнения конечны-

ми разностями на отрезке [ξi + ∆, ξi+1] и учитывая, что существует константа β такая, что
‖g(x(t))u‖ ≤ β для любой траектории x(t) и вектора u ∈ P , получим следующее неравенство

zi+1 ≤ z
∆

i + Lf (ξi+1 − ξi − ∆)z∆

i + β(ξi+1 − ξi − ∆),

откуда следует, что найдется константа α2 такая, что

zi+1 ≤ (1 + α2∆)z∆

i + β
2

ε
h(x̃∆(ξi + ∆)). (2.11)

Определим функцию h
′

(x, u) равенством h
′

(x, u) = ∇h(x)(f(x) + g(x)u). Из условий тео-
ремы следует, что существует константа Липшица Lh′ такая, что |h

′

(x1
, u) − h

′

(x2
, u)| ≤

Lh
′‖x1 − x

2‖ для любых x
1, x

2, u, удовлетворяющих условию ‖xi‖ ≤ K2, i = 1, 2, u ∈ P .
Тогда

∣

∣

∣

∣

ξi+∆
∫

ξi

h
′

(x̃∆(τ), ū(τ))dτ −

ξi+∆
∫

ξi

h
′

(x̄(τ), ū(τ))dτ

∣

∣

∣

∣

≤ Lh′‖x̃∆(ξi) − x̄(ξi)‖∆ + pi, (2.12)

где |pi| ≤ L∆2
. Из (2.12) следует, что

|h(x̃∆(ξi + ∆))| ≤

∣

∣

∣

∣

ξi+∆
∫

ξi

h
′

(x̄(τ), ū(τ))dτ

∣

∣

∣

∣

+ Lh′∆zi + pi,

откуда с учетом неравенства (2.8) получаем |h(x̃∆(ξi + ∆))| ≤ R2σ∆ + Lh′∆zi + pi. Следова-
тельно, (2.11) переходит в неравенство

zi+1 ≤ (1 + α2∆)z∆

i +
2β

ε
(R2σ∆ + Lh′∆zi + pi).

Заменяя в последнем неравенстве z
∆

i ее оценкой из (2.10), получим

zi+1 ≤ (1 + α1∆)(1 + α2∆)zi + (1 + α2∆)ri +
2β

ε
(R2σ∆ + Lh

′∆zi + pi). (2.13)

Будем далее выбирать ∆ так, чтобы ∆ < min

{

1

α1α2

,
1

α2

}

, тогда из (2.13) следует

zi+1 ≤ (1 + α∆)zi + φ(∆, σ), z0 = 0, i = 0, . . . , N(∆), (2.14)

где

α = 2 + α1 + α2, φ(∆, σ) =
2β

ε
R2σ∆ +

(

2 +
2β

ε

)

∆2
.
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Последовательно применяя неравенства (2.14), для произвольного q ∈ 1, N(∆) получим

zq ≤

q−1
∑

j=0

j
∏

k=0

(1 + α∆)kφ(∆, σ) ≤ e
α

∑q−1

j=0
∆

q−1
∑

j=0

φ(∆, σ) = e
α

∑q−1

j=0
∆

qφ(∆, σ).

В силу неравенства ξi+1 − ξi ≥ ∆, i ≤ N(∆) − 1, имеем
∑q−1

j=0
∆ = q∆ ≤ ξq − t0 ≤ t1 − t0,

следовательно,

qφ(∆, σ) =
2β

ε
R2σ(q∆) +

(

2 +
2β

ε

)

(q∆)∆ ≤
2β

ε
R2σ(t1 − t0) +

(

2 +
2β

ε

)

∆(t1 − t0).

Таким образом,

zq ≤ e
α(t1−t0)

(

2β

ε
R2σ(t1 − t0) +

(

2 +
2β

ε

)

∆(t1 − t0)

)

.

Так как x̄(t), x̃∆(t) удовлетворяют условию Липшица по t с константой L, из последнего нера-

венства и неравенства 0 < ξi+1 − ξi ≤ ∆ +
2

ε
Lh∆ получаем

‖x̄(t) − x̃∆(t)‖ ≤ e
α(t1−t0)

(

2β

ε
R2σ(t1 − t0) +

(

2 +
2β

ε

)

∆(t1 − t0)

)

+ 2L
(

1 +
2

ε
Lh

)

∆. (2.15)

Выберем последовательность ∆k → 0 так, чтобы последовательность x̃∆k
(t) равномерно на

[t0, t1] сходилась к некоторой траектории x
0(t). Из условий h(x̃∆k

(ξi(∆k))) = 0 и ξi+1(∆k) −
ξi(∆k) → 0, k → ∞, следует, что h(x0(t)) = 0, t ∈ [t0, t1]. Переход к пределу в неравенстве (2.15)
дает

‖x̄(t) − x
0(t)‖ ≤ e

α(t1−t0) 2β

ε
R2σ(t1 − t0). (2.16)

Учитывая, что в силу леммы 2.1 ‖x̄(t) − x(t)‖ ≤ K1σ и константы K1, α, β, ε, R2 не зависят
от выбора траектории x(t), получаем утверждение теоремы 2.1. �

Пусть фазовые ограничения заданы системой уравнений h(x) = 0, где через h(·) обозначена
вектор-функция h(x) = (h1(x), . . . , hm(x)). Считаем, что функции hi(x) непрерывно диффе-
ренцируемы и их частные производные удовлетворяют условию Липшица. Предположим, что
выполнено следующее условие: cуществует ε > 0 такое, что

εS ⊂
∂h(x)

∂x
(f(x) + g(x)P ) (2.17)

для любого x ∈ D. Здесь S — единичный шар в R
m относительно евклидовой нормы.

При выполнении условия (2.17) утверждение теоремы 2.1 остается в силе. Опишем измене-
ния, которые необходимо внести в доказательство теоремы в данном случае. Переход к усред-

ненному управлению ū(t) обеспечивает выполнение условий

∥

∥

∥

∥

∂h(x̄(t))

∂x

(

f(x̄(t))+g(x̄(t))ū(t)
)

∥

∥

∥

∥

≤

R2σ во всех точках t ∈ [t0, t1]. Далее, как и ранее выбираем разбиение отрезка [t0, t1] точками
ξi(∆). Основное изменение относится к процедуре выбора управления u(t) ∈ P , t ≥ ξi + ∆, пе-
реводящего систему (1.1) из точки x̃(ξi + ∆) на множество H = {x : h(x) = 0}. Существование
управления с нужными свойствами вытекает из следующей леммы.

Лемма 2.2. Пусть выполнено условие (2.17). Существует окрестность Vδ(D) множе-

ства D такая, что для любого x̃ ∈ Vδ(D) найдется управление u(t) ∈ P , η1 ≤ t ≤ η2,

переводящее систему (1.1) из точки x(η1) = x̃ в точку x(η2) ∈ H таким образом, что для

η1 ≤ t ≤ η2 выполняется неравенство
d

dt
‖h(x(t))‖ ≤ −

ε

4
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем δ1 таким образом, чтобы при x ∈ Vδ1(D) выполнялось

включение
ε

2
S ⊂

∂h(x)

∂x
(f(x)+ g(x)P ). Затем выберем δ <

δ1

2
так, чтобы при x ∈ Vδ(D) выпол-

нялось неравенство ‖h(x)‖ ≤
2δ1

Lε
, где L — постоянная Липшица для траекторий. Возможность

такого выбора следует из непрерывности h(x) и компактности множества D. Пусть x̃ ∈ Vδ(D).
Выберем u1 ∈ P так, чтобы

∂h(x̃)

∂x
(f(x̃) + g(x̃)u1) = −

ε

2

h(x̃)

‖h(x̃)‖
.

Положим u(t) ≡ u1, t ≥ η1. Выберем максимальное α > 0 такое, что при t ∈ [η1, η1 + α] имеет
место неравенство

d

dt
‖h(x(t))‖ =

(

h(x(t))

‖h(x(t))‖
,
∂h(x(t))

∂x

(

f(x(t)) + g(x(t))u1

)

)

≤ −
ε

4
, (2.18)

обозначим его величину через α1. Если ‖h(x(η1 + α1))‖ > 0, то из условия (2.18) получаем

α1 ≤
δ1

2L
, следовательно ‖x(η1) − x(η + α1)‖ ≤ Lα1 ≤

δ1

2
, поэтому x(η + α1) ∈ Vδ1(D). Таким

образом, в точке x = x(η + α1) можно выбрать u2 ∈ P так, чтобы

∂h(x)

∂x
(f(x) + g(x)u2) = −

ε

2

h(x)

‖h(x)‖
,

и определить величину α2 аналогично α1. Повторяя далее процедуру, мы либо на каком-то
шаге получим h(x(η1 +

∑k
i=1

αi)) = 0, либо построим бесконечную последовательность αi > 0

такую, что на каждом из отрезков [η1, η1+
∑k

i=1
αi] выполнено неравенство (2.18). Ряд

∑∞
i=1

αi,
очевидно, сходится. Обозначим его сумму через ᾱ. Предположив, что ‖h(x(η1 + ᾱ))‖ > 0,
нетрудно прийти к противоречию с максимальностью αi для достаточно больших номеров i.
Следовательно, в точке η2 = η1 + ᾱ выполнено равенство h(x(η2)) = 0 и x(η2) ∈ H. Лемма
доказана.

Дальнейшее доказательство оценки (1.3) полностью аналогично доказательству для случая
скалярной функции h(x).

З а м е ч а н и е 2.1. Рассмотрим задачу построения областей достижимости, в предполо-
жении, что начальный вектор x

0 не фиксирован, а ограничен условием x
0 ∈ X

0, где X
0 ⊂ R

n

— компакт. Из доказательства оценки (1.3) следует, что если из точки x
0 выходит траектория

системы (1.1), удовлетворяющая фазовым ограничениям h(x) = 0 в моменты времени t ∈ Tσ,
то существует траектория с этим же начальным условием, удовлетворяющая фазовым огра-
ничениям уже для всех моментов t ∈ [t0, t1] и отклоняющаяся от исходной на величину, не
превосходящую Kσ. Используя компактность X

0, нетрудно показать, что константа K мо-
жет быть выбрана не зависящей от начального вектора. Таким образом, оценка (1.3) остается
справедливой и в рассматриваемом случае.

З а м е ч а н и е 2.2. Рассмотрим систему

dx

dt
= f(x) + g(x)u(t), x(t0) = x

0
, (2.19)

предполагая, что u(t) — неизвестное возмущение на входе системы, стесненное ограничением
u(t) ∈ P , t ∈ [t0, t1]. Начальное состояние системы (2.19) предполагается неизвестным, будем
считать, что x

0 ∈ X
0, где X

0 — заданный компакт в R
n.

Предположим, что измерению на [t0, t1] доступен вектор

y(t) = h(x(t)), t ∈ [t0, t1]. (2.20)
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Определим информационное множество системы (2.19), совместимое с реализовавшимся сиг-
налом, как множество всех возможных состояний x = x(t1), порожденных управлением u(·)
(u(t) ∈ P , t ∈ [t0, t1]) и начальным вектором x

0 ∈ X
0 такими, что выполнено тождество (2.20).

Обозначим это множество через Z0(y(·)).
Через Zσ(y(·)) обозначим информационное множество системы (2.19), совместимое с изме-

рениями (2.20), проводимыми в точках множества Tσ.
Понятно, что рассматриваемые множества — это множества достижимости системы (2.19)

с фазовыми ограничениями вида h̄(t, x(t)) = 0, где h̄(t, x) = h(x) − y(t). Предположим, что
производная сигнала y(t) по t удовлетворяет условию Липшица. Добавим к уравнениям систе-
мы (2.19) дифференциальное уравнение ẋn+1 = 1, xn+1(t0) = t0, тогда фазовые ограничения
можно записать в виде равенства h̄(xn+1(t), x(t)) = 0. Условия (2.17) для расширенной системы
и ограничений принимают вид

εS ⊂
∂h̄(t, x)

∂t
+

∂h̄(t, x)

∂x
(f(x) + g(x)P ) = −ẏ(t) +

∂h(x)

∂x
(f(x) + g(x)P ).

Если последнее условие выполнено во всех точках множества D, порожденного траекториями
системы (2.19), совместимыми с реализовавшимся сигналом y(·), то имеет место оценка

d(Z0(y(·)), Zσ(y(·))) ≤ Kσ.

3. Оценка погрешности: линейный случай

Рассмотрим на [t0, t1] линейную управляемую систему

ẋ = A(t)x + B(t)u + f(t),

u(t) ∈ P, x(t0) ∈ X
0
, (3.1)

где матричные функции A(t), B(t) непрерывны, f(t) – измеримая ограниченная функция на
[t0, t1]. Пусть фазовые ограничения заданы в виде x(t) ∈ X(t), t ∈ [t0, t1]. Предположим, что
(1) X

0 и P — выпуклые, компактные множества;
(2) X(t) — липшицево многозначное отображение на [t0, t1] с выпуклыми компактными значе-
ниями;
(3) существуют ε > 0, начальный вектор x

∗ ∈ X
0 и управление u

∗(t) ∈ P такие, что траектория
x
∗(t) = x(t, x∗

, u
∗(·)) удовлетворяет включению x

∗(t) + εS ⊂ X(t), t ∈ [t0, t1].
При этих предположениях справедлива

Теорема 3.1. Существует K > 0 такое, что для любого конечного набора точек t0 =
τ1 < . . . < τN = t1 справедливо неравенство

d(G0(t1), Gσ(t1)) ≤ Kσ,

где σ = max
1≤i≤N−1

(τi+1 − τi).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим dist(y,X) = inf{‖x − y‖ : x ∈ X}. Докажем вначале,
что если X ⊂ R

n — выпуклый компакт и векторы x ∈ X, y ∈ R
n и число λ таковы, что

x + εS ⊂ X, 0 ≤ λ ≤ 1 −
1

ε
dist(y,X), то λy + (1 − λ)x ∈ X. Действительно, пусть y

′

∈ X—

проекция вектора y на X. Введем обозначения d = ‖y
′

−y‖ = dist(y,X), a = y−y
′

, x
′

= x+
ε

d
a.

Так как x
′

, y
′

∈ X и X выпукло, то λy
′

+(1−λ)x
′

∈ X при 0 ≤ λ ≤ 1. Пусть zλ = λy+(1−λ)x =

λy
′

+ (1 − λ)x
′

+ [λ − (1 − λ)
ε

d
]a. При λ = λ̄ := 1 −

d

d + ε
имеем zλ = λy

′

+ (1 − λ)x
′

∈ X. Если

λ ≤ 1 −
1

ε
dist(y,X) = 1 −

d

ε
≤ λ̄,
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то zλ лежит на отрезке [x, zλ̄] и, следовательно, zλ ∈ X.
Рассмотрим траекторию x(t) = x(t, x0

, u(·)), x
0 ∈ X

0, u(t) ∈ P , удовлетворяющую фазовым
ограничениям в дискретные моменты времени: x(τk) ∈ X(τk), k = 1, . . . , N. Так как x(t) и
X(t) удовлетворяют условию Липшица на [t0, t1], существует константа K1, не зависящая от

x(·) такая, что dist(x(t),X(t)) ≤ K1σ, t ∈ [t0, t1]. Положим λ = 1 −
1

ε
K1σ; не ограничивая

общности, можно считать σ достаточно малым, таким, чтобы выполнялось неравенство λ > 0.
Обозначим через x̂(t) траекторию, отвечающую управлению û(t) = λu(t) + (1 − λ)u∗(t) и
удовлетворяющую начальному условию x̂ = λx

0 + (1 − λ)x∗, тогда x̂(t) = λx(t) + (1 − λ)x∗(t).

Так как λ ≤ 1−
1

ε
dist(x(t),X(t)), то из сказанного выше следует, что x̂(t) ∈ X(t). Кроме того,

|x̂(t) − x(t)| ≤
1

ε
K1σ|x(t) − x

∗(t)| ≤
2

ε
K1σM,

где M = sup{|x| : t ∈ [t0, t1], x ∈ X(t)}. Теорема доказана.
Подобная схема доказательства, базирующаяся на предположении о существовании “внут-

ренней” траектории, часто используется для вывода оценок для областей достижимости и
решений систем выпуклых неравенств (см., например, [12, 13]). Эти условия обеспечивают,
как видно из приведенного доказательства, более сильное свойство — наличие оценки O(δ)
для уклонения областей достижимости при возмущении фазовых ограничений на величину δ.
Далее мы рассмотрим оценки погрешности областей достижимости при дискретных аппрок-
симациях фазовых ограничений в случае линейных фазовых ограничений типа равенства, для
которых предположение о существовании внутренней траектории не выполняется.

Лемма 3.1. Пусть τ1, . . . , τN — конечное подмножество отрезка [t0, t1], t0 = τ1 < . . . <

τN = t1, и пусть σ = max
1≤i≤N−1

(τi+1 − τi). Предположим, что функции y1(t), y2(t) на [t0, t1]

удовлетворяют условиям Липшица с константами L1, L2, соответственно, и ẏ1(t) = y2(t),
t ∈ [t0, t1], y1(τk) = 0, k = 1, . . . , N . Тогда найдутся точки ξi ∈ (τi, τ1) такие, что y2(ξi) = 0,
i = 1, . . . , N − 1, и выполняются следующие неравенства

|y1(t)| ≤
L1

2
σ, |y2(t)| ≤ L2σ, t ∈ [t0, t1]. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Интегрируя обе части равенства ẏ1(t) = y2(t) на отрезке
[τk, τk+1], получим Ik(y2(·)) = y1(τk+1) − y1(τk) = 0, k = 1, . . . , N − 1. Так как y2(t) непрерыв-
на, из последних равенств следует существование точек ξk ∈ (τk+1, τk) таких, что y2(ξk) = 0,
k = 1, . . . , N − 1. Неравенства (3.2) тогда следуют из липшицевости функций y1, y2, равенств
y1(τk) = 0, y2(ξk) = 0, и неравенств ξk+1 − ξk ≤ 2σ, k = 1, . . . , N − 1.

Рассмотрим линейную автономную систему в R
n со скалярным входом

ẋ = Ax + Bu + f(t), (3.3)

где x ∈ R
n, u ∈ R, f(t) — измеримая ограниченная функция на [t0, t1]. Пусть задан вектор

c ∈ R
n, c 6= 0.

Лемма 3.2. Предположим, что пара матриц (A,B) вполне управляема. Для каждого

x
0 ∈ R

n существует не более одного управления u(t) такого, что траектория системы (3.3)
с начальным вектором x(t0) = x

0 удовлетворяет равенству c
⊤
x(t) = 0, t ∈ [t0, t1].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим m = min{i : c
⊤
A

i
B 6= 0, 0 ≤ i} из управляемости

системы (3.3) следует что m ≤ n−1. Предположим, что существует u(t) такое, что c
⊤
x(t) = 0,

t ∈ [t0, t1]. Умножая обе части (3.3) на c
⊤, получим тождество

0 = c
⊤
Ax(t) + c

⊤
Bu(t) + c

⊤
f(t), для п.в. t ∈ [t0, t1]. (3.4)
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Если m = 0, то c
⊤
B 6= 0 и

u(t) = −(c⊤B)−1(c⊤Ax(t) + c
⊤
f(t)).

Подставляя u(t) в уравнение (3.3), получим, что x(t) — решение линейного дифференциального
уравнения с заданным начальным условием, в силу теоремы о единственности решения x(t)
и u(t) определяются однозначно. Пусть m > 0, и значит c

⊤
B = 0, тогда из (3.4) следует,

что c
⊤
f(t) почти всюду дифференцируема. Дифференцируя обе части данного тождества,

получим

0 = c
⊤
A

2
x(t) + c

⊤
ABu(t) + c

⊤
Af(t) +

d

dt
c
⊤
f(t), для п.в. t ∈ [t0, t1]. (3.5)

Повторяя описанную процедуру m − 1 раз, приходим в итоге к равенству

c
⊤
A

m+1
x(t) + c

⊤
A

m
Bu(t) + g(t) = 0,

где

g(t) = c
⊤
A

m
f(t) +

d

dt
c
⊤
A

m−1
f(t) + · · · +

d
m

dtm
c
⊤
f(t).

Таким образом, u(t) = (c⊤A
m

B)−1(c⊤A
m+1

x(t) + g(t)), следовательно, x(t) — единственное
решение дифференциального уравнения

ẋ(t) = (A − (c⊤A
m

B)−1
c
⊤
A

m+1)x(t) − (c⊤A
m

B)−1
g(t),

и, значит, u(t) определяется однозначно. Этим завершается доказательство леммы.

Заметим, что в случае f(t) = 0, x
0 = 0, управление u(t) = 0, t ∈ [t0, t1] является единствен-

ным управлением, обеспечивающим равенство c
⊤
x(t) = 0, t ∈ [t0, t1].

Рассмотрим систему (3.3), предполагая, что управление u(t) ограничено условием

u(t) ∈ P (t), t ∈ [t0, t1], (3.6)

где P (t) — непрерывное, ограниченное многозначное отображение.

Лемма 3.3. Пусть пара (A,B) вполне управляема, f(t) ≡ 0 и c 6= 0. Тогда найдется кон-

станта K такая, что для любого набора точек t0 = τ1 < . . . < τN = t1 и любой траектории

системы (3.3), (3.6) с нулевым начальным условием из равенств c
⊤
x(τk) = 0, k = 1, . . . , N ,

следует, что

|x(t)| ≤ Kσ, t ∈ [t1, t2], (3.7)

где σ = max{τk+1 − τk : k = 1, . . . , N − 1}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вполне управляемая линейная автономная система со скаляр-
ным входом может быть невырожденным линейным преобразованием координат приведена к
виду

ẋ1 = x2, · · · , ẋn−1 = xn, ẋn = a1x1 + · · · + anxn + u. (3.8)

Далее можно предполагать без потери общности, что система (3.3) уже имеет такой вид.
Пусть u(t) ∈ P (t) таково, что соответствующее решение системы (3.8) удовлетворяет усло-
виям x(t0) = 0, c

⊤
x(τk) = 0, k = 1, . . . , N . Умножив обе части (3.8) на c

⊤ получим

d

dt

n
∑

i=1

cixi(t) =
n

∑

i=1

dixi(t) + cnu(t), (3.9)
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где d1 = a1cn, di = ci−1 + aicn, i ≥ 2. Интегрируя последнее равенство на отрезке [τk, τk+1],

получим

n
∑

i=1

diIk(xi(·)) + cnIk(u(·)) = 0. Если cn 6= 0, то Ik(u(·)) = −
1

cn

n
∑

i=1

diIk(xi(·)). Из

последнего равенства и уравнения (3.8) следует, что

x(τk+1) − x(τk) = Ã

τk+1
∫

τk

x(τ)dτ,

где

Ã =

















0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 · · · 1

a1 −
d1

cn
a2 −

d2

cn
a3 −

d3

cn
· · · an −

dn

cn

















.

Любая траектория (3.8), отвечающая управлению u(t) ∈ P (t), удовлетворяет условию Липши-
ца с константой L, не зависящей от u(t). Следовательно, Ik(x(·)) = (τk+1 − τk)x(τk) + yk, где

|yk| ≤
L

2
|τk+1 − τk|

2. Таким образом, мы получаем разностные уравнения для x(τk)

x(τk+1) = (E + σkÃ)x(τk) + z
k (3.10)

с начальным вектором x(τ1) = 0, где σk = τk+1 − τk, |z
k| ≤

L

2
‖Ã‖σ2

k. Отсюда нетрудно по-

лучить (см. доказательство леммы 2.1), что существует число K1 такое, что |x(τk)| ≤ K1σ,
k = 1, . . . , N ; из последних неравенств получаем (3.7).

Далее рассмотрим случай cn = 0. Обозначим m = max{i : ci 6= 0}, тогда m < n. Из (3.9)

следует, что Ik(xm+1(·)) = −
1

cm

m−1
∑

i=1

ciIk(xi+1(·)). Пусть x̄(t) = (x1(t), . . . , xm(t))⊤. Используя

последние соотношения и уравнение (3.8), мы приходим к равенству x̄(τk+1)−x̄(τk) = ĀIk(x̄(·)),
где матрица Ā не зависит от k. Повторяя приведенные выше рассуждения, получим неравен-
ство |x̄(t)| ≤ K1σ.

Остается доказать аналогичные оценки для xm+1(t), . . . , xn(t). Рассмотрим функции

yi(t) = c1xi(t) + · · · + cmxi+m−1(t), (3.11)

i = 1, . . . , n−m+1; эти функции удовлетворяют, очевидно, условию Липшица на [t0, t1]. Далее,
имеют место равенства ẏi(t) = yi+1(t), i = 1, . . . , n − m, yi(τk) = 0, k = 1, . . . , N. Применяя к
этим равенствам лемму 3.1, получим, что существует константа K2 такая, что |yi(t)| ≤ K2σ,

t ∈ [t0, t1]. Если m = 1, то xi(t) =
1

c1

yi(t), и мы получаем искомую оценку. Рассмотрим

m > 1. В этом случае соотношение (3.11) может быть записано в виде y(t) = C1z
1(t)+C2z

2(t),
где y(t) = (y1(t), . . . , yn−m+1(t))

⊤, z
1(t) = (x1(t), . . . , xm−1(t))

⊤, z
2(t) = (xm(t), . . . , xn(t))⊤;

(n−m + 1)×(m−1)-матрица C1 и (n−m+1)×(n−m+1)-матрица C2 определены равенствами

C1 =









c1 c2 · · · cm−1

0 c1 · · · cm−2

. . . . . . . . . . . . .

0 0 · · · c1,









, C2 =









cm 0 · · · 0
cm−1 cm · · · 0
. . . . . . . . . . . . . .

· · · · · · · · · cm









.

В силу невырожденности C2 получим z
2(t) = C

−1

2
(y(t) − C1z

1(t)), что вместе с неравен-
ствами |z1(t)| ≤ K1σ, |yi(t)| ≤ K2σ, приводит к оценке |z2(t)| ≤ K3σ для некоторого K3. Это
завершает доказательство леммы.
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Рассмотрим управляемую систему (3.3), (3.6) с фазовыми ограничениями, имеющими вид
c
⊤
x(t) = c0(t), где c ∈ R

n, c 6= 0 и c0(t) — заданная непрерывная функция на [t0, t1]. Пусть задан
начальный вектор x

0. Обозначим через G0(t1) область достижимости системы с фазовыми
ограничениями в каждый момент t ∈ [t0, t1] и через Gσ(t1) область достижимости, отвечающую
ограничениям c

⊤
x(τk) = c0(τk) в дискретные моменты времени τk ∈ Tσ, k = 1, . . . , N .

Теорема 3.2. Если G0(t1) 6= ∅, то существует K > 0 такое, что неравенство

d(G0(t1), Gσ(t1)) ≤ Kσ имеет место для любого набора моментов времени τk ∈ Tσ, k =
1, . . . , N, где σ = maxk(τk+1 − τk).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Без потери общности можно предполагать, что система (3.3)
имеет следующий вид

ẋ1 = A1x1 + A2x2 + B1u + f1(t),

ẋ2 = A3x2 + f2(t),

где x = (x1, x2), x1 ∈ R
m, x2 ∈ R

n−m, m ≤ n, и пара (A1, B1) вполне управляема. Пусть
c
⊤
x = c

⊤
1
x1 + c

⊤
2
x2. Так как G0(t1) 6= ∅, существует управление u(t) ∈ P (t) такое, что соответ-

ствующая траектория x(t) удовлетворяет тождеству c
⊤
1
x1(t) + c

⊤
2
x2(t) = c0(t), t ∈ [t0, t1].

Рассмотрим два различных случая. Вначале пусть c1 = 0. Тогда c
⊤
2
x2(t) = c0(t), где x2(t)

не зависит от управления u(t). Таким образом, равенство c
⊤
1
x1(t) + c

⊤
2
x2(t) = c0(t), t ∈ [t0, t1],

имеет место для любого u(t); следовательно, G0(t1) = Gσ(t1).
Пусть c1 6= 0, и предположим, что û(t) порождает траекторию x̂(t) такую, что c

⊤
x̂(τk) =

c0(τk). В силу равенства x̂2(t) = x2(t) имеем c
⊤
1
y(τk) = 0, где y(t) = x̂1(t) − x1(t). Так как

y(t) — траектория вполне управляемой системы

ẏ(t) = A1y(t) + B1v(t),

где v(t) = û(t) − u(t) ∈ P (t) − P (t), из леммы 3.3 мы получаем оценку |y(t1)| ≤ Kσ. Теорема
доказана.

Если ограничения на u(t) невыпуклы, сходимость областей достижимости может, вообще
говоря, не иметь места даже в случае линейных автономных систем с линейными фазовыми
ограничениями. В этом случае Gσ(t1) — выпуклое множество, однако G0(t1) может не быть
выпуклым (см., например, [14]). Для иллюстрации данного факта рассмотрим следующий
пример. Пусть n = 3 и управляемая система описывается следующими уравнениями

ẋ1 = u1, ẋ2 = u2, ẋ3 = x1 + u1 + u2, (3.12)

x(0) = 0. Пусть u(t) ∈ U = U1

⋃

U2, 0 ≤ t ≤ 1, где

U1 = {(u1, u2) : u1 = −1, 0 ≤ u2 ≤ 1}, U2 = {(u1, u2) : u1 = 1, −1 ≤ u2 ≤ 0},

и пусть фазовые ограничения заданы равенством x3(t) = 0, 0 ≤ t ≤ 1.
Приравнивая ẋ3 к нулю, получим x1 +u1 +u2 = 0. Последнее уравнение имеет два решения

из U :
ū = (−1, 1 − x1) при − 1 ≤ x1 ≤ 0, û = (1, x1 − 1) при 0 ≤ x1 ≤ 1,

следовательно, есть только две траектории, удовлетворяющие фазовым ограничениям. Проек-
ции траекторий на плоскость L = {x : x3 = 0} удовлетворяют следующим дифференциальным
уравнениям: ẋ1 = −1, ẋ2 = 1 − x1 и ẋ1 = 1, ẋ2 = x1 − 1. Таким образом, G0(1) = {v,−v}, где

v =
(

− 1, 3/2, 0
)

.

Обозначим через R(b, a, Y ) множество достижимости системы (3.12) без фазовых ограни-
чений на отрезке [a, b] ⊂ [t0, t1] : R(b, a, Y ) = {x(b, u(·)) : x(a) ∈ Y, u(t) ∈ U}, тогда R(b, a, Y )
выпукло, если множество Y ⊂ R

3 выпукло. Положим R0 = {0}, Rk+1 = R(τk+1, τk, Rk ∩ L),
тогда Gσ(1) = RN ∩L — выпуклое подмножество L такое, что начало координат принадлежит
относительной внутренности множества Gσ(1). Следовательно, d(Gσ(1), G0(1)) ≥ |v|, ∀σ > 0.

Поступила 29.06.2006
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Том 12 № 2 2006

УДК 517.929

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ САМОСОПРЯЖЕННЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

ПРИ ИССЛЕДОВАНИИ УСТОЙЧИВОСТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИСТЕМ

С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ1

Ю.Ф.Долгий

Рассмотрена задача об определении условий асимптотической устойчивости линейных периодических

систем с запаздыванием. При решении этой задачи используется функциональное пространство состоя-

ний. Условия асимптотической устойчивости определяются в терминах спектра оператора монодромии.

Для нахождения спектра строится специальная краевая задача для обыкновенных дифференциальных

уравнений. Изучается движение собственных чисел этой задачи при изменении параметра. Условия устой-

чивости линейной периодической системы с запаздыванием меняются, когда собственное число краевой

задачи пересекает единичную окружность. Предполагается, что в этот момент краевая задача облада-

ет свойством самосопряженности. Приведены достаточные коэффициентные условия асимптотической

устойчивости линейных периодических систем с запаздыванием.

1. Постановка задачи

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений с постоянным запаздывани-
ем

dx(t)

dt
= A(t)x(t) +B(t)x(t− r), t ∈ R

+ = (0,+∞). (1.1)

Здесь x : [−r,+∞) → R
m; A и B — матрицы-функции, элементы которых являются кусочно-

непрерывными ω-периодическими функциями. В работе предполагается, что кусочно-непре-
рывные на отрезке функции имеют конечное число точек разрыва первого рода.

В функциональном пространстве состояний C = C([−r, 0],Rm) введем оператор монодро-
мии (Uϕ)(ϑ) = x(ω + ϑ,ϕ), ϑ ∈ [−r, 0], ϕ ∈ C, где x(ω + ·, ϕ) — отрезок решения системы (1.1)
с начальным моментом t0 = 0 и начальной функцией ϕ ∈ C [1, 2]. Для асимптотической
устойчивости системы (1.1) необходимо и достаточно, чтобы все собственные числа оператора
монодромии были меньше единицы по модулю. Если существует собственное число с модулем,
большим единицы, то система (1.1) неустойчива. В критическом случае, когда отсутствует соб-
ственное число с модулем, большим единицы, и все собственные числа оператора монодромии
с модулями, равными единице, простые, система (1.1) устойчива [2]. Системы (1.1) рассматри-
ваются при исследовании устойчивости периодических решений в нелинейных динамических
системах с запаздываниями [3–14]. При этом неавтономные периодические колебания могут
быть асимптотически устойчивыми, а автономные — только устойчивыми.

Пусть запаздывание r рационально соизмеримо с периодом ω, т.е. для некоторых нату-
ральных чисел M,N и положительного числа τ имеем r = Mτ и ω = Nτ . Тогда задачу на-
хождения ненулевых собственных чисел оператора монодромии системы (1.1) можно свести к
задаче нахождения собственных чисел краевой задачи для обыкновенных дифференциальных
уравнений [15–17]. Для асимптотической устойчивости системы (1.1) необходимо и достаточ-
но, чтобы все собственные числа краевой задачи были больше единицы по модулю. Здесь мы
будем изучать краевые задачи, которые возникают при исследовании устойчивости периоди-
ческих колебаний в неавтономных системах. Для периодических решений автономных систем

1Работа выполнена при поддержке программы фундаментальных исследований Президиума РАН
№ 13 “Математические методы в нелинейной динамике” и РФФИ (проект 06-01-00399).
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соответствующие краевые задачи имеют критические собственные числа. Они изучались в
работах [12–14].

Дальнейшее сужение класса исследуемых систем связано с приведением краевой задачи к
специальному виду

i
−1
G
dψ

dϑ
= zH(ϑ)ψ, (1.2)

ψ(−τ) = zRψ(0), (1.3)

где ψ : [−τ, 0] → C
n; C

n — линейное пространство размерности n над полем комплексных
чисел; i =

√
−1; z ∈ C. Здесь G — неособая эрмитова матрица; H(ϑ), ϑ ∈ [−τ, 0], and

Hc =
1

τ

0
∫

−τ

H(ϑ)dϑ — эрмитовы матрицы с неотрицательными и положительными собствен-

ными числами соответственно (H — кусочно-непрерывная матрица-функция на [−τ, 0]); R —
G-унитарная матрица, т.е. R∗

GR = G, где значок ∗ означает операцию перехода к матри-
це, эрмитово сопряженной к исходной. Частные виды таких краевых задач рассматривались
в работах [18–24] при нахождении условий асимптотической устойчивости и неустойчивости
линейных периодических дифференциальных уравнений с запаздыванием.

Для нахождения собственных чисел краевой задачи (1.2), (1.3) можно использовать харак-
теристическое уравнение

det (In − zRΦ(0, z)) = 0, z ∈ C. (1.4)

Здесь Φ(·, ·) — фундаментальная матрица системы (1.2), удовлетворяющая условию Φ(−τ, z) =
In, z ∈ C, In — единичная матрица размерности n×n. Таким образом, проблема устойчивости
сводится к задаче определения расположения корней уравнения (1.4) на комплексной плоско-
сти относительно единичной окружности {z : |z| = 1, z ∈ C}.

2. Поведение корней характеристического уравнения вблизи единичной

окружности

Введем однопараметрическое семейство краевых задач для обыкновенных дифференци-
альных уравнений

i
−1
G
dψ

dϑ
= µzH(ϑ)ψ, (2.1)

ψ(−τ) = zRψ(0), z ∈ C, µ ∈ R. (2.2)

Краевая задача (1.2), (1.3) принадлежит этому семейству при µ = 1. Характеристическое
уравнение краевой задачи (2.1), (2.2) имеет вид

D(z, µ) = det (In − zRΦ(0, µz)) = 0, z ∈ C, µ ∈ R. (2.3)

Лемма 1. При µ = µ0 6= 0 число z, |z| = 1, является собственным числом краевой зада-

чи (2.1), (2.2) тогда и только тогда, когда либо z = 1, либо z = −1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Краевая задача

i
−1
G
dψ

dϑ
= λH(ϑ)ψ, ψ(−τ) = zRψ(0), |z| = 1,

является самосопряженной, а λ = µ0z 6= 0 — вещественное число [25, гл. 3, разд. 4]. �
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Теорема 1. Пусть уравнение D(z0, µ) = 0, где либо z0 = 1, либо z0 = −1, имеет ненуле-

вой вещественный корень µ0. Тогда при малых значениях µ = µ − µ0 корни уравнения (2.3)
вблизи единичной окружности определяются асимптотическими формулами

z = z0 − iz
2

0 (λk + iµ0z0)
−1
µ+O

(

µ
2
)

, (2.4)

где λk, k = 1, d, — вещественные числа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Полагаем µ = µ0 + µ, z = z0 + z1µ, λ = µz = λ0 + λ1µ. Здесь
λ0 = µ0z0, λ1 = z0 + µz1. Справедлива асимптотическая формула

Φ(ϑ, λ) = Φ0(ϑ) + Φ1(ϑ) (λ− λ0) +O

(

|λ− λ0|
2

)

,

где Φ0 — фундаментальная матрица системы

i
−1
G
dψ

dϑ
= λ0H(ϑ)ψ, (2.5)

удовлетворяющая условию Φ0(−τ) = In,

Φ1(ϑ) = iΦ0(ϑ)

θ
∫

−τ

Φ−1

0
(s)G−1

H(s)Φ0(s)ds, ϑ ∈ [−r, 0]. (2.6)

В силу вещественности числа λ0, система (2.5) гамильтонова и ее фундаментальная матрица
удовлетворяет тождеству [25, гл. 2, разд. 3]

Φ∗
0
(ϑ)GΦ0(ϑ) ≡ G, ϑ ∈ [−r, 0].

Учитывая это тождество, преобразуем формулу (2.6). Имеем

Φ1(ϑ) = iΦ0(ϑ)G−1

θ
∫

−τ

Φ∗
0
(s)H(s)Φ0(s)ds, ϑ ∈ [−r, 0].

В результате получим следующее представление характеристического уравнения (2.3)

det
(

z0RΦ0(0) − In +RΦ0(0)
(

z1In + iz0(z0 + µ0z1)G
−1
D
)

µ+O
(

µ
2
)

)

= 0, z1 ∈ C,

где

D =

0
∫

−τ

Φ∗
0
(s)H(s)Φ0(s)ds.

Используя методы теории возмущений [25, гл. 4, разд. 1], преобразуем полученное уравнение
к виду

det
(

∥

∥b
∗
mRΦ0(0)

(

z1In + iz0(z0 + µ0z1)G
−1
D
)

ak

∥

∥

d

1
+O (µ)

)

= 0, z1 ∈ C, (2.7)

где ‖am‖d
1

и ‖bm‖d
1

— линейно независимые решения уравнений

(z0RΦ0(0) − In) a = 0, (z0Φ
∗
0(0)R

∗ − In) b = 0

соответственно. Используя определения матриц R и Φ0(0), находим bm = Gam, m = 1, d. В
результате характеристическое уравнение преобразуется к виду

det (z1B + iz0 (z0 + µ0z1)A+O (µ)) = 0,
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где A = ‖a∗mDak‖
d
1
, B = ‖a∗mGak‖

d
1

— эрмитовы матрицы, причем A имеет положительные
собственные числа. Матрицы B−λA определяют регулярный пучок квадратичных форм, чьи
характеристические числа λk (k = 1, d) вещественны [26, гл. 10, разд. 6]. Тогда корни уравнения
(2.7) определяются следующими формулами: z1 = −iz2

0
(λk + iµ0z0)

−1 +O (µ), k = 1, d. �

Из аналитичности функций D(1, µ) и D(−1, µ), µ ∈ C, следует, что их вещественные нули
µ0 не имеют конечных точек накопления.

Лемма 2. При µ = 0 число z, |z| = 1, является собственным числом краевой задачи (2.1),
(2.2) тогда и только тогда, когда z — собственное число матрицы R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как Φ(ϑ, 0) ≡ In, ϑ ∈ [−r, 0], то уравнение (2.3) принимает
вид det (In − zR) = 0, z ∈ C. �

Обозначим через Eρ0 линейную оболочку множества собственных векторов, соответству-
ющих собственному числу ρ0. Собственное число ρ0, |ρ0| = 1, матрицы R называется соб-
ственным числом первого (второго) рода, если для любого ненулевого вектора a ∈ E

ρ0 имеем
a
∗
Ga > 0 (a∗Ga < 0). Собственные числа первого и второго рода называются дефинитны-

ми [25, гл. 3, разд. 1]. Аналогично теореме 1 доказывается

Теорема 2. Пусть собственные числа ρ0, |ρ0| = 1, матрицы R дефинитные. Тогда при

малых значениях µ корни уравнения (2.3) вблизи единичной окружности определяются асимп-

тотическими формулами

z = ρ0 − iνλ̂kρ
2

0µ+O
(

µ
2
)

, k = 1, d. (2.8)

Здесь λ̂k, k = 1, d, — положительные числа; ν = +1, если ρ0 — собственное число первого

рода; ν = −1, если ρ0 — собственное число второго рода.

3. Расположение корней характеристического уравнения на комплексной

плоскости

Доказанные в предыдущем разделе теоремы позволяют определять расположение корней
уравнения (2.3) относительно единичной окружности.

Теорема 3. Если матрица R имеет собственное число с модулем, отличным от еди-

ницы, то характеристическое уравнение (2.3) при µ ∈ R имеет корень с модулем, меньшим

единицы. Если матрица R имеет дефинитное собственное число с модулем, равным единице,

для которого Im (ρ0) 6= 0, то характеристическое уравнение (2.3) при ν Im (ρ0)µ > 0 имеет

корень с модулем, меньшим единицы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G-унитарная матрица R имеет собственное число с мо-
дулем, отличным от единицы. Тогда она имеет собственное число с модулем, меньшим еди-
ницы. Если при изменении параметра µ соответствующий ему корень уравнения (2.3) выхо-
дит при µ0 6= 0 на единичную окружность, то справедлива формула (2.4). Из нее находим

|z| = 1 − µ0

(

λ
2

k + µ
2

0

)−1
µ+O

(

µ
2
)

, k = 1, d, и убеждаемся, что выход на окружность рассмат-
риваемого корня невозможен. Следовательно, он остается внутри единичного круга. Пусть G-
унитарная матрица R имеет собственное число с модулем, равным единице. При малых значе-
ниях параметра µ справедлива формула (2.8). Из нее находим |z| = 1− νλ̂k Im (ρ0)µ+O

(

µ
2
)

,

k = 1, d, и убеждаемся, что корень при малом изменении параметра µ, удовлетворяющем
условию ν Im (ρ0)µ > 0, сходит с окружности вовнутрь единичного круга. При дальнейшем
изменении параметра µ, удовлетворяющем условию ν Im (ρ0)µ > 0, как показано выше, он не
может выйти из единичного круга. �

Расположение корней характеристического уравнения на комплексной плоскости в случае
недефинитных собственных чисел матрицы R изучалось в работах [18, 19, 23].
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Теорема 4. Пусть все собственные числа ρ0 матрицы R дефинитные и по модулю равны

единице, а числа α = ν Im (ρ0) одного знака. Тогда существует ненулевое вещественное число

µ(H,R) такое, что все корни характеристического уравнения (2.3) при αµ(H,R) < αµ < 0 по

модулю больше единицы. В случае конечного числа µ(H,R) при αµ < αµ(H,R) существует

корень характеристического уравнения, по модулю меньший единицы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При малых значениях параметра µ, удовлетворяющих условию
αµ < 0, из формулы (2.8) следует, что все корни уравнения (2.3) по модулю больше единицы.
Если при своем движении они не выходят на единичную окружность, то αµ(H,R) = −∞ и
при выполнении условия −∞ < αµ < 0 все корни уравнения (2.3) по модулю больше единицы.
Если при изменении параметра µ в области αµ < 0 корень уравнения (2.3) выходит на еди-
ничную окружность, то число µ(H,R) конечно и равно ненулевому значению µ0 параметра,
при котором первый раз один из корней выходит на единичную окружность. Согласно форму-
ле (2.4), при дальнейшем изменении параметра этот корень попадает во внутреннюю область
единичного круга. �

Число µ(H,R) можно определить как значение параметра µ в области αµ < 0 с наимень-
шим модулем, при котором одна из краевых задач

i
−1
G
dψ

dϑ
= µH(ϑ)ψ, ψ(−τ) = Rψ(0), µ ∈ R, (3.1)

i
−1
G
dψ

dϑ
= −µH(ϑ)ψ, ψ(−τ) = −Rψ(0), µ ∈ R, (3.2)

имеет нетривиальное решение.
Для краевой задачи (2.1), (2.2) при n = 1 пусть G — ненулевое вещественное число,

R = exp(iβ), 0 < |β| < π, β — вещественное число. Находим ρ0 = exp(iβ), ν = signG,
α = signG sin β. Решая краевые задачи (3.1), (3.2), получим

µ(H,R) =
G

τHc

(

π

2
−
∣

∣

∣

π

2
− |β|

∣

∣

∣

)

.

Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда величина µ(H,R) монотонна

по H, т.е. при 0 < H1(ϑ) ≤ H2(ϑ), ϑ ∈ [−τ, 0], имеем αµ(H2, R) ≤ αµ(H1, R).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим однопараметрическое семейство краевых задач для
обыкновенных дифференциальных уравнений

i
−1
G
dψ

dϑ
= z (µH1(ϑ) + (1 − µ)H2(ϑ))ψ, (3.3)

ψ(−τ) = zRψ(0), z ∈ C, µ ∈ R.

Характеристическое уравнение этой краевой задачи имеет вид

det (In − zRΦ(0, z, µ)) = 0, z ∈ C, µ ∈ R, (3.4)

где Φ(·, ·, ·) — фундаментальная матрица системы (3.3), удовлетворяющая условию
Φ(−τ, z, µ) = In, z ∈ C, µ ∈ R. Предполагая, что все корни характеристического уравнения
(3.4) по модулю больше единицы при µ = 0, покажем, что это так и при µ = 1. В противном
случае H1 6= H2 и найдется значение µ0 ∈ (0, 1), αµ0 < 0, при котором корень уравнения (3.4)
попадает на единичную окружность. Используя свойства самосопряженных краевых задач,
находим точки z0 = ±1, в которых могут находиться корни уравнения (3.4) при µ = µ0. Пола-
гаем µ = µ0 + µ, z = z0 + z1µ. Используя методы теории возмущений, преобразуем уравнение
(3.4) вблизи единичной окружности

det
(

z1 (D2 + iD1) − iz0D0 +O
(

µ
2
))

= 0, z ∈ C, µ ∈ R, (3.5)
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где Dj = ‖a∗mPjak‖
d
1
> 0, j = 0, 1, D2 = z0 ‖a

∗
mGak‖

d
1
. Здесь ak, k = 1, d, — линейно независимые

решения уравнения (z0RΦ0(0) − In) a = 0; Φ0(ϑ) = Φ(ϑ, z0, µ0), ϑ ∈ [−τ, 0];

P0 =

0
∫

−τ

Φ∗
0(s) (H2(s) −H1(s)) Φ0(s)ds, P1 =

0
∫

−τ

Φ∗
0(s) (µ0H2(s) + (1 − µ0)H1(s)) Φ0(s)ds.

Если уравнение (3.5) имеет решение, то существует такой вектор c ∈ R
d, |c| = 1, что

z1 = iz0γ0 (γ2 + iγ1)
−1 + O(µ). Здесь γj = c

∗
Djc, j = 0, 2; γk > 0, k = 0, 1. Вычисляем мо-

дуль корня |z| = 1+γ0γ1

(

γ
2

1
+ γ

2

2

)−1
µ+O(µ2) уравнения (3.4). Следовательно, при изменении

параметра µ корень этого уравнения не может приблизиться к единичной окружности. Полу-
чили противоречие. Тогда αµ(H2, R) ≤ αµ(H1, R), что доказывает теорему. �

4. Признаки асимптотической устойчивости

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений с запаздыванием

dx(t)

dt
+B(t)x(t− τ) = 0, t ∈ R

+
. (4.1)

Здесь x : [−τ,+∞) → R
m; B — матрица-функция, элементы которой являются кусочно-

непрерывными функциями, B(t), t ∈ [0, τ ], — симметрические положительно определенные
матрицы.

Системе (4.1) в случае, когда элементы матрицы-функции B являются τ -периодическими
функциями, соответствует краевая задача (1.2), (1.3) при n = m, G = Im, H(ϑ) = B(ϑ),
ϑ ∈ [−τ, 0], R = −iIm. Матрица R имеет единственное кратное собственное число ρ0 = −i

первого рода. Следовательно, α = −1 и µ(H,R) > 0. Для нахождения достаточных условий
асимптотической устойчивости воспользуемся теоремой 5.

Утверждение 1. Cистема дифференциальных уравнений с запаздыванием (4.1) асимп-

тотически устойчива, если элементы матрицы-функции B являются τ -периодическими

функциями, а собственные числа λk(ϑ), k = 1,m, ϑ ∈ [−τ, 0], матриц B(ϑ), ϑ ∈ [−τ, 0],
удовлетворяют условиям:

0
∫

−τ

λk(ϑ)dϑ < π/2, k = 1,m.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем матрицу-функцию Ĥ(ϑ) = h(ϑ)Im, ϑ ∈ [−τ, 0], где h —
кусочно-непрерывная положительная функция, и найдем число µ(Ĥ,R). Характеристическое
уравнение краевой задачи (2.1), (2.2) для нее имеет вид

det
(

iz exp(izµτĤc) + Im

)

=
(

1 + iz exp (izµτhc)
)m

= 0.

Находим µ(Ĥ,R) = π/(2τhc), где hc = τ
−1

0
∫

−τ

h(ϑ)dϑ. Из теоремы 5 следует, что системы (4.1)

с матрицами-функциями B, удовлетворяющими условиям B(ϑ) ≤ Ĥ(ϑ), ϑ ∈ [−τ, 0], асимп-
тотически устойчивы, если µ(Ĥ,R) > 1. Следовательно, должны выполняться неравенства:
λk(ϑ) < h(ϑ), ϑ ∈ [−τ, 0], k = 1,m, и hc < π/(2τ). �

При m = 2 симметрические матрицы B(t), t ∈ [0, τ ], положительно определены, если вы-
полнены следующие условия: inf{det(B(t)) : t ∈ [0, τ ]} > 0 и inf{Tr(B(t)) : t ∈ [0, τ ]} > 0.
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Здесь Tr обозначает след матрицы. Собственные числа матриц B(t), t ∈ [0, τ ], определяются
формулами:

λ1,2(t) =
1

2
(Tr(B(t)) ±

√

(Tr(B(t))2 − 4 det(B(t)), t ∈ [0, τ ].

Из утверждения 1 следует, что при выполнении условия

sup
(

Tr(B(t)) +
√

Tr(B(t))2 − 4 det(B(t)) : t ∈ [0, τ ]
)

< π/τ

система (4.1) асимптотически устойчива. Последнее условие можно заменить двумя неравен-
ствами

sup{Tr(B(t)) : t ∈ [0, τ ]} < π/τ, inf

{

π
2

τ2
+ 2

π

τ
Tr(B(t)) + 4det(B(t)) : t ∈ [0, τ ]

}

> 0.

Рассмотрим систему (4.1) в случае, когда элементы матрицы-функции B являются 2τ -
периодическими функциями. Этой системе соответствует краевая задача (1.2), (1.3) при
n = 2m, G = iJ2m, H(ϑ) = B(ϑ)+̇B(τ + ϑ)), ϑ ∈ [−τ, 0], R = J2m. Напомним, что блочная

матрица J2m =
∥

∥

∥
J

ij
2m

∥

∥

∥

2

1

размерности 2m × 2m определяется формулами: J11

2m = J
22

2m = 0m,

J
21

2m = −J12

2m = Im, где 0m — нулевая матрица размерности m × m. Матрица R имеет два
кратных собственных числа ρ0 = ±i. Им отвечают собственные векторы a = (±ic, c)⊤, c ∈ C

m.
Вычисления показывают, что собственное число ρ0 = i — второго рода, а собственное число
ρ0 = −i — первого рода. Следовательно, α = −1 и µ(H,R) > 0. Для нахождения достаточных
условий асимптотической устойчивости воспользуемся теоремой 5.

Утверждение 2. Пусть элементы матрицы-функции B являются 2τ -периодическими

функциями. Тогда система дифференциальных уравнений с запаздыванием (4.1) асимптоти-

чески устойчива, если для некоторой симметричной положительно определенной матрицы

B̂ размерности m×m матрица-функция B удовлетворяет условиям:

B(ϑ) ≤ B̂, ϑ ∈ [−2τ, 0], max
{

λ̂k : k = 1,m
}

< π/(2τ).

Здесь λ̂k, k = 1,m, — собственные числа матрицы B̂.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем матрицу-функцию Ĥ(ϑ) = B̂+̇B̂, ϑ ∈ [−τ, 0], и найдем
число µ(Ĥ,R). Фундаментальная матрица системы (2.1) для матрицы-функции Ĥ определя-
ется формулой

Φ(ϑ, µz) =





cos
(

µzB̂(ϑ+ τ)
)

sin
(

µzB̂(ϑ + τ)
)

− sin
(

µzB̂(ϑ+ τ)
)

cos
(

µzB̂(ϑ + τ)
)



 , ϑ ∈ [−τ, 0], z ∈ C.

Характеристическое уравнение краевой задачи (2.1), (2.2) для матрицы-функции Ĥ имеет вид

det





In − z sin
(

µzB̂τ

)

z cos
(

µzB̂τ

)

−z cos
(

µzB̂τ

)

In − z sin
(

µzB̂τ

)



 = 0, z ∈ C.

Полученное уравнение можно преобразовать к виду

det
(

(

1 + z
2
)

In − 2z sin
(

µzB̂τ
)

)

= 0, z ∈ C.

Оно эквивалентно системе уравнений

1 + z
2 − 2z sin

(

µzλ̂kτ

)

= 0, z ∈ C, k = 1,m.
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Находим µ(Ĥ,R) = min
{

π/(2τ λ̂k) : k = 1,m
}

. Из теоремы 5 следует, что системы (4.1) с

матрицами-функциями B, удовлетворяющими условию B(ϑ) ≤ B̂ (ϑ ∈ [−2τ, 0]), асимп-
тотически устойчивы, если µ(Ĥ,R) > 1. Следовательно, должно выполняться неравенство
max

{

λ̂k : k = 1,m
}

< π/(2τ). �

Утверждение 3. В скалярном случае дифференциальное уравнение (4.1) с запаздыванием

и 2τ -периодической функцией B асимптотически устойчиво, если выполнено условие

B̂1 + B̂2

2
√

B̂1B̂2

sin

(

τ

√

B̂1B̂2

)

< 1,

где B̂1 = sup(B(ϑ) : ϑ ∈ [−τ, 0]), B̂2 = sup(B(τ + ϑ) : ϑ ∈ [−τ, 0]).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем матрицу-функцию Ĥ(ϑ) = diag
(

ĥ1, ĥ2

)

, ϑ ∈ [−τ, 0],

где ĥ1, ĥ2 — положительные постоянные, и найдем число µ(Ĥ,R). Характеристическое урав-
нение краевой задачи (2.1), (2.2) для матрицы-функции Ĥ имеет вид

z
2 − z

ĥ1 + ĥ2
√

ĥ1ĥ2

sin

(

µτz

√

ĥ1ĥ2

)

+ 1 = 0.

Учитывая определение числа µ(Ĥ,R), находим

µ(Ĥ,R) =
1

τ

√

ĥ1ĥ2

arcsin

(

2
√

ĥ1ĥ2

ĥ1 + ĥ2

)

.

Из теоремы 5 следует, что системы (4.1) с матрицами-функциями H, удовлетворяющими усло-
вию H(ϑ) ≤ Ĥ(ϑ) (ϑ ∈ [−τ, 0]), асимптотически устойчивы, если µ(Ĥ,R) > 1. Учитывая опре-
деление H, выбираем ĥj = B̂j, j = 1, 2. �

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений с запаздыванием

J2k
dx(t)

dt
= H1(t)x(t) +H2(t)x(t− τ) = 0, t ∈ R

+
. (4.2)

Здесь x : [−τ,+∞) → R
2k; H1, H2 — матрицы-функции, элементы которых являются кусочно-

непрерывными τ -периодическими функциями; H1(t), H2(t), t ∈ [0, τ ], — симметрические мат-
рицы.

Системе (4.2) соответствует краевая задача (1.2), (1.3) при n = 2k, G = iJ2k, R = Φ1(0) и

H(ϑ) = Φ∗
1(ϑ)H2(ϑ)Φ1(ϑ), ϑ ∈ [−τ, 0],

где Φ1 — фундаментальная матрица канонической системы

J2k
dx

dt
= H1(t)x, (4.3)

удовлетворяющая условию Φ1(−τ) = I2k. Матрица R является матрицей монодромии, а ее
собственные числа — мультипликаторы этой системы. Множество сильно устойчивых систем
(4.3) распадается на счетное число областей [25, гл. 3, разд. 5]. Согласно теореме 4 для асимп-
тотической устойчивости системы (4.2) достаточно, чтобы канонические системы

J2k
dx

dt
= (H1(t) −H1(t)) x, J2k

dx

dt
= (H1(t) +H1(t)) x,

принадлежали одной области сильной устойчивости, для канонических систем которой все
мультипликаторы первого рода лежат на нижней полуокружности. С учетом свойств выде-
ленной области сильной устойчивости [24,27] можно получить достаточные условия асимпто-
тической устойчивости.
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Утверждение 4 ([28]). Пусть H2(t) > 0, t ∈ [0, τ ]. Тогда для асимптотической устой-

чивости системы (4.2) достаточно, чтобы нашлось такое целое число n, что

π(2n+ 1) <

τ
∫

0

h
(−)

min
(s)ds <

τ
∫

0

h
(+)

max(s)ds < 2π(n + 1),

где h
(−)

min
(t) — наименьшее собственное число матрицы H1(t)−H2(t), а h

(+)

max(t) — наибольшее

собственное число матрицы H1(t) +H2(t), t ∈ R.

Для формулировки следующего признака введем обозначения:

H1(t) +H2(t) =

(

H
(+)

11
(t) H

(+)

12
(t)

H
(+)

21
(t) H

(+)

22
(t)

)

, H1(t) −H2(t) =

(

H
(−)

11
(t) H

(−)

12
(t)

H
(−)

21
(t) H

(−)

22
(t)

)

, t ∈ R;

Aij =
1

τ

τ
∫

0

H
(+)

ij (s)ds, Bij =
1

τ

τ
∫

0

H
(−)

ij (s)ds, i, j = 1, 2,

где H
(±)

ij (t), i, j = 1, 2, t ∈ R, — матрицы размерности k × k.

Утверждение 5 ([28]). Система (4.2) с матрицами H2(t) > 0, H1(t) + H2(t) < 0, t ∈

[0, τ ], асимптотически устойчива, если

τ
2Tr

(

A11A22 −A
2

12

)

< 2, τ
2Tr

(

B11B22 −B
2

12

)

< 2.

Для четных матриц-функций H1 и H2 система (4.2) асимптотически устойчива, если

τ
2Tr

(

A11A22 −A
2

12

)

< 4, τ
2Tr

(

B11B22 −B
2

12

)

< 4.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений второго порядка с запаздыванием

d
2
y(t)

dt2
+ P1(t)y(t) + P2(t)y(t− τ) = 0, t ∈ R

+
. (4.4)

Здесь y : [−τ,+∞) → R
k; P1, P2 — матрицы-функции, элементы которых являются кусочно-

непрерывными τ -периодическими функциями, P1(t), P2(t), t ∈ [0, τ ], — симметрические мат-
рицы. Система принадлежит к классу систем (4.2).

Утверждение 6 ([28]). Пусть P2(t) < 0, t ∈ [0, τ ], и для любого c ∈ R
k найдутся числа

a, 0 < a < π/τ , и b, 0 < b < π/τ , такие, что для всех t ∈ [0, τ ] выполняются неравенства:

([P1(t) + P2(t)] c, c) ≥ a
2(c, c), ([P1(t) − P2(t)] c, c) ≥ b

2(c, c).

Тогда система (4.4) асимптотически устойчива, если

τ

τ
∫

0

Tr (P1(t) + P2(t)) dt < 4 +
(

k − 4/π2
)

a
2
, τ

τ
∫

0

Tr (P1(t) − P2(t)) dt < 4 +
(

k − 4/π2
)

b
2
.

Поступила 23.05.2006
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УДК 519.63

РЕКОНСТРУКЦИЯ ГРАНИЧНЫХ РЕЖИМОВ В ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ

ТЕПЛОВОЙ КОНВЕКЦИИ ВЫСОКОВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ1

А. И.Короткий, Д.А. Ковтунов

Рассматривается задача реконструкции граничных режимов в модели свободной конвекции высоко-

вязкой жидкости. Для решения рассматриваемой обратной задачи предлагаются вариационный метод и

метод квазиобращения. Вариационный метод основан на сведении исходной обратной задачи к некото-

рой равносильной вариационной задаче на минимум подходящего целевого функционала и нахождении

минимума этого функционала градиентным методом. При реализации градиентного метода нахождения

минимизирующего элемента целевого функционала организуется итерационный процесс, который фак-

тически сводит исходную задачу к серии прямых корректных задач. В методе квазиобращения исходная

дифференциальная модель модифицируется путем введения в нее специальных дополнительных диф-

ференциальных слагаемых более высокого порядка с малыми параметрами при этих дополнительных

слагаемых. Полученная возмущенная задача становится корректной, что позволяет ее решать обычными

методами. Подходящий выбор малых параметров позволяет получить приемлемые качественные и коли-

чественные результаты при решении обратной задачи. Проводится сравнение указанных методов решения

обратной задачи на модельных примерах.

Введение

В работе рассматривается задача реконструкции граничных режимов в модели свободной
конвекции высоковязкой несжимаемой неоднородной теплопроводной жидкости. Эта задача
относится к классу граничных обратных задач [1–13]. Такие задачи часто возникают на прак-
тике, например, в геофизике и теплотехнике, когда прямые измерения каких-либо искомых
величин невозможны на какой-то части границы объекта, но известна некоторая дополнитель-
ная информация об объекте на другой части границы этого объекта, по которой и требуется
осуществить идентификацию неизвестных граничных режимов. Для решения рассматривае-
мой обратной задачи предлагаются вариационный метод и метод квазиобращения.

В вариационном методе организуется соответствующая итерационная процедура, позволя-
ющая свести исходную задачу к серии прямых корректных задач. Эта итерационная процедура
основана на сведении исходной обратной задачи к некоторой равносильной вариационной зада-
че на минимум подходящего целевого функционала и нахождении минимизирующего элемента
этого функционала каким-либо вариантом градиентного метода.

В методе квазиобращения исходная дифференциальная модель модифицируется введением
в нее подходящих дополнительных дифференциальных слагаемых более высокого порядка
с малыми параметрами (параметрами регуляризации) при этих дополнительных слагаемых.
Возмущенная задача становится, как правило, корректной. Ожидается, что при подходящих
значениях параметров регуляризации решение возмущенной задачи будет близко к решению
невозмущенной задачи. Метод квазиобращения подробно изложен в [13]. Существует много
возможных реализаций этого метода. В данной работе рассматривается одна из реализаций,
не требующая привлечения дополнительных граничных условий для возмущенной задачи.

Основное внимание в работе сосредоточено на разработке и сравнении численных подходов
к решению рассматриваемой обратной задачи.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 05-01-00098) и Программы фунда-
ментальных исследований Президиума РАН по направлению “Фундаментальные проблемы нелинейной
динамики”.
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1. Постановка задачи

В области Ω = (0, l1) × (0, l2) ⊂ R
2 рассматривается движение высоковязкой несжимаемой

неоднородной теплопроводной жидкости, находящейся под воздействием гравитационного и
теплового полей. Математическая модель установившихся движений такой жидкости пред-
ставлена следующими обезразмеренными уравнениями в приближении Буссинеска

µ∆u = ∇p− RaTe2, x ∈ Ω, (1.1)

div u = 0, x ∈ Ω, (1.2)

∆T = u∇T, x ∈ Ω, (1.3)

где x — точка пространства с декартовыми координатами (x1, x2), u = (u(1)(x), u(2)(x)) —
вектор скорости движения жидкости, p = p(x) — давление, T = T (x) — температура, µ —
вязкость, Ra — число Рэлея, e2 — орт на оси Ox2.

Граница Γ области Ω считается неподвижной и непроницаемой. Для скорости u на этой
границе будем рассматривать стандартное условие прилипания

u|
Γ

= 0. (1.4)

Для температуры T на боковой границе Γs = {(x1, x2) ∈ Γ : (x1 = 0) ∨ (x1 = l1)} прямо-
угольника Ω задается условие теплоизолированности

∂T

∂n

∣

∣

∣

∣

Γs

= 0. (1.5)

На верхней границе Γt = {(x1, x2) ∈ Γ : x2 = l2} прямоугольника Ω задается температура

T |
Γt

= w. (1.6)

Допустим, что на верхней границе Γt наблюдается (замеряется) поток тепла

∂T

∂n

∣

∣

∣

∣

Γt

= ϕ. (1.7)

Задача состоит в том, чтобы по результатам этих наблюдений найти температурный режим
на нижней границе Γb = {(x1, x2) ∈ Γ : x2 = 0} прямоугольника Ω, т.е. требуется найти
решение краевой задачи (1.1)–(1.7), а затем по этому решению найти его след v на нижней
границе Γb прямоугольника Ω

T |
Γb

= v. (1.8)

Отметим, что краевая задача (1.1)–(1.7) поставлена, вообще говоря, некорректно. Даже
если w и ϕ— согласованная пара функций, т.е. пара функций, для которой существует решение
{u, T} краевой задачи (1.1)–(1.7), эта задача может, вообще говоря, не иметь решения для
пары функций w + ε1 и ϕ + ε2, где ε1 и ε2 — произвольные сколь угодно малые функции.
Вычислительные эксперименты показывают, что прямое численное решение задачи (1.1)–(1.7)
неустойчиво. Кроме того, здесь может возникнуть проблема взятия следа (1.8).

Основное внимание здесь будет сосредоточено на разработке подходов устойчивой числен-
ной реализации методов решения обратной задачи (1.1)–(1.8), которые будут рассматриваться
в следующих параграфах.
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2. Вариационный метод решения задачи

Обсудим в этом пункте вариационный метод решения поставленной задачи. Нахождение
теплового режима v на Γb можно свести к вариационной задаче следующим образом. Пусть
наблюдаемый режим ϕ = ∂T/∂n на Γt соответствует некоторому априори неизвестному теп-
ловому режиму T = v∗ на Γb, т.е. если T∗ — компонента решения прямой краевой задачи
(1.1)–(1.6), (1.8) с v = v∗, то для этого решения ∂T∗/∂n = ϕ на Γt. Пусть известно, что v∗ ∈ V ,
где V — некоторое множество допустимых граничных режимов на Γb. Далее для простоты
будем считать, что V = L2(0, l1). Для искомого граничного режима v∗ ∈ V следующий функ-
ционал качества

J(v) =

∫

Γt

(

∂Tv

∂n
− ϕ

)

2

dΓ =

l1
∫

0

(

∂T (x1, l2; v)

∂x2

− ϕ(x1)

)

2

dx1

должен принимать нулевое значение (J(v∗) = 0). Здесь Tv = T (x; v) — компонента решения
{uv, Tv} прямой задачи (1.1)–(1.6), (1.8). Таким образом, искомый граничный режим v∗ ∈ V

является минимизирующим элементом в экстремальной задаче

J(v) → min : v ∈ V, (2.1)

т.е. v∗ ∈ V∗ = arg min{J(v) : v ∈ V }. Для решения задачи (2.1) удобно воспользоваться
каким-нибудь из градиентных методов минимизации [14–16].

Для нахождения точки минимума в задаче (2.1) воспользуемся простейшим вариантом
градиентного метода, который состоит в том, что если найден градиент ∇J функционала J ,
то итерационный процесс

vk+1 = vk − βk∇J(vk), k = 0, 1, . . . , (2.2)

при надлежащем выборе начального приближения v0 ∈ V и параметров βk ∈ (0,∞), может
сходиться в том или ином смысле к какой-нибудь точке минимума из множества V∗.

Градиент функционала, используемый в итерационном процессе (2.2), вычислен в [17]

∇J(v) =
∂ω

∂n

∣

∣

∣

∣

Γb

= −
∂ω(x1, 0)

∂x2

, 0 6 x1 6 l1 ,

где ω — компонента решения {z, ω} следующей сопряженной задачи

µ∆z + ω∇Tv = 0, x ∈ Ω, (2.3)

div z = 0, x ∈ Ω, (2.4)

∆ω + uv ∇ω − Ra z e2 = 0, x ∈ Ω, (2.5)

z|
Γ

= 0,
∂ω

∂n

∣

∣

∣

∣

Γs

= 0, ω|
Γb

= 0, ω|
Γt

= 2

(

∂Tv

∂n
− ϕ

)

. (2.6)

Опишем кратко схему численного решения поставленной обратной задачи вариационным
методом. На каждой итерации последовательно выполняются следующие четыре шага.

1. Известное v = vk ∈ V подставляем в граничное условие (1.8) прямой краевой задачи
(1.1)–(1.6), (1.8) и находим решение {uv, Tv} этой задачи (давление pv не используется).

2. Подставляем {uv, Tv} в сопряженную задачу (2.3)–(2.6) и находим ее решение {z, ω}

(z далее не используется).
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3. Вычисляем
∂ω

∂n
на Γb, это дает градиент ∇J(v) = −

∂ω

∂x2

(x1, 0), 0 6 x1 6 l1.

4. Подставляем полученное значение градиента в (2.2) и находим новое приближение ре-
шения vk+1.

Вычисления останавливаем при выполнении условия

J(vk) + ‖∇J(vk)‖
2
< ε,

где ε — некоторое заданное положительное число. Найденный элемент vk, удовлетворяющий
этому условию, принимается за приближение к искомому граничному режиму.

Для упрощения исходных систем уравнений в прямой и сопряженной задачах использовал-
ся переход от естественных переменных «скорость, давление» к переменным «функция тока,
вихрь скорости» [11, 18]. Это позволило исключить из рассмотрения уравнения (1.2) и (2.4).
Таким образом, если ввести следующую замену переменных

u
(1) = ∂ψ/∂x2 , u

(2) = −∂ψ/∂x1, rot ξ = (0, 0, η), η = ∂u
(2)
/∂x1 − ∂u

(1)
/∂x2 ,

где ψ — функция тока, η — третья компонента вихря расширенного вектора скорости
ξ = (u, 0) = (u(1)

, u
(2)
, 0), то прямая задача (1.1)–(1.6), (1.8) преобразуется к виду

−µ∆η = Ra
∂T

∂x1

, −∆ψ = η , ∆T =
D(T,ψ)

D(x1, x2)
, x ∈ Ω , (2.7)

ψ|
Γ

= 0 ,
∂ψ

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ

= 0 ,
∂T

∂n

∣

∣

∣

∣

Γs

= 0 , T |
Γt

= w , T |
Γb

= v . (2.8)

Для численного решения прямой и сопряженной задач воспользуемся безусловно устойчи-
вой линеаризованной разностной схемой [11]. На множестве сеточных функций, обращающихся
в нуль на границе расчетной сетки, определим сеточный оператор Лапласа

Λy = Λ1y + Λ2y = −y x1 x1
− y x2 x2

.

Для унификации записи конвективных слагаемых в разностной схеме введем специальный
сеточный дифференциальный оператор со следующей центрально-разностной аппроксимацией

V (u)T = V1(u1)T + V2(u2)T, Vk(uk)T =
1

2

(

(uk T )◦

xk

+ uk T◦

xk

)

, k = 1, 2.

Тогда разностная схема для задачи (2.7), (2.8), (1.5), (1.6), (1.8) запишется в следующем виде

ηn+1/2 − ηn

τ
+ µΛηn+1/2 + σ(x)ψn − Ra (Tn+1)◦

x1

= 0,

Λψn+1 − ηn+1/2

τ
+ σ(x) (ψn+1 − ψn) = 0,

ηn+1 = Λψn+1,

Tn+1 − Tn

τ
+ V (un)Tn+1 + ΛTn+1 = 0,

σ(x) = σ1(x1) + σ2(x2), σk(xk) =

{

0 , hk < xk < lk − hk ,

2/h4

k , xk = hk , lk − hk ,
k = 1, 2.

Для вихря скорости на границе области будет использоваться известное условие Тома [11,19].
Сопряженная задача (2.3)–(2.6) дискретизируется и решается аналогичным способом.

При решении сеточных эллиптических задач, получающихся при разностной дискретиза-
ции исходных уравнений, воспользуемся методом приближенной факторизации [11, 18], по-
скольку он является достаточно эффективным для матриц с сильно разреженной структурой.
В качестве реализации градиентного метода (2.2) был выбран метод сопряженных градиентов
Флетчера — Ривса [16], поскольку он не накладывает жестких ограничений на выбор началь-
ного приближения и показывает хорошую скорость сходимости по сравнению, например, с
методом наискорейшего спуска [14–16].

Результаты численного моделирования приведены ниже.
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3. Метод квазиобращения решения задачи

Обсудим в этом пункте метод решения поставленной обратной задачи на основе метода
квазиобращения. Для этого рассмотрим вспомогательную задачу, в которой модель движения
жидкости включает в себя регуляризованное уравнение теплового баланса

µ∆uα = ∇pα − Ra Tα e2, x ∈ Ω, (3.1)

div uα = 0, x ∈ Ω,

∆Tα = uα ∇Tα + α
∂

4
Tα

∂x1
2∂x2

2
, x ∈ Ω, (3.2)

при этом граничные условия для искомых функций оставляем прежними, т.е. для искомых
функций uα и Tα рассматриваем граничные условия типа (1.4)–(1.7). Вспомогательная задача
будет устойчивой при всех достаточно малых α > 0 (по крайней мере в классе решений с огра-
ниченными первыми производными, это следует из псевдогиперболичности уравнения (3.2)
и эллиптичности системы (3.1)). Теоретически установить сходимость Tα(·, 0) → T (·, 0) = v(·)
при α→ 0 довольно трудно. Проведем соответствующие вычислительные эксперименты, кото-
рые позволят оценить реальную обусловленность предлагаемого метода численного решения
задачи. Исследуем также зависимость построенного решения от параметра регуляризации.

Рассмотрим сначала краевую задачу (1.3), (1.5)–(1.7) при известном поле скоростей u.
В этой задаче на Γt заданы температура и поток тепла. Поэтому ее можно рассматривать
как задачу продолжения температурного поля с Γt во всю область Ω, т.е. как эволюционную
задачу по пространственной переменной x2. Переобозначим переменные в уравнении (1.3).
Эволюционную переменную обозначим через t (аналог времени), t = l2 − x2, и пусть x = x1.
Тогда уравнение (1.3) перепишется в виде (l = l1, ϑ = l2)

∂
2
T

∂t2
+ u

(2)
∂T

∂t
= u

(1)
∂T

∂x
−
∂

2
T

∂x2
, 0 < t < ϑ, 0 < x < l .

Граничные условия (1.5)–(1.7) примут вид

T (x, 0) = w,
∂T

∂t
(x, 0) = −ϕ(x), 0 < x < l ;

∂T

∂x
(0, t) = 0,

∂T

∂x
(l, t) = 0, 0 < t < ϑ.

Возмущенное псевдогиперболическое уравнение (3.2) в новых переменных будет иметь вид

∂
2
Tα

∂t2
+ u

(2)

α

∂Tα

∂t
= α

∂
4
Tα

∂x2∂t2
+ u

(1)

α

∂Tα

∂x
−
∂

2
Tα

∂x2
, 0 < t < ϑ, 0 < x < l . (3.3)

Это уравнение дополняется начальными и граничными условиями, следующими из (1.5)–(1.7)

Tα(x, 0) = w,
∂Tα

∂t
(x, 0) = −ϕ(x), 0 < x < l;

∂Tα

∂x
(0, t) = 0,

∂Tα

∂x
(l, t) = 0, 0 < t < ϑ. (3.4)

Для нахождения приближенного решения {uα, Tα} краевой задачи (1.1)–(1.7) начально-
краевая задача (3.3), (3.4) дополняется краевой задачей для определения поля скоростей, вы-
раженной в переменных «функция тока, вихрь скорости»

−µ∆ηα = Ra
∂Tα

∂x1

, −∆ψα = ηα, ψα|Γ = 0,
∂ψα

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ

= 0, (3.5)

u
(1)

α =
∂ψα

∂x2

, u
(2)

α = −
∂ψα

∂x1

, ηα =
∂u

(2)

α

∂x1

−
∂u

(1)

α

∂x2

. (3.6)

Опишем кратко схему численного решения поставленной обратной задачи методом квази-
обращения. Для решения возмущенной краевой задачи организуем итерационный процесс, в
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котором это решение будет находиться установлением, т.е. в результате стабилизации этого
итерационного процесса. Зададимся сначала некоторым начальным приближением для по-
ля скоростей uα (например, положим uα = 0). На каждой итерации при фиксированном α

последовательно выполняются следующие два шага.

1. Находим температуру Tα в результате решения задачи (3.3), (3.4) при некотором уже
известном приближении вектора скорости uα и подставляем Tα в задачу (3.5), (3.6).

2. Находим новое приближение вектора скорости uα в результате решения задачи (3.5),
(3.6) при уже найденном на предыдущем шаге приближении температуры Tα.

В итерационном процессе последовательно выполняются шаги 1 и 2. Вычисления завершают-
ся при установлении организованного итерационного процесса. След Tα(·, 0) компоненты Tα

установившегося решения принимается за приближение к искомому граничному режиму.
Перейдем к рассмотрению разностных схем для расчета задачи. Как и в градиентном мето-

де, задача (1.1), (1.2), (1.4) сводится к задаче (3.5), (3.6) и для ее численного решения исполь-
зуется аналогичная разностная схема. Для аппроксимации одномерного оператора конвекции-
диффузии в правой части уравнения (3.3) применим регуляризированную безусловно моно-
тонную разностную схему второго порядка аппроксимации с направленными разностями [11]

b(x)y◦

x
− (1 +R+ |ξ(x)|)yxx = 0,

где

b(x) = b
+(x) + b

−(x), b
+(x) =

1

2
(b(x) + |b(x)|), b

−(x) =
1

2
(b(x) − |b(x)|),

ξ(x) =
b(x)h

2
, 1 +R =

1

1 + |ξ(x)|
.

Приведем итоговую конечно-разностную аппроксимацию уравнения (3.3) (для сокращения
записи опустим индекс α у T и u)

Ti,j−1 − 2Ti,j + Ti,j+1

τ2
+ u

(2)

i,j

Ti,j+1 − Ti,j−1

2τ
−

α

τ2h2
(Ti−1,j−1 − 2Ti,j−1 + Ti+1,j−1)

+
2α

τ2h2
(Ti−1,j − 2Ti,j + Ti+1,j) −

α

τ2h2
(Ti−1,j+1 − 2Ti,j+1 + Ti+1,j+1)

= −
Ti−1,j − 2Ti,j + Ti+1,j

(1 + 0.5|u
(1)

i,j |h)h
2

+
|u

(1)

i,j |

h
Ti,j +

u
(1)

i,j − |u
(1)

i,j |

2h
Ti+1,j −

u
(1)

i,j + |u
(1)

i,j |

2h
Ti−1,j ,

i = 1, n− 1, j = 1,m.

Для определения значений искомой функции при j ∈ {0, 1} и при i ∈ {0, n} используется
аппроксимация граничных условий (3.4).

Параметр регуляризации α должен согласовываться с погрешностью входных данных и
величинами шагов разбиений τ (отрезка [0, ϑ]) и h (отрезка [0, l]). Чем меньше погрешность,
тем меньше берется параметр регуляризации. Однако, параметр регуляризации нельзя брать
слишком малым, т.к. при его уменьшении растет погрешность и проявляется некорректность
задачи. Таким образом, нужно так выбирать параметр регуляризации, чтобы погрешность
приближенного решения была минимальна. Существуют разные способы выбора параметра
регуляризации. Например, хорошо зарекомендовал себя метод невязки [12], в котором исполь-
зуется заданная точность вычислительного эксперимента. Однако, оценки погрешности зада-
ния входных данных обычно не известны. Поэтому на практике часто пользуются нахождени-
ем квазиоптимального значения параметра регуляризации [12], которое напрямую не связано
с уровнем погрешности. Для этого организуется последовательность

αk = α0q
k
, 0 < q < 1, k = 0,M,
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и для нахождения приемлемого значения параметра регуляризации минимизируется норма

‖vαk+1
− vαk

‖L2(0,l1) → min : k = 0,M, vα = Tα(·, 0) .

Результаты численного моделирования приведены ниже.

4. Результаты расчетов модельных примеров

В качестве модельных примеров рассмотрим три обратные задачи реконструкции гра-
ничных режимов с функциями v разных степеней гладкости на нижней границе квадрата
Ω = (0, 1) × (0, 1). Дополнительную информацию на верхней границе области определим из
решения соответствующих прямых задач. При расчете выбиралась сетка 51× 51 узлов и фик-
сировались параметры µ = 105, Ra = 1. На верхней границе области использовалось условие
w = 0. Итак, решалась обратная граничная задача (1.1)–(1.7) c указанными параметрами, в
которой необходимо было восстановить один из следующих граничных режимов:

1) гладкий режим v
(1) = v

(1)(x1) = cos(2πx1);

2) кусочно-гладкий режим v
(2) = v

(2)(x1) =















0, 0 6 x1 6 0.25,
4 (x1 − 0.25) , 0.25 6 x1 6 0.5,
4 (0.75 − x1) , 0.5 6 x1 6 0.75,
0, 0.75 6 x1 6 1;

3) разрывный режим v
(3) = v

(3)(x1) =







0, 0 6 x1 6 0.25,
1, 0.25 6 x1 6 0.75,
0, 0.75 6 x1 6 1.

На рис. 1–6 приведены результаты восстановления указанных выше граничных режимов
вариационным методом и методом квазиобращения. Помимо отображения нескольких при-
ближений к точному решению здесь показана эволюция значений среднеквадратичной нормы
разности точного и приближенного решений (сплошная линия), а также значение среднеквад-
ратичной нормы разности соседних приближений (пунктирная линия) в случае метода квази-
обращения. При формировании последовательности {αk} для выбора параметра регуляриза-
ции в методе квазиобращения использовались параметры α0 = 0.01, q = 0.75, M = 10.

Рис. 1. Восстановление гладкого граничного режима вариационным методом.
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Рис. 2. Восстановление гладкого граничного режима методом квазиобращения.

Рис. 3. Восстановление кусочно-гладкого граничного режима вариационным методом.

Рис. 4. Восстановление кусочно-гладкого граничного режима методом квазиобращения.
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Рис. 5. Восстановление разрывного граничного режима вариационным методом.

Рис. 6. Восстановление разрывного граничного режима методом квазиобращения.

Приведенные результаты показывают применимость выбранных методов для численного
решения поставленной обратной задачи. В случае восстановления гладкого граничного режи-
ма (рис. 1–2) вариационный метод дает более точное решение, чем метод квазиобращения.
В случае восстановления кусочно-гладкого и разрывного режимов (рис. 3–6) оба метода да-
ют схожие результаты, но при этом вариационный метод сходится медленно. Отметим, что
оба метода использовались при одинаковых входных данных. Что касается вычислительных
затрат, то метод квазиобращения требует гораздо меньших вычислительных мощностей, чем
вариационный метод, в котором на каждом шаге нужно решать сопряженную задачу для опре-
деления градиента минимизируемого функционала, а затем решать серию прямых задач для
определения оптимального шага спуска. Вычислительные затраты в методе квазиобращения
напрямую зависят от количества M перебираемых значений параметра регуляризации.
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Заключение

В работе численно решалась задача восстановления тепловых граничных режимов на од-
ной из частей границы области, в которой движется высоковязкая теплопроводная жидкость,
по дополнительной информации на другой части границы этой области. Эта задача решалась
вариационным методом и методом квазиобращения. Результаты расчетов модельных приме-
ров показывают, что выбранные методы обладают устойчивостью и некоторой «сходимостью».
Вариационный метод показывает хорошую сходимость и точность при восстановлении гладких
граничных режимов. Метод квазиобращения дает схожие с вариационным методом результа-
ты как в случае восстановлении гладких граничных режимов, так и в случае восстановления
кусочно-гладких и разрывных граничных режимов, но гораздо менее требователен к вычис-
лительным ресурсам. В [20,21] разрабатывались методы решения обратных ретроспективных
задач для моделей высоковязкой жидкости и рассматривались некоторые геофизические при-
ложения.

Поступила 30.05.2006
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АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ И СИНТЕЗ УСТОЙЧИВЫХ СИСТЕМ

УПРАВЛЕНИЯ ОДНИМ КЛАССОМ НЕЛИНЕЙНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ

СИСТЕМ

В.М. Кунцевич

На основе сформулированного в работе достаточного условия устойчивости линейных нестационарных

дискретных систем проведен анализ устойчивости специального класса дискретных систем с нестацио-

нарной линейной частью, для параметров которой заданы их множественные оценки, и со скалярной

нелинейной функцией, удовлетворяющей линейным или нелинейным ограничениям. Для этого же класса

объектов решена задача параметрического синтеза робастно устойчивых систем управления. Полученные

результаты обобщены на класс нестационарных систем с многими нелинейностями того же типа.

Введение

Более полувека тому назад была опубликована ставшая очень скоро классической работа
А.И. Лурье и В.Н. Постникова [1], посвященная анализу устойчивости системы, состоящей из
линейной части и нелинейности, удовлетворяющей линейным ограничениям. Впоследствии эта
работа вызвала огромный поток публикаций, среди которых в первую очередь следует отме-
тить работы М.А. Айзермана и Ф.Р. Гантмахера, а также работы В.А. Якубовича и Р. Калма-
на. Следующим серьезным толчком в развитии исследований этого класса нелинейных систем,
послужила работа В.М. Пoпова, автора ставшего широко известным частотного критерия аб-
солютной устойчивости. Я.З. Цыпкиным был предложен дискретный аналог этого критерия
для анализа устойчивости дискретных систем этого класса, а Е. Джури был проведен анализ
дискретных систем с многими нелинейностями этого же класса.

Во всех упомянутых выше работах и последовавших за ними многочисленных публикаци-
ях, развивавших и углублявших исследование устойчивости этого класса нелинейных систем,
линейная часть системы принималась стационарной. В настоящей работе проанализирована
устойчивость этого же класса дискретных систем, состоящих из линейной части и нелиней-
ного элемента, но линейная часть принимается нестационарной. Кроме задачи анализа устой-
чивости этого класса систем, рассмотрена также и задача параметрического синтеза робастно
устойчивых систем управления такими объектами.

1. Достаточные условия устойчивости нелинейных нестационарных

систем с линейными ограничениями

Рассмотрим сначала простейший класс нестационарных систем со скалярной нелинейной
функцией

Xn+1 = A(n)Xn +B(n)ϕ(σn), n = 0, 1, 2, . . . , (1.1)

где σn = C
⊤
Xn, C ∈ R

m — заданный вектор, Xn ∈ R
m.
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Здесь (m×m)-матрица A(n) и вектор B(n) ∈ R
m имеют каноническую структуру:

A(n) =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

0
...
0

I

A
T
m(n)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

; B(n) = b (n)
∗
B;

∗
B =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

0
...
0

1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

; (1.2)

ϕ(σn) — скалярная однозначная непрерывная функция, удовлетворяющая линейным ограни-
чениям, которые для краткости запишем в виде

k |σ| ≤ |ϕ(σ) | ≤ kσ, (1.3)

где k > 0 и k > k — заданные числа.
Для вектора Am(n) и скаляра b(n) заданы их множественные оценки

Am(n) ∈ A, b(n) ∈ b, n ∈ [0;∞) ,

где A и b — выпуклые множества.
Из очевидных соображений принимаем, что 0 /∈ b.
Требуется определить соотношения между характеристиками множеств A и b и числами

k, k, при которых класс систем (1.1)–(1.3) асимптотически устойчив.
Введем обозначение

H (n, k) = A (n) + k B (n)C⊤ (1.4)

и перепишем уравнение (1.1) в виде

Xn+1 = H (n, k) Xn, где k ≤ k ≤ k. (1.5)

Под нормой матрицы A будем понимать ‖A ‖ = max
i=1;m

m
∑

j=1

|aij |, а под нормой вектора (столб-

ца или строки) — сумму модулей его компонент.
Из структуры матрицы Фробениуса H (n, k) следует, что если для ее m-й строки

Hm(n, k) = Am(n) + k b (n)C (‖Hm(n, k)‖ =
m
∑

j=1

|hmj(n, k) |) справедливы неравенства

max
k≤k≤k̄

{ ‖Hm (n, k) ‖ } ≤ q < 1, n ∈ [0;∞) , (1.6)

то, на первый взгляд, кажется, что даже в этом случае о достаточных условиях асимптотиче-
ской устойчивости системы (1.5) не может быть и речи, поскольку при этом ‖H (n, k) ‖ = 1.
Однако более глубокий анализ показывает, что такой вывод был бы поспешным. Ниже будет
показано, что неравенство (1.6) является достаточным условием асимптотической устойчи-
вости системы (1.5). Для этого приведем сначала вспомогательное утверждение, которое мы
сформулируем в более общей форме, чем в [4].

Лемма 1. Норма матрицы

Pm = A (Lm)A (Lm−1) · · ·A (L1),

равной произведению квадратных (m × m)-матриц Фробениуса, имеющих структуру ви-

да (1.2) и зависящих от параметров Lk (k = 1;m) таких, что для m-й строки Am (Lk)
матрицы A (Lk) справедливы соотношения

‖Am (Lk) ‖ =

m
∑

j=1

| amj(Lk) | ≤ q < 1 ∀ k = 1;m,

удовлетворяет неравенству

‖Pm‖ ≤ q. (1.7)
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Покажем, что необходимое условие справедливости неравенства (1.7), а именно, что ни

один из элементов p
(m)

ij (i, j = 1;m) матрицы Pm(·) не равен тождественно единице, выпол-
няется. Действительно, нетрудно убедиться в том, что из структуры матриц A(L1), A(L2)

следует, что (m − 1)-я строка P
(2)

m−1
матрицы P2 = A(L2)A(L1) равна P

(2)

m−1
= Am(L1). Те-

перь, зная значение строки P
(2)

m−1
, нетрудно проверить, что (m − 2)-я строка P

(3)

m−2
матрицы

P3(L1, L2, L3) = A(L3)A(L2)A(L1) равна P
(3)

m−2
(L1, L2, L3) = Am(L1). Продолжая эти вычис-

ления, придем к тому, что ни один из элементов p
(m)

ij матрицы Pm( · ) не равен тождественно
единице.

Получить достаточное условие выполнения неравенства (1.7) для матрицы Pm произволь-
ной размерности в аналитической форме не представляется возможным. Для того, чтобы убе-
диться в том, что при выполнении неравенств (1.6) неравенство (1.7) имеет место, необходимо

определение элементов p
(m)

ij всех строк P
(m)

k матрицы Pm. В [4] для значений m = 3 иm = 4 вы-
писаны выражения для матриц P3 и P4, из которых следует справедливость неравенства (1.7),
а далее при m > 4 необходимо уже воспользоваться методом индукции.

Обозначим правую часть уравнения (1.5) через F (Xn, n) и выберем функцию Ляпунова в
виде υn = ‖Xn‖. Тогда, получим, что

υn+1 = ‖Xn+1‖ = F ‖(Xn, n)‖. (1.8)

Из (1.5) и (1.8) имеем

‖F (Xn, n) ‖ ≤ max
k≤k≤k

‖ H(n, k)Xn ‖ ≤ max
k≤k≤k

{ ‖H(n, k) ‖ ‖Xn ‖ }, (1.9)

откуда получаем, что

∆υn = υn+1 − υn = [ ‖H(n, k) − 1 ‖ ] ‖Xn‖. (1.10)

Для определения достаточных условий, при которых система (1.5) асимптотически устой-
чива, сформулируем, на основании леммы 1, в которой в качестве вектора параметров Lk

в матрицах A(Lk) могут выступать векторы состояния, дискретное время и т.п., следующее
утверждение.

Теорема 1. Неравенство (1.6) является достаточным условием асимптотической

устойчивости системы (1.5).

Доказательство теоремы приведено в приложении.

Введем обозначение

w(n) = k b(n) (1.11)

и перепишем (1.6) в виде1

max
w(n)∈w

Am(n)∈A

{ψ(·) = ‖Am(n) + w(n)C‖} , (1.12)

где

w =
{

w(n) : w ≤ w(n) ≤ w
}

, w = k b, w = k b,

или

w = conv
ℓ=1; 2

{w1 = w; w2 = w}.

1Далее выражение вида {ψ(·) = . . .} будет применяться также для обозначения других максимизи-
руемых функций.
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Рассмотрим подробнее решение задачи (1.12) для того случая, когда A — выпуклый мно-
гогранник

A = conv
s=1; S

{

A
(s)

}

,

где A(s) — вершина A, а S — число этих вершин.
Так как функция ψ(·) выпуклая, то ее максимум достигается в одной из вершин множества

(А × w). Поэтому решение задачи (1.12) сводится к решению задачи

max
s=1;S

ℓ=1;2

{

ψ(·) =
∥

∥

∥
A

(s) +wℓ C

∥

∥

∥

}

=
∗
ψ. (1.13)

Принимая во внимание невысокую размерность этой оптимизационной задачи, ее решение
целесообразно определить с помощью полного перебора всех вариантов.

Если множества A, b и k таковы, что
∗
ψ ≤ q < 1, то класс нелинейных нестационарных

систем (1.5), (1.3) асимптотически устойчив.
Если выпуклый многогранник A представить в центрированной форме

A =
◦

A +δA; δA = conv
s=1;S

{

∆A
i = A

i−
◦

A

}

,

где
◦

A — центр сферы минимального радиуса, описанной вокруг A,2 то определение величины
∗
ψ в задаче (1.13), а точнее, в общем случае ее оценки сверху, может быть осуществлено без
численного решения задачи (1.13).

Действительно, введем обозначения

Hm ∈ Hm =
◦

Hm +δHm ,
◦

Hm=
◦

A +
◦
wC;

◦
w = 0.5 (w + w) ;

δHm = δA + δwC = conv
i=1;m

s=1;2

{

∆H
is
m = H

i
m−

◦

Hm +∆wsC

}

,

∆w = w −
◦
w; ∆w1 = ∆

◦
w, ∆w2 = −∆

◦
w.

Тогда из простых геометрических представлений следует, что

max
Hm∈Hm

‖Hm‖ = ‖
◦
Hm‖ + ρA +

◦
w‖C‖ = ψ ≥

∗
ψ, (1.14)

где ρA — радиус множества A, определяемый как

2ρA = max
Am∈A

‖A‖.

В том частном случае, когда векторы
◦

A и C коллинеарны и один из векторов ∆H
(is)
m

коллинеарен вектору
◦

Hm, мы имеем ψ =
∗
ψ.

Рассмотренный выше метод анализа устойчивости класса нестационарных систем с одной
нелинейностью очевидным образом может быть обобщен на класс нестационарных систем со
многими нелинейностями того же типа, описываемых разностным уравнением

Xn+1 = A(n)Xn +B(n)Φ (Xn), (1.15)

2В [2] описан алгоритм определения
◦

A. В том частном случае, когда A — интервальное множество,

определение вектора
◦

A тривиально.



102 В.М.Кунцевич

где Xn ∈ R
m; A(n) и B(n) — (m×m)-матрицы общего вида, элементы которых aij(n) и bde(n) —

функции времени; Φ(Xn) —m-мерная нелинейная вектор-функция, i-й элемент которой ϕi(σin)
удовлетворяет как наложенным выше на функцию ϕ(σ) общим ограничениям, так и линейным
ограничениям

ki ≤ ϕi(σi) ≤ ki; σi = C
⊤
i X; i = 1; m .

Здесь ki > 0, ki > ki — заданные числа, Ci — заданные m-мерные векторы, а для i-й строки
Ai(n) матрицы A(n) и d-й строки Bd(n) матрицы B(n) заданы их множественные оценки

Ai(n) ∈ Ai; ∀n ∈ [0;∞) ; i = 1;m;

Bd(n) ∈ Bd; ∀n ∈ [0;∞) ; d = 1;m.

2. Синтез робастно устойчивых систем управления нелинейными

нестационарными объектами с линейными ограничениями

Задан класс в общем случае неустойчивых нестационарных линейных объектов, описыва-
емых векторно-матричным уравнением

Xn+1 = A(n)Xn +B(n)υn, n = 0, 1, 2, . . . , (2.1)

где A(n) и Xn имеют тот же смысл, что и выше, B(n) — вектор, а υn — скалярная переменная.
Как и выше, примем, что матрица A(n) и вектор B(n) имеют канонические структуры (1.2)

и для m-й строки Am(n) матрицы A(n) и скаляра b(n) заданы их множественные оценки
Am(n) ∈ A, b(n) ∈ b, n ∈ [0;∞).

Примем, что вектор состояния Xn измеряется полностью и без помех и что управление
объектами заданного класса осуществляется с помощью линейной обратной связи

un = C
⊤
Xn, (2.2)

где вектор C подлежит определению.
Управление un передается непосредственно на вход объекта управления через нелинейный

усилитель мощности, описываемый уравнением

υn = ξ (un). (2.3)

Не вводя в рассмотрение неизбежного в реальных условиях “насыщения” в характеристи-
ке усилителя (2.3), примем, что в некоторой ограниченной области Ω фазового пространства
системы (2.1) нелинейная функция ξ(C⊤

Xn) удовлетворяет линейным ограничениям, анало-
гичным (1.3), т.е.

k(C⊤
Xn) ≤ ξ(C⊤

Xn) ≤ k(C⊤
Xn), где k > 0и k > k — заданные числа. (2.4)

Подставляя (2.2), (2.3) в (2.1), получим уравнение замкнутой системы

Xn+1 = A(n)Xn +B(n)ξ(C⊤
Xn). (2.5)

Поставим целью определение такого вектора C в уравнении обратной связи (2.2), кото-
рый обеспечивает робастную устойчивость классу систем (2.4), (2.5), если это возможно для
заданных множественных оценок A и b.

С учетом отличия в обозначениях между уравнениями (1.1) и (2.5) запишем неравенство,
аналогичное неравенству (1.9):

∥

∥A(n)Xn +B(n)ξ(C⊤
Xn)

∥

∥ ≤ max
k≤k≤k

∥

∥

[

A(n) + kB(n)C⊤]

Xn

∥

∥

≤ max
k≤k≤k

{
∥

∥A(n) + kB(n)C⊤∥

∥‖Xn‖
}

.
(2.6)
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Вектор C будем искать как решение очевидного обобщения задачи (1.12)

min
C

max
k∈k, b(n)∈b

Am(n)∈A

{ψ(·) = ‖Am(n) + kb(n)C‖} . (2.7)

Для определения
∗
C = arg minmaxψ(·) запишем множества A, b в центрированной форме

A =
◦
Am + δA; δA = conv

S=1; S

{

∆A(s) = A
(s) −

◦
A

}

,

где
◦
Am — центр сферы минимального радиуса, описанной вокруг A,

b =
◦
b+ δb;

◦
b = 0.5(b + b); δb =

{

∆b : |∆b| ≤ (b−
◦
b)

}

.

Приняв во внимание эти обозначения, а также обозначение (1.11), перепишем (2.7) в виде

min
C

max
∆w∈ δw

∆Am(n)∈ δA

∥

∥

∥

◦
Am + ∆Am + (

◦
w + ∆w)C

∥

∥

∥
, (2.8)

где

w =
◦
w + δw;

◦
w = 0.5(w + w); δw =

{

∆w : |∆w| ≤ (w −
◦
w)

}

. (2.9)

Решение задачи (2.8) с точностью до обозначений совпадает с решением задачи, рассмот-
ренной в [3], где сформулировано утверждение, которое для удобства читателя приведем здесь
полностью.

Теорема 2. Решением задачи (2.8) является вектор

∗
C = arg min maxψ (·) = −

1
◦
w

◦
Am. (2.10)

Заметим, что теорема 2 легко доказывается от противного.
Подставим (2.10) в (2.8) и определим величину

∗
ψ = max

∆Am(n)∈ δA

∆w∈ δw

{

ψ(·) = ‖∆Am − ∆w
◦
w

−1 ◦
Am ‖

}

. (2.11)

Поскольку функция ψ(·) выпукла, ее максимум достигается на границах множеств δAm

и δw. Из (2.11) следует, что ∆
∗
Am = arg maxψ(·) есть вектор, коллинеарный вектору

◦

Am,

т.е. ∆
∗
Am = α

◦

Am. Следовательно, ∆
∗
Am = ρA

◦

Am, где
◦

Am=
∥

∥

∥

◦

Am

∥

∥

∥

−1

·
◦

Am, а ρA — радиус

множества A.

Из сказанного и из (2.11) следует, что
∗

∆w = arg maxψ(·) = −(w−
◦
w). Подставив полученные

значения
∗

∆Am и
∗

∆w в (2.11), находим

∗
ψ =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥






ρA

1
∥

∥

∥

◦
Am

∥

∥

∥

+
(w −

◦
w)

0.5(w + w)







◦
Am

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=







ρA
∥

∥

∥

◦
Am

∥

∥

∥

+
(w − w)

(w + w)







∥

∥

∥

◦
Am

∥

∥

∥
.

Если
∗
ψ ≤ q < 1, то класс систем (2.5), (2.4) при C =

∗
C асимптотически устойчив.
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3. Анализ устойчивости нелинейных нестационарных систем с

нелинейными ограничениями

Рассмотрим тот же класс нелинейных нестационарных систем (1.1), (1.2), но с нелинейной
функцией ϕ(σn), удовлетворяющей нелинейным ограничениям

k | ϕ̃ (σ)| ≤ |ϕ (σ)| ≤ k |ϕ̃ (σ)| , (3.1)

где ϕ̃ (σ) — заданная нелинейная однозначная монотонная функция такая, что ϕ̃(0) = 0; k > 0,
k > k — заданные числа.

Из (1.1), (1.2) и (3.1) следует, что m-я строка нелинейной вектор-функции F (Xn, n) имеет
вид

fm (Xn, n) = Am (n) + b (n)ϕ(C⊤
Xn)C. (3.2)

Умножив и разделив второе слагаемое в (3.2) на величину σn = C
⊤
Xn, запишем уравне-

ние (1.1) в квазилинейной форме

Xn+1 = F (Xn, n, k) = H(Xn, n, k)Xn, (3.3)

где

H(Xn, n, k) =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

0
...
0

I

H
⊤
m(Xn, n, k)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, (3.4)

Hm(Xn, n, k) = Am(n) + k b (n) ξ(C⊤
Xn)C, ξ(σ) =

ϕ(σ)

σ
. (3.5)

Для анализа устойчивости класса систем (3.3)–(3.5), (3.1), (1.4) нам понадобится очевидное
обобщение леммы 1.

Лемма 2. Для последовательности матриц Фробениуса H(Xn, n, k) размерности m×m

с коэффициентами, удовлетворяющими неравенствам

max
k≤k≤k,Am∈A,

bn∈b,Xn∈Ω

∥

∥

∥
Hm(Xn, n, k) = Am(n) + kb(n)ξ(C⊤

Xn)C
∥

∥

∥
≤ q < 1 ∀n ∈ [0,∞) , (3.6)

где Xn ∈ Ω ⊂ R
m — заданная область функционирования системы, и для матрицы Hm (·),

равной

Hm

[

˜Xn,m, Am(n), b(n), k
]

=

= H(Xn+m, n+m, k)H(Xn+m−1, n+m− 1, k) . . . H(Xn, n, k),
(3.7)

где
˜X
⊤
n,m = (X⊤

n ,X
⊤
n+1

, . . . ,X
⊤
n+m),

справедливо неравенство

max
k≤k≤k̄,Am(n)∈A

b(n)∈b, ˜Xn,m∈ ˜Ω

{
∥

∥

∥
Hm

[

˜Xn,m, Am(n), b(n), k
]
∥

∥

∥

}

≤ q < 1 ∀n ∈ [0,∞) . (3.8)

Здесь ˜Ω = Ω × Ω × · · · × Ω
︸ ︷︷ ︸

m

.

Теперь на основе леммы 2 сформулируем очевидное обобщение теоремы 1.
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Теорема 3. Класс дискретных систем (1.1), (1.2), (3.1) с матрицей Фробениуса

H(Xn, n, k) (3.5), элементы которой удовлетворяют неравенству (3.6), асимптотически

устойчив в области Ω.

Так как теорема 3 является формальным обобщением теоремы 1, то ее доказательство
строится по той же схеме, что и для теоремы 1, и поэтому здесь не приводится. Сделаем лишь
одно замечание. При выполнении условия (3.6) с учетом неравенств

‖F (Xn, n, k)‖ ≤ max
k≤k≤k

‖H(Xn, n, k)Xn‖ ≤ max
k≤k≤k

‖H(Xn, n, k)‖ · ‖Xn‖

в силу того, что ‖H(Xn, n, k)Xn ‖ = 1 и, следовательно, ‖Xn+1‖ = ‖Xn‖, для (n + 1)-го шага
неравенство, аналогичное (3.6), также имеет место. Сказанное остается справедливым и для
всех Xn+k, где 1 ≤ k ≤ m.

С учетом введенного выше обозначения (1.11) перепишем (3.6) в виде

max
w(n)∈w,Xn∈Ω

Am(n)∈A

{
∥

∥

∥
Am(n) + w (n) ξ(C⊤

Xn)C
∥

∥

∥

}

≤ q < 1. (3.9)

Если, как и выше, множество A — выпуклый многогранник, то решение задачи (3.9) стро-
ится по той же схеме, что и решение задачи (1.13), за исключением необходимости решения
дополнительной задачи

max
Xn∈X

ξ(C⊤
Xn),

где функция ξ (·) определяется выражением (3.5).
Если свойства функции ξ(σ) = ϕ̃(σ)/σ таковы, что

max
σ∈S

ξ(σ) ≤ ρ < 1, где S = {σ : |σ| ≤ r}, σ ∈ S,

то при определенном сочетании характеристик множеств A, b и k класс систем (1.1), (1.2),
(3.1) асимптотически устойчив в заданной области Ω = {X: |σ| ≤ r}, где σ = C

⊤
X.

Приложение: доказательство теоремы 1

Введем функцию Ляпунова
υn = ‖Xn‖ (П.1)

и определим для системы (1.5) ее первую разность ∆υn:

∆υn = υn+1 − υn = ‖Xn+1‖ − ‖Xn‖ = ‖H(n, k)Xn ‖ − ‖Xn ‖ ≤ [ ‖H(n, k) − 1‖ ] ‖Xn‖. (П.2)

Так как при выполнении условия (1.6) ‖H(n, k) ‖ = 1, то из (П.2) получаем, что ∆υn = 0,
и, следовательно, система (1.5) устойчива по Ляпунову. Для доказательства справедливости
теоремы 1 из последовательности

‖Xn‖, ‖Xn+1‖, . . . , ‖Xn+m‖, ‖Xn+m+1‖, . . . , ‖Xn+2m‖, ‖Xn+2m+1‖ (П.3)

выделим подпоследовательность

‖Xn‖, ‖Xn+m‖, ‖Xn+2m‖, . . . , (П.4)

динамика которой в силу (1.5) описывается уравнением

Xn+m = Hm(·)Xn, (П.5)
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где

Hm(·) = H(n+m− 1, k)H(n+m− 2, k) · · ·H(n, k).

Для системы (П.5) определим первую разность функции Ляпунова (П.1)

δυn+m = υn+m − υn = ‖Xn+m‖ − ‖Xn‖ = ‖Hm(·)Xn‖ − ‖Xn‖ ≤ [ ‖Hm(·)‖ − 1] ‖Xn‖. (П.6)

При выполнении неравенства (1.6) в силу того, что ‖H(n, k) ‖ = 1, имеем

‖Xn+1‖ = ‖Xn‖ (П.7)

и, следовательно, неравенство, аналогичное неравенству (1.6), в силу (П.7) остается справед-
ливым и для (n+ 1)-го шага.

Сказанное остается справедливым и для любого (n + k)-го шага, где 1 ≤ k ≤ m − 1, так
как имеют место равенства

‖Xn+k‖ = ‖Xn‖ при 1 ≤ k ≤ m− 1. (П.8)

Поскольку условия леммы 1 выполняются, то из нее получаем, что для нормы матриц
Hm(·) справедливо неравенство

‖Hm(·) ‖ ≤ q < 1 ∀n ∈ [0;∞) . (П.9)

Тогда из (П.6) и (П.9) получаем, что

δυn+m < 0. (П.10)

Из (П.10) следует, что подпоследовательность (П.4) сходится к нулю, а из этого с учетом
равенств (П.8) следует и сходимость последовательности (П.3), т.е. выполнение условия

lim
n→∞

‖Xn‖ = 0,

что и требовалось доказать.

З а м е ч а н и е. Из (П.8) следует, что для последовательности величин ‖Xn‖ строго
монотонная сходимость не имеет места.

Заключение

Реализация предложенной вычислительной схемы анализа устойчивости класса нелиней-
ных нестационарных систем не требует существенных вычислительных затрат. Сказанное оста-
ется справедливым и относительно решения задачи параметрического синтеза для класса си-
стем с одной нелинейностью, так как на основании теоремы 2 решение соответствующей ми-
нимаксной задачи в конечном счете сводится к численному решению задачи максимизации
невысокой размерности.

Иначе обстоит дело при решении задачи параметрического синтеза для класса нестацио-
нарных систем со многими нелинейностями, когда требуется определение матрицы обратной
связи. Несмотря на то, что при этом общая схема решения задачи синтеза строится как есте-
ственное обобщение описанной схемы для случая с одной нелинейностью, тем не менее, вы-
числительные затраты, необходимые для определения численного решения соответствующих
минимаксных задач, подобных задаче (2.8), существенно возрастают.

Поступила 09.06.2006
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ НЕРАВЕНСТВА

ДЛЯ НЕГЛАДКОГО ФУНКЦИОНАЛА ЦЕНЫ

В ЗАДАЧАХ УПРАВЛЕНИЯ СИСТЕМАМИ С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ1

Н. Ю.Лукоянов

Для задачи управления в условиях помех системой с последействием получены функциональные диф-

ференциальные неравенства, однозначно описывающие величину оптимального гарантированного резуль-

тата. Приведена конкретизация данных неравенств в типичных частных случаях.

Введение

В этой статье для динамических систем с последействием, функционирующих в услови-
ях неконтролируемых помех, в рамках подхода [1–5] рассматривается задача об оптимиза-
ции гарантированного результата выбором позиционной стратегии управления с памятью —
функции истории движения. Качество процесса управления оценивается на конечном проме-
жутке времени заданным показателем. Величина оптимального гарантированного результата
управления в такой задаче является функционалом начальной истории движения. В теории
дифференциальных игр его называют функционалом цены. В тех редких случаях, когда этот
функционал обладает подходящими свойствами гладкости, например, оказывается коинва-
риантно гладким (ci-гладким) [6], он однозначно описывается при помощи соответствующего
функционального уравнения типа Гамильтона — Якоби — Айзекса — Беллмана [7–10]. В общем
случае функционал цены гладким не является, поэтому для описания его инфинитезимальных
свойств требуется привлекать конструкции негладкого анализа [11–13].

Ниже рассматриваются так называемые производные функционалов истории движения
по многозначным направлениям [14]. На их основе получены дифференциальные неравен-
ства, описывающие функционал цены в терминах гамильтониана управляемой системы. В
гладком случае эти неравенства обращаются в вышеупомянутое функциональное уравнение с
ci-производными. В общем (негладком) случае они определяют функционал цены как мини-
максное [15, 16] решение этого уравнения. Наиболее конструктивный характер данные нера-
венства принимают для кусочно ci-гладких функционалов, а также для огибающих семейств
ci-гладких функционалов. В случае отсутствия последействия полученные неравенства ана-
логичны неравенствам, известным ранее [17] в теории управления обыкновенными дифферен-
циальными системами для производных функции цены по направлениям.

Статья примыкает к работам [14, 16, 18] по развитию и приложению теории обобщенных
решений [8, 15, 19] уравнений Гамильтона — Якоби для задач управления наследственными
динамическими системами.

1. Принятые обозначения и определения

Пусть t∗, T ∈ R, t∗ < T и C — пространство непрерывных n-мерных функций x[·] =
{

x1[·], x2[·], . . . , xn[·]
}

: [t∗, T ] 7→ R
n. Посредством x[t] обозначаем значение функции x[·] в точке

1Работа выполнена при поддержке Программы государственной поддержки ведущих научных школ
(проект НШ-8512.2006.1) и гранта МД-6133.2006.1.
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t ∈ [t∗, T ], посредством x[α[·]β] — сужение этой функции на [α, β] ⊂ [t∗, T ] (в частности, x[·] =
x[t∗[·]T ], x[t[·]t] = x[t]). Соответственно через C[α,β] обозначаем множество непрерывных n-
мерных функций, определенных на [α, β], и стало быть, C[α,β] =

{

x[α[·]β]
∣

∣x[·] ∈ C
}

.
Символом G обозначаем множество всех возможных пар g =

(

t, x[t∗[·]t]
)

, где t ∈ [t∗, T ],
x[t∗[·]t] ∈ C[t∗,t]. Метрику на G определяем следующим образом:

ρ(g1, g2) = max
i=0,1

ρ
∗(gi+1, g2−i), g1 =

(

t1, x
(1)[t∗[·]t1]

)

, g2 =
(

t2, x
(2)[t∗[·]t2]

)

,

ρ
∗(gi+1, g2−i) = max

ξ∈[t∗,ti+1]

min
η∈[t∗,t2−i]

(

(ξ − η)2 +
∥

∥x
(i+1)[ξ] − x

(2−i)[η]
∥

∥

2
)

1/2

.

Здесь и всюду ниже символ ‖ · ‖ означает евклидову норму вектора. По своей сути вели-
чина ρ(g1, g2) является хаусдорфовым расстоянием между графиками функций x

(1)[t∗[·]t1] и
x

(2)[t∗[·]t2]. Далее для α, β ∈ [t∗, T ], α < β, полагаем G[α,β) =
{

g =
(

t, x[t∗[·]t]
)

∈ G : α ≤ t < β
}

.
Для g =

(

t, x[t∗[·]t]
)

∈ G[t∗,T ) через Lip(g) обозначаем множество функций y[·] ∈ C, каждая из
которых совпадает с x[t∗[·]t] на [t∗, t] и является липшицевой на [t, T ].

Рассмотрим отображение G ∋ g =
(

t, x[t∗[·]t]
)

7→ ψ = ψ(g) = ψ
(

t, x[t∗[·]t]
)

∈ R. Будем
говорить, что функционал ψ кусочно-непрерывен, если существует лишь конечное число точек
разрыва ti : t1 = t∗, ti < ti+1, i = 1, . . . ,m, tm+1 = T , таких, что для любого i = 1, . . . ,m
сужение ψ на множество G[ti,ti+1) непрерывно. Функционал ψ называем [6, 10] коинвариантно

дифференцируемым (ci-дифференцируемым), если для любой пары g =
(

t, x[t∗[·]t]
)

∈ G[t∗,T )

существуют ∂tψ(g) ∈ R и ∇ψ(g) ∈ R
n такие, что при всех y[·] ∈ Lip(g) справедливо равенство

ψ
(

t+ δ, y[t∗[·]t+ δ]
)

− ψ(g) = ∂tψ(g) δ +
〈

∇ψ(g), y[t+ δ] − x[t]
〉

+ oy[·](δ), 0 < δ ≤ T − t,

где oy[·](δ) зависит от выбора y[·] ∈ Lip(g), oy[·](δ)/δ → 0 при δ ↓ 0. Здесь и ниже символ
〈·, ·〉 означает скалярное произведение векторов. Величины ∂tψ и ∇ψ = {∇1ψ,∇2ψ, . . . ,∇nψ}

называем соответственно ci-производной по t и ci-градиентом функционала ψ.

2. Постановка задачи

Рассмотрим динамическую систему, описываемую дифференциальным уравнением

ẏ[τ ] = f
(

τ, y[t∗[·]τ ], u[τ ], v[τ ]
)

, t∗ ≤ t ≤ τ ≤ T, y[τ ] ∈ R
n
, u[τ ] ∈ P, v[τ ] ∈ Q (2.1)

при начальном условии
y[t∗[·]t] = x[t∗[·]t] ∈ C[t∗,t]. (2.2)

Здесь τ — текущее время; y[τ ] и ẏ[τ ] = dy[τ ]/dτ = {y1[τ ]/dτ, y2[τ ]/dτ, . . . , yn[τ ]/dτ} —
значение фазового вектора и, соответственно, скорость его изменения в момент времени τ ;
y[t∗[·]τ ] — история движения, сложившаяся к моменту времени τ ; u[τ ] — текущее воздействие
управления; v[τ ] — воздействие неконтролируемой помехи; P и Q — компакты конечномерных
арифметических пространств; t∗ и T фиксированы, t — момент начала процесса управле-
ния; x[t∗[·]t] — начальная история. Допустимыми являются измеримые по Борелю реализации
управления u[·] : [t, T ) 7→ P и помехи v[·] : [t, T ) 7→ Q. Движение системы (2.1) при начальном
условии (2.2) есть функция y[·] ∈ C, совпадающая с x[t∗[·]t] на [t∗, t], абсолютно непрерывная
на [t, T ] и при почти всех τ ∈ [t, T ] вместе с u[·] и v[·] удовлетворяющая уравнению (2.1). При
этом история движения y[t∗[·]τ ] — сужение этой функции на [t∗, τ ].

Тройку
{

y[·], u[·], v[·]
}

называем реализацией процесса управления. Качество реализации
оценивается показателем

γ = γ
({

y[·], u[·], v[·]
})

= σ
(

y[·]
)

−

T
∫

t

h
(

τ, y[t∗[·]τ ], u[τ ], v[τ ]
)

dτ. (2.3)
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Цель управления — доставить этому показателю как можно меньшее значение. Действия
помехи непредсказуемы и могут быть самыми неблагоприятными.

Мы предполагаем, что

(F1) отображения f : G × P × Q 7→ R
n, h : G × P × Q 7→ R и σ : C 7→ R непрерывны;

(F2) для любых
(

τ, y[t∗[·]τ ]
)

∈ G, u ∈ P и v ∈ Q имеет место оценка

(

∥

∥f
(

τ, y[t∗[·]τ ], u, v
)∥

∥

2
+ h

2
(

τ, y[t∗[·]τ ], u, v
)

)

1/2

≤ Λ
(

τ, y[t∗[·]τ ]
)

=
(

1 + max
t∗≤ξ≤τ

∥

∥y[ξ]
∥

∥

)

c.

Обозначим

Y = Y
(

t, x[t∗[·]t]
)

=
{

y[·] ∈ Lip
(

t, x[t∗[·]t]
)

: ‖ẏ[τ ]‖ ≤ Λ
(

τ, y[t∗[·]τ ]
)

п. в. на [t, T ]
}

. (2.4)

В силу условия (F2) для любой возможной реализации
{

y[·], u[·], v[·]
}

справедливо вклю-
чение y[·] ∈ Y . Предполагаем далее выполненным следующее условие (см. [18]):

(F3) существует неотрицательный, непрерывный и ci-дифференцируемый функционал

G ∋ g =
(

τ, w[t∗[·]τ ]
)

7→ νε = νε(g) = νε

(

τ, w[t∗[·]τ ]
)

∈ R, ε > 0,

такой, что

• ci-производная ∂τνε и компоненты ∇iνε (i = 1, 2, . . . , n) ci-градиента ∇νε этого функ-
ционала кусочно-непрерывны;

• имеет место оценка νε

(

τ, w[t∗[·]τ ] ≡ 0
)

≤ ε;

• для любых K,µ > 0 существует ε > 0 такое, что для всех y[·], z[·] ∈ Y из условия
νε

(

T,w[t∗[·]T ]
)

< K, где w[·] = y[·] − z[·], вытекает неравенство
∣

∣σ
(

y[·]
)

− σ
(

z[·]
)∣

∣ < µ;

• при любых τ ∈ [t∗, T ), y[·], z[·] ∈ Y справедливо неравенство

∂τνε

(

τ, w[t∗[·]τ ]
)

+H
(

τ, y[t∗[·]τ ],∇νε

(

τ, w[t∗[·]τ ]
)

)

−H
(

τ, z[t∗[·]τ ],∇νε

(

τ, w[t∗[·]τ ]
)

)

≤ 0,

где w[·] = y[·] − z[·] и

H
(

τ, y[t∗[·]τ ], s
)

= min
u∈P

max
v∈Q

[

〈

s, f
(

τ, y[t∗[·]τ ], u, v
)〉

− h
(

τ, y[t∗[·]τ ], u, v
)

]

. (2.5)

Условия (F1), (F2) обеспечивают существование движения y[·] системы (2.1), (2.2) при
любых допустимых реализациях u[·] и v[·]. Условие (F3) выполняется (см. [18]), например,
для липшицевых систем с распределенным последействием, а также для линейных систем с
сосредоточенными запаздываниями.

Стратегию управления отождествим с произвольной функцией U = U
(

τ, y[t∗[·]τ ]
)

∈ P. Про-
цесс управления на базе стратегии U осуществляется в дискретной по времени схеме. Выбира-
ется разбиение отрезка времени [t, T ]: ∆u =

{

τ
u
i : τ

u
1

= t, τ
u
i+1

> τ
u
i , i = 1, . . . , N, τu

N+1
= T

}

,

и последовательно по шагам этого разбиения в цепи обратной связи формируется реализация
управления

u[τ ] = U
(

τ
u
i , y[t∗[·]τ

u
i ]
)

, τ
u
i ≤ τ < τ

u
i+1
, i = 1, . . . , N. (2.6)

Символом S
∗(
t, x[t∗[·]t], U,∆u

)

обозначим множество всех возможных реализаций рассмат-
риваемого процесса управления, которые отвечают выбранным стратегии U и разбиению ∆u.
Таким образом, это множество состоит из троек

{

y[·], u[·], v[·]
}

таких, что v[·] : [t, T ) 7→ Q — из-
меримая по Борелю функция, u[·] — кусочно-постоянная функция вида (2.6), y[·] : [t∗, T ] 7→ R

n
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— удовлетворяющая условию (2.2) непрерывная функция, которая на [t, T ] абсолютно непре-
рывна и почти всюду вместе с u[·], v[·] удовлетворяет уравнению (2.1).

Следуя принципу гарантированного результата, определим величину

Γ
(

t, x[t∗[·]t], U,∆
u
)

= sup
{

γ :
{

y[·], u[·], v[·]
}

∈ S
∗(
t, x[t∗[·]t], U,∆

u
)

}

. (2.7)

Тогда оптимальным гарантированным результатом управления будет

ϕ
(

t, x[t∗[·]t]
)

= inf
U, ∆u

Γ
(

t, x[t∗[·]t], U,∆
u
)

. (2.8)

Величина (2.8) определяет функционал ϕ : G 7→ R, который мы называем функционалом

цены в задаче управления (2.1)–(2.3). При t = T этот функционал удовлетворяет равенству

ϕ
(

T, x[t∗[·]T ]
)

= σ
(

x[·]
)

, x[t∗[·]T ] = x[·] ∈ C. (2.9)

Ниже исследуются инфинитезимальные свойства этого функционала при t∗ ≤ t < T .

3. Формулировка результата

Пусть ψ : G 7→ R, g =
(

t, x[t∗[·]t]
)

∈ G[t∗,T ), F — выпуклый компакт из R
n, ε > 0, [F]ε —

замкнутая ε-окрестность F в R
n. Введем понятие нижней d−{

ψ(g)|F
}

и верхней d+
{

ψ(g)|F
}

правых производных функционала ψ по многозначному направлению F (см. [14]):

d−{
ψ(g)|F

}

= lim
ε↓0

inf
y[·]∈Ω(g,F,ε)

lim inf
δ↓0

[

ψ
(

t+ δ, y[t∗[·]t+ δ]
)

− ψ(g)
]

δ
−1
,

d+
{

ψ(g)|F
}

= lim
ε↓0

sup
y[·]∈Ω(g,F,ε)

lim sup
δ↓0

[

ψ
(

t+ δ, y[t∗[·]t+ δ]
)

− ψ(g)
]

δ
−1
.

(3.1)

Здесь

Ω(g,F, ε) =
{

y[·] ∈ Lip(g) : ẏ[τ ] ∈ [F]ε для п. в. τ ∈ [t, T ]
}

.

Отметим, что производные d−{
ψ(g)|F

}

и d+
{

ψ(g)|F
}

могут принимать несобственные зна-
чения ±∞.

Теорема 1. При условиях (F1)–(F3) функционал цены ϕ : G 7→ R является единствен-

ным непрерывным функционалом, который удовлетворяет равенству (2.9) и паре следующих

дифференциальных неравенств:

d−{
ϕ(g) − 〈s, x[t]〉 |B(g)

}

+H(g, s) ≤ 0, (3.2)

d+
{

ϕ(g) − 〈s, x[t]〉 |B(g)
}

+H(g, s) ≥ 0, (3.3)

g =
(

t, x[t∗[·]t]
)

∈ G[t∗,T ), s ∈ R
n
,

где B(g) =
{

f ∈ R
n : ‖f‖ ≤ Λ(g)

}

, величина Λ взята из условия (F2).

4. Схема доказательства

В силу условий (F1), (F2) гамильтониан H
(

τ, y[t∗[·]τ ], s
)

, определяемый равенством (2.5),
обладает следующими свойствами:

(H1) отображение H : G × R
n 7→ R непрерывно;
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(H2) выполняется условие Липшица по s:

∣

∣H
(

τ, y[t∗[·]τ ], s
′)−H

(

τ, y[t∗[·]τ ], s
′′)∣
∣ ≤ Λ

(

τ, y[t∗[·]τ ]
)
∥

∥s
′−s′′

∥

∥,
(

τ, y[t∗[·]τ ]
)

∈ G, s′, s′′ ∈ R
n;

(H3) справедлива оценка:
∣

∣H
(

τ, y[t∗[·]τ ], 0
)
∣

∣ ≤ Λ
(

τ, y[t∗[·]τ ]
)

,
(

τ, y[t∗[·]τ ]
)

∈ G.

Согласно результатам работы [16] при этих условиях существуют полунепрерывный снизу
функционал ϕ

− : G 7→ R и полунепрерывный сверху функционал ϕ
+ : G 7→ R, которые, как и

функционал цены ϕ, удовлетворяют равенству (2.9), а кроме того, связаны неравенством

ϕ
−(
t, x[t∗[·]t]

)

≤ ϕ
+
(

t, x[t∗[·]t]
)

,
(

t, x[t∗[·]t]
)

∈ G, (4.1)

и обладают следующими свойствами:

(P−) для любых
(

t, x[t∗[·]t]
)

∈ G[t∗,T ) и s ∈ R
n существует y[·] ∈ Y

(

t, x[t∗[·]t]
)

такая, что

ϕ
−(
τ, y[t∗[·]τ ]

)

− ϕ
−(
t, x[t∗[·]t]

)

≤
〈

y[τ ] − x[t], s
〉

−

τ
∫

t

H
(

ξ, y[t∗[·]ξ], s
)

dξ, τ ∈ [t, T ];

(P+) для любых
(

t, x[t∗[·]t]
)

∈ G[t∗,T ) и s ∈ R
n существует y[·] ∈ Y

(

t, x[t∗[·]t]
)

такая, что

ϕ
+
(

τ, y[t∗[·]τ ]
)

− ϕ
+
(

t, x[t∗[·]t]
)

≥
〈

y[τ ] − x[t], s
〉

−

τ
∫

t

H
(

ξ, y[t∗[·]ξ], s
)

dξ, τ ∈ [t, T ].

Свойства (P−) и (P+) характеризуют функционалы ϕ
− и ϕ

+ соответственно как верхнее
и нижнее обобщенные решения [15] уравнения типа Гамильтона–Якоби c ci-производными:

∂tϕ
(

t, x[t∗[·]t]
)

+H

(

t, x[t∗[·]t],∇ϕ
(

t, x[t∗[·]t]
)

)

= 0,
(

t, x[t∗[·]t]
)

∈ G[t∗,T ). (4.2)

В [16] также показано, что при условиях (H1)–(H3) для полунепрерывных снизу функци-
оналов свойство (P−) эквивалентно дифференциальному неравенству (3.2), а для полунепре-
рывных сверху функционалов свойство (P+) эквивалентно неравенству (3.3). Таким образом,
чтобы доказать теорему 1, достаточно установить равенство

ϕ
−(
t, x[t∗[·]t]

)

= ϕ
(

t, x[t∗[·]t]
)

= ϕ
+
(

t, x[t∗[·]t]
)

,
(

t, x[t∗[·]t]
)

∈ G. (4.3)

Для этого сначала рассмотрим стратегию U
e
ε экстремального прицеливания по функцио-

налу ϕ− в направлении ci-градиентов функционала νε из условия (F3) (см. [18]):

U
e
ε

(

τ, y[t∗[·]τ ]
)

∈ arg min
u∈P

{

max
v∈Q

[

〈

s
−
e , f

(

τ, y[t∗[·]τ ], u, v
)〉

− h
(

τ, y[t∗[·]τ ], u, v
)

]}

,

где

s
−
e = ∇νε

(

τ, w
−
e [t∗[·]τ ]

)

, w
−
e [t∗[·]τ ] =

{

w
−
e [ξ] = y[ξ] − z

−
e [ξ], t∗ ≤ ξ ≤ τ

}

,

z
−
e [·] ∈ arg min

z[·]∈Y

[

ϕ
−(
τ, z[t∗[·]τ ]

)

+νε

(

τ, w
−[t∗[·]τ ]

)

]

, w
−[t∗[·]τ ] =

{

w
−[ξ] = y[ξ]−z[ξ], t∗ ≤ ξ ≤ τ

}

.

Фигурирующее здесь множество Y = Y
(

t, x[t∗[·]t]
)

определено согласно (2.4).

Опираясь на свойство (P−) и условие (F3), можно показать [18], что, каково бы ни было
число ζ > 0, всегда найдутся такие число ε > 0 и разбиение ∆u отрезка времени [t, T ], при
которых для всякой реализации процесса управления

{

y[·], u[·], v[·]
}

∈ S
∗(
t, x[t∗[·]t], U e

ε ,∆
u
)
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будет выполняться неравенство γ ≤ ϕ
−(
t, x[t∗[·]t]

)

+ ζ. Отсюда по определениям (2.7) и (2.8)
величин Γ и ϕ имеем

ϕ
(

t, x[t∗[·]t]
)

≤ Γ
(

t, x[t∗[·]t], U
e
ε ,∆

u
)

≤ ϕ
−(
t, x[t∗[·]t]

)

. (4.4)

Теперь, вновь используя правило прицеливания в направлении ci-градиентов вспомогатель-
ного функционала νε, по функционалу ϕ+ определим экстремальную контрстратегию помехи:

V
e
ε

(

τ, y[t∗[·]τ ], u
)

∈ arg max
v∈Q

{

〈

s
+

e , f
(

τ, y[t∗[·]τ ], u, v
)〉

− h
(

τ, y[t∗[·]τ ], u, v
)

}

,

где

s
+

e = ∇νε

(

τ, w
+

e [t∗[·]τ ]
)

, w
+

e [t∗[·]τ ] =
{

w
+

e [ξ] = z
+

e [ξ] − y[ξ], t∗ ≤ ξ ≤ τ

}

,

z
+

e [·] ∈ arg max
z[·]∈Y

[

ϕ
+
(

τ, z[t∗[·]τ ]
)

−νε

(

τ, w
+[t∗[·]τ ]

)

]

, w
+[t∗[·]τ ] =

{

w
+[ξ] = z[ξ]−y[ξ], t∗ ≤ ξ ≤ τ

}

.

В силу известных теорем об измеримом выборе (см., например, [20, I.7]) можно считать, что
для фиксированных

(

τ, y[t∗[·]τ ]
)

∈ G отображение P ∋ u 7→ V
e
ε

(

τ, y[t∗[·]τ ], u
)

∈ Q измеримо по
Борелю. Зададимся разбиением ∆v =

{

τ
v
j : τv

1
= t, τ

v
j+1

> τ
v
j , j = 1, . . . ,M, t

v
M+1

= T
}

отрезка

времени [t, T ]. Пусть S∗
(

t, x[t∗[·]t], V e
ε ,∆

v
)

— множество всех возможных троек
{

y[·], u[·], v[·]
}

таких, что u[·] : [t, T ) 7→ P — измеримая по Борелю функция, v[·] — функция вида

v[τ ] = V
e
ε

(

τ
v
j , y[t∗[·]τ

v
j ], u[τ ]

)

, τ
v
j ≤ τ < τ

v
j+1, j = 1, . . . ,M, (4.5)

y[·] ∈ C удовлетворяет начальному условию (2.2), абсолютно непрерывна на [t, T ] и при почти
всех τ ∈ [t, T ] вместе с u[·], v[·] удовлетворяет уравнению (2.1). Отметим, что при условиях (F1),
(F2) множество S∗

(

t, x[t∗[·]t], V e
ε ,∆

v
)

непусто, а получаемая согласно (4.5) реализация помехи
v[·] : [t, T ) 7→ Q будет измеримой по Борелю, т.е. допустимой. Опираясь на свойство (P+)
и условие (F3) и проводя с должными изменениями рассуждения из [18], можно показать,
что для всякого ζ > 0 за счет выбора параметра ε > 0 и разбиения ∆v можно обеспечить
неравенство

γ
({

y[·], u[·], v[·]
})

≥ ϕ
+
(

t, x[t∗[·]t]
)

− ζ,
{

y[·], u[·], v[·]
}

∈ S∗
(

t, x[t∗[·]t], V
e
ε ,∆

v
)

.

Так как S∗
(

t, x[t∗[·]t], V e
ε ,∆

v
)

∩ S
∗(
t, x[t∗[·]t], U,∆u

)

6= ∅, каковы бы ни были стратегия
управления U и разбиение ∆u, то отсюда, если учесть (2.7), (2.8), выводим

ϕ
+
(

t, x[t∗[·]t]
)

≤ ϕ
(

t, x[t∗[·]t]
)

. (4.6)

Неравенства (4.1), (4.4) и (4.6) доказывают равенство (4.3).

5. Частные случаи

Используя формулы, полученные в [14] для вычисления правых производных функциона-
лов по многозначным направлениям, приведем конкретизацию дифференциальных неравенств
(3.2) и (3.3) для типичных классов функционалов ϕ.

5.1. Коинвариантно дифференцируемые функционалы

Если функционал ϕ : G 7→ R является ci-дифференцируемым, то

d∓{
ϕ(g) − 〈s, x[t]〉 |B(g)

}

= ∂tϕ(g) ∓ Λ(g)‖∇ϕ(g) − s‖, g =
(

t, x[t∗[·]t]
)

,

откуда, учитывая свойство (H2) гамильтониана H, получаем, что для ci-дифференцируемых
функционалов пара неравенств (3.2), (3.3) эквивалентна уравнению (4.2). Таким образом, нера-
венства (3.2), (3.3) являются естественным обобщением уравнения (4.2) на негладкий случай.
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5.2. Кусочно ci-гладкие функционалы

Пусть функционал ϕ представим в виде:

ϕ(g) = min
i∈I

max
j∈J

ψij(g), g =
(

t, x[t∗[·]t]
)

∈ G, (5.1)

где ψij : G 7→ R — непрерывные ci-дифференцируемые функционалы, I и J — конечные
множества. Обозначим

I0(g) =
{

i0 ∈ I : max
j∈J

ψi0j(g) = ϕ(g)
}

, J0(g, i) =
{

j0 ∈ J : ψij0(g) = max
j∈J

ψij(g)
}

.

Тогда неравенства (3.2), (3.3) обращаются соответственно в неравенства:

min
‖f‖≤Λ(g)

min
i∈I0(g)

max
j∈J0(g,i)

[

∂tψij(g) +
〈

∇ψij(g) − s , f
〉

]

+H(g, s) ≤ 0,

max
‖f‖≤Λ(g)

min
i∈I0(g)

max
j∈J0(g,i)

[

∂tψij(g) +
〈

∇ψij(g) − s , f
〉

]

+H(g, s) ≥ 0.

Функционалы вида (5.1) не исчерпывают всего многообразия кусочно ci-гладких функци-
оналов, однако и в более общих случаях также можно получить подобные формулы.

5.3. Огибающие семейства ci-гладких функционалов

Рассмотрим функционал

ϕ(g) = max
l∈L

[

ψ(g, l) + µ(l)
]

, g =
(

t, x[t∗[·]t]
)

∈ G. (5.2)

Пусть L — компакт конечномерного арифметического пространства, µ : L 7→ [−∞,+∞)
— полунепрерывная сверху функция, ψ : G × L 7→ R — непрерывный функционал, который
обладает следующим свойством ci-дифференцируемости: для любых g =

(

t, x[t∗[·]t]
)

∈ G[t∗,T )

и l ∈ L существуют ci-производная ∂tψ(g, l) ∈ R по t и ci-градиент ∇ψ(g, l) ∈ R
n такие, что

при любом выборе y[·] ∈ Lip(g) будет справедливо равенство

ψ
(

t+ δ, y[t∗[·]t+ δ], l
)

− ψ(g, l) = ∂tψ(g, l)δ +
〈

∇ψ(g, l), y[t + δ] − x[t]
〉

+ oy[·](δ), δ ∈ (0, T − t],

причем oy[·](·) зависит от y[·] ∈ Lip(g) и не зависит от l ∈ L, oy[·](δ)/δ → 0 при δ ↓ 0, отображе-
ния L ∋ l 7→ ∂tψ(g, l) ∈ R и L ∋ l 7→ ∇ψ(g, l) ∈ R

n непрерывны.

Обозначим

L
0(g) =

{

l
0 ∈ L : ϕ(g) = ψ(g, l0) + µ(l0)

}

.

Тогда для функционала (5.2) дифференциальные неравенства (3.2), (3.3) эквивалентны
соответственно неравенствам:

min
‖f‖≤Λ(g)

max
l∈L

0(g)

[

∂tψ(g, l) +
〈

∇ψ(g, l) − s , f
〉

]

+H(g, s) ≤ 0, (5.3)

max
‖f‖≤Λ(g)

max
l∈L

0(g)

[

∂tψ(g, l) +
〈

∇ψ(g, l) − s , f
〉

]

+H(g, s) ≤ 0. (5.4)
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5.4. Функционалы, удовлетворяющие условию Липшица

Рассмотрим еще случай, когда функционал ϕ удовлетворяет следующему условию локаль-
ной липшицевости: для любого компакта D ⊂ C найдется такое число λ = λ(D) > 0, что при
всех t ∈ [t∗, T ], x[·], y[·] ∈ D будет выполняться неравенство

∣

∣ϕ
(

t, x[t∗[·]t]
)

− ϕ
(

t, y[t∗[·]t]
)
∣

∣ ≤ λ

( t
∫

t∗

∥

∥x[τ ] − y[τ ]
∥

∥

2
dτ +

∥

∥x[t] − y[t]
∥

∥

2

)

1/2

. (5.5)

Покажем, что в этом случае в неравенствах (3.2) и (3.3) можно перейти от производных по
многозначному направлению B(g) к производным по конечномерным направлениям f ∈ B(g).

Обозначим

∂
−{
ϕ(g)|f

}

= lim inf
δ↓0

[

ϕ
(

t+ δ, yf [t∗[·]t+ δ]
)

− ϕ(g)
]

δ
−1
,

∂
+
{

ϕ(g)|f
}

= lim sup
δ↓0

[

ϕ
(

t+ δ, yf [t∗[·]t+ δ]
)

− ϕ(g)
]

δ
−1
.

(5.6)

Здесь g =
(

t, x[t∗[·]t
)

∈ G[t∗,T ), f ∈ R
n, функция yf [·] определяется согласно равенству

yf [τ ] =







x[τ ] при τ ∈ [t∗, t),

x[t] + (τ − t)f при τ ∈ [t, T ].

Величины ∂
−{
ϕ(g)|f

}

и ∂+
{

ϕ(g)|f
}

представляют собой нижнюю и верхнюю правые про-
изводные функционала ϕ по направлению f в точке g. Отметим, что при условии (5.5) отоб-
ражения R

n ∋ f 7→ ∂
∓{
ϕ(g)|f

}

∈ R являются локально липшицевыми.
Обратимся к неравенству (3.2). Так как для любых ε > 0, f ∈ B(g) справедливо включение

yf [·] ∈ Ω
(

g,B(g), ε
)

, то в соответствии с (3.1), (5.6) имеем

d−
{

ϕ(g) − 〈s, x[t]〉 |B(g)
}

≤ min
f∈B(g)

[

∂
−{
ϕ(g)|f

}

− 〈s, f〉
]

. (5.7)

С другой стороны, из (3.1) вытекает, что найдутся такие последовательности εk ↓ 0, δk ↓ 0
и yk[·] ∈ Ω

(

g,B(g), εk
)

, k = 1, 2, . . . , для которых будет выполняться равенство

d−
{

ϕ(g)−〈s, x[t]〉 |B(g)
}

= lim
k→∞

[

ϕ
(

t+ δk, yk[t∗[·]t+ δk]
)

−ϕ(g)−
〈

s, yk[t+ δk]−x[t]
〉

]

δ
−1

k . (5.8)

Пусть fk =
(

yk[t+ δk]−x[t]
)

δ
−1

k . Поскольку ẏk[τ ] ∈
[

B(g)
]εk при почти всех τ ∈ [t, t+ δk], то

по теореме о среднем значении вектор-функции [21, разд. 5, лемма 12] имеем fk ∈
[

B(g)
]εk ⊂

[

B(g)
]ε1 . Следовательно, без ограничения общности рассуждений можно считать, что fk →

f∗ ∈ B(g), т.е. существуют такие f∗ ∈ B(g) и rk ∈ R
n, что fk = f∗ + rk и ‖rk‖ → 0 при k → ∞.

Опираясь на условие (5.5), полагая при этом D = Ω
(

g,B(g), ε1
)

, выводим оценку

ϕ
(

t+δk, yk[t∗[·]t+δk]
)

≥ ϕ
(

t+δk, yf∗ [t∗[·]t+δk]
)

−
λ
√

3

(

2
(

Λ(g)+εk
)

√

δk +‖rk‖
√

3 + δk

)

δk. (5.9)

Из (5.8), (5.9), учитывая (5.6) и равенство yk[t+ δk] − x[t] = (f∗ + rk)δk, получаем, что

d−
{

ϕ(g) − 〈s, x[t]〉 |B(g)
}

≥ ∂
−{
ϕ(g)|f∗

}

− 〈s, f∗〉 ≥ min
f∈B(g)

[

∂
−{
ϕ(g)|f

}

− 〈s, f〉
]

. (5.10)

Из (5.7), (5.10) заключаем, что имеет место равенство

d−
{

ϕ(g) − 〈s, x[t]〉 |B(g)
}

= min
f∈B(g)

[

∂
−{
ϕ(g)|f

}

− 〈s, f〉
]

.
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Итак, для функционалов ϕ, удовлетворяющих условию Липшица (5.5), неравенство (3.2)
переписывается в следующем виде:

min
f∈B(g)

[

∂
−{
ϕ(g)|f

}

− 〈s, f〉
]

+H(g, s) ≤ 0. (5.11)

Подобным образом из неравенства (3.3) выводим

max
f∈B(g)

[

∂
+
{

ϕ(g)|f
}

− 〈s, f〉
]

+H(g, s) ≥ 0. (5.12)

Заметим, что неравенства (5.11) и (5.12) аналогичны неравенствам, известным [15,17] для
функции цены в задачах управления обыкновенными дифференциальными системами.

6. Пример

Пусть динамика системы, имеющей двумерный фазовый вектор y = {y1, y2} ∈ R
2, описы-

вается уравнениями

ẏ1[τ ] =

τ
∫

0

ln(1 + τ + ξ)y2[ξ]dξ + u[τ ], ẏ2[τ ] = v[τ ], 0 ≤ t ≤ τ ≤ T,

∣

∣u[τ ]
∣

∣ ≤ a,

∣

∣v[τ ]
∣

∣ ≤ b (6.1)

с начальным условием

y[ξ] =
{

y1[ξ], y2[ξ]
}

=
{

x1[ξ], x2[ξ]
}

= x[ξ], 0 ≤ ξ ≤ t. (6.2)

Показатель качества процесса управления имеет вид

γ =
∣

∣y1[T ] + y2[t
∗]
∣

∣−

T
∫

t

√

a2 − u2[τ ] dτ. (6.3)

Постоянные a, b > 0, начальный момент t ∈ [0, T ) и начальная история x[0[·]t] ∈ C[0,t],
промежуточный момент времени t

∗ ∈ [0, T ) и терминальный момент T > 0 известны.
Согласно (2.5) определим гамильтониан системы (6.1), (6.3):

H
(

t, x[0[·]t], s
)

= s1

t
∫

0

ln(1 + t+ τ)x2[τ ]dτ − a

√

1 + s2
1
+ b |s2|. (6.4)

Далее обозначим

ϑ(t, τ) =

T
∫

t

ln(1 + τ + ξ)dξ, ω1(t) =

T
∫

t

ξ
∫

t

ln(1 + ξ + τ)dτdξ, ω2(t) =

{

ω1(t) + 1, t < t
∗
,

ω1(t), t ≥ t
∗
,

ω3(t) = b

T
∫

t

ω2(τ)dτ, ̺
(

t, x[0[·]t]
)

= x1[t] + ω1(t)x2[t] +

t
∫

0

ϑ(t, τ)x2[τ ] dτ +

{

x2[t], t < t
∗
,

x2[t
∗], t ≥ t

∗
.

Для системы (6.1), (6.3) выполняются (см. [18]) условия (F1)–(F3), при этом в условии (F3)
можно взять νε

(

t, w[0[·]t]
)

= (2ε)−1
̺
2
(

t, w[0[·]t]
)

. Каковы бы ни были допустимые реализации
u[·] : [t, T ) 7→ [−a, a] и v[·] : [t, T ) 7→ [−b, b], для соответствующей реализации y[·] =

{

y1[·], y2[·]
}

:
[0, T ] 7→ R

2 движения системы (6.1) при начальном условии (6.2) имеет место равенство

y1[T ] + y2[t
∗] = ̺

(

t, x[0[·]t]
)

+

T
∫

t

(

ω2(τ)v[τ ] + u[τ ]
)

dτ.
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Опираясь на это равенство, найдем величину программного максимина:

ϕ
(

t, x[0[·]t]
)

= max
v[·]

min
u[·]

γ = max
|l|≤1

[

ρ
(

t, x[0[·]t]
)

l − (T − t) a
√

1 + l2 + ω3(t)|l|
]

. (6.5)

В общем случае программный максимин может оказаться меньше, чем величина оптималь-
ного гарантированного результата, однако в рассматриваемом частном случае (6.1), (6.3) эти
величины совпадают. Чтобы в этом убедиться, воспользуемся теоремой 1. Пусть g =

(

t, x[0[·]t]
)

.
Через ψ(g, l) обозначим величину, стоящую в (6.5) в квадратных скобках. Тогда равенство (6.5)
перепишется в виде ϕ(g) = max|l|≤1ψ(g, l), причем функционал ψ(g, l) удовлетворяет всем
требованиям, перечисленным в разд. 5.3. Следовательно, достаточно проверить выполнение
неравенств (5.3) и (5.4). Прямым вычислением с учетом равенства (6.4) получаем

∂tψ(g, l) = −H
(

g,∇ψ(g, l)
)

, ∇ψ(g, l) =
{

l, ω2(t)l
}

. (6.6)

Пусть L
0(g) — множество тех значений l = l

0, на которых достигается максимум в (6.5).
Выполнение неравенства (5.4) обосновывает следующая цепочка соотношений:

0 ≤ max
l∈L

0(g)

[

H(g, s) −H
(

g,∇ψ(g, l)
)

+ Λ(g)‖∇ψ(g, l) − s‖
]

= max
‖f‖≤Λ(g)

max
l∈L

0(g)

[

∂tψ(g, l) +
〈

∇ψ(g, l) − s, f
〉

]

+H(g, s).

Здесь неравенство имеет место в силу свойства (H2) гамильтониана (6.4). Обратимся к
неравенству (5.3). Если ̺(g) 6= 0, то в (6.5) существует единственное максимизирующее значе-
ние l = l

0, т. е. L
0(g) =

{

l
0
}

. В этом случае, вновь в силу свойства (H2), имеем

0 ≥ H(g, s) −H
(

g,∇ψ(g, l0)
)

− Λ(g)‖∇ψ(g, l0) − s‖

= min
‖f‖≤Λ(g)

max
l∈L

0(g)

[

∂tψ(g, l) +
〈

∇ψ(g, l) − s, f
〉

]

+H(g, s).

Если же ̺(g) = 0, то L
0(g) =

{

± β
}

, где β ∈ [0, 1] однозначно определяется соотношением

ω3(t)β − (T − t)a
√

1 + β2 = max
α∈[0,1]

[

ω3(t)α− (T − t)a
√

1 + α2

]

. (6.7)

Из (6.7) и свойств функций ω2(t), ω3(t) вытекает, что справедливо равенство

max
|l|≤β

[

b ω2(t)|l| − a

√

1 + l2
]

= b ω2(t)β − a

√

1 + β2. (6.8)

Учитывая (6.4), (6.6), (6.8) и свойство (H2), в случае ̺(g) = 0 выводим

0 ≥ max
|l|≤β

[

− l

t
∫

0

ln(1 + t+ τ)x2[τ ]dτ − Λ(g)‖∇ψ(g, l) − s‖

]

+ a

√

1 + β2 − b ω2(t)β +H(g, s)

≥ min
‖f‖≤Λ(g)

max
|l|=β

[

−H
(

g,∇ψ(g, l)
)

+
〈

∇ψ(g, l) − s, f
〉

]

+H(g, s)

= min
‖f‖≤Λ(g)

max
l∈L

0(g)

[

∂tψ(g, l) +
〈

∇ψ(g, l) − s, f
〉

]

+H(g, s).

Итак, функционал (6.5) действительно удовлетворяет неравенствам (5.3) и (5.4). По тео-
реме 1 он является функционалом цены в задаче управления (6.1)–(6.3). Соответствующие
экстремальные стратегии U

e
ε и V

e
ε , обеспечивающие достижимость результата (6.5) (как для

управления, так и для помехи), построены в [18].
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ОЦЕНКИ СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ ОДНОГО АЛГОРИТМА

ДИНАМИЧЕСКОЙ РЕКОНСТРУКЦИИ1

А.С. Мартьянов

В статье получены конструктивные (наиболее актуальные с точки зрения практического применения)

оценки точности одного алгоритма динамической аппроксимации неизвестного входа. Для полного пред-

ставления о действенности алгоритма целесообразно указать, помимо верхней оценки его точности, также

и нижнюю оценку; при этом наиболее информативным является тот случай, когда верхняя и нижняя оцен-

ки совпадают по порядку (относительно показателя точности наблюдения). На выявление именно такого

рода оценок нацелена данная работа.

1. Постановка задачи

Рассмотрим динамическую систему, описываемую нелинейным дифференциальным уравне-
нием

ẏ(t) = f(y(t)) + Bu(t), t ∈ [0, T ], y(0) = y0, (1.1)

где y(t) ∈ R
q — фазовое состояние системы, B — (q × n)-мерная матрица, f(·) — q-мерная

вектор-функция, удовлетворяющая условию Липшица. Задачу динамической реконструкции
входа по неточным измерениям выхода [1] сформулируем следующим образом. Траектория
системы y(·) = y(·; y0, u(·)) порождается некоторым меняющимся во времени входным воздей-
ствием u(·) ∈ UT . Здесь UT = L2(T, R

n) — множество допустимых входов. Изначально как y(·),
так и u(·) не заданы. В дискретные достаточно частые моменты времени τi ∈ ∆ (∆ = {τi}

m
i=0

,
τ0 = 0, τi+1 = τi + δ, τm = T ) производятся измерения состояния системы y(τi). Результат
измерений — векторы η

h(τi) ∈ R
q — неточен:

|ηh(τi) − y(τi)| ≤ h. (1.2)

Здесь величина h характеризует погрешность измерения. Введем множество h-точных резуль-
татов измерений Ξh = Ξh(y(·)), т.е. множество всех кусочно-постоянных функций η

h(·) со
значениями в R

q, удовлетворяющих (1.2). Пусть U(y(·)) = {u(·) ∈ UT : y(·) = y(·; y0, u(·))} —
совокупность управлений, порождающих движение y(·), и u∗(·) = arg min{|u(·)|L2(T ;Rn) : u(·) ∈
U(y(·))} — единственно. Требуется указать алгоритм, позволяющий по результатам измерений
выхода (1.2) осуществить процесс динамического восстановления входа u∗(·). Так как точное
восстановление невозможно (из-за неточности и дискретности проводимых измерений η

h(·)),
то необходимо вычислять некоторое приближение u

h(·), которое должно быть тем лучше, чем
меньше величина погрешности измерения и чем плотнее разбиение ∆ промежутка T .

Сформулированная выше задача относится к классу задач динамического оценивания
неизвестных характеристик по результатам измерений [1,2]. В работе [3] предложен алгоритм
решения поставленной задачи для случая, когда входное воздействие неограничено, является
элементом пространства L2(T ; Rn). Там же при выполнении условия согласования параметров
алгоритма

h → 0, δ(h) → 0, α(h) → 0,
h + δ(h)

α(h)
→ 0 (1.3)

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 06-01-00359), Программы поддержки
фундаментальных исследований Прездиума РАН №22 “Процессы управления” и Программы поддерж-
ки ведущих научных школ (проект НШ-7581.2006.1).
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установлен факт сильной сходимости u
h(·) к u∗(·) в метрике пространства L2(T ; Rn), и полу-

чена верхняя оценка скорости сходимости:

|uh(·) − u∗(·)|
2

L2(T ;Rn)
≤ c1

h + δ(h)

α(h)
+ c2(α(h) + δ(h) + h)1/2

,

где c1 и c2 — некоторые постоянные, α(h) : (0, 1] → R
+ — параметр регуляризации. Видно, что

установленная оценка имеет наивысший порядок точности при δ(h) = O(h), α(h) = O(h2/3) и
этот порядок равен O(h1/6).

В настоящей статье для данного алгоритма проведен анализ скорости сходимости с по-
лучением более тонких оценок точности (порядка O(h1/4)). Установлен класс корректности
входов, для которого верхняя оценка является равномерной относительно этого класса, а так-
же проведено исследование наиболее информативного случая, когда верхняя и нижняя оценки
точности совпадают по порядку (относительно показателя точности наблюдения). Для других
динамических алгоритмов реконструкции некоторые нижние оценки приведены в [4–7]. При
этом в работах [4–6] рассмотрены случаи, когда управления стеснены “мгновенными” огра-
ничениями, т.е. u(t) ∈ P , P — выпуклое замкнутое множество в R

n. Статья [7] посвящена
стационарным линейным параболическим уравнениям.

Опишем алгоритм решения сформулированной задачи, следуя [3]. Сначала выбирается
семейство равномерных разбиений отрезка T :

∆h = {τh,i}
mh

i=0
, τh,0 = 0, τh,i+1 = τh,i + δ(h), τh,mh

= T. (1.4)

Затем вводится вспомогательная динамическая система M (называемая моделью). В нашем
случае модель — это система вида

ẇ
h(t) = f(ηh

i ) + Bu
h(t) + ν

h(t), w
h(0) = y0, (1.5)

t ∈ [τh,i, τh,i+1) (i = 0, 1, . . . ,mh − 1),

где w
h(t) ∈ R

q — фазовая траектория модели, η
h
i = η

h(τh,i). После выбора модели указыва-
ется закон формирования управлений u

h(·) и ν
h(·). Этот закон отождествляется с функцией

Uh, ставящей в соответствие каждой тройке (τh,i, η
h(τh,i), w

h(τh,i)) (i = 0, 1, . . . ,mh − 1) пару
векторов {uh

i , ν
h
i } = Uh(τh,i, η

h(τh,i), w
h(τh,i)) по правилу

u
h
i =

B
′ (

η
h
i − w

h(τh,i)
)

α(h)
, ν

h
i =

cδ(h)
(

η
h
i − w

h(τh,i)
)

α2(h)
, (1.6)

где c — положительная константа, значение которой выписывается явно, штрих означает
транспонирование.

Работа алгоритма разбивается на mh−1 однотипных шагов. В течении i-го шага, осуществ-
ляемого на промежутке времени [τh,i, τh,i+1), выполняются следующие операции. Сначала со-
гласно (1.6) вычисляются векторы u

h
i и ν

h
i , затем на вход модели (1.5) подаются постоянные

управления u
h(t) = u

h
i , ν

h(t) = ν
h
i , t ∈ [τh,i, τh,i+1), под действием которых модель из фазового

состояния w
h(τh,i) переводится в w

h(τh,i+1). Работа алгоритма заканчивается в момент T .
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2. Вспомогательные утверждения

Укажем ряд известных теорем, приведенных, например, в [8], которые потребуются при до-
казательстве оценок скорости сходимости рассматриваемого алгоритма. Напомним, что квад-
ратная матрица V ∈ R

(q×q) называется ортогональной, если V V
′ = Iq, где Iq — (q × q)-мерная

единичная матрица.
Теорема (i). Всякая симметричная матрица H ∈ R

(q×q) является ортогонально подоб-

ной вещественной диагональной матрице: H = V diag(λH
j )V ′, λ

H
j ∈ R, V ∈ R

(q×q) — орто-

гональная матрица (j = 1, 2, . . . , q); или (эквивалентно) имеет полную ортонормированную

систему собственных векторов с вещественными характеристическими числами.

Заметим, что для любой матрицы B ∈ R
(q×n) матрицы BB

′ = P ∈ R
(q×q) и B

′
B = L ∈

R
(n×n) являются симметричными и неотрицательно определенными.

Теорема (ii). Если вещественная матрица B ∈ R
(q×n) имеет ранг r, то матрицы P и L,

определенные выше, имеют r положительных собственных значений, которые совпадают:

λ
P
j = λ

L
j = λj > 0 (j = 1, . . . , r),

λ
P
j = 0 (j = r + 1, . . . , q), λ

L
j = 0 (j = r + 1, . . . , n).

Обозначим λ
max = max

j=1,...,r
λj, λ

min = min
j=1,...,r

λj. Введем матричную норму |B|2 = |P | = |L| =

λ
max [8]. Рассмотрим некоторые свойства управления u∗(·). Пусть rank(B) = r. Введем систему

векторов
{

b̄k

}q

k=1
, составленную из строк матрицы B. Обозначим через Sr ⊆ R

n линейное под-

пространство размерности r, натянутое на систему линейно независимых векторов
{

b̄kj

}r

j=1
.

Введем ортогональное дополнение S⊥
n−r: Sr ⊕ S⊥

n−r = R
n. Символом YT = {y(·; y0, u(·)) : u(·) ∈

UT } обозначим пучок траекторий системы (1.1). Справедливы следующие леммы.

Лемма 1. Для произвольной траектории y(·) ∈ YT соответствующее управление u∗(·) ∈
U(y(·)) c минимальной L2(T ; Rn)-нормой принимает значения в подпространстве Sr про-

странства R
n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пространства Sr, S
⊥
n−r являются ортогональными, поэтому лю-

бое управление u(·) ∈ U(y(·)) представимо в виде u(t) = v
1(t)+v

2(t), где v
1(t) ∈ Sr, v

2(t) ∈ S⊥
n−r.

Имеет место равенство: Bu(t) = B(v1(t) + v
2(t)) = Bv

1(t). Таким образом, действие любо-
го управления u(t) ∈ U(y(·)) на систему (1.1) эквивалентно действию на систему его про-
екции в Sr. Следовательно, так как |u(·)|2L2(T ;Rn)

= |v1(·)|2L2(T ;Rn)
+ |v2(·)|2L2(T ;Rn)

и элемент

u∗(·) ∈ U(y(·)) имеет минимальную L2(T ;Rn)-норму, то u∗(t) = v
1
∗(t) ∈ Sr.

Лемма 2. Управление u
h(t) лежит в подпространстве Sr, t ∈ [0, T ].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим ζ
h
i = η

h
i −w

h(τh,i). Из (1.6) при t ∈ [τh,i, τh,i+1) имеем

u
h(t) = u

h
i =

1

α(h)
B

′
ζ

h
i =

1

α(h)
(b̄1ζ

h
i,1 + b̄2ζ

h
i,2 + · · · + b̄qζ

h
i,q) =

1

α(h)

q
∑

j=1

b̄jζ
h
i,j,

где ζ
h
i,j — j-я координата вектора ζ

h
i . Таким образом, вектор u

h
i является линейной комбинацией

системы векторов
{

b̄j

}q

j=1
, откуда следует утверждение леммы.

Введем подкласс входов, ограниченных по величине и значению вариации на временном
промежутке [0, T ]:

UT (a, b) =
{

u(·) ∈ UT : var
[0,T ]

u(t) ≤ a, |u(t)| ≤ b, t ∈ [0, T ]
}

.

Всюду в дальнейшем полагаем u∗(·) ∈ UT (a, b). Наряду с условиями (1.3), потребуем

δ(h)

α(h)
≤

h

δ(h)
≤ κ, (2.1)

где κ — положительная константа, вид которой явно выписывается в теореме 2.
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3. Верхняя оценка скорости сходимости алгоритма

Опираясь на сформулированные утверждения, получим верхнюю оценку скорости сходи-
мости рассматриваемого алгоритма.

Лемма 3. Пусть выполнены условия (1.3), (2.1). Тогда можно указать число ˜h ∈ (0, 1)
такое, что при всех h ∈ (0,˜h] справедливо неравенство

|wh(·) − y(·)|C(T ;Rq) ≤ d1α(h). (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть {pj}
q
j=1

— ортонормированная система собственных век-
торов матрицы P = BB

′, V = (p1, . . . , pq) — ортогональная матрица (см. теорему (i)). Обозна-
чим J

P = diag(λP
j ). Оценим величину z

h(t) = w
h(t)− y(t), t ∈ [0, T ]. Согласно (1.5) и (1.6) при

t ∈ [τh,i, τh,i+1) имеем

ż
h(t) = ẇ

h(t) − ẏ(t) = f(ηh
i ) +

(

P +
cδ(h)

α(h)
Iq

)(ηh
i − w

h
i )

α(h)
− ẏ(t).

Введем обозначения:

E(h) = P +
cδ(h)

α(h)
Iq, a(t) =

w
h(t) − w

h
i

α(h)
, b(t) =

η
h
i − y(t)

α(h)
.

Тогда

ż
h(t) = f(ηh

i ) + E(h)
(

w
h(t) − w

h
i

α(h)
+

η
h
i − y(t)

α(h)
−

w
h(t) − y(t)

α(h)

)

− ẏ(t)

= −E(h)
z

h(t)

α(h)
+ f(ηh

i ) + E(h)(a(t) + b(t)) − ẏ(t). (3.2)

Рассмотрим функцию a(t). Из (1.5) следует

a(t) =
1

α(h)

(

w
h
i +

t
∫

τh,i

(

f(ηh
i ) + Bu

h
i + ν

h
i

)

ds − w
h
i

)

=
t − τh,i

α(h)

(

f(ηh
i ) + Bu

h
i + ν

h
i

)

=
t − τh,i

α(h)

(

f(ηh
i ) +

(

P +
cδ(h)

α(h)
Iq

)(ηh
i − w

h
i )

α(h)

)

=
t − τh,i

α(h)

(

f(ηh
i ) + E(h)

(

a(t) + b(t) −
z

h(t)

α(h)

)

)

.

Отсюда имеем

(

Iq −
t − τh,i

α(h)
E(h)

)

a(t) =
t − τh,i

α(h)

(

f(ηh
i ) − E(h)

z
h(t)

α(h)
+ E(h)b(t)

)

. (3.3)

Введем симметричную матричную функцию

Q(t, h) = Iq −
t − τh,i

α(h)
E(h).

Система векторов {pj}
q
j=1

является собственной и для Q(t, h). Отсюда находим спектр

s
Q
j (t, h) = 1 −

t − τh,i

α(h)

(

λ
P
j +

cδ(h)

α(h)

)

(j = 1, 2, . . . , q).

Нетрудно видеть, что τh,i+1 = arg inf{sQ
j (τ, h) : τ ∈ [τh,i, τh,i+1)}. Выберем и зафиксируем

некоторое ε ∈ (0, 1) и соответствующее ˜h ∈ (0, 1) такие, что при всех h ∈ (0,˜h] выполняется
неравенство

δ(h)

α(h)
≤

√

(λmax)2 + 4c(1 − ε) − λ
max

2c
= ρ(ε); (3.4)
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тогда спектр s
Q
j (t, h) ∈ [ε, 1) для t ∈ [τh,i, τh,i+1) и h ∈ (0,˜h]. Следовательно, существует обрат-

ная к Q(t, h) матричная функция Q
−1(t, h), спектр которой определяется равенством

s
Q−1

j (t, h) =
1

s
Q
j (t, h)

=
α

2(h)

α2(h) − (t − τh,i)
(

α(h)λP
j + cδ(h)

) ≥ 1. (3.5)

Разрешая уравнение (3.3) относительно функции a(t), и подставляя полученное выражение в
уравнение (3.2), получим

ż
h(t) = f(ηh

i ) + E(h)

{

Q
−1(t, h)

(

f(ηh
i ) + E(h)

(

b(t) −
z

h(t)

α(h)

)

)

t − τh,i

α(h)
+ b(t) −

z
h(t)

α(h)

}

− ẏ(t),

или

ż
h(t) = −A(t, h)

z
h(t)

α(h)
+ g(t, h), z

h(0) = 0, t ∈ [0, T ]. (3.6)

Здесь

A(t, h) = E(h)
(

Iq +
(t − τh,i)

α(h)
Q

−1(t, h)E(h)
)

, t ∈ [τh,i, τh,i+1),

g(t, h) =
(t − τh,i)

α(h)
E(h)Q−1(t, h)f(ηh

i ) + A(t, h)b(t) + f(ηh
i ) − ẏ(t), t ∈ [τh,i, τh,i+1).

Асимптотика решения системы (3.6) при h → 0 определяется свойствами неоднородности
g(t, h) и спектром матричной функции A(t, h). Найдем этот спектр. Система собственных век-
торов матрицы P является таковой и для матричной функции A(t, h). Следовательно (см.
теорему (i)), справедливо представление A(t, h) = V J

A
V

′, J
A = diag(sA

j (t, h)), где

s
A
j (t, h) = λ

P
j +

cδ(h)

α(h)
+

(t − τh,i)s
Q−1

j (t, h)

α(h)

(

λ
P
j +

cδ(h)

α(h)

)

2

, t ∈ [τh,i, τh,i+1) (j = 1, . . . , q). (3.7)

Для дальнейшего исследования свойств z
h(t) сделаем замену

z̃
h(t) = V

′
z

h(t), ˜B = V
′
B, g̃(t, h) = V

′
g(t, h).

В новых переменных система (3.6) распадается на q скалярных уравнений

˙̃
z

h
j (t) = −s

A
j (t, h)

z̃
h
j (t)

α(h)
+ g̃j(t, h), z̃

h
j (0) = 0 (j = 1, 2, . . . , q),

решение каждого из которых имеет вид

z̃
h
j (t) = exp

(

−
γ

h
j (t, 0)

α(h)

)

z̃
h
j (0) +

t
∫

0

exp
(

−
γ

h
j (t, τ)

α(h)

)

g̃j(τ, h)dτ, (3.8)

γ
h
j (t, τ) =

t
∫

τ

s
A
j (l, h)dl (j = 1, 2, . . . , q). (3.9)

Рассмотрим функцию g̃(t, h). Обозначим J
Q−1

(t, h) = diag
(

s
Q−1

j (t, h)
)

. Из (1.1) при t ∈

[τh,i, τh,i+1) следует

g̃(t, h) =
(

J
P +

t − τh,i

α(h)
Iq

)

J
−Q(t, h)V ′

f(ηh
i ) + J

A(t, h)V ′
b(t) + V

′
(

f(ηh
i ) − f(y(t))

)

− ˜Bu∗(t).
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Каждому нулевому собственному значению матрицы P соответствует нулевая строка матрицы
˜B. Действительно, пусть ˜bj — j-я строка матрицы ˜B. Так как ˜B ˜B

′ = V
′
BB

′
V = J

P , то

|˜bj |
2 = λ

P
j . Отсюда, если λ

P
j = 0, то ˜bj ≡ 0. Строками ортогональной матрицы V

′ являются
собственные векторы pj. Расписывая g̃(t, h) покоординатно, получим

g̃j(t, h) = pj ·

[

(

λ
P
j +

t − τh,i

α(h)

)

s
Q−1

j (t, h)f(ηh
i ) + s

A
j (t, h)

η
h
i − y(t)

α(h)
+ f(ηh

i ) − f(y(t))

]

−˜bju∗(t).

Оценим полученные функции. Пусть константы b[f ], c[f ], c[y] такие, что |f(ηh(t))| ≤ b[f ] для
любой η

h(·) ∈ Ξh(y(·)), |f(y∗)−f(y∗)| ≤ c[f ]|y∗−y∗|, |y(t∗)−y(t∗)| ≤ c[y]|t∗−t∗| при t
∗
, t∗ ∈ [0, T ].

Из (3.4) и (3.5) следует s
Q−1

j (t, h) ≤ 1/ε для t ∈ [0, T ]. Далее, из (3.7) при λ
P
j = 0 (см. (3.4)),

имеем

|sA
j (t, h)| ≤

cδ(h)

α(h)
+

c
2
δ
3(h)

εα3(h)
≤

cδ(h)

α(h)

(

1 +
cδ

2(h)

εα2(h)

)

≤
cδ(h)

α(h)

(

1 +
cρ

2(ε)

ε

)

≤ b
0[A]

δ(h)

α(h)
. (3.10)

В случае λ
P
j 6= 0 выполняется неравенство

|sA
j (t, h)| ≤ (λmax + cρ(ε))

(

1 +
ρ(ε) (λmax + cρ(ε))

ε

)

≤ b[A]. (3.11)

Так как векторы {pj}
q
j=1

нормированы и |ηh
i − y(t)| ≤ (h + c[y]δ(h)) при t ∈ [τh,i, τh,i+1), то

справедливы следующие оценки. При λ
P
j = 0 (см. (3.10))

|g̃j(t, h)| ≤
δ(h)

α(h)

(

b[f ]

ε
+ b

0[A]
(h + c[y]δ(h))

α(h)

)

+ c[f ](h + c[y]δ(h)) ≤ b
0[g]
(

h +
δ(h)

α(h)

)

. (3.12)

Если λ
P
j 6= 0, то (см. (3.11))

|g̃j(t, h)| ≤ (λmax + ρ(ε))
b[f ]

ε
+ b[A]

(h + c[y]δ(h))

α(h)
+ c[f ](h + c[y]δ(h)) +

√
λmaxb ≤ b[g]. (3.13)

Рассмотрим функцию γ
h
j (t, τ) (см. (3.9)). Согласно (3.5), из (3.7) для t, τ ∈ [0, T ], t ≥ τ имеем

γ
h
j (t, τ) ≥

(

λ
P
j + cδ(h)/α(h)

)

(t − τ) (j = 1, 2, . . . , q). Тогда

t
∫

0

exp
(

−
γj(t, τ)

α(h)

)

dτ ≤

t
∫

0

exp
(

−
(λP

j α(h) + cδ(h))

α2(h)
(t − τ)

)

dτ ≤
α

2(h)
(

λP
j α(h) + cδ(h)

) .

Вернемся к соотношению (3.8). Из полученной выше оценки и равенства z̃
h
j (0) = 0 получаем

|z̃h
j (t)| ≤

t
∫

0

exp
(

−
γj(t, τ)

α(h)

)

|g̃j(τ, h)|dτ ≤
α

2(h)

(λP
j α(h) + cδ(h))

max
t∈[0,T ]

|g̃j(t, h)|.

В свою очередь из оценок (3.12) и (3.13) для любого t ∈ [0, T ] справедливы неравенства
(см. (2.1))

|z̃h
j (t)| ≤ b

0[g]
(

h +
δ(h)

α(h)

)

α
2(h)

cδ(h)
≤ kα(h) при λ

P
j = 0,

|z̃h
j (t)| ≤

b[g]α2(h)

(λP
j α(h) + cδ(h))

≤
b[g]α(h)

λmin
≤ kα(h) при λ

P
j 6= 0,

где k = max
{

b
0[g](κ +1)/c, b[g]/λmin

}

. Таким образом, имеем |z̃h(t)|2 =
q
∑

j=1

|z̃h
j (t)|2 ≤ qk

2
α

2(h).

Так как матрица V ортогональная, то она сохраняет метрику пространства [8], следовательно,

|wh(·) − y(·)|C(T ;Rq) = |zh(·)|C(T ;Rq) = |z̃h(·)|C(T ;Rq) ≤ α(h)k
√

q ≤ d1α(h).

Лемма доказана.
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Лемма 4. Пусть выполнены условия (1.3), (2.1). Тогда можно указать постоянную d2

такую, что при всех h ∈ (0,˜h] справедливо неравенство

T
∫

0

|uh(t)|2dt ≤

T
∫

0

|u∗(t)|
2
dt + d2

(

α(h) +
h + δ(h)

α(h)

)

. (3.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (1.2), (3.1) и соотношения (1.6) следуют оценки

|uh
i | ≤

(

h

α(h)
+ d1

)√
λmax ≤ cu, |νh

i | ≤
(

h

α(h)
+ d1

)

cδ(h)

α(h)
≤ cν

δ(h)

α(h)
. (3.15)

Рассмотрим функцию µ(t) = |wh(t)−y(t)|2+α(h)

t
∫

0

(

|uh(τ)|2 − |u∗(τ)|2
)

dτ . При t ∈ [τh,i, τh,i+1)

имеет место равенство (см. (1.1), (1.5))

µ(t) − µ(τh,i) =
{

γ
(0)

i (t;uh(·)) − γ
(0)

i (t;u∗(·))
}

+ γ
(1)

i (t) + γ
(2)

i (t),

где

γ
(0)

i (t; v(·)) =

t
∫

τh,i

(

2
〈

Bv(s), wh(τh,i) − η
h
i

〉

+ α(h)|v(s)|2
)

ds,

γ
(1)

i (t) = 2

t
∫

τh,i

〈

f(ηh
i ) − f(y(s)) + ν

h
i , w

h(s) − y(s)
〉

ds,

γ
(2)

i (t) = 2

t
∫

τh,i

〈

B(uh
i − u∗(s)), w

h(s) − w
h(τh,i) + η

h
i − y(s)

〉

ds.

Здесь и далее угловые скобки означают скалярное произведение. В силу правила выбора управ-
ления u

h
i (1.6), имеем

γ
(0)

i (t;uh(·)) ≤ γ
(0)

i (t;u∗(·)).

Из (3.15) следует |wh(t) − w
h(τh,i)| ≤ c[w]δ(h). Поэтому справедливы оценки (см. (3.1))

|γ
(1)

i (t)| ≤ 2d1

(

c[f ](h + c[y]δ(h)) +
cνδ(h)

α(h)

)

α(h)δ(h),

|γ
(2)

i (t)| ≤ 2
√

λmax
(

cu + b
)

[

(c[w] + c[y])δ(h) + h

]

δ(h).

Учитывая полученные соотношения, имеем

µ(t) − µ(τh,i) ≤ |γ
(1)

i (t)| + |γ
(2)

i (t)| ≤ δ(h)
(

c1h + c2δ(h) + (c3h + c4δ(h))α(h)
)

,

c1 = 2
√

λmax(cu + b), c2 = c1(c[w] + c[y]) + 2d1cν , c3 = 2d1c[f ], c4 = c3c[y].

Последнее неравенство выполнено для всех i = 0, 1, . . . ,mh − 1. Заметим, что µ(0) = 0. Таким
образом, при t ∈ [0, T ]

µ(t) ≤ c5 (h + δ(h)) T, c5 = max{c1 + c3, c2 + c4}.

Отсюда и из (3.1) вытекает оценка (3.14). Лемма доказана.
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Теорема 1. Пусть выполнены условия (1.3), (2.1). Тогда при всех h ∈ (0,˜h] имеет место

равномерная относительно подкласса функций UT (a, b) верхняя оценка скорости сходимости

T
∫

0

|uh(t) − u∗(t)|
2
dt ≤ d3

(

α(h) +
h + δ(h)

α(h)

)

. (3.16)

Доказательство теоремы проводится по стандартной схеме [1,2] и основывается на резуль-
татах лемм 1—4. Отметим, что из лемм 1 и 2 следует u∗(t) − u

h(t) = v(t) ∈ Sr при t ∈ [0, T ],

т.е. имеет место неравенство:
∣

∣

∣

t
∫

0

B
(

u∗(τ) − u
h(τ)

)

dτ

∣

∣

∣
≥

√
λmin

∣

∣

∣

t
∫

0

(

u∗(τ) − u
h(τ)

)

dτ

∣

∣

∣
.

4. Нижняя оценка скорости сходимости алгоритма

Пусть {lj}
n
j=1

— ортонормированная система собственных векторов матрицы L = B
′
B.

Тогда (см. теорему (i)) L = WJ
L
W

′, где W = (l1, . . . , ln) — ортогональная матрица, J
L =

diag(λL
j ), λ

L
j ≥ 0.

Лемма 5. Если собственное значение λ
L
j = 0, то соответствующий собственный век-

тор lj лежит в S⊥
n−r, а если λ

L
j 6= 0, то lj лежит в Sr.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ˜bj — j-я строка матрицы ˜B = W
′
B

′. Так как W
′
B

′
BW =

J
L, то легко проверить: ˜bj ≡ 0, если λ

L
j = 0. С другой стороны, ˜bj = (〈lj , b̄1〉, . . . , 〈lj , b̄q〉), т.

е. 〈lj , b̄k〉 = 0 (k = 1, . . . , q). Следовательно, lj ∈ S⊥
n−r. Далее, так как матрица L имеет n − r

нулевых собственных значений (см. теорему (ii)) и {lj}
n
j=1

полная ортонормированная система

пространства R
n, то lj ∈ Sr, если λ

L
j 6= 0.

В дальнейшем полагаем, что существует пара векторов {y0, u∗}, u∗ ∈ Sr ⊆ R
n, |u∗| = b,

доставляющая решение уравнению f(y0) + Bu∗ = 0. Тогда управление u∗(t) = u∗ порождает
постоянную траекторию y(t) = y0, t ∈ [0, T ], и имеет место следующая теорема.

Теорема 2. Пусть выполнены условия согласования параметров (1.3) и (2.1), тогда су-

ществует число ˜h ∈ (0, 1] такое, что для любого h ∈ (0,˜h] справедлива оценка

T
∫

0

|uh(t) − u∗|
2
dt ≥ d4α(h). (4.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим величину v
h
i = u

h
i − u∗ (i = 0, 1, . . . ,mh). Проведем

следующие выкладки:

v
h
i+1

− v
h
i = −

B
′(wh

i+1
− w

h
i )

α(h)
+

B
′(ηh

i+1
− η

h
i )

α(h)

= −
B

′

α(h)

τh,i+1
∫

τh,i

(

f(ηh
i ) + Bu

h
i + ν

h
i

)

dt +
B

′(ηh
i+1

− η
h
i )

α(h)

= −
δ(h)

α(h)
B

′
B(uh

i − u∗) +
B

′

α(h)

(

(ηh
i+1

− η
h
i ) − δ(h)

(

f(ηh
i ) + Bu∗ + ν

h
i

))

.

Следовательно,

v
h
i+1

=
(

In −
δ(h)

α(h)
L

)

v
h
i + ξ

h
i , (4.2)
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ξ
h
i =

B
′

α(h)

(

(ηh
i+1

− η
h
i ) − δ(h)

(

f(ηh
i ) − f(y0) + ν

h
i

))

.

Введем замену

E(h) = In −
δ(h)

α(h)
L, ṽ

h
i = W

′
v

h
i , ˜ξ

h
i = W

′
ξ
h
i .

Матрица E(h) является симметричной, с собственными значениями s
h
j = 1 − λ

L
j δ(h)/α(h)

(j = 1, 2, . . . , n). Имеет место разложение: E(h) = WJ
E(h)W ′, J

E(h) = diag(sh
j ). В новых

переменных система (4.2) распадается на n разностных уравнений вида

ṽ
h
j,i+1

= s
h
j ṽ

h
j,i + ˜ξ

h
j,i (j = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,mh − 1),

решение каждого из которых имеет вид

ṽ
h
j,i =

(

s
h
j

)i
ṽ

h
j,0 +

i−1
∑

k=0

(

s
h
j

)k
˜ξ
h
j,i−k−1

, i > 0. (4.3)

Здесь индексом j обозначена соответствующая j-я координата. Сначала рассмотрим решения,
отвечающие λ

L
j = 0. В этом случае s

h
j = 1 и соответствующая j-я строка матрицы ˜B = W

′
B

′

состоит из нулей, т.е.

˜ξ
h
j,i =

˜bj

α(h)

(

(ηh
i+1 − η

h
i ) − δ(h)

(

f(ηh
i ) − f(y0) + ν

h
i

))

≡ 0.

Следовательно, ṽ
h
j,i+1

= ṽ
h
j,i = ṽ

h
j,0. Так как ṽ

h
0

= W
′
v

h
0

= W
′(uh

0
− u∗) = −W

′
u∗, то (см. леммы

1 и 5) ṽ
h
j,0 = −〈lj , u∗〉 ≡ 0.

Перейдем к случаю, когда λ
L
j > 0. Рассмотрим свойства собственных значений s

h
j (j =

1, 2, . . . , n). Обозначим

s
min =

(

1 −
λ

max
δ(h)

α(h)

)

≤ s
h
j ≤

(

1 −
λ

min
δ(h)

α(h)

)

= s
max

. (4.4)

Используя сумму элементов геометрической прогрессии, получим

i−1
∑

k=0

(

s
h
j

)k
=

(

1 −
(

s
h
j

)i
)

1 − sh
j

≤
α(h)

λL
j δ(h)

. (4.5)

Отметим, что

(

s
min
)mh ≤

(

1 −
λ

max
δ(h)

α(h)

)
T

δ(h)

=
(

1 −
λ

max
δ(h)

α(h)

)− α(h)

λmaxδ(h)

(

−Tλ
max

α(h)

)

≤ e
−Tλ

max

α(h) . (4.6)

Кроме того, справедлива оценка (см. (2.1), (3.15))

|˜ξh
j,i| ≤

√
λmax

α(h)

(

2h + δ(h)
(

c[f ]h +
cνδ(h)

α(h)

)

)

≤ b[ξ]
h

α(h)
. (4.7)

Рассмотрим квадрат нормы (4.3) (см. (4.4), (4.5), (4.7)):

|ṽh
j,i|

2 =
[

(

s
h
j

)i
ṽ

h
j,0

]

2

+

[

i−1
∑

k=0

(

s
h
j

)k
˜ξ
h
j,i−k−1

]2

+ 2
(

s
h
j

)i
ṽ

h
j,0

i−1
∑

k=0

(

s
h
j

)k
˜ξ
h
j,i−k−1

≥
[

(

s
h
j

)i
ṽ

h
j,0

]

2

− 2
(

s
h
j

)i
|ṽh

j,0|

i−1
∑

k=0

(

s
h
j

)k
|˜ξh

j,i−k−1
|
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≥
(

s
min
)2i

|ṽh
j,0|

2 − (smax)i
2b[ξ]|ṽh

j,0|

λmin

h

δ(h)
.

Полагая далее в (4.6) α(h) ≤ Tλ
max

/ ln 2, просуммируем полученное неравенство по i =
0, 1, . . . ,mh

T
∫

0

|ṽh
j |

2
dt =

mh−1
∑

i=0

|ṽh
j,i|

2
δ(h)

≥ δ(h)|ṽh
j,0|

2

mh−1
∑

i=0

(

s
min
)2i

−
2b[ξ]|ṽh

j,0|h

λmin

mh−1
∑

i=0

(smax)i

≥ δ(h)|ṽh
j,0|

2

(

1 − (smin)2mh

)

1 − (smin)2
−

2b[ξ]|ṽh
j,0|h

λmin

(1 − (smax)mh)

1 − (smax)

≥

(

3|ṽh
j,0|

2

8λmax
−

2b[ξ]|ṽh
j,0|

(λmin)2
h

δ(h)

)

α(h). (4.8)

Матрица W является ортогональной, следовательно, она сохраняет метрику пространства и

|ṽh
0
|2 =

n
∑

j=1

|ṽh
j,0|

2 =
r
∑

k=1

|ṽh
jk,0|

2 = |u∗|2, где ṽ
h
jk,0 — компоненты, отвечающие положительным

собственным значениям λjk
> 0, k = 1, . . . , r. В условии (2.1) положим

κ =
3(λmin)2b

32b[ξ]λmaxr
.

Так как
n
∑

j=1

|ṽh
j,0| =

r
∑

k=1

|ṽh
jk,0| ≤ |u∗|r, то имеет место оценка (см. (4.8))

T
∫

0

|uh(t) − u∗|
2
dt =

n
∑

j=1

T
∫

0

|ṽh
j (t)|2dt ≥

(

3|u∗|2

8λmax
−

2b[ξ]|u∗|r
(λmin)2

h

δ(h)

)

α(h) ≥
3b2

α(h)

16λmax
.

Отсюда при d4 = 3b2
/16λmax следует оценка (4.1). Теорема доказана.

Следствие 1. Если α(h) = O(h1/2), δ(h) = O(h), то верхняя (3.16) и нижняя (4.1) оценки

скорости сходимости алгоритма (1.4)–(1.6) имеют одинаковый порядок O(h1/4).
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НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ ФАЗОВЫХ ПОРТРЕТОВ

РАЗЛИЧНОЙ СТРУКТУРЫ В ОКРЕСТНОСТИ ОСОБОЙ ДУГИ1

А. А. Меликян

Задача оптимального управления со скалярным управлением характеризуется двумя гамильтониана-

ми, соответствующими граничным значениям управляющего параметра. Промежуточные (внутренние)

значения управления и соответствующие им особые траектории (дуги) могут быть построены с использо-

ванием скобок Пуассона в терминах этих двух гамильтонианов. На особой дуге второго порядка обраща-

ются в нуль все повторные скобки Пуассона, использующие эти гамильтонианы 2, 3 и 4 раза, а скобки с

пятью гамильтонианами, вообще говоря, отличны от нуля. Существуют шесть различных кратных скобок

Пуассона с пятикратным участием гамильтонианов. Регулярная дуга в оптимальном фазовом портрете

задачи соединяется с особой (сингулярной) дугой после одного, нескольких или бесконечного числа (яв-

ление Фуллера) переключений. В работе показано, что данным случаям соответствует различный набор

знаков указанных шести величин — кратных скобок Пуассона. Существуют четыре различных набора

знаков у совокупности шести скобок Пуассона. Особенность, включающая универсальную поверхность,

изучена для общего случая, два других типа особенностей исследованы на конкретных примерах.

Введение

В теории оптимального управления [1] известны оптимальные траектории, построение ко-
торых требует дальнейшей модификации соотношений принципа максимума. Такие траек-
тории называются особыми, или особыми дугами, а соответствующее управление – особым
управлением [2]. Для получения формул, дающих выражение оптимального особого управ-
ления через фазовый и сопряженный векторы, необходимо дифференцирование по времени
гамильтониана задачи. Обычно требуется четное число m = 2d дифференцирований, чтобы
в соотношениях возник ненулевой множитель при управлении. Число d называется порядком
особой дуги, особого управления. Наиболее известным примером особой дуги первого порядка
является траектория, лежащая на особой универсальной поверхности [3]. Особой дугой второго
порядка является режим с учащающимися переключениями [4–6].

Для проверки оптимальности особых управлений часто используются необходимые усло-
вия оптимальности Келли (для дуги первого порядка) и Коппа — Мойера (для порядка два
и выше) [2]. Эти условия были получены для нужд теории оптимального управления и неиз-
менно ассоциировались с этой теорией. В работе [7] получена инвариантная форма условия
Келли в терминах скобок Пуассона (или скобок Якоби — в случае зависимости гамильтониана,
т.е. левой части уравнения в частных производных первого порядка, от функции Беллмана).
Показано, что условие Келли выражает одно из свойств гладкого (классического) решения
нелинейного уравнения в частных производных первого порядка с негладкой левой частью
(гамильтонианом).

Вокруг отдельно взятой особой дуги второго порядка картина оптимальных траекторий в
разных задачах может иметь различную структуру, не обязательно содержащую режим с уча-
щающимися переключениями, но условия Коппа — Мойера для них выглядят единообразно.
Однако если привлечь к рассмотрению скобки Пуассона (Якоби), то можно получить набор
необходимых условий, индивидуальный для каждого из возможных оптимальных фазовых
портретов. Другим эффективным аппаратом является применение скобок Ли [6], имеющих
определенную связь со скобками Пуассона.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 04-01-00610).
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В данной работе рассматривается особая дуга второго порядка, включенная в фазовую
картину трех различных типов. Рассмотрены необходимые условия в терминах кратных ско-
бок Пуассона (Якоби). Показано, что скобки вплоть до определенной кратности обращаются
в нуль, а знаки скобок следующего уровня определяют тип фазового портрета. Хотя часть
рассмотрений и ведется применительно к конкретной задаче оптимального управления, необ-
ходимые условия сформулированы в общих терминах, применимых к нелинейному уравнению
в частных производных первого порядка. При этом роль особой дуги выполняют обобщенные
сингулярные характеристики уравнений первого порядка [7–9].

Сингулярные характеристики были найдены благодаря исследованиям в теории оптималь-
ного управления и дифференциальных игр [2, 3]. Известно, что регулярные характеристики
для этой теории описываются гамильтоновыми системами — характеристическими системами
уравнения Гамильтона — Якоби — Беллмана — Айзекса [3].

Особые траектории (дуги) во многих случаях описываются аналогичными системами с ис-
пользованием особых управлений. Попытка исключить особые управления из этих уравнений
привела к обнаружению сингулярных характеристик, которые оказались свойственны не толь-
ко задачам оптимального управления и дифференциальных игр, но и нелинейным уравнениям
в частных производных первого порядка общего вида. Благодаря сингулярным характеристи-
кам, многие особые линии и поверхности, известные в теории оптимального управления и
дифференциальных игр, получили инвариантное описание в терминах этих уравнений общего
(абстрактного) вида.

1. Регулярные и сингулярные точки решения

уравнения Гамильтона — Якоби

В работе рассматриваются особенности решения уравнения Гамильтона — Якоби с неглад-
ким гамильтонианом (левой частью уравнения) вида:

F (x, V, p) = min[F0(x, V, p), F1(x, V, p)] = 0, x ∈ D ⊂ R
n (p = ∂V/∂x). (1.1)

Данное уравнение рассматривается при некоторых граничных условиях на ∂D, которые, при
необходимости, будут конкретизироваться. Функции Fi предполагаются дважды гладкими.

Регулярной точкой решения V (x) называется внутренняя точка x
∗ области D такая, что

в некоторой ее окрестности решение V (x) является дважды гладким, а функция F (x, V, p)
является дважды гладкой в некоторой окрестности точки (x∗, V (x∗), p(x∗)) пространства R

2n+1

векторов (x, V, p). Сингулярной называется точка, не являющаяся регулярной.

Рассмотрения данной работы относятся к случаю гладкого решения (которое тем самым
может пониматься в классическом смысле), негладким является гамильтониан F (x, V, p).

1.1. Особые дуги в задаче оптимального управления

Рассмотрим одну из формулировок задачи оптимального управления с нефиксированным
временем:

ẋ = f(x, u), u ∈ U ⊂ R
s
, t ∈ [0, T ], (1.2)

x(0) = x
0
, x(T ) ∈M ⊂ R

n
,

J = T + Φ(x(T )) → min
u
.

Множество f(x,U) предполагается выпуклым. Введем гамильтониан принципа максимума H,
а также “минимизированный” гамильтониан F :

H(x, p, u) = 〈p, f(x, u)〉 + 1, p ∈ R
n
,
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F (x, p) = min
u
H(x, p, u) = H(x, p, u∗),

u
∗ ∈ U

∗[x, p] ⊂ U.

Здесь U
∗ — множество управляющих воздействий, доставляющих минимум. Известно, что

оптимальная тройка функций x(t), p(t), u(t) удовлетворяет гамильтоновой системе

ẋ = Hp, ṗ = −Hx,

включению

u(t) ∈ U
∗[x(t), p(t)], t ∈ [0, T ],

и соответствующим граничным условиям. Принцип максимума Понтрягина в традиционной
формулировке использует сопряженный вектор вида ψ = −p. В рассмотрениях данной работы
более удобным оказывается вектор p, представляющий градиент функции Беллмана V (x).

Если для некоторого подынтервала времени [t1, t2] ⊂ [0, T ] множество U∗[x(t), p(t)] содер-
жит более одной точки, то дуга (траектория) x(t), управление u(t), а также тройка функций
x(t), p(t), u(t), t ∈ [t1, t2] называются особыми. Вследствие выпуклости множества f(x,U) мно-
жество U∗[x(t), p(t)] для каждого t ∈ [t1, t2] содержит прямолинейный отрезок из R

s.
В регулярном случае, когда множество U∗[x, p] содержит единственный элемент, а функция

H(x, p, u) дифференцируема, можно показать, что имеют место равенства

Hp = Fp, Hx = Fx.

Это означает, что гамильтоновы уравнения принципа максимума являются уравнениями ха-
рактеристик для уравнения Беллмана:

F (x, p) = 0,

где вектор p представляет собой градиент функции Беллмана. В особом (сингулярном) случае
указанное равенство частных производных не имеет места, а функции F (x, p), V (x) могут
быть негладкими.

1.2. Особая дуга в линейной задаче

Пусть управляющий параметр u скалярный, а функция f в (1.2) линейна по u:

ẋ = g(x) + ur(x), u0 ≤ u ≤ u1, (1.3)

U = [u0, u1].

Предполагается, что u1 > u0. Для рассматриваемой задачи гамильтониан принципа максиму-
ма имеет вид

H(x, p, u) = G(x, p) + uR(x, p),

G(x, p) = 〈p, g(x)〉 + 1, R(x, p) = 〈p, r(x)〉,

а минимизированный гамильтониан описывается формулой

F (x, p) = min[F0(x, p), F1(x, p)].

Функции F0, F1 и G, R связаны линейными соотношениями:

F0 = G+ u0R, F1 = G+ u1R,

G =
u1F0 − u0F1

u1 − u0

, R =
F1 − F0

u1 − u0

.
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На особой дуге для системы (1.3) выполнено тождество:

R(x(t), p(t)) = 0, U
∗[x(t), p(t)] = U

на интервале времени t ∈ [t1, t2]. Поэтому, как функция времени, величина R(x(t), p(t)) вместе
со всеми своими производными обращается в нуль на интервале t ∈ [t1, t2]. Для первых двух
производных, используя скобки Пуассона, можно получить:

Ṙ = {RH} = {RG} + u{RR} = {RG} = 0,

R̈ = {{RG}H} = {{RG}G} + u{{RG}R} = 0.

Из второго равенства можно получить следующее выражение для особого управления uσ в
предположении, что {{RG}R} 6= 0:

uσ = −
{{RG}G}

{{RG}R}
. (1.4)

Вообще говоря, управление (1.4) может и не быть оптимальным. Одним из необходимых усло-
вий оптимальности управления uσ является известное условие Келли, которое может быть
представлено в виде (см. [2]):

∂

∂u

d
2

dt2

∂H

∂u
= {{RG}R} ≤ 0. (1.5)

Напомним, что из-за изменения знака сопряженной переменной, ψ = −p, знак данного нера-
венства изменен на противоположный.

1.3. Инвариантная форма условия Келли

Другим очевидным необходимым условием для особого управления (1.4) является удовле-
творение ограничениям (1.3). Обычно эти ограничения предполагаются выполненными и не
являются предметом специального анализа. Используя ограничения (1.3), выражение (1.4) для
uσ и условие Келли (1.5), можно получить следующий набор необходимых условий, включа-
ющий одно равенство и три неравенства:

{RG} = 0, {{RG}R} ≤ 0, u0 ≤ −
{{RG}G}

{{RG}R}
≤ u1. (1.6)

В полученных соотношениях использованы кратные скобки Пуассона в терминах функций
G,R. Заметного упрощения и симметризации этих соотношений можно достичь, перейдя в
них к функциям Fi. Используя связь между Fi и R,G, можно получить следующие равенства:

(u1 − u0){RG} = −{F0F1},

{{RG}R} =
A0 +A1

(u1 − u0)2
, {{RG}G} = −

u0A0 + u1A1

(u1 − u0)2
,

в которых положено:
A0 = {{F1F0}F1}, A1 = {{F0F1}F0}.

Использование этих равенств в (1.4) дает следующее симметричное представление для особого
управления

uσ =
u0A0 + u1A1

A0 +A1

(A0 +A1 6= 0). (1.7)

В терминах новых переменных соотношения (1.6) принимают эквивалентную форму:

{F0F1} = 0, {{F1F0}F1} ≤ 0, {{F0F1}F0} ≤ 0, (1.8)
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в которой число неравенств уменьшается на единицу по сравнению с (1.6).

Особые траектории подчиняются гамильтоновым уравнениям принципа максимума, запи-
санным в терминах гамильтониана H = G + uR и управления u = uσ. Подставив (1.7) в
гамильтониан, можно получить следующие уравнения особых движений, записанные в терми-
нах регулярных гамильтонианов F0, F1:

ẋ =
A0F0p +A1F1p

A0 +A1

, ṗ = −
A0F0x +A1F1x

A0 +A1

. (1.9)

Нетрудно убедиться, что эта система не является системой классических характеристик
уравнения Беллмана. Можно показать, что это — система сингулярных характеристик в смыс-
ле [7], соответствующая многообразию

W3 : F0 = 0, F1 = 0, {F0F1} = 0.

На этом многообразии левая часть уравнения Беллмана (гамильтониан) теряет гладкость.

Отметим следующие свойства необходимых условий (1.8), (1.9). Во-первых, в них не ис-
пользуется сингулярное управление uσ, и они записаны в терминах регулярных управлений
u0, u1, входящих в выражения гамильтонианов F0, F1. Во-вторых, два неравенства (1.8) влекут
за собой справедливость трех неравенств, а именно: условия Келли (1.5) и двух ограничений
на переменную управления: u0 ≤ uσ ≤ u1. Это может быть удобным при разработке вычисли-
тельных алгоритмов.

Условия (1.6) используют линейную структуру правых частей уравнений динамики, кото-
рая может измениться при преобразованиях переменных, в то время как в соотношениях (1.8)
участвуют только регулярные гамильтонианы и их скобки Пуассона (скобки Якоби в случае
более общей зависимости F (x, V, p)). Эти скобки инвариантны при канонических (контактных)
преобразованиях, каковыми являются точечные преобразования x-пространства. Таким обра-
зом, условия (1.8) имеют одну и ту же форму для разных координатных систем, т.е. являются
инвариантными.

Ниже для нелинейного уравнения Гамильтона — Якоби дается вывод соотношений вида
(1.8), (1.9) при некоторых предположениях о структуре оптимального фазового портрета. Это
дает, в частности, новое доказательство условий Келли и Коппа — Мойера.

2. Особая универсальная поверхность

Рассмотрим более общее нелинейное дифференциальное уравнение в частных производных
первого порядка (уравнение Гамильтона — Якоби):

F (x, V (x), Vx(x)) = 0, x ∈ D, (2.1)

F (x, V, p) = min[F0(x, V, p), F1(x, V, p)], Fi ∈ C
2
,

с непрерывным негладким гамильтонианом F (x, V, p). Уравнение (2.1) рассматривается в об-
щем математическом плане и не обязательно связано с задачей оптимального управления.
Предположим, что данное уравнение имеет гладкое (классическое) решение V (x) во всей
области D. Сделаем предположение относительно поведения классических характеристик и
структуры траекторий в окрестности универсальной особой поверхности в задаче оптималь-
ного управления.

Предположим, что существует гладкая поверхность Γ, разделяющая область D на две под-
области, D = D0 +Γ+D1. Ограничение Vi решения V (x) на подобласть Di будем предполагать
дважды гладким. Таким образом, функция Vi(x) удовлетворяет уравнению:

F (x, Vi(x), Vix(x)) = min[F0, F1] = Fi = 0, x ∈ Di. (2.2)
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Предположим далее, что регулярные характеристики из областей Di подходят к поверх-
ности Γ трансверсально (без касания). Гладкие продолжения ветвей Vi(x) на всю область D
(которые существуют при сделанных предположениях) также будем обозначать через Vi(x).

При наличии зависимости от V , F = F (x, V, p), вместо скобок Пуассона используются
скобки Якоби

{FG} = 〈Fx + pFV , Gp〉 − 〈Gx + pGV , Fp〉.

При FV = 0, GV = 0 они превращаются в скобки Пуассона.
Основной результат относительно свойств данной поверхности содержится в следующей

теореме [7].

Теорема 1. Пусть поверхность Γ и функции Fi, Vi являются достаточно гладкими, и

пусть минимальный порядок разрывных на Γ частных производных функции V (x) равен m+1.
Тогда m — четное число, m = 2d, d ≥ 1, и выполнены следующие условия:

{F0F1} = 0, . . . , {. . . {{F0F1}Fj3} . . . Fjk
} = 0, k = 3, . . . , 2d, (2.3)

(−1)r{. . . {{F0F1}Fj3} . . . Fjm+1
} ≤ 0.

Здесь индексы jk принимают значения 0 или 1, а r — число нулей в наборе (0, 1, j3, . . . , jm+1).
Решение V (x) представимо в виде: V (x) = max[V0(x), V1(x)].

Доказательство теоремы основано на двух вспомогательных утверждениях, которые ниже
сформулированы в виде лемм. Поверхность Γ в леммах имеет частный вид, является коорди-
натной гиперплоскостью x1 = 0, причем D0 = {x ∈ D : x1 ≤ 0}, D1 = {x ∈ D : x1 ≥ 0}. Тогда
предположение о трансверсальном подходе характеристик к поверхности Γ можно записать в
виде:

F0p1
(x, V, p) > 0, F1p1

(x, V, p) < 0, x ∈ Γ. (2.4)

Подчеркнем, что эти неравенства гарантируют существование гладкого расширения функ-
ций Vi(x) ∈ C

2(D) из области Di в область D как решений уравнения Fi = 0 в области D.
Переход к поверхности общего вида основан на инвариантности скобок Якоби при точеч-

ных преобразованиях.

Лемма 1. Пусть функции Fi, Vi дифференцируемы достаточное число раз, а натуральное

число m ≥ 1 представляет собой порядок гладкости функции V (x) ∈ C
m(D), т.е.

∂
k∆(x)

∂x
k
1

= 0, k = 0, 1, . . . ,m,

∂
m+1∆(x)

∂x
m+1

1

6= 0, x ∈ Γ, ∆(x) = V1(x) − V0(x).

Тогда m — четное число и справедливо неравенство

∂
m+1∆(x)

∂x
m+1

1

> 0.

Разность ∆(x) — неубывающая функция первой компоненты фазового вектора x1 в окрест-

ности нуля, а функция V представима в виде

V (x) = max[V0(x), V1(x)].

Следствие 1. Всякое гладкое решение уравнения (2.2), удовлетворяющее условию (2.4),
является дважды дифференцируемым, V (x) ∈ C

2(D); если m — минимальный порядок раз-

рывных на Γ частных производных решения V , то m ≥ 3 и нечетно.
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Следующее утверждение приводит необходимые условия предыдущей леммы к инвариант-
ному виду.

Лемма 2. Пусть две функции Vi(x) ∈ C
r(D), r ≥ 2, имеют равные частные производные

порядка k = 0, 1, . . . , r − 1 в точках плоскости Γ = {x ∈ D : x1 = 0} и удовлетворяют

уравнениям:
Fi(x, Vi(x), Vix(x)) = 0, x ∈ D, i = 0, 1,

в которых Fi(x, V, p) ∈ C
r−1.

Тогда в точках плоскости Γ выполнено следующее равенство:

{. . . {{F0F1}Fj3} . . . Fjr
} + (F0p1

)s(F1p1
)r−s∂

r(V0 − V1)

∂x
r
1

= 0.

Здесь индексы j3, . . . , jr принимают значения 0 или 1; s — число нулевых компонент цело-

численного вектора (0, 1, j3, . . . , jr); Fip1
≡ ∂Fi/∂p1; {· ·} — скобки Якоби.

Ситуации общего положения в теореме соответствует d = 1, когда соотношения (2.3) при-
нимают форму:

{F0F1} = 0, {{F0F1}F0} ≤ 0, {{F1F0}F1} ≤ 0, (2.5)

совпадающую с соотношениями (1.8). Это дает основание утверждать, что условие Келли
представляет собой просто одно из свойств классического решения уравнения Гамильтона —
Якоби с негладким гамильтонианом вида (2.1).

2.1. Переменные различных уровней

Для целей данной работы больший интерес представляет случай, когда в теореме d = 2.
Для этого случая полезно ввести следующую терминологию и обозначения. Переменными
уровня k = 1, 2, . . . будем называть скобки Якоби с участием k функций Fi с учетом крат-
ности. Переменными первого уровня будут сами функции F0, F1, переменные второго уровня
— {F0F1}, {F1F0}, и т. д. Для краткости переменные выше первого уровня будем обозна-
чать строкой из индексов; так, для переменной четвертого уровня имеем {{{F0F1}F0}F0} =
F0F1F0F0 = (0100). Число различных переменных данного уровня будем обозначать через N .
Введем также буквенные обозначения для переменных уровня k (некоторые из обозначений
уже использованы выше):

k = 3 (N = 2) : (2.6)

A0 = {{F1F0}F1} = (101), A1 = {{F0F1}F0} = (010);

k = 4 (N = 3) :

a = (1011), b = (1010) = (1001), c = (1000);

k = 5 (N = 6) :

a0 = {aF1} = (10111), a1 = −{aF0} = (01110), b0, b1, c0, c1.

Два представления для переменной b в случае скобок Пуассона вытекают из тождества
Якоби:

{{FG}H} + {{GH}F} + {{HF}G} = 0.

В случае скобок Якоби имеет место обобщенное тождество Якоби:

{{FG}H} + {{GH}F} + {{HF}G} = {FG}Hu + {GH}Fu + {HF}Gu.

Тогда два представления для b имеют место, когда исчезают переменные уровня 2. Переменные
bi, ci в (2.6) определяются аналогично ai.
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Вернемся к случаю d = 2 в теореме. Тогда на поверхности Γ обращаются в нуль переменные
уровней 1, 2, 3, 4, а для переменных уровня 5 теорема и леммы дают следующие 6 неравенств
и 4 равенства:

a0 = (10111) < 0, b0 = (10101) > 0, c0 = (10001) < 0, (2.7)

a1 = (01110) < 0, b1 = (01100) > 0, c1 = (01000) < 0,

a0

a1

=
b0

b1
=
c0

c1
> 0, a1 + b0 = 0, b1 + c0 = 0.

Отметим попарное совпадение знаков у величин ai, bi, ci. Далее будут рассмотрены задачи с
особенностью второго порядка, в которых знак переменных bi сохраняется, а знаки переменных
ai, ci зависят от типа особенности.

2.2. Сингулярные характеристики для особой поверхности

Соотношения (2.5) и уравнение F = min[F0, F1] = 0 приводят к системе необходимых
условий

W3 : F0 = 0, F1 = 0, {F0F1} = 0,

выполненных на поверхности Γ. Тогда, согласно методу сингулярных характеристик, следую-
щая система сингулярных характеристик определяет поверхность Γ:

ẋ = λ0F0p + λ1F1p, u̇ = λ0〈p, F0p〉 + λ1〈p, F1p〉,

ṗ = −λ0(F0x + pF0u) − λ1(F1x + pF1u),

λ0 = {{F1F0}F1}/µ, λ0 + λ1 = 1,

µ = {{F1F0}F1} + {{F0F1}F0}.

Данная система является обобщением уравнений (1.9), полученных для задачи оптималь-
ного управления.

2.3. Пример

Рассмотрим задачу оптимального управления на плоскости (x, y), иллюстрирующую су-
ществование особенностей, рассмотренных в теореме и леммах для четных m = 2d = 2, 4, . . . .

Уравнения движения, ограничения на скалярное управление и функционал задаются в
виде:

ẋ = −vy, ẏ = vx
m−1

/(m− 1)! − 1, |v| ≤ 1;

y ≥ C, y(T ) = C, J = T + Φ(x(T )) → min
v
, Φ(x) = kx

m
/m!,

где C, k — положительные постоянные такие, что kC > 1. Средствами принципа максимума
можно показать, что при четном m луч y ≥ C, x = 0 является универсальной линией в данной
задаче. При m = 4 прямые вычисления скобок Пуассона показывают, что переменные уровня
ниже пятого обращаются в нуль при x = 0, а для переменных пятого уровня имеют место
равенства:

−a0 = −a1 = b0 = b1 = −c0 = −c1 = 2y2
> 0, (2.8)

что соответствует условиям (2.7). Кроме того, дифференцируя гладкие ветви уравнения
Беллмана

F0(x, y, V0x, V0y) = 0, F1(x, y, V1x, V1y) = 0,

по переменным x и y, можно показать, что функция V (x, y) имеет 4 непрерывные производ-
ные, а производная пятого порядка по x при x = 0 имеет пределы слева и справа, равные
соответственно

−
1

y3
и

1

y3
,

что согласуется с утверждениями теоремы и лемм.
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3. Однопараметрическая задача оптимального управления

Управляемая система задается уравнениями движения, ограничениями и начальными и
терминальными условиями

ẋ = y, ẏ = u, 0 ≤ t ≤ T, |u| ≤ 1, (3.1)

x(0) = x
0
, y(0) = y

0; x(T ) = 0, y(T ) = 0.

Здесь T — нефиксированный момент окончания процесса, u — скалярный управляющий пара-
метр. На движениях системы (3.1) рассматривается функционал, включающий вещественный
параметр L:

J =

T
∫

0

x
2(t)[Lu(t) + 1]dt, |L| < 1. (3.2)

Допустимыми управлениями считаются кусочно-непрерывные функции u(t), 0 ≤ t ≤ T ,
удовлетворяющие ограничению (3.1), т.е. принимающие значения из интервала [−1, 1]. Рас-
сматривается задача о минимизации функционала (3.2) в классе допустимых управлений и
соответствующих движений системы (3.1).

При L = 0 получаем задачу Фуллера, исследованную ранее [4], [5]. Полное исследование
задачи Фуллера и других задач оптимального управления с учащающимися переключениями
можно найти в монографии [6].

Ограничение |L| < 1 на параметр L обеспечивает положительную определенность функ-
ционала (3.2). При других значениях L, |L| > 1, минимум функционала (3.2) не существует:
можно построить последовательность допустимых управлений, на которых значение функци-
онала (3.2) стремится к −∞.

В вычислениях использовался и другой параметр, a, связанный с параметром L соотноше-
ниями

a =
1 + L

1 − L
, −1 < L < 1; L =

a− 1

a+ 1
, 0 < a <∞. (3.3)

При этом функционал (3.2) с точностью до положительного множителя a+ 1 представляется
в виде

J =
1

2

T
∫

0

x
2(t)[(1 + u)a+ 1 − u]dt. (3.4)

Использование параметра L приводит к более симметричным соотношениям. Следует от-
метить, что достаточно рассмотреть только положительные значения параметра L, поскольку
при L < 0 можно заменить x на −x, u на −u в (3.1), а тогда можно взять −L вместо L.

В терминах параметра a выражение для гамильтонианов задачи и их скобок Пуассона
получаются более простыми.

В работе [10] решение сформулированной задачи построено на основе необходимых условий
принципа максимума, затем оптимальность полученной картины синтеза доказана с помощью
уравнения Беллмана. Доказано, что в зависимости от значения параметра задачи существуют
два типа оптимальных фазовых портретов — портрет, содержащий режим с учащающимися
переключениями, и портрет с двумя переключениями и особой дугой первого порядка.

3.1. Режим с учащающимися переключениями

Указанный режим возникает при следующих значениях параметра (L или a):

|L| <
1

4
,

3

5
< a <

5

3
.
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В [10] доказано, что при этих значениях параметра в плоскости (x, y) существует кри-
вая переключения, состоящая из двух (не симметричных друг другу) полупарабол. Найдены
соотношения, из которых численно единственным образом определяются коэффициенты по-
лупарабол. Фазовая траектория по часовой стрелке огибает начало координат, претерпевая
счетное множество изломов (переключений управляющего параметра) до выхода за конечное
время в начало координат. Подобная траектория в пространстве (x, y, t) показана на рис. 2.
Особой дугой второго порядка является отрезок (вертикальной) оси времени:

x = 0, y = 0, u = 0, p = 0, q = 0, t ∈ (t1, t2).

Для проведения необходимых вычислений введем гамильтонианы:

H = py +
1

2
(a+ 1)x2 + u(q +

1

2
(a− 1)x2) = G+ uR,

F0 = py − q + ax
2 (u = −1),

F1 = py + q + x
2 (u = 1).

Прямые вычисления показывают, что на особой дуге все переменные от первого до четвер-
того уровня обращаются в нуль. Скобки Пуассона пятого уровня в терминах F0, F1 оказыва-
ются равными:

a0 = (10001) = a1 = (01000) = 2(5a− 3), (3.5)

b0 = (10011) = (10101) = b1 = (01010) = (01100) = 2(a+ 1),

c0 = (10111) = c1 = (01110) = 2(5 − 3a).

Условия Келли — Коппа — Мойера имеют вид:

∂

∂u

d
4

dt4

∂H

∂u
= {{{{RG}G}G}R} = a+ 1 > 0,

где правая часть с точностью до положительного множителя совпадает с переменной bi.
Таким образом, для интервала значений параметра a, в котором имеет место режим с

учащающимися переключениями, выполнены неравенства:

ai > 0, bi > 0, ci > 0

(

3

5
< a <

5

3

)

. (3.6)

Все переменные пятого уровня имеют одинаковый знак — положительный.

3.2. Режим с двумя переключениями и особой дугой первого порядка

На особой дуге первого порядка исчезают обе составляющие гамильтониана H:

R = q + Lx
2 = 0, G = py + x

2 = 0,

а также их скобка Пуассона:
{RG} = 2Lxy − p = 0.

Из этих равенств следует, что особой дугой может быть парабола:

x = −2Ly2
.

Особое управление вычисляется по формуле (1.4) или (1.7) подразд. 1.2:

uσ = −1/4L.
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Рис. 1. Особая универсальная поверхность: ai < 0, bi > 0, ci < 0.

Рис. 2. Режим с учащающимися переключениями: ai > 0, bi > 0, ci > 0.
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Рис. 3. Режим с двумя переключениями и особой дугой первого порядка:

ai < 0, bi > 0, ci > 0 (0 < a < 3/5); ai > 0, bi > 0, ci < 0 (5/3 < a <∞).

Используя гамильтониан и особое управление, можно показать, что условие Келли на особой
параболе оказывается выполненным:

∂

∂u

d
2

dt2

∂H

∂u
= −8L2

y
2 ≤ 0.

Изменение знака неравенства здесь вызвано изменением знака сопряженных переменных.

Особое управление должно удовлетворять исходному ограничению |uσ | ≤ 1, откуда вид-
но, что особый режим может существовать лишь при |L| ≥ 1/4. Это условие выделяет два
интервала значений параметра L и a:

−1 < L < −
1

4
,

1

4
< L < 1; 0 < a <

3

5
,

5

3
< a <∞.

Между этими интервалами лежит интервал, соответствующий режиму с учащающимися пере-
ключениями. Для правого интервала особая дуга первого порядка лежит во втором квадранте
плоскости (x, y), для левого интервала — в четвертом квадранте.

Для двух указанных интервалов переменные уровней 1–4 обращаются в нуль, а перемен-
ные пятого уровня, согласно вышеприведенным формулам (3.5), отличны от нуля и имеют
следующие знаки:

ai < 0, bi > 0, ci > 0 (0 < a <
3

5
); ai > 0, bi > 0, ci < 0 (

5

3
< a <∞). (3.7)

Таким образом, знаки переменных ai, ci позволяют различать, в каком квадранте расположена
особая дуга первого порядка.
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4. Заключение

Таким образом, в работе рассмотрены три типа структуры оптимальных траекторий в
окрестности особой дуги (траектории) второго порядка, а именно: универсальная поверхность,
режим с учащающимися переключениями, режим с двумя переключениями и особой дугой
первого порядка. В последнем случае можно различать два подслучая в зависимости от рас-
положения особой дуги первого порядка. Для всех случаев оказывается положительным па-
раметр bi. Это есть условие Коппа — Мойера. У двух других параметров ai, ci есть четыре
возможности принять тот или иной знак: (+,+), (+,−), (−,+), (−,−). Все эти возможности
реализуются и соответствуют различным фазовым портретам. Знаки этих коэффициентов
доставляют дополнительные к условиям Коппа — Мойера необходимые условия, которые опи-
сывают не сами особые дуги, а оптимальную фазовую картину в их окрестности. Качественная
картина оптимального портрета вместе со знаками переменных пятого уровня представлена
на рис. 1–3.

Картина, связанная с универсальной поверхностью, исследована в общем случае в [7]. Свой-
ства режима с учащающимися переключениями в контексте разрывных гамильтоновых систем
изучены в [6]. Режим с двумя переключениями и особой дугой первого порядка исследован на
основе одной конкретной задачи [10].

Одним из интересных открытых вопросов в данном направлении является дополнение
условий (2.7), (3.6), (3.7) данной работы до достаточных условий существования той или иной
оптимальной фазовой картины.

Поступила 21.06.2006
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Том 12 № 2 2006

УДК 519.6

ИССЛЕДОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ УПРАВЛЯЕМЫХ МОДЕЛЕЙ1

М. С. Никольский

Рассматриваются три упрощенные модели разработки карьеров. Первая и третья модели являются

экстремальными, а вторая модель описывается в терминах дифференциальной игры. Для каждой из

моделей найдены достаточные условия на параметры задачи, при которых оптимальное управление имеет

простой вид. Используются принцип максимума Понтрягина и теория позиционных дифференциальных

игр, разработанная Н.Н. Красовским и его школой.

На кафедре оптимального управления факультета вычислительной математики и кибер-
нетики МГУ в рамках семинара по экономическому моделированию в 2005 году были разрабо-
таны и изучены упрощенные математические модели управления процессом добычи полезных
ископаемых (см., например, [1, 2]). Рассматриваемые в настоящей статье модели используют
некоторые идеи, заложенные в моделях [1,2]. Для лучшего понимания прикладниками резуль-
татов статьи она написана весьма подробно.

Модель 1. Обозначим через x(t) объем добытой породы к моменту t, выраженный в
некоторых физических единицах (например, в кубометрах). Считая функцию x(t) дифферен-
цируемой, можно написать соотношение

ẋ(t) = u(t),

где u(t) — скорость добычи породы в момент t. Обычно скорость u(t) может меняться в неко-
торых пределах, диктуемых техническими возможностями рудника. Например, естественным
является ограничение вида u(t) ∈ [p1, p2], где 0 6 p1 < p2. В обозначениях теории оптимального
управления (см. [3–5]) динамику переменной величины x(t) можно описать уравнением

ẋ = u, (1)

где
u ∈ [p1, p2], 0 6 p1 < p2. (2)

Пусть фиксированы отрезок времени [0, T ], где T > 0, начальное и конечное условия:

x(0) = x0, x(T ) = x1, (3)

где 0 6 x0 < x1. Допустимые управления u(t) ∈ [p1, p2], t ∈ [0, T ], будем рассматривать в
классе измеримых по Лебегу функций, а решения x(t) уравнения (1) — в классе абсолютно

непрерывных функций, т.е. x(t) = x0 +

t
∫

0

u(s) ds, где интеграл понимается в смысле Лебега.

Качество допустимого управления u(·) будем оценивать функционалом

I(u(·)) =

T
∫

0

e
−νs

g(x(s))u(s) ds, (4)

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 05-01-08034-офи-п, 05-01-00193).



Исследование управляемых моделей 143

где ν > 0 — коэффициент дисконтирования, g(x) — удельная прибыль добывающей компа-
нии, когда уже добыто x единиц объема породы. Функция g(x) считается непрерывно диф-
ференцируемой на числовой оси, причем допускаются отрицательные значения функции g(x).
Величину I(u(·)) можно назвать дисконтированной прибылью добывающей компании. Целью
добывающей компании является максимизация функционала I(u(·)).

В дальнейшем будем считать выполненным неравенство

x0 + Tp1 6 x1 6 x0 + Tp2. (5)

Это условие обеспечивает достижимость управляемым объектом (1), (2) финальной точки x1

в момент T при выходе его из начальной точки x0. Используя известные теоремы существо-
вания оптимального управления (см. [4]), нетрудно обосновать существование оптимального
управления ũ(t), t ∈ [0, T ] в рассматриваемой оптимизационной задаче. Для получения ин-
формации об оптимальном управлении ũ(t), t ∈ [0, T ], рассмотрим функцию Гамильтона —
Понтрягина

H(ψ0, ψ, x, t, u) = ψ0e
−νt

g(x)u + ψu, (6)

и сопряженное уравнение
ψ̇ = −ψ0e

−νt
g
′(x̃(t))ũ(t), (7)

где x̃(t) = x0+

t
∫

0

ũ(s) ds. Согласно принципу максимума Понтрягина (см. [3–5]) найдется такая

пара (ψ̃0, ψ̃(t)), где ψ̃0 > 0 — константа, ψ̃(t) — решение уравнения (7), что |ψ̃0| + |ψ̃(t)| > 0
при t ∈ [0, T ] и почти всюду на [0, T ] (см. [6])

max
u∈[p1,p2]

H(ψ̃0, ψ̃(t), x̃(t), t, u) = H(ψ̃0, ψ̃(t), x̃(t), t, ũ(t)). (8)

Рассмотрим два случая.
Случай 1: ψ̃0 > 0. Тогда можно считать, что ψ̃0 = 1. Условие (8) теперь можно переписать

так: почти всюду на [0, T ]
max

u∈[p1,p2]

h(t)u = h(t)ũ(t), (9)

где
h(t) = e

−νt
g(x̃(t)) + ψ̃(t). (10)

Функцию h(t) естественно назвать функцией переключения. Используя формулы (1), (7), (10),
получаем, что почти всюду на [0, T ]

ḣ(t) = −νe−νt
g(x̃(t)). (11)

Так как u ∈ [p1, p2], где p1 > 0, то x̃(t) — монотонно растущая функция, и поэтому при t ∈ [0, T ]

x̃(t) ∈ [x0, x1]. (12)

Использование принципа максимума Понтрягина сильно упрощается при выполнении следу-
ющего условия:

(A) g(x) > 0 при x ∈ [x0, x1].

Действительно, из (11), (12) и (A) вытекает, что функция h(t) (см. (10)) строго монотонно убы-
вает на [0, T ], и поэтому уравнение h(t) = 0 имеет не более одного корня на [0, T ]. Отсюда сле-
дует в силу соотношения (9), что функция ũ(t) при t ∈ [0, T ] эквивалентна кусочно-постоянной
функции

uopt(t) =

{

p2 при t ∈ [0, θ)
p1 при t ∈ [θ, T ],

(13)
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где константа θ ∈ [0, T ]. Для θ должно выполняться равенство

x0 + p2θ + p1(T − θ) = x1,

т.е.

θ =
x1 − x0 − p1T

p2 − p1

. (14)

Случай 2: ψ̃0 = 0. Тогда (см. (7)) ψ̃(t) является ненулевой константой. Из условия максимума
(8) получаем, что ũ(t) эквивалентна на [0, T ] постоянной функции, равной либо p1, либо p2, при
этом выполняется либо равенство x0 +Tp1 = x1, либо равенство x0 +Tp2 = x1 соответственно.
Таким образом, функция ũ(t) эквивалентна функции uopt(t) либо с θ = 0, либо с θ = T

соответственно.

Из приведенного анализа двух возможных случаев вытекает, что с точностью до эквива-
лентности оптимальное управление при выполнении условия (A) определяется однозначным
образом (см. (13), (14)).

З а м е ч а н и е 1. Константа θ (см. (14)) при выполнении условия (A) не зависит от
конкретного вида функции g(x) и константы ν > 0. Это обстоятельство представляется весьма
неожиданным.

В заключение этого раздела остановимся на случае, когда функция g(x) положительна и
кусочно-постоянна при x ∈ [x0, x1], т.е. существуют такие последовательности чисел τi, i =
0, . . . , N , gi > 0, i = 0, . . . , N − 1 (N > 1), что

x0 = τ0 < τ1 < . . . < τN = x1, (15)

g(x) ≡ gi > 0 при x ∈ [τi, τi+1), i = 0, . . . , N − 1. (16)

Положим

g(x1) = gN−1,

g(x) = g(x0) при x < x0,

g(x) = g(x1) при x > x1.

З а м е ч а н и е 2. Отметим, что кусочно-постоянные функции g(x) представляют опре-
деленный интерес для приложений, так как цены в экономике могут меняться скачкообразно
и сохранять постоянное значение на временных полуинтервалах.

Здесь использовать принцип максимума в классической формулировке (см. [3–5]) нельзя.
Но можно поступить так. Рассмотрим некоторую последовательность гладких на числовой оси
и положительных на [x0, x1] функций gj(x), j = 1, 2, . . . со следующими свойствами:

(a) gj(x) = g(x) на множестве [x0, x1] \ Xj , где Xj =
N−1
⋃

i=1

[τi − εj , τi + εj ], εj > 0, причем

последовательность εj монотонно стремится к нулю при j → ∞;

(b) каждая из функций gj(x) ограничена на [x0, x1] константой

γ = max
i=0,...,N−1

gi.

Отметим, что такую последовательность функций gj(x) нетрудно построить с помощью собо-
левского усреднения функции g(x) (см., например, [6]).

Будем считать, что p1 > 0 и что выполнено условие (5). Если фиксировать допустимое
управление û(t), t ∈ [0, T ], то нетрудно видеть, что при j → ∞

Ij(û(·)) → I(û(·)),
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где Ij(u(·)) определяется формулой (4) с заменой g(x) на gj(x). Используя это обстоятельство,
можно доказать от противного, что управление uopt(t) (см. (13)) будет оптимальным и для
кусочно-постоянной функции g(x) (см. (15), (16)).

Модель 2. В модели 1 не учитывается возможность разного рода помех и флуктуаций,
которые неизбежно появляются на практике. Одним из возможных способов учета возму-
щающих факторов является использование конфликтно-управляемых моделей, изучаемых в
теории дифференциальных игр (см., например, [7]).

Здесь мы рассмотрим конфликтно-управляемый объект

ẋ = u− v, (17)

где x по-прежнему означает объем добытой породы, u ∈ [p1, p2], v ∈ [q1, q2], причем

0 6 p1 < p2, q1 6 q2, (18)

p1 − q2 > 0. (19)

В (17) параметр u означает скорость добычи, а v моделирует воздействие различных помех,
возникающих при добыче. Будем пока считать, что u = u(t), v = v(t) — измеримые по Лебегу
функции на [0, T ].

Пусть фиксированы краевые условия (3), где 0 6 x0 < x1. Качество допустимой пары u(·),
v(·) будем по аналогии с моделью 1 (см. (4)) оценивать функционалом

I1(u(·), v(·)) =

T
∫

0

e
−νs

g(x(s))(u(s) − v(s)) ds, (20)

где ν > 0 и g(x) — гладкая функция на числовой оси, причем выполнено условие (13). Игрок M
(Mining company) управляет величиной u(t), t ∈ [0, T ]. Игрок N (Nature) управляет величиной
v(t), t ∈ [0, T ]. Игрок M стремится к максимизации функционала (20). Важным является
вопрос об информации, доступной игрокам. Будем считать, что игрок M знает динамические
возможности конфликтно-управляемого объекта x (см. (17)), краевые условия (3), константу
ν > 0, функцию g(x) в (20), а также при каждом t ∈ [0, T ] текущее значение x(t). Относительно
игрока N будем предполагать, что он до игры выбирает измеримую функцию v(t) на [0, T ],
причем она неизвестна игроку M .

Используя результаты и методы монографии [7], можно предложить следующий простой
способ построения кусочно-постоянного управления uh(t) (параметр h > 0), обладающего це-
лым рядом достоинств. Будем предполагать выполненными в дополнение к неравенствам (18),
(19) следующие неравенства:

p2 − p1 > q2 − q1, (21)

x0 + T (p1 − q1) 6 x1 6 x0 + T (p2 − q2).

При выполнении неравенств (18), (19), (21) множество

W =
⋂

v∈[q1,q2]

([p1, p2] − v) (22)

непусто и для него справедлива формула

W = [p1 − q1, p2 − q2], (23)

где

0 6 p1 − q1 < p2 − q2.
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Сопоставим дифференциальной игре (17), (20) управляемый объект

ẏ = w, (24)

y(0) = x0, y(T ) = x1, (25)

где управление w стеснено ограничением w ∈W (см. (23)), и функционал (ср. (20))

I2(w(·)) =

T
∫

0

e
−νs

g(y(s))w(s) ds, (26)

максимизируемый на измеримых функциях w(t) ∈ W , t ∈ [0, T ]. Согласно результатам, полу-
ченным по модели 1, в оптимизационной задаче (24)–(26) оптимальным управлением является
функция

w̃(t) =

{

p2 − q2 при t ∈ [0, θ̃),

p1 − q1 при t ∈ [θ̃, T ],
(27)

где

θ̃ =
x1 − x0 − (p1 − q1)T

(p2 − q2) − (p1 − q1)
. (28)

Обозначим ỹ(t) = x0 +

t
∫

0

w̃(s) ds. При произвольных x и t ∈ [0, T ] определим функцию

ũ(x, t) =

{

p2, если x 6 ỹ(t),

p1, если x > ỹ(t).
(29)

Отметим, что ũ(x, t) — разрывная функция. Если ее и некоторую измеримую функцию v(t) ∈
[q1, q2] подставить в (17), а затем попытаться решить полученное дифференциальное урав-
нение с начальным условием x(0) = x0, то возникают трудности. В [7] подобные трудности
преодолеваются в общем виде с помощью введения нового понятия решения — понятия движе-
ния — и рекомендуется на практике использовать соответствующие приближенные кусочно-
постоянные управления ũh(t) с малым шагом h > 0. Опишем построение ũh(t). Фиксируем
h ∈ (0, T ] и произвольное измеримое управление v(t) ∈ [q1, q2], t > 0. При t ∈ [0, h) ре-
шим уравнение (17) при u ≡ ũ(x0, 0), v = v(t), с начальным условием x(0) = x0. Получим
при t ∈ [0, h) решение x̂(t), которое по непрерывности доопределим при t = h. Обозначим
ξ1 = x̂(h). Если h < T , то продолжим решение x̂(t) уравнения (17) на [h, 2h), подставляя в (17)
u ≡ ũ(ξ1, h), v = v(t) и используя начальное условие x̂(h) = ξ1. Доопределим x̂(t) при t = 2h
по непрерывности слева. Если 2h < T , то аналогичным образом продолжим решение x̂(t) на
[2h, 3h) и т. д., пока не определим x̂(t) на всем отрезке [0, T ]. Таким образом, при построении
x̂(t) используется позиционное управление ũ(x, t) в “замороженном” на полуинтервалах ви-
де. В результате получаем кусочно-постоянное управление uh(t) (которое зависит от (h, v(·)))
и соответствующее решение x̂(t). Оказывается, с уменьшением h > 0 решение x̂(t) все точ-
нее аппроксимирует решение ỹ(t) в метрике C[0, T ]. Для обоснования этого факта проведем
рассуждения, аналогичные рассуждениям [7, разд. 14], с очевидными упрощениями.

Рассмотрим при t ∈ [0, T ] функцию

ρ(t) = x̂(t) − ỹ(t). (30)

Почти всюду при t ∈ [0, T ]

dρ
2(t)

dt
= 2(x̂(t) − ỹ(t))(ũh(t) − v(t) − w̃(t)). (31)
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Рассмотрим некоторый полуинтервал [kh, (k + 1)h) ∈ [0, T ], где k — неотрицательное целое
число. Так как ρ

2(t) — абсолютно непрерывная на [0, T ] функция, то с помощью (31) при
t ∈ [kh, (k + 1)h] получаем неравенство

ρ
2(t) 6 ρ

2(kh) + 2(x̂(kh) − ỹ(kh))

t
∫

kh

(ũh(s) − v(s) − w̃(s)) ds + l
2
h

2
, (32)

где через l обозначен максимум по (u, v,w) функции |u−v−w| на множестве [p1, p2]×[q1, q2]×W .
При получении неравенства (32) используется липшицевость функции x̂(t)−ŷ(t) с константой l.
Отметим, что

ũh(s) ≡ ũ(x̂(kh), kh) при s ∈ [kh, (k + 1)h). (33)

Используя определение множества W (см. (22), (23)) и определение ũ(x, t), при s ∈ [kh, (k+1)h)
с помощью (33) получаем следующие соотношения:

v(s) + w̃(s) ∈ [p1, p2],

(x̂(kh) − ỹ(kh))(v(s) + w̃(s)) > (x̂(kh) − ỹ(kh))ũh(s). (34)

Из (34) вытекает, что второй член в неравенстве (32) неположителен при t ∈ [kh, (k + 1)h].
Таким образом, при t ∈ [kh, (k + 1)h]

ρ
2(t) 6 ρ

2(kh) + l
2
h

2
.

Отсюда и из равенства ρ(0) = 0 вытекает, что при t ∈ [0, T ]

ρ
2(t) 6 l

2
h

2

(

T

h
+ 1
)

. (35)

Таким образом (см. (30), (35)), при t ∈ [0, T ] обосновано неравенство

|x̂(t) − ỹ(t)| 6 lh
1

2 (T + h)
1

2 , (36)

причем правая часть не зависит от допустимого управления v(·). Теперь покажем, что при
h→ 0+ равномерно по допустимым управлениям v(·) выполняется (см. (20), (26), (27), (28))

I1(ũh(·), v(·)) → I2(w̃(·)). (37)

Из (20), (26), (36) и гладкости функции g(x) вытекает, что для обоснования соотношения (37)
достаточно показать, что величина

∆h =

T
∫

0

e
−νs

g(ỹ(s))ω(s) ds,

где

ω(s) = ũh(s) − v(s) − w̃(s), (38)

стремится к нулю при h → 0+ равномерно по допустимым управлениям v(·). Применяя фор-
мулу интегрирования по частям, получаем

∆h = e
−νT

g(ỹ(T ))

T
∫

0

ω(r) dr −

T
∫

0

[

d

ds
(e−νs

g(ỹ(s)))

s
∫

0

ω(r) dr

]

ds. (39)
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Очевидно (см. (38)),
s
∫

0

ω(r) dr = x̂(s) − ỹ(s). (40)

Из (36), (39), (40) получаем искомое соотношение (37).

Таким образом, при малых h > 0 кусочно-постоянное управление ũh(t) гарантирует ма-
лость величины |x̂(T )−x1|+ |I1(ũh(·), v(·))−I2(w̃(·))| равномерно по допустимым управлениям
v(·). Чтобы оценить важность позиционного управления ũ(x, t) для исследуемой дифференци-
альной игры (17), (20) при сделанных выше предположениях, отметим следующее. С помощью
результатов [7, разд. 51] можно построить такое позиционное управление ṽ(x, t), что позици-
онные стратегии ũ(x, t), ṽ(x, t) образуют седловую точку в дифференциальной игре (17), (20)
в классе позиционных стратегий с ценой игры I2(w̃(·)), если рассматривать не классические
решения, а движения. Таким образом, кусочно-постоянное управление ũh(t) обеспечивает ма-
лость величины |x̂(T )−x1|+|I1(ũh(·), v(·)−I2(w̃(·))| при малых h > 0 и может рассматриваться
как аппроксимация оптимальной (в смысле седловой точки) позиционной стратегии ũ(x, t).
Отметим также, что функцию ỹ(t), t ∈ [0, T ], естественно назвать магистральной кривой для
игрока M в исследуемой дифференциальной игре: используя кусочно-постоянное управление
ũh(t) с малым h > 0, игрок M в силу неравенства (36) обеспечивает близость функций x̂(t),
ỹ(t) в смысле метрики C[0, T ], а также близость I1(ũh(·), v(·)) к величине I2(w̃(·)), которая
является ценой игры в позиционных стратегиях.

Модель 3. Предыдущая модель учитывала возможность появления помех и возмущений
в процессе добычи. При этом функция g(x) (удельная прибыль) считалась независимой от воз-
мущающих факторов. Однако в реальности функция g(x) существенным образом зависит от
цен на оборудование, на добываемые полезные ископаемые, на рабочую силу и т.д., которые
могут меняться. По-видимому, одним из рациональных подходов, учитывающих непредска-
зуемость этих и других параметров производства, является использование языка и понятий
теории вероятностей (см., например, [8]). Предлагаемая в этом пункте модель является неко-
торым вероятностным обобщением модели 1.

Пусть динамика переменной величины x(t) описывается уравнением (1) с ограничением
на управляющий параметр u вида (2) и краевыми условиями (3). Управляющие функции
u(t) ∈ [p1, p2], t ∈ [0, T ], измеримы по Лебегу. Рассмотрим функционал (ср. (4))

I3(ξ, u(·)) =

T
∫

0

e
−νs

g(ξ, x(s))u(s) ds, (41)

где

g(ξ, x) = g1(x) + ξg2(x), (42)

ν > 0 — коэффициент дисконтирования, g(ξ, x) — удельная прибыль, функции g1(x), g2(x)
непрерывно дифференцируемы на числовой оси, ξ = ξ(ω) — случайная величина, определен-
ная на измеримом пространстве (Ω, F ) (см. [8, гл. II, разд. 4]). Будем считать, что ξ(ω) = ω,
Ω = [ω1, ω2] — отрезок на числовой оси. Пусть далее на σ-алгебре F подмножеств Ω опреде-
лена вероятностная мера P (см. [8, гл. II, разд. 1]) и для случайной величины ξ существуют

математическое ожидание Mξ =

∫

Ω

ξ dP (см. [8, гл. II, разд. 6]) и дисперсия Dξ = M(ξ−Mξ)2 по

мере P . Отметим, что в (41) x(s) = x0 +

t
∫

0

u(s) ds, где интеграл понимается в смысле Лебега.

Используя известные свойства математического ожидания и дисперсии (см. [8]), получаем при
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фиксированном допустимом управлении u(·) (см. (41), (42))

MI3(ξ, u(·)) =

T
∫

0

e
−νs

g3(x(s))u(s) ds, (43)

DI3(ξ, u(·)) = Dξ

( T
∫

0

e
−νs

g2(x(s))u(s) ds

)2

, (44)

где

g3(x) = g1(x) + Mξg2(x). (45)

Сформируем теперь новый функционал

I4(u(·)) = MI3(ξ, u(·)) − αDI3(ξ, u(·)), (46)

где α > 0 — константа, называемая коэффициентом риска. Будем рассматривать задачу макси-
мизации функционала I4(u(·)) на допустимых управлениях u(·) и соответствующих решениях
уравнения (1) с краевыми условиями (3).

З а м е ч а н и е 3. Вид функционала I4 (см. (45)) был предложен для более общей
ситуации А.В. Кряжимским.

Учитывая формулы (43)–(46), получаем

I4(u(·)) =

T
∫

0

e
−νs

g3(x(s))u(s) ds − αDξ

( T
∫

0

e
−νs

g2(x(s))u(s) ds

)

2

.

Введем добавочное уравнение

ẏ = e
−νt

g2(x)u (47)

с начальным условием y(0) = 0 и рассмотрим эквивалентную задачу максимизации по допу-
стимым u(·) нового функционала

J(u(·)) =

T
∫

0

e
−νs

g3(x(s))u ds − αDξ · y2(T ),

где x(t), y(t) — решения уравнений (1), (47) с краевыми условиями (3) и y(0) = 0. Пусть выпол-
нены неравенства (5). Применяя известные теоремы существования оптимального управления
(см. [4]) к этой новой задаче максимизации, нетрудно обосновать для нее существование опти-
мального управления ũ(t), t ∈ [0, T ]. Чтобы охарактеризовать свойства ũ(t) на [0, T ], рассмот-
рим в соответствии с общим принципом максимума Понтрягина (см. [5]) функцию Гамильтона
— Понтрягина

H(ψ, x, y, t, u) = ψ0e
−νt

g3(x)u+ ψ1u+ ψ2e
−νt

g2(x)u (48)

и малый лагранжиан

l(x, y, ψ0, a) = ψ0αDξ · y2 + a(x− x1),

где ψ0 > 0, a — число произвольного знака. Рассмотрим далее (см. [5]) сопряженную систему

ψ̇1 = (−ψ0e
−νt

g
′
3(x̃(t)) − ψ2e

−νt
g
′
2(x̃(t)))ũ(t), (49)

ψ̇2 = 0
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(штрих означает дифференцирование по x) с краевыми условиями

ψ1(T ) = −a,

ψ2(T ) = −2ψ0α · Dξ · ỹ(T ).
(50)

Из (49), (50) следует, что при t ∈ [0, T ] функция ψ̃2(t) ≡ ψ̃2, где

ψ̃2 = −2ψ0αDξ · ỹ(T ). (51)

Согласно принципу максимума Понтрягина, для оптимального управления ũ(t), t ∈ [0, T ],
существует такая пара чисел (ψ̃0, ã), причем ψ̃0 > 0, ψ̃0 + |ã| > 0, и такое векторное решение
ψ̃(t) сопряженной системы (49) с краевыми условиями (50), где a = ã, ψ0 = ψ̃0, что почти
всюду на [0, T ] выполняется условие максимума

max
u∈[p1,p2]

H(ψ̃(t), x̃(t), ỹ(t), u) = H(ψ̃(t), x̃(t), ỹ(t), ũ(t)). (52)

Рассмотрим два возможных случая.

Случай 1: ψ̃0 > 0. Здесь можно считать, что ψ̃0 = 1, т.е.

H(ψ̃(t), x̃(t), ỹ(t), u) = h(t)u,

где
h(t) = e

−νt
g3(x̃(t)) + ψ̃1(t) + ψ̃2e

−νt
g2(x̃(t)). (53)

Учитывая формулы (49), получим из (53), что почти всюду на [0, T ]

ḣ = −νe−νt
(

g3(x̃(t)) + ψ̃2g2(x̃(t))
)

. (54)

Анализ оптимального управления ũ(t) сильно упрощается при условии (см. (45), (51), (54))

(B) g1(x) + (Mξ − 2αDξ · ỹ(T ))g2(x) > 0, x ∈ [x0, x1].

При выполнении условия (B) функция h(t) строго монотонно убывает на [0, T ] (см. (54)), и
оптимальное управление ũ(t), как и для модели 1 в случае 1, оказывается эквивалентным
функции uopt(t) (см. (13), (14)).

Случай 2: ψ̃0 = 0. В этом случае (см. (49), (50)) ψ̃1(t) ≡ −a 6= 0, ψ̃2(t) ≡ 0 и, как следует из
условия максимума (52), оптимальное управление ũ(t) оказывается эквивалентным на [0, T ]
функции uopt(t): с θ = 0, если x0 + Tp1 = x1, и с θ = T , если x0 + Tp2 = x1.

Из приведенного анализа двух возможных случаев вытекает, что с точностью до экви-
валентности оптимальное управление при выполнении условия (B) определяется однозначно
(см. (13), (14)).

В условие (B) входят функции g1(x), g2(x), константы α, Mξ, Dξ и величина ỹ(T ). Нетрудно
видеть, что условие (B) заведомо выполняется, если на [x0, x1] функция g1(x) > 0, функция
g2(x) > 0 и

Mξ > 2αDξ · ỹ(T ). (55)

Из соотношений (2), (12), (47), условия y(0) = 0 и из неотрицательности g2(x) на [x0, x1]
получаем для ỹ(T ) оценку вида

0 6 ỹ(T ) 6 γ = βp2

1 − e
−νT

ν
,

где через β обозначен максимум функции g2(x) на отрезке [x0, x1]. Отсюда вытекает, что при
g2(x) > 0 на [x0, x1] достаточным для выполнения неравенства (55) является условие

Mξ > 2αDξ · γ.

Поступила 15.04.2006
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УДК 517.958

ОЦЕНКА УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЯ В ДВУМЕРНОЙ ОБРАТНОЙ

ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ УПРУГОСТИ1

В. Г. Романов

Рассмотрена задача об определении плотности среды и одного из ее упругих модулей. Предполага-

ется, что свойства упругой среды и внешние силы не зависят от координаты x3. В этом случае третья

компонента вектора смещений удовлетворяет скалярному уравнению второго порядка, в которое входят в

качестве коэффициентов плотность среды ρ и модуль упругости µ. Предполагается, что параметры ρ и µ
являются известными положительными постоянными всюду вне некоторой компактной области D ⊂ R

2,

а внутри D — неизвестны. Рассматривается задача об определении этих коэффициентов в D по информа-

ции о решении двух прямых задач, заданной на границе области D для некоторого конечного временного

интервала. Установлена оценка условной устойчивости решения рассматриваемой обратной задачи.

1. Постановка задачи и основной результат

Рассмотрим систему линейных уравнений изотропной упругости с нулевыми начальными
данными. Она может быть записана в виде

ρ
∂

2
ui

∂t2
=

3
∑

j=1

∂σij

∂xj
+ ρFi, ui|t<0 ≡ 0, i = 1, 2, 3. (1.1)

Здесь ρ — плотность среды, ui — компоненты вектора смещений, Fi — массовые силы, а σij —
компоненты тензора напряжений, связанные с ui законом Гука:

σij = λ δij

3
∑

j=1

∂uj

∂xj
+ µ

(

∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)

, i, j = 1, 2, 3,

в котором λ, µ — модули упругости среды. Предположим, что ρ, λ, µ и F3 не зависят от
координаты x3 и F1 = F2 = 0. Тогда u1 = u2 = 0, а компонента u3 = u(x, t) является решением
задачи Коши для уравнения второго порядка

ρ
∂

2
u

∂t2
= ∇ · (µ∇u) + ρF (x, t), u|t<0 ≡ 0, (1.2)

в котором x = (x1, x2), ∇ = (∂/∂x1, ∂/∂x2) и F = F3.

В связи с этим двумерная обратная задача упругости может рассматриваться как задача
об определении в уравнении (1.2) коэффициентов ρ и µ. Именно эта задача и рассматривается
ниже при специальных предположениях о коэффициентах и функции F (x, t).

Обратные задачи для системы уравнений теории упругости рассматривались в ряде работ
(см., например, [1–9] и соответствующую литературу); практически все эти работы связаны с
сильно переопределенными постановками задач, когда размерность задаваемой информации
превосходит размерность искомых коэффициентов. В данной работе используется информация

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 05-01-00171) и Сибирского отделения
РАН (проект 2006 — № 57).
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о решении некоторых прямых задач для уравнения (1.2), близкая к минимальной. Исследо-
вание основано на методе получения оценок условной устойчивости решения, первоначально
предложенном в работах [10–12] и детально описанном в монографии [13].

Рассмотрим решение задачи (1.2) для случая, когда функция F (x, t) имеет вид

F (x, t) = δ
′(t) δ(x · ν). (1.3)

Здесь ν = (ν1, ν2) — единичный вектор, x · ν — скалярное произведение векторов x = (x1, x2)
и ν. Решение задачи (1.2), (1.3) зависит от параметра ν, т.е., u = u(x, t, ν).

Предположим, что коэффициенты ρ и µ совпадают с положительными постоянными ρ0 и
µ0 соответственно всюду вне круга D = {x ∈ R

2 : |x− x
0| < r} радиуса r с центром в точке x0

и область D содержится в полуплоскости x · ν > 0. Примем также, что ρ(x) и µ(x) являются
гладкими функциями во всей плоскости R

2 (более подробно об этом см. ниже).

Обозначим через c =
√

µ/ρ скорость распространения упругих поперечных волн, а через
c0 =

√

µ0/ρ0 — ее значение вне D. Введем функцию τ(x, ν) как решение следующей задачи
Коши для уравнения эйконала:

|∇τ |2 = c
−2(x), τ |x·ν=0 = 0. (1.4)

Анализ задачи (1.2), (1.3) показывает, что ее решение может быть представлено в виде (см.
ниже лемму 2.1)

u(x, t, ν) =
1

2
eϕ(x,ν)

[

δ(t − τ(x, ν)) + ū(x, t, ν) θ0(t− τ(x, ν))
]

,

в котором ϕ(x, ν), ū(x, t, ν) — некоторые гладкие функции, а θ0(t) — функция Хевисайда:
θ0(t) = 1 для t ≥ 0 и θ0(t) = 0 для t < 0.

Пусть G(ν, τ) — цилиндрическая область: G(ν, τ) = {(x, t) : x ∈ D, τ(x, ν) < t < T +τ(x, ν)},
где T — некоторое положительное число. Боковую часть границы этой области обозначим
через S(ν, τ), а ее нижнее основание — через Σ(ν, τ), т.е.

S(ν, τ) = {(x, t): x ∈ ∂D, τ(x, ν) ≤ t ≤ T + τ(x, ν)},

Σ(ν, τ) = {(x, t): x ∈ D, t = τ(x, ν)}, ∂D = {x ∈ R
2: |x− x

0| = r}.

Рассмотрим задачу об определении коэффициентов ρ(x), µ(x) по следующей информации:
для двух различных значений параметра ν = ν

(k), k = 1, 2, таких, что |ν(1)×ν(2)| > 0, задаются
функции τ(x, ν(k)) = τ

(k)(x), ϕ(x, ν(k)) = ϕ
(k)(x) на ∂D и следы решения задачи (1.2), (1.3) и

его нормальной производной на S(ν(k)
, τ

(k)) = Sk, т.е. считаются известными функции

τ(x, ν(k)) = τ
(k)(x), ϕ(x, ν(k)) = ϕ

(k)(x), x ∈ ∂D,

u(x, t, ν(k)) = f
(k)(x, t),

∂

∂n
u(x, t, ν(k)) = g

(k)(x, t), (x, t) ∈ Sk, k = 1, 2.

Требуется по функциям τ
(k)(x), ϕ(k)(x), f (k)(x, t), g(k)(x, t), k = 1, 2, найти ρ(x) и µ(x)

внутри D. Через n здесь обозначен единичный вектор внешней нормали к ∂D.

Заметим, что задание нормальной производной ∂u/∂n на Sk эквивалентно заданию третьей
(и единственной ненулевой) компоненты вектора напряжений, действующего на касательной
площадке к ∂D.

Пусть Λ(ε0, q0, τ0, d) — множество функций (ρ, µ), удовлетворяющих при некоторых фик-
сированных положительных числах ε0, q0, τ0, d следующим условиям:

(1) supp(ρ(x) − ρ0, µ(x) − µ0) := Ω ⊂ D, dist(∂D,Ω) ≥ d;

(2) 0 < ε0ρ0 ≤ ρ(x), 0 < ε0µ0 ≤ µ(x), 0 < ε0c0 ≤ c(x);
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(3) риманово пространство, определяемое метрикой ds
2 = c

−2(x)(dx2

1
+ dx

2

2
), имеет непо-

ложительную кривизну, и область D содержится внутри некоторого риманова шара, диаметр
которого не превосходит τ0;

(4) ‖ρ− ρ0‖C15
(R2)

≤ q0, ‖µ(x) − µ0‖C15(R2) ≤ q0.

Заметим, что диаметр упомянутого выше риманова шара допускает оценку (довольно гру-
бую) τ0 ≤ 2r/(c0ε0). Предположения (4) о высокой гладкости коэффициентов ρ, µ важны
только при доказательстве леммы 2.1 и могут быть существенно ослаблены (до условия при-
надлежности пространству C

4(R2)) при использовании иной техники оценок, требующей одна-
ко при своей реализации более детальных вычислений. С целью большей простоты изложения,
для описания структуры решения задачи (1.2), (1.3) в статье использован метод энергетиче-
ских оценок, применение которого загрубляет требования гладкости.

Основным содержанием настоящей работы являются следующие теоремы устойчивости и
единственности решения обратной задачи.

Теорема 1.1. Пусть (ρj, µj), j = 1, 2, и данные {τ
(k)

j , ϕ
(k)

j , f
(k)

j , g
(k)

j } соответствуют

решению задачи (1.2), (1.3) при ρ = ρj(x), µ = µj(x) и ν = ν
(k), k = 1, 2, j = 1, 2. Тогда

найдутся положительные числа q0 и C, зависящие от T , r, ε0, ρ0, µ0, d и |ν(1)×ν(2)|, такие,

что при выполнении условия T > 2τ0 имеет место неравенство

‖ρ1 − ρ2‖
2

H1(D)
+ ‖µ1 − µ2‖

2

H1(D)
≤ C

2
∑

k=1

(

‖f̂
(k)

1
− f̂

(k)

2
‖2

H1(S′)

+ ‖ĝ
(k)

1
− ĝ

(k)

2
‖2

L2(S′)
+ ‖ϕ

(k)

1
− ϕ

(k)

2
‖2

H2(∂D)
+ ‖τ

(k)

1
− τ

(k)

2
‖2

H4(∂D)

)

(1.5)

для любых (ρj , µj) ∈ Λ(ε0, q0, τ0, d), j = 1, 2. В этом неравенстве S′ = ∂D× [0, T ] и f̂
(k)

j (x, t) =

f
(k)

j (x, t+ τ
(k)

j (x)), ĝ
(k)

j (x, t) = g
(k)

j (x, t+ τ
(k)

j (x)).

Теорема 1.2. Пусть (ρj, µj) и {τ
(k)

j , ϕ
(k)

j , f
(k)

j , g
(k)

j } имеют тот же смысл, что и в тео-

реме 1.1. Тогда найдется число q0 > 0 такое, что для любых (ρj , µj) ∈ Λ(ε0, q0, τ0, d), j = 1, 2,
из равенств

τ
(k)

1
(x) = τ

(k)

2
(x), ϕ

(k)

1
(x) = ϕ

(k)

2
(x), x ∈ ∂D;

f
(k)

1
(x, t) = f

(k)

2
(x, t), (x, t) ∈ S(ν(k)

, τ
(k)

1
), k = 1, 2, (1.6)

при условии T > 2τ0 следует, что ρ1(x) = ρ2(x), µ1(x) = µ2(x).

Теорема 1.1 доказана в разд. 3. Теорема 1.2 вытекает из теоремы 1.1 и установленной в
статье [14] леммы 4.1, которая утверждает, что из выполнения условий (1.6) следует совпа-

дение на S(ν(k)
, τ

(k)

1
) функций g

(k)

1
(x, t) и g

(k)

2
(x, t), k = 1, 2. В разд. 2 доказана лемма 2.1,

используемая при доказательстве теоремы 1.1.

2. Структура решения прямой задачи

Введем функцию ψ(x) = lnµ(x)/2 и запишем задачу (1.2), (1.3) в виде

utt − c
2(∆u+ 2∇ψ · ∇u) = δ(x · ν) δ′(t), u|t<0 = 0. (2.1)

Необходимые для дальнейшего свойства решения этой задачи устанавливаются следующей
леммой.
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Лемма 2.1. Для каждого T0 > 0 существует положительное число q0 = q0(T0) такое,

что для (ρ, µ) ∈ Λ(ε0, q0, τ0, d) решение задачи (2.1) в области {(x, t): t ≤ T0} может быть

представлено в виде

u(x, t, ν) =
1

2
eϕ(x,ν)

[

δ(t − τ(x, ν)) + ū(x, t, ν) θ0(t− τ(x, ν))
]

, (2.2)

в котором θ0(t) — функция Хевисайда, функция ū(x, t, ν) ∈ C
2(K) при каждом фиксирован-

ном ν, K = K(T0, ν) = {(x, t): τ(x, ν) ≤ t ≤ T0}, а функции ϕ(x, ν), β(x, ν) = u(x, τ(x, ν) + 0, ν)
являются дважды непрерывно дифференцируемыми функциями в D0 = {x ∈ R

2: τ(x, ν) ≤ T0}

и удовлетворяют равенствам

2∇(ϕ+ ψ) · ∇τ + ∆τ = 0, ϕ|τ=0 = 0, (2.3)

2∇β · ∇τ − (∆ϕ+ |∇ϕ|2 + 2∇ϕ · ∇ψ) = 0, β|τ=0 = 0. (2.4)

Более того, существует положительное число C, зависящее только от T0, ε0, q0 и такое,

что выполняются следующие неравенства:

‖ū(x, t, ν)‖C2(K) ≤ Cq0, ‖τ(x, ν) − |x · ν|/c0‖C2(D0) ≤ Cq0,

‖ϕ(x, ν)‖C2(D0) ≤ Cq0, ‖β(x, ν) |C2(D0)
≤ Cq0.

(2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим вначале задачу (1.4). Обозначим p(x, ν) = ∇τ(x, ν).
Без потери общности примем здесь, что ν = (1, 0). Тогда τ(x, ν) = −x1/c0 для x1 ≤ 0. Чтобы
найти функцию τ(x, ν) для x1 > 0, рассмотрим уравнения для определения геодезических
линий. Пусть функции x = F (τ, γ), p = P (τ, γ) дают решение следующей задачи Коши:

dx

ds
= p c

2(x) ,
dp

ds
= −∇ ln c(x), x|s=0 = (0, γ), p|s=0 = c

−1

0
ν, (2.6)

где s — риманова длина, которая совпадает с временем пробега сигнала от точки x до прямой
{ξ ∈ R

2: ξ · ν = 0}. Равенство x = F (s, γ) определяет уравнение геодезической, ортогонально
пересекающей прямую x1 = 0 в точке (0, γ). Нетрудно показать, что для каждой области
D

∗ = {(s, γ): 0 ≤ s ≤ s0, |γ| ≤ R} с заданными s0 > 0, R > 0 существует единственное
решение x = F (τ, γ), p = P (τ, γ) задачи (2.6) в области D

∗, причем функции F (τ, γ), P (τ, γ)
из C

14(D∗), и, более того, можно найти положительную постоянную C = C(q0, s0, R) такую,
что выполняется следующая оценка:

‖F − (0, γ) − c0νs‖C14(D∗) ≤ Cq0, |P − c
−1

0
ν‖C14(D∗) ≤ Cq0. (2.7)

Это означает, что каждая геодезическая близка прямой линии и переменная p близка к c−1

0
ν,

если параметр q0 мал. Выбирая s0 > 0 и R > 0 достаточно большими и подбирая подходящее
значение q0, можно доказать, что множество {x ∈ R

2: x = F (s, γ), (s, γ) ∈ D
∗} содержит внутри

себя априори заданную ограниченную область D0 ⊂ R
2.

Используя последнее неравенство, можно легко проверить, что для малых q0 якобиан
∂(x1, x2)

∂(s, γ)
не обращается в нуль в точках области D0. Поэтому равенство x = F (τ, γ) мож-

но разрешить относительно s, γ, т. е., найти s = s(x), γ = γ(x) в C
14(D0). Кроме того, так

как ∇τ(x) = p(x) = P (s(x), γ(x)) ∈ C
14(D0), то τ(x) ∈ C

15(D0). Заметим, что при задан-
ной точке x геодезическая Γ(x, ν), проходящая через x и пересекающая ортогонально прямую
{ξ ∈ R

2: ξ · ν = 0}, задается равенством ξ = F (s, γ(x)), s ∈ [0, s(x)]. Оценка (2.5) для τ(x)
немедленно следует из второго неравенства (2.7).
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Представим решение задачи (2.1) в виде

u(x, t, ν) =

3
∑

k=−1

αk(x, ν) θk(t− τ(x, ν)) + u3(x, t, ν), (2.8)

в котором θ−1(t) = δ(t), θk(t) = t
k
θ0(t)/(k!), θ0(t) — функция Хевисайда. Подставляя представ-

ление (2.8) в уравнение (2.1) и приравнивая коэффициенты при одинаковых особенностях,
находим дифференциальные уравнения первого порядка для коэффициентов αk:

2∇α−1 · ∇τ + (2∇ψ · ∇τ + ∆τ)α−1 = 0,

2∇αk · ∇τ + (2∇ψ · ∇τ + ∆τ)αk − (∆αk−1 + 2∇αk−1 · ∇ψ) = 0, k = 0, 1, 2, 3,
(2.9)

которые должны быть выполнены для всех значений τ > 0. В области {(x, t): t + x · ν/c0 <

2(x0 · ν − r)} решение уравнения (2.1) имеет вид u(x, t, ν) = δ(t − |x · ν|/c0)/2. Поэтому к
уравнениям (2.9) следует добавить дополнительные условия при τ = 0:

α−1|τ=0 =
1

2
, αk|τ=0 = 0, k = 0, 1, 2, 3. (2.10)

Интегрируя соотношения (2.9) вдоль геодезических Γ(x, ν) с учетом данных (2.10), получаем
явные формулы для коэффициентов αk(x, ν) в виде

α−1(x, ν) =
1

2
exp(ϕ(x, ν)), ϕ(x, ν) = −(ψ(x) − ψ(0)) −

1

2

∫

Γ(x,ν)

c
2(ξ)∆τ(ξ, ν) ds,

αk(x, ν) =
α0(x, ν)

2

∫

Γ(x,ν)

c
2(ξ)(∆αk−1(ξ, ν) + 2∇αk−1(ξ, ν) · ∇ψ(ξ))

α0(ξ, ν)
ds, (2.11)

k = 0, 1, 2, 3.

Здесь ds — элемент римановой длины, ds = c
−1(x)(dx2

1
+ dx

2

2
)1/2.

Функция u3(x, t, ν) в представлении (2.8) является решением задачи

(u3)tt − c
2(∆u3 + 2∇ψ · ∇u3) = F3(x, t, ν), u3|t<0 = 0, (2.12)

в которой функция F3(x, t, ν) определена формулой

F3(x, t, ν) = c
2(x)(∆α3 + 2∇α3 · ∇ψ) θ3(t− τ(x, ν)). (2.13)

Так как (ρ, µ) ∈ Λ(ε0, q0, τ0, d), то из гладкости функций ρ, µ и формул (2.11) следует, что
αk(x, ν) ∈ C

11−2k(D0), k = −1, 0, . . . , 3, D0 = {x ∈ R
2: τ(x, ν) ≤ T0}, а функция F3(x, t, ν)

принадлежит функциональному пространству H
3(R2 × (0, T0)) при фиксированном ν и равна

нулю для t ≤ τ(x, ν). Отсюда следует, что функция u3(x, t, ν) также равна нулю для t ≤ τ(x, ν).
Кроме того, из энергетических оценок для задачи (2.12), (2.13) вытекает, что u3(x, t, ν) ∈

H
4(R2 × (0, T0)), следовательно, u3(x, t, ν) ∈ C

2(R2 × (0, T0)).
Из определения множества Λ(ε0, q0, τ0, d) и формул (2.11) следует, что справедливы оценки

‖α−1(x, ν) − 1/2‖H13(D0) ≤ Cq0, ‖αk‖H11−2k(D0) ≤ Cq0, k = 0, 1, 2, 3,

‖F3‖H3(R2×(0,T0)) ≤ Cq0,

с некоторой положительной постоянной C = C(q0, ε0, T0). Из энергетических оценок и теорем
вложения следует, что для функции u3(x, t, ν) справедлива оценка

‖u3‖C2(R2×(0,T0)) ≤ Cq0.
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Запишем теперь решение задачи (2.1) в виде (2.2), положив α−1(x, ν) = eϕ(x,ν)
/2. Тогда функ-

ция ū(x, t, ν) определена равенством

ū(x, t, ν) =

(

3
∑

k=0

1

k!
αk(x, ν) (t − τ(x, ν))k + u3(x, t, ν)

)

1

α−1(x, ν)
, t ≥ τ(x, ν).

Из установленных фактов следует, что функция ū(x, t, ν) дважды непрерывно дифференциру-
ема в области K = K(T0, ν) = {(x, t): τ(x, ν) ≤ t ≤ T0} и удовлетворяет оценке ‖ū‖C2(K) ≤ Cq0.
Кроме того, функции ϕ(x, ν), β(x, ν) = u(x, τ(x, ν) + 0, ν) = α0(x, ν)/α−1(x, ν) являются два-
жды непрерывно дифференцируемыми функциями вD0 = {x ∈ R

2: τ(x, ν) ≤ T0}, а из равенств
(2.9) вытекают равенства (2.3), (2.4). Выполнение неравенств (2.5) для функций ϕ(x, ν), β(x, ν),
очевидно, следует из сказанного выше. Таким образом, лемма доказана.

3. Доказательство теоремы 1.1

Пусть (ρj , µj) ∈ Λ(ε0, q0, τ0, d), j = 1, 2. Обозначим отвечающие им функции c(x), ψ(x)
через cj , ψj , а через τj, uj — решения соответствующих задач (1.4), (2.1) при c = cj , ψ = ψj .
Свойства функций uj(x, t, ν), j = 1, 2, определяются леммой 2.1. Обозначим через ϕj(x, ν),
βj(x, ν) = uj(x, τj(x, ν) + 0, ν) функции, отвечающие представлению (2.2) для uj(x, t, ν). В
соответствии с леммой 2.1 функции uj(x, t, ν), j = 1, 2, удовлетворяют равенствам

(uj)tt − c
2

j(∆uj + 2∇ψj · ∇uj) = 0, t > τj(x, ν); uj|t=τj (x,ν)+0 = βj(x, ν),

а функции ϕj(x, ν), βj(x, ν) — соотношениям

2∇(ϕj + ψj) · ∇τj + ∆τj = 0, (3.1)

2∇βj · ∇τj − (∆ϕj + |∇ϕj |
2 + 2∇ϕj · ∇ψj) = 0. (3.2)

Обозначим τ̃ (x, ν) = τ1(x, ν)−τ2(x, ν) и введем в рассмотрение новую функцию û2(x, t, ν) =
u2(x, t − τ̃(x, ν), ν). Эта функция является дважды непрерывно дифференцируемой при t >

τ1(x, ν) и удовлетворяет равенствам

(û2)tt − c
2

2

[

∆û2 + 2∇ψ2 · ∇û2 + 2∇(û2)t · ∇τ̃ + (û2)t(∆τ̃ + 2∇ψ2 · ∇τ̃)
]

= 0, t > τ1(x, ν);

û2|t=τ1(x,ν)+0 = β2(x, ν).

Так как функции u1(x, t, ν), û2(x, t, ν) являются гладкими в одной и той же области t ≥

τ1(x, ν), их разность ũ(x, ν) = u1(x, t, ν) − û2(x, t, ν) также является гладкой в этой области.
Для нее выполнены соотношения

ũtt − c
2

1

(

∆ũ+ 2∇ψ1 · ∇ũ) = a1c̃+ a2 · ∇ψ̃ + a3 · ∇τ̃ + a4∆τ̃ , t ≥ τ1(x, ν);

ũ|t=τ1(x,ν)+0 = β̃(x, ν),
(3.3)

в которых c̃ = c1 − c2, ψ̃ = ψ1 − ψ2 и

a1 = (c1 + c2)
(

∆û2 + 2∇ψ1 · ∇û2

)

, a2 = 2c2
2
∇û2,

a3 = −2c2
2
∇(ψ2 + (û2)t), a4 = −2c2

2
(û2)t.

В силу леммы 2.1 и сделанных выше предположений о коэффициентах уравнения (1.1),
при любом T0 > 0 в области D0 = {x ∈ R

2: τ(x, ν) ≤ T0} справедливы неравенства

max
1≤k≤4

‖ak‖C(D0) ≤ Cq0, ‖ψ1‖C1(D0) ≤ Cq0 (3.4)
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с положительной постоянной C, зависящей от T0, ε0, q0 и не возрастающей с уменьшением q0.
Поэтому из соотношений (3.3), (3.4) следует неравенство

|ũtt − c
2

1∆ũ|
2 ≤ Cq

2

0

(

|∇ũ|2 + |c̃|2 + |∇ψ̃|2 + |∇τ̃ |2 + |∆τ̃ |2
)

, τ1(x, ν) ≤ t ≤ T0, (3.5)

с некоторой новой постоянной C.
Выберем T0 так, чтобы область G(ν, τ1) содержалась вK(T0). Тогда неравенство (3.5) верно

в G(ν, τ1) и на Σ(ν, τ1) имеет место равенство

ũ(x, t, ν) = β̃(x, ν), (x, t) ∈ Σ(ν, τ1), (3.6)

а на ее боковой стороне S(ν, τ1) выполняются соотношения

ũ(x, t, ν) = u1(x, t, ν) − u2(x, t− τ̃(x, ν)),

∇ũ · n = (∇u1(x, t) −∇u2(x, t
′)|t′=t−τ̃(x,ν)) · n (3.7)

+(u2)t(x, t− τ̃(x, ν))(∇τ̃ (x, ν) · n).

Воспользуемся следующей леммой.

Лемма 3.1. Пусть T > 2τ0. Тогда найдется положительная постоянная C, зависящая

только от T , r, ε0, q0 и такая, что имеет место неравенство

‖ũ‖2

H1(G(ν,τ1))
+ ‖ũ‖2

H1(Σ(ν,τ1))

≤ C

(

q
2

0

(

‖c̃‖2

L2(D)
+ ‖ψ̃‖2

H1(D)
+ ‖τ̃‖2

H2(D)

)

+ ‖ũ‖2

H1(S(ν,τ1))
+ ‖∇ũ · n‖2

L2(S(ν,τ1))

)

.

(3.8)

Эта лемма является прямым следствием неравенства (3.5), теоремы 3 из статьи [15] и
предположений о рассматриваемом классе функций.

Из соотношений (3.6), (3.8) выводим, что справедливо неравенство

‖β̃‖2

H1(D)
≤ C

(

q
2

0

(

‖c̃‖2

L2(D)
+ ‖ψ̃‖2

H1(D)
+ ‖τ̃‖2

H2(D)

)

+ δ
2(ν)

)

, (3.9)

в котором

δ
2(ν) = ‖ũ‖2

H1(S(ν,τ1))
+ ‖∇ũ · n‖2

L2(S(ν,τ1))
. (3.10)

Выпишем теперь соотношения для β̃(x, t), ψ̃(x, t), ϕ̃(x, t) = ϕ1(x, t) − ϕ2(x, t), вытекающие
из равенств (3.1), (3.2). Они имеют вид

∇(ϕ̃+ ψ̃) · ∇(τ1 + τ2) + ∇(ϕ1 + ψ1 + ϕ2 + ψ2) · ∇τ̃ + ∆τ̃ = 0, (3.11)

2∇β̃ · ∇τ1 + 2∇β2 · ∇τ̃ −
[

∆ϕ̃+ ∇ϕ̃ · ∇(ϕ1 + ϕ2 + 2ψ1) + 2∇ϕ2 · ∇ψ̃
]

= 0. (3.12)

Из равенства (3.12) следует, что

‖∆ϕ̃‖2

L2(D)
≤ C

(

‖β̃‖2

H1(D)
+ q

2

0

(

‖τ̃‖2

H1(D)
+ ‖ϕ̃‖2

H1(D)
+ ‖ψ̃‖2

H1(D)

)

)

. (3.13)

C другой стороны, в теории эллиптических уравнений хорошо известна оценка (см., напри-
мер, [16]):

‖ϕ̃‖2

H2(D)
≤ C

(

‖∆ϕ̃‖2

L2(D)
+
∑

|γ|≤2

‖Dγ
ϕ̃‖2

L2(∂D)

)

, (3.14)
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в которой использовано общепринятое обозначение для мультииндексной производной

D
γ
ϕ̃ =

∂
|γ|
ϕ̃

∂x
γ1

1
∂x

γ2

2

, γ = (γ1, γ2), |γ| = γ1 + γ2.

Из неравенств (3.9), (3.13), (3.14) тогда вытекает, что при достаточно малых q0 справедливо
неравенство

‖ϕ̃‖2

H2(D)
≤ C

(

q
2

0

(

‖c̃‖2

L2(D)
+ ‖ψ̃‖2

H1(D)
+ ‖τ̃‖2

H2(D)

)

+ δ
2

1(ν)
)

, (3.15)

в котором

δ
2

1(ν) = δ
2(ν) +

∑

|γ|≤2

‖Dγ
ϕ̃‖2

L2(∂D)
.

Из уравнения эйконала (1.4) следует равенство:

∇τ̃ · ∇(τ1 + τ2) + c̃ (c1 + c2)c
−2

1
c
−2

2
= 0. (3.16)

Отсюда находим, что

‖c̃‖H1(D) ≤ C‖τ̃‖H2(D). (3.17)

Поэтому неравенство (3.15) можно переписать, исключив из него норму c̃, в следующем виде:

‖ϕ̃‖2

H2(D)
≤ C

(

q
2

0

(

‖ψ̃‖2

H1(D)
+ ‖τ̃‖2

H2(D)

)

+ δ
2

1(ν)
)

. (3.18)

Рассмотрим теперь соотношения (3.11), (3.16)–(3.18) для ν = ν
(k), k = 1, 2. Обозначим

ϕ̃(x, ν (k)) = ϕ̃k(x), τ̃(x, ν
(k)) = τ̃k(x), τj(x, ν

(k)) = τjk(x), ϕj(x, ν
(k)) = ϕjk(x), j = 1, 2. Запи-

шем равенство (3.11) для ν = ν
(k) в виде

∇ψ̃(x) · rk(x) + ∆τ̃k(x) = hk(x), k = 1, 2, (3.19)

где

rk(x) = ∇(τ1k + τ2k), hk(x) = ∇ϕ̃k · rk + ∇(ϕ1k + ψ1 + ϕ2k + ψ2) · ∇τ̃k. (3.20)

Из неравенства (3.18) следует, что

‖hk(x)‖
2

H1(D)
≤ C

(

q
2

0

(

‖ψ̃(x)‖2

H1(D)
+ ‖τ̃k(x)‖

2

H2(D)

)

+ δ
2

1
(ν (k))

)

, k = 1, 2. (3.21)

Далее, из равенства (3.16), записанного для ν = ν
(k), k = 1, 2, находим, что

∇τ̃1(x) · r1(x) = ∇τ̃2(x) · r2(x). (3.22)

Рассмотрим следующее равенство, вытекающее из соотношений (3.19):

∇(∇ψ̃ · r1) · r1 −∇(∇ψ̃ · r2) · r2 = z(x), (3.23)

в котором через z(x) обозначена функция, вычисляемая по формуле

z(x) = −∇(∆τ̃1) · r1 + ∇(∆τ̃2) · r2 + ∇h1(x) · r1 −∇h2(x) · r2.

В силу соотношений (3.21), (3.22), функция z(x) допускает оценку

‖z(x)‖2

L2(D)
≤ C

[

q
2

0

(

‖ψ̃(x)‖2

H1(D)
+

2
∑

k=1

‖τ̃k(x)‖
2

H2(D)

)

+

2
∑

k=1

δ
2

1
(ν (k))

]

. (3.24)
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Из леммы 2.1 следует, что выполняются неравенства

‖∇τk(x) − ν
(k)‖C2(D) ≤ Cq0, k = 1, 2,

с некоторой постоянной C = C(r, T, ε0, q0). Подобные соотношения имеют место и для функций
rk(x), а именно:

‖rk(x) − 2ν (k)‖C2(D) ≤ Cq0, k = 1, 2.

Так как, по предположению, |ν (1) × ν
(2)| > 0, то векторы r1(x) и r2(x) не коллинеарны в обла-

сти D, по крайней мере, если параметр q0 мал. Следовательно, левая часть равенства (3.23)
представляет собой гиперболический оператор второго порядка. Поэтому для функции ψ̃ спра-
ведлива оценка

‖ψ̃(x)‖H1(D) ≤ C‖z(x)‖L2(D), (3.25)

которая может быть получена с помощью обычного метода энергетических неравенств. Сопо-
ставление двух неравенств (3.24), (3.25) позволяет сделать вывод, что для функции ψ̃ верна
также, для достаточно малых q0, и оценка

‖ψ̃(x)‖2

H1(D)
≤ C

[

q
2

0

2
∑

k=1

‖τ̃k(x)‖
2

H2(D)
+

2
∑

k=1

δ
2

1
(ν (k))

]

. (3.26)

Вернемся теперь к равенствам (3.19). С учетом полученной оценки (3.26) заключаем, что для
функций τ̃k справедливы неравенства

‖∆τ̃k(x)‖
2

L2(D)
≤ C

[

q
2

0

2
∑

k=1

‖τ̃k(x)‖
2

H2(D)
+

2
∑

k=1

δ
2

1(ν (k))

]

, k = 1, 2. (3.27)

Используем для τ̃k оценки типа (3.14). Тогда для малых q0 находим из (3.27), что справедливы
соотношения

‖τ̃k(x)‖
2

H2(D)
≤ Cδ

2
, k = 1, 2,

в которых

δ
2 =

2
∑

k=1

δ
2(ν (k)) +

∑

|γ|≤2

(

‖Dγ
τ̃k(x)‖

2

L2(∂D)
+ ‖Dγ

ϕ̃k(x)‖
2

L2(∂D)

)

.

Из неравенств (3.17), (3.26) тогда следует оценка

‖c̃(x)‖2

H1(D)
+ ‖ψ̃(x)‖2

H1(D)
≤ Cδ

2
,

которая приводит к аналогичной оценке разностей ρ1 − ρ2, µ1 − µ2, а именно:

‖ρ1 − ρ2‖
2

H1(D)
+ ‖µ1 − µ2‖

2

H1(D)
≤ Cδ

2
. (3.28)

Для получения отсюда окончательной оценки (1.5) остается оценить входящие в выражение
для δ нормы граничных значений производных функций ϕ̃k и τ̃k и разностей данных обратной
задачи.

Оценим вначале значения функций ϕ̃k, τ̃k и их производных на ∂D. Так как, по пред-
положению, supp(ρ(x) − ρ0, µ(x) − µ0) = Ω ⊂ D и dist(∂D,Ω) ≥ d, то функции ϕ̃k, τ̃k, при
фиксированном k, обращаются в нуль вместе со всеми своими производными на ∂D всюду,
кроме множества ∂D+(ν (k)) = {x ∈ ∂D| ν (k) · (x − x

0) >
√

r2 − (r − d)2}. Вне D функция ϕ̃k

удовлетворяет уравнению ∇ϕ̃k · rk +∇(ϕ1k +ϕ2k) · ∇τ̃k + ∆τ̃k = 0 (см. (3.11)), а функция τ̃k —
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уравнению ∇τ̃k · rk = 0. Поэтому все производные функций τ̃k и ϕ̃k на ∂D+(ν (k)) могут быть
выражены через значения касательных производных на ∂D+(ν (k)). Таким образом,

∑

|γ|≤4

‖Dγ
τ̃k‖

2

L2(∂D)
≤ C‖τ̃k‖

2

H4(∂D)
,

∑

|γ|≤2

‖Dγ
ϕ̃k‖

2

L2(∂D)
≤ C

(

‖ϕ̃k‖
2

H2(∂D)
+ ‖τ̃k‖

2

H4(∂D)

)

, k = 1, 2.

(3.29)

Из определения (3.10) для δ2(ν), равенств (3.7) и первого из неравенств (2.5), записанного
для u2(x, t, ν

( k)), следует оценка

δ
2(ν( k)) ≤ C

(

‖f̂
(k)

1
− f̂

(k)

2
‖2

H1(S′)
+ ‖ĝ

(k)

1
− ĝ

(k)

2
‖2

L2(S′)
+ ‖τ

(k)

1
− τ

(k)

2
‖2

H1(∂D)

)

,

в которой f̂
(k)

j (x, t) = f
(k)

j (x, t + τ
(k)

j (x)), ĝ
(k)

j (x, t) = g
(k)

j (x, t + τ
(k)

j (x)) и S
′ = ∂D × [0, T ].

В результате получаем, что неравенство (3.28) эквивалентно неравенству (1.5). Тем самым,
теорема 1.1 установлена.

Поступила 15.03.2006.
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УДК 517.984

РЕГУЛЯРИЗОВАННЫЕ СЛЕДЫ ДИСКРЕТНЫХ ОПЕРАТОРОВ

В.А. Садовничий, В. Е.Подольский

Рассмотрены неограниченные возмущения дискретных операторов. Получены формулы регуляризо-

ванных следов, использующие конечное число поправок теории возмущений. Получена точная связь меж-

ду степенью подчиненности возмущения невозмущенному оператору и количеством поправок, необходи-

мых для существования конечной формулы следа. Получены новые оценки ядерной нормы резольвенты

дискретных операторов.

Введение

Исследования регуляризованных следов операторов с дискретным спектром было нача-
то знаменитой работой И.М. Гельфанда и Б.М. Левитана [1], в которой авторы нашли след
оператора в задаче Штурма — Лиувилля

−y′′ + q(x)y = λy, y
′(0) = 0, y

′(π) = 0. (1)

При q(x) ∈ C1[0, π] и условии
π
∫

0

q(x) dx = 0 была получена формула

∞
∑

n=0

(µn − λn) =
1

4
(q(0) + q(π)), (2)

где µn — собственные числа оператора (1), а λn = n
2 — собственные числа такого же оператора

с q(x) ≡ 0.

Настоящая работа продолжает цикл исследований [2–5], в которых мы изучали регуляри-
зованные следы абстрактных дискретных операторов.

Регуляризованные следы дискретных операторов в абстрактной постановке изучались с
конца 70-х годов, пионерской здесь была работа [6]. Наиболее сильный результат для конечно-
мерных возмущений был получен в [7], где были охвачены некоторые классы неограниченных
возмущений. Центральным направлением было исследование следов возмущений самосопря-
женных операторов с заданным поведением собственных чисел λn ∼ cn

α, а самые сильные
результаты здесь были получены в работе [8], в которой при α > 1 для ограниченного возму-
щения в зависимости от α и порядка следа было указано количество поправок теории возмуще-
ний, которые необходимо учесть при получении формул следа, в частности, формула следа с
регуляризацией первой поправкой теории возмущений (µj — собственные числа возмущенного
оператора)

lim
m→∞

nm
∑

j=0

(

µj − λj − (Bϕj , ϕj)
)

= 0 (3)

была доказана при α > 2, а для возмущения типа Гильберта — Шмидта формула следа была
доказана при α = 1.
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Исследования следов абстрактных операторов имеют содержательные приложения к кон-
кретным операторам математической физики. Например, нам удалось [9,10] получить форму-
лу регуляризованного следа оператора Лапласа — Бельтрами на сфере с нечетным потенциа-
лом q:

∞
∑

n=0

(µn − λn) = −
1

8π

∫

S2

q
2(x)dS.

В настоящей работе мы развиваем некоторые результаты работы [5], в которой нам удалось
доказать ряд теорем, охватывающих как случай невозмущенного оператора с ядерной1 резоль-
вентой и относительно компактным возмущением, так и малоизученный случай операторов с
неядерной резольвентой. Приведем один результат этой работы. Если оператор B таков, что
D(A) ⊂ D(B), и при некоторых δ ∈ [0, 1) и ω ∈ [0, 1), ω+ δ < 1, оператор BA−δ продолжается
до ограниченного, а A−(1−δ−ω) — ядерный оператор, то существует такая подпоследователь-
ность номеров {nm}∞m=1

, что при ω > δ/l

lim
m→∞

(

nm
∑

j=0

(µj − λj) +
1

2πi

∫

Γm

l
∑

k=1

(−1)k−1

k
Tr
(

(BR0(λ))k
)

dλ

)

= 0. (4)

В частности, при ω > δ верна формула (3). Доказанные в [5] теоремы для абстрактных опе-
раторов позволили получить новые результаты для обширных классов конкретных операто-
ров математической физики, например, удалось доказать формулу для степени α оператора
−∆ (∆ — оператор Лапласа), действующего в L2([0, π] × [0, π]) и возмущенного оператором
умножения на ограниченную измеримую (комплекснозначную) функцию q(x, y) с условиями
Дирихле на границе квадрата. Так как в этой задаче λn ∼ n

α, то формула следа верна для
α > 1 с необходимым вычитанием одной поправки для потенциала q(x, y) ∈ C

1+β с β > 0.
При этих условиях имеем (исходная формула (3) верна для любого ограниченного измеримо-
го потенциала, но гладкость нужна для абсолютного суммирования коэффициентов Фурье и
существования значений на границе):

∞
∑

k=1

∑

rk<n2+m2<rk+1



µnm −
(

n
2 +m

2
)α

−
1

π2

π
∫

0

π
∫

0

q(x, y)dxdy

+
1

π2

π
∫

0

( π
∫

0

q(x, y)dy

)

cos 2nxdx +
1

π2

π
∫

0

( π
∫

0

q(x, y)dx

)

cos 2mydy





=
1

16
(q(π, π) + q(0, π) + q(π, 0) + q(0, 0))

−
1

8π

( π
∫

0

(q(0, y) + q(π, y)) dy +

π
∫

0

(q(x, 0) + q(x, π)) dx

)

+
1

4π2

π
∫

0

π
∫

0

q(x, y)dxdy.

В настоящей работе упомянутая выше теорема расширена за счет введения в условия лога-
рифмических членов. Для иллюстрации приведем примеры оценок ядерной нормы некоторых
операторов. Пусть оператор A0 имеет собственные числа k2, возмущающий оператор B огра-
ничен. Тогда результаты работы [5] позволяют утверждать, что

‖BR0(k
2 + k)‖

1
= o(k−α), k → ∞,

для любого 0 < α < 1. Из результатов настоящей работы следует, что

‖BR0(k
2 + k)‖

1
= o(k−1 ln1+β

k), k → ∞,

1См. определения и обозначения в следующем разделе.
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для любого β > 0.
Результаты работы [5] обеспечивают лишь стремление к нулю ядерной нормы ‖BR0(λ)‖

1
,

если B — ограниченный оператор и A0 имеет собственные числа λn = n ln1+γ
n, γ > 0. Из

результатов настоящей работы можно извлечь оценку (при an = (λn+1 + λn)/2)

‖BR0(ak)‖1
= o(ln−β

k), k → ∞

для любого 0 < β < γ/2.

1. Обозначения и предварительные сведения

Все рассматриваемые операторы действуют в сепарабельном гильбертовом пространстве
H, через D(·) ⊂ H обозначается область определения оператора. Через A0 мы будем обозначать
самосопряженный положительный дискретный оператор (его дробные степени также положи-
тельные операторы, определяемые по спектральной теореме), через R0(λ) всегда обозначается
резольвента оператора A0, через {λn}

+∞
n=0

— его собственные числа, занумерованные в порядке
возрастания, через {ϕj}

∞
j=0

— базис из его собственных векторов. Более того, мы будем пола-
гать все λn > 3, для того чтобы определяемый по спектральной теореме оператор lnA0 также
был положительным, дробные степени lnε

A0 были определены и положительны и при ε < 0
оператор lnε

A0 был компактным. Через B мы всегда обозначаем возмущающий оператор, че-
рез {µn}

+∞
n=0

— собственные числа оператора A0 +B (условия на операторы всегда таковы, что
их сумма плотно определена), занумерованные в порядке возрастания действительных частей,
через R(λ) — его резольвенту. Также мы одним и тем же символом c обозначаем различные
положительные константы, конкретная величина которых несущественна для текущих рас-
суждений.

Мы начнем с некоторых сведений из теории симметрично-нормированных идеалов коль-
ца ограниченных операторов, более подробное изложение которой можно найти в моногра-
фии [12]. Собственные числа {sn}

+∞
n=1

оператора
√
AA∗ называются сингулярными числами

или s-числами компактного оператора A. Компактный оператор A принадлежит классу Sp,

если
∞
∑

n=1

s
p
n < ∞, где sn — упорядоченные по убыванию s-числа оператора A. В частности,

оператор A называется ядерным, если A ∈ S1. При p > 1 величина
( ∞
∑

n=1

s
p
n

)
1

p

удовлетво-

ряет аксиомам нормы. В этом случае класс Sp образует симметрично-нормированный иде-
ал в нормированном кольце всех ограниченных операторов, норма обозначается ‖A‖p и при
p = 1 она называется ядерной. Симметричность нормы означает выполнение неравенства
‖B1SB2‖p 6 ‖B1‖‖S‖p‖B2‖ для любых ограниченных операторов B1 и B2. Также мы будем
использовать неравенства

‖A‖p
p 6

∞
∑

n=1

‖Aχn‖
p
, (5)

верные при p 6 2; здесь {χn} — произвольный ортонормированный базис пространства.
Ядерные операторы иначе называют операторами со следом, так как эти и только эти опе-

раторы имеют конечную сумму диагональных элементов матричного представления в некото-
ром ортонормированном базисе

∑

j(Aχj , χj), не зависящую от выбора базиса и совпадающую
со спектральным следом (теорема Лидского):

∑

j

(Aχj , χj) =
∑

k

λk. (6)

Если оператор A ядерный, то корректно определена величина

det(I +A) =
∏

k

(1 + λk).



Следы дискретных операторов 165

Для пары операторов A0 и A = A0 + B таких, что BR0(λ) — ядерный, можно ввести так
называемый определитель возмущения

DA/A0
(λ) = det[(A− λI) · (A0 − λI)−1] = det[I +BR0(λ)].

Нам потребуются два соотношения для этого определителя:

Tr(R0(λ) −R(λ)) =
d

dλ
(lnDA/A0

(λ)), (7)

lnDA/A0
(λ) = Tr ln(I +BR0(λ)). (8)

В случае принадлежности оператора BA−1

0
классу Шаттена — фон Неймана Sp при неко-

тором натуральном p > 1 для операторов A0 и A0 +B можно ввести регуляризованный опре-
делитель возмущения:

Dp(λ) = detp (I +BR0(λ)) , (9)

здесь для оператора C ∈ Sp с собственными числами νn обозначено

detp (I + C) =

∞
∏

n=1

(1 + νn) exp

(

p−1
∑

k=1

(−1)k

k
ν

k
n

)

.

Dp(λ) обладает следующим необходимым нам свойством:

d

dλ
lnDp(λ) = (−1)p−1 Tr (R(λ) (BR0(λ))p) . (10)

Далее докажем несколько утверждений, которые мы будем часто использовать. Начнем
с результата о возможности разбиения собственных чисел возмущенного и невозмущенного
операторов в группы с одинаковым числом членов.

Лемма 1. Пусть оператор B таков, что D(A0) ⊂ D(B) и существует δ ∈ R такое, что

оператор BA
−δ
0

продолжается до ограниченного. Предположим также, что существует

подпоследовательность натурального ряда {nm}∞m=1
такая, что λnm+1 −λnm

> cλ
ρ
nm+1

, где

ρ > δ. Тогда существует последовательность действительных чисел {am}, λnm
< am <

λnm+1 такая, что внутри каждой окружности с центром в нуле и радиуса am содержится

одинаковое количество собственных чисел операторов A0 и A0 +B.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используем известное равенство [11] для резольвент операторов

R(λ) = R0(λ)

∞
∑

k=0

(−1)k (BR0(λ))k = R0(λ)

∞
∑

k=0

(−1)k
(

BA
−δ
0
A

δ
0
R0(λ)

)k
(11)

и стандартную оценку (см., например, [11])

‖Aδ
0R0(λ)‖ 6 max

16k<∞
λ

δ
k

|λk − λ|
.

Из последней оценки мы немедленно получаем, что при |λ| = am и |λnm+1 − am| > cλ
ρ
nm+1

,
|λnm

− am| > cλ
ρ
nm+1

верно

max
|λ|=am

∥

∥

∥
A

δ
0
R0(λ)

∥

∥

∥
6 cλ

δ−ρ
nm+1

,

и тогда

max
|λ|=am

∥

∥

∥

∥

(

BA
−δ
0
A

δ
0R0(λ)

)k
∥

∥

∥

∥

6 c
k
∥

∥

∥
BA

−δ
0

∥

∥

∥

k
a
−k(ρ−δ)
m , (12)
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и так как ρ > δ, то ряд (11) сходится при aρ−δ
m > c

∥

∥

∥
BA

−δ
0

∥

∥

∥
, и, следовательно, все такие λ, что

|λ| = am, принадлежат его резольвентному множеству. Сделанные предположения об операто-
рах A0 и B позволяют говорить о семействе операторов A0 +τB как о голоморфном семействе
типа “А” [11, гл. VII], и результаты аналитической теории возмущений [11] приводят к утвер-
ждению, что собственные числа семейства операторов A0 + τB во всяком случае являются
непрерывными функциями параметра τ , и так как все сделанные рассуждения верны и для
возмущения τB при τ ∈ [0, 1], то все рассматриваемые λ остаются в резольвентном множестве
этого семейства при всех τ ∈ [0, 1], и, следовательно, собственные числа семейства операторов
A0 + τB не пересекают контура Γm при τ ∈ [0, 1].

Мы будем использовать преобразование Абеля для исследования (сходящихся) рядов в
виде

+∞
∑

k=N

akbk =
+∞
∑

k=N

Ak(bk − bk+1), (13)

где Ak =
∑k

l=N al и ряды сходятся, если Ak — ограниченная последовательность, а bk убывает
к нулю.

Также мы будем пользоваться следующими двумя числовыми неравенствами.

Лемма 2. Для любых чисел a, b > e, a 6= b и для любых δ, ω ∈ [0, 1), δ + ω < 1, и для

любого ε > 0 существует c > 1 такое, что верно неравенство

1

|a− b|
<

c(lnε
a+ lnε

b)

aδbω|a1−δ−ω lnε
a− b1−δ−ω lnε

b|
. (14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В работе [5] для любых δ, ω ∈ [0, 1], δ + ω 6 1, доказано нера-
венство

∣

∣

∣

∣

a
δ
b
ω(a1−δ−ω − b

1−δ−ω)

a− b

∣

∣

∣

∣

6 1, (15)

и нам достаточно доказать неравенство

1

|a1−δ−ω − b1−δ−ω|
<

c(lnε
a+ lnε

b)

|a1−δ−ω lnε
a− b1−δ−ω lnε

b|
.

Докажем это неравенство вначале для a, b > e
ε

1−δ−ω и c = 1. На этом множестве являются
возрастающими функции x1−δ−ω lnε

x и x1−δ−ω

ln
ε x , и мы, для определенности рассматривая случай

a > b, имеем

(lnε
a+ lnε

b)(a1−δ−ω − b
1−δ−ω) > a

1−δ−ω lnε
a− b

1−δ−ω lnε
b

⇔ a
1−δ−ω lnε

b− b
1−δ−ω lnε

a > 0 ⇔
a

1−δ−ω

lnε
a

−
b
1−δ−ω

lnε
b

> 0,

что верно при сделанных предположениях. На компакте [e, e
ε

1−δ−ω ] неравенство

c| lnε
a+ lnε

b||a1−δ−ω − b
1−δ−ω| > |a1−δ−ω lnε

a− b
1−δ−ω lnε

b|

очевидно достигается выбором подходящего c, зависящего только от δ, ε, ω.

Лемма 3. Для любых чисел a, b > e, a 6= b и для любых δ, ω ∈ [0, 1), δ + ω < 1, и для

любого ε > 0 существует c > 1 такое, что верно неравенство

1

|a− b|
<

c

aδbω lnε/2
b lnε/2

a|a1−δ−ω ln−ε
a− b1−δ−ω ln−ε

b|
. (16)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Вновь используем неравенство (15), и нам достаточно доказать
неравенство

c|a1−δ−ω − b
1−δ−ω | > lnε/2

a lnε/2
b

∣

∣

∣

∣

a
1−δ−ω

lnε
a

−
b
1−δ−ω

lnε
b

∣

∣

∣

∣

.

Аналогично предыдущей лемме докажем это неравенство вначале для a > b > e
ε

1−δ−ω и c = 1,
с тем чтобы использовать возрастание x1−δ−ω

ln
ε x . Имеем

a
1−δ−ω − b

1−δ−ω
> a

1−δ−ω lnε/2
b

lnε/2
a
− b

1−δ−ω lnε/2
a

lnε/2
b
⇔

⇔ a
1−δ−ω

(

1 −
lnε/2

b

lnε/2
a

)

> b
1−δ−ω

(

1 −
lnε/2

a

lnε/2
b

)

,

и так как ln a > ln b, то левая часть здесь больше нуля, а правая меньше, и неравенство
доказано при сделанных предположениях. На [e, e

ε

1−δ−ω ] доказываемое неравенство достигается
выбором подходящего c (зависящего только от δ, ε, ω).

В работе [3] доказано следующее важное свойство одного типа числовых рядов.

Лемма 4. Пусть {µn}
+∞
n=1

— последовательность комплексных чисел и при этом

∞
∑

n=1

1

|µn|
< +∞.

Тогда существует последовательность положительных чисел {am}, am → +∞ такая, что

lim
m→∞

∞
∑

n=1

1

|µn − am|
= 0. (17)

Докажем одно свойство рядов, удовлетворяющих условию леммы 4, удобное для ее примене-
ния.

Лемма 5. В условиях леммы 4 для заданной последовательности {µn}
+∞
n=1

и найден-

ной последовательности {am}∞m=1
существует последовательность положительных чисел

{µ
′

n}
+∞
n=1

такая, что для номеров nm, определяемых неравенствами µ
′

nm
< am < µ

′

nm+1
, верно

lim
m→∞

am

µ
′

nm

= lim
m→∞

am

µ
′

nm+1

= 1,

lim
m→∞

∞
∑

n=1

1

|µ
′

n − am|
= 0,

∞
∑

n=1

1

|µn − am|
6

∞
∑

n=1

1

|µ
′

n − am|
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вначале заметим, что так как

1

|µn − a|
6

1
∣

∣|µn| − a
∣

∣

,

то достаточно доказать лемму для положительной последовательности {µn}
+∞
n=1

, и далее мы
так и будем полагать. Определим по лемме 4 для {µn}

+∞
n=1

последовательность {am}∞m=1
и

соответствующую последовательность номеров {nm}∞m=1
, µnm

< am < µnm+1. Тогда |µnm
−

am| → ∞ и |µnm+1 − am| → ∞ при m→ ∞ и всегда существуют числа bm и bm+1 такие, что:
(i) µnm

< bm < am < bm+1 < µnm+1,
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(ii) |bm − am| → ∞ и |bm+1 − am| → ∞ при m→ ∞,

(iii) limm→∞
am

bm
= limm→∞

am

bm+1

= 1.

Приведем одну из возможных прямых конструкций bm. Так как

lim
m→∞

√
am

am
= 0,

√

am − µnm
<

√
am,

то

lim
m→∞

am

am −
√
am − µnm

= 1,

и так как
√
am − µnm

→ ∞, то можно считать, что
√
am − µnm

> 1, и можно положить bm =
am −

√
am − µnm

> µnm
. Аналогично можно определить и bm+1.

Теперь определим новую последовательность {µ
′

n} как занумерованное по возрастанию
объединение множеств {µn}

⋃

{bn}. Для этой последовательности первое и третье из утвер-
ждаемых в лемме свойств выполнено по построению. Докажем второе. Так как в силу (i) для
всех k < m верно

1

|bk − am|
<

1

|µnk+1 − am|
,

а для всех k > m+ 1 верно
1

|bk − am|
<

1

|µnk−1 − am|
,

то
∞
∑

n=1

1

|µ
′

n − am|
=

∞
∑

n=1

1

|µn − am|
+

∞
∑

n=1

1

|bn − am|

6
1

|bm − am|
+

1

|bm+1 − am|
+ 2

∞
∑

n=1

1

|µn − am|
,

и в силу леммы 4 и (ii) второе утверждение доказано.

2. Основные результаты

Теорема 1. Пусть для операторов A0 и B с A−1

0
∈ S1 и D(A0) ⊂ D(B) существуют

числа δ ∈ [0, 1) и ε > 0 такие, что оператор BA
−δ
0

lnε
A0 продолжается до ограниченного

и существует число ω ∈ [0, 1), ω + δ < 1, такое, что
(

A
1−δ−ω
0

lnε
A0

)−1

— ядерный опе-

ратор. Тогда существует подпоследовательность натурального ряда {nm}∞m=1
и последова-

тельность контуров Γm ∈ C такая, что либо при ε > 0 и ω > δ/l, либо при ε = 0 и ω > δ/l

верна формула

lim
m→∞





nm
∑

j=0

(µj − λj) +
1

2πi

∫

Γm

l
∑

k=1

(−1)k−1

k
Tr
(

(BR0(λ))k
)

dλ



 = 0. (18)

В частности, при l = 1 верна формула

lim
m→∞

nm
∑

j=0

(µj − λj − (Bϕj , ϕj)) = 0. (19)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы начнем его со следующей леммы.
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Лемма 6. Существует бесконечно большая последовательность положительных чисел

am такая, что

‖BR0(am)‖
1

= o(a−ω
m lnε

am)

при m → ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для оценки ‖BR0(am)‖
1

воспользуемся неравенством (5) при
p = 1:

‖A‖
1

6

∞
∑

j=0

‖Aχj‖,

где {χj}
∞
j=0

— произвольный ортонормированный базис пространства. Имеем

‖BR0(λ)‖
1

6

∞
∑

k=0

(BR0(λ)ϕk, BR0(λ)ϕk)
1

2 =

∞
∑

k=0

(Bϕk, Bϕk)
1

2

|λk − λ|

=

∞
∑

k=0

(

BA
−δ
0

lnε
A0ϕk, BA

−δ
0

lnε
A0ϕk

)
1

2

λ
δ
k

|λk − λ| lnε
λk

6

∥

∥

∥
BA

−δ
0

lnε
A0

∥

∥

∥

∞
∑

k=0

λ
δ
k

|λk − |λ|| lnε
λk
. (20)

Применяя (14) к неравенству (20), имеем

‖BR0(λ)‖
1

6 ‖BA−δ
0

lnε
A0‖

∞
∑

k=0

cλ
δ
k(ln

ε
λk + lnε |λ|)

λδ
k |λ|

ω lnε
λk

∣

∣

∣
λ

1−δ−ω
k lnε

λk − |λ|1−δ−ω lnε |λ|
∣

∣

∣

=
c‖BA−δ

0
lnε

A0‖

|λ|ω

∞
∑

k=0

(

1 +
(

ln |λ|
lnλk

)ε)

∣

∣

∣
λ

1−δ−ω
k lnε

λk − |λ|1−δ−ω lnε |λ|
∣

∣

∣

6
c lnε |λ|‖BA−δ

0
lnε

A0‖

|λ|ω

∞
∑

k=0

1
∣

∣

∣
λ

1−δ−ω
k lnε

λk − |λ|1−δ−ω lnε |λ|
∣

∣

∣

. (21)

Сходимость ряда здесь обеспечена ядерностью оператора A
−(1−δ−ω)

0
ln−ε

A0.

Воспользуемся далее результатом леммы 4 и выберем последовательность {am}∞m=1
так,

чтобы
∞
∑

k=0

1
∣

∣

∣
λ

1−δ−ω
k lnε

λk − a
1−δ−ω
m lnε

am

∣

∣

∣

→ 0 при m→ ∞,

и тогда из (21) следует

‖BR0(am)‖
1

= o(a−ω
m lnε

am). (22)

Теперь мы можем перейти непосредственно к доказательству теоремы. Определим систе-
му контуров Γm на комплексной плоскости как систему окружностей с центрами в нуле и
радиусами {am}. Из доказательства леммы 1 и оценок леммы 6 немедленно следует, что внут-
ри контуров Γm количество собственных чисел операторов A0 и A0 + B совпадает при всех
достаточно больших m.

Для доказательства теоремы заметим, что

nm
∑

l=0

(µl − λl) =
1

2πi

∫

Γm

λTr(R0(λ) −R(λ)) dλ, (23)

и исследуем правую часть этого равенства.
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Из (23) интегрированием по частям с использованием формул (7) и (8) получаем, что

1

2πi

∫

Γm

λTr(R0(λ) −R(λ)) dλ = −
1

2πi

∫

Γm

Tr ln(I +BR0(λ)) dλ.

= −
1

2πi

∫

Γm

[

Tr(BR0(λ)) + Tr

( ∞
∑

k=2

(−1)k−1

k
(BR0(λ))k

)]

dλ. (24)

Здесь равенство (8) использовано в форме степенного ряда для логарифма при ‖BR0(λ)‖ < 1,
т.е. в нашем случае при λ ∈ Γm и достаточно большом m, см. (12).

Рассмотрим отдельно слагаемое с Tr(BR0(λ)). Так как BR0(λ) — ядерный оператор, то
его след может быть вычислен как матричный в любом ортонормированном базисе (6), и при
этом

1

2πi

∫

Γm

Tr(BR0(λ)) dλ =
1

2πi

∫

Γm

∑

n

(Bϕn, ϕn)

λn − λ
dλ = −

nm
∑

n=0

(Bϕn, ϕn). (25)

Таким образом, равенство (23) с учетом (24) и (25) записывается в виде

nm
∑

l=0

(µl − λl − (Bϕl, ϕl)) = −
1

2πi

∫

Γm

Tr

( ∞
∑

k=2

(−1)k−1

k
(BR0(λ))k

)

dλ. (26)

Теперь необходимо оценить члены ряда (26) при k > 2, и сначала с помощью (14) оценим
норму оператора BR0(λ):

max
λ∈Γm

‖BR0(λ)‖ 6

∥

∥

∥
BA

−δ
0

lnε
A0

∥

∥

∥
· max

λ∈Γm

(

max
n

λ
δ
n

|λn − λ| lnε
λn

)

6 cmax
n

λ
δ
n

|λn − am| lnε
λn

6 cmax
n

lnε
λn + lnε

am
∣

∣

∣
λ

1−δ
n lnε

λn − a
1−δ
m lnε

am

∣

∣

∣
lnε

λn

6
c lnε

am

λ
1−δ
nm+1

lnε
λnm+1 − a

1−δ
m lnε

am

. (27)

Здесь {λnm
} — та подпоследовательность собственных чисел, для которой λnm

< am < λnm+1,
и без ограничения общности мы полагаем, что ближайшим к am является λnm+1.

Запишем оценку (используемые свойства следа ядерного оператора см. в [12])
∣

∣

∣
Tr((BR0(λ))k)

∣

∣

∣
6 ‖BR0(λ)‖k−1 · ‖BR0(λ)‖

1
. (28)

Тогда из (28) получим, что
∫

Γm

∣

∣

∣
Tr((BR0(λ))k)

∣

∣

∣
|dλ| 6 max

λ∈Γm

‖BR0(λ)‖
1
·

∫

Γm

‖BR0(λ)‖k−1|dλ|. (29)

Оценим интеграл в (29) при k > 3 на дуге 0 6 arg λ 6 π/2, на остальных дугах аналогично:

π/2
∫

0

∥

∥BR0(ame
iϕ)
∥

∥

k−1
am

∣

∣e
iϕ
∣

∣ dϕ 6 c
k−1

π/2
∫

0

(

λ
δ
nm+1

|λnm+1 − ame
iϕ| lnε

λnm+1

)k−1

am dϕ

=
c
k−1

λ
δ(k−1)

nm+1

lnε(k−1)
λnm+1

π/2
∫

0

am dϕ

|λnm+1 − ame
iϕ|

k−1
. (30)
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Так как
∣

∣λnm+1 − ame
iϕ
∣

∣ > |λnm+1 − am| и
∣

∣λnm+1 − ame
iϕ
∣

∣ > am sinϕ, то из (30) имеем

π/2
∫

0

∥

∥BR0(ame
iϕ)
∥

∥

k−1
am

∣

∣e
iϕ
∣

∣ dϕ 6
c
k−1

λ
δ(k−1)

nm+1

lnε(k−1)
λnm+1

( ϕm
∫

0

am dϕ

|λnm+1 − am|k−1

+

π/2
∫

ϕm

am dϕ

|λnm+1 − am|k−3
a2

m sin2
ϕ

)

6
c
k−1

λ
δ(k−1)

nm+1

lnε(k−1)
λnm+1

(

amϕm

|λnm+1 − am|k−1

+
c

|λnm+1 − am|k−3
amϕm

)

6
c
k
λ

δ(k−1)

nm+1

|λnm+1 − am|k−2 lnε(k−1)
λnm+1

,

здесь в последнем неравенстве сделан выбор ϕm = |λnm−am|
am

. Применяя неравенство (14), окон-
чательно имеем

∫

Γm

‖BR0(λ)‖k−1|dλ| 6
c
k
λ

δ(k−1)

nm+1

lnε(k−1)
λnm+1

·
(lnε

λnm+1 + lnε
am)k−2

λ
(δ+ω)(k−2)

nm+1

(

a
1−δ−ω
m lnε

am − λ
1−δ−ω
nm+1

lnε
λnm+1

)k−2

6
c
k
λ

δ
nm+1

lnε
λnm+1

·
lnε(k−2)

am

λ
ω(k−2)

nm+1

(

a
1−δ−ω
m lnε

am − λ
1−δ−ω
nm+1

lnε
λnm+1

)k−2
. (31)

Тогда для остатка ряда (26) при l > 3 с учетом (31), (14) и (20) имеем
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2πi

∫

Γm

Tr

( ∞
∑

k=l

(−1)k−1

k
(BR0(λ))k

)

dλ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 ‖BR0(am)‖
1

∫

Γm

∞
∑

k=l

‖(BR0(λ))k−1‖ ‖dλ‖

6
λ

δ
nm+1

‖BR0(am)‖
1

lnε
λnm+1

∞
∑

k=l

c
k−2 lnε(k−2)

am

λ
ω(k−2)

nm+1

(

a
1−δ−ω
m lnε

am − λ
1−δ−ω
nm+1

lnε
λnm+1

)k−2

6
cλ

δ
nm+1

‖BR0(am)‖
1
lnε(l−2)

am

λ
ω(l−2)

nm+1

(

a
1−δ−ω
m lnε

am − λ
1−δ−ω
nm+1

lnε
λnm+1

)l−2

lnε
λnm+1

= o

(

lnε(l−2)
λnm+1

λ
ω(l−1)−δ
nm+1

)

. (32)

Оценить аналогично вторую поправку нельзя: при k = 2 оценка части интеграла (30) в пре-
делах ϕm 6 ϕ 6 π/2 содержит в знаменателе отрицательную степень. Проведем оценку этого
слагаемого ряда (26) непосредственно:

1

2πi

∫

Γm

Tr(BR0(λ)BR0(λ)) dλ =
1

2πi

∫

Γm

+∞
∑

n=0

(BR0(λ)Bϕn, ϕn)

λn − λ
dλ. (33)

Разложим вектор ψn = Bϕn по базису {ϕk}
+∞
k=0

: ψn =
∑∞

k=0
(ψn, ϕk)ϕk =

∑

+∞
k=0

(Bϕn, ϕk)ϕk и
продолжим равенство (33):

1

2πi

∫

Γm

+∞
∑

n=0

1

λn − λ
·

+∞
∑

k=0

(BR0(λ)bnkϕk, ϕn) dλ =
1

2πi

∫

Γm

+∞
∑

n=0

+∞
∑

k=0

(Bϕn, ϕk)(Bϕk, ϕn)

(λn − λ)(λk − λ)
dλ. (34)

Интегрируя (34) по контуру почленно, получаем

1

2πi

∫

Γm

Tr(BR0(λ)BR0(λ)) dλ =

nm
∑

n=0

+∞
∑

k=nm+1

(Bϕn, ϕk)(Bϕk, ϕn)

λk − λn
. (35)
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Рассмотрим внутренний ряд и, используя неравенство (14) и преобразование Абеля (13), по-
лучим (сумма в квадратных скобках оценивается по неравенствам Коши и Бесселя)

+∞
∑

k=nm+1

|(Bϕn, ϕk)(Bϕk, ϕn)|

λk − λn
=

+∞
∑

k=nm+1

λ
δ
nλ

δ
k

∣

∣

∣
(BA−δ

0
lnε

A0ϕn, ϕk)(BA
−δ
0

lnε
A0ϕk, ϕn)

∣

∣

∣

(λk − λn) lnε
λn lnε

λk

6 cλ
δ−ω
n

+∞
∑

k=nm+1

∣

∣

∣
(BA−δ

0
lnε

A0ϕn, ϕk)(BA−δ
0

lnε
A0ϕk, ϕn)

∣

∣

∣
(lnε

λk + lnε
λn)

(λ1−δ−ω
k lnε

λk − λ
1−δ−ω
n lnε

λn) lnε
λk lnε

λn

6 cλ
δ−ω
n

+∞
∑

k=nm+1

∣

∣

∣
(BA−δ

0
lnε

A0ϕn, ϕk)(BA−δ
0

lnε
A0ϕk, ϕn)

∣

∣

∣

(λ1−δ−ω
k lnε

λk − λ
1−δ−ω
n lnε

λn)

= cλ
δ−ω
n

∞
∑

k=nm+1





k
∑

l=nm+1

∣

∣

∣
(BA−δ

0
lnε

A0ϕn, ϕl)(ϕl, (BA
−δ
0

lnε
A0)

∗
ϕn)
∣

∣

∣





×

(

1

λ
1−δ−ω
k lnε

λk − λ
1−δ−ω
n lnε

λn

−
1

λ
1−δ−ω
k+1

lnε
λk+1 − λ

1−δ−ω
n lnε

λn

)

6

cλ
δ−ω
n

∥

∥

∥
BA

−δ
0

lnε
A0

∥

∥

∥

2

(λ1−δ−ω
nm+1

lnε
λnm+1 − λ

1−δ−ω
n lnε

λn)
,

и тогда из (35), вновь применяя (14), получаем
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2πi

∫

Γm

Tr(BR0(λ)BR0(λ)) dλ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

nm
∑

n=0

+∞
∑

k=nm+1

(Bϕn, ϕk)(Bϕk, ϕn)

λk − λn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

nm
∑

n=0

λ
δ−ω
n

∥

∥

∥
BA

−δ
0

lnε
A0

∥

∥

∥

2

(λ1−δ−ω
nm+1

lnε
λnm+1 − λ

1−δ−ω
n lnε

λn)
6 λ

δ−ω
nm

nm
∑

n=0

∥

∥

∥
BA

−δ
0

lnε
A0

∥

∥

∥

2

λ
1−δ−ω
nm+1

lnε
λnm+1 − λ

1−δ−ω
n lnε

λn

, (36)

и так как λnm+1 > am, то по лемме 4 сумма в (36), как часть ядерной нормы резольвенты
оператора A1−δ−ω

0
lnε

A0, стремится к нулю. Таким образом, из (36)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2πi

∫

Γm

Tr(BR0(λ)BR0(λ)) dλ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= o

(

λ
δ−ω
nm

)

,

и оценка (32) верна при l > 2. Для завершения доказательства теоремы осталось заметить,
что так как любая степень логарифма растет медленнее любой степенной функции того же
аргумента (с положительной степенью), то при ε > 0 и при ω > δ/l в силу (32) стремится
к нулю остаток ряда из правой части (26), начинающийся с слагаемого с номером l + 1, и,
перенося остальные слагаемые в (26) вправо, мы получаем формулу (18), а при ε = 0 тот же
вывод верен при ω > δ/l.

Теорема 2. Пусть для операторов A0 и B с A−1

0
∈ S1 и D(A0) ⊂ D(B) существуют

числа δ ∈ [0, 1) и ε > 0 такие, что оператор BA
−δ
0

ln−ε/2
A0 продолжается до ограничен-

ного, и существует число ω ∈ [0, 1), ω + δ < 1, такое, что
(

A
1−δ−ω
0

ln−ε
A0

)−1

— ядерный

оператор. Тогда существует подпоследовательность натурального ряда {nm}∞m=1
и последо-

вательность контуров Γm ∈ C такая, что при ω > δ/l верна формула

lim
m→∞





nm
∑

j=0

(µj − λj) +
1

2πi

∫

Γm

l
∑

k=1

(−1)k−1

k
Tr
(

(BR0(λ))k
)

dλ



 = 0. (37)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство этой теоремы технически весьма близко преды-
дущему с той лишь разницей, что ключевую роль теперь играет применение неравенства лем-
мы 3 и мы не будем воспроизводить доказательство целиком, выделив только важнейшие
ключевые оценки. В рамках условий теоремы на соответствующей системе контуров верна
следующая оценка ядерной нормы оператора BR0(λ):

‖BR0(am)‖
1

= o(a−ω
m ln−ε/2

am).

Оценка, аналогичная (31), имеет вид

∫

Γm

‖BR0(λ)‖k−1|dλ| 6
c
k
λ

δ
nm+1

lnε/2
λnm+1

λ
ω(k−2)

nm+1
lnε(k−2)/2

am

(

λ
1−δ−ω
nm+1

ln−ε
λnm+1 − a

1−δ−ω
m ln−ε

am

)k−2
.

И ключевая оценка остатка ряда, аналогичная (32) (мы напишем сразу для l > 1), имеет вид

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2πi

∫

Γm

Tr

( ∞
∑

k=l+1

(−1)k−1

k
(BR0(λ))k

)

dλ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= o

(

lnε/2
λnm+1

λ
lω−δ
nm+1

lnlε/2
am

)

. (38)

Для доказательства утверждения теоремы осталось заметить, что при ω = δ/l оценка (38) так
же обеспечивает стремление к нулю для всех l > 1 в силу леммы 5, так как мы всегда можем
считать lnλnm+1 ∼ ln am.

Далее мы рассматриваем в общем виде один частный случай распределения спектра, ча-
сто встречающийся в приложениях к операторам математической физики. Это случай, когда в
последовательности собственных чисел невозмущенного оператора есть бесконечная подпосле-
довательность пар соседних собственных чисел с бо́льшим расстоянием между ними, нежели
расстояние, гарантированное главным членом асимптотики считающей функции Nλ(x) (число
тех n, для которых λn 6 x) данной последовательности собственных чисел λ = {λn}. Таким
распределением собственных чисел обладают, например, многомерный гармонический осцил-
лятор, оператор Лапласа на многомерных сферах и проективных пространствах.

Теорема 3. Пусть для операторов A0 и B с A−1

0
∈ S1 и D(A0) ⊂ D(B) существуют

числа δ ∈ [0, 1) и ε > 0 такие, что оператор BA
−δ
0

lnε
A0 продолжается до ограниченного

и A
−1+δ
0

ln−ε
A0 ∈ Sp−ω, где p = 2, 3, . . . и p > 2, а ω ∈ [0, 1). Предположим также, что

для подпоследовательности собственных чисел {λnm
}+∞

m=1
, для которой λnm

< am < λnm+1,

где {am} выбрана по лемме 4 и ‖R0(am)‖
1
→ 0, выполняется неравенство λ

1−ρ
nm+1

− λ
1−ρ
nm

> c

(δ < ρ < 1). Тогда для целого числа q, ближайшего справа к величине

(p− 1)(1 − ρ) − ω(1 − δ)

ρ− δ
= min

δ<ρ16ρ

(p− 1)(1 − ρ1) − ω(1 − δ)

ρ1 − δ
,

в случае выполнения неравенства δ < ρ2(p+ q− 1), где ρ2 = ρ− ρ1, верна следующая формула

lim
m→∞





nm
∑

j=0

(µj − λj) +

p+q
∑

k=1

(−1)k−1

2πik
Tr

∫

Γm

(BR0(λ))k
dλ



 = 0, (39)

а если δ > ρ2(p+ q − 1), то при l > 2 и таком, что δ− ρ2(p+ q − 1)− (ρ− δ)(l− 1) 6 0, верна

формула

lim
m→∞





nm
∑

j=0

(µj − λj) +

p+q+l−1
∑

k=1

(−1)k−1

2πik
Tr

∫

Γm

(BR0(λ))k
dλ



 = 0. (40)
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Отметим, что формулы (39) и (40) верны и при любом целом q, большем указанного.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы будем использовать одну формулу для регуляризованного
определителя возмущения, доказанную нами в [5].

Лемма 7. Пусть BA
−1

0
∈ Sp, тогда при λ ∈ C таких, что выполнено неравенство

‖BR0(λ)‖ < 1, для логарифма регуляризованного определителя возмущения (9) верно пред-

ставление

lnDp(λ) = Tr





∞
∑

l=p

(−1)l−1

l
(BR0(λ))l



 . (41)

Теперь мы готовы приступить непосредственно к исследованию формулы следа. Условия тео-
ремы (в силу того, что из λ1−ρ

nm+1
−λ

1−ρ
nm

> c следует λnm+1−λnm
> cλ

ρ
nm+1

) позволяют выбрать
контур Γm в соответствии с результатом леммы 1 так, чтобы внутри контура количество соб-
ственных чисел A0 и A0 +B было одинаково и так, что на Γm выполнено ‖BR0(λ)‖ < 1. Тогда
из (41) интегрированием по частям получаем

−
1

2πi

∫

Γm

Tr





∞
∑

l=p

(−1)l−1

l
(BR0(λ))l



 dλ = −
1

2πi

∫

Γm

lnDp(λ) dλ =
1

2πi

∫

Γm

λ
d

dλ
lnDp(λ) dλ, (42)

и, используя (10), продолжаем (42):

(−1)p−1

2πi

∫

Γm

λTr (R(λ) (BR0(λ))p) dλ

=
1

2πi

∫

Γm

λTr

(

R0(λ) −R(λ) +

p−1
∑

k=1

(−1)kR0(λ) (BR0(λ))k

)

dλ. (43)

Далее нам надо разбить интеграл (43) в сумму интегралов, но сделать это непосредственно
нельзя, так как каждый из операторов по отдельности под знаком операции Tr в (43), вообще
говоря, не ядерный. Однако оператор вида

∫

Γm

λR0(λ) (BR0(λ))k
dλ при k > 0 является конеч-

номерным как сумма конечного числа вычетов в точках спектра оператора A0 внутри конту-
ра, а разложение в ряд Лорана оператора R0(λ) в окрестности каждой из этих точек имеет в
качестве коэффициентов главной части конечномерные проекторы, что обеспечивает конечно-
мерность и всех возникающих композиций операторов — коэффициентов разложения. Таким
образом, используя перестановочность вычисления следа и интегрирования по параметру се-
мейства ядерных операторов, мы можем записать интеграл от следа суммы операторов (43)
как сумму следов конечномерных операторов:

1

2πi
Tr

∫

Γm

λ (R0(λ) −R(λ)) dλ+

p−1
∑

k=1

(−1)k

2πi
Tr

∫

Γm

λR0(λ) (BR0(λ))k
dλ

=

nm
∑

l=0

(µl − λl) +

p−1
∑

k=1

(−1)k

2πi
Tr

∫

Γm

λ (BR0(λ))k−1
BR

2

0(λ) dλ

=

nm
∑

l=0

(µl − λl) +

p−1
∑

k=1

(−1)k

2πi
Tr

∫

Γm

λ (BR0(λ))k−1
d (BR0(λ))
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=

nm
∑

l=0

(µl − λl) +

p−1
∑

k=1

(−1)k−1

2πik
Tr

∫

Γm

(BR0(λ))k
dλ. (44)

Цепочка равенств (42), (43) и (44) дает нам основное равенство

nm
∑

l=0

(µl − λl) +

p−1
∑

k=1

(−1)k−1

2πik
Tr

∫

Γm

(BR0(λ))k
dλ =

1

2πi

∫

Γm

Tr





∞
∑

l=p

(−1)l

l
(BR0(λ))l



 dλ. (45)

Приступим теперь к оценке слагаемых в правой части (45) и начнем с ядерной нормы опера-
тора (BR0(λ))p+q, где q — некоторое целое неотрицательное число:

max
|λ|=am

∥

∥(BR0(λ))p+q
∥

∥

1
6

∥

∥

∥
BA

−δ
0

lnε
A0

∥

∥

∥

p+q
max
|λ|=am

∥

∥

∥

∥

(

A
δ
0 ln−ε

A0R0(λ)
)p+q

∥

∥

∥

∥

1

6

∞
∑

n=0

c
p+q

λ
δ(p+q)
n

|λn − am|p+q lnε(p+q)
λn

.

(46)

Так как A
−1+δ
0

ln−ε
A0 ∈ Sp−ω, то A

(−1+δ)(p−ω)

0
ln−ε(p−ω)

A0 ∈ S1 и по лемме 4

∞
∑

n=0

1
∣

∣

∣
λ

(1−δ)(p−ω)

n lnε(p−ω)
λn − a

(1−δ)(p−ω)

m lnε(p−ω)
am

∣

∣

∣

→ 0 при m→ ∞.

Тогда продолжим (46), применив (14)

max
|λ|=am

∥

∥(BR0(λ))p+q
∥

∥

1

6

∞
∑

n=0

c
p+q+1

λ
δq
n

|λn − am|p+q−1

×
lnε(p−ω)

λn + lnε(p−ω)
am

∣

∣

∣
λ

(1−δ)(p−ω)

n lnε(p−ω)
λn − a

(1−δ)(p−ω)

m lnε(p−ω)
am

∣

∣

∣
λ

1−p+ω−δω
n lnε(p+q)

λn

. (47)

Далее, так как λ1−ρ
nm+1

−λ
1−ρ
nm

> c, то тем более для любых n, m верно
∣

∣

∣
λ

1−ρ
n − a

1−ρ
m

∣

∣

∣
> c и тогда

для любых неотрицательных ρ1, ρ2, ρ1 + ρ2 = ρ из неравенства (15) имеем

1

|λn − am|
6

1

λ
ρ1

n a
ρ2

m

∣

∣

∣
λ

1−ρ
n − a

1−ρ
m

∣

∣

∣

6
c

λ
ρ1

n a
ρ2

m
(48)

и, используя (48), продолжаем неравенство (47):

max
|λ|=am

∥

∥(BR0(λ))p+q
∥

∥

1

6
c
p+q+1

a
ρ2(p+q−1)

m

∞
∑

n=0

lnε(p−ω)
λn + lnε(p−ω)

am

λ
1−p+ω−δω
n λ

ρ1(p+q−1)

n lnε(p+q)
λn

×
λ

δq
n

∣

∣

∣
λ

(1−δ)(p−ω)

n lnε(p−ω)
λn − a

(1−δ)(p−ω)

m lnε(p−ω)
am

∣

∣

∣

6
c
p+q+2 lnε(p−ω)

am

a
ρ2(p+q−1)

m

∞
∑

n=0

λ
−ρ1(p+q−1)−1+p−ω+δω+δq
n

∣

∣

∣
λ

(1−δ)(p−ω)

n lnε(p−ω)
λn − a

(1−δ)(p−ω)

m lnε(p−ω)
am

∣

∣

∣

.

В последнем переходе использовано неравенство lnε(p−ω)
λn+lnε(p−ω)

am 6c lnε(p+q)
λn lnε(p−ω)

am,
легко достигаемое выбором константы c. Положим

ρ1 =
p− 1 − (1 − ω)δ + δq

p− 1 + q
,
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где q указано в формулировке теоремы. Тогда

q =
(p− 1)(1 − ρ1) − ω(1 − δ)

ρ1 − δ

и δ < ρ1 6 ρ.

Применяя теперь в (47) неравенство (48) с этим ρ1, мы получаем оценку

∥

∥(BR0(λ))p+q
∥

∥

1

= o

(

lnε(p−ω)
am

a
ρ2(p+q−1)

m

)

. (49)

Тогда аналогично (30) и (31) имеем при l > 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Γm

Tr (BR0(λ))p+q+l
dλ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6
∥

∥(BR0(λ))p+q
∥

∥

1

∫

Γm

‖BR0(λ)‖l |dλ|

6
∥

∥(BR0(λ))p+q
∥

∥

1

c
l

∫

Γm

(

λ
δ
nm

|λnm
− ame

iϕ| lnε
λnm

)l

am dϕ

= o

(

a
δ−ρ2(p+q−1)−(ρ−δ)(l−1)

m lnε(p−ω)−ε(l−1)
am

)

. (50)

И, таким образом, для остатка ряда (45) из (50) при l > 2 имеем

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2πi

∫

Γm

Tr





∞
∑

k=p+q+l

(−1)k−1

k
(BR0(λ))k



 dλ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= o

(

a
δ−ρ2(p+q−1)−(ρ−δ)(l−1)

m lnε(p−ω)−ε(l−1)
am

)

,

и для доказательства формулы (40) осталось заметить, что так как степенная функция растет
быстрее логарифмической, то правая часть полученного неравенства всегда стремится к нулю
при указанных в теореме для формулы (40) предположениях.

Для доказательства (39) нам необходимо оценить интеграл

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Γm

Tr (BR0(λ))p+q+1
dλ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6
∥

∥(BR0(λ))p+q
∥

∥

1

∫

Γm

‖BR0(λ)‖ |dλ|

6
∥

∥(BR0(λ))p+q
∥

∥

1

c
λ

δ
nm

lnε
λnm

π/2
∫
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am dϕ

|λnm
− ame

iϕ|

6
∥

∥(BR0(λ))p+q
∥

∥

1

c
λ

δ
nm

lnε
λnm







ϕm
∫

0

am dϕ

|λnm
− am|

+

π/2
∫

ϕm

dϕ

sinϕ







6
∥

∥(BR0(λ))p+q
∥

∥

1

c
λ

δ
nm

lnε
λnm

(

amϕm

λ
ρ
nm

+ ln
1

ϕm

)

.

Первое слагаемое стремится к нулю при выборе ϕm = 1/am, но второе не является ограни-
ченным. Однако при выполнении условия δ < ρ2(p+ q − 1) теоремы из (49) и того, что любая
степень подавляет логарифмический рост, следует (39).

Мы опустим доказательство следующей теоремы, оно аналогично предыдущему и опира-
ется на неравенство (16).
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Теорема 4. Пусть для операторов A0 и B с A−1

0
∈ S1 и D(A0) ⊂ D(B), существует

число δ ∈ [0, 1) и число ε > 0 такие, что оператор BA
−δ
0

ln−ε/2
A0 продолжается до огра-

ниченного, а оператор A−1+δ
0

lnε
A0 ∈ Sp−ω, где p натуральное и p > 2, а ω ∈ [0, 1). Предпо-

ложим также, что для подпоследовательности собственных чисел {λnm
}+∞

m=1
, для которой

λnm
< am < λnm+1, где последовательность {am} выбрана по лемме 4, а ‖R0(am)‖

1
→ 0,

выполнено λ
1−ρ
nm+1

− λ
1−ρ
nm

> c, где δ < ρ < 1. Тогда при том же выборе параметра q и при тех

же условиях, как и в теореме 3, выполнены соответственно формулы (39) или (40).

З а м е ч а н и е 1. В теоремах 3 и 4 не рассмотрен предельный случай p = 1, ω = 0.
Однако этот случай теперь может быть легко исследован: доказательство в точности совпадает
с доказательством теоремы 1, в котором надо лишь везде вместо параметра ω (из формули-
ровки теоремы 1) использовать параметр ρ − δ (из формулировки теорем 3 и 4). При этом
полученная формула совпадет с формулами теорем 1 и 2 соответственно.

З а м е ч а н и е 2. В теоремах 3 и 4 мы во избежание еще большего загромождения фор-
мулировок и доказательств использовали условие на подпоследовательность собственных чи-
сел вида: λ1−ρ

nm+1
− λ

1−ρ
nm

> c, где ρ > δ. Так как степенная функция растет быстрее логарифми-
ческой, то вместо этого условия можно использовать без изменения результата условия вида
λ

1−ρ
nm+1

lnα
λnm+1 − λ

1−ρ
nm

lnα
λnm

> c или λ1−ρ
nm+1

− λ
1−ρ
nm

> c lnα
λnm

, где ρ > δ, и аналогичные.
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ДЕФЕКТ СТАБИЛЬНОСТИ МНОЖЕСТВ В ИГРОВЫХ ЗАДАЧАХ

УПРАВЛЕНИЯ1

В.Н. Ушаков, Я.А. Латушкин

В работе исследуется свойство стабильности в игровой задаче сближения конфликтно-управляемой си-

стемы с целевым множеством в фиксированный момент окончания. Для множеств в пространстве позиций

игры вводится понятие дефекта стабильности.

1. Введение

В работе рассматривается конфликтно-управляемая система на конечном промежутке вре-
мени. Исследуются вопросы, относящиеся к одному из центральных понятий теории позици-
онных диффренциальных игр — свойству стабильности. Свойство стабильности было введено
в конце 1960-х годов (см. [1–4]) и в первых работах выражалось в терминах управлений про-
тивоборствующих игроков.

В течение последующих десятилетий имела место эволюция в описании этого свойства.

В [5–8] стабильность представлена как свойство слабой инвариантности множества в про-
странстве позиций относительно некоторого семейства дифференциальных включений, свя-
занных с динамикой конфликтно-управляемой системы. Эти дифференциальные включения
содержат в качестве параметра вектор управления второго игрока.

В первой половине 1970-х годов конструкции, базирующиеся на стабильности, были приме-
нены при изучении новых задач, в частности игровой задачи сближения-уклонения с функци-
ональным целевым множеством [9], а также задачи гарантированного управления в условиях
неполной информации о состоянии управляемого объекта [10, 11].

В середине 1970-х годов появляется новая формулировка стабильности, и постепенно вы-
кристаллизовывается новое направление, базирующееся на этой формулировке — унификация
дифференциальных игр. В работах Н.Н. Красовского [12, 13] было дано определение унифи-
кационных моделей, изучены их свойства и указаны перспективы применения в различных
игровых задачах динамики. Суть унификации заключается в том, что свойство стабильности
формулируется в терминах векторов сопряженных переменных и гамильтониана конфликтно-
управляемой системы. При унификации собственно вид конфликтно-управляемой системы —
ее правая часть отступает на второй план; на передний план выступает гамильтониан си-
стемы. С позиций последующих лет становится ясно, что одна из важнейших особенностей
унификации состоит в выражении свойства стабильности в форме, которая хорошо сочетает-
ся с конструкциями негладкого и выпуклого анализа. Унификация играет важную роль и при
сравнении конфликтно-управляемых систем. Так, например, совершенно прозрачным стано-
вится тот факт, что две системы, имеющие одинаковые гамильтонианы, эквивалентны с точки
зрения решения дифференциальной игры. Некоторым аспектам унификации посвящены так-
же работы [14, 15].

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 05-01-00601-а, 04-01-96099урал а) и Программы
государственной поддержки ведущих научных школ (НШ-8512.2006.1).
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Во второй половине 1970-х — начале 1980-х гг. велись в нескольких направлениях исследо-
вания, посвященные вопросам, связанным с построением стабильных мостов в игровых зада-
чах. В работах [16–18] был предложен метод программных итераций для вычисления функции
цены и стабильных мостов в дифференциальных играх. Активно разрабатывались методы и
алгоритмы приближенного вычисления стабильных мостов [19–21]; для этого было очень важ-
но выбрать удобное представление свойства стабильности, что существенно облегчало вычис-
ления.

Следующий этап, связанный с представлением свойства стабильности, относится к началу
1980-х годов. К этому времени было рассмотрено несколько конкретных дифференциальных
игр, в которых свойство стабильности допускало формулировки, не укладывающиеся в тради-
ционные схемы. Для этих игр свойство стабильности можно было выразить, используя лишь
конечное число дифференциальных включений.

Таким образом, к началу 1980-х годов налицо было несколько представлений при описании
свойства стабильности, очень важного в дифференциальных играх. Хотя эти представления
различны по форме, они выделяют одни и те же стабильные мосты и, значит, эквивалентны
по существу.

В первой половине 1980-х годов появилась довольно общая формулировка свойства ста-
бильности [22, 23], вобравшая в себя некоторые известные формулировки, в том числе и те,
которые не укладывались в традиционные схемы. В этой формулировке, так же, как и в унифи-
кационной схеме [12, 13], присутствует явно гамильтониан конфликтно-управляемой системы.

Вслед за этим в середине 1980-х годов было получено инфинитезимальное представление
свойства стабильности [24], выраженное в терминах конусов Булигана или правых производ-
ных соответствующего множества. Это представление, как показал А.И. Субботин [25], ока-
залось полезным не только при рассмотрении теоретических вопросов в дифференциальных
играх, но и при разработке теории обобщенных (минимаксных и вязкостных) решений уравне-
ний типа Гамильтона — Якоби. Несколько позже инфинитезимальные конструкции, связанные
с конусами Булигана, были применены при исследовании более общих уравнений в частных
производных первого порядка [26].

В настоящей работе показано, что конструкции, участвующие в инфинитезимальном пред-
ставлении свойства стабильности, удобно использовать и для расширения понятия стабильно-
сти. Это влечет расширение сферы действия метода экстремального сдвига.

2. Постановка задачи конфликтного управления

Пусть поведение конфликтно-управляемой системы на промежутке [t0, ϑ], t0 < ϑ < ∞,
описывается системой

ẋ = f(t, x, u, v), x(t0) = x0, u ∈ P, v ∈ Q. (2.1)

Здесь x ∈ R
m — фазовый вектор системы, u и v — управления первого и второго игроков,

P и Q — компакты в пространствах R
p и R

q соответственно. Символ R
n означает евклидово

пространство размерности n.
Предполагается, что выполнены условия:
A. Вектор-функция f(t, x, u, v) определена и непрерывна по совокупности переменных

(t, x, u, v) на [t0, ϑ] × R
m × P × Q и для любого компакта D ⊂ [t0, ϑ] × R

m найдется такое
L = L(D) ∈ (0,∞), что

∥

∥f(t, x(1)
, u, v) − f(t, x(2)

, u, v)
∥

∥ ≤ L
∥

∥x
(1) − x

(2)
∥

∥ (2.2)

для любых (t, x(i)
, u, v) ∈ D × P × Q, i = 1, 2.

B. Существует такое µ ∈ (0,∞), что ‖f(t, x, u, v)‖ ≤ µ(1 + ‖x‖) для любых (t, x, u, v) ∈

[t0, ϑ] × R
m × P × Q.
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Здесь ‖f‖ — норма вектора f в соответствующем евклидовом пространстве.
Рассматриваемая нами дифференциальная игра является антагонистической и складыва-

ется из двух задач — задачи о сближении и задачи об уклонении [8]. В задаче о сближении,
стоящей перед первым игроком, требуется обеспечить попадание движения x(t), t ∈ [t0, ϑ] си-
стемы (2.1) в момент ϑ на заданный компакт M в R

m, каковы бы ни были при этом допустимые
управления второго игрока. Решение задачи требуется обеспечить в классе позиционных про-
цедур управления с поводырем первого игрока [8].

Задача об уклонении, стоящая перед вторым игроком, заключается в том, чтобы обеспе-
чить уклонение движений x(t), t ∈ [t0, ϑ] системы (2.1) в момент ϑ от некоторой замкнутой
ε-окрестности Mε компакта M , каковы бы ни были при этом допустимые управления первого
игрока. Решение задачи требуется обеспечить в классе контр-позиционных процедур управле-
ния с поводырем второго игрока [8].

Для сформулированной дифференциальной игры справедлива альтернатива [8]: существу-
ет такое замкнутое множество W

0 ⊂ [t0, ϑ]×R
m (максимальный u-стабильный мост), что для

всех исходных позиций (t∗, x∗) ∈ W
0 разрешима задача о сближении и для всех исходных

позиций (t∗, x∗) ∈ ([t0, ϑ] × R
m) \ W

0 разрешима задача об уклонении.
Согласно принципу экстремального сдвига [8] разрешающая процедура управления пер-

вого игрока может быть реализована для исходных позиций (t∗, x∗) ∈ W
0 как позиционная

процедура управления с поводырем, нацеливающая движение x(t) управляемой системы (2.1)
на движение поводыря, идущее по мосту W

0. При этом, как известно, основная трудность
в решении задачи о сближении приходится на выделение моста W

0 в пространстве позиций
(t∗, x∗) дифференциальной игры.

Задача о выделении W
0 в пространстве позиций — одна из основных и наиболее слож-

ных задач, возникающих на пути построения решений дифференциальной игры. Определение
моста W

0 не является непосредственным рецептом для его вычисления. Для вычисления W
0

необходимо эффективное аналитическое описание W
0, которое, однако, возможно лишь в ред-

ких случаях. Это обстоятельство обусловливает необходимость разработки методов и алго-
ритмов приближенного построения моста W

0. Такие алгоритмы разработаны для некоторых
классов задач [20, 21, 23].

В результате приближенных построений мы получаем не мост W
0, а некоторое другое мно-

жество в [t0, ϑ]×R
m, которое обозначим символом W

0. Множество W
0 удовлетворяет краевому

условию W
0(ϑ) = M , где W

0(t) = {x ∈ R
m : (t, x) ∈ W

0}.
Для позиций (t∗, x∗) ∈ W

0 разрешима, вообще говоря, не исходная задача о сближении с M ,
а менее жесткая задача о сближении с некоторой ε-окрестностью Mε множества M . При этом
в качестве позиционной процедуры управления первого игрока, обеспечивающей приведение
движения x(t) системы (2.1) на Mε, мы используем процедуру управления, нацеливающую
движение x(t) на некоторую ломаную, протянутую через W

0 и упирающуюся в конечный
момент ϑ в множество W

0(ϑ) = M . Эту ломаную можно трактовать как движение поводыря.
В следующих пунктах этой работы мы рассмотрим некоторое ограниченное замкнутое мно-

жество W
∗ из [t0, ϑ] × R

m, W
∗(ϑ) = M , в предположении, что оно удовлетворяет некоторым

условиям (см. разд. 4). Для W
∗ и позиций (t∗, x∗) ∈ W

∗ определим процедуру управления,
аналогичную той, которая упоминалась для множества W

0. Эту процедуру, являющуюся по
смыслу процедурой управления с поводырем, будем называть для краткости W

∗-процедурой
управления первого игрока. В разд. 5 мы достаточно аккуратно оценим ту ε-окрестность мно-
жества M , в которую гарантировано приведение всех движений x(t) из точек (t∗, x∗) ∈ W

∗ с
помощью W

∗-процедуры управления.
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3. Стабильность множеств в пространстве позиций игры

Максимальный стабильный мост W
0 состоит из всех тех (t∗, x∗) ∈ [t0, ϑ]× R

m, из которых
разрешима задача о сближении. Учитывая это и условие B, мы можем указать в [t0, ϑ] ×
R

m достаточно большую ограниченную и замкнутую область D, содержащую мост W
0 и все

движения, находящиеся в достаточно малой окрестности моста W
0.

Однако в связи с тем, что в последующих пунктах мы будем рассматривать множества
W

∗ ⊂ [t0, ϑ] × R
m, не обязательно являющиеся стабильными мостами и могущие достаточно

сильно отличаться от W
0, упомянутого выше выбора области D нам недостаточно.

Зададим некоторый компакт W
∗ ⊂ [t0, ϑ] × R

m, W
∗(ϑ) ⊂ M , свойства которого детализи-

руются несколько позже, и уточним выбор области D.
Обозначим h(W2,W1) — хаусдорфово отклонение множества W2 от W1, где W1 и W2 из

R
m.

Пусть число ε∗ > 0 выбрано удовлетворяющим неравенствам

ε∗ > sup
t∈[t0,ϑ]

h (W ∗(t), {0}) , ε∗ > ρ∗ + µ(ϑ − t0)e
µ(ϑ−t0)

.

Здесь 0 — нуль в R
m, {0} — множество, состоящее из нуля, ρ∗ = h(M, {0}).

Тогда цилиндр Z = {(t, x) : t ∈ [t0, ϑ], ‖x‖ ≤ ε∗} в [t0, ϑ] × R
m будет содержать как W

∗,
так и W

0.
Цилиндр Z содержится в ограниченной и замкнутой области D = {(t, x) : t ∈ [t0, ϑ], ‖x‖ ≤

(ε∗ + µ(t − t0))e
µ(t−t0)} из [t0, ϑ] × R

m.
Область D есть интегральная воронка на [t0, ϑ] дифференциального включения ẋ ∈ U(x) =

{f ∈ R
m : ‖f‖ ≤ µ(1 + ‖x‖)} с начальным множеством D(t0) = {x0 ∈ R

m : ‖x0‖ ≤ ε∗}.
Пусть G — наибольший из шаров U(x), (t, x) ∈ D и ρ — его радиус.
Справедливо включение

F (t, x) ⊂ U(x), (t, x) ∈ [t0, ϑ] × R
m

,

и, следовательно, все решения дифференциального включения

ẋ ∈ F (t, x), (t∗, x(t∗)) = (t∗, x∗) ∈ Z

удовлетворяют включению F (t, x) ⊂ G, (t, x) ∈ D.
Полагаем

Πl(t, x) = {f ∈ R
m : 〈l, f〉 ≤ H(t, x, l)},

Fl(t, x) = F (t, x)
⋂

Πl(t, x),

(t, x, l) ∈ D × S, S = {l ∈ R
m : ‖l‖ = 1}.

Справедливо включение

Fl(t, x) ⊂ G, (t, x, l) ∈ D × S.

Определение стабильного моста W и максимального стабильного моста W
0 дадим теперь

в терминах семейства L = {(t, x) 7→ Fl(t, x), l ∈ S} отображений (t, x) 7→ Fl(t, x), (t, x) ∈ D,
отвечающих векторам l ∈ S.

Этому определению предшествует определение оператора стабильного поглощения.
А именно, обозначим через Xl(t

∗; t∗, x∗) — множество всех x
∗ ∈ R

m, удовлетворяющих
равенству x(t∗) = x

∗, где x(·) = {x(t) : t∗ ≤ t ≤ t
∗} — некоторое решение дифференциального

включения
ẋ ∈ Fl(t, x), x(t∗) = x∗, t ∈ [t∗, t

∗],

X
−1

l (t∗; t
∗
,X

∗) = {x∗ ∈ R
m : Xl(t

∗; t∗, x∗)
⋂

X
∗ 6= ∅}

X
∗ — множество из R

m.
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О п р е д е л е н и е 3.1. Оператором стабильного поглощения π в задаче о сближении

назовем отображение (t∗; t∗,X∗) 7→ 2R
m

, заданное равенством

π(t∗; t
∗
,X

∗) =
⋂

l∈S

X
−1

l (t∗; t
∗
,X

∗),

(t∗, t
∗
,X

∗) ∈ ∆ × 2R
m

.

Здесь ∆ = {(t∗, t∗) : t0 ≤ t∗ < t
∗ ≤ ϑ}.

О п р е д е л е н и е 3.2. Замкнутое множество W ⊂ D назовем u-стабильным мостом,

если

W (ϑ) ⊂ M ;

W (t∗) ⊂ π(t∗; t
∗
,W (t∗)), (t∗, t

∗) ∈ ∆.

Пусть W
0 — объединение всех u-стабильных мостов W ⊂ D. W

0 — максимальный (по
включению) u-стабильный мост и представляет собой множество позиционного поглощения в
рассматриваемой задаче о сближении (см. [8]).

Напомним также инфинитезимальную формулировку свойства стабильности, выраженную
в терминах семейства L (см. [24]). Представим эту инфинитезимальную формулировку в виде
теоремы.

Теорема 1. Непустое замкнутое множество W ⊂ D есть u-стабильный мост тогда и

только тогда, когда

(1) W (ϑ) ⊂ M ;

(2)
−→
DW (t, x)

⋂

Fl(t, x) 6= ∅, t ∈ [t0, ϑ), (t, x, l) ∈ W × S.

Здесь
−→
DW (t, x) =

{

d ∈ R
m : d = lim

k→∞
wk − x

tk − t
, (tk, wk) ∈ W (k = 1, 2) . . . ; tk ↓ t при k → ∞,

lim
k→∞

(tk, wk) = (t, x)
}

.

Очевидно, что для моста W
0 условие (1) в теореме 1 принимает вид W

0(ϑ) = M . Кроме
того, мост W

0 обладает T -свойством: из t0 ≤ t∗ < t
∗ ≤ ϑ и W

0(t∗) 6= ∅ следует W
0(t∗) 6= ∅.

T -свойство моста W
0 можно охарактеризовать как свойство непрерываемости моста W

0 при
возрастании времени t на [t0, ϑ].

Далее, справедливо соотношение

Xl(t
∗; t∗, x∗)

⋂

W
0(t∗) 6= ∅, (t∗, x∗, l) ∈ W

0 × S,

и, значит, учитывая Xl(t
∗; t∗, x∗) ⊂ O(t∗−t∗)ρ(x∗), получаем

W
0(t∗)

⋂

O(t∗−t∗)ρ(x∗) 6= ∅, (t∗, x∗) ∈ W
0
.

Здесь O(t∗−t∗)ρ(x∗) = {w ∈ R
m : ‖w − x∗‖ ≤ ρ(t∗ − t∗)}.

Следовательно, справедливо соотношение

−→
DW

0(t∗, x∗)
⋂

G 6= ∅

при всех (t∗, x∗) ∈ W
0
, t∗ ∈ [t0, ϑ).
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4. Дефект стабильности множеств в пространстве позиций игры

В этом параграфе определим дефект стабильности множества, содержащегося в D.

Предполагаем, что множество W
∗ ⊂ D из разд. 3 удовлетворяет условию W

∗(ϑ) = M и
обладает T -свойством.

Более того, в усиление T -свойства множества W
∗ предполагаем, что выполнено условие

С. W
∗(t∗)

⋂

O(t∗−t∗)ρ(x∗) 6= ∅, (t∗, x∗) ∈ W
∗, t0 ≤ t∗ < t

∗ ≤ ϑ.

З а м е ч а н и е 4.1. Условие С означает, что многозначное отображение t 7→ W
∗(t), t ∈

[t0, ϑ] меняется (в некотором смысле) не очень быстро в точках (t∗, x∗) ∈ W
∗
, t∗ ∈ [t0, ϑ)

при увеличении t.

Из условия С следует

−→
DW

∗(t∗, x∗)
⋂

G 6= ∅, (t∗, x∗) ∈ ∂W
∗
, t∗ ∈ [t0, ϑ);

здесь ∂W
∗ — граница множества W

∗ в [t0, ϑ] × R
m.

Сопоставим каждой точке (t∗, x∗) ∈ ∂W
∗
, t∗ ∈ [t0, ϑ), число

ε(t∗, x∗) = sup
l∈S

ρ

(−→
DW

∗(t∗, x∗), Fl(t∗, x∗)
)

≥ 0.

Здесь обозначено ρ(D∗
, F

∗) = inf
(d,f)∈D∗×F ∗

‖d − f‖, где D
∗ и F

∗ — множества из R
m.

Величину ε(t∗, x∗) назовем дефектом стабильности множества W
∗ в точке (t∗, x∗) ∈ ∂W

∗
,

t∗ ∈ [t0, ϑ).

З а м е ч а н и е 4.2. При некоторых не очень ограничительных условиях на сис-

тему (2.1) супремум в выражении для ε(t∗, x∗) достигается во всех точках (t∗, x∗) ∈ ∂W
∗,

t∗ ∈ [t0, ϑ). Одним из таких условий является, например, условие

H∗(t∗, x∗, l) < H(t∗, x∗, l) < H
∗(t∗, x∗, l),

(t∗, x∗) ∈ ∂W
∗
, t∗ ∈ [t0, ϑ), l ∈ S;

здесь H∗(t∗, x∗, l) = ming∈F (t∗,x∗)
〈l, g〉, H

∗(t∗, x∗, l) = maxg∈F (t∗,x∗)〈l, g〉.

Для последующих рассуждений нам удобно заменить множество
−→
DW

∗(t∗, x∗), входящее в
выражение для ε(t∗, x∗), более узким, компактным, множеством. При этом значение ε(t∗, x∗)
сохраняется.

Введем в рассмотрение множество

−→
D

∇
W

∗(t∗, x∗) =
−→
DW

∗(t∗, x∗)
⋂

3G,

где 3G = {3g : g ∈ G}.

Так как
−→
DW

∗(t∗, x∗)
⋂

G 6= ∅, Fl(t∗, x∗) ⊂ G при (t∗, x∗) ∈ ∂W
∗
, t∗ ∈ [t0, ϑ), l ∈ S, то

ρ(
−→
D

∇
W

∗(t∗, x∗), Fl(t∗, x∗)) = ρ(
−→
DW

∗(t∗, x∗), Fl(t∗, x∗))

при (t∗, x∗) ∈ ∂W
∗
, t∗ ∈ [t0, ϑ), l ∈ S.

Поэтому верно представление

ε(t∗, x∗) = sup
l∈S

ρ

(−→
D

∇
W

∗(t∗, x∗), Fl(t∗, x∗)
)

, (t∗, x∗) ∈ ∂W
∗
, t∗ ∈ [t0, ϑ).
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Полагаем при t∗ ∈ [t0, ϑ)
ε(t∗) = sup

(t∗,x∗)∈Λ(t∗)

ε(t∗, x∗),

где Λ(t∗) = ∂W
∗⋂Γt∗ , Γt∗ = {(t, x) : t = t∗}

Величину ε(t∗) назовем дефектом стабильности множества W
∗ в момент t∗ ∈ [t0, ϑ).

Вместе с тем возникает неотрицательная функция ε(t) на [t0, ϑ), которую можно трактовать
как некоторую характеристику степени нестабильности множества W

∗.
Если W

∗ — u-стабильный мост, то по теореме 1 имеем

−→
DW

∗(t∗, x∗)
⋂

Fl(t∗, x∗) 6= ∅,

(t∗, x∗) ∈ ∂W
∗
, t∗ ∈ [t0, ϑ), l ∈ S, и, следовательно,

−→
D

∇
W

∗(t∗, x∗)
⋂

Fl(t∗, x∗) 6= ∅,

(t∗, x∗) ∈ ∂W
∗
, t∗ ∈ [t0, ϑ), l ∈ S.

Значит, ε(t∗, x∗) = 0, (t∗, x∗) ∈ ∂W
∗
, t∗ ∈ [t0, ϑ), а тогда ε(t) = 0 на [t0, ϑ).

В свою очередь, из равенства ε(t) = 0 на [t0, ϑ) следует

−→
D

∇
W

∗(t∗, x∗)
⋂

Fl(t∗, x∗) 6= ∅,

(t∗, x∗) ∈ ∂W
∗, l ∈ S, t∗ ∈ [t0, ϑ), т.е. W

∗ — u-стабильный мост.
Мы показали, что стабильность множества W

∗ эквивалентна равенству ε(t) = 0 на [t0, ϑ).
Значит, при ε(t) = 0 на [t0, ϑ) правило экстремального сдвига на поводыря, идущего по W

∗,
гарантирует приведение движения x(t) системы (2.1) на M , если (t∗, x(t∗)) = (t∗, x∗) ∈ W

∗.
Это наводит на мысль, что в случае, когда множеству W

∗ отвечает малая функция ε(t)
на [t0, ϑ), правило экстремального прицеливания на поводыря, идущего по W

∗, гарантирует
приведение движения x(t) системы (2.1) в малую ε-окрестность множества M в момент ϑ.

Кроме того, интуитивно ясно, что ε может быть выражено через интеграл

ϑ
∫

t0

ε(t)dt (в случае,

если эта функция интегрируема на [t0, ϑ]).
Для обоснования этих положений наложим на W

∗ и ε(t), [t0, ϑ) дополнительные условия
D. Существует такая скалярная функция ϕ

∗(δ) ↓ 0 при δ ↓ 0, что

h(x∗ + δ
−→
D

∇
W

∗(t∗, x∗), W
∗(t∗ + δ)) ≤ δϕ

∗(δ)

при t∗ ∈ [t0, ϑ), (t∗, x∗) ∈ ∂W
∗
, δ ∈ (0, ϑ − t∗)

E. Функция ε(t) интегрируема по Риману на [t0, ϑ].
Здесь обозначено x∗ + δX∗ = {x∗ + δf : f ∈ X∗}, X∗ — множество из R

m.

5. Позиционная процедура управления с поводырем первого игрока

Отличие этой процедуры от известных процедур управления [8] состоит в том, что она
сконструирована для множества W

∗, вообще говоря, не являющегося стабильным мостом.
Приступим к описанию этой W

∗-процедуры управления первого игрока.
Пусть (t∗, x∗) ∈ W

∗
, t∗ ∈ [t0, ϑ) и Γn = {τ0 = t∗, τ1, . . . , τN(n)−1, τN(n) = ϑ} — некоторе

разбиение из последовательности {Γn} разбиений отрезка [t∗, ϑ] с диаметрами ∆(n) ↓ 0 при
n → ∞.

Для простоты будем писать τN(n) = τN , ∆i = τi+1 − τi, i = 0, 1, . . . , N − 1.
Определим параллельно движение x(t) системы (2.1) и некоторую вспомогательную лома-

ную z(t) на [t∗, ϑ], x(t∗) = z(t∗) = x∗, отвечающие разбиению Γn. Будем конструировать эти
движения x(t) и z(t) последовательно по шагам [τ0, τ1], [τ1, τ2], . . . , [τN−1, τN ].
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Рассмотрим первый шаг [τ0, τ1] и точку x(τ0) = z(τ0) = x∗.
Так как согласно В имеет место

W
∗(τ0 + ∆0)

⋂

Oρ∆0
(x∗) 6= ∅,

то выберем точку z
∗(τ1) ∈ W

∗(τ0 + ∆0)
⋂

Oρ∆0
(x∗). Точка z

∗(τ1) удовлетворяет неравенству

‖z∗(τ1) − z(τ0)‖ ≤ ρ∆0. (5.1)

Первый игрок выбирает на шаге [τ0, τ1) в качестве управления любой вектор u0 ∈ P :
u(t) = u0, t ∈ [τ0, τ1).

Пусть при этом в cистеме (2.1) реализовалось некоторое допустимое управление v(t), t ∈

[τ0, τ1), второго игрока. Тогда движение x(t) на [τ0, τ1] определится равенством

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t), v(t)), x(τ0) = x∗.

Если x(τ1) ∈ W
∗(τ1), то полагаем z(τ1) = x(τ1).

Если x(τ1) /∈ W
∗(τ1), то пусть z(τ1) — ближайшая к x(τ1) точка на W

∗(τ1)
⋂

[x(τ1), z
∗(τ1)].

В этом случае z(τ1) ∈ ∂W
∗(τ1) и, значит, (τ1, z(τ1)) ∈ ∂W

∗.
Точки z(τ0) и z(τ1) определяют аффинную на [τ0, τ1] функцию z(t), которую назовем дви-

жением поводыря на [τ0, τ1], отвечающим разбиению Γn.

Последние точки z(τ1) и x(τ1) движений z(t) и x(t) на [τ0, τ1] являются исходными при
конструировании движений z(t) и x(t) на следующий отрезок [τ1, τ2] разбиения Γn.

В случае x(τ1) ∈ W
∗(τ1) имеем x(τ1) = z(τ1) и поступаем при конструировании движений

z(t) и x(t) на [τ1, τ2] так, как это делалось в аналогичной ситуации на предыдущем промежутке
[τ0, τ1].

В случае x(τ1) /∈ W
∗(τ1) имеем x(τ1) 6= z(τ1), вычисляем вектор s(τ1) = z(τ1) − x(τ1) 6= 0 и

рассматриваем множество Fl(τ1)(τ1, z(τ1)), где l(τ1) = s(τ1)‖s(τ1)‖
−1 ∈ S.

Пусть вектор fl(τ1) ∈ Fl(τ1)(τ1, z(τ1)) удовлетворяет соотношению

ρ

(

fl(τ1),
−→
D

∇
W

∗(τ1, z(τ1))
)

= ρ

(

Fl(τ1)(τ1, z(τ1)),
−→
D

∇
W

∗(τ1, z(τ1))
)

≤ sup
l∈S

ρ

(

Fl(τ1, z(τ1)),
−→
D

∇
W

∗(τ1, z(τ1))
)

= ε(τ1, z(τ1)) ≤ ε(τ1).

Пусть d(τ1) ∈
−→
D

∇
W

∗(τ1, z(τ1)) удовлетворяет соотношению

ρ
(

fl(τ1), d(τ1)
)

= ρ

(

fl(τ1),
−→
D

∇
W

∗(τ1, z(τ1))
)

(5.2)

и, следовательно,

ρ
(

fl(τ1), d(τ1)
)

≤ ε(τ1). (5.3)

Здесь ρ(f, d) = ‖f − d‖ для f, d из R
m, ρ(f,D) = inf

d∈D
ρ(f, d) для D ⊂ R

m.

Согласно условию D имеем

h

(

z(τ1) + ∆1

−→
D

∇
W

∗(τ1, z(τ1)
)

, W
∗(τ2)) ≤ ∆1ϕ

∗(∆1), (5.4)

и, значит, для вектора d(τ2) найдется такая точка z
∗(τ2) ∈ W

∗(τ2), что

ρ

(

z(τ1) + ∆1d(τ1),W
∗(τ2)

)

= ρ

(

z(τ1) + ∆1d(τ1), z
∗(τ2)

)

≤ ∆1ϕ
∗(∆1). (5.5)

Из (5.3) следует

ρ(z(τ1) + ∆1fl(τ1), z(τ1) + δ1d(τ1)) ≤ ε(τ1)∆1. (5.6)
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Из (5.5) и (5.6) следует

ρ(z(τ1) + ∆1fl(τ1), z
∗(τ2)) ≤ ∆1ϕ

∗(∆1) + ε(τ1)∆1. (5.7)

Первый игрок выбирает на втором шаге [τ1, τ2) вектор u1 ∈ P из условия

min
v∈Q

〈l(τ1), f(τ1, x(τ1), u1, v)〉 = H(τ1, x(τ1), l(τ1)) (5.8)

и полагает u(t) = u1, t ∈ [τ1, τ2).
Пусть при этом в системе (2.1) реализовалось некоторое управление v(t), t ∈ [τ1, τ2) вто-

рого игрока. Тогда движение x(t) системы (2.1) на [τ1, τ2] определяется равенством

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t), v(t))

с начальным значением x(τ1).
Рассмотрим точку x(τ2).
Если x(τ2) ∈ W

∗(τ2), то полагаем z(τ2) = x(τ2).
Рассмотрим теперь случай, когда x(τ2) /∈ W

∗(τ2). В этом случае рассмотрим, наряду с
x(τ2), точку z

∗(τ2) ∈ W
∗(τ2).

Относительно числа ρ2 = ρ(z(τ1) + ∆1d(τ1), z
∗(τ2)) представляются две возможности:

1. ρ2 = 0;
2. ρ2 > 0.
Допустим, реализовалась возможность 1. Тогда z

∗(τ2) = z(τ1) + ∆1d(τ1) ∈ W
∗(τ2). Пусть

z(τ2) — ближайшая к x(τ2) точка на W
∗(τ2)

⋂

[x(τ2), z
∗(τ2)]. Ясно, что z(τ2) ∈ ∂W

∗(τ2) и,
значит, (τ2, z(τ2)) ∈ ∂W

∗.
Допустим, реализовалась возможность 2. В этом случае имеем z

∗(τ2) ∈ ∂W
∗(τ2) и полагаем

z(τ2) = z
∗(τ2).

Как в случае x(τ2) ∈ W
∗(τ2), так и в случае x(τ2) /∈ W

∗(τ2) точки z(τ1) и z(τ2) опреде-
ляют аффинную функцию z(t) на [τ1, τ2], которую назовем движением поводыря на [τ1, τ2],
отвечающим разбиению Γn.

Последние точки z(τ2) и x(τ2) движений z(t) и x(t) на [τ1, τ2] являются исходными при
построении движений на следующем шаге [τ2, τ3].

В случае x(τ2) ∈ W
∗(τ2) имеем x(τ2) = z(τ2) и поступаем при конструировании движений

z(t) и x(t) на [τ2, τ3] аналогично тому, как это делалось на начальном промежутке [τ0, τ1], когда
отправлялись от точки x(τ0) = z(τ0) ∈ W

∗(τ0).
Рассмотрим теперь случай x(τ2) /∈ W

∗(τ2). В этом случае имеем x(τ2) 6= z(τ2), вычисляем
вектор s(τ2) = z(τ2) − x(τ2) 6= 0 и рассматриваем множество Fl(τ2)(τ2, z(τ2)), где
l(τ2) = s(τ2) · ‖s(τ2)‖

−1 ∈ S.
Пусть fl(τ2) ∈ Fl(τ2)(τ2, z(τ2)) удовлетворяет соотношению

ρ

(

fl(τ2),
−→
D

∇
W

∗(τ2, z(τ2))
)

= ρ

(

Fl(τ2)(τ2, z(τ2)),
−→
D

∇
W

∗(τ2, z(τ2))
)

≤ sup
l∈S

ρ

(

Fl(τ2, z(τ2)),
−→
D

∇
W

∗(τ2, z(τ2))
)

= ε(τ2, z(τ2)) ≤ ε(τ2),

а d(τ2) ∈
−→
D

∇
W

∗(τ2, z(τ2)) — соотношению

ρ

(

fl(τ2), d(τ2)
)

= ρ

(

fl(τ2),
−→
D

∇
W

∗(τ2, z(τ2))
)

. (5.9)

Следовательно,
ρ
(

fl(τ2), d(τ2)
)

≤ ε(τ2). (5.10)

Согласно D имеем

h

(

z(τ2) + ∆2

−→
D

∇
W

∗(τ2, z(τ2)),W
∗(τ3)

)

≤ ∆2ϕ
∗(∆2),
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и, значит, для вектора d(τ2) ∈
−→
D

∇
W

∗(τ2, z(τ2)) найдется такая точка z
∗(τ3) ∈ W

∗(τ3), что

ρ

(

z(τ2) + ∆2d(τ2),W
∗(τ3)

)

= ρ

(

z(τ2) + ∆2d(τ2), z
∗(τ3)

)

≤ ∆2ϕ
∗(∆2). (5.11)

Из (5.10) следует

ρ

(

z(τ2) + ∆2fl(τ2), z(τ2) + ∆2d(τ2)
)

≤ ε(τ2)∆2. (5.12)

Из (5.11), (5.12) следует

ρ

(

z(τ2) + ∆2fl(τ2), z
∗(τ3)

)

≤ ∆2ϕ
∗(∆2) + ε(τ2)∆2. (5.13)

Первый игрок выбирает на шаге [τ2, τ3] вектор u2 ∈ P из условия

min
v∈Q

〈l(τ2), f(τ2, x(τ2), u2, v)〉 = H(τ2, x(τ2), l(τ2)) (5.14)

и полагает u(t) = u2 на [τ2, τ3).
Пусть при этом в системе (2.1) реализовалось некоторое допустимое управление v(t),

t ∈ [τ2, τ3) второго игрока. Тогда движение x(t) системы (2.1) на [τ2, τ3] определится равен-
ством

ẋ = f(t, x(t), u(t), v(t))

с начальным значением x(τ2).
Рассмотрим конечную точку x(τ3) движения x(t) на [τ2, τ3].
Если x(τ3) ∈ W

∗(τ3), то полагаем z(τ3) = x(τ3).
Рассмотрим теперь случай, когда x(τ3) /∈ W

∗(τ3). В этом случае рассмотрим наряду с x(τ3)
точку z

∗(τ3) ∈ W
∗(τ3).

Относительно числа ρ3 = ρ(z(τ2) + ∆2d(τ2), z
∗(τ3)) представляются возможности:

1. ρ3 = 0;
2. ρ3 > 0.
Допустим, реализовалась возможность 1. Тогда z

∗(τ3) = z(τ2) + ∆2d(τ2) ∈ W
∗(τ3). Пусть

z(τ3) — ближайшая к x(τ3) точка из W
∗(τ3)

⋂

[x(τ3), z
∗(τ3)]. Ясно, что z(τ3) ∈ ∂W

∗(τ3) и,
значит, (τ3, z(τ3)) ∈ ∂W

∗.
Допустим, реализовалась возможность 2. В этом случае имеем z

∗(τ3) ∈ ∂W
∗(τ3), и полагаем

z(τ3) = z
∗(τ3).

Таким образом, в случае, когда x(τ3) /∈ W
∗(τ3), во всех возможных ситуациях определяется

такая точка z(τ3), что (τ3, z(τ3)) ∈ ∂W
∗.

Точки z(τ2) и z(τ3) определяют аффинную функцию z(t) на [τ2, τ3], которую назовем дви-
жением поводыря на [τ2, τ3], отвечающим разбиению Γn.

Последние точки z(τ3) и x(τ3) движений z(t) и x(t) на [τ2, τ3] являются исходными при
построении движений на следующем шаге [τ3, τ4].

Далее по такой же схеме конструируем движения z(t) и x(t) последовательно на проме-
жутках [τ3, τ4], [τ4, τ5] и т.д.

В общем случае схема конструирования движений поводыря и системы (2.1) на [τi, τi+1]
выглядит так.

Пусть в момент τi (0 ≤ i ≤ N − 1) реализовались в результате предыдущих построений
две точки z(τi) и x(τi) движений поводыря и системы (2.1) соответственно.

В случае x(τi) ∈ W
∗(τi), (x(τi) = z(τi)) поступаем при конструировании движений z(t)

и x(t) на [τi, τi+1] аналогично тому, как это делалось на начальном промежутке [τ0, τ1], когда
отправлялись от точки x(τ0) = z(τ0) ∈ W

∗(τ0), а именно: выбираем некоторую точку z(τi+1) ∈
W

∗(τi+1)
⋂

Or∆i
(τi). Для нее по аналогии с (5.1) верно неравенство

‖z∗(τi+1) − z(τi)‖ ≤ r∆i. (5.15)
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Первый игрок выбирает на [τi, τi+1) любой вектор u ∈ P и полагает u(t) = ui, t ∈ [τi, τi+1).
Пусть при этом в системе (2.1) реализовалось некоторое допустимое управление v(t), t ∈

[τi, τi+1) второго игрока.
Тогда движение x(t) системы (2.1) на [τi, τi+1) определится равенством

ẋ = f(t, x(t), u(t), v(t))

с начальным значением x(τi).
Рассмотрим теперь случай, когда x(τi) /∈ W

∗(τi). В этом случае имеем x(τi) 6= z(τi);
вычисляем вектор s(τi) = z(τi) − x(τi) 6= 0 и рассматриваем множество Fl(τi)

(τi, x(τi)), где
l(τi) = s(τi) · ‖s(τi)‖

−1 ∈ S.
Пусть fl(τi)

∈ Fl(τi)
(τi, z(τi)) удовлетворяет соотношению

ρ

(

fl(τi)
,
−→
D

∇
W

∗(τi, z(τi))
)

= ρ

(

Fl(τi)
(τi, z(τi)),

−→
D

∇
W

∗(τi, z(τi))
)

≤ sup
l∈S

ρ

(

Fl(τi, z(τi)),
−→
D

∇
W

∗(τi, z(τi))
)

= ε(τi, z(τi)) ≤ ε(τi).

Пусть d(τi) ∈
−→
D

∇
W

∗(τi, z(τi)) удовлетворяет равенству

ρ
(

fl(τi)
, d(τi)

)

= ρ

(

fl(τi)
,
−→
D

∇
W

∗(τi, z(τi))
)

(5.16)

и, следовательно,
ρ
(

fl(τi)
, d(τi)

)

≤ ε(τi). (5.17)

Из неравенства (5.17) следует

ρ

(

z(τi) + ∆ifl(τi)
, z(τi) + ∆id(τi)

)

≤ ε(τi)∆i. (5.18)

Имеем согласно D

h

(

z(τi) + ∆i
−→
D

∇
W

∗(τi, z(τi)),W
∗(τi+1)

)

≤ ∆iγ
∗(∆i)

и, значит, для d(τi) ∈
−→
D

∇
W

∗(τi, z(τi)) найдется такая точка z
∗(τi+1) ∈ W

∗(τi+1), что

ρ

(

z(τi) + ∆id(τi), z
∗(τi+1)

)

= ρ

(

z(τi) + ∆id(τi),W
∗(τi+1)

)

≤ δiγ
∗(∆i). (5.19)

Из (5.18), (5.19) следует

ρ

(

z(τi) + ∆ifl(τi)
, z

∗(τi+1)
)

≤ ε(τi)∆i + ϕ
∗(∆i)∆i. (5.20)

Первый игрок выбирает на [τi, τi+1) вектор ui ∈ P из условия

min
v∈Q

〈l(τi), f(τi, x(τi), ui, v)〉 = H(τi, x(τi), l(τi)) (5.21)

и полагает u(t) = ui на [τi, τi+1).
Пусть при этом в системе (2.1) реализовалось некоторое допустимое управление v(t),

t ∈ [τi, τi+1) второго игрока. Тогда движение x(t) системы (2.1) на [τi, τi+1] определится ра-
венством

ẋ = f(t, x(t), u(t), v(t))

с начальным значением x(τi).
Рассмотрим конечную точку x(τi+1) движения x(t) на [τi, τi+1].
Если x(τi+1) ∈ W

∗(τi+1), то полагаем z(τi+1) = x(τi+1).
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Рассмотрим теперь случай, когда x(τi+1) /∈ W
∗(τi+1). В этом случае рассмотрим наряду с

x(τi+1) точку z
∗(τi+1) ∈ W

∗(τi+1).
Относительно числа ρi+1 = ρ(z(τi) + δid(τi), z

∗(τi+1)) представляются возможности:
1. ρi+1 = 0;
2. ρi+1 > 0.
Допустим, реализовалась возможность 1. Имеем z

∗(τi+1) = z(τi) + ∆id(τi) ∈ W
∗(τi+1).

Пусть z(τi+1) ближайшая к x(τi+1) точка на W
∗(τi+1)

⋂

[x(τi+1), z
∗(τi+1)]. Ясно, что z(τi+1) ∈

∂W
∗(τi+1) и, значит, (τi+1, z(τi+1)) ∈ ∂W

∗.
Допустим, реализовалась возможность 2. В этом случае имеем z

∗(τi+1) ∈ ∂W
∗(τi+1) и

полагаем z(τi+1) = z
∗(τi+1).

Таким образом, в случае, когда x(τi+1) /∈ W
∗(τi+1), во всех возможных ситуациях точка

z(τi+1) удовлетворяет включению (τi+1, z(τi+1)) ∈ ∂W
∗.

Точки z(τi) и z(τi+1) определяют аффинную функцию z(t) на [τi, τi+1), которую назовем
движением поводыря на [τi, τi+1], отвечающим разбиению Γn.

Последние точки z(τi+1) и x(τi+1) движений z(t) и x(t) на [τi, τi+1] являются исходными
при построении движений z(t) и x(t) на следующем шаге разбиения Γn.

Вместе с тем W
∗-процедура управления первого игрока полностью описана.

6. Оценка рассогласования между движениями z(t) и x(t) в момент ϑ

Предполагаем, что в результате применения W
∗-процедуры управления на [t∗, ϑ] реализо-

вались движения z(t) и x(t) (z(t∗) = x(t∗) = x∗ ∈ W
∗(t∗)) соответственно поводыря и управ-

ляемой системы (2.1).
Выведем оценку сверху рассогласования между движениями z(t) и x(t) в момент ϑ.
В начальный момент τ0 разбиения Γn выполняется x(τ0) ∈ W

∗(τ0). При этом представля-
ются возможности:

1. x(τN ) ∈ W
∗(τN );

2. x(τN ) /∈ W
∗(τN ).

В случае возможности 1 имеем x(τN ) = z(τN ) и, значит, ‖s(τN )‖ = ‖s(ϑ)‖ = 0.
Допустим, реализовалась возможность 2.
Пусть k — натуральное число, при котором x(τk) ∈ W

∗(τk), x(τj) /∈ W
∗(τj) при j ∈ (k,N ].

Рассмотрим в таком случае отрезок [τk, τN ] = [τk, ϑ].
Для нас здесь важно, что для моментов τi+1 ∈ (τk, τN ] = (τk, ϑ] поводырь z(t) удовлетво-

ряет включению (τi+1, z(τi+1)) ∈ ∂W
∗. Принимая это во внимание, оценим сверху величины

‖s(τi+1)‖ через ‖s(τi)‖ при i ∈ (k,N − 1].
Сначала проведем оценку ‖s(τi+1)‖ через ‖s(τi)‖ для случая, когда

ρi+1 = ρ(z(τi) + ∆id(τi),W
∗(τi+1)) > 0.

При каждом i ∈ (k,N − 1] справедливы равенства

x(τi+1) = x(τi) +

τi+1
∫

τi

f(t) dt,

z(τi+1) = z(τi) +

τi+1
∫

τi

fl(τi)
dt + h(τi, τi+1), (6.1)

h(τi, τi+1) = z(τi+1) − (z(τi) + ∆ifl(τi)
),

где f(t) = f(t, x(t), u(t), v(t)), t ∈ [τi, τi+1]; fl(τi)
∈ Fl(τi)

(τi, z(τi)); функция u(t) определена
после формулы (5.15).
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Величина s(t) = z(t) − x(t) удовлетворяет равенству

s(τi+1) = s(τi) +

τi+1
∫

τi

fl(τi)
dt −

τi+1
∫

τi

f(t)dt + h(τi, τi+1). (6.2)

Вектор s
∗(τi+1) = s(τi) +

τi+1
∫

τi

fl(τi)
dt −

τi+1
∫

τi

f(t)dt удовлетворяет равенству

‖s∗(τi+1)‖
2 = ‖s(τi)‖

2 + 2

τi+1
∫

τi

〈s(τi), fl(τi)
〉dt − 2

τi+1
∫

τi

〈s(τi), f(t)〉dt + γ(τi, τi+1), (6.3)

где γ(τi, τi+1) =

∥

∥

∥

∥

τi+1
∫

τi

(fl(τi)
− f(t))dt

∥

∥

∥

∥

2

.

Из (6.3) c учетом определения вектора fl(τi)
и функции f(t) на [τi, τi+1] выводится стан-

дартными в теории дифференциальных игр методами (см. [8]) оценка

‖s∗(τi+1)‖
2 ≤ e

2L∆i‖s(τi)‖
2 + ∆iϕ

0(∆i), (6.4)

где скалярная функция ϕ
0(∆) ↓ 0 при ∆ ↓ 0 и не зависит от выбора точек (τi, z(τi)) и (τi, x(τi)).

Следовательно,

‖s∗(τi+1)‖ ≤
{

e
2L∆i‖s(τi)‖

2 + ∆iϕ
0(∆i)

}
1

2

. (6.5)

Значит, выполняется неравенство

‖s(τi+1)‖ ≤
{

e
2L∆i‖s(τi)‖

2 + ∆iϕ
0(∆i)

}
1

2

+ ‖h(τi, τi+1)‖.

Учитывая неравенство

‖h(τi, τi+1)‖ ≤ ‖z(τi+1) − (z(τi) + ∆id(τi))‖ + ‖(z(τi) + ∆id(τi)) − (z(τi) + ∆ifl(τi)
)‖

= ‖z∗(τi+1) − (z(τi) + ∆id(τi))‖ + ‖∆i(d(τi) − fl(τi)
)‖ ≤ ∆iϕ

∗(∆i) + ε(τi)∆i ,

получаем

‖s(τi+1)‖ ≤
{

e
2L∆i‖s(τi)‖

2 + ∆iϕ
0(∆i)

}
1

2

+ ∆iϕ
∗(∆i) + ε(τi)∆i , (6.6)

i ∈ [k,N − 1].
Относительно величины ‖s(τi)‖, отвечающей моменту τi ∈ [τk, τN−1], представляются воз-

можности:
1. ‖s(τi)‖ > ϕ

0(∆i)
1

2 ;

2. ‖s(τi)‖ ≤ ϕ
0(∆i)

1

2 .
В случае, когда реализовалась возможность 1, имеем

{

e
2L∆i‖s(τi)‖

2 + ∆iϕ
0(∆i)

}
1

2

≤ e
L∆i‖s(τi)‖ +

1

2eL∆i‖s(τi)‖
∆iϕ

0(∆i)

≤ e
L∆i‖s(τi)‖ +

1

2ϕ0(∆i)1/2
∆iϕ

0(∆i) = e
L∆i‖s(τi)‖ +

1

2
∆iϕ

0(∆i)
1/2

. (6.7)

Из (6.6), учитывая (6.7), получаем

‖s(τi+1)‖ ≤ e
L∆i‖s(τi)‖ + κ(∆i)∆i + ε(τi)∆i, (6.8)
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где κ(∆) =
1

2
ϕ

0(∆)
1

2 + ϕ
∗(∆), ∆ > 0.

Теперь проведем локальную оценку величины ‖s(τi+1)‖ через ‖s(τi)‖, i ∈ [k,N − 1] для
случая, когда ρi+1 = ρ(z(τi) + ∆id(τi),W

∗(τi+1)) = 0.
В этом случае справедлива оценка

‖s(τi+1)‖ ≤ ‖s∗(τi+1)‖ + ε(τi)∆i,

где вектор s
∗(τi+1) определен после формулы (6.2) и, значит,

‖s(τi+1)‖ ≤
{

e
2L∆i‖s(τi)‖

2 + ∆iϕ
0(∆i)

}
1

2

+ ε(τi)∆i . (6.9)

Относительно s(τi) представляются возможности:

1. ‖s(τi)‖ > ϕ
0(∆i)

1

2 ;

2. ‖s(τi)‖ ≤ ϕ
0(∆i)

1

2 .
В случае, когда реализовалась возможность 1, имеем

{

e
2L∆i‖s(τi)‖

2 + δiϕ
0(δi)

}
1

2

≤ e
L∆i‖s(τi)‖ + κ(∆i)∆i, (6.10)

где κ(∆) =
1

2
ϕ

0(∆)
1

2 , ∆ > 0.

Из (6.9), учитывая (6.10), получаем (6.8).
Итак, при выводе локальной оценки величины ‖s(τi+1)‖ через ‖s(τi)‖ как в случае ρi+1 > 0,

так и в случае ρi+1 = 0 справедлива одна и та же по форме оценка (6.8). Эти оценки разли-
чаются лишь структурой функции κ(∆), ∆ > 0, что несущественно при выводе глобальной
оценки.

Учтем локальную оценку величины ‖s(τi+1)‖ при выводе глобальной оценки величины
‖s(τN )‖ = ‖s(ϑ)‖.

Поскольку в начальный момент τk отрезка [τk, τN−1] верно x(τk) ∈ W
∗(τk), то по постро-

ению поводыря имеем x(τk) = z(τk) и, значит, s(τk) = z(τk) − x(τk) = 0. Отсюда следует, что

‖s(τi)‖ ≤ ϕ
0(∆i)

1

2 при i = k. Не исключено, что в некоторые следующие непосредственно за
τk моменты τi это неравенство сохранится.

Пусть отрезки [τk+1, τq−1] и [τq, τl] из [τk+1, τN−1] таковы, что в моменты τi ∈ [τk+1, τq−1] реа-
лизовалась возможность 2, а в моменты τi ∈ [τq, τl] реализовалась возможность 1 относительно
‖s(τi+1)‖. Тогда

‖s(τq)‖ ≤
{

e
2L∆q−1‖s(τq−1)‖

2 + ∆q−1ϕ
0(∆q−1)

}
1

2

+ ϕ
∗(∆q−1)∆q−1 + ε(τq−1)∆q−1 , (6.11)

‖s(τi+1)‖ ≤ e
L∆i‖s(τi)‖ + ∆iκ(∆i) + ε(τi)∆i , (6.12)

i = q, . . . , l.
Из этих оценок следует для τr ∈ [τq+1, τl+1]

‖s(τr)‖ ≤ e

L
r−1
∑

i=q

∆i

(

‖s(τq)‖ +

r−1
∑

i=q

(

κ(∆i)∆i + ε(τi)∆i

)

)

≤ e

L
r−1
∑

i=q

∆i

(

{

e
2L∆q−1‖s(τq−1)‖

2 + ∆q−1ϕ
0(∆q−1)

}
1

2

+ γ
∗(∆q−1)∆q−1

+ ε(τq−1)∆q−1 +
r−1
∑

i=q

(

κ(∆i)∆i + ε(τi)∆i

)

)
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≤ e

L
r−1
∑

i=q

∆i

(

e
L∆q−1‖s(τq−1)‖ + (∆q−1ϕ

0(∆q−1))
1

2 + γ
∗(∆q−1)∆q−1

+ ε(τq−1)∆q−1 +

r−1
∑

i=q

(

κ(∆i)∆i + ε(τi)∆i

)

)

. (6.13)

Учитывая неравенство ‖s(τq−1)‖ ≤ ϕ
0(∆q−1)

1/2, из (6.13) получаем оценку при
τr ∈ [τq+1, τl+1]

‖s(τr)‖ ≤ e

L
r−1
∑

i=q−1

∆i

(

(

ϕ
0(∆q−1)

)
1

2 +
(

∆q−1ϕ
0(∆q−1)

)
1

2 +

r−1
∑

i=q−1

κ(∆i)∆i +

r−1
∑

i=q−1

ε(τi)∆i

)

. (6.14)

Отсюда при τr ∈ [τq+1, τl+1] справедлива оценка

‖s(τr)‖ ≤ e
L(ϑ−t∗)

(

(

ϕ
0(∆(n))

)
1

2 +
(

∆nϕ
0(∆(n))

)
1

2 + (ϑ − t∗)κ
(

∆(n)
)

+

r−1
∑

i=q−1

ε(τi)∆i

)

. (6.15)

Для совокупности моментов τi ∈ [τk+1, τN ] справедливо следующее утверждение: либо

‖s(τi)‖ < ϕ
0(∆i)

1

2 для всех τi ∈ [τk+1, τN ], либо существуют моменты τr ∈ [τk+1, τN ], для

которых ‖s(τr)‖ ≥ ϕ
0(∆r)

1

2 , и тогда для них верна оценка (6.15).
Принимая это во внимание, получаем, что для любого τr ∈ [τk+1, τN ] верна оценка (6.15).

В частности, имеем

‖s(ϑ)‖ ≤ e
L(ϑ−t∗)

(

(

ϕ
0(∆(n)

)
1

2 +
(

∆(n)
ϕ

0(∆(n))
)

1

2 +(ϑ−t∗)κ
(

∆(n)
)

)

+e
L(ϑ−t∗)

N−1
∑

i=0

ε(τi)∆i. (6.16)

Далее, определим, что мы понимаем под движением x(t) (x(t∗) = x∗ ∈ W (t∗)) системы (2.1),
порожденным W

∗-процедурой управления.

О п р е д е л е н и е 6.1. Под движением x(t) на [t∗, ϑ] (x(t∗) = x∗ ∈ W
∗(t∗)), порож-

денным W
∗-процедурой управления первого игрока, понимается равномерный на [t∗, ϑ] пре-

дел последовательности {x(n)(t)} движений x
(n)(t), x

(n)(t∗) = x∗, системы (2.1), порожден-

ных W
∗-процедурой управления и отвечающих разбиениям Γn из некоторой последователь-

ности {Γn}, lim
n→∞

∆(n) = 0.

В связи с рассмотрением не одного разбиения Γn, а некоторой последовательности {Γn}, мы
обозначаем через x

(n)(t), z
(n)(t) (x(n)(t∗) = z

(n)(t∗) = x∗), s
(n)(t) = z

(n)(t)−x
(n)(t), t ∈ [t∗, ϑ], те

движения системы (2.1), поводыря и их разность на [t∗, ϑ], которые отвечают разбиению Γn.
Учитывая это замечание, оценку (6.16) перепишем в виде

‖s(ϑ)‖ ≤ e
L(ϑ−t∗)

(

(

ϕ
0(∆(n))

)
1

2 +
(

∆(n)
ϕ

0(∆(n))
)

1

2 +(ϑ−t∗)κ
(

∆(n)
)

)

+e
L(ϑ−t∗)

N−1
∑

i=0

ε(τi)∆i. (6.17)

Не нарушая общности рассуждений, будем считать, что, наряду с lim
n→∞

x
(n)(ϑ) = x(ϑ), су-

ществует также и lim
n→∞

z
(n)(ϑ) = z(ϑ). Поскольку, по построению, z

(n)(ϑ) ∈ M , а M — компакт

в R
m, то z(ϑ) ∈ M . Значит, существует lim

n→∞
s
(n)(ϑ) = s(ϑ) = z(ϑ) − x(ϑ).

Переходя к пределу при n → ∞, ∆(n) → 0 в оценке (6.17), получаем

‖s(ϑ)‖ ≤ e
L(ϑ−t∗)

ϑ
∫

t∗

ε(τ)dτ. (6.18)

Отсюда следует утверждение
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Теорема 2. Движение x(t) (x(t∗) = x∗ ∈ W
∗(t∗)) на [t∗, ϑ], порожденное W

∗-процедурой

управления первого игрока, удовлетворяет включению

x(ϑ) ∈ Mε, где ε = e
L(ϑ−t0)

ϑ
∫

t0

ε(τ)dτ. (6.19)

Число ε = εW ∗ (6.19) можно также трактовать как меру нестабильности множества W
∗.

Назовем его дефектом стабильности множества W
∗.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН
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УДК 519.65

АППРОКСИМАЦИЯ ЛОКАЛЬНЫМИ L-СПЛАЙНАМИ,

СООТВЕТСТВУЮЩИМИ ЛИНЕЙНОМУ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМУ

ОПЕРАТОРУ ВТОРОГО ПОРЯДКА1

В.Т.Шевалдин

Для класса функций WL2
∞ = {f : f ′ ∈ AC, ‖L2(D)f‖∞ ≤ 1}, где L2(D) — линейный дифференци-

альный оператор второго порядка, характеристический многочлен которого имеет только действитель-

ные корни, построен неинтерполяционный линейный положительный метод экспоненциальной сплайн-

аппроксимации, обладающий экстремальными и сглаживающими свойствами и наследующий локально

свойства монотонности исходных данных (значений функции f ∈ WL2
∞ в точках равномерной сетки).

Вычислена точно величина погрешности аппроксимации в равномерной метрике на этом классе.

Введение

В современной машинной графике и геометрическом дизайне основным аппаратом аппрок-
симации являются локальные сплайны одной или нескольких переменных, построенные на ос-
нове полиномиальных NURBSов (неравномерных рациональных B-сплайнов). В данной статье
предлагается схема построения аналогов NURBSов на основе B-L-сплайнов. Это сплайны с
равномерными узлами, соответствующие линейному дифференциальному оператору второго
порядка, характеристический многочлен которого имеет только действительные корни. Схе-
ма обобщает и развивает результаты исследований [1–3]. Построенные одномерные локальные
сплайны обладают формосохраняющими и сглаживающими свойствами, а в периодическом
случае для формально самосопряженного линейного дифференциального оператора второго
порядка — экстремальными свойствами в смысле поперечников по Колмогорову и по Конова-
лову. Обширную библиографию по данному вопросу см. в списках литературы к работам [1–3],
а также в [4].

1. Формосохраняющие локальные L-сплайны

Следуя Х. Морше [5] (см. также [6, 7]), определим B-сплайны, соответствующие линейно-
му дифференциальному оператору L2 = L2(D) (D — символ дифференцирования) второго
порядка с постоянными действительными коэффициентами, характеристический многочлен
которого имеет только действительные корни. Для простоты изложения все построения и до-
казательства проведем в случае, если оператор L2 имеет вид

L2 = L2(D) = (D − β)(D − γ) (β, γ ∈ R; β 6= γ; β 6= 0; γ 6= 0).

Пусть h > 0, m = m(β, γ, h) — некоторая константа, используемая в качестве нормирующе-
го множителя, которую определим немного позже. B-L-сплайном с равномерными узлами,

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 05–01–00192), Программы государ-
ственной поддержки ведущих научных школ (проект НШ–5120.2006.1) и Гранта поддержки научных
исследований, выполняемых учеными УрО РАН совместно с СО РАН.
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соответствующим линейному дифференциальному оператору L2, называется функция вида

B(x) = m ·
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,

e
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.

Легко проверяется, что B ∈ C
1(R). Пусть f — произвольная функция, определенная на всей

числовой оси R. Локальный L-сплайн S определим при x ∈
[(

l − 1

2

)

h,
(

l + 1

2

)

h
]

(l ∈ Z) следу-
ющей формулой

S(x) = S(f, x) =
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j∈Z
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= m
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. (1.1)

Здесь yl = f((l+ ε)h) (l ∈ Z) — значения функции f в точках (l+ ε)h. Теперь определим числа
ε = ε(β, γ, h) и m = m(β, γ, h). Пусть ε — решение уравнения

e
(β−γ)(ε− 1

2
)h =

β(eγh − 1)

γ(eβh − 1)
> 0, (1.2)

т.е.

ε =
1

2
+

1

(β − γ)h
ln
β(eγh − 1)

γ(eβh − 1)
.

Число m определим формулой

m =
β(β − γ)

e
β(ε− 1

2
)h(eβh − 1)(eβh − eγh)

. (1.3)

Ясно, что при любых β 6= γ, β 6= 0 и γ 6= 0 мы имеем: ε = ε(β, γ, h) = ε(γ, β, h), m =
m(β, γ, h) = m(γ, β, h) > 0.

Лемма 1. При β 6= γ, β 6= 0 и γ 6= 0 число ε ∈
(

−1

2
,

1

2

)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть βh = b, γh = c (b 6= c, b 6= 0, c 6= 0). Рассмотрим
функцию

g(x) = c(eb − 1)eb(x− 1

2
) − b(ec − 1)ec(x− 1

2
)
.

С учетом (1.2) для доказательства леммы достаточно установить, что

g

(

1

2

)

g

(

−
1

2

)

< 0. (1.4)
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Имеем

g
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, g
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.

Неравенство (1.4) следует из выписанных формул и того факта, что функция
e
t − 1

t
монотонно

возрастает, а функция
1 − e

−t

t
монотонно убывает по t на всей числовой оси R. Лемма 1

доказана.

Следствие 1. Если β = −γ, то ε = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о сводится к простым вычислениям.

Пусть AC — класс локально абсолютно непрерывных функций, L∞ = L∞(R) — класс
функций f, существенно ограниченных на R с обычным определением нормы

‖f‖∞ = ‖f‖L∞(R) = ess sup
x∈R

|f(x)|,

W
L2

∞ =
{

f : f ′ ∈ AC, ‖L2(D)f‖∞ ≤ 1
}

.

Для дифференциального оператора L2 = (D − β)(D − γ) рассмотрим соответствующий раз-
ностный оператор (см., например, [8])

∆L2

h yl = yl+2 − (eβh + e
γh)yl−1 + e

(β+γ)h
yl, (1.5)

определенный на пространстве числовых последовательностей {yl}l∈Z
. Ясно, что если f(x) =

e
βx или f(x) = e

γx (функции из ядра оператора L2), то ∆L2

h f((l+ ε)h) = 0 для любого l ∈ Z и
для любого числа ε ∈ R.

Теорема 1. Локальный сплайн S(x) = S(f, x), определенный формулой (1.1), обладает

следующими свойствами:

1◦ является гладкой функцией на всей числовой оси R, т.е. S ∈ C
1(R);

2◦ S(eβx
, x) = e
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, S(eγx

, x) = e
γx (x ∈ R);
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Д о к а з а т е л ь с т в о.

1◦ После элементарных вычислений получаем
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Из полученных формул и формулы (1.1) следует, что S ∈ C1(R).

2◦ Проверим первое равенство S(eβx
, x) = e
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Отсюда
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В силу определения чисел m и ε выводим, что в выписанном выражении для S(eβx
, x)

множитель перед e
βx равен 1. Поэтому S(eβx

, x) = e
βx
. Второе равенство S(eγx

, x) = e
γx

следует из того, что все определенные выше величины, начиная с L2, не меняются, если в них
одновременно заменить β на γ, а γ на β.
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где
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.

Поскольку m > 0, то для доказательства свойства 3◦ достаточно показать, что функции α1(x) и
α2(x) являются неотрицательными при x ∈

[(
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h,
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]

. Данное утверждение является
следствием неравенства

e
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γt

β − γ
≥ 0, (1.6)

справедливого для любых t ≥ 0 и β 6= γ. Свойство 3◦ доказано.

4◦ Справедливость данного свойства следует из равенства (1.1) и того факта, что B(x) ≥ 0
при любом x ∈ R.

5◦ Из (1.1) и (1.5) следует, что при x ∈
((

l − 1

2

)

h,
(

l + 1

2

)

h
)

справедливо следующее равен-
ство

(D − β)(D − γ)S(x) = m∆L2

h yl−1. (1.7)

Поскольку m > 0, то из (1.7) выводим утверждение 5◦ теоремы 1.

6◦ Любое решение линейного дифференциального уравнения L2(D)f = (D−β)(D−γ)f = u

(u ∈ L∞) может быть записано в виде

f(x) = C1e
βx + C2e

γx +

x
∫

0

ϕ(x− t)u(t) dt, (1.8)

где ϕ(t) =
1

β − γ
(eβt−eγt), C1 и C2 — произвольные константы. Вначале получим интегральное

представление для разности ∆L2

h yl−1. Не ограничивая общности, можно принять, что l = 0. Из
формулы (1.8) вычислим значения yj = f((j + ε)h) при j = −1, 0, 1 и подставим эти значения
в формулу (1.5). Имеем

y−1 = f((ε− 1)h) = C1e
β(ε−1)h + C2e

γ(ε−1)h +
1

β − γ

(ε−1)h
∫

0

(

e
β((ε−1)h−t) − e

γ((ε−1)h−t)
)

u(t) dt,

y0 = f(εh) = C1e
βεh + C2e

γεh +
1

β − γ

εh
∫

0

(

e
β(εh−t) − e

γ(εh−t)
)

u(t) dt, (1.9)

y1 = f((ε+ 1)h) = C1e
β(ε+1)h + C2e

γ(ε+1)h +
1

β − γ

(ε+1)h
∫

0

(

e
β((ε+1)h−t) − e

γ((ε+1)h−t)
)

u(t) dt,

∆L2

h y−1 = y1 − (eβh + e
γh)y0 + e

(β+γ)h
y−1

=
1

β − γ

{ (ε+1)h
∫

0

(

e
β((ε+1)h−t) − e

γ((ε+1)h−t)
)

u(t) dt − (eβh + e
γh)

εh
∫

0

(

e
β(εh−t) − e

γ(εh−t)
)

u(t) dt

+ e
(β+γ)h

(ε−1)h
∫

0

(

e
β((ε−1)h−t) − e

γ((ε−1)h−t)
)

u(t) dt

}

, (1.10)
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поскольку неинтегральные слагаемые при подстановке значений y−1, y0, y1 в (1.5) взаимно уни-
чтожаются. Ранее уже отмечалось, что разность ∆L2

h выбрана таким образом, что для любой
функции f ∈ Ker L2 и произвольных l ∈ Z и ε ∈ R имеет место равенство

∆L2

h f((l + ε)h) = 0.

С учетом этого обстоятельства представление (1.10) для ∆L2

h y−1 может быть записано в более
коротком виде

∆L2

h y−1 =
1

β − γ

{ (ε+1)h
∫

(ε−1)h

(

e
β((ε+1)h−t) − e

γ((ε+1)h−t)
)

u(t) dt

− (eβh + e
γh)

εh
∫

(ε−1)h

(

e
β(εh−t) − e

γ(εh−t)
)

u(t) dt

}

=
1

β − γ

{ (ε+1)h
∫

εh

(

e
β((ε+1)h−t) − e

γ((ε+1)h−t)
)

u(t) dt

+

εh
∫

(ε−1)h

(

e
βh+γ(εh−t) − e

γh+β(εh−t)
)

u(t) dt

}

, (1.11)

где u(t) = L2(D)f(t). Оценим сверху выражение
∣

∣

∣
∆L2

h y−1

∣

∣

∣
, принимая во внимание, что f ∈

W
L2∞ . Ввиду неравенства (1.6) для любой функции f ∈W

L2∞ из (1.11) получаем оценку

∣

∣

∣
∆L2

h y−1

∣

∣

∣
≤

1

β − γ

{ (ε+1)h
∫

εh

(

e
β((ε+1)h−t) − e

γ((ε+1)h−t)
)

dt

+

εh
∫

(ε−1)h

(

e
βh+γ(εh−t) − e

γh+β(εh−t)
)

dt

}

=
(eβh − 1)(eγh − 1)

βγ
,

которая является точной, причем неравенство заменяется равенством для функций f таких,
что L2(D) f(t) = 1 для почти всех t из отрезка [(ε−1)h, (ε+1)h]. Аналогично выводится такая

же оценка сверху для
∣

∣

∣
∆L2

h yl

∣

∣

∣
и при других l ∈ Z. Поэтому

sup
l

∣

∣

∣
∆L2

h yl

∣

∣

∣
≤

(eβh − 1)(eγh − 1)

βγ
. (1.12)

Из (1.7) и (1.12) получаем точную оценку:

‖(D − β)(D − γ)S‖∞ ≤ m
(eβh − 1)(eγh − 1)

βγ
.

Теорема 1 полностью доказана.
З а м е ч а н и е 1. В предлагаемой схеме ключевым моментом является выбор парамет-

ров m и ε. Если предположить, что на начальном этапе исследований они нам неизвестны,
то формулы S(eβx

, x) = e
βx
, S(eγx

, x) = e
γx
, рассматриваемые как уравнения относительно

неизвестных m и ε, позволяют однозначно их определить.
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2. Локальные сплайны на отрезке

В предыдущем параграфе были приведены формулы для локальных формосохраняющих
L-сплайнов на всей числовой оси, определенных для линейного дифференциального оператора
L2(D) = (D−β)(D−γ) (β 6= γ, β 6= 0, γ 6= 0). Если же исходная функция f задана на отрезке,
то предлагаемые формулы требуют уточнения вблизи концов этого отрезка, поскольку мы не
хотим привлекать информацию о функции f вне отрезка.

Пусть числа ε ∈
(

−1

2
,

1

2

)

и m определены формулами (1.2) и (1.3). Будем строить сплайн
S(x) на отрезке [εh, εh+nh], считая известными значения yk функции f в точках εh+kh (k =
0, 1, . . . , n). Ясно, что после построения сплайна S на таком отрезке можно с помощью сдвигов
и сжатия (или растяжения) получить формулы для L-сплайна и на любом отрезке. Разобьем
указанный отрезок на части

[

εh,
h

2

]

,

[

h

2
,
3h

2

]

, . . . ,

[(

n−
3

2

)

h,

(

n−
1

2

)

h

]

,

[(

n−
1

2

)

h, εh + nh

]

.

При x ∈
[(

l − 1

2

)

h,
(

l + 1

2

)

h
]

(l = 1, 2, . . . , n − 1) сплайн S строим по формуле (1.1). Пусть
также

S(x) =
y1 − e

γh
y0

eβh − eγh
e
β(x−εh) +

y1 − e
βh
y0

eγh − eβh
e
γ(x−εh)

(

x ∈

[

εh,
h

2

])

,

S(x) = e
βh yn − e

γh
yn

eβh − eγh
e
β(x−εh−nh) + e

γh yn − e
βh
yn−1

eγh − eβh
e
γ(x−εh−nh)

(

x ∈

[(

n−
1

2

)

h, nh+ εh

])

. (2.1)

Отметим ряд свойств построенного на отрезке [εh, εh+nh] сплайна S. Во-первых, из (2.1) ясно,
что

S(εh) = y0 = f(εh), S(εh+ nh) = yn = f(εh+ nh),

т.е. сплайн S интерполирует функцию f в концах отрезка. Во-вторых, на крайних отрезках
[

εh, εh + h
2

]

,
[(

n− 1

2

)

h, nh+ εh
]

сплайн является линейной комбинацией не трех функций
1, eβx,

, e
γx
, как это было на любом отрезке вида

[(

l − 1

2

)

h,
(

l + 1

2

)

h
]

(l = 1, 2, . . . , n − 1),
а только двух: eβx и e

γx
. Данное замечание позволяет сделать вывод, что для сплайна S на

отрезке выполнены аналоги краевых условий второго рода (см., например, [8]).

Лемма 2. S ∈ C
1[εh, εh + nh].

Д о к а з а т е л ь с т в о. При доказательстве п. 1◦ теоремы 1 были отмечены следующие
равенства:

S

(

h

2

)

= m

{

y0

[

e
(β+γ)h

βγ
+

e
γh

β(β − γ)
+

e
βh

γ(γ − β)

]

+ y1

[

1

βγ
+

1

β − γ

(

e
βh

β
−
e
γh

γ

)]

}

,

S

((

n−
1

2

)

h

)

= m

{

yn−1

[

e
(β+γ)h

βγ
+

e
γh

β(β − γ)
+

e
βh

γ(γ − β)

]

+ yn

[

1

βγ
+

1

β − γ

(

e
βh

β
−
e
γh

γ

)]

}

,

S
′
(

h

2
+ 0

)

=
m

β − γ

(

e
βh − e

γh
)

(y1 − y0),

S
′
((

n−
1

2

)

h− 0

)

=
m

β − γ

(

e
βh − e

γh
)

(yn − yn−1).



202 В.Т.Шевалдин

Для доказательства леммы 2 требуется, используя формулы (2.1), проверить равенства

S

(

h

2
− 0

)

= S

(

h

2

)

, S

((

n−
1

2

)

h+ 0

)

= S

((

n−
1

2

)

h

)

,

S
′
(

h

2
− 0

)

= S
′
(

h

2
+ 0

)

, S
′
((

n−
1

2

)

h− 0

)

= S
′
((

n−
1

2

)

h+ 0

)

.

В самом деле, из (2.1), используя (1.2) и (1.3), выводим

S

(

h

2
− 0

)

=
1

(eβh − eγh)eβh(ε− 1

2
)

[

y1 − e
γh
y0 − e

(β−γ)h(ε− 1

2
)
(

y1 − e
βh
y0

)]

=
1

(eβh − eγh)eβh(ε− 1

2
)

[

y1 − e
γh
y0 −

β(eγh − 1)

γ(eβh−1)

(

y1 − e
βh
y0

)

]

=
m

βγ(β − γ)

[

γ(eβh − 1)(y1 − e
γh
y0) − β(eγh − 1)(y1 − e

βh
y0)
]

= m

{

y0

[

e
(β+γ)h

βγ
+

e
γh

β(β − γ)
+

e
βh

γ(γ − β)

]

+ y1

[

1

βγ
+

1

β − γ

(

e
βh

β
−
e
γh

γ

)]

}

= S

(

h

2

)

.

Из (2.1) также выводим, что

S
′
(

h

2
− 0

)

=
β

(eβh − eγh)
(y1 − e

γh
y0)e

β( 1

2
−ε)h +

γ(y1 − e
βh
y0)

eγh − eβh
e
γ( 1

2
−ε)h

=
1

(eβh − eγh)eβ(ε− 1

2
)h

[

(y1 − e
γh
y0)β − γe

(β−γ)(ε− 1

2
)h(y1 − e

βh
y0)

]

= m
e
βh − 1

β(β − γ)

[

(y1 − e
γh
y0)β − γ

β(eγh − 1)

γ(eβh − 1)
(y1 − e

βh
y0)

]

=
m

β − γ
(y1 − y0)(e

βh − e
γh) = S

′
(

h

2
+ 0

)

.

Аналогично проверяются равенства

S

((

n−
1

2

)

h+ 0

)

= S

((

n−
1

2

)

h

)

, S
′
((

n−
1

2

)

h− 0

)

= S
′
((

n−
1

2

)

h+ 0

)

.

Лемма 2 доказана.

3. Оценка погрешности аппроксимации локальными L-сплайнами

Теорема 2. Пусть β 6= γ, β 6= 0, γ 6= 0. Для сплайна S, определенного формулой (1.1),
имеет место равенство

E(WL2

∞ )∞ = sup
f∈W

L2
∞

‖f − S‖∞ =
1

βγ

(

m(eβh − 1)(eγh − 1)

βγ
− 1

)

.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Получим интегральное представление для уклонения f(x) −

S(x). Не нарушая общности, будем считать, что x ∈
[

−h
2
,

h
2

]

(т.е. l = 0). Подставим (1.9) в
представление (1.1) при l = 0. Вначале вычислим неинтегральную часть (обозначим ее через
A) полученной формулы. Имеем

A = m

{

e
(β+γ)h

(

C1e
β(ε−1)h + C2e

γ(ε−1)h
)

[

1

βγ
+
e
β(x−h

2
)

β(β − γ)
+
e
γ(x−h

2
)

γ(γ − β)

]

+
(

C1e
βεh + C2e

γεh
)

[

−
e
βh + e

γh

βγ
+
e
β(x+

h

2
)(1 + e

γh)

β(γ − β)
+
e
γ(x+

h

2
)(1 + e

βh)

γ(β − γ)

]

+
(

C1e
β(ε+1)h +C2e

γ(ε+1)h
)

[

1

βγ
+
e
β(x+

h

2
)

β(β − γ)
+
e
γ(x+

h

2
)

γ(γ − β)

]

}

.

Проводя в этом равенстве элементарные преобразования с учетом равенств (1.2) и (1.3), по-
лучаем

A = C1e
βx + C2e

γx
.

Для f ∈ W
L2∞ в силу (1.8) неинтегральные части в формулах для f(x) и S(x) совпадают.

Обозначим B = S(x) −A. Имеем

B =
m

β − γ

{

e
(β+γ)h

[

1

βγ
+

e
β(x−h

2
)

β(β − γ)
+
e
γ(x−h

2
)

γ(γ − β)

]

(ε−1)h
∫

0

(

e
β((ε−1)h−t) − e

γ((ε−1)h−t)
)

u(t) dt

+

[

−
e
βh + e

γh

βγ
+
e
β(x+

h

2
)(1 + e

γh)

β(γ − β)
+
e
γ(x+

h

2
)(1 + e

βh)

γ(β − γ)

]

εh
∫

0

(

e
β(εh−t) − e

γ(εh−t)
)

u(t) dt

+

[

1

βγ
+
e
β(x+

h

2
)

β(β − γ)
+
e
γ(x+

h

2
)

γ(γ − β)

]

(ε+1)h
∫

0

(

e
β((ε+1)h−t) − e

γ((ε+1)h−t)
)

u(t) dt

}

, (3.1)

где u(t) = L2(D)f(t) = (D − β)(D − γ)f(t).
Поскольку

f(x) −A =
1

β − γ

x
∫

0

(

e
β(x−t) − e

γ(x−t)
)

u(t) dt,

то из (3.1) при x ∈
[

−h
2
,

h
2

]

и последнего равенства получаем интегральное представление для
разности f(x) − S(x) :

f(x) − S(x) =

x
∫

0

ϕ1(x, t)u(t) dt−

(1+ε)h
∫

0

ϕ2(x, t)u(t) dt

−

εh
∫

0

ϕ3(x, t)u(t) dt−

(ε−1)h
∫

0

ϕ4(x, t)u(t) dt, (3.2)

где

ϕ1(x, t) =
1

β − γ

(

e
β(x−t) − e

γ(x−t)
)

,

ϕ2(x, t) =
m

β − γ

(

e
β((ε+1)h−t) − e

γ((ε+1)h−t)
)

[

1

βγ
+

e
β(x+

h

2
)

β(β − γ)
+
e
γ(x+

h

2
)

γ(γ − β)

]

,
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ϕ3(x, t) =
m

β − γ

(

e
β(εh−t) − e

γ(εh−t)
)

[

−
e
βh + e

γh

βγ
+
e
β(x+

h

2
)(1 + e

γh)

β(γ − β)
+
e
γ(x+

h

2
)(1 + e

βh)

γ(β − γ)

]

,

ϕ4(x, t) =
me

(β+γ)h

β − γ

(

e
β((ε−1)h−t) − e

γ((ε−1)h−t)
)

[

1

βγ
+

e
β(x−h

2
)

β(β − γ)
+
e
γ(x−h

2
)

γ(γ − β)

]

. (3.3)

С помощью элементарных преобразований формул (3.3) с учетом (1.2) и (1.3) проверяется
равенство

ϕ1(x, t) = ϕ2(x, t) + ϕ3(x, t) + ϕ4(x, t) (x, t ∈ R). (3.4)

Отметим, что равенство (3.4) по существу является также простым следствием равенств
S(eβx

, x) = e
βx
, S(eγx

, x) = e
γx
. С помощью (3.4) равенство (3.2) можно упростить следу-

ющим образом:

f(x) − S(x) =

x
∫

(ε−1)h

ϕ1(x, t)u(t) dt−

εh
∫

(ε−1)h

ϕ3(x, t)u(t) dt

−

(ε+1)h
∫

(ε−1)h

ϕ2(x, t)u(t) dt

(

x ∈
[

−
h

2
,
h

2

]

)

. (3.5)

Напомним, что число ε определено формулой (1.2), а в силу леммы 1 имеем ε ∈
(

−1

2
,

1

2

)

.

Дальнейшее исследование равенства (3.5) проведем в двух случаях: (a) −h
2

≤ x ≤ εh,

(b) εh ≤ x ≤ h
2
.

(a) При −h
2
≤ x ≤ εh из (3.5) выводим, что

f(x) − S(x) =

x
∫

(ε−1)h

(ϕ1(x, t) − ϕ2(x, t) − ϕ3(x, t))u(t) dt

+

εh
∫

x

(−ϕ2(x, t) − ϕ3(x, t))u(t) dt+

(ε+1)h
∫

εh

(−ϕ2(x, t))u(t) dt. (3.6)

Для доказательства (b) потребуется

Лемма 3. При x ≤ εh имеют место следующие неравенства:

(1) ϕ2(x, t) ≥ 0 при t ≤ (ε+ 1)h, x ≥ −h
2
,

(2) ϕ3(x, t) ≥ 0 при t ≤ εh, −h
2
≤ x ≤ h

2
,

(3) ϕ1(x, t) − ϕ2(x, t) − ϕ3(x, t) ≤ 0 при (ε− 1)h ≤ t, −h
2
≤ x ≤ εh.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

(1) При β 6= γ и t ≤ (ε+ 1)h с учетом того, что m > 0, имеем

m

β − γ

(

e
β((ε+1)h−t) − e

γ((ε+1)h−t)
)

≥ 0. (3.7)

Пусть x + h
2

= u, u ≥ 0 и K(u) =
1

βγ
+

e
βu

β(β − γ)
+

e
γu

γ(γ − β)
. Имеем K(0) = 0, K ′(u) =

1

β − γ
(eβu − e

γu) > 0 при u > 0. Следовательно, K(u) ≥ 0 при u ≥ 0. Из этого неравенства,

неравенства (3.7) и определения функции ϕ2(x, t) выводим, что ϕ2(x, t) ≥ 0 при t ≤ (ε+ 1)h и
x ≥ −h

2
.
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(2) При β 6= γ и t ≤ εh с учетом того, что m > 0, имеем

m

β − γ

(

e
β(εh−t) − e

γ(εh−t)
)

≥ 0. (3.8)

Рассмотрим функцию

B(u) = −
e
βh + e

γh

βγ
+
e
βu(1 + e

γh)

β(γ − β)
+
e
γu(1 + e

βh)

γ(β − γ)
.

Для доказательства п. 2 леммы 3, в силу определения функции ϕ3(x, t) и неравенства (3.8),
достаточно проверить, что B(u) ≥ 0 при 0 ≤ u ≤ h. Легко заметить, что

B
′(0) =

1

β − γ

(

e
βh − e

γh
)

> 0, B
′(h) =

1

γ − β

(

e
βh − e

γh
)

< 0.

Функция B′(u) может иметь не более одного нуля и, в силу последних неравенств, имеет свой
единственный нуль на интервале (0, h). Функция B(u) является выпуклой вверх на этом про-
межутке. Следовательно, для доказательства неравенства B(u) ≥ 0 при 0 ≤ u ≤ h достаточно
проверить, что B(0) ≥ 0 и B(h) ≥ 0. Имеем

B(0) =
1

βγ
+

1

β − γ

(

e
βh

β
−
e
γh

γ

)

. (3.9)

Обозначая функцию в правой части этого равенства через η(h), замечаем, что η(0) = 0, η′(h) =
1

β − γ
(eβh − e

γh) > 0. Поэтому η(h) > 0 при h > 0, и, следовательно, B(0) > 0. Доказательство

неравенства B(h) > 0 сведем к только что разобранному случаю. Имеем

B(h) = e
(β+γ)h

[

1

βγ
+

e
−γh

γ(γ − β)
+

e
−βh

β(β − γ)

]

.

Выражение в квадратных скобках в этом равенстве после замены β = −β1, γ = −γ1 равно
выражению в правой части равенства (3.9) (с заменой в нем β на β1 и γ на γ1). Поэтому, в
силу доказанного, получаем, что B(h) > 0, и, следовательно, B(u) ≥ 0 при 0 ≤ u ≤ h.

(3) Обозначим α(x, t) = ϕ1(x, t)−ϕ2(x, t)−ϕ3(x, t). Функции ϕj(x, t) (j = 1, 2, 3) представ-
ляют собой (см. (3.3)) линейные комбинации функций e

−βt и e
−γt

. Поэтому функция α(x, t)
представима в виде линейной функции по переменной θ = e

(β−γ)t
, а именно,

α(x, t) = e
−βt(α1 + α2θ),

где функции α1 = α1(x) и α2 = α2(x) от t не зависят. Ясно, что для доказательства неравенства
α(x, t) ≤ 0 при (ε − 1)h ≤ t ≤ x и −h

2
≤ x ≤ εh достаточно проверить, что линейная функция

α1 + α2θ неотрицательна при двух значениях θ : θ1 = e
(β−γ)(ε−1)h (т.е. при t = (ε − 1)h) и

θ2 = e
(β−γ)x (т.е. при t = x).

Поскольку при t = x функция ϕ1(x, t) = 0, то

α(x, x) = −ϕ2(x, x) − ϕ3(x, x).

Из доказанного в пп. 1, 2 леммы 3 выводим, что ϕ2(x, x) ≥ 0, ϕ3(x, x) ≥ 0 и поэтому α(x, x) ≤ 0
при −h

2
≤ x ≤ εh.

Для доказательства п. 3 леммы 3 остается проверить справедливость неравенства

α(x, (ε − 1)h) ≤ 0

(

x ∈
[

−
h

2
, εh

]

)

. (3.10)
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Из равенств (3.3) с учетом (1.2) и (1.3) получаем

α(x, (ε − 1)h) =
1

β − γ

(

e
β(x−(ε−1)h) − e

γ(x−(ε−1)h)

)

−
m(e2βh − e

2γh)

β − γ

[

1

βγ
+
e
β(x+

h

2
)

β(β − γ)
+
e
γ(x+

h

2
)

γ(γ − β)

]

−
m(eβh − e

γh)

β − γ

[

−
e
βh + e

γh

βγ
+
e
β(x+

h

2
)(1 + e

γh)

β(γ − β)
+
e
γ(x+

h

2
)(1 + e

βh)

γ(β − γ)

]

=
e
β( 1

2
−ε)h

β − γ

{

e
β(x+

h

2
) − e

γ(x+h)−βh

2
+(β−γ)h −

β(eβh + e
γh)

eβh − 1

[

e
β(x+

h

2
)

β
−
e
γ(x+

h

2
)

γ

]

−
β

eβh − 1

[

e
β(x+

h

2
)(1 + e

γh)

β
−
e
γ(x+

h

2
)(1 + e

βh)

γ

]

}

=
e
β( 1

2
−ε)h

(β − γ)(eβh − 1)

{

(eβh − 1)eβ(x+
h

2
) −

β(eγh − 1)

γ
e
γ(x+

h

2
)

− β

(

e
βh + e

γh
)

[

e
β(x+

h

2
)

β
−
e
γ(x+

h

2
)

γ

]

− β

[

e
β(x+

h

2
)(1 + e

γh)

β
−
e
γ(x+

h

2
)(1 + e

βh)

γ

]

}

=
2eβ(

1

2
−ε)h

(β − γ)γ(eβh − 1)

{

(1 + e
βh)βeγ(x+

h

2
) − (1 + e

γh)γeβ(x+
h

2
)
}

. (3.11)

Исследуем последнее выражение, сделав замену x+ h
2

= u (u ≥ 0) и обозначив

λ1(u) =
β(1 + e

βh)eγu − γ(1 + e
γh)eβu

(β − γ)γ(eβh − 1)
.

Имеем λ1(0) = 0, λ′
1
(u) =

(eγu − e
βu)β

(β − γ)(eβu − 1)
< 0 (u > 0). Следовательно, λ1(u) ≤ 0 при u ≥ 0.

Поэтому из (3.11) выводим, что α(x, (ε−1)h) ≤ 0 при −h
2
≤ x ≤ h

2
, и, следовательно, λ(x, t) ≤ 0

при (ε− 1)h ≤ t ≤ x, −h
2
≤ x ≤ εh. Лемма 3 доказана.

Докажем теперь (b).

При εh ≤ x ≤ h
2

из (3.5) выводим, что

f(x) − S(x) =

εh
∫

(ε−1)h

(ϕ1(x, t) − ϕ2(x, t) − ϕ3(x, t))u(t) dt

+

x
∫

εh

(ϕ1(x, t) − ϕ2(x, t))u(t) dt +

(ε+1)h
∫

x

(−ϕ2(x, t))u(t) dt. (3.12)

Лемма 4. При x ≥ εh имеют место следующие неравенства:

(1) ϕ2(x, t) ≥ 0 при t ≤ (ε+ 1)h, x ≥ −h
2
,

(2) ϕ1(x, t) − ϕ2(x, t) ≤ 0 при εh ≤ t ≤ x ≤ h
2
,

(3) ϕ1(x, t) − ϕ2(x, t) − ϕ3(x, t) ≤ 0 при (ε− 1)h ≤ t ≤ εh, −h
2
≤ x ≤ h

2
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пункт 1 леммы 4 доказан в п. 1 леммы 3. Сначала докажем п. 3.

(3) Пусть, как и раньше, α(x, t) = ϕ1(x, t)−ϕ2(x, t)− ϕ3(x, t). С учетом доказанного в п. 3
леммы 3 замечаем, что неравенство α(x, t) ≤ 0 при (ε − 1)h ≤ t ≤ εh, −h

2
< εh ≤ x ≤ h

2
будет

доказано, если будут проверены два неравенства

α(x, (ε − 1)h) ≤ 0, α(x, εh) ≤ 0

(

x ∈
[

εh,
h

2

]

)

. (3.13)

Первое неравенство в (3.13) было установлено в ходе доказательства п. 3 леммы 3. Преобразуем
теперь выражение α(x, εh). Из (3.3) следует, что ϕ3(x, εh) = 0. Поэтому, с учетом равенств (1.2)
и (1.3), получаем

α(x, εh) = ϕ1(x, εh) − ϕ2(x, εh)

=
1

β − γ

{

e
β(x−εh) − e

γ(x−εh) −m

(

e
βh − e

γh
)

[

1

βγ
+
e
β(x+

h

2
)

β(β − γ)
+
e
γ(x+

h

2
)

γ(γ − β)

]

}

=
e
β( 1

2
−ε)h

(β − γ)(eβh − 1)

{

(eβh − 1)
(

e
β(x−h

2
) − e

β(ε− 1

2
)h
e
γ(x−εh)

)

− β(β − γ)

[

1

βγ
+

e
β(x+

h

2
)

β(β − γ)
+
e
γ(x+

h

2
)

γ(γ − β)

]

}

=
e
β( 1

2
−ε)h

(β − γ)(eβh − 1)

{

1

γ

[

e
β(x−h

2
)(eβh − 1)γ − e

γ(x−h

2
)(eγh − 1)β

]

− β(β − γ)

[

1

βγ
+

e
β(x+

h

2
)

β(β − γ)
+
e
γ(x+

h

2
)

γ(γ − β)

]

}

= e
β( 1

2
−ε)h

[

−
e
β(x−h

2
)

(β − γ)(eβh − 1)
−

βe
γ(x−h

2
)

γ(γ − β)(eβh − 1)
−

1

γ(eβh − 1)

]

. (3.14)

Обозначим выражение в квадратных скобках в последнем равенстве через λ2(u), u = x− h
2
, u ∈

[−h, 0]. Покажем, что λ2(u) ≤ 0 при −h ≤ u ≤ 0. Имеем

λ
′
2
(u) =

β

eβh − 1
·
e
γu − e

βu

β − γ
≥ 0 (u ∈ [−h, 0]), λ2(0) = 0.

Следовательно, λ2(u) ≤ 0 при −h ≤ u ≤ 0. Поэтому из (3.14) получаем, что λ(x, εh) ≤ 0 при
x ∈

[

εh,
h
2

]

. Пункт 3 леммы 4 доказан. Докажем теперь п. 2.

(2) Ясно, что для доказательства данного пункта достаточно проверить два неравенства

ϕ1(x, x) − ϕ2(x, x) ≤ 0, ϕ1(x, εh) − ϕ2(x, εh) ≤ 0

(

x ∈
[

εh,
h

2

]

)

.

Первое неравенство следует из того, что ϕ1(x, x) = 0, и из п. 1. Второе неравенство доказано
выше в п. 3 леммы 4. Лемма 4 доказана.

Из лемм 3 и 4 следует, что в представлениях (3.6) и (3.12) для разности f(x) − S(x) все
функции в интегралах, являющиеся множителями перед функцией u(t), неположительны. Это
позволяет для оценки уклонения |f(x)−S(x)| на классе функций WL2∞ функцию u(t) заменить
на −1 и затем вычислить соответствующие интегралы, пользуясь, например, формулой (3.5).
Имеем

|f(x) − S(x)| ≤ J1 + J2 + J3, (3.15)
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где

J1 = −

x
∫

(ε−1)h

ϕ1(x, t) dt, J2 =

(ε+1)h
∫

(ε−1)h

ϕ2(x, t) dt, J3 =

εh
∫

(ε−1)h

ϕ3(x, t) dt.

С учетом (3.3) получаем

J1 = −
1

βγ
−
e
β(x−(ε−1)h)

(β − γ)β
+
e
γ(x−(ε−1)h)

γ(β − γ)
,

J2 =
m

β − γ

(

e
2βh − 1

β
−
e
2γh − 1

γ

)

[

1

βγ
+

e
β(x+

h

2
)

β(β − γ)
+
e
γ(x+

h

2
)

γ(γ − β)

]

,

J3 =
m

β − γ

(

e
βh − 1

β
−
e
γh − 1

γ

)

[

−
e
βh + e

γh

βγ
+
e
β(x+

h

2
)(1 + e

γh)

β(γ − β)
+
e
γ(x+

h

2
)(1 + e

βh)

γ(β − γ)

]

.

Следовательно,

|f(x) − S(x)| ≤ J1 + J2 + J3 = A1 +A2e
βx +A3e

γx
, (3.16)

где A1, A2, A3 — константы, которые вычислим, исходя из полученных формул для J1, J2, J3.

Имеем

A1 = −
1

βγ
+

m

β − γ

(

e
βh − 1

β
−
e
γh − 1

γ

)(

−
e
βh + e

γh

βγ

)

+
m

β − γ

1

βγ

(

e
2βh − 1

β
−
e
2γh − 1

γ

)

=
1

βγ

(

(eβh − 1)(eγh − 1)

βγ
m− 1

)

. (3.17)

Вычислим числа A2 и A3 с учетом равенств (1.2) и (1.3).

A2 =
1

β(β − γ)

{

− e
β(1−ε)h −

m

β − γ
e
β h

2 (1 + e
γh)

(

e
βh − 1

β
−
e
γh − 1

γ

)

+
m

β − γ
e
β h

2

(

e
2βh − 1

β
−
e
2γh − 1

γ

)

}

=
1

β(β − γ)

{

−eβ(1−ε)h +
me

β h

2

β(β − γ)
(eβh − 1)(eβh − e

γh)

}

=
1

β(β − γ)

(

−eβ(1−ε)h +
e
βh

eβεh

)

= 0.

Аналогично получаем, что A3 = 0. Следовательно, из (3.16) для любой функции f ∈WL2∞ при
x ∈

[

−h
2
,

h
2

]

выводим неравенство

|f(x) − S(x)| ≤
1

βγ

(

(eβh − 1)(eγh − 1)

βγ
m− 1

)

. (3.18)

Из доказательства теоремы 2 следует, что полученное неравенство является точным, причем
знак равенства в нем реализует любая функция f, являющаяся решением линейного диф-
ференциального уравнения L2(D)f(t) = −1, t ∈ [(ε − 1)h, (ε + 1)h], где число ε определено
формулой (1.2). Отсюда, а также из того факта, что оценка в правой части неравенства (3.18)
не зависит от x, выводим утверждение теоремы 2.
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4. Аппроксимация на отрезке

В разд. 2 был построен локальный L-сплайн на отрезке [εh, εh + nh]. При этом на от-
резках

[

εh,
h
2

]

,
[(

n− 1

2

)

h, εh+ nh
]

он был определен формулами (2.1), а при остальных
x ∈ [εh, εh + nh] — формулой (1.1) при l = 1, 2, . . . , n − 1. Пусть W

L2∞ [a, b] = {f : f
′ ∈

AC[a, b], ‖L2(D)f‖L∞[a,b] ≤ 1}.

Теорема 3. Имеет место равенство

sup
f∈W

L2
∞ [εh,εh+nh]

‖f − S‖∞ =
1

βγ

(

m(eβh − 1)(eγh − 1)

βγ
− 1

)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом теоремы 2 для доказательства теоремы 3 мы должны
вычислить погрешность аппроксимации функций f ∈ W

L2∞ [εh, εh + nh] на крайних отрезках
[

εh,
h
2

]

и
[(

n− 1

2

)

h, εh + nh
]

. Пусть x ∈
[

εh,
h
2

]

(случай x ∈
[(

n− 1

2

)

h, εh+ nh
]

рассматрива-
ется аналогично). Функция f ∈W

L2∞ [εh, εh + nh] может быть записана в виде

f(x) = C1e
βx + C2e

γx +
1

β − γ

x
∫

εh

(

e
β(x−t) − e

γ(x−t)
)

u(t) dt, (4.1)

где C1 и C2 — произвольные константы и функция u(t) = L2(D)f(t) = (D − β)(D − γ)f(t).
Из (4.1) имеем

y0 = f(εh) = C1e
βεh + C2e

γεh
,

y1 = f((ε+ 1)h) = C1e
β(ε+1)h + C2e

γ(ε+1)h +
1

β − γ

(ε+1)h
∫

εh

(

e
β((ε+1)h−t) − e

γ((ε+1)h−t)
)

u(t) dt.

Подставляя значения y0 и y1 в (2.1), вычислим сумму (обозначим ее через A) неинтегральных
членов у функции S(x) при x ∈

[

εh,
h
2

]

. Имеем

A =
1

eβh − eγh

{

e
β(x−εh)

[(

C1e
β(ε+1)h + C2e

γ(ε+1)h
)

− e
γh
(

C1e
βεh + C2e

γεh
)]

+ e
γ(x−εh)

[(

C1e
β(ε+1)h + C2e

γ(ε+1)h
)

− e
βh
(

C1e
βεh + C2e

γεh
)]

}

= C1e
βx + C2e

γx
.

Из последнего равенства и равенства (4.1) следует, что неинтегральные слагаемые у функций
f(x) и S(x) совпадают. Поэтому из (2.1) и (4.1) получаем, что при x ∈

[

εh,
h
2

]

имеет место
равенство

f(x) − S(x) =
1

β − γ

[ x
∫

εh

(

e
β(x−t) − e

γ(x−t)
)

u(t) dt

−
e
β(x−εh) − e

γ(x−εh)

eβh − eγh

(ε+1)h
∫

εh

(

e
β((ε+1)h−t) − e

γ((ε+1)h−t)
)

u(t) dt

]

=
1

(β − γ)(eβh − eγh)

[ x
∫

εh

ψ1(x, t)u(t) dt+

(ε+1)h
∫

x

(−ψ2(x, t))u(t) dt

]

, (4.2)

где

ψ1(x, t) =
(

e
βh − e

γh
)(

e
β(x−t) − e

γ(x−t)
)

−
(

e
β(x−εh) − e

γ(x−εh)

)(

e
β((ε+1)h−t) − e

γ((ε+1)h−t)
)

,
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ψ2(x, t) =
(

e
β(x−εh) − e

γ(x−εh)

)(

e
β((ε+1)h−t) − e

γ((ε+1)h−t)
)

.

Ясно, что при x ∈
[

εh,
h
2

]

и t ∈ [x, (ε+ 1)h] имеют место равенства

sign
(

e
β(x−εh) − e

γ(x−εh)

)

= sign (β − γ),

sign
(

e
β((ε+1)h−t) − e

γ((ε+1)h−t)
)

= sign (β − γ).

Поэтому при указанных x и t функция ψ2(x, t) ≥ 0. Докажем теперь, что ψ1(x, t) ≤ 0 при
x ∈

[

εh,
h
2

]

и t ∈ [εh, x]. Имеем

ψ1(x, t) = A1(x)e
−γt +A2(x)e

−βt
,

A1(x) = e
βh+γx

(

e
(β−γ)(x−(ε+1)h) − 1

)

,

A2(x) = e
βx+γh

(

e
(γ−β)(x−(ε+1)h) − 1

)

.

Из данных формул следует, что A1(x)A2(x) < 0 и, значит, одно из чисел A1(x) или A2(x) яв-
ляется отрицательным. Пусть для определенности таким числом является A1(x). Представим
функцию ψ1(x, t) следующим образом

ψ1(x, t) = e
−βt[A1(x)θ +A2(x)],

где θ = e
(β−γ)t

. В последнем выражении сумма в квадратных скобках является линейной
функцией по переменной θ, причем эта функция по θ убывает на всей числовой прямой, так
как A1(x) < 0. Поскольку ψ1(x, εh) = 0, то отсюда следует, что ψ1(x, t) ≤ 0 при всех t ∈ [εh, x]
и x ∈

[

εh,
h
2

]

.

Из доказанных свойств функций ψ1(x, t) и ψ2(x, t) и неравенства (β − γ)(eβh − e
γh) > 0

следует, что для оценки уклонения |f(x)−S(x)| на классе функций WL2∞ [εh, εh+nh] функцию
u(t), фигурирующую в (4.2), можно заменить на −1 и затем вычислить соответствующие
интегралы. Имеем

|f(x) − S(x)| ≤
1

β − γ

x
∫

εh

(

e
γ(x−t) − e

β(x−t)
)

dt

+
e
β(x−εh) − e

γ(x−εh)

(eβh − eγh)(β − γ)

(ε+1)h
∫

εh

(

e
β((ε+1)h−t) − e

γ((ε+1)h−t)
)

dt

=
1

β − γ

[

1 − e
β(x−εh)

β
−

1 − e
γ(x−εh)

γ
−
e
β(x−εh) − e

γ(x−εh)

eβh − eγh

(

1 − e
βh

β
−

1 − e
γh

γ

)

]

,

x ∈

[

εh,
h

2

]

. (4.3)

Функцию в правой части неравенства (4.3) обозначим через g(x). Ясно, что g(εh) = 0, g(x) ≥ 0
при x ∈

[

εh,
h
2

]

и g
′(x) имеет на всей числовой оси R не более одного нуля. Элементарные

вычисления показывают, что

g

(

h

2

)

=
1

βγ

(

m(eβh − 1)(eγh − 1)

βγ
− 1

)

.

Заметим, что последняя формула также следует из определения сплайна S(x) на отрезке
[εh, εh + nh] и точного неравенства (3.18). Кроме того, с учетом (1.2) легко проверяется, что
g
′ (h

2

)

= 0. Поэтому функция g(x) не убывает на отрезке
[

εh,
h
2

]

и имеет место равенство

max
x∈[εh, h

2
]
g(x) = g

(

h

2

)

=
1

βγ

(

m(eβh − 1)(eγh − 1)

βγ
− 1

)

. (4.4)
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Из (4.3) и (4.4) выводим точное неравенство

max
x∈[εh, h

2
]
|f(x) − S(x)| ≤

1

βγ

(

m(eβh − 1)(eγh − 1)

βγ
− 1

)

,

в котором знак равенства при x = h
2

реализует любая функция f, удовлетворяющая уравнению
L2(D)f(t) = −1, t ∈ [εh, (ε + 1)h]. Теорема 3 доказана.

5. Связь с поперечниками

Обозначим ˜W
L2∞ =

{

f : f
′ ∈ AC, ‖L2(D)f‖∞ ≤ 1

}

— класс функций периода 1, и пусть,

как обычно,
dn(˜WL2

∞ )∞ = inf
Ln: dimLn≤n

sup
f∈˜WL2

∞

inf
ϕ∈Ln

‖f − ϕ‖∞

— n-й поперечник по Колмогорову класса ˜WL2∞ в равномерной метрике. Здесь, как и раньше,
L2(D) — линейный дифференциальный оператор второго порядка с постоянными действи-
тельными коэффициентами, а внешний inf берется по всем подпространствам Ln размерности
не выше n. Из результатов М.Г. Крейна [9], автора [10, 11] (там же см. библиографию по
поперечникам) и И.Н. Володиной [12] применительно к оператору L2(D) = (D − β)(D − γ)
(β 6= γ, β 6= 0, γ 6= 0) в случае 1-периодических функций вытекает следующее равенство

d2n−1(˜W
L2

∞ )∞ = d2n(˜WL2

∞ )∞ =

max
t∈[0,1]

|P (t)|

(eβh + 1)(eγh + 1)
, (5.1)

где h =
1

2n
, P (t) =

3
∑

j=0

(−1)j
3
∑

s=j

(−1)s+1
µsϕ((s − j + 1 − t)h), ϕ(t) =

1

βγ
+

1

β(β − γ)
e
βt +

1

γ(γ − β)
e
γt
, µ0 = e

(β+γ)h
, µ1 = e

(β+γ)h + e
βh + e

γh
, µ2 = e

βh + e
γh + 1, µ3 = 1. Выражение в

правой части равенства (5.1) обозначим через C = C(β, γ). После элементарных преобразова-
ний функция P (t) может быть записана в виде

P (t) = −

[

1

βγ
(eβh + 1)(eγh + 1) +

2

β(β − γ)
(eγh + 1)eβ(1−t)h +

2(eβh + 1)

γ(γ − β)
e
γ(1−t)h

]

, t ∈ [0, 1].

(5.2)
Из [11] следует, что эта функция удовлетворяет условию P (1) = −P (0) и имеет только одну
точку экстремума на отрезке [0, 1] (обозначим ее через α). Приравнивая к нулю производную
функции P (t), находим, что указанное число α является корнем уравнения

e
(β−γ)(1−α)h =

e
βh + 1

eγh + 1
,

т.е. α = 1 −
1

h(β − γ)
ln
e
βh + 1

eγh + 1
. Значит,

C =
|P (α)|

(eβh + 1)(eγh + 1)
=

1

(eβh + 1)(eγh + 1)

[

2eβ(1−α)h

β(β − γ)
(eγh + 1)

+
2eγ(1−α)h

γ(γ − β)
(eβh + 1)

]

−
1

βγ

(

h =
1

2n

)

.

Подставляя в эту формулу явное выражение для числа α, приходим к равенству

C =
1

βγ

[

2
(eβh + 1)

γ

β−γ

(eγh + 1)
β

β−γ

− 1

]

(

h =
1

2n

)

. (5.3)
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Отметим, что для 1-периодических функций f при h =
1

2n
множество локальных L-сплайнов

S, определенных формулой (1.1), является подпространством размерности 2n в простран-
стве непрерывных 1-периодических функций. Сравнивая в этом случае выражение для C =
d2n−1(W

L2∞ )∞ = d2n(WL2∞ )∞ из формулы (5.3) с величиной E(WL2∞ )∞ погрешности приближе-
ния класса WL2∞ в равномерной метрике, найденной в теореме 2, убеждаемся в том, что в общем
случае (при произвольных числах β и γ, удовлетворяющих условиям β 6= 0, γ 6= 0, β 6= γ) ука-
занные величины, вообще говоря, не совпадают. В соответствии с определением поперечника
имеют место соотношения

C =
1

βγ

[

2
(eβh + 1)

γ

β−γ

(eγh + 1)
β

β−γ

− 1

]

≤ E(WL2

∞ )∞ =
1

βγ

[

m(eβh − 1)(eγh − 1)

βγ
− 1

]

(h > 0, β 6= 0, γ 6= 0, β 6= γ).

Пусть теперь оператор L2(D) является формально самосопряженным. Это означает, что
выполнено равенство γ = −β. Величина погрешности E(WL2∞ )∞ приближения локальными
L-сплайнами в этом случае вычислена ранее в работе [2] К.В. Костоусова и В.Т. Шевалдина.
В [2] отмечалось, что в периодическом случае эта величина совпадает с колмогоровским по-

перечником класса ˜WL2∞ в равномерной метрике. Выясним при этом значения констант ε,m,α
и C, исходя из общей схемы, предложенной в настоящей работе.

При γ = −β из (1.2) и (1.3) следует, что ε = 0 и число m равно

m = 2β2
e
β h

2

(

(eβh − 1)(eβh − e
−βh)

)−1

.

Величина погрешности E(WL2∞ )∞, вычисленная в теореме 2, преобразуется к виду

E(WL2

∞ )∞ =
(eβ

h

2 − 1)2

β2(eβh − 1)
.

С другой стороны, из результатов, приведенных в начале данного параграфа, получаем, что
α = 1

2
, и после элементарных преобразований приходим к равенству

C =
(eβ

h

2 − 1)2

β2(eβh − 1)
.

З а м е ч а н и е 2. При β = γ = 0 теоремы 1–3 доказаны Ю.Н. Субботиным [1].
З а м е ч а н и е 3. При β = −γ теоремы 1–2 доказаны в работе [2] К.В. Костоусовым и

В.Т. Шевалдиным.
З а м е ч а н и е 4. Результаты, подобные доказанным в теоремах 1–3, имеют место и в

случаях β = 0, γ = 0 и β = γ. Соответствующие теоремы могут быть получены предельным
переходом или доказаны непосредственно.

З а м е ч а н и е 5. При β = iα, γ = −iα (α > 0, i — мнимая единица) аналогичные
результаты по локальной аппроксимации получены К.В. Костоусовым и В.Т. Шевалдиным [3].

З а м е ч а н и е 6. На основе B-L-сплайнов с равномерными узлами в периодическом
случае по формуле

SR(x) =

2n−1
∑

j=0

B(x− jh)wj

2n−1
∑

k=0

B(x− kh)wk

yj

(

h =
1

2n
, wj > 0, f((j + ε)h) = yj

)

для произвольной функции f(x) могут быть построены локальные рациональные L-сплайны
с равномерными узлами {jh}j∈Z, являющиеся обобщениями классических параболических
NURBSов (определение и свойства см., например, в [13]).

Поступила 25.05.2006
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S. N. Avvakumov, Yu. N. Kiselev. Some Algorithms of Optimal Control. Trudy Inst. Mat. i
Mekh. UrO RAN. 2006. Vol. 12, no. 2. P. 3–17.

In the first part of the paper, we describe the method of continuation with respect to a parameter in
solution algorithms for nonlinear boundary value problems in ordinary differential equations. We present
results of numerical experiments solving boundary value problems, including boundary value problems arising
in optimal control theory. The parameter variation scheme (the continuation method) can be considered as a
special development and modification of the classical Newton method. The basic idea of this approach can be
shortly formulated as reducing a boundary value problem to a Cauchy problem. Regarding a Cauchy problem
as an elementary operation, we arrive at a compact description of the algorithm of solving a boundary value
problem by means of the method of continuation with respect to a parameter. The interest in this research
area is related to studying numerical algorithms of solving the linear time-optimal control problem and is
aimed at boundary problems of the maximum principle. We have developed a program BVP, which solves in
the Maple environment regular boundary value problems for ordinary differential equations, some boundary
value problems of the maximum principle arising in optimal control, problems of finding periodic solutions
and limit cycles, and so on. In the second part of the paper, we describe a simple algorithm of constructing
attainability (controllability) sets in plane linear controlled systems and give some examples of using it. The
algorithm is based on parametric equations of the boundary of a plane strictly convex compact set given
by its support function. This approach allows one to construct two-dimensional projections of attainability
sets for multidimensional linear controlled systems. In the third part of the paper, we present sufficient
optimality conditions for nonlinear controlled systems in terms of constructions of the Pontryagin maximum
principle.
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no. 2. P. 18–26.

In the paper, a modification of the dynamical algorithm by Yu.S. Osipov and A.V. Kryazhimskii is
suggested. This modification possesses in the space L1 an asymptotic order of accuracy arbitrarily close to
1/2. A possibility to attain this order in the class of finite-step dynamical algorithms is considered.

R. Gabasov, N. M. Dmitruk, F. M. Kirillova. Optimal Guaranteed Control of Delay Systems.

Trudy Inst. Mat. i Mekh. UrO RAN. 2006. Vol. 12, no. 2. P. 27–46.

A linear problem of optimal guaranteed control of a delay system is considered in which geometric
constraints on control actions and terminal constraints on states are present. A new concept of a state of
the problem that represents a finite-dimensional vector is introduced. Three kinds of optimal feedback are
defined. We describe methods for implementing open-loop and closable optimal feedbacks. They are based
on a fast dual method for the correction of optimal programs. The results are illustrated by examples.

I. V. Gaishun. Asymptotic Estimation of States of Linear Nonautonomous Systems with

Scalar Output. Trudy Inst. Mat. i Mekh. UrO RAN. 2006. Vol. 12, no. 2. P. 47–52.

For a linear nonautonomous system with one output, the existence conditions for an identifier that
estimates the current state with exponential rate are established. An algorithm for constructing such an
identifier is described and its dependence on small perturbations of coefficients is studied.

V. L. Gasilov, V. B. Kostousov, A. P. Kukushkin. Identification of the State of a Moving Object

by Observation of Geophysical Fields. Trudy Inst. Mat. i Mekh. UrO RAN. 2006. Vol. 12, no. 2.
P. 53–63.

Problems of identification of the state of a moving object by observation of the geophysical fields are
considered. To correct the errors accumulated in the inertial navigation system of the object, the extremal
comparison of the information about the outer geophysical fields with the a priori information about them
stored in the onboard computer is used (the correlation-extremal approach). The general principles for
investigation of the systems for navigation of moving objects by the outer informational fields are described. A
model of navigation by the geophysical field and a method for a priori estimation of the local informativeness
of the field are suggested.



M. I. Gusev. Error Bounds for Attainability Sets of Control Systems with Phase Constraints.

Trudy Inst. Mat. i Mekh. UrO RAN. 2006. Vol. 12, no. 2. P. 64–77.
The problem of the error bounds for attainability sets of control systems described by ordinary differ-

ential equations under discretization of the phase constraints is studied. The peculiarity of the problems
investigated in this paper is the phase constraints in the form of equality.

Yu. F. Dolgii. Application of Self-Adjoint Boundary Value Problems to Investigation of

Stability of Periodic Delay Systems. Trudy Inst. Mat. i Mekh. UrO RAN. 2006. Vol. 13, no. 2.
P. 78–87.

The problem on determining conditions for the asymptotic stability of linear periodic delay systems is
considered. Solving this problem, we use the function space of states. Conditions for the asymptotic stability
are determined in terms of the spectrum of the monodromy operator. To find the spectrum, we construct
a special boundary value problem for ordinary differential equations. The motion of eigenvalues of this
problem is studied as the parameter changes. Conditions of the stability of the linear periodic delay system
change when an eigenvalue of the boundary value problem intersects the circumference of the unit disk. We
assume that, at this moment, the boundary value problem is self-adjoint. Sufficient coefficient conditions for
the asymptotic stability of linear periodic delay systems are given.

A. I. Korotkii, D. A. Kovtunov. Reconstruction of Boundary Regimes in the Inverse Problem

of Thermal Convection of a High-Viscosity Fluid. Trudy Inst. Mat. i Mekh. UrO RAN. 2006.
Vol. 12, no. 2. P. 88–97.

A problem of reconstruction of boundary regimes in a model for free convection of a high-viscosity fluid
is considered. A variational method and a quasi-inversion method are suggested for solving the problem in
question. The variational method is based on the reduction of the original inverse problem to some equivalent
variational minimum problem for an appropriate objective functional and solving this problem by a gradient
method. When realizing the gradient method for finding a minimizing element of the objective functional, an
iterative process actually reducing the original problem to a series of direct well-posed problems is organized.
For the quasi-inversion method, the original differential model is modified by means of introducing special
additional differential terms of higher order with small parameters as coefficients. The new perturbed
problem is well-posed; this allows one to solve this problem by standard methods. An appropriate choice of
small parameters gives an opportunity to obtain acceptable qualitative and quantitative results in solving
the inverse problem. A comparison of the methods suggested for solving the inverse problem is made with
the use of model examples.

V. M. Kuntsevich. Analysis of Stability and Synthesis of Stable Control Systems for a Class

of Nonlinear Nonstationary Systems. Trudy Inst. Mat. i Mekh. UrO RAN. 2006. Vol. 12, no. 2.
P. 98–107.

On the basis of sufficient condition of the stability of linear nonstationary discrete systems stated in this
paper, we carry out an analysis of stability for a special class of discrete systems with nonstationary linear
part, whose parameters satisfy constraints in the form of sets, and with a scalar nonlinear function satisfying
linear or nonlinear restrictions. The problem of parametric synthesis of robustly stable control systems is
solved for the same class of objects. The obtained results are generalized to the class of nonstationary
systems with many nonlinearities of the same type.

N. Yu. Lukoyanov. Differential Inequalities for a Nonsmooth Value Functional in Control

Systems with an Aftereffect. Trudy Inst. Mat. i Mekh. UrO RAN. 2006. Vol. 12, no. 2. P. 108–118.
Functional differential inequalities, uniquely describing the optimal guaranteed result, are obtained for a

control system with aftereffect, in the presence of disturbances. Specific forms of these inequalities are given
for typical particular cases.

A. S. Mart’yanov. Estimates of the Convergence Rate for a Dynamical Reconstruction

Algorithm. Trudy Inst. Mat. i Mekh. UrO RAN. 2006. Vol. 12, no. 2. P. 119–128.
For an algorithm of dynamical approximation of an unknown input, constructive (the most relevant

in respect to practical application) accuracy estimates are obtained. To provide a complete idea of an
algorithm’s effectiveness, one should give not only an upper estimate of its accuracy, but also a lower
estimate. The case when the upper and lower estimates have the same order (with respect to the indicator
of observation accuracy) is the most informative. The aim of the paper is to obtain estimates of this kind.



A. A. Melikyan. Necessary Optimality Conditions for Different Phase Portraits in a Neigh-

borhood of a Singular Arc. Trudy Inst. Mat. i Mekh. UrO RAN. 2006. Vol. 12, no. 2. P. 129–141.
An optimal control problem with scalar control is characterized by two Hamiltonians related to boundary

values of the control parameter. Intermediate (internal) values of the control and the corresponding singular
trajectories (arcs) can be constructed in terms of these two Hamiltonians using Poisson brackets. All multiple
Poisson brackets using these Hamiltonians two, three, and four times vanish on a singular arc of the second
order and the brackets with five Hamiltonians in general differ from zero. There exist six different multiple
Poisson brackets in which Hamiltonians are used five times. A regular arc in the optimal phase portrait
is linked with a singular arc after one, several, or infinitely many (Fuller phenomenon) switchings. In the
paper it is shown that various collections of the signs for these six quantities— multiple Poisson brackets—
correspond to the above-mentioned cases. There exist four different collections of the signs for the set
consisting of six Poisson brackets. The singularity including a universal surface is investigated for the
general case, whereas two other types of singularities are studied in particular examples.

M. S. Nikol’skii. Investigation of Some Control Models. Trudy Inst. Mat. i Mekh. UrO RAN.
2006. Vol. 12, no. 2. P. 142–151.

Three simplified models of quarrying are considered. The first and third models are extremal, and the
second is described in terms of a differential game. For each of the models, sufficient conditions on the
parameters of the problem are obtained that guarantee a simple form of the optimal control. Pontryagin’s
maximum principle and the theory of positional differential games, elaborated by N.N. Krasovskii and his
school, are used.

V. G. Romanov. Estimate of Solution Stability in a Two-Dimensional Inverse Problem for

Elasticity Equations. Trudy Inst. Mat. i Mekh. UrO RAN. 2006. Vol. 12, no. 2. P. 152–161.
The problem of determining the density of the medium and one of its elasticity moduli is considered.

Properties of the elastic medium and external forces are assumed to be independent of the coordinate x3. In
this case, the third component of the displacement vector satisfies a scalar equation of the second order, which
contains the density ρ of the medium and elasticity modulus µ as coefficients. The parameters ρ and µ are
known to be positive and constant everywhere outside some compact domain D ⊂ R

2, but they are unknown
inside D. The problem of determining these coefficients in D via information, given on the boundary of the
domain D for some finite time interval, about a solution of two direct problems is considered. An estimate
of the conditional stability of a solution of the inverse problem under consideration is established.

V. A. Sadovnichii, V. E. Podol’skii. Regularized Traces of Discrete Operators. Trudy Inst.
Mat. i Mekh. UrO RAN. 2006. Vol. 12, no. 2. P. 162–177.

Unbounded perturbations of discrete operators are considered. Formulas for regularized traces are ob-
tained, in which a finite number of corrections of the perturbation theory are used. An exact relation is
established between the degree of subordination of a perturbation to the unperturbed operator and the
number of corrections necessary for the existence of a finite formula of the trace. New estimates for the
kernel norm of a resolvent of discrete operators are obtained.

V. N. Ushakov, Ya. A. Latushkin. The Stability Defect of Sets in Game Control Problems

Trudy Inst. Mat. i Mekh. UrO RAN. 2006. Vol. 12, no. 2. P. 178–194.
The stability property in a game problem of the approach of a conflict-controlled system to a goal set at

a fixed terminal moment is investigated. The notion of a stability defect is introduced for sets in the space
of game positions.

V. T. Shevaldin. Approximation by Local L-splines Corresponding to a Linear Differential

Operator of the Second Order. Trudy Inst. Mat. i Mekh. UrO RAN. 2006. Vol. 12, no. 2. P. 195–213.
For the class of functions W

L2

∞ = {f : f
′ ∈ AC, ‖L2(D)f‖∞ ≤ 1}, where L2(D) is a linear differential

operator of the second order whose characteristic polynomial has only real roots, we construct a nonin-
terpolating linear positive method of exponential spline approximation possessing extremal and smoothing
properties and locally inheriting the monotonicity of the initial data (the values of a function f ∈ W

L2

∞ at
the points of a uniform grid). The approximation error is calculated exactly for this class of functions in the
uniform metric.
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