
РОССИЙСКАЯ АКАДЕМИЯ НАУК
УРАЛЬСКОЕ ОТДЕЛЕНИЕ
ИНСТИТУТ МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ

ТРУДЫ
ИНСТИТУТА
МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ

Том 21, № 4 2015



ТРУДЫ

ИНСТИТУТА

МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ

УрО РАН

ВЫХОДЯТ 4 РАЗА В ГОД

Том 21 № 4 2015

ЕКАТЕРИНБУРГ



Труды Института математики и механики УрО РАН. Том 21, №4. Екате-
ринбург: ИММ УрО РАН, 2015. 328 с.

ISSN 0134–4889

Главный редактор акад. РАН В. И. Бердышев

Зам. гл. редактора д-р физ.-мат. наук В. В. Кабанов

Научные редакторы д-р физ.-мат. наук А. Л. Агеев,
д-р физ.-мат. наук А. Р. Данилин

Редакционная коллегия

д-р физ.-мат. наук А. Г. Бабенко, д-р физ.-мат. наук А. В. Васильев,
д-р физ.-мат. наук Вэньбинь Го (Китай), М. И. Гомоюнов,

д-р физ.-мат. наук М. И. Гусев, д-р физ.-мат. наук Х. Г. Гусейнов (Турция),
д-р физ.-мат. наук А. Ф. Клейменов, д-р физ.-мат. наук А. С. Кондратьев,
д-р физ.-мат. наук А. И. Короткий, канд. физ.-мат. наук П. Д. Лебедев,
д-р физ.-мат. наук Н. Ю. Лукоянов, д-р физ.-мат. наук В. И. Максимов,

д-р физ.-мат. наук А. Д. Медных, д-р физ.-мат. наук В. С. Монахов (Беларусь),
д-р физ.-мат. наук И. Ф. Сивергина (США),

д-р физ.-мат. наук И. Д. Супруненко (Беларусь), д-р физ.-мат. наук М. Ю. Хачай,
канд. физ.-мат. наук Н. В. Маслова (отв. секретарь)

Редакционный совет

чл.-корр. РАН С. М. Асеев, чл.-корр. РАН В. В. Васин,

акад. РАН А. Б. Куржанский, чл.-корр. РАН В. Д. Мазуров,
чл.-корр. РАН С. В. Матвеев, чл.-корр. РАН А. А. Махнев,
акад. РАН Ю. С. Осипов, чл.-корр. РАН Н. Н. Субботина,

чл.-корр. РАН Ю. Н. Субботин, чл.-корр. РАН В. Н. Ушаков,
чл.-корр. РАН А. Г. Ченцов, чл.-корр. НАН Украины А. А. Чикрий (Украина)

Отв. редактор выпуска

д-р физ.-мат. наук А. Г. Бабенко

c© Федеральное государственное
бюджетное учреждение науки

Институт математики и механики
им. Н.Н.Красовского

Уральского отделения Российской
академии наук, 2015



ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 21 № 4 2015

УДК 517.5

ОЦЕНКИ КОЛМОГОРОВСКИХ ПОПЕРЕЧНИКОВ

КЛАССОВ НИКОЛЬСКОГО — БЕСОВА — АМАНОВА

В ПРОСТРАНСТВЕ ЛОРЕНЦА1

Г. Акишев

В данной статье рассматривается пространство Лоренца с анизотропной нормой периодических функ-

ций многих переменных. Установлены оценки колмогоровских поперечников классов Никольского — Бе-

сова — Аманова в пространстве Лоренца с анизотропной нормой.

Ключевые слова: пространство Лоренца, класс Никольского — Бесова, колмогоровский поперечник.

G. Akishev. Estimates for Kolmogorov widths of the Nikol’skii–Besov–Amanov classes in the Lorentz space.

The Lorentz space with anisotropic norm of periodic functions of several variables is considered. Estimate

for the Kolmogorov widths of the Nikol’skii–Besov–Amanov classes in the Lorentz space with anisotropic norm

are found.

Keywords: Lorentz space, Nikol’skii–Besov class, Kolmogorov width.

Введение

Пусть x̄ = (x1, . . . , xm) ∈ Im = [0, 2π)m и числа θj, qj ∈ [1,+∞), j = 1, . . . ,m.
Через S0(R

m) обозначается класс всех измеримых по Лебегу почти всюду конечных функ-
ций f на R

m таких, что для любого числа y > 0 мера Лебега множества {x̄ = (x1, . . . , xm) ∈
R
m : |f(x̄)| > y} конечна; мера этого множества называется функцией распределения и обо-

значается λf (y) (см., например, [1;2]). Функции f, g ∈ S0(R
m) называются равноизмеримыми,

если их функций распределения равны.
Невозрастающей перестановкой функции f ∈ S0(R

m) называется невозрастающая на по-
луоси (0,+∞) функция f∗, равноизмеримая с |f |; она определяется по следующей формуле
(см., например, [1; 2]): f∗(t) = inf{y > 0: λf (y) < t}, t > 0.

Рассмотрим теперь повторные перестановки функции. Пусть f ∈ S0(R
m). При фикси-

рованных x2, . . . , xm, рассматривая |f(x1, x2, . . . , xm)| как функцию переменной x1, можно
определить ее невозрастающую перестановку f∗1(t1, x2, . . . , xm) по x1. Теперь при фиксиро-
ванных t1, x3, . . . , xm по функции f∗1(t1, x2, x3 . . . , xm) определяется ее невозрастающая пере-
становка f∗1,∗2(t1, t2, x3, . . . , xm) по x2. Далее, продолжая этот процесс при фиксированных
t1, t2, . . . , tm−1 по функции f∗1,...,∗m−1(t1, t2, t3 . . . , tm−1, xm) определяется (см. [2; 3]) ее невоз-
растающая перестановка f∗1,∗2,...,∗m−1,∗m(t1, t2, . . . , tm) по xm.

Через L∗
q̄,θ̄

(Im) обозначим пространства всех измеримых по Лебегу функций f (x̄) 2π-пе-

риодических по каждой переменной, для которых конечна величина (см. [3])

‖f‖∗q̄,θ̄ =

[ 2π
∫

0

t
θm
qm

−1
m

[

· · ·

[ 2π
∫

0

(

f∗1,...,∗m(t1, . . . , tm)
)θ1

t
θ1
q1

−1

1 dt1

]

θ2
θ1

· · ·

]
θm

θm−1

dtm

]
1

θm

.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Программы повышения конкурентоспособности
УрФУ (постановление №211 Правительства Российской Федерации, контракт №02.A03.21.0006) и ча-
стично гранта 5129/ГФ4 Министерства образования и науки РК.
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В случае q1 = · · · = qm = θ1 = · · · = θm = q пространство L∗
q,θ

(Im) совпадает с пространством

Лебега Lq (I
m) (см. [4, гл. I, п. 1.1]). В дальнейшем

◦
L∗
q,θ

(Im) означает множество всех функций

f ∈ L∗
q,θ

(Im) таких, что
∫ 2π

0
f (x) dxj = 0 при j = 1, . . . ,m.

Функции f ∈ L1 (I
m) = L (Im) сопоставим ее ряд Фурье

∑

n∈Zm an (f) e
i〈n,x〉 по кратной

тригонометрической системе {ei〈n,x〉}Zm , где Z
m — целочисленная решетка в R

m. Положим

δs (f, x) =
∑

n∈ρ(s)

an (f) e
i〈n,x〉, где 〈ȳ, x̄〉 =

m
∑

j=1

yjxj, sj = 1, 2, . . . ,

ρ(s̄) =
{

k = (k1, . . . , km) ∈ Z
m : 2sj−1 ≤ |kj| < 2sj , j = 1, . . . ,m

}

.

Пусть lmp при 1 ≤ p ≤ ∞ обозначает пространство R
m с нормой

‖x̄‖lmp =

( m
∑

j=1

|xj |
p

)1/p

при 1 ≤ p < +∞, ‖x̄‖lm∞ = max
j=1,...,m

|xj |.

Обозначим через Um
p единичный шар в lmp .

Числовая последовательность {an}n∈Zm ∈ lp, если

∥

∥{an}n∈Zm

∥

∥

lp
=

{ ∞
∑

nm=−∞

[

. . .

[ ∞
∑

n1=−∞

|an|
p1

]

p2
p1

. . .

]
pm

pm−1

}
1

pm

< +∞,

где p = (p1, . . . , pm), 1 ≤ pj < +∞, j = 1, 2, . . . ,m.
Через C(p, q, r, y) обозначим положительные величины, зависящие от указанных в скоб-

ках параметров, вообще говоря, различные в разных формулах. Для положительных величин
A(y), B(y) запись A (y) ≍ B (y) означает, что существуют положительные числа C1, C2 такие,
что C1A (y) ≤ B (y) ≤ C2A (y).

Пространства функций с доминирующей смешанной производной S r̄
pH, S r̄

p,θB определены
соответственно С.М.Никольским [5] и Т.И.Амановым [6] в терминах смешанных модулей
гладкости соответствующих смешанных производных (см. также [4; 7]).

П.И.Лизоркин и С.М.Никольский [8, теорема 5.3] исследовали декомпозиционное разло-

жение элементов пространства
◦
S
r̄

p,θB и доказали, что величина

{

∑

s̄∈Zm
+

2〈s,r〉θ‖δs(f)‖
θ
p

}1/θ

является нормой пространства
◦
S
r̄

p,θB , эквивалентной исходной при 1 < p < +∞, 1 ≤ θ ≤ +∞.

Здесь
◦
S
r̄

p,θB =
◦
Lp(I

m) ∩ S r̄
p,θB.

В анизотропном пространстве Лоренца
◦
L∗
p,θ

(Im) рассмотрим аналогичное пространство.

Через
◦
S
r

p,θ,τB обозначим пространство всех функций f ∈
◦
L∗
p,θ

(Im), для которых

‖f‖◦
S
r

p,θ,τB
=

∥

∥

∥

{

2〈s,r〉‖δs(f)‖
∗
p,θ

}

s̄∈Zm
+

∥

∥

∥

lτ
< ∞,

где p = (p1, . . . , pm), θ = (θ1, . . . , θm), τ = (τ1, . . . , τm), 1 < pj < ∞, 1 ≤ θj < ∞, 1 ≤ τj ≤ +∞,
rj > 0, j = 1, . . . ,m. В этом пространстве рассмотрим (с сохранением обозначения) класс

◦
S
r

p,θ,τB =
{

f ∈
◦

L∗
p,θ

(Im) : ‖f‖◦
S
r

p,θ,τB
=

∥

∥

∥

{

2〈s,r〉‖δs(f)‖
∗
p,θ

}

s̄∈Zm
+

∥

∥

∥

lτ
≤ 1

}

.



Оценки колмогоровских поперечников 5

Понятие поперечника как аппроксимативной характеристики подмножеств банахова про-
странства было введено А.Н.Колмогоровым [9].

О п р е д е л е н и е. Пусть банахово пространство X и центрально-симметричное подмно-
жество W ⊂ X. M -поперечником по Колмогорову множества W называется величина

dM (W,X) = inf
P

sup
f∈W

‖f − Pf‖X ,

где inf берется по всем действующим в X отображениям P на линейные подпространства
размерности не более M .

В одномерном случае для класса Соболева W r
p при условии r > (1/p − 1/q)+ известна

следующая оценка:

dM (W r
p , Lq) ≍































M−r, 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, r > 0,

M−r+ 1
p
− 1

q , 1 < p ≤ q < 2, r > 1/p− 1/q,

M
−r+ 1

p
− 1

2 , 1 < p ≤ 2 ≤ q ≤ ∞, r > 1/p,

M−r, 2 ≤ p ≤ q < ∞, r >
1/p − 1/q

1− 2/q
.

При p = q = 2 точные значения dM (W r
p , Lq) получены А.Н.Колмогоровым [9]; в случае

q = p = 2, r = 1 порядок найден В.Рудиным [10], а при p = 1, q = 2 и p = q = ∞ —
С.Б.Стечкиным [11], при p = q = ∞ точные значения определены В.М.Тихомировым [12], при
1 ≤ p = q < ∞ порядки найдены С.Б.Бабаджановым и В.М.Тихомировым [13], при p = q = 1
и нечетном M точное значение установлено Ю.Н.Субботиным [14; 15], при 1 ≤ p ≤ q ≤ 2
порядки найдены Р.С.Исмагиловым [16; 17], Е.Д. Глускиным [18] (случай p = 1, 2 < q ≤ ∞),
Б.С.Кашиным [19] (случай 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, q ≥ 2), Ю.И.Маковозом [20] (при 1 ≤ q ≤ p). Оцен-
ки поперечников классов Соболева малой гладкости получены Б.С.Кашиным [21] и Е.Д.Ку-
ланиным [22].

Оценки колмогоровских поперечников классов гладких функций многих переменных уста-
новили К.И.Бабенко [23], Б.С.Митягин [24], С.А.Теляковский [25], Я.С.Бугров [26], Э.М. Га-
леев [27–29], В.Н.Темляков [30; 31], Динь Зунг [32], Э.С.Белинский [33; 34], А.С.Рома-
нюк [35–37], Ван Хэпин и Сунь Юншен [38], Д.Б.Базарханов [39] и др.

Для класса Бесова Sr
p,θB А.С.Романюк [35] доказал следующую теорему.

Теорема А. Пусть r1 = . . . = rν < rν+1 < . . . < rm, 1 ≤ θ ≤ ∞.

1. Если 2 ≤ p < q < ∞ и r1 > β = (1/p − 1/q)/(1 − 2/q), то

dM (Sr
p,θB,Lq) ≍

( logν−1 M

M

)r1
(logM)

(ν−1)
(

1
2
− 1

θ

)

+ .

2. Если 1 < p ≤ 2 < q < ∞ и r1 > 1/p, то

dM (Sr
p,θB,Lq) ≍

( logν−1 M

M

)r1−
1
p
+ 1

2
(logM)

(ν−1)
(

1
2
− 1

θ

)

+ .

Здесь и в дальнейшем logM — логарифм с основанием 2 от числа M > 1.

Для других соотношений между p и q оценки dM (Sr
p,θB,Lq) получены Э.М.Галеевым [29].

Цель настоящей статьи — найти оценки колмогоровского поперечника класса
◦
S
r̄

p̄,θ̄,τ̄B
в пространстве L∗

q̄,θ̄
(Im).
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1. Вспомогательные утверждения

Приведем некоторые дополнительные обозначения и вспомогательные утверждения.
Пусть s̄ ∈ Z

m
+ и ℑ(ρ(s̄)) — множество функций вида f(x̄) =

∑

n∈ρ(s) an̄e
i〈n̄,x̄〉.

Лемма 1 [29, лемма Д]. Пусть s̄ ∈ N
m, f ∈ ℑ(ρ(s̄)), Ms̄ ∈ Z+, Ms̄ ≤ 2〈s̄,1̄〉 =

∏m
j=1 2

sj ,

ᾱ = (α1, . . . , αm), αj = rj + 1/q − 1/p, j = 1, . . . ,m, 1 < p, q < +∞. Тогда существуют

линейное подпространство LMs ⊂ ℑ(ρ(s̄)) размерности Ms̄ и оператор PMs̄ : ℑ(ρ(s̄)) → LMs

такой, что

‖δs̄(f)− PMs̄δs̄(f)‖q ≍ dMs̄

(

U2〈s̄,1̄〉
p , l2

〈s̄,1̄〉

q

)

2〈s̄,−ᾱ〉‖δs̄(f
(r))‖p.

Для вектора γ̄ = (γ1, . . . , γm), γj > 0, j = 1, . . . ,m, положим

Y m (γ, n) =
{

s = (s1, . . . , sm) ∈ Z
m
+ : 〈x̄, γ̄〉 ≥ n

}

Лемма 2 (см. [40]). Пусть даны число α ∈ (0,+∞) и γ = (γ1, . . . , γm), γ
′
= (γ

′

1, . . . , γ
′

m),
θ = (θ1, . . . , θm), θj ∈ [1,+∞), j = 1, . . . ,m, 1 = γ1 = · · · = γν < γν+1 ≤ · · · ≤ γm, 1 = γ

′

j = γj,

j = 1, . . . , ν, и 1 = γ
′

j < γj , j = ν + 1, . . . ,m. Тогда имеет место соотношение

∥

∥

∥

{

2−α〈s,γ〉
}

s∈Y m(γ
′
,n)

∥

∥

∥

l
θ

≍ 2−nαn
∑ν

j=2
1
θj .

2. Основные результаты

В данном разделе докажем оценки поперечника по Колмогорову в пространстве L∗
p̄,q̄(I

m)

класса Никольского — Бесова — Аманова
◦
S
r

p,θ,τB.

Теорема 1. Пусть 1 < pj < qj ≤ 2, 1 < θ
(1)
j , θ

(2)
j < ∞, 1 ≤ τj ≤ ∞, j = 1, . . . m, и

0 < r1+1/q1− 1/p1 = · · · = rν +1/qν − 1/pν < rν+1+1/qν+1− 1/pν+1 ≤ · · · ≤ rm+1/qm− 1/pm.

Тогда

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≤ C
( logν−1 M

M

)

(

r1+
1
q1

− 1
p1

)

(logM)
∑ν

j=2

(

1
2
− 1

τj

)

+ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈
◦
S
r

p,θ
(1)

,τB и γj = (rj + 1/qj − 1/pj)/(r1 + 1/q1 − 1/p1),
j = 1, . . . ,m. Тогда из условия теоремы следует, что 1 = γ1 = · · · = γν < γν+1 ≤ · · · ≤ γm.
Выберем числа γ

′

j такие, что γ
′

j = γj при j = 1, . . . , ν и γ
′

j < γj для j = ν+1, . . . ,m. Рассмотрим
частичную сумму

Sγ
′

n (f, x̄) =
∑

〈s̄,γ̄′ 〉<n

δs̄(f, x̄)

ряда Фурье функции f ∈
◦
S
r

p,θ
(1)

,τB по ступенчатому гиперболическому кресту.
В [40] доказано, что

sup

f∈
◦
S
r̄

p̄,θ̄(1),τ̄B

‖f − Sγ
′

n (f)‖∗
q̄,θ̄(2)

≤ C 2
−n

(

r1+
1
q1

− 1
p1

)

n

∑ν
j=2

(

1

θ
(2)
j

− 1
τj

)

, θ
(2)
j < τj , j = 1, . . . ,m,

sup

f∈
◦
S

r̄

p̄,θ̄(1),τ̄B

‖f − Sγ
′

n (f)‖∗
q̄,θ̄(2)

≤ C 2
−n

(

r1+
1
q1

− 1
p1

)

, τj ≤ θ
(2)
j , j = 1, . . . ,m.
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Выберем натуральное число n такое, что M ≍ 2nnν−1. Тогда

dM

(◦
S

r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≤ sup

f∈
◦
S
r̄

p̄,θ̄(1),τ̄B

‖f − Sγ
′

n (f)‖∗
q̄,θ̄(2)

≤ C 2
−n

(

r1+
1
q1

− 1
p1

)

n

∑ν
j=2

(

1

θ
(2)
j

− 1
τj

)

≤ C
( logν−1M

M

)

(

r1+
1
q1

− 1
p1

)

(logM)
∑ν

j=2

(

1
2
− 1

τj

)

,

если θ
(2)
j < τj, j = 1, . . . ,m, и

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≤ C 2
−n

(

r1+
1
q1

− 1
p1

)

≤ C
( logν−1M

M

)

(

r1+
1
q1

− 1
p1

)

,

если τj ≤ θ
(2)
j , j = 1, . . . ,m. Теорема 1 доказана. �

Теорема 2. Пусть 1 < θ
(1)
j , θ

(2)
j < ∞, 1 ≤ τj ≤ ∞, j = 1, . . . m, и 0 < r1 + 1/q1 − 1/p1 =

· · · = rν + 1/qν − 1/pν < rν+1 + 1/qν+1 − 1/pν+1 ≤ · · · ≤ rm + 1/qm − 1/pm.

1. Если 2 ≤ pj < q ≤ θ
(2)
j < ∞, j = 1, . . . ,m, r1 > β = (1/p1 − 1/q)/(1 − 2/q), то

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C
( logν−1M

M

)r1
(logM)

∑ν
j=2

(

1
2
− 1

τj

)

+.

2. Если 1 < pj ≤ 2 < q ≤ θ
(2)
j , rj > 1/pj , j = 1, . . . ,m, то

dM
(
◦
S

r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C
( logν−1M

M

)

(

r1+
1
2
− 1

p1

)

(logM)
∑ν

j=2

(

1
2
− 1

τj

)

+ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем первое утверждение теоремы. Пусть f ∈
◦
S

r̄

p̄,θ̄(1),τ̄B.

Так как q ≤ θ
(2)
j , j = 1, . . . ,m, то Lq(I

m) ⊂ L∗
q̄,θ̄(2)

(Im) и ‖f‖∗
q,θ̄(2)

≤ C‖f‖q.

Поскольку 2 < q < ∞, то 0 < 1− 2/q < 1. Следовательно, r1 > β = (1/p1 − 1/q)(1 − 2/q) >
1/p1 − 1/q. Поэтому из условия 0 < r1 + 1/q1 − 1/p1 = · · · = rν + 1/qν − 1/pν < rν+1 + 1/qν+1 −

1/pν+1 ≤ · · · ≤ rm + 1/qm − 1/pm следует, что rj > 1/pj − 1/qj , j = 1, . . . ,m. Следовательно,
◦
S

r

p,θ
(1)

,τB ⊂ Lq(I
m) (см. [40]), т. е. f ∈ Lq(I

m).
Как в [29, c. 660] рассмотрим оператор PM : Lq(I

m) → LM , действующий на функцию

f(x̄) =
∑

s̄∈Zm
+

δs̄(f, x̄) по формуле (PMf)(x̄) =
∑

s̄∈Zm
+

PMs̄δs̄(f, x̄),

где PMs̄ и LMs̄ — соответственно операторы и подпространства из леммы 1, LM =
⋃

s̄∈Zm
+
LMs̄.

Положим ρj = rj +1/q − 1/pj , γj = ρj/ρ1. Тогда из условия теоремы нетрудно видеть, что
γ1 = · · · = γν < γν+1 ≤ · · · ≤ γm.

Известно, что существуют числа ρ
′

j такие, что ρ
′

j = ρj = ρ1 для j = 1, . . . , ν и ρ1 < ρ
′

j для

j = ν + 1, . . . ,m, 1 < ρν+1/ρ
′

ν+1 < · · · < ρm/ρ
′

m. Положим γ
′

j = ρ
′

j/ρ
′

1, j = 1, . . . ,m. Тогда

γ
′

j = γj для j = 1, . . . , ν и γ
′

j < γj для j = ν + 1, . . . ,m.

Для натурального числа M выберем число n ∈ N такое, что M ≍ 2nnν−1, и для каждого
s̄ ∈ Z

m
+ поставим в соответствие число

Ms̄ =

{

2〈s̄,1̄〉, если 〈s̄, γ̄′〉 ≤ n,

2n(1+ερ1)−ε〈s̄,ρ̄〉, если 〈s̄, γ̄′〉 > n,
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где положительное число ε будет выбрано в дальнейшем и [a] — целая часть числа a. Тогда,
пользуясь леммами В и Г из [30], получим

∑

s̄∈Zm
+
Ms̄ ≤ C 2nnν−1 ≤ CM. Таким образом,

размерность подпространства LM имеет порядок 2nnν−1.
Применяя неравенство ‖f‖∗

q,θ̄(2)
≤ C‖f‖q к функции f−PMf ∈ Lq(I

m) и пользуясь теоремой

Литтльвуда — Пэли в пространстве Лебега Lq(I
m) (см. [4, c. 54]), будем иметь

‖f − PMf‖∗
q,θ̄(2)

≤ C‖f − PMf‖q

≤ C

∥

∥

∥

∥

(

∑

s̄∈Zm
+

|δs̄(f)− PMs̄δs̄(f)|
2

)1/2∥
∥

∥

∥

q

≤ C

(

∑

s̄∈Zm
+

‖δs̄(f)− PMs̄δs̄(f)‖
2
q

)1/2

. (2.1)

Выберем число p0 > maxj=1,...,m pj. Тогда по лемме 1, учитывая неравенство Бернштейна для
тригонометрических полиномов (см. [4, с. 98]), получим

‖δs̄(f)− PMs̄δs̄(f)‖q ≍ dMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉

p0 , l2
〈s̄,1̄〉

q

)

m
∏

j=1

2
sj
(

1
p0

− 1
q

)

‖δs̄(f)‖p0 . (2.2)

Так как pj < p0, j = 1, . . . ,m, то в силу неравенства разных метрик Никольского для триго-
нометрических полиномов (см. [41; 42]) имеем

‖δs̄(f)‖p0 ≤ C

m
∏

j=1

2
sj

(

1
pj

− 1
p0

)

‖δs̄(f)‖
∗
p̄,θ̄(1)

. (2.3)

Из неравенств (2.1)–(2.3) следует, что

‖f − PMf‖∗
q,θ̄(2)

≤ C

(

∑

s̄∈Zm
+

( m
∏

j=1

2
sj
(

1
pj

− 1
q

)

‖δs̄(f
(r))‖∗

p̄,θ̄(1)

)2

d2Ms̄

(

B2〈s̄,1̄〉
p0 , l2

〈s̄,1̄〉

q

)

)1/2

. (2.4)

Если τj ≤ 2, j = 1, . . . ,m, то, применяя неравенство Йенсена (см. [4, c. 125]), из (2.4) получим

‖f − PMf‖∗
q,θ̄(2)

≤ C

∥

∥

∥

∥

{ m
∏

j=1

2
sj

(

1
pj

− 1
q

)

dMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉
p0 , l2

〈s̄,1̄〉

q

)

‖δs̄(f)‖
∗
p̄,θ̄(1)

}

s̄∈Zm
+

∥

∥

∥

∥

τ̄

. (2.5)

Если 2 < τj < +∞, j = 1, . . . ,m, то, применяя неравенство Гельдера (при αj = τj/2 > 1,
j = 1, . . . ,m, ) из (2.4), имеем

‖f − PMf‖∗
q,θ̄(2)

≤ C
∥

∥

∥

{

2〈s̄,r̄〉‖δs̄(f)‖
∗
p̄,θ̄(1)

}

s̄∈Zm
+

∥

∥

∥

τ̄

×

∥

∥

∥

∥

{ m
∏

j=1

2
−sj

(

rj+
1
q
− 1

pj

)

dMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉

p0 , l2
〈s̄,1̄〉

q

)

}

〈s̄,γ′〉>n

∥

∥

∥

∥

ε̄

, (2.6)

где ε̄ = (ε1, . . . , εm), εj = 2τj/(τj − 2), j = 1, . . . ,m.
По определению поперечника Колмогорова из (2.5) и (2.6) следует, что

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C sup
s̄∈Zm

+

m
∏

j=1

2
−sj

(

rj+
1
q
− 1

pj

)

dMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉

p0 , l2
〈s̄,1̄〉

q

)

(2.7)

в случае 1 < τj ≤ 2, j = 1, . . . ,m, и

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C

∥

∥

∥

∥

{ m
∏

j=1

2
−sj

(

rj+
1
q
− 1

pj

)

dMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉

p0 , l2
〈s̄,1̄〉

q

)

}

〈s̄,γ′〉>n

∥

∥

∥

∥

ε̄

, (2.8)
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если 2 < τj, j = 1, . . . ,m, где ε̄ = (ε1, . . . , εm), εj = 2τj/(τj − 2), j = 1, . . . ,m.

Подставляя в формулы (2.7) и (2.8) значение поперечника dMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉
p0 , l2

〈s̄,1̄〉

q

)

= 0 для

〈s̄, γ̄
′
〉 ≤ n и оценки конечномерных поперечников [43; 44]

dns̄(B
m
p0 , l

m
q ) ≍ min

{

1,m
2β
q n−β

}

, m > n,

для 〈s̄, γ̄
′
〉 > n получим

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C sup
s̄∈Zm

+

m
∏

j=1

2
−sj

(

rj+
1
q
− 1

pj

)

2
2β
q
〈s̄,1̄〉

M−β
s̄ (2.9)

в случае 1 ≤ τj ≤ 2, j = 1, . . . ,m, и

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C

∥

∥

∥

∥

{ m
∏

j=1

2
−sj

(

rj+
1
q
− 1

pj

)

2
2β
q
〈s̄,1̄〉

M−β
s̄

}

〈s̄,γ′〉>n

∥

∥

∥

∥

ε̄

(2.10)

в случае 2 < τj ≤ ∞, j = 1, . . . ,m.
Пусть 2 < τj ≤ ∞, j = 1, . . . ,m. Тогда, подставляя значения чисел Ms̄ из (2.10), получим

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C2−nβ(1+ερ1)

∥

∥

∥

∥

{ m
∏

j=1

2
−sj

(

rj+
1
q
− 1

pj

)

2
2β
q
〈s̄,1̄〉

2εβ〈s̄,ρ̄〉
}

〈s̄,γ′〉>n

∥

∥

∥

∥

ε̄

. (2.11)

Так как ρj = rj +1/q− 1/pj и γj = ρj/ρ1, j = 1, . . . ,m, то, учитывая, что 1 ≤ γj и β > 0, будем
иметь

m
∏

j=1

2
−sj

(

rj+
1
q
− 1

pj

)

2
2β
q
〈s̄,1̄〉2εβ〈s̄,ρ̄〉 = 2−ρ1〈s̄,γ̄〉2

2β
q
〈s̄,1̄〉2εβρ1〈s̄,γ̄〉 ≤ 2−

(

ρ1−
2β
q
−εβρ1

)

〈s̄,γ̄〉. (2.12)

Учитывая соотношение (2.12), из (2.11) выводим

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C2−nβ(1+ερ1)
∥

∥

∥

{

2−
(

ρ1−
2β
q
−εβρ1

)

〈s̄,γ̄〉
}

〈s̄,γ′〉>n

∥

∥

∥

ε̄
(2.13)

в случае 2 < τj ≤ ∞, j = 1, . . . ,m.

Так как β =
1/p1 − 1/q

1− 2/q
, нетрудно убедиться, что ρ1 − 2β/q = r1 − β. Поэтому неравен-

ство (2.13) можно переписать в следующем виде:

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C2−nβ(1+ερ1)
∥

∥

∥

{

2−(r1−β−εβρ1)〈s̄,γ̄〉
}

〈s̄,γ′ 〉>n

∥

∥

∥

ε̄
(2.14)

в случае 2 < τj ≤ ∞, j = 1, . . . ,m.
По условию теоремы r1 > β и 2 < q < ∞. Поэтому r1 > 1/p1 − 1/q. Следовательно,

r1 − β

β
(

r1 +
1

q
−

1

p1

)
> 0.

Выберем число ε такое, что

0 < ε <
r1 − β

β
(

r1 +
1

q
−

1

p1

)
.

Тогда

r1 − β − εβ
(

r1 +
1

q
−

1

p1

)

= r1 − β − εβρ1 > 0.
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Поэтому, применяя лемму 2, получим

∥

∥

∥

{

2−
(

r1−β−εβρ1
)

〈s̄,γ̄〉
}

〈s̄,γ′〉>n

∥

∥

∥

ε̄
≤ C2−n(r1−β−εβρ1)n

∑ν
j=2

1
εj . (2.15)

Следовательно, учитывая, что 1/εj = (τj − 2)/2τj , j = 1, . . . ,m , и 2nnν−1 ≍ M , из неравенств
(2.14) и (2.15) выводим

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C2−nβ(1+ερ1)2−n(r1−β−εβρ1)n
∑ν

j=2

(

1
2
− 1

τj

)

≤ C2−nr1n
∑ν

j=2

(

1
2
− 1

τj

)

≤ C
( logν−1 M

M

)r1
(logM)

∑ν
j=2

(

1
2
− 1

τj

)

в случае 2 < τj ≤ ∞, 2 ≤ pj < q < ∞, j = 1, . . . ,m, r1 > β.
Пусть 1 ≤ τj ≤ 2, j = 1, . . . ,m. Тогда, подставляя значения Ms̄ в (2.9), имеем

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C2−nβ(1+ερ1) sup
〈s̄,γ̄′〉>n

m
∏

j=1

2
−sj

(

rj+
1
q
− 1

pj

)

2
2β
q
〈s̄,1̄〉2εβ〈s̄,ρ̄〉

≤ C2−nβ(1+ερ1) sup
〈s̄,γ̄

′
〉>n

2
−
(

ρ1−
2β
q
−εβρ1

)

〈s̄,γ̄〉
= C2−nβ(1+ερ1) sup

〈s̄,γ̄
′
〉>n

2−(r1−β−εβρ1)〈s̄,γ̄〉

≤ C2−nr1 ≤ C
( logν−1 M

M

)r1
.

Таким образом,

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C
( logν−1 M

M

)r1

в случае 1 ≤ τj ≤ 2, j = 1, . . . ,m, 2 ≤ pj < q < ∞, j = 1, . . . ,m.

Докажем второе утверждение теоремы 2. Пусть 1 < pj ≤ 2 < q < ∞, j = 1, . . . m, r1 > 1/p1.

Так как 1 < pj ≤ 2, j = 1, . . . m, то
◦
S
r

p,θ
(1)

,τB ⊂
◦
S
ρ

2,θ
(1)

,τB, где ρ̄ = (ρ1, . . . , ρm), ρj = rj + 1/2 −
1/pj , j = 1, . . . ,m. С учетом условия теоремы r1 > 1/p1 имеем ρ1 > β = (1/2 − 1/q)/(1 − 2/q).

Следовательно, в силу доказанного п. 1 при pj = 2, j = 1, . . . ,m, и с заменой rj на ρj имеем

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ dM

( ◦
S
r

2,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C
( logν−1M

M

)r1+
1
2
− 1

p1 (logM)
∑ν

j=2

(

1
2
− 1

τj

)

в случае 1 ≤ τj ≤ ∞, j = 1, . . . ,m. Теорема 2 доказана. �

Теорема 3. Пусть 1 < θ
(1)
j , θ

(2)
j < ∞, j = 1, . . . m, 1 ≤ τ ≤ ∞, и 0 < r1 = · · · = rν <

rν+1 ≤ · · · ≤ rm, rj > 1/pj , j = 1, . . . ,m. Тогда если 2 ≤ qj < pj < ∞, j = 1, . . . ,m, то

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ C
( logν−1M

M

)r1
(logM)

(ν−1)
(

1
2
− 1

τ

)

+ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем число p0 > maxj=1,...,m pj. Тогда Lp0(I
m) ⊂ L∗

p̄,θ̄(1)
(Im).

Пользуясь свойством нормы, неравенством разных метрик Никольского для тригонометри-
ческих полиномов (см. [41;42]) и неравенством Гельдера (1/τ +1/τ

′
= 1), нетрудно убедиться,

что

‖f‖p0 ≤
∑

s̄∈Zm
+

m
∏

j=1

2
sj(

1
pj

− 1
p0

)
‖δs̄(f)‖

∗
p̄,θ̄(1)

≤
{

∑

s̄∈Zm
+

2〈s̄,r̄〉τ (‖δs̄(f)‖
∗
p̄,θ̄(1)

)τ
}1/τ{ ∑

s̄∈Zm
+

m
∏

j=1

2
−sj(rj−

1
pj

+ 1
p0

)τ ′
}1/τ ′

.
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Так как rj > 1/pj > 1/pj − 1/p0, j = 1, . . . ,m, то отсюда следует, что
◦
S
r

p,θ
(1)

,τB ⊂ Lp0(I
m) .

С другой стороны, так как p0 > maxj=1,...,m pj , то ‖δs̄(f)‖
∗
p̄,θ̄(1)

≤ C‖δs̄(f)‖p0 . Поэтому
◦
S
r

p0,τB ⊂
◦
S
r

p,θ
(1)

,τB. Следовательно, dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ dM

( ◦
S
r

p0,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

. Так как по

условию теоремы qj ≥ 2, j = 1, . . . ,m, то отсюда получим

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ dM

( ◦
S
r

p0,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ dM

( ◦
S
r

p0,τB,L2

)

. (2.16)

Э.М.Галеевым [27] доказана оценка

dM
(
◦
S
r

p0,τB,L2

)

≥ C
( logν−1 M

M

)r1
(logM)

(ν−1)
(

1
2
− 1

τ

)

+ . (2.17)

Из (2.16) и (2.17) следует, что

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ C
( logν−1M

M

)r1
(logM)

(ν−1)
(

1
2
− 1

τ

)

+ .

Теорема 3 доказана. �

Теорема 4. Пусть 1 < θ
(1)
j , θ

(2)
j < ∞, j = 1, . . . m, 1 ≤ τ ≤ ∞, и 0 < r1 = · · · = rν <

rν+1 ≤ · · · ≤ rm, rj > 1/pj , j = 1, . . . ,m. Тогда выполняются следующие утверждения.

1. Если 2 ≤ pj < qj < ∞, rj > 1/pj , j = 1, . . . ,m, то

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ C
( logν−1M

M

)r1
(logM)

(ν−1)
(

1
2
− 1

τ

)

+ .

2. Если 1 < pj ≤ 2 < qj < ∞, rj > 1/pj , j = 1, . . . ,m, и p1 > pj, j = 2, . . . ,m, то

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ C
( logν−1M

M

)r1+
1
2
− 1

p1 (logM)(ν−1)
(

1
2
− 1

τ

)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 2 ≤ pj < qj < ∞, j = 1, . . . m. Тогда, учитывая, что

L∗
q̄,θ̄(2)

(Im) ⊂ L2(I
m), по теореме 3 (при qj = θ

(2)
j = 2, j = 1, . . . ,m) получим

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L2

)

≥ C
( logν−1M

M

)r1
(logM)

(ν−1)
(

1
2
− 1

τ

)

+ .

Докажем второе утверждение. Так как 2 < qj < ∞, j = 1, . . . m, то L∗
q̄,θ̄(2)

(Im) ⊂ L2(I
m)

Поэтому

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L2

)

. (2.18)

Из условия p1 > pj , j = 2, . . . ,m, следует, что Sr
p1,τB ⊂ Sr

p,θ
(1)

,τ
B. Тогда

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L2

)

≥ dM
(

Sr
p1,τB,L2

)

. (2.19)

Из неравенств (2.18) и (2.19) следует, что dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ dM
(

Sr
p1,τB,L2

)

. Поэтому,

пользуясь п. d) теоремы [29, c. 659], имеем

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ C
( logν−1 M

M

)r1+
1
2
− 1

p1 (logM)
∑ν

j=2

(

1
2
− 1

τ

)

.

Теорема 4 доказана. �
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З а м е ч а н и е. Из пп. 2 теорем 2, 4 вытекает, что при τ1 = . . . τm = τ и q1 = · · · = qm =

q ≤ θ
(2)
j , j = 1, . . . ,m, верна следующая оценка при p1 > pj, j = 1, . . . ,m, :

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≍
( logν−1M

M

)r1+
1
2
− 1

p1 (logM)
(ν−1)

(

1
2
− 1

τ

)

+ .

Из пп. 1 теорем 2, 4 следует, что

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≍
( logν−1M

M

)r1
(logM)

(ν−1)
(

1
2
− 1

τ

)

+

при τ1 = . . . = τm = τ и q1 = · · · = qm = q ≤ θ
(2)
j , j = 1, . . . ,m.
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Том 21 № 4 2015

УДК 517.5

ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ

В ДВУСВЯЗНОЙ ОБЛАСТИ

ПО ЕЕ ПРИБЛИЖЕННО ЗАДАННЫМ ГРАНИЧНЫМ ЗНАЧЕНИЯМ1

Р.Р. Акопян

Исследуется задача оптимального восстановления аналитической в двусвязной области функции по ее

значениям на одной из двух компонент границы области, заданным с погрешностью. Получен метод оп-

тимального восстановления в случае, когда погрешность равна целой степени модуля двусвязной области.

Ключевые слова: оптимальное восстановление, аналитические функции, двусвязная область.

R. R.Akopyan. Optimal recovery of an analytic function in a doubly connected domain from its approximately

given boundary values.

We study the problem of optimal recovery of a function analytic in a doubly connected domain from its

approximately given values on one of the two components of the boundary. An optimal recovery method is

obtained in the case when the error is an integer power of the modulus of the domain.

Keywords: optimal recovery, analytic functions, doubly connected domain.

1. Задача оптимального восстановления аналитической функции

Пусть G — двусвязная ограниченная область комплексной плоскости с границей Γ, состоя-
щей из двух замкнутых жордановых спрямляемых кривых Γ1 и Γ2. Рассмотрим пространство
Харди H(G) функций, аналитических и ограниченных на области G с нормой

‖f‖H(G) = sup{|f(z)| : z ∈ G}.

Известно (см., например, [18, гл. 3, § 1, п. 1.7]), что для произвольной функции f из простран-
стваH(G) почти всюду на Γ = Γ1∪Γ2 существуют некасательные предельные граничные значе-
ния, составляющие функции, которые также будем обозначать f, из пространств L∞(Γk), k =
1, 2; при этом имеет место равенство

‖f‖H(G) = ‖f‖L∞(Γ).

В пространстве H(G) выделим класс Q функций, удовлетворяющих условию

‖f‖L∞(Γ2) ≤ 1.

Обозначим через Υz функционал, определенный на подпространстве L∞(Γ1) функций, яв-
ляющихся граничными значениями на Γ1 функций пространства H(G), и ставящий в соответ-
ствие граничным значениям аналитической функции на Γ1 ее значение в точке z области G,
т. е. задаваемый равенством

Υzf = f(z).

На классе функций Q рассмотрим задачу оптимального восстановления значения аналити-
ческой функции в конкретной точке z области. Пусть для неизвестной функции f из класса Q

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 15-01-02705), а также при финансовой поддержке
Программы повышения конкурентоспособности УрФУ (постановление №211 Правительства Россий-
ской Федерации, контракт №02.A03.21.0006).
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задана функция q ∈ L∞(Γ1) такая, что ‖f − q‖L∞(Γ1) ≤ δ. Иными словами, заданы граничные
значения функции f с погрешностью δ на части границы — кривой Γ1. Мы хотим наилучшим
(оптимальным) способом восстановить по q значение f(z). В качестве множества методов вос-
становления R, из которых выбирается оптимальный, будем рассматривать O — множество
всех возможных, или L — линейных, функционалов на L∞(Γ1). Точная постановка задачи сле-
дующая. Для числа δ ≥ 0 и метода восстановления T ∈ R определим величину погрешности
метода формулой

U(T, δ) = sup
{

|f(z)− Tq| : f ∈ Q, q ∈ L∞(Γ1), ‖f − q‖L∞(Γ1) ≤ δ
}

. (1.1)

Тогда
ER(δ) = inf {U(T, δ) : T ∈ R} (1.2)

есть величина оптимального восстановления аналитической функции в точке z (или, что то же
самое, оптимального восстановления функционала Υz) с помощью методов восстановления R

на функциях класса Q по их граничным значениям на Γ1, заданным с ошибкой δ. Задача
состоит в вычислении величины ER(δ) и определении оптимального метода восстановления –
функционала, на котором в (1.2) достигается нижняя грань.

Задача (1.2) есть частный случай задачи оптимального восстановления операторов на клас-
се элементов банахова пространства по неполной (в частности, неточной) информации. Общие
результаты в этой тематике и дальнейшие ссылки можно найти в [6–9; 15; 19]. Результатам,
связанным с задачами оптимального восстановления на классах аналитических функций, по-
священа монография [19].

Функцию вещественного переменного δ ∈ [0,∞), определяемую равенством

ω(δ) = ω(δ; Υz , Q) = sup
{

|f(z)| : f ∈ Q, ‖f‖L∞(Γ1) ≤ δ
}

, (1.3)

называют модулем непрерывности функционала Υz на классе Q. Интерес представляет как
значение величины ω(δ), так и экстремальная функция, на которой в (1.3) достигается верхняя
грань.

Известно (см. [7; 9; 10; 14; 19] и приведенную там библиографию), что в задаче оптималь-
ного восстановления линейного функционала на выпуклом центрально симметричном классе
(каковым, в частности, является класс Q) с помощью множества O всех возможных функцио-
налов существует наилучший линейный функционал и сама величина уклонения равна модулю
непрерывности восстанавливаемого функционала. Таким образом справедливы равенства

EO(δ) = EL(δ) = ω(δ).

В работе [3] изучались несколько взаимосвязанных экстремальных задач на классе анали-
тических в кольце функций. Одна из них — задача оптимального восстановления аналитиче-
ской в кольце функции по заданным с известной погрешностью δ > 0 значениям функции на
одной из граничных окружностей. В частности, было получено решение задачи (1.2) в случае
кольца для сходящейся к нулю последовательности значений δ. Этот результат будет сфор-
мулирован в теореме B ниже. В работе [3] существенно использовались подходы из статьи
Л.В.Тайкова [21], а также результаты из [2], где на классе функций, аналитических в полосе,
аналогичная задача была решена автором при любом значении погрешности δ ≥ 0. Недавно
автор получил [4; 5] решение задачи оптимального восстановления аналитической функции в
односвязной области по ее значениям на части границы, заданным с погрешностью δ ≥ 0.

Настоящая работа посвящена исследованию задачи (1.2). Будет выписано значение величи-
ны оптимального восстановления при всех δ ≥ 0 и получен оптимальный метод восстановления
в случае, когда δ является целой степенью модуля двусвязной области. При исследовании оп-
тимальных методов будут использованы подходы, давшие полное решение задачи в случае
односвязных областей.
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Для имеющего положительную меру подмножества γ границы Γ метод восстановления
функции f ∈ H(G) по ее (точным) граничным значениям на γ дает формула Карлемана —
Голузина — Крылова [12] (см. также [1])

∀z ∈ G f(z) = lim
σ→−∞

1

2πi

∫

γ

f(ζ)

ζ − z

(ϕ(z)

ϕ(ζ)

)σ
dζ,

где ϕ — произвольная функция из H(G), удовлетворяющая условиям

|ϕ(ζ)| = 1, ζ ∈ Γ \ γ; |ϕ(z)| > 1, z ∈ G.

В случае, когда граничные значения функции на γ заданы с погрешностью, задача восста-
новления значения в точке z (аналитического продолжения с части границы области) является
некорректной. При определенных условиях на множество G, его границу и множество γ эта
задача исследовалась М.М.Лаврентьевым [13, гл. 2, § 1, п. 4–5] (см. также [1, гл. 1, § 2]). Пред-
ложенные методы регуляризации имеют в качестве ядра введенные и названные им функции
Карлемана, являющиеся по сути аппроксимациями ядра Коши. Примером такого регуляри-
зующего метода является конструкция, основанная на формуле Карлемана — Голузина —
Крылова. Наша цель — построение наилучшего (оптимального) метода.

2. Случай кольца

В случае, когда область G является кольцом, не ограничивая общности, можно считать,
что это есть кольцо Kr,1 = {z ∈ C : r < |z| < 1}, 0 < r < 1, с центром в начале координат,
внутренним радиусом, равным r, и внешним — единице, Γ1 = {ζ : |ζ| = r} , Γ2 есть единичная
окружность, и z > 0.

Модуль непрерывности (1.3) для кольца Kr,1 известен. Следствием хорошо известной тео-
ремы Адамара о трех кругах (см., например, [17, отд. 3, гл. 6, § 3]) является неравенство

ω(δ) ≤ δα, α =
ln z

ln r
.

При этом неравенство обращается в равенство только в точках δn = rn, n ∈ Z, в которых
ω(δn) = δαn = zn. Для произвольного значения δ > 0 величину модуля непрерывности можно
получить из результата Робинсона (1943) [20] (см. также [11, гл. 11, § 4]).

Теорема А. Пусть G = Kr,1, Γ1 = {ζ : |ζ| = r} , точка z принадлежит отрезку [r, 1].
Тогда для произвольного δ > 0 экстремальной функцией, на которой в (1.3) достигается

верхняя грань, является функция

f [r, δ](z) = zn
Θ
(

z rn δ−1, r
)

Θ(z r−n δ, r)
, rn ≤ δ < rn−1, n ∈ Z, (2.4)

где

Θ(ζ, r) =
∞
∏

k=1

(1 + r2k−1ζ)(1 + r2k−1ζ−1),

отображающая кольцо Kr,1 на единичный круг с разрезом по дуге окружности с центром

в нуле, симметричной относительно вещественной оси и пересекающейся с ней в точке δ.
При этом все экстремальные функции имеют вид εf [r, δ], |ε| = 1.

В соответствии с этой теоремой для величины модуля непрерывности (1.3) справедливо
равенство

ω(δ) = f [r, δ](z).
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Отметим, что функция ω переменной δ ∈ [0,+∞) непрерывная, выпуклая вверх и во всех
точках, кроме точек δn = rn, n ∈ Z, дифференцируемая.

Именно при δn = rn, n ∈ Z, в работе [3] получено решение задачи (1.2). Сформулируем
этот результат. Рассмотрим функционал Tn = Tn[r, ρ], 0 < r < ρ < 1, на L∞(Γ1), определяемый
равенством

Tnq =
1

2π

(ρ

r

)n
2π
∫

0

Λ(t)e−int ψ(t) dt, ψ(t) = q(reit), (2.5)

в котором функция Λ есть сумма ряда

Λ(t) = λ0 + 2

+∞
∑

k=1

λk cos kt =

+∞
∑

k=−∞

λ|k| e
ikt, (2.6)

со следующими коэффициентами:

λ0 =
ln ρ

ln r
, λk =

(r

ρ

)k 1− ρ2k

1− r2k
, k ∈ N.

Теорема B. Пусть G = Kr,1, Γ1 = {ζ : |ζ| = r} , точка z принадлежит интервалу (r, 1).
Для величины (1.2) в случае δ = δn = rn, n ∈ Z, справедливы равенства

EO(δn) = EL(δn) = δαn = zn.

При этом оптимальным методом восстановления в задаче (1.2) является линейный функ-

ционал Tn[r, z], определенный равенствами (2.5), (2.6).

3. Общий случай двусвязной области

Воспользуемся хорошо известным фактом геометрической теории функций комплексного
переменного [11, гл. 5, § 1]. Для двусвязной области G существует и единственно число r =
r(G), 0 < r < 1, называемое модулем двусвязной области, такое, что существует конформное
отображение G на кольцо Kr,1. Для области G и фиксированной точки z ∈ G обозначим
через g однолистную функцию, реализующую отображение области G на кольцо Kr,1, при
этом переводящую компоненту Γ2 границы G на единичную окружность и точку z в некоторую
точку промежутка (r, 1).

Определим функцию F [G, δ, z] как суперпозицию функций g и (2.4), т. е. определяемую
равенством

F [G, δ, z](ζ) = f [r, δ] (g(ζ)) . (3.7)

Ясно, что введенная функция F [G, δ, z] принадлежит классу Q.
Приведенные выше факты и несложные рассуждения приводят к следующему утвержде-

нию.

Теорема 1. Для произвольного δ ≥ 0 справедливы равенства

EO(δ) = EL(δ) = ω(δ) = F [G, δ, z](z). (3.8)

При этом все экстремальные функции имеют вид εF [G, δ, z], |ε| = 1.

Особыми точками функции ω (точками, в которых функция не дифференцируема) явля-
ются точки δn, равные целым степеням модуля области G, т.е. δn = rn, n ∈ Z. В этом случае
функция (2.4) имеет вид f [r, rn](ξ) = ξn, и, следовательно, для экстремальной функции (3.7)
справедливо равенство

F [G, rn, z](ζ) = gn(ζ). (3.9)
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Рассмотрим функционал Tn на L∞(Γ1), определяемый равенством

Tnq =

∫

Γ1

PG(ζ, z)
(g(z)

g(ζ)

)n
q(ζ) ds, (3.10)

где PG(·, z) — ядро Пуассона области G для точки z.
Введенный функционал Tn и функционал Tn, определенный равенствами (2.5), (2.6) при

ρ = g(z), взаимосвязаны. А именно, имеет место соотношение

Tnq = Tnψ, ψ(t) = q(ζ), g(ζ) = reit.

Теорема 2. Для произвольного n ∈ Z и δn = rn справедливы равенства

EO(δn) = EL(δn) = ω(δn) = gn(z).

При этом оптимальным методом восстановления является метод Tn, задаваемый равен-

ством (3.10).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2 можно получить сведением задачи (1.2) для области G
к случаю, когда область является кольцом Kr,1. Приведем здесь прямое доказательство. Ис-
пользуя линейность функционала Tn и применяя формулу Пуассона к аналитической в обла-
сти G функции f(ζ)g−n(ζ), получим соотношения

f(z)− Tnq = f(z)− Tnf + Tn(f − q)

=

∫

Γ2

PG(ζ, z)

(

g(z)

g(ζ)

)n

f(ζ) ds+

∫

Γ1

PG(ζ, z)

(

g(z)

g(ζ)

)n

(f(ζ)− q(ζ)) ds.

Отсюда с учетом положительности ядра Пуассона и отображения, задаваемого функцией g,
следует оценка

|f(z)− Tnq| ≤ gn(z)

[
∫

Γ2

PG(ζ, z) |f(ζ)| ds+ r−n

∫

Γ1

PG(ζ, z) |f(ζ)− q(ζ)| ds

]

.

Тогда при δ = rn для уклонения (1.1) функционала Tn справедливо неравенство

U(Tn, δ) ≤ gn(z)

∫

Γ

PG(ζ, z) ds = gn(z). (3.11)

Теперь из равенств (3.8), (3.9) и неравенства (3.11) следует утверждение теоремы 2.

З а м е ч а н и е. Обобщением теоремы Адамара (для широкого круга областей) является
результат Ф. и Р. Неванлинн [16] (см. также [11, гл. 8, § 4, теорема 1]), из которого, в частности,
для модуля непрерывности (1.3) следует оценка сверху

ω(δ) ≤ δα, (3.12)

где величина α является гармонической мерой Γ1 относительно множества G и точки z (см.,
например, [11, гл. 8, § 4]). В рассматриваемом в данной статье случае известны явные пред-
ставления: для величины ω(δ) — равенство (3.8) и для гармонической меры — соотношение
α = ln g(z)/ln r. Неравенство (3.12) обращается в равенство только при δ = δn = rn, n ∈ Z.

Отметим, что к настоящему моменту известен оптимальный метод восстановления анали-
тической функции по граничным значениям, заданным с погрешностью на части границы,
([2–5] и теорема 2), только в случаях, когда неравенство (3.12) обращается в равенство.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН
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УДК 519.626

ОБ ЭФФЕКТИВНОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО

УПРАВЛЕНИЯ С ПОМОЩЬЮ МЕТОДОЛОГИИ БЫСТРОГО

АВТОМАТИЧЕСКОГО ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ1

А.Ф.Албу, В.И. Зубов

В работе рассматривается эффективный метод решения задач оптимального управления тепловыми

процессами с фазовыми переходами. Сформулировано и обосновано утверждение о том, что машинное

время, требуемое для определения компонент градиента целевой функции с помощью этого метода, не

превышает времени, требуемого для вычисления двух значений самой функции.

Ключевые слова: оптимальное управление, градиент, быстрое автоматическое дифференцирование,

сопряженная задача, задача Стефана.

A. F.Albu, V. I. Zubov. On the efficiency of solving optimal control problems by means of Fast Automatic

Differentiation technique.

A efficient method is introduced for solving the problems of optimal control of thermal processes with phase

transitions. The following statement is formulated and proved: the time of computing the components of the

gradient of the objective function by means of the proposed method does not exceed the time of computing two

values of the function.

Keywords: optimal control, gradient, fast automatic differentiation, adjoint problem, Stefan problem.

Введение

Хорошо известно, что распространение тепла в различных средах оказывает большое влия-
ние на характер протекания многих важных для практики процессов. С математической точки
зрения распространение тепла описывается краевыми задачами для уравнения теплопровод-
ности. Найти решение этих краевых задач в явном виде, как правило, не удается. Поэтому
был разработан класс численных методов решения краевых задач для уравнения теплопро-
водности.

Выдвигаемые практикой задачи заключаются не только в описании и изучении процессов
распространения тепла, но и в оптимальном управлении такими процессами. Это привело к
созданию теории оптимального управления тепловыми процессами. Здесь также достигнуты
значительные успехи, несмотря на то что задачи оптимального управления на порядок сложнее
“прямых” задач (краевых задач для уравнения теплопроводности) как в теоретическом плане,
так и с точки зрения получения численных решений.

Один из важных классов задач, описывающих распространение тепла, связан с наличием
такого свойства процессов, что при их протекании исследуемое вещество претерпевает фазо-
вые превращения с выделением или поглощением тепла. Задачи этого класса известны под
общим названием задачи Стефана. Существенной чертой таких задач является наличие дви-
жущейся поверхности раздела между двумя фазами, причем ни вид данной поверхности, ни
закон ее движения заранее неизвестны и должны быть определены в процессе решения. Имен-
но на этой поверхности происходит поглощение или выделение тепла, связанное с фазовым
переходом. Задачи этого класса заметно сложнее тех, в которых отсутствует переход веще-
ства из одной фазы в другую. Основная причина возникающих сложностей состоит в том,

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 14-11-00782).
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что на поверхности раздела фаз коэффициенты уравнения теплопроводности терпят разрыв.
Известны два основных подхода к поиску численного решения данной проблемы. Первый свя-
зан с явным построением поверхности раздела фаз. Однако даже в простейших случаях это
требует построение громоздких процедур и больших затрат машинного времени, а для прак-
тически важных задач, где таких поверхностей много и они имеют довольно причудливые
формы, использование данного подхода представляется нерациональным. Второй подход ос-
нован на использовании так называемых алгоритмов сквозного счета. Здесь явного выделения
поверхности раздела фаз не требуется, но приходится работать с уравнениями, коэффициен-
ты которых — сильно меняющиеся или разрывные функции. Получение численного решения
краевой задачи здесь также требует использования специальных алгоритмов.

Что касается задач оптимального управления процессами с фазовыми переходами, то под
ними понимается выбор тех или иных параметров процесса (управляющих параметров) таким
образом, чтобы либо сам процесс протекал по сценарию, наиболее близкому к заданному, либо
поведение границы раздела фаз или функция от значений температуры в некоторой области
были наиболее близки к требуемым. К трудностям решения прямых задач здесь прибавляют-
ся еще специфические трудности решения задач оптимального управления. Вследствие этого
решенных задач немного.

В настоящей работе на примере осесимметричной задачи оптимального управления про-
цессом плавления вещества показан эффективный метод решения задач оптимального управ-
ления тепловыми процессами с фазовыми переходами. Эффективность рассматриваемого ме-
тода состоит в одновременном использовании трех основных элементов. Первые два элемента
связаны с решением прямой задачи.

Во-первых, осуществляется переход от формулировки краевой задачи в терминах темпе-
ратуры к формулировке в терминах теплосодержания (см. [1]). Делается это потому, что при
пересечении поверхности раздела фаз температура меняется непрерывным образом, в то вре-
мя как теплосодержание меняется скачком. Методы сквозного счета позволяют в этом случае
определять распределение температуры более аккуратно. Эта идея была впервые высказана
М.Розе, а впоследствии развита Е. Уайтом (см. [2]).

Вторым элементом данного подхода является алгоритм решения нелинейных систем ко-
нечно-разностных уравнений, полученных в результате аппроксимации краевой задачи, запи-
санной в терминах теплосодержания. В упомянутой работе [2] для этой цели предложены два
алгоритма: модифицированный метод Якоби и модифицированный метод Гаусса — Зейделя.
В новом подходе предлагается итерационный алгоритм решения нелинейной системы уравне-
ний (см. [3]), активно использующий метод прогонки и существенно превосходящий по эффек-
тивности (не менее чем на порядок) алгоритмы работы [2]. Это превосходство проявляется тем
сильнее, чем больше число узлов сетки по пространственной переменной и чем выше требу-
емая итерационная точность. Особенно заметно преимущество рассматриваемого алгоритма
при увеличении величины шага по времени (см., например, [4, табл. 4]). Подробно второй
элемент алгоритма описан в [3].

Наконец, третий элемент связан с прямым методом решения задачи оптимального управ-
ления. Здесь предлагается решать эту задачу методом первого порядка с использованием гра-
диента целевой функции. Вычислить градиент целевой функции, определяемой численно, —
задача непростая. Известные методы вычисления либо дают неточные значения градиента
(что приводит к остановке спуска в пространстве управлений), либо требуют неприемлемых
затрат машинного времени. В нашем подходе предлагается для определения градиента целевой
функции использовать методологию быстрого автоматического дифференцирования (БАД),
предложенную Ю.Г. Евтушенко (см. [5;6]). В основе БАД-методологии лежит сведение зада-
чи оптимального управления к задаче нелинейного программирования. Целевой функционал
и связи, наложенные на управления и фазовые переменные, аппроксимируются, в результате
чего целевому функционалу ставится в соответствие функция конечного числа переменных, а
связям — система алгебраических уравнений. БАД-методология предоставляет канонические
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формулы, с помощью которых получается точное значение компонент градиента выбранно-
го дискретного варианта задачи оптимального управления. В работах [5; 6] Ю.Г.Евтушенко
сформулировал и обосновал утверждение о том, что вычисление градиента функции многих
переменных с помощью методологии быстрого автоматического дифференцирования требует
времени, не превосходящего утроенного времени решения прямой задачи.

В настоящей работе на примере задачи оптимального управления процессом плавления
вещества оценено машинное время, требуемое для вычисления градиента целевой функции с
помощью БАД-методологии в задачах оптимального управления тепловыми процессами с фа-
зовыми переходами. Сформулировано и обосновано утверждение о том, что время, требуемое
для определения компонент градиента целевой функции с помощью указанного выше метода,
не превышает времени, требуемого для вычисления двух значений этой функции.

Применение предложенного метода к решению сложных (трехмерных нестационарных)
задач оптимального управления тепловыми процессами с фазовыми переходами показало его
работоспособность и эффективность.

1. Математическая формулировка задачи

Физическая проблема, на примере которой описывается предложенный алгоритм, состоит
в следующем: требуется расплавить заданную часть металлического образца, затратив при
этом минимальное количество подводимого тепла. Сформулированная задача исследуется в
рамках одномерной (с радиальной симметрией) нестационарной постановки (см. [1]). Источник
подводимого тепла располагается вдоль оси симметрии, причем рассматривается случай рас-
пределенного по пространству источника. В качестве управления выбирается распределение
по времени количества выделяемого источником тепла (мощность источника).

В плоскости независимых переменных (r, t) рассмотрим прямоугольную область Q (см.
рисунок).

Траектория движения поверхности раздела фаз.

Область Q = {(r, t) : 0 < r < R, 0 < t ≤ Θ} гладкой линией AB, уравнение которой есть r =
ξ(t), разбивается на две подобласти L (область жидкой фазы) и S (область твердой фазы).
Линия AB — траектория движения поверхности раздела фаз (будем для краткости называть
ее линией плавления). Если t0 ≥ 0 — момент времени, при котором зарождается линия плав-
ления AB, то подобласти L и S определяются соотношениями

L = {(r, t) : 0 < r < ξ(t), t0 < t ≤ Θ}, S = {(r, t) : ξ(t) < r < R, 0 < t ≤ Θ}.

В области Q поставим следующую двухфазную задачу Стефана:

ML ≡ ρLCL
∂TL

∂t
−

1

r

∂

∂r

(

rkL
∂TL

∂r

)

− F (r, t) = 0, (r, t) ∈ L, (1.1)

MS ≡ ρSCS
∂TS

∂t
−

1

r

∂

∂r

(

rkS
∂TS

∂r

)

− F (r, t) = 0, (r, t) ∈ S, (1.2)



Об эффективности решения задач оптимального управления 23

TS(r, 0) = Tin(r), 0 < r < R, (1.3)

TL (ξ(t), t) = TS (ξ(t), t) = Tpl, t0 ≤ t ≤ Θ, (1.4)
[

kS
∂TS

∂r

]

∣

∣

∣

∣

∣

(ξ(t)+0,t)

−

[

kL
∂TL

∂r

]

∣

∣

∣

∣

∣

(ξ(t)−0,t)

= ρSλξ
′
(t), t0 ≤ t ≤ Θ, (1.5)

kS
∂TS

∂r

∣

∣

∣

∣

∣

R

= α [Tex − TS(R, t)] , 0 < t ≤ Θ, (1.6)

∂TL

∂r
(0, t) = 0, t0 < t ≤ Θ, (1.7)

∂TS

∂r
(0, t) = 0, 0 < t < t0. (1.8)

Здесь T (r, t) — температура вещества в точке с координатами (r, t); ρ, C, k — плотность веще-
ства, его теплоемкость и коэффициент теплопроводности соответственно; λ — теплота плав-
ления вещества; нижние индексы L и S указывают на принадлежность величины жидкой
или твердой фазе соответственно; Tpl — температура плавления вещества; Tin(r) — начальная
температура вещества, Tin(r) ≤ Tpl; α — коэффициент теплообмена с окружающей средой;
Tex — температура окружающей среды. Источник подводимого тепла F (r, t) представим в ви-
де F (r, t) = ϕ(r)f(t), где ϕ(r) — некоторая заданная функция, описывающая распределение
выделяемой энергии по пространству. Задачу (1.1)–(1.8) при заданной функции f(t) будем
называть прямой задачей.

Пусть ξ(t) — линия плавления, соответствующая источнику f(t), t ∈ [0,Θ] и ξf — макси-
мальное значение величины ξ(t) при t0 ≤ t ≤ Θ. Будем говорить, что функция f(t) принадле-
жит классу K(Θ), если она

• определена и кусочно-непрерывна на отрезке [0,Θ],
• имеет кусочно-непрерывную производную,
• удовлетворяет ограничениям 0 ≤ f(t) ≤ fmax для всех [0,Θ],
• соответствующее ей ξf ≥ Rpl, где Rpl (Rpl < R) — заданная величина.

Величина fmax может быть бесконечно большой, т. е. ограничение сверху может отсутствовать.
Заметим также, что для заданной конечной величины fmax значение величины Θ не должно
быть меньше некоторого определенного значения, иначе класс K(Θ) окажется пустым.

Вариационную задачу можно сформулировать следующим образом: среди функций f(t)
из класса K(Θ) найти такую функцию fopt(t), что функционал

J =

Θ
∫

0

f(t)dt (1.9)

достигает на ней минимального значения.
На примере этой задачи ниже будут оценены трудоемкости решения прямой задачи и про-

цедуры вычисления градиента целевой функции. Пусть T0 — полное время, требуемое для
численного решения прямой задачи (задачи определения температурного поля) и для вычис-
ления значения целевой функции; Tg — время, требуемое для определения градиента этой
функции. Нас будет интересовать отношение Tg/T0.

При определении T0 и Tg будем учитывать только время выполнения арифметических
операций (+,−,×, /) и операций сравнения (if), которые встречаются в используемых алго-
ритмах. Договоримся использовать традиционную RAM-модель вычислений (см., например,
[7]), в рамках которой трудоемкость доступа к ячейкам памяти и выполнения элементарных
операций предполагается независящей от величины аргументов. Кроме того, во внимание не
будет приниматься время, затрачиваемое на определение величин, не зависящих от фазовых
переменных (значения которых могут быть вычислены до начала итерационного процесса).
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2. Алгоритм решения прямой задачи

В работе [1] изложен алгоритм численного решения прямой задачи. Мы приводим дан-
ный алгоритм с незначительными сокращениями, достаточными для понимания дальнейших
рассуждений. В основе метода лежит переход от формулировки задачи (1.1)–(1.8) в терминах
температуры T (r, t) к формулировке в терминах функции теплосодержания E(r, t):

∂E

∂t
=

1

r

∂

∂r

(

rΩ(E)
∂T (E)

∂r

)

+ F (r, t), (r, t) ∈ Q,

E(r, 0) = E(Tin(r)), 0 < r < R, (2.1)
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∂T (E)

∂r

∣

∣

∣

∣

∣

r=R

= α [Tex − T (E(R, t))] , 0 ≤ t ≤ Θ,

где

T (E) =







Eρ−1
S C−1

S , E < E− = ρSCSTpl,
Tpl, E− ≤ E ≤ E+=E−+ρSλ,

[E+(ρLCL−ρSCS)Tpl−ρSλ] ρ
−1
L C−1

L , E+ < E,

Ω(E) = k(T (E)) =







kS , E < E−,
E1E + E2, E− ≤ E ≤ E+,
kL, E > E+,

E1 = (kL − kS)/(E+ − E−); E2 = kS −E− ·E1.
Для численного решения краевой задачи (2.1) в области Q вводится неравномерная сетка

ω = {ri, t
j}, где

r0 = t0 = 0, ri = ri−1 + hi−1, tj = tj−1 + τ j, i = 1, . . . ,K; j = 1, . . . ,M.

Использование неявной аппроксимации по времени и интегро-интерполяционного метода
приводит к следующей системе конечно-разностных уравнений:

Ej
0 + a0Ω̂(E

j
0)T (E

j
0)− a0Ω̂(E

j
0)T (E

j
1) = Ej−1

0 + τ jF j
0 ,

Ej
i + [aiΩ̂(E

j
i ) + biΩ̂(E

j
i−1)]T (E

j
i )− biΩ̂(E

j
i−1)T (E

j
i−1)− aiΩ̂(E

j
i )T (E

j
i+1) = Ej−1

i + τ jF j
i , (2.2)

1 ≤ i ≤ K − 1,

Ej
K + [aKα+ bKΩ̂(Ej

K−1)]T (E
j
K)− bKΩ̂(Ej

K−1)T (E
j
K−1) = aKαTex + Ej−1

K + τ jF j
K ,

j = 1, . . . ,M.

Здесь введены следующие обозначения:

Ej
i = E(ri, t

j), F j
i = F (ri, t

j), Ω̂(Ej
i ) = Ω[(Ej

i +Ej
i+1)/2],

а выражения для коэффициентов ai и bi приведены в [1].
Система (2.2) разбивается на M подсистем, которые связывают величины, зависящие от

значений функции теплосодержания на временном слое с номером j, с величинами, опреде-
ляемыми функцией теплосодержания на предыдущем временном слое с номером (j − 1), где
j = 1, 2, . . . ,M .
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Решение полученной конечно-разностной системы уравнений осуществляется с помощью
нового метода, описанного в [3]. Для этого функцию температуры на временном слое j пред-
ставляем в виде T (Ej

i ) = µ(Ej
i )E

j
i + ν(Ej

i ), где функции µ и ν определяются формулами

µ(Ej
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E3, E+ < Ej
i ,

E3 = ((ρLCL − ρSCS)Tpl − ρSλ) ρ
−1
L C−1

L .

Итерационный процесс для решения этой системы уравнений строится следующим обра-
зом. Если (K + 1)-мерный вектор V

n = ‖V n
0 V n

1 . . . V n
K‖T представляет собой приближение к

вектору E
j , полученное на n-й итерации (в качестве начальной итерации V

0 берется значе-
ние вектора E с предыдущего временного слоя, т. е. Ej−1), то вектор V

n+1 на каждом шаге
итерации определяется как решение следующей системы уравнений:
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K−1), BK(Vn) = 0, CK(Vn) = 1 + (αaK + bKΩ̂(V n

K−1))µ(V
n
K),

DK(Vn) = bKΩ̂(V n
K−1)ν(V

n
K−1)− (αaK + bKΩ̂(V n

K−1))ν(V
n
K) + αaKTex +Ej−1

K + τ jF j
K .

Операции, используемые при реализации метода прогонки и при вычислении прогоночных
коэффициентов Ai, Bi, Ci, Di (i = 0, 1, . . . ,K), являются арифметическими операциями меж-
ду двумя переменными или одной переменной и константой. Время, необходимое для вы-
полнения операций сложения, вычитания, умножения и деления, обозначим соответственно
T+, T−, T×, T/. Пусть N+, N−, N×, N/ — соответственно количество сложений, вычитаний, умно-
жений и делений среди арифметических операций. Кроме того, при определении прогоночных
коэффициентов системы уравнений (2.3) необходимы значения функций Ω̂(Ej

i ), µ(E
j
i ) и ν(Ej

i ),
для вычисления которых используются операции сравнения if . Обозначим время, необходимое
для выполнения одной операции сравнения, через Tif , а количество этих операций — через Nif .
Предполагаем, что T+ = T−. Поэтому количество сложений и вычитаний будем суммировать
вместе и обозначать N+.

При вычислении прогоночных коэффициентов Ai, Bi, Ci, Di (i = 0, 1, . . . ,K) и при решении
системы уравнений (2.3) с помощью указанного выше алгоритма выполняются N+ = 12K + 3
операций сложения и вычитания, N× = 11K + 3 операций умножения, N/ = 3K + 6 операций
деления и Nif = 6K +4 операций сравнения. Если обозначить через N∗ количество итераций,
выполненных на одном временном слое для достижения требуемой точности, то количество
операций, необходимое для определения температурного поля, увеличивается в N∗ ·M раз.

Заканчивается процесс решения задачи (2.1) выделением линии плавления. Пусть Epl =
(E− + E+)/2. Если для некоторого значения 0 ≤ z ≤ K при t = tj выполняются условия
Ej

z ≥ Epl, а Ej
z+1 < Epl, тогда радиус плавления ξj вычисляется по формуле

ξj =
(Epl − Ej

z+1)(rz − rz+1)

Ej
z −Ej

z+1

+ rz+1. (2.4)
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Соотношение (2.4) позволяет заключить, что при определении радиуса плавления ξj во
все моменты времени выполняются в среднем M ·K/2 операций сравнения, M ·K/2 операций
умножения, M ·K/2 операций деления и 2M ·K операций сложения и вычитания.

Решение вариационной задачи, сформулированной в первом разделе, проводилось числен-
но с использованием градиентных методов. Для выделения функций сравнения из множества
функций, принадлежащих классу K(Θ), применялся метод внешних штрафных функций. Вы-
биралась штрафная функция следующего вида g(r) = A · (r − Rpl)

2, где A — константа. При
этом задача условной минимизации целевого функционала J из (1.9) сводилась к задаче без-
условной минимизации обобщенного функционала I = J + g(ξf ).

Максимальное значение радиуса плавления ξf находится по формуле ξf = max
1≤j≤M

ξj, где ξj

определено в (2.4). Если этот максимум достигается при j = m (1 ≤ m ≤ M), то

ξf = ξf (f) =
(Epl − Em

z+1)(rz − rz+1)

Em
z −Em

z+1

+ rz+1.

Используя для аппроксимации целевого функционала из (1.9) метод прямоугольников,
получим следующее выражение, аппроксимирующее обобщенный функционал I:

I ≈ Ĩ(f) =

M
∑

j=1

τ jf j+A(ξf (f)−Rpl)
2.

При вычислении значения Ĩ выполняются (M+2) операций умножения и 2 операции сложения
и вычитания.

Таким образом, полное время T0, требуемое для численного решения прямой задачи и для
вычисления значения целевой функции, рассчитывается по формуле

T0 = (N∗ ·M · (6K + 4) +M ·K/2) · Tif + (N∗ ·M · (3K + 6) +M ·K/2) · T/

+ (N∗ ·M · (11K + 3) +M ·K/2 +M + 2) · T× + (N∗ ·M · (12K + 3) + 2M ·K + 2) · T+.

Оценим теперь время Tg, требуемое для вычисления градиента целевой функции.

3. Алгоритм вычисления градиента в задаче оптимального управления

процессом плавления вещества

Соотношения, с помощью которых вычисляется градиент функционала I, выводятся на
основе методологии быстрого автоматического дифференцирования (см. [5]). Для того чтобы
воспользоваться этим методом, дискретный вариант (2.2) краевой задачи (2.1) приводится к
так называемому каноническому виду

Ej
i = Ψ

[

(i, j), Z(i,j), U(i,j)

]

. (3.1)

Здесь через Z(i,j) обозначено множество всех Ej
i со всеми индексами i и j, элементы которых

встречаются во всех слагаемых левой части, кроме первого, и в правой части равенств (2.2), а
через U(i,j) — множество всех f j, элементы которых встречаются в правой части равенств (2.2).

Тогда согласно БАД-методологии [5; 1, c. 525] компоненты градиента обобщенной функции Ĩ
по компонентам вектора f j вычисляются по формуле

dĨ

df j
= Ĩfj +

∑

(q,v)∈K(q,v)

ΨT
fj

[

(q, v), Z(q,v), U(q,v)

]

· pvq , 1 ≤ j ≤ M, (3.2)



Об эффективности решения задач оптимального управления 27

где pvq — сопряженные переменные (импульсы) — определяются как решения следующей си-
стемы линейных алгебраических уравнений:

pji =
∑

(q,v)∈Q(q,v)

ΨT
Ej

i

[

(q, v), Z(q,v), U(q,v)

]

· pvq + Ĩ
Ej

i

, 0 ≤ i ≤ K; 1 ≤ j ≤ M. (3.3)

Индексные множества Q(i,j) и K(i,j) определяются соотношениями

Q(i,j) =
{

(q, v) : (i, j) ∈ Q(q,v)

}

, Q(i,j) =
{

(i, j) : Ej
i ∈ Z(i,j)

}

,

K(i,j) =
{

(q, v) : (i, j) ∈ K(q,v)

}

, K(i,j) =
{

(i, j) : f j ∈ U(i,j)

}

.

Для конкретного вида функции Ψ из (3.1), определяемого аппроксимацией (2.2) краевой
задачи (2.1), систему уравнений (3.3) записываем в следующем виде:

pM+1
i = 0, i = 0, . . . ,K,

pj0 = −a0Y
j
1 p

j
0 + b1Y

j
1 p

j
1 + pj+1

0 + Ĩ
Ej

0
, (3.4)

pji = ai−1X
j
i p

j
i−1 − aiY

j
i+1p

j
i − biX

j
i p

j
i + bi+1Y

j
i+1p

j
i+1 + pj+1

i + Ĩ
Ej

i
, 1 ≤ i ≤ K − 1,

pjK = aK−1X
j
KpjK−1 − bKXj

KpjK − aKαT
′

Ej
K

(Ej
K)pjK + pj+1

K + Ĩ
Ej

K

,

j = M,M − 1, . . . , 1.

Здесь через Xj
i , Y

j
i , Ĩ

Ej
i

обозначены производные

Xj
i =

∂

∂Ej
i

(

Ω̂(Ej
i−1)T (E

j
i )
)

−
∂

∂Ej
i

(

Ω̂(Ej
i−1)T (E

j
i−1)

)

, i = 1, 2, . . . ,K,

Y j
i =

∂

∂Ej
i−1

(

Ω̂(Ej
i−1)T (E

j
i−1)

)

−
∂

∂Ej
i−1

(

Ω̂(Ej
i−1)T (E

j
i )
)

, i = 1, 2, . . . ,K,

Ĩ
Ej

i
=







Λ(Epl − Em
z+1), i = z, j = m,

Λ(Em
z − Epl), i = z + 1, j = m,

0, в остальных случаях,
i = 0, 1, . . . ,K,

где

Λ = 2A
(rz+1 − rz)

(Em
z −Em

z+1)
2

[

(Epl −Em
z+1)(rz − rz+1)

Em
z − Em

z+1

+ rz+1 −Rpl

]

,

z — индекс, который определяется при расчете радиуса плавления по формуле (2.4), а коэф-
фициенты ai, bi (i = 0, 1, . . . ,K) определены во втором разделе.

Для того чтобы воспользоваться методом прогонки, система уравнений (3.4) приводится
к трехдиагональному матричному виду. При вычислении прогоночных коэффициентов этой
системы выполняются Nif = 20K + 4 операций сравнения, N/ = K + 6 операций деления,
N× = 16K + 7 операций умножения и N+ = 16K + 9 операций сложения и вычитания. При
решении системы линейных алгебраических уравнений (3.4) на одном временном слое с помо-
щью метода прогонки выполняются еще N/ = 2K+2 операций деления, N× = 3K+1 операций
умножения и N+ = 3K операций сложения и вычитания.

Таким образом, для решения сопряженной задачи требуется выполнение Nif = M ·(20K+4)
операций сравнения, N/ = M · (3K + 8) операций деления, N× = M · (19K + 8) операций
умножения и N+ = M · (19K + 9) операций сложения и вычитания.



28 А.Ф.Албу, В.И. Зубов

И, наконец, согласно формуле (3.2) компоненты вектора градиента обобщенной функции Ĩ
могут быть вычислены с помощью формулы

dĨ

df j
= τ j + τ j

w
∑

i=0

pjiϕi, 1 ≤ j ≤ M,

где w — номер узла, определяемого равенством

ϕ(r) =

{

ϕw(r) 6= 0, 0 ≤ r ≤ rw,
0, r > rw.

Для вычисления всех компонент градиента по этой формуле выполняются не более N× =
M(K + 2) операций умножения и M операций сложения.

Общее время Tg, требуемое для вычисления градиента целевой функции с помощью фор-
мул быстрого автоматического дифференцирования, определяется соотношением

Tg = M · (20K + 4) · Tif +M · (3K + 8) · T/ +M · (20K + 10) · T× +M · (19K + 10) · T+. (3.5)

Исследуемая в работе задача является нелинейной. Следовательно, при решении прямой
задачи осуществляются как минимум две итерации (N∗ = 2). Таким образом, время T0, тре-
буемое для численного решения прямой задачи и для вычисления значения целевой функции,
удовлетворяет неравенству

T0 ≥ (2M · (6K + 4) +M ·K/2) · Tif + (2M · (3K + 6) +M ·K/2) · T/

+ (2M · (11K + 3) +M ·K/2 +M + 2) · T× + (2M · (12K + 3) + 2M ·K + 2) · T+

> M · (10K + 2) · Tif +M · (1.5K + 4) · T/ +M · (10K + 5) · T× +M · (9.5K + 5) · T+.

Сравнивая последнее неравенство и выражение, определяющее значение Tg по форму-
ле (3.5), можно сделать вывод о том, что Tg/T0 < 2. Таким образом, справедливо следующее
утверждение.

Теорема. Предположим, что

1) Ĩ(f) — скалярная неявно заданная дифференцируемая целевая функция векторного ар-

гумента f ∈ RM ;
2) арифметические действия и вычисление основных элементарных функций, используе-

мые для определения значений функции Ĩ(f), производятся точно. Тогда время, требуемое

для определения градиента целевой функции Ĩ(f) с помощью формул быстрого автоматиче-

ского дифференцирования в задаче оптимального управления (1.1)–(1.9), не превышает вре-

мени, необходимого для вычисления двух значений самой функции.

Результат настоящей работы превосходит результат работы [6] за счет следующих условий:
а) в алгоритме вычисления градиента не появляются элементарные функции, производные

которых вычисляются за время, вдвое большее времени вычисления самой функции;
б) в рассматриваемых задачах для вычисления целевой функции требуется проведение

итераций, в то время как сопряженная задача является линейной (в [6] функция вычисляется
безитерационно).

Предложенный алгоритм решения задачи оптимального управления оказался эффектив-
ным для определения градиента целевой функции при исследовании тепловых задач с фазо-
вым переходом. Этот метод успешно использовался для решения трехмерных нестационарных
вариационных задач (см., например, [8;9]). Многочисленные расчеты прямых задач показали,
что для достижения требуемой итерационной точности (максимальное относительное отклоне-
ние между двумя итерациями не превышало 10−12) необходимо выполнение не менее четырех
итераций на каждом временном слое (т. е. N∗ ≥ 4). Поэтому в рассмотренных задачах факти-
чески Tg/T0 ≤ 1, т. е. вычисление градиента требует примерно столько же машинного времени,
что и решение прямой задачи.
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Следует также отметить, что указанный подход является универсальным и он может быть
успешно применен при исследовании других задач оптимального управления сложными си-
стемами.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 21 № 4 2015

УДК 517.518

О СХОДИМОСТИ ПОЧТИ ВСЮДУ

ЛАКУНАРНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

КРАТНЫХ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ СУММ ФУРЬЕ1

Н. Ю.Антонов

Пусть последовательность d-мерных векторов nk = (n1
k
, n2

k
, . . . , nd

k
) с положительными целочисленны-

ми координатами удовлетворяет условию nj
k
= αjmk + O(1), k ∈ N, 1 6 j 6 d, где α1 > 0, . . . , αd > 0, а

{mk}
∞
k=1 — возрастающая последовательность натуральных чисел. При некоторых условиях на функцию

ϕ : [0,+∞) → [0,+∞) доказано, что если что для любой функции g ∈ ϕ(L)([0, 2π)) последовательность

сумм Фурье Smk
(g, x) сходится почти всюду, то для любого d ∈ N, для всех f ∈ ϕ(L)(ln+ L)d−1([0, 2π)d)

последовательность Snk
(f,x) прямоугольных частичных сумм кратного тригонометрического ряда Фурье

функции f , а также соответствующие последовательности частичных сумм всех его сопряженных рядов

сходятся почти всюду.

Ключевые слова: кратные тригонометрические ряды Фурье, сходимость почти всюду.

N. Yu.Antonov. On almost everywhere convergence for lacunary sequences of multiple rectangular Fourier

sums.

Let a sequence of d-dimensional vectors nk = (n1
k
, n2

k
, . . . , nd

k
) with positive integer coordinates satisfy the

condition nj
k
= αjmk + O(1), k ∈ N, 1 6 j 6 d, where α1 > 0, . . . , αd > 0, and {mk}

∞
k=1 is an increasing

sequence of positive integers. Under some conditions on a function ϕ : [0,+∞) → [0,+∞), it is proved that, if

the sequence of Fourier sums Smk
(g, x) converges almost everywhere for any function g ∈ ϕ(L)([0, 2π)), then,

for any d ∈ N and f ∈ ϕ(L)(ln+ L)d−1([0, 2π)d), the sequence Snk
(f,x) of rectangular partial sums of the

multiple trigonometric Fourier series of the function f and the corresponding sequences of partial sums of all

conjugate series converge almost everywhere.

Keywords: multiple trigonometric Fourier series, convergence almost everywhere.

1. Введение

Пусть N, Z, R — множества натуральных, целых и действительных чисел соответственно,
d ∈ N, E ⊂ R

d, ϕ : [0,+∞) → [0,+∞) — неубывающая функция. Обозначим через ϕ(L)(E)
множество всех определенных на E измеримых по Лебегу вещественнозначных функций f,
удовлетворяющих условию

∫

E

ϕ(|f(t)|)dt <∞.

Пусть f : Rd → R — 2π-периодическая по каждой переменной функция такая, что f ∈

L([0, 2π)d), k = (k1, k2, . . . , kd) ∈ Z
d, x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ R

d, kx = k1x1 + k2x2 + . . . + kdxd,
∑

k∈Zd

ake
ikx (1.1)

— кратный тригонометрический ряд Фурье функции f. Пусть n = (n1, n2, . . . , nd) — вектор
с неотрицательными целочисленными координатами. Обозначим через Sn(f,x) значение n-й
прямоугольной частичной суммы ряда (1.1):

Sn(f,x) =
∑

k=(k1,...,kd) : |kj |6nj, 16j6d

ake
ikx

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-11-00702).
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(далее прямоугольные частичные суммы ряда (1.1) будем для краткости называть также сум-
мами Фурье).

Пусть B — некоторое непустое подмножество множества первых d натуральных чисел:
B = {r1, . . . , rl} ⊂ {1, . . . , d}. Ряд

∑

k∈Zd

l
∏

j=1

(−i sign krj )ake
ikx (1.2)

называется сопряженным к ряду (1.1) по переменным, номера которых входят во множество B,
или B-сопряженным, а n-я прямоугольная частичная сумма S̃n,B(f,x) ряда (1.2) определяет-
ся аналогично n-й прямоугольной частичной сумме ряда (1.1). При d = 1 ряды (1.1) и (1.2)
совпадают соответственно с обычным тригонометрическим рядом Фурье 2π-периодической
функции и его сопряженным рядом. В случае, когда множество B пустое, будем считать, что
ряд (1.2) совпадает с рядом (1.1), а S̃n,∅(f,x) — с Sn(f,x). Вообще, всюду далее произве-
дение

∏

, в котором множество сомножителей пусто, будем по определению считать равным
единице. Через mesE будем обозначать лебегову меру множества E, будем также полагать
ln+ u = ln(u+ e), u > 0.

Рассмотрим одномерный случай (d = 1). Л.Карлесон [1] доказал, что если f ∈ L2([0, 2π)),
то тригонометрический ряд Фурье функции f сходится почти всюду. Р.Хант [2] обобщил это
утверждение о сходимости почти всюду рядов Фурье на функции из классов Lp([0, 2π)), p > 1,
и L(ln+ L)2([0, 2π)), а П.Шёлин [3] — на функции из класса L(ln+ L)(ln+ ln+ L)([0, 2π)). Ав-
тором [4] было установлено, что условие f ∈ L(ln+ L)(ln+ ln+ ln+ L)([0, 2π)) также является
достаточным для сходимости почти всюду ряда Фурье функции f. Наилучший на сегодняш-
ний день результат, касающийся расходимости на множестве положительной меры рядов Фу-
рье функций из классов ϕ(L)([0, 2π)), принадлежит С.В.Конягину [5]: для любой неубываю-
щей функции ϕ : [0,+∞) → [0,+∞), удовлетворяющей условию ϕ(u) = o

(

u
√

lnu/ ln lnu
)

при
u → ∞, найдется функция из класса ϕ(L)([0, 2π)) такая, что ее ряд Фурье неограниченно
расходится всюду на [0, 2π).

В 2005 г. С.В.Конягиным [6] была доказана следующая теорема о расходимости подпо-
следовательностей последовательности сумм Фурье: для любой возрастающей последователь-
ности {nk}

∞
k=1 ⊂ N и любой неубывающей функции ϕ : [0,∞) → [0,∞), удовлетворяющей

условию ϕ(u) = o(u ln lnu), u → ∞, найдется функция F ∈ ϕ(L)([0, 2π)) такая, что подпосле-
довательность Snk

(F, x) неограниченно расходится всюду.
Последовательность натуральных чисел {nk}

∞
k=1 называется лакунарной (по Адамару), ес-

ли существует число q > 1 такое, что nk+1/nk > q для любого k ∈ N. В связи с результатом
работы [6] С.В.Конягиным была сформулирована гипотеза о том, что если последователь-
ность {nk}

∞
k=1 ⊂ N лакунарная, то подпоследовательность Snk

(f, x)∞k=1 последовательности
сумм Фурье любой функции f из класса L(ln+ ln+ L)([0, 2π)) сходится почти всюду. В рам-
ках исследования этой гипотезы сначала В.Ли [7] доказал сходимость почти всюду лакунар-
ной подпоследовательности последовательности сумм Фурье произвольной функции из класса
f ∈ L(ln+ ln+ L)(ln+ ln+ ln+ L)([0, 2π)), а затем Ф.Ди Плинио [8] усилил результат работы [7],
показав, что условие f ∈ L(ln+ ln+ L)(ln+ ln+ ln+ ln+ L)([0, 2π)) также является достаточным
для сходимости почти всюду лакунарной подпоследовательности последовательности сумм
Фурье функции f.

Обратимся теперь к случаю кратных рядов Фурье (d > 2). Ряд (1.1) (ряд (1.2)) называется
сходящимся по кубам (в случае d = 2 — по квадратам) в точке x ∈ [0, 2π)d, если последо-
вательность кубических частичных сумм (т. е. последовательность Sn(f,x) (S̃n,B(f,x)), при
n = (n, n, . . . , n)) имеет предел при n→ ∞.

Сходимость почти всюду по квадратам рядов Фурье функций f ∈ L2([0, 2π)2) была уста-
новлена Н.Р.Тевзадзе [9]. Ч.Фефферман [10] распространил этот результат на функции f ∈

Lp([0, 2π)d), p > 1, d > 2, а затем П.Шёлин [11] доказал, что если функция f принадлежит
классу L(ln+ L)d(ln+ ln+ L)([0, 2π)d), d > 2, то ее ряд Фурье сходится по кубам почти всюду.
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Автором в [12] доказана теорема, позволяющая переносить результаты о сходимости почти
всюду одномерных рядов Фурье функций из классов ϕ(L)([0, 2π)) на кратные ряды Фурье
функций из классов ϕ(L)(ln+ L)d−1([0, 2π)d) в случае сходимости по кубам. В качестве след-
ствия этой теоремы и результата работы [4] там получено утверждение о сходимости почти
всюду по кубам рядов Фурье функций из класса L(ln+ L)d(ln+ ln+ ln+ L)([0, 2π)d). Наилучший
на сегодня результат, касающийся расходимости по кубам на множестве положительной меры
кратных рядов Фурье функций из ϕ(L)([0, 2π)d), d > 2, принадлежит С.В.Конягину [13]: для
любой функции ϕ(u) = o(u(ln u)d−1 ln lnu) при u → ∞ существует f ∈ ϕ(L)([0, 2π)d) с расхо-
дящимся всюду по кубам рядом Фурье. В работе [14] результаты работы [12] распространены
с последовательности кубических сумм Фурье на последовательности сумм Фурье несколько
более общего вида.

Ниже, как и в [14], мы будем рассматривать последовательности кратных прямоугольных
сумм Фурье Snk

(f,x) такие, что векторы nk = (n1k, n
2
k, . . . , n

d
k) удовлетворяют условию

njk = αjmk +O(1), k ∈ N, 1 6 j 6 d, (1.3)

где α = (α1, . . . , αd) — вектор с положительными координатами, а {mk}
∞
k=1 — некоторая после-

довательность натуральных чисел. Обозначим через Φ̄ множество всех непрерывных функций
ϕ : [0,+∞) → [0,+∞), представимых в виде ϕ(u) = uψ(u), где функция ψ(u) дифференциру-
ема при u > A > 0, ψ(u) и uψ′(u) не убывают на [A,+∞), а ψ(u)u−1/2 и ψ′(u) не возрастают
на [A,+∞).

В настоящей работе доказана следующая

Теорема 1. Пусть ϕ ∈ Φ̄, {mk}
∞
k=1 — возрастающая последовательность натуральных

чисел. Предположим, что для любой функции g ∈ ϕ(L)([0, 2π)) последовательность сумм

Фурье Smk
(g, x) сходится почти всюду. Тогда для каждого d ∈ N, любого d-мерного век-

тора (α1, . . . , αd) с положительными координатами, произвольной последовательности nk,
удовлетворяющей условию (1.3), и любой функции f ∈ ϕ(L)(ln+ L)d−1([0, 2π)d) последователь-

ность Snk
(f,x) и последовательности S̃nk,B(f,x) для всех B ⊂ {1, 2, . . . , d} сходятся почти

всюду на [0, 2π)d.

Следствием теоремы 1 и результата работы [4] является следующее утверждение.

Теорема 2 [14, теорема 2]. Пусть d ∈ N, последовательность nk = (n1k, n
2
k, . . . , n

d
k) удо-

влетворяет условию (1.3). Тогда, если f ∈ L(ln+ L)d(ln+ ln+ ln+ L)([0, 2π)d), то последова-

тельность Snk
(f,x) и последовательности S̃nk,B(f,x) для всех B ⊂ {1, 2, . . . , d} сходятся

почти всюду на [0, 2π)d.

Из теоремы 1 и результата работы [8] вытекает

Теорема 3. Пусть d ∈ N, последовательность {nk}
∞
k=1 ∈ N

d удовлетворяет ус-

ловию (1.3), причем последовательность {mk}
∞
k=1 в этом условии является лакунарной. То-

гда для произвольной функции f ∈ L(ln+ L)d−1(ln+ ln+ L)(ln+ ln+ ln+ ln+ L)([0, 2π)d) последо-

вательность Snk
(f,x) и последовательности S̃nk ,B(f,x) для всех B ⊂ {1, 2, . . . , d} сходятся

почти всюду на [0, 2π)d.

2. Вспомогательные утверждения

Пусть ϕ ∈ Φ̄. Можно считать, что в формулировке условий на функцию ψ(u) число A рав-
но нулю; в противном случае можно рассматривать функцию ψ1(u) = ψ(u+A), которая также
удовлетворяет требуемым свойствам; при этом соответствующие классы ϕ(L)(ln+ L)d−1([0, 2π)d),
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d ∈ N, не изменятся. Далее, так как ϕ′(u) = ψ(u) + uψ′(u) не убывает на [0,+∞), то ϕ(u) вы-
пуклая на [0,+∞). Так как

(

ϕ
(√
u
))′

=
ψ(

√
u)

2
√
u

+
ψ′(

√
u)

2

не возрастает на [0,+∞), то ϕ(
√
u) вогнутая на [0,+∞). Классы ϕ(L)(ln+ L)d−1([0, 2π)d), d ∈ N,

также не изменятся, если функцию ϕ заменить на отрезке [0, u0] на функцию u3/2, а на ин-
тервале (u0,+∞) — на функцию uψ(u) + b, где числа u0 ∈ (0, e] и b ∈ R выбраны так, чтобы
функция ϕ(u) осталась выпуклой (в частности, непрерывной) на [0,+∞), а функция ϕ(

√
u) —

вогнутой на [0,+∞).
Таким образом, с учетом вышеотмеченного, не ограничивая общности, в доказательстве

теоремы 1 будем для удобства полагать, что

ϕ(u) =

{

uψ(u) + b, u > u0,

u3/2, 0 6 u 6 u0,
(2.1)

где функция ψ(u) дифференцируема при u > u0, ψ(u) и uψ′(u) не убывают на [u0,+∞), а
ψ(u)u−1/2 и ψ′(u) не возрастают на [u0,+∞); кроме того, функция ϕ(u) выпуклая на [0,+∞),
а функция ϕ(

√
u) — вогнутая на [0,+∞). Множество функций ϕ(u) ∈ Φ̄ с описанными выше

дополнительными свойствами будем обозначать через Φ.
Следующее утверждение является тривиальным следствием леммы 2 работы [14].

Лемма 1. Пусть ϕ ∈ Φ, f ∈ ϕ(L) ln+ L (Rd), µ, ν ∈ R, µ2 + ν2 6= 0. Тогда функция

hµ,ν(x1, x2, . . . , xd), определяемая равенством

hµ,ν(x1, x2, . . . , xd) =

∫

R

f(x1 + µt, x2 + νt, x3, . . . , xd)
1

t
dt, (2.2)

где интеграл понимается в смысле главного значения, принадлежит классу ϕ(L)(Rd) и
∫

Rd

ϕ(|hµ,ν(x1, . . . , xd)|) dx1 . . . dxd 6 A1

∫

Rd

ϕ(|f(x1, . . . , xd)|) ln
+ |f(x1, . . . , xd)| dx1 . . . dxd,

где константа A1 не зависит от f.

Теперь докажем аналог леммы 1 для класса L2(R).

Лемма 2. Пусть f ∈ L2(Rd), µ, ν ∈ R, µ2 + ν2 6= 0. Тогда функция hµ,ν(x1, x2, . . . , xd),
определяемая равенством (2.2), принадлежит классу L2(Rd) и

∫

Rd

(hµ,ν(x1, . . . , xd))
2 dx1 . . . dxd 6 A2

∫

Rd

f2(x1, . . . , xd) dx1 . . . dxd, (2.3)

где константа A2 не зависит от f.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть g ∈ L2(R), ḡ(x) — преобразование Гильберта функции g:

ḡ(x) =

∫

R

g(t+ x)

t
dt,

где интеграл понимается в смысле главного значения. Известно (см., например, [15, гл. 5,
теорема 2]), что преобразование Гильберта является оператором типа (2, 2), т. е. существует
абсолютная константа A2 > 0 такая, что для всех g ∈ L2(R)

∫

R

(ḡ(t))2dt 6 A2

∫

R

g2(t)dt. (2.4)



34 Н.Ю.Антонов

Пусть f ∈ L2(Rd). Без ограничения общности можно считать, что µ 6= 0. Вводя новые
переменные x1 = x′1, x2 = x′2 + (ν/µ)x′1, x3 = x′3, . . . , xd = x′d, получим

hµ,ν(x1, x2, . . . , xd) =

∫

R

f
(

x′1 + µt, x′2 +
ν

µ
x′1 + νt, x′3, . . . , x

′
d

)1

t
dt

=

∫

R

f(x′1 + t, x′2 +
ν

µ
(x′1 + t), x′3, . . . , x

′
d)
1

t
dt. (2.5)

При фиксированных x′2,. . . ,x
′
d правая часть (2.5) как функция переменной x′1 является преоб-

разованием Гильберта функции g(x′1) = f(x′1, x
′
2 + (ν/µ)x′1, x

′
3, . . . , x

′
d), поэтому согласно (2.4)

имеем
∫

R

(
∫

R

f(x′1 + t, x′2 +
ν

µ
(x′1 + t), x′3, . . . , x

′
d)
1

t
dt

)2

dx′1

6 A2

∫

R

(

f
(

x′1, x
′
2 + (ν/µ)x′1, x

′
3, . . . , x

′
d

)

)2
dx′1. (2.6)

Интегрируя (2.6) по (x′2, . . . , x
′
d) ∈ R

d−1, пользуясь равенством (2.5) и замечая, что якобиан
перехода от (x′1, x

′
2, . . . , x

′
d) к (x1, x2, . . . , xd) равен единице, получаем (2.3). Лемма доказана.

Пусть

Dn(t) =
sin
(

n+
1

2

)

t

2 sin
t

2

, D̃n(t) =
cos

t

2
− cos

(

n+
1

2

)

t

2 sin
t

2

, n ∈ N, t ∈ R,

— ядро Дирихле и сопряженное ядро Дирихле,

D∗
β(t) =

sinβt

t
, D̃∗

β(t) =
1− cos βt

t
, β > 0, t ∈ R,

— модифицированное ядро Дирихле и модифицированное сопряженное ядро Дирихле соот-
ветственно. Обозначим для функции f, определенной на R,

S∗
β(f, x) =

∫

R

D∗
β(t)f(x+ t)dt, S̃∗

β(f, x) = −

∫

R

D̃∗
β(t)f(x+ t)dt.

Для последовательности положительных чисел θ = {βk}
∞
k=1 положим

M∗(f, x) =M∗(f, θ, x) = sup
k∈N

|S∗
βk
(f, x)|, M̃∗(f, x) = M̃∗(f, θ, x) = sup

k∈N
|S̃∗

βk
(f, x)|.

Лемма 3. Пусть ϕ ∈ Φ, α > 0, {mk}
∞
k=1 — возрастающая последовательность нату-

ральных чисел. Предположим, что для любой функции g ∈ ϕ(L)([0, 2π)) последовательность

сумм Фурье Smk
(g, x) сходится почти всюду. Тогда для функции f ∈ ϕ(L)(R), последователь-

ности θ = {αmk}
∞
k=1 и числа y > 0

mes{x ∈ [−π, π) : M∗(f, θ, x) > y} 6 A3

∫

R

ϕ
( |f(x)|

y

)

dx, (2.7)

mes{x ∈ [−π, π) : M̃∗(f, θ, x) > y} 6 A3

∫

R

ϕ
( |f(x)|

y

)

dx, (2.8)

где константа A3 не зависит ни от f, ни от y.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем вначале справедливость оценки (2.7). Пусть функ-
ция g принадлежит классу ϕ(L)([0, 2π)). Поскольку последовательность сумм Фурье Smk

(g, x)
сходится почти всюду, то мажоранта M(g, x) = M(g, {mk}, x) = sup

k∈N
|Smk

(g, x)| почти всю-

ду конечна. Отсюда согласно [16, теорема 3] найдется константа C1 > 0 такая, что для всех
g ∈ ϕ(L)([0, 2π)) и y > 0 справедлива оценка

mes {x ∈ [−π, π) : M(g, x) > y} 6 C1

π
∫

−π

ϕ
( |g(x)|

y

)

dx. (2.9)

Покажем, что из (2.9) для функций f ∈ ϕ(L)(R) и y > 0 вытекает оценка

mes

{

x ∈
(

−
π

2
,
π

2

)

: sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/2
∫

−π/2

f(t+ x)D∗
mk

(t)dt

∣

∣

∣

∣

> y

}

6 C2

π
∫

−π

ϕ
( |f(x)|

y

)

dx. (2.10)

В самом деле, пусть f1(x) — 2π-периодическая функция, совпадающая на [−π, π) с функцией
f(x), k ∈ N. Тогда с помощью неравенств

|Dmk
(t)−D∗

mk
(t)| 6 C3 при t ∈ (−π, π), |D∗

mk
(t)| 6

2

π
при |t| >

π

2

имеем

∣

∣

∣

∣

π/2
∫

−π/2

f1(t+ x)D∗
mk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

π
∫

−π

f1(t+ x)Dmk
(t) dt+

π
∫

−π

f1(t+ x)(D∗
mk

(t)−Dmk
(t)) dt

−

(

−π/2
∫

−π

+

π
∫

π/2

)

f1(t+ x)D∗
mk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

6 π|Smk
(f1, x)|+ (C3 + 2)

π
∫

−π

|f1(t)| dt,

откуда вытекает, что левая часть (2.10) не превосходит

mes

{

x ∈
(

−
π

2
,
π

2

)

: M(f1, x) >
y

2π

}

+ mes

{

x ∈
(

−
π

2
,
π

2

)

: (C3 + 2)

π
∫

−π

|f1(t)| dt >
y

2

}

.

Заметим, что из условия ϕ(0) = 0 и вогнутости функции ϕ(
√
u) вытекает неравенство

ϕ(βu) 6 β2ϕ(u) для всех u > 0, β > 1. (2.11)

Применяя последовательно неравенства Иенсена и Чебышева, а затем (2.11), получаем

mes

{

x ∈
(

−
π

2
,
π

2

)

: (C3 + 2)

π
∫

−π

|f1(t)| dt >
y

2

}

= mes

{

x ∈
(

−
π

2
,
π

2

)

: ϕ

(

π
∫

−π

|f1(t)|

y
dt

)

> ϕ
( 1

2(C3 + 2)

)

}

6 mes

{

x ∈
(

−
π

2
,
π

2

)

:
1

2π

π
∫

−π

ϕ
(2π|f1(t)|

y

)

dt > ϕ
( 1

2(C3 + 2)

)

}
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6
1

2ϕ(1/(2(C3 + 2)))

π
∫

−π

ϕ
(2π|f1(t)|

y

)

dt 6
2π2

ϕ(1/(2(C3 + 2)))

π
∫

−π

ϕ
( |f1(t)|

y

)

dt.

Отсюда и из оценки (2.9), примененной при g(x) = f1(x), получаем соотношение (2.10) для
функции f1 вместо f. Замечая, что в (2.10) используются значения функции f лишь на [−π, π),
заключаем, что (2.10) справедливо и для функции f.

Пусть α > 0. Тогда для точки v = αx и функции h(u) = f(u/α) имеем

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt =

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f(t+ x)
sinαmkt

t
dt

=

π/2
∫

−π/2

f

(

v + u

α

)

sinmku

u
du =

π/2
∫

−π/2

h(v + u)D∗
mk

(u) du.

Отсюда с помощью оценки (2.10), примененной к функции h(u), получаем

mes

{

x ∈
(

−
π

2α
,
π

2α

)

: sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

> y

}

=
1

α
mes

{

v ∈
(

−
π

2
,
π

2

)

: sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/2
∫

−π/2

h(u+ v)D∗
mk

(u) du

∣

∣

∣

∣

> y

}

6
C2

α

π
∫

−π

ϕ
( |h(v)|

y

)

dv = C2

π/α
∫

−π/α

ϕ
( |f(x)|

y

)

dx 6 C2

∫

R

ϕ
( |f(x)|

y

)

dx. (2.12)

Далее пусть j0 = [α] + 1. Поскольку

{

x ∈ (−π, π) : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

> y

}

⊂

j0
⋃

j=−j0

{

x ∈
(

−
π

2α
+
πj

α
,
π

2α
+
πj

α

)

: sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

> y

}

=

j0
⋃

j=−j0

{

x ∈
(

−
π

2α
,
π

2α

)

: sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f
(

t+ x−
πj

α

)

D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

> y

}

,

то согласно (2.12)

mes

{

x ∈ (−π, π) : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

> y

}

6

j0
∑

j=−j0

C2

∫

R

ϕ
( |f(x− πj/α)|

y

)

dx 6 C3

∫

R

ϕ
( |f(x)|

y

)

dx, (2.13)
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где C3 = C2(2α + 3). Наконец,

mes{x ∈ [−π, π) :M∗(f, θ, x) > y} = mes

{

x ∈ (π, π) : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

R

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

> y

}

6 mes

{

x ∈ (−π, π) : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

>
y

2

}

+ mes

{

x ∈ (−π, π) : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

R\(−π
2α

, π
2α

)

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

>
y

2

}

= µ1 + µ2. (2.14)

Согласно (2.13), а также (2.11) имеем µ1 6 4C3

∫

R

ϕ
( |f(x)|

y

)

dx. Получим аналогичную оценку

для µ2, и тем самым неравенство (2.7) будет доказано.
Используя представление функции ϕ в виде (2.1), для x ∈ (−π, π) и u0 > 0 имеем

sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∣

∫

R\(−π
2α

, π
2α)

f(t+ x)D∗
αmk

(t)

y
dt

∣

∣

∣

∣

∣

6

∫

R\(−π
2α

, π
2α )

|f(t+ x)|

|t|y
dt

6

∫

{
t∈R\(−π

2α
, π
2α ) :

|f(t+x)|
y

>u0

}

|f(t+ x)|

|t|y
dt+

∫

{
t∈R\(−π

2α
, π
2α) :

|f(t+x)|
y

6u0

}

|f(t+ x)|

|t|y
dt.

Отсюда

µ2 6 mes

{

x ∈ (−π, π) :

∫

{
t∈R\(−π

2α
, π
2α) :

|f(t+x)|
y

>u0

}

|f(t+ x)|

|t|y
dt >

1

4

}

+ mes

{

x ∈ (−π, π) :

(

∫

{
t∈R\(−π

2α
, π
2α) :

|f(t+x)|
y

6u0

}

|f(t+ x)|

|t|y
dt

)3/2

>
1

43/2

}

= µ12 + µ22. (2.15)

Применяя к первому слагаемому в правой части (2.15) неравенство Чебышева, а затем исполь-
зуя представление функции ϕ в виде (2.1), получаем

µ12 6 4

π
∫

−π

∫

{
t∈R\(−π

2α
, π
2α ) :

|f(t+x)|
y

>u0

}

|f(t+ x)|

|t|y
dt dx 6 16α

∫

{
t∈R :

|f(t)|
y

>u0

}

|f(t)|

y
dt 6 C4

∫

R

ϕ

(

|f(t)|

y

)

dt.

Действуя аналогичным образом со слагаемым µ22, используя вдобавок неравенство Гельдера
для интегралов, имеем

µ22 6 43/2
π
∫

−π

(

∫

{
t∈R\(−π

2α
, π
2α ) :

|f(t+x)|
y

6u0

}

|f(t+ x)|

|t|y
dt

)3/2

dx

6 2 · 43/2π

∫

{
t∈R : |f(t)|

y
6u0

}

( |f(t)|

y

)3/2
dt

(

∫

{t∈R:|t|> π
2α}

dt

t3

)1/2

6 C5

∫

R

ϕ
( |f(t)|

y

)

dt.
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Таким образом, µ2 6 µ12 + µ22 6 (C4 + C5)

∫

R

ϕ
( |f(t)|

y

)

dt, и (2.7) доказано.

Обратимся теперь к оценке (2.8). Поскольку для любой функции g ∈ ϕ(L)([0, 2π)) подпо-
следовательность Smk

(g, x) сумм Фурье сходится почти всюду на [0, 2π), то подпоследователь-
ность S̃mk

(g, x) сопряженных сумм Фурье любой функции g из ϕ(L)([0, 2π)) также сходится
почти всюду [17, т. 2, гл. 13, замечание 1 к теореме 5.1]. Дальнейшее доказательство справед-
ливости оценки (2.8) аналогично приведенному доказательству справедливости оценки (2.7),
поскольку использованные свойства ядра Дирихле и модифицированного ядра Дирихле ана-
логичны соответствующим свойствам сопряженного ядра Дирихле и модифицированного со-
пряженного ядра Дирихле. Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть α > 0, {mk}
∞
k=1 — возрастающая последовательность натуральных

чисел. Тогда для функции f ∈ L2(R), последовательности θ = {αmk}
∞
k=1 и числа y > 0

mes{x ∈ [−π, π) :M∗(f, θ, x) > y} 6
A4

y2

∫

R

f2(x)dx, (2.16)

mes{x ∈ [−π, π) : M̃∗(f, θ, x) > y} 6
A4

y2

∫

R

f2(x)dx, (2.17)

где константа A4 не зависит ни от f, ни от y.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме Карлесона [1] ряд Фурье любой функции
f ∈ L2([0, 2π)) сходится почти всюду. Отсюда следует, что для любой возрастающей последо-
вательности натуральных чисел {mk}

∞
k=1 мажоранта M(g, x) =M(g, {mk}, x) = sup

k∈N
|Smk

(g, x)|

почти всюду конечна. Дальнейшее доказательство почти идентично доказательству леммы 3.
В самом деле, при получении оценки (2.13) в доказательстве леммы 3 мы пользовались лишь
следующими свойствами функции ϕ ∈ Φ : ϕ(0) = 0, выпуклость ϕ(u) на [0,+∞) и вогну-
тость ϕ(

√
u) на [0,+∞). А этими свойствами функция ϕ(u) = u2 обладает. Следовательно,

имеет место следующий аналог (2.13):

mes

{

x ∈ (−π, π) : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

> y

}

6 C3

∫

R

( |f(x)|

y

)2
dx. (2.18)

Теперь воспользуемся неравенством (2.14). Затем к слагаемому µ1 применим (2.18), а для
слагаемого µ2 справедлива следующая цепочка неравенств

µ2 6 mes

{

x ∈ (−π, π) :

(
∫

R\(−π
2α

, π
2α )

|f(t+ x)|

|t|y
dt

)2

>
1

4

}

6 8π

∫

R

(f(t)

y

)2
dt

∫

R\(−π
2α

, π
2α)

1

t2
dt =

C6

y2

∫

R

f2(t)dt.

Таким образом, (2.16) доказано. Оценка (2.17) доказывается аналогично оценке (2.8). Лемма
доказана.

3. Основные леммы и доказательство теоремы 1

Пусть d — натуральное число, B ⊂ {1, 2, . . . , d}, {mk}
∞
k=1 — возрастающая последователь-

ность натуральных чисел, (α1, . . . , αd) — d-мерный вектор с положительными координатами.
Для функции f, определенной на R

d, и x = (x1, . . . , xd) положим

S∗
k,B(f,x) =

∫

Rd

∏

j∈B

(−D̃∗
αjmk

(tj))
∏

j∈{1,...,d}\B

D∗
αjmk

(tj)f(x+ t) dt, M∗
B(f,x) = sup

k∈N
|S∗

k,B(f,x)|.
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Лемма 5. Пусть ϕ ∈ Φ, {mk}
∞
k=1 — возрастающая последовательность натуральных чи-

сел. Предположим, что для любой функции g ∈ ϕ(L)([0, 2π)) последовательность сумм Фурье

Smk
(g, x) сходится почти всюду. Тогда для каждого d ∈ N и d-мерного вектора (α1, . . . , αd) с

положительными координатами найдется константа Kd > 0 такая, что для любой функ-

ции f ∈ ϕ(L)(ln+ L)d−1(Rd), для всех B ⊂ {1, 2, . . . , d} и любых y > 1

mes
{

x ∈ [−π, π)d :M∗
B(f,x) > y

}

6
Kd

y

∫

Rd

ϕ(|f(x)|)(ln+ |f(x)|)d−1 dx. (3.1)

Лемма 6. Пусть {mk}
∞
k=1 — возрастающая последовательность натуральных чисел, d ∈

N, (α1, . . . , αd) — d-мерный вектор с положительными координатами. Тогда найдется кон-

станта Kd > 0 такая, что для любой функции f ∈ L2(Rd), для всех B ⊂ {1, 2, . . . , d} и любых

y > 0

mes
{

x ∈ [−π, π)d :M∗
B(f,x) > y

}

6
Kd

y2

∫

Rd

f2(x) dx. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о лемм 5 и 6 будем вести одновременно индукцией по d.
База индукции. При d = 1 утверждение леммы 6 вытекает из леммы 4: для B = {∅}

оценка (3.2) есть оценка (2.16), а для B = {1} — оценка (2.17).

Поскольку функция ϕ выпуклая и ϕ(0) = 0, то для любых u > 0 и y > 1 ϕ
(u

y

)

6
ϕ(u)

y
.

С учетом этого неравенства, при d = 1 утверждение леммы 5 следует из леммы 3: для B = {∅}

оценка (3.1) вытекает из оценки (2.7), а для B = {1} — из оценки (2.8).
В случае леммы 5 обозначим для краткости

ϕd(u) = ϕ(u)(ln+ u)d−1, d ∈ N. (3.3)

Шаг индукции. Пусть d > 2. Предположим, что оценка (3.1) верна для размерности
d− 1, и докажем ее для размерности d. Пусть B — некоторое подмножество множества Nd =
{1, 2, . . . , d}. Обозначим B̄ = Nd\B. Рассмотрим три случая.

С л у ч а й 1: 1 ∈ B̄, 2 ∈ B̄.
Обозначим

Πk = Πk(t3, . . . , td) =
∏

j∈B\{1,2}

(−D̃∗
αjmk

(tj))
∏

j∈B̄\{1,2}

D∗
αjmk

(tj).

Тогда

S∗
k,B(f,x) =

∫

Rd

D∗
α1mk

(t1)D
∗
α2mk

(t2)Πk(t3, . . . , td)f(x+ t) dt. (3.4)

Для произведения ядер Дирихле D∗
α1mk

(t1)D
∗
α2mk

(t2) имеет место равенство (см. [14, соотно-
шение (3.4)])

D∗
α1mk

(t1)D
∗
α2mk

(t2) = D1
k +D2

k, (3.5)

где

D1
k =

1

2t1

[

D̃∗
α2mk

(

t2 +
α1

α2
t1

)

− D̃∗
α2mk

(

t2 −
α1

α2
t1

)]

, (3.6)

D2
k =

1

2t2

[

D̃∗
α1mk

(

t1 +
α2

α1
t2

)

− D̃∗
α1mk

(

t1 −
α2

α1
t2

)]

. (3.7)

Заметим, что при каждом k функции D1
k и D2

k ограничены.
Далее будем считать, что f ∈ ϕd(L)(R

d) (в случае леммы 5) или f ∈ L2(Rd) (в случае
леммы 6). Пусть (x1, . . . , xd) ∈ [−π, π)d. Умножим обе части равенства (3.6) на

Πk(t3, . . . , td)f(x1 + t1, . . . , xd + td)
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и проинтегрируем по множеству {(t1, t2, . . . , td) ∈ R
d : |t1| > ε}. Затем разобьем получившийся

в правой части интеграл на разность двух интегралов в соответствии с разностью в (3.6),

сделаем в них замену переменных соответственно u1 = t1, u2 = t2 +
α1

α2
t1, u3 = t3, . . . , ud = td

и u1 = t1, u2 = t2 −
α1

α2
t1, u3 = t3, . . . , ud = td и перейдем к пределу при ε → +0. Получим

равенство
∫

Rd

D1
kΠk(t3, . . . , td)f(x1 + t1, . . . , xd + td) dt1 . . . dtd

=
1

2

∫

Rd−1

D̃∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)h
1,−

α1
α2 (x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud

−
1

2

∫

Rd−1

D̃∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)h
1,

α1
α2 (x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud, (3.8)

где функции h
1,−

α1
α2 и h

1,
α1
α2 определены соотношением (2.2). Проделав с равенством (3.7) то

же, что и с (3.6), только производя при этом замены u1 = t1 +
α2

α1
t2, u2 = t2, . . . , ud = td и

u1 = t1 −
α2

α1
t2, u2 = t2, . . . , ud = td, получаем

∫

Rd

D2
kΠk(t3, . . . , td)f(x1 + t1, . . . , xd + td) dt

=
1

2

∫

Rd−1

D̃∗
α1mk

(u1)Πk(u3, . . . , ud)h
−

α2
α1

,1
(x1 + u1, x2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du1du3 . . . dud

−
1

2

∫

Rd−1

D̃∗
α1mk

(u1)Πk(u3, . . . , ud) h
α2
α1

,1
(x1 + u1, x2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du1du3 . . . dud. (3.9)

Используя определение M∗
B(f,x), (3.4), (3.5), (3.8) и (3.9), имеем

2M∗
B(f,x)

6 sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D̃∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)h
1,−

α1
α2 (x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud

∣

∣

∣

∣

+ sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D̃∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)h
1,

α1
α2 (x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud

∣

∣

∣

∣

+ sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D̃∗
α1mk

(u1)Πk(u3, . . . , ud)h
−

α2
α1

,1
(x1 + u1, x2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du1du3 . . . dud

∣

∣

∣

∣

+ sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D̃∗
α1mk

(u1)Πk(u3, . . . , ud)h
α2
α1

,1
(x1 + u1, x2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du1du3 . . . dud

∣

∣

∣

∣

=M1
B(f,x) +M2

B(f,x) +M3
B(f,x) +M4

B(f,x). (3.10)

Покажем, что M1
B(f,x) удовлетворяет неравенству (3.1) (в случае леммы 5) или неравен-

ству (3.2) (в случае леммы 6) с некоторой константой K1
d . Зафиксируем x1 ∈ [−π, π). То-

гда множество B′ = B ∪ {2} ⊂ {2, . . . , d}, последовательность {mk}
∞
k=1, d − 1-мерный вектор
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(α2, . . . , αd) и построенный на их основе применяемый к функции d−1 переменного g(x2, . . . , xd)
оператор

sup
k∈N

|S∗
k,B′(g, (x2, . . . , xd))|,

где

S∗
k,B′(g, (x2, . . . , xd))

∫

Rd−1

∏

j∈B′

(−D̃∗
αjmk

(uj))
∏

j∈{2,...,d}\B′

D∗
αjmk

(uj)g(x2 + u2, . . . , xd + ud) du2 . . . dud,

удовлетворяют предположению индукции. Поэтому согласно предположению индукции для

функции g(x2, . . . , xd) = h
1,−

α2
α1 (x1, x2, x3, . . . , xd) (x1 фиксировано) в случае леммы 5 справед-

лива оценка

mes

{

(x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d−1 : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D̃∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)

× h
1,−

α2
α1 (x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud

∣

∣

∣

∣

> y

}

= mes

{

(x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d−1 : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

S∗
k,B′

(

h
1,−

α2
α1 , (x2, . . . , xd)

)

∣

∣

∣

∣

> y

}

6
Kd−1

y

∫

Rd−1

ϕd−1

(

|h
1,−

α2
α1 (x1, x2, x3, . . . , xd)|

)

dx2 . . . dxd, y > 1. (3.11)

В случае леммы 6 аналогичным образом имеем

mes

{

(x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d−1 : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D̃∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)

× h
1,−

α2
α1 (x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud

∣

∣

∣

∣

> y

}

6
Kd−1

y2

∫

Rd−1

(

h
1,−

α2
α1 (x1, x2, x3, . . . , xd)

)2
dx2 . . . dxd, y > 0. (3.12)

Пользуясь тем, что

mes
{

(x1, x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d :M1
B(f,x) > y

}

=

π
∫

−π

mes

{

(x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d−1 : sup
k∈N

∣

∣

∣
S∗
k,B′

(

h
1,−

α2
α1 , (x2, . . . , xd)

)∣

∣

∣
> y

}

dx1,

а затем применяя (3.11) и теорему Фубини, в случае леммы 5 получаем

mes
{

(x1, x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d : M1
B(f,x) > y

}

6

π
∫

−π

Kd−1

y

∫

Rd−1

ϕd−1

(

|h
1,−

α2
α1 (x1, x2, . . . , xd)|

)

dx2 . . . dxd dx1

6
Kd−1

y

∫

Rd

ϕd−1

(

|h
1,−

α2
α1 (x1, x2, . . . , xd)|

)

dx1dx2 . . . dxd.
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Отсюда и из леммы 1 для y > 1 заключаем

mes
{

(x1, x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d : M1
B(f,x) > y

}

6
K1

d

y

∫

Rd

ϕd(|f(x1, x2, . . . , xd)|) dx1dx2 . . . dxd.

Аналогичным образом в случае леммы 6 из (3.12) имеем

mes
{

(x1, x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d : M1
B(f,x) > y

}

6
Kd−1

y2

∫

Rd

(

h
1,−

α2
α1 (x1, x2, . . . , xd)

)2
dx1dx2 . . . dxd,

откуда с помощью леммы 2 для y > 0

mes
{

(x1, x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d : M1
B(f,x) > y

}

6
K1

d

y2

∫

Rd

(f(x1, x2, . . . , xd))
2 dx1dx2 . . . dxd.

Аналогично можно показать, что мажоранты M i
B(f,x), i = 2, 3, 4, также удовлетворя-

ют (3.1) (или (3.2)) с той же константой K1
d . Таким образом, для MB(f,x) неравенство (3.1)

(в случае леммы 5) или неравенство (3.2) (в случае леммы 6) выполняется с константой
Kd = 4K1

d .

С л у ч а й 2: 1 ∈ B, 2 ∈ B̄. (Случай, когда 1 ∈ B̄, 2 ∈ B, рассматривается аналогично).
Здесь

S∗
k,B(f,x) = −

∫

Rd

D̃∗
α1mk

(t1)D
∗
α2mk

(t2)Πk(t3, . . . , td)f(x+ t) dt. (3.13)

Воспользуемся равенством (см. [14, соотношение (3.12)])

D̃∗
α1mk

(t1)D
∗
α2mk

(t2) = D3
k +D4

k, (3.14)

где

D3
k =

1

2t1

[

D∗
α2mk

(

t2 +
α1

α2
t1

)

+D∗
α2mk

(

t2 −
α1

α2
t1

)

− 2D∗
α2mk

(t2)
]

, (3.15)

D4
k =

1

2t2

[

D∗
α1mk

(

t1 +
α2

α1
t2

)

−D∗
α1mk

(

t1 −
α2

α1
t2

)]

. (3.16)

Обе части равенства (3.15) умножим на произведение Πkf(x + t) и проинтегрируем по мно-
жеству {(t1, t2, . . . , td) ∈ R

d : |t1| > ε}, ε > 0. Затем разобьем получившийся в правой части
интеграл на три интеграла, сделаем в первых двух из них замену переменных соответственно
u1 = t1, u2 = t2 +

α1

α2
t1, u3 = t3, . . . , ud = td и u1 = t1, u2 = t2 −

α1

α2
t1, u3 = t3, . . . , ud = td и пе-

рейдем к пределу при ε→ 0. Аналогичные действия проделаем с равенством (3.16). Используя
получившиеся соотношения, а также (3.14) и (3.13), придем к неравенству

2M∗
B(f,x)

6 sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)h
1,−

α1
α2 (x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud

∣

∣

∣

∣

+ sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)h
1,

α1
α2 (x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud

∣

∣

∣

∣

+ sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)h
1,0(x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud

∣

∣

∣

∣
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+ sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D∗
α1mk

(u1)Πk(u3, . . . , ud)h
−

α2
α1

,1
(x1 + u1, x2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du1du3 . . . dud

∣

∣

∣

∣

+ sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D∗
α1mk

(u1)Πk(u3, . . . , ud)h
α2
α1

,1
(x1+u1, x2, x3+u3, . . . , xd+ud) du1du3 . . . dud

∣

∣

∣

∣

. (3.17)

Используя те же рассуждения, что и в случае 1, можно показать, что все пять слагаемых в
правой части (3.17) удовлетворяют (3.1) (или (3.2)), откуда следуют (3.1) и (3.2) для MB(f,x).

С л у ч а й 3: 1 ∈ B, 2 ∈ B.
Этот случай рассматривается аналогично двум предыдущим. Здесь используется тожде-

ство D̃∗
α1mk

(t1)D̃
∗
α2mk

(t2) = D5
k +D6

k, где

D5
k =

1

2t1

[

D̃∗
α2mk

(

t2 +
α1

α2
t1

)

+ D̃∗
α2mk

(

t2 −
α1

α2
t1

)

− 2D̃∗
α2mk

(t2)
]

,

D6
k =

1

2t2

[

D̃∗
α1mk

(

t1 +
α2

α1
t2

)

+ D̃∗
α1mk

(

t1 −
α2

α1
t2

)

− 2D̃∗
α1mk

(t1)
]

.

Таким образом, (3.1) и (3.2) справедливы для любого d ∈ N и произвольного B ⊂ {1, 2, . . . , d}.
Леммы 5 и 6 доказаны.

Лемма 7. Пусть ϕ ∈ Φ, ϕ̃(u) = max{u, ϕ(u)} для u > 0, {mk}
∞
k=1 — возрастающая после-

довательность натуральных чисел. Предположим, что для любой функции g ∈ ϕ(L)([0, 2π))
последовательность сумм Фурье Smk

(g, x) сходится почти всюду. Тогда для каждого d ∈ N

и d-мерного вектора (α1, . . . , αd) с положительными координатами найдется константа

K̄d > 0 такая, что для любой функции f ∈ ϕ̃(L)(ln+ L)d(Rd) и для всех B ⊂ {1, 2, . . . , d}

∫

[−π,π)d

M∗
B(f,x) dx 6 K̄d

(
∫

Rd

ϕ̃(|f(x)|)(ln+ |f(x)|)d dx+ 1

)

. (3.18)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ ϕ̃(L)(ln+ L)d(Rd).Положим λf (y) = mes
{

x ∈ [−π, π)d :
M∗

B(f,x) > y
}

. Тогда

∫

[−π,π)d

M∗
B(f,x) dx 6 2(2π)d −

∞
∫

2

y dλf (y) 6 2(2π)d +

∞
∫

2

λf (y)dy. (3.19)

Для y > 0, обозначив

f1(x) = f1y (x) =

{

f(x), |f(x)| > y,

0, |f(x)| 6 y,
f2(x) = f2y (x) = f(x)− f1(x),

имеем

λf (y) 6 mes{x ∈ [−π, π)d :M∗
B(f

1,x) > y/2}+ mes
{

x ∈ [−π, π)d :M∗
B(f

2,x) > y/2
}

= λf1(y/2) + λf2(y/2). (3.20)

Из (3.19) и (3.20) получаем

∫

[−π,π)d

M∗
B(f,x) dx 6 2(2π)d +

∞
∫

2

λf1(y/2)dy +

∞
∫

2

λf2(y/2)dy.

Нетрудно видеть, что f1 ∈ ϕ(L)(ln+ L)d−1(Rd), а f2 ∈ L2(Rd). Поэтому к функции f1 можно
применить лемму 5 и оценить λf1(y/2) с помощью неравенства (3.1); аналогично к функции f2
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можно применить лемму 6 и оценить λf2(y/2) с помощью неравенства (3.2). В результате
заключаем

∫

[−π,π)d

M∗
B(f,x) dx 6 2(2π)d + 2Kd

∞
∫

2

(

1

y

∫

{t∈Rd:|f(t)|>y}

ϕ(|f(t)|)(ln+ |f(t)|)d−1 dt

)

dy

+ 2Kd

∞
∫

2

(

1

y2

∫

{t∈Rd:|f(t)|6y}

|f(t)|2 dt

)

dy

= 2Kd

∫

Rd∩{t∈Rd:|f(t)|>2}

ϕ(|f(t)|)(ln+ |f(t)|)d−1

(

|f(t)|
∫

2

dy

y

)

dt+2Kd

∫

Rd

|f(t)|2
(

∞
∫

|f(t)|

dy

y2

)

dt+2(2π)d,

откуда очевидно вытекает (3.18). Лемма 7 доказана.

Теперь для доказательства теоремы 1 достаточно повторить рассуждения разд. 4 рабо-
ты [14]. При этом вместо лемм 4 и 5 из [14] нужно в соответствующих местах использовать
соответственно леммы 5 и 7 настоящей работы. В итоге получим существование константы
C7 > 0 такой, что для любой функции f ∈ ϕ(L)(ln+ L)d−1([0, 2π)d) и любых y > 1

mes
{

x ∈ [−π, π)d : sup
k∈N

∣

∣

∣
S̃nk,B(f,x)

∣

∣

∣
> y

}

6
C7

y

(
∫

[−π,π)d

ϕ(|f(x)|)(ln+(|f(x)|))d−1dx+1

)

. (3.21)

Из (3.21) и неравенства lim
m→∞

sup
k,l>m

∣

∣S̃nk,B(f,x)− S̃nl,B(f,x)
∣

∣ 6 2 sup
k∈N

∣

∣S̃nk ,B(f,x)
∣

∣ следует

mes
{

x ∈ [−π, π)d : lim
m→∞

sup
k,l>m

∣

∣

∣
S̃nk,B(f,x)− S̃nl,B(f,x)

∣

∣

∣
> y

}

6
2C7

y

(
∫

[−π,π)d

ϕ(|f(x)|)(ln+(|f(x)|))d−1dx+ 1

)

. (3.22)

Пусть y > 0. Для любого сколь угодно большого α > 0 найдется кратный тригонометри-
ческий полином g такой, что

2C7

y

∫

[−π,π)d

ϕ(|αf(x) − g(x)|)(ln+(|αf(x) − g(x)|))d−1dx < 1. (3.23)

Каждый член последовательности {S̃nk ,B(g,x)}
∞
k=1 является (кратным) тригонометрическим

полиномом, степень которого по каждой переменной не превосходит соответствующей сте-
пени полинома g. Так как для нашей последовательности векторов nk = (n1k, n

2
k, . . . , n

d
k)

min
16j6d

njk → ∞ при k → ∞, то все полиномы S̃nk,B(g,x), начиная с некоторого номера, совпада-

ют между собой. Следовательно, для всех x ∈ [−π, π)d lim
m→∞

sup
k,l>m

∣

∣S̃nk,B(g,x)−S̃nl ,B(g,x)
∣

∣ = 0,

откуда
lim

m→∞
sup
k,l>m

∣

∣S̃nk,B(αf,x)− S̃nl,B(αf,x)
∣

∣

6 lim
m→∞

sup
k,l>m

∣

∣S̃nk ,B(αf − g,x) − S̃nl,B(αf − g,x)
∣

∣, x ∈ [−π, π)d. (3.24)

Применяя последовательно (3.24), (3.22) к функции αf(x)− g(x) и (3.23), получаем

mes
{

x ∈ [−π, π)d : lim
m→∞

sup
k,l>m

∣

∣S̃nk,B(f,x)− S̃nl,B(f,x)
∣

∣ > y
}
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6 mes
{

x ∈ [−π, π)d : lim
m→∞

sup
k,l>m

∣

∣S̃nk,B(αf − g,x) − S̃nl,B(αf − g,x)
∣

∣ > αy
}

6
1

α
.

Устремляя здесь α к +∞, для любого y > 0 заключаем

mes
{

x ∈ [−π, π)d : lim
m→∞

sup
k,l>m

∣

∣S̃nk,B(f,x)− S̃nl,B(f,x)
∣

∣ > y
}

= 0.

Таким образом, для почти всех x ∈ [−π, π)d lim
m→∞

sup
k,l>m

∣

∣S̃nk,B(f,x)− S̃nl,B(f,x)
∣

∣ = 0, т. е. для

почти всех x ∈ [−π, π)d последовательность {S̃nk ,B(f,x)}
∞
k=1 сходится. Теорема 1 доказана.
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3. Sjölin P. An inequality of Paley and convergence a.e. of Walsh-Fourier series // Arkiv för mat. 1969.
Vol. 7. P. 551–570.

4. Antonov N.Yu. Convergence of Fourier series // East J. Approx. 1996. Vol. 2, no. 2. P. 187–196.

5. Конягин С.В. О расходимости всюду тригонометрических рядов Фурье // Мат. сб. 2000. Т. 191,
№ 1. С. 103–126.

6. Конягин С. В. О расходимости всюду подпоследовательностей частных сумм тригонометриче-
ских рядов Фурье // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2005. Т.11, № 2. C. 112–119.

7. Lie V. On the pointwise convergence of the sequences of partial Fourier sums along lacunary
subsequences // J. Funct. Anal. 2012. Vol. 263. P. 3391–3411.

8. Di Plinio F. Lacunary Fourier and Walsh–Fourier series near L1 // Collect. Math. 2014. Vol. 65, no. 2.
P. 219–232.

9. Тевзадзе Н.Р. О сходимости двойного ряда Фурье функции, суммируемой с квадратом // Сообщ.
АН ГССР. 1970. T. 58, № 2. C. 277–279.

10. Fefferman C. On the convergence of multiple Fourier series // Bull. Amer. Math. Soc. 1971. Vol. 77,
no. 5. P. 744–745.
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ОДНОСТОРОННИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ИНТЕРВАЛОВ

МНОГОЧЛЕНАМИ НА ОТРЕЗКЕ С ВЕСОМ1

А.Г. Бабенко, М. В.Дейкалова, С. Д.Ревес

Рассматривается задача одностороннего взвешенного интегрального приближения алгебраическими

многочленами на отрезке [−1, 1] характеристических функций полуинтервала (a, 1] ⊂ (−1, 1] и интервала

(a, b) ⊂ (−1, 1). В случае полуинтервала задача решена полностью. Построен пример, иллюстрирующий

трудности, возникающие в случае интервала.

Ключевые слова: одностороннее приближение, характеристическая функция, многочлены.

A. G. Babenko, M. V. Deikalova, Sz. G. Revesz. Weighted one-sided approximation of characteristic functions

of intervals by polynomials on a closed interval.

We consider the problem of weighted one-sided approximation on the interval [−1, 1] of characteristic

functions of intervals (a, 1] ⊂ (−1, 1] and (a, b) ⊂ (−1, 1) by algebraic polynomials. In the case of half-intervals,

the problem is solved completely. We construct an example to illustrate difficulties arising in the case of an

open interval.

Keywords: one-sided approximation, characteristic function, polynomials

1. Введение

Односторонние интегральные приближения ступенчатых функций алгебраическими мно-
гочленами во взвешенной интегральной метрике на отрезке [−1, 1] фактически изучали в
1880-е годы А.А.Марков [4, ст. 1] и Т.И.Стилтьес [13] (см. [6, п. 3.411], а также леммы 9, 9′ в
[5, гл. 1, разд. 1.2]). В частности, ими была предложена конструкция многочлена четной сте-
пени 2m− 2, график которого расположен над графиком характеристической функции 1[−1,h]

отрезка [−1, h], h ∈ (−1, 1). В случае, когда h совпадает с одним из узлов m-точечной квадра-
турной формулы Гаусса, указанный многочлен является экстремальным в задаче о наилучшем
взвешенном интегральном приближении сверху функции 1[−1,h]. Задачи одностороннего взве-
шенного интегрального приближения характеристической функции интервала алгебраически-
ми или тригонометрическими полиномами возникают в различных разделах математики, они
имеют богатую историю. Приведем несколько точных результатов, имеющих непосредственное
отношение к данной работе. В [11] исследовалась, в частности, задача одностороннего прибли-
жения периодического продолжения характеристической функции интервала (a, b) тригоно-
метрическими полиномами в интегральной метрике на периоде с весом Якоби. Точное решение
было найдено в [11, Theorem 3] для некоторых значений a, b, удовлетворяющих специальным
уравнениям. В случае единичного веса для произвольного интервала, расположенного на пери-
оде, задача была решена в [1]. В [8] решена задача одностороннего интегрального приближения
характеристической функции произвольного полуинтервала (h, 1] ⊂ (−1, 1] алгебраическими
многочленами на [−1, 1] c единичным весом и описан весь класс экстремальных многочленов.

В данной работе изучаются аналогичные задачи на отрезке [−1, 1] с весом достаточно обще-
го вида. Точнее, в разд. 3 рассматривается задача одностороннего взвешенного интегрального

1Исследования выполнены при поддержке РФФИ (проект 15-01-02705), Программы государствен-
ной поддержки ведущих научных школ (проект НШ-4538.2014.1), а также Программы повышения
конкурентоспособности УрФУ (постановление № 211 Правительства РФ, контракт № 02.A03.21.0006).
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приближения многочленами характеристической функции полуинтервала (a, 1] ⊂ (−1, 1]. При
этом оценки снизу получаются по известной схеме с помощью квадратурных формул наивыс-
шей степени точности с положительными коэффициентами и с несколькими фиксированными
узлами. Таким формулам посвящено большое количество работ (см. [9; 10; 12] и приведенную
там библиографию). Эти формулы имеют многочисленные приложения. Наиболее удобными
для наших целей являются формулы, полученные в [9;10]. Оценки сверху найдены с помощью
многочленов, способы построения которых восходят к А.А.Маркову и Т.И.Стилтьесу (см. на-
чало данного разд.); в дальнейшем указанные способы были дополнены в [1, лемма 1; 8, Sect. 5].
Здесь также рассматривается задача одностороннего взвешенного интегрального приближе-
ния многочленами характеристической функции интервала (a, b) ⊂ (−1, 1). В разд. 3 построен
пример, показывающий существенное отличие этого случая от случая полуинтервала (a, 1].

2. Обозначения и вспомогательные утверждения

Пусть Pm — множество алгебраических многочленов степени не выше m с вещественными
коэффициентами. Число m условимся называть степенью пространства Pm. Многочлен с
единичным старшим коэффициентом называется приведенным многочленом.

Рассмотрим неубывающую функцию µ : [−1, 1] → R с бесконечным числом точек роста.
Распределение dµ(x) условимся называть весом. Символом L обозначим пространство ве-
щественнозначных µ-интегрируемых на [−1, 1] функций f : [−1, 1] → R, наделенное нормой

‖f‖ =

∫ 1

−1
|f(x)| dµ(x).

Ниже неравенство f ≤ g для функций f, g означает, что f(x) ≤ g(x) при всех x ∈ [−1, 1].
Величины наилучшего приближения снизу и сверху ограниченной функции f ∈ L множе-

ством Pm в метрике пространства L определяются, соответственно, формулами

E−
m(f) = inf

p≤f, p∈Pm

‖f − p‖, E+
m(f) = inf

f≤p, p∈Pm

‖f − p‖. (2.1)

Многочлены, реализующие точные нижние грани в (2.1), называются многочленами наилуч-
шего (взвешенного интегрального) приближения функции f снизу и, соответственно, сверху.

Множество Pm−1 алгебраических многочленов степени не выше m − 1 является линей-
ным подпространством пространства L размерности m. Пространство P∗

m−1 всех линейных
функционалов на Pm−1 также имеет размерность m. Сопоставим числу ξ ∈ R линейный
функционал Дирака δξ, действующий на многочлены p ∈ Pm−1 по правилу δξp = p(ξ). Из-
вестно, что если x1 < x2 < · · · < xm, то набор функционалов {δx1 , δx2 , . . . , δxm} является
базисом в P∗

m−1. Поэтому любой линейный функционал на Pm−1 представим в виде линей-
ной комбинации указанных функционалов. В частности, линейный функционал Iµ, действу-

ющий на Pm−1 по правилу Iµp =

∫ 1

−1
p(x) dµ(x), представим в виде линейной комбинации

Iµ = λ1δx1 + λ2δx2 + · · · + λmδxm . При этом коэффициенты λ1, λ2, . . . , λm определяются по
набору x1, x2, . . . , xm однозначно. Иными словами, на Pm−1 справедлива формула

1
∫

−1

p(x) dµ(x) =

m
∑

k=1

λkp(xk), (2.2)

которую называют m-точечной квадратурной формулой. Числа λ1, λ2, . . . , λm называют ко-

эффициентами этой квадратурной формулы, точки x1, x2, . . . , xm — ее узлами, а многочлен
wm(x) = (x− x1)(x− x2) · · · (x− xm) — ее производящим многочленом.

Сопоставим узлу xk фундаментальный многочлен Лагранжа ℓk(x) =
wm(x)

(x− xk)w′
m(xk)

, ко-
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торый в узле xk принимает значение 1, а в остальных узлах — 0. Подставив его в (2.2), получим

λk =

1
∫

−1

ℓk(x) dµ(x) =
1

w′
m(xk)

1
∫

−1

wm(x)

x− xk
dµ(x), k ∈ {1, 2, . . . ,m}. (2.3)

Квадратурная формула (2.2), коэффициенты которой вычисляются по формуле (2.3), называ-
ется интерполяционной. Таким образом, для того чтобы m-точечная квадратурная форму-

ла (2.2) была интерполяционной, необходимо и достаточно, чтобы она выполнялась на Pm−1

(см. [3, гл. 6, § 1, теорема 1]).
В дальнейшем будут рассматриваться только такие квадратурные формулы. При этом в

обозначениях коэффициентов указанных квадратурных формул будут использоваться те же
индексы, что и у соответствующих узлов. Заметим, что для интерполяционной квадратурной
формулы достаточно знать ее узлы (или, что равносильно, — ее производящий многочлен),
поскольку в силу (2.3) коэффициенты восстанавливаются по узлам однозначно. Учитывая это
обстоятельство иногда будем говорить лишь об узлах такой квадратурной формулы, либо о
производящем многочлене.

Известно, что за счет специального выбора узлов можно добиться увеличения степени
пространства многочленов, на котором квадратурная формула (2.2) будет оставаться спра-
ведливой (при этом коэффициенты этой формулы будут вычисляться по формуле (2.3)). Мак-
симальная степень пространства многочленов, для которого квадратурная формула вида (2.2)
справедлива, называется степенью точности этой квадратурной формулы.

Известно также, что существуют m-точечные интерполяционные квадратурные формулы
вида (2.2) с положительными коэффициентами λk > 0, k = 1, 2 . . . ,m. Такие квадратур-
ные формулы называются положительными. Важным примером положительной m-точечной
квадратурной формулы является квадратурная формула Гаусса, производящий многочлен
которой совпадает с приведенным многочленом pm(x) = pm(x, dµ) степени m, который ор-
тогонален Pm−1 с весом dµ, т. е. ортогонален Pm−1 относительно скалярного произведения

〈f, g〉 =

∫ 1

−1
f(x)g(x) dµ(x). Квадратурная формула Гаусса

1
∫

−1

p(x)dµ(x) =

m
∑

j=1

λ∗
jp(x

∗
j ), −1 < x∗1 < · · · < x∗m < 1, p ∈ P2m−1, (2.4)

обладает наивысшей степенью точности, равной 2m − 1, все ее узлы лежат в открытом ин-
тервале (−1, 1). Узлы и коэффициенты квадратурной формулы Гаусса зависят от m; чтобы
подчеркнуть эту зависимость иногда вместо λ∗

j , x
∗
j будем использовать обозначения λ∗

m,j , x
∗
m,j.

Ниже нам понадобятся m-точечные квадратурные формулы с несколькими фиксированны-
ми узлами, при этом максимально возможной степени точности. Такие формулы для алгебра-
ических многочленов изучались давно, начиная с исследований Р.Лобатто (1852), Э.Б.Крис-
тоффеля (1858), Р. Радо (1880), которые относятся к случаю фиксированных узлов, располо-
женных в концевых точках отрезка интегрирования либо вне этого отрезка.

Обозначим символом u подмножество множества узлов квадратурной формулы, состоящее
из фиксированных узлов. Для наших целей достаточно рассмотреть m-точечные квадратур-
ные формулы максимально возможной степени точности с одним, двумя или тремя фиксиро-
ванными узлами. Точнее, u совпадает с одним из множеств

{−1}, {1}, {−1, 1}, {θ}, {−1, θ}, {θ, 1}, {−1, θ, 1}, где θ ∈ (−1, 1).

Пусть Qu

m обозначает m-точечную квадратурную формулу с фиксированным множеством
узлов u и с максимально возможной степенью точности degQu

m = 2m− 1− |u|:
1

∫

−1

p(x)dµ(x) =
m
∑

j=1

λu

jp
(

xuj
)

, xu1 < xu2 < · · · < xum, p ∈ P2m−1−|u|, (2.5)
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здесь |u| означает количество точек, содержащихся в u. Узлы и коэффициенты этой формулы
зависят от m; чтобы подчеркнуть эту зависимость, иногда вместо λu

j , x
u

j будем использовать
обозначения λu

m,j, x
u

m,j. Поскольку m ≥ |u|, то degQu

m = 2m− 1− |u| ≥ m− 1. Следовательно,
формула (2.5) является интерполяционной. В случаях u = {−1} или u = {1} формула (2.5) —
это левая или правая квадратурная формула Радо соответственно, а в случае u = {−1, 1} —
квадратурная формула Лобатто. Такие формулы также называют квадратурными формулами
Маркова. Известно, что они являются положительными. Положим

ω{−1}(x) = 1 + x, ω{1}(x) = 1− x, ω{−1,1}(x) = (1 + x)(1− x). (2.6)

Рассмотрим многочлены

w{−1}
m (x) = ω{−1}(x)pm−1

(

x, ω{−1}dµ
)

, w{1}
m (x) = −ω{1}(x)pm−1

(

x, ω{1}dµ
)

, (2.7)

w{−1,1}
m (x) = −ω{−1,1}(x)pm−2

(

x, ω{−1,1}dµ
)

, (2.8)

где pk(x, dσ) — приведенный ортогональный многочлен степени k с весом dσ.
Многочлены (2.7) являются производящими многочленами левой и правой квадратурных

формул Радо соответственно, а многочлен (2.8) — производящий многочлен квадратурной
формулы Лобатто. Нули этих многочленов и производящего многочлена квадратурной фор-
мулы Гаусса (2.4) удовлетворяют неравенствам (см. [10, (3)–(6)])

x
{−1}
m,j < x∗m,j < x

{1}
m,j, j = 1, 2, . . . ,m; x∗m−1,j < x

{−1}
m,j+1 < x

{−1,1}
m,j+1 , j = 1, 2, . . . ,m− 1;

x
{−1,1}
m,j < x

{1}
m,j < x∗m−1,j, j = 1, 2, . . . ,m−1; x

{1}
m−1,j < x

{−1,1}
m,j+1 < x

{−1}
m−1,j+1, j = 1, 2, . . . ,m−2.

Ниже нам понадобится основной результат работы [10], в формулировке которого факти-
чески используются следующие множества:

G
∗
m =

m
⋃

j=1

(

x
{−1}
m,j , x

{1}
m,j

)

\
{

x∗m,j

}

, m ≥ 1;

G
{−1}
m =

m−1
⋃

j=1

(

x∗m−1,j, x
{−1,1}
m,j+1

)

\
{

x
{−1}
m,j+1

}

, G
{1}
m =

m−1
⋃

j=1

(

x
{−1,1}
m,j , x∗m−1,j

)

\
{

x
{1}
m,j

}

, m ≥ 2;

G
{−1,1}
m =

m−2
⋃

j=1

(

x
{1}
m−1,j , x

{−1}
m−1,j+1

)

\
{

x
{−1,1}
m,j+1

}

, m ≥ 3.

Обратим внимание на то (см. [10, Sect. 1]), что

G
{1}
m

⋃

G
{−1}
m−1 = G∗

m−1

⋃

G
{−1,1}
m = [−1, 1]. (2.9)

Сопоставим множеству Gm ∈ {G
{−1}
m ,G

{1}
m ,G

{−1,1}
m } многочлен ω(x) = ω(x,Gm), совпа-

дающий с соответствующим многочленом из (2.6), a множеству G
∗
m — многочлен ω(x) =

ω(x,G∗
m) ≡ 1. Для пары (Gm, θ), где Gm ∈ {G∗

m,G
{−1}
m ,G

{1}
m ,G

{−1,1}
m }, θ ∈ Gm определим

многочлен

W {θ}
m (x,Gm) = ω(x)

(

pν(x, ω dµ)−
pν(θ, ω dµ)

pν−1(θ, ω dµ)
pν−1(x, ω dµ)

)

, (2.10)

где ω(x) = ω(x,Gm), ν = m− degω.
Следуя работе [10, Sect. 1], m-точечную квадратурную формулу с одним фиксированным

узлом θ ∈ (−1, 1) \ {x∗m,j}
m
j=1 наивысшей степени точности (равной 2m − 2) назовем моди-

фицированной квадратурной формулой Гаусса. Аналогично определим модифицированные ле-
вую и правую m-точечные квадратурные формулы Радо наивысшей степени точности (рав-
ной 2m− 3), а также модифицированную m-точечную квадратурную формулу Лобатто наи-
высшей степени точности (равной 2m− 4), т. е. к фиксированным узлам соответствующих
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формул добавляется еще один фиксированный узел θ ∈ (−1, 1), не совпадающий ни с одним
узлом соответствующей классической m-точечной формулы. Сформулируем основной резуль-
тат упомянутой работы в терминах, введенных выше.

Теорема A [10, Theorem 1.1]. Положительные модифицированные квадратурные фор-

мулы Гаусса, левая и правая формулы Радо и формула Лобатто с фиксированным узлом

θ ∈ (−1, 1) существуют тогда и только тогда, когда θ принадлежит, соответственно, мно-

жеству G
∗
m, m ≥ 1; G

{−1}
m , m ≥ 2; G

{1}
m , m ≥ 2; G

{−1,1}
m , m ≥ 3. Производящий многочлен

для этих модифицированных квадратурных формул задается равенством (2.10), в котором

Gm совпадает, соответственно, с G
∗
m, G

{−1}
m , G

{1}
m ,G

{−1,1}
m . Следовательно, указанные мо-

дифицированные квадратурные формулы единственны.

Положительные квадратурные формулы применяются (см. теорему B ниже) для оценки
снизу величин (2.1) наилучшего одностороннего (взвешенного интегрального) приближения
ограниченной функции f ∈ L многочленами. В данной работе в качестве приближаемой

функции будет рассматриваться характеристическая функция 1J(x) =

{

1, x ∈ J,
0, x ∈ [−1, 1] \ J,

подмножества J ⊂ [−1, 1]. В случае J = (a, 1] для оценки сверху величин наилучшего одно-
стороннего приближения функции 1(a,1] будут использоваться интерполяционные многочлены
Эрмита, интерполирующие функцию 1(a,1] в узлах положительных квадратурных формул.

Приведем условия интерполяции функции 1(a,1] многочленами на [−1, 1]. Пусть

s, r ∈ {0, 1}, ℓ, k ∈ Z+ = {0, 1, 2, . . .}, s+ ℓ ≥ 1.

Упорядоченной четверке (s, ℓ, k, r) поставим в соответствие тип T (s, ℓ, k, r) условий интерпо-
ляции функции 1(a,1] многочленом p минимально возможной степени. Указанный тип харак-
теризует расположение узлов интерполяции и их кратность.

Опишем значение каждого из параметров s, ℓ, k, r. Если s = 0, то −1 не является узлом
интерполяции; если s = 1, то −1 является узлом интерполяции, т. е. p(−1) = 0. Число ℓ
означает количество узлов интерполяции x1 < x2 < · · · < xℓ, расположенных в интервале
(−1, a), причем каждый из них имеет двойную кратность: p(xj) = 0, p′(xj) = 0, j = 1, 2, . . . , ℓ;
точка xℓ+1 = a всегда является (простым) узлом интерполяции, т. е. p(a) = 0; если ℓ = 0, то
в (−1, a) нет узлов интерполяции. Число k означает количество узлов интерполяции xℓ+2 <
xℓ+3 < · · · < xℓ+k+1, расположенных в интервале (a, 1), причем каждый из них имеет двойную
кратность: p(xj) = 1, p′(xj) = 0, j = ℓ+ 2, ℓ+ 3, . . . , ℓ+ k + 1; если k = 0, то в (a, 1) нет узлов
интерполяции. Если r = 0, то 1 не является узлом интерполяции; если r = 1, то 1 — узел
интерполяции: p(1) = 1.

Многочлен p (минимально возможной степени), реализующий тип T (s, ℓ, k, r) условий эр-
митовой интерполяции функции 1(a,1], для краткости будем называть многочленом типа

T (s, ℓ, k, r). Степень этого многочлена равна количеству условий интерполяции минус один,
т. е. deg p = s + r + 2(ℓ + k). Известно (см. [2, гл. 2, § 11]), что при более общих условиях ин-
терполяционный многочлен Эрмита (минимально возможной степени) существует и является
единственным.

Для нахождения величины наилучшего одностороннего приближения функции 1(a,1] мно-
гочленами заданной степени и построения соответствующего экстремального многочлена нам
понадобится лемма, которая для многочлена p типа T (0, ℓ, k, 0) представляет собой результат
А.А.Маркова и Т.И.Стилтьеса, упомянутый в самом начале разд. 1.

Лемма. Пусть s, r ∈ {0, 1}, ℓ, k ∈ Z+, s + ℓ ≥ 1, h ∈ (−1, 1), p — интерполяционный

многочлен (минимально возможной степени), реализующий тип T (s, ℓ, k, r) условий интер-

поляции функции 1(a,1]. Тогда p(x) ≤ 1(a,1](x) при всех x ∈ [−1, 1].

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из [1, лемма 1] после косинус-замены. �
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Теорема B (Р.Боянич, Р.Девор [7]). Пусть на Pn выполняется положительная квадра-

турная формула

1
∫

−1

p(x) dµ(x) =
m
∑

k=1

λkp(xk), −1 ≤ x1 < x2 < · · · < xm ≤ 1. (2.11)

Тогда для любой ограниченной функции f ∈ L имеют место неравенства

E−
n (f) ≥

1
∫

−1

f(x) dµ(x)−
m
∑

k=1

λkf(xk); E+
n (f) ≥

m
∑

k=1

λkf(xk)−

1
∫

−1

f(x) dµ(x). (2.12)

Подстановка в (2.12) характеристической функции подмножества J ⊂ [−1, 1] приводит к
следующему утверждению.

Предложение 1. Для f = 1J , где J ⊂ [−1, 1], имеем E−
n (1J ) ≥

∫

J
dµ(x) −

∑

λk,

E+
n (1J ) ≥

∑

λk −

∫

J
dµ(x), где суммы берутся по таким индексам k, для которых xk ∈ J.

Если к тому же J не содержит узлов квадратурной формулы (2.11), то E−
n (1J) =

∫

J
dµ(x),

при этом p ≡ 0 является многочленом наилучшего приближения снизу. В частности, это

утверждение справедливо в случае, когда J есть открытый интервал (a, b) ⊂ [−1, 1], при

условии xk ≤ a < b ≤ xk+1, где xk, xk+1 — произвольная пара соседних узлов квадратурной

формулы (2.11). Если правая концевая точка отрезка [−1, 1] не является узлом квадратур-

ной формулы (2.11), то в качестве множества J можно взять полуинтервал (a, 1], где a не

меньше максимального узла квадратурной формулы (2.11).

Несложно понять, что если многочлен p− ∈ Pn реализует точную нижнюю грань в задаче
о вычислении величины E−

n (1J), то многочлен p+ = 1 − p− реализует точную нижнюю грань
в задаче о вычислении E+

n (1[−1,1]\J ). При этом E+
n (1[−1,1]\J) = E−

m(1J). Учитывая это обстоя-
тельство, в дальнейшем будем рассматривать только задачу об одностороннем приближении
снизу характерестической функции подмножества J отрезка [−1, 1].

3. Приближение снизу характеристической функции полуинтервала.

Пример в случае открытого интервала

Перейдем к более детальному изучению задачи приближения снизу характеристической
функции 1(a,1] полуинтервала (a, 1] ⊂ [−1, 1].

Предложение 2. При любом m ∈ N выполняются равенства

E−
n (1(a,1]) =

∫

(a,1]

dµ(x) при







n = 2m− 1, x∗m,m ≤ a < 1;

n = 2m− 2, x
{−1}
m,m ≤ a < 1,

многочлен p ≡ 0 является многочленом наилучшего приближения функции 1(a,1] снизу.

Для д о к а з а т е л ь с т в а этого утверждения достаточно воспользоваться предложением 1
с учетом положительности m-точечных квадратурных формул Гаусса (2.4) и левой формулы
Радо (см. (2.5)).



52 А. Г.Бабенко, М.В.Дейкалова, С.Д.Ревес

Теорема 1. Пусть m ∈ N, m ≥ 2, число a совпадает с каким-либо из узлов m-точечной

квадратурной формулы Гаусса (2.4), отличным от максимального, то есть a = x∗v,m, где

v ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}. Тогда E−
2m−1(1(a,1]) =

∫

(a,1]
dµ(x) −

∑m

j=v+1
λ∗
m,j , при этом многочле-

ном наилучшего приближения снизу является многочлен p типа T (0, ℓ, k, 0) степени 2m− 2,
который интерполирует функцию 1(a,1] в узлах квадратурной формулы Гаусса (2.4). Кроме

того, E−
2m−2(1(a,1]) = E−

2m−1(1(a,1]).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из результата Маркова— Стилтьеса (см. [5, гл. 1, разд. 1.2, лем-
ма 9′]) следует, что p ≤ 1(a,1]. Этот многочлен влечет оценку сверху для искомой величины
E−

2m−1(1(a,1]). Совпадающая с ней оценка снизу следует из предложения 1. Последнее утвер-
ждение теоремы справедливо, поскольку степень экстремального многочлена равна 2m− 2. �

Теорема 2. Пусть m ∈ N, m ≥ 3, число a совпадает с каким-либо узлом m-точечной

левой квадратурной формулы Радо (см. (2.5)), отличным от минимального и максимального,

то есть a = x
{−1}
v,m , где v ∈ {2, 3, . . . ,m− 1}. Тогда E−

2m−2(1(a,1]) =

∫

(a,1]
dµ(x)−

∑m

j=v+1
λ
{−1}
m,j ,

многочленом наилучшего приближения снизу является многочлен p типа T (1, ℓ, k, 0) степени

2(ℓ+k)+1 = 2m−3, который интерполирует функцию 1(a,1] в узлах указанной квадратурной

формулы Радо. Кроме того, E−
2m−3(1(a,1]) = E−

2m−2(1(a,1]).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы указанный в формулировке теоремы многочлен p
является допустимым, точнее, p ≤ 1(a,1], p ∈ P2m−3 ⊂ P2m−2. Поэтому он дает нужную
оценку сверху для E−

2m−2(1(a,1]). Такая же оценка снизу следует из предложения 1, посколь-
ку m-точечная левая квадратурная формула Радо является положительной и выполняется
на P2m−2. Последнее утверждение теоремы справедливо, поскольку степень экстремального
многочлена равна 2m− 3. �

Применяя аналогичные рассуждения, базирующиеся на предложении 1, лемме и на поло-
жительности правой квадратурной формулы Радо и квадратурной формулы Лобатто, найдем
величину наилучшего приближения снизу функции 1(a,1] в случае, когда число a совпадает с
одним из узлов этих формул, отличным от концевых точек отрезка [−1, 1]. При этом соответ-
ственно многочлены типов T (0, ℓ, k, 1), T (1, ℓ, k, 1), интерполирующие функцию 1(a,1] в узлах
соответствующих формул, будут экстремальными, причем их степень на единицу меньше, чем
степень точности соответствующей квадратурной формулы.

Для решения задачи наилучшего приближения снизу функции 1(a,1] многочленами в остав-
шихся случаях расположения точки a, надо провести точно такие же рассуждения, основан-
ные на положительных модифицированных квадратурных формулах из теоремы A, принимая
во внимание утверждение (2.9). При этом степень экстремальных многочленов будет совпа-
дать со степенью точности соответствующих модифицированных формул. Так, например, в
случае, когда точка θ принадлежит множеству G

∗
m, справедлива теорема, аналогичная тео-

реме 1, в которой через x∗,θj,m, j = 1, 2, . . . ,m, обозначены нули производящего многочлена

W
{θ}
m (x,G∗

m) (см. (2.10)) модифицированной m-точечной квадратурной формулы Гаусса, а че-
рез λ∗,θ

j,m, j = 1, 2, . . . ,m, — коэффициенты этой квадратурной формулы.

Теорема 3. Пусть m ∈ N, m ≥ 2, θ ∈ G
∗
m, число a совпадает с каким-либо из нулей

производящего многочлена W
{θ}
m (x,G∗

m) модифицированной m-точечной квадратурной фор-

мулы Гаусса, при этом число a не является его максимальным нулем, то есть a = x∗,θv,m, где

v ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}. Тогда E−
2m−2(1(a,1]) =

∫

(a,1]
dµ(x) −

∑m

j=v+1
λ∗,θ
m,j. Многочленом наилуч-

шего приближения снизу является многочлен p типа T (0, ℓ, k, 0) степени 2m − 2, который

интерполирует функцию 1(a,1] в узлах указанной модифицированной формулы.
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В заключение приведем пример, показывающий существенное различие задач приближе-
ния снизу характеристических функций открытого интервала и полуинтервала.

П р и м е р. Рассмотрим трехточечную квадратурную формулу Гаусса на [−1, 1] с ве-
сом dµ(x) = dx. Степень точности этой формулы равняется пяти, точки x1 = −

√

3/5, x2 = 0,
x3 =

√

3/5 — ее узлы. Обозначим b = 2/5, A = −5(5b +
√
15)/(9b2), c = −

√
15 b/(5b +

√
15).

Несложно проверить, что многочлен p(x) = A(x + x1)(x − b)(x − x1)
2(x − c) пятой степени

интерполирует функцию 1(x1,b) следующим образом: p(x1) = p(b) = p(x3) = 0, p(x2) = 1,
p′(x2) = p′(x3) = 0. Нетрудно убедиться в том, что на [−1, x1) этот многочлен положителен,
следовательно, его график не лежит под графиком характеристической функции 1(x1,b) на
этом полуинтервале.

Авторы благодарны профессору В.В.Арестову за ряд ценных замечаний.
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УДК 517.5

ОЦЕНКИ СРЕДНЕКВАДРАТИЧНЫХ НОРМ ФУНКЦИЙ,

РЯДЫ ФУРЬЕ КОТОРЫХ ЯВЛЯЮТСЯ ЛАКУНАРНЫМИ1

А. Г. Бабенко, В.А.Юдин

Рассматриваются свойства функций f, принадлежащих пространству L2(T) на периоде T = [−π, π),
ряды Фурье которых лакунарны, причем размер всех лакун не меньше заданного натурального чис-

ла q−1. Для указанных функций найдены двусторонние оценки их L2-норм на T через аналогичные нор-

мы (а точнее, полунормы) на интервалах I длины |I| = 2h < 2π. Оценки получены в терминах наилучших

односторонних интегральных приближений характеристической функции интервала (−h, h) тригономет-

рическими полиномами порядка не выше q − 1. Тема, рассматриваемая в статье, впервые появилась в

исследованиях Н. Винера (1934). Важные результаты в этом направлении получили А.Е.Ингам (1936) и

А.Сельберг в 70-е годы прошлого века.

Ключевые слова: лакунарные тригонометрические ряды, среднеквадратичные нормы, одностороннее

приближение функций тригонометрическими полиномами.

A. G.Babenko, V.A.Yudin. Estimates for mean-square norms of functions with lacunary Fourier series.

We consider the properties of functions f from the space L2(T) on the period T = [−π, π) with lacunary

Fourier series such that the size of each lack is not less than a given positive integer q − 1. We find two-

sided estimates of the L2 norms of such functions on T in terms of similar norms (more exactly, seminorms) on

intervals I of length |I| = 2h < 2π. The estimates are obtained in terms of best one-sided integral approximations

of the characteristic function of the interval (−h, h) by trigonometric polynomials of order at most q − 1. The

issue considered in this paper appeared first in N. Wiener’s studies (1934). Important results in this area were

obtained by A.E. Ingham (1936) and by A. Selberg in the 1970s.

Keywords: lacunary trigonometric series, mean-square norms, one-sided approximation of functions by trigonometric

polynomials.

1. Введение

Обозначим через P(q), q > 0, множество конечных сумм (тригонометрических полиномов)

P (x) =
∑

cke
inkx

(

ck ∈ C, nk ∈ Z, |nk − nj| ≥ q при k 6= j
)

(1.1)

с комплексными коэффициентами, номера гармоник которых целые и отстоят друг от друга
не менее, чем на число q. В монографии [3, гл. 5, § 9, теоремы (9.1), (9.9), примечания к гл. 5,
§ 9] содержится следующий результат.

Теорема A. Пусть q > 0, I — интервал, длина |I| которого больше 2π/q, т. е. |I| =
2π(1 + δ)/q, δ > 0, и пусть J — интервал, длина которого равна 2πη/q, где η > 0. Тогда для

любого P ∈ P(q)
B

|J |

∫

J

|P (x)|2 dx ≤
∑

|ck|
2 ≤

A

|I|

∫

I

|P (x)|2 dx, (1.2)

где положительные величины A = Aδ и B = Bη конечны и зависят соответственно только

от δ и η.

Оценку сверху в (1.2) впервые установил Н.Винер [18] при |I| ≥ 16π/q, и он показал, что
в этом случае в качестве A можно взять число 8.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-11-00702).
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А.Е.Ингам [11] рассмотрел не только периодический случай. В частности, он исследовал
аналоги неравенств (1.2) на более широком в сравнении с P(q) множестве F(q) конечных
экспоненциальных сумм

P (x) =
∑

cke
iλkx

(

ck ∈ C, λk ∈ R, |λk − λj| ≥ q при k 6= j
)

. (1.3)

В статье [11] доказано, что для таких функций имеют место следующие утверждения. При

фиксированном h = (π + ε)/q, ε > 0, справедлива оценка сверху

∑

|ck|
2 ≤

A

2h

h
∫

−h

|P (x)|2 dx, (1.4)

где A = A(ε) > 0 есть конечная величина, зависящая только от ε; в качестве A(ε) можно

взять

A(ε) = min
{ π(π + ε)2

2ε(2π + ε)
,
3(π + ε)

2ε

}

. (1.5)

В случае 0 < h ≤ π/q оценка (1.4) (с конечной константой A) невозможна. Кроме того, при

h = τ/q > 0 выполняется оценка снизу

min{τ, π}

20h

h
∫

−h

|P (x)|2 dx ≤
∑

|ck|
2.

Для заданных чисел h > 0, q > 0 положим

˜bq(h) := inf

{∑

|ck|
2

MI(P )
: P ∈ P(q), P 6≡ 0, |I| = 2h

}

,

ãq(h) := sup

{∑

|ck|
2

MI(P )
: P ∈ P(q), P 6≡ 0, |I| = 2h

}

;

(1.6)

здесь для (невырожденного, конечного) промежутка I и функции P принято обозначение

MI(P ) := ‖P‖2L2(I) =
1

|I|

∫

I

|P (x)|2 dx.

С учетом 2π-периодичности произвольной функции P из множества P(q) (см. (1.1)) имеем

M(−π,π)(P ) = ‖P‖2L2(T) =
1

2π

π
∫

−π

|P (x)|2 dx =
∑

|ck|
2.

Поэтому
˜bq(π) = ãq(π) = 1 при всех q > 0. (1.7)

Доказательство теоремы A фактически основано на переходе от изучения величин ãq(h),
˜bq(h) при q > 0, h > 0 к исследованию величин

bq(h) := inf

{∑

|ck|
2

MI(P )
: P ∈ F(q), P 6≡ 0, |I| = 2h

}

,

aq(h) := sup

{∑

|ck|
2

MI(P )
: P ∈ F(q), P 6≡ 0, |I| = 2h

}

.

(1.8)
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Следующие утверждения по существу содержатся в [11; 3, гл. 5, § 9]. Во-первых, в силу
инвариантности относительно сдвига множеств P(q), F(q) и модулей коэффициентов ck вели-
чины ˜bq(h), ãq(h), bq(h), aq(h) не зависят от расположения интервала I, а зависят лишь от его
длины. Поэтому, не нарушая общности, можно считать, что I = (−h, h). Кроме того, в силу
вложения P(q) ⊂ F(q) имеем

bq(h) ≤ ˜bq(h) ≤ ãq(h) ≤ aq(h) при h > 0, q > 0. (1.9)

Во-вторых, при фиксированном γ > 0 величины bq(γ/q), aq(γ/q) не зависят от q, точнее,

bq(γ/q) = b1(γ), aq(γ/q) = a1(γ) для всех q > 0. (1.10)

В самом деле, положим h = γ/q. Для любой функции P ∈ F(q), имеющей представление (1.3),
сделав замену переменного x = t/q, получаем

1

2h

h
∫

−h

∣

∣

∣

∑

cke
iλkx

∣

∣

∣

2
dx =

1

2γ

γ
∫

−γ

∣

∣

∣

∑

cke
i
λk
q
t
∣

∣

∣

2
dt.

Функция P (t/q) =
∑

cke
i
λk
q
t принадлежит уже F(1). Отсюда следуют соотношения (1.10).

Оценка сверху А.Е.Ингама (1.4), (1.5) вместе с (1.9) влечет оценку

ãq(h) ≤ A(ε) = min
{ π(π + ε)2

2ε(2π + ε)
,
3(π + ε)

2ε

}

при q > 0, h =
π + ε

q
, ε > 0. (1.11)

Обозначим через θ−(ξ) и θ+(ξ) величины наилучшего одностороннего приближения в L(R)
характеристической функции интервала (0, ξ) соответственно снизу и сверху множеством функ-
ций экспоненциального типа 2π, сужения которых на вещественную прямую R являются ве-
щественными и принадлежат L(R). В 70-е годы прошлого века А.Сельберг [16, art. 45, sec. 20,
p. 224, (20.38)] доказал утверждение, которое приведем в следующей эквивалентной форме.

Теорема B. Пусть q > 0, I — интервал длины |I| = 2h > 0. Тогда для произвольной

конечной суммы P 6≡ 0 вида (1.3) имеют место неравенства

(

1−
π

qh
θ−
(qh

π

))

∑

|ck|
2 <

1

2h

∫

I

|P (x)|2 dx <
(

1 +
π

qh
θ+
(qh

π

))

∑

|ck|
2. (1.12)

А.Берлинг и А.Сельберг (см. [16, art. 45, sec. 19, 20, 21; 17; 14, ch. 1; 15, sec. 1]) изучали
одностороннее приближение в L(R) ступенчатых функций sign x, функции Хевисайда и ха-
рактеристической функции интервала целыми функциями заданного экспоненциального типа.
В [16, art. 45, sec. 20] доказано, что

θ−(ξ) ≤ 1, θ+(ξ) ≤ 1 при ξ > 0, (1.13)

θ−(ξ) = ξ при 0 < ξ ≤ 1, θ−(k) = θ+(k) = lim
ξ→+0

θ+(ξ) = 1 при k ∈ N. (1.14)

Утверждение lim
ξ→+0

θ+(ξ) = 1 следует также из одного результата Р.П.Боаса и М.Каца

(1945) [6, Theorem 5, p. 198] для целых функций заданного экспоненциального типа; подроб-
ности приведены ниже в разд. 4.

Теорема B и оценки (1.13) влекут неравенства [16, art. 45, sec. 20, p. 225, (20.38′)]

(

1−
π

qh

)

∑

|ck|
2 <

1

2h

∫

I

|P (x)|2 dx <
(

1 +
π

qh

)

∑

|ck|
2,
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которые справедливы для любых интервалов I длины 2h и конечных сумм P 6≡ 0 вида (1.3).
Таким образом, неравенства (1.9), (1.13) и теорема B приводят к следующим оценкам:

1

1 +
π

qh

≤
1

1 +
π

qh
θ+
(qh

π

)

≤ bq(h) ≤ ˜bq(h) при q > 0, h > 0, (1.15)

ãq(h) ≤ aq(h) ≤
1

1−
π

qh
θ−
(qh

π

)

≤
1

1−
π

qh

при q > 0, h >
π

q
. (1.16)

Д.Л.Донохо и Б.Ф.Логан установили результат [7, Lemma 10], из которого следует (см. [13,
формула (1.3)]), что

θ+(ξ) =
2πξ

πξ + sinπξ
− ξ при ξ ∈ (0, 1). (1.17)

Относительно недавно задачу о вычислении величин θ−(ξ) и θ+(ξ) для значений ξ, при
которых они оставались неизвестными, решил Ф. Литтманн [13]. Он выразил эти величины
в виде специальных конечных сумм в терминах решений уравнений, содержащих трансцен-
дентные и алгебраические выражения. При этом сумма θ−(ξ) + θ+(ξ) свернулась в простое
выражение [13, формула (1.5)], которое в принятых здесь обозначениях принимает вид

θ−(ξ) + θ+(ξ) =
2|πξ|

|πξ|+ | sinπξ|
, ξ > 1. (1.18)

В данной работе для каждого натурального q ≥ 2 найдены двусторонние оценки величин
˜bq(h) и ãq(h) при 0 < h ≤ π и π/q < h ≤ π соответственно в терминах величин E+

q−1(h), E
−
q−1(h)

наилучшего интегрального приближения соответственно сверху и снизу характеристической
функции интервала (−h, h) тригонометрическими полиномами порядка не выше q − 1 (см.
определения (3.1), (3.2) в разд. 3 ниже). А именно,

1

1 +
π

q
E+
q−1(h)

≤ ˜bq(h) при 0 < h ≤ π, q ∈ {2, 3, 4, . . .},

ãq(h) ≤
1

1−
π

q
E−
q−1(h)

при
π

q
< h ≤ π, q ∈ {2, 3, 4, . . .}. (1.19)

Упомянутые выше результаты результаты Д.Л.Донохо и Б.Ф.Логана, а также Ф. Литт-
манна (в том числе, (1.17), (1.18)), касающиеся величин θ−(ξ) и θ+(ξ), не были известны ав-
торам работы [2]; внимание авторов на эти результаты недавно обратил Д.В. Горбачев.

Периодические аналоги E−
q−1(h), E

+
q−1(h) величин θ−(ξ), θ+(ξ) к настоящему времени изу-

чены полностью [2; 9; 12; 17] (соответствующая история вопроса приведена ниже в разд. 3). В
частности, с помощью (1.19) и результатов работы [2] получаем, что для любых q ∈ {2, 3, 4, . . .},
π/q < h < 2π/q, и произвольной функции P ∈ P(q) справедливо неравенство

π
∫

−π

|P (x)|2 dx ≤ Υ(q, h)

h
∫

−h

|P (x)|2 dx, (1.20)

где

Υ(q, h) =
(q + 1) sin

(q − 1)h

2
− (q − 1) sin

(q + 1)h

2

sin
(q − 1)h

2
− sin

(q + 1)h

2

.
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Заметим, что

Υ(q, h) = q +
1

tg
ε

2
tg

h

2

при h =
π + ε

q
, 0 < ε < π.

Следовательно, выполняется неравенство

ãq(h) ≤
π + ε

π
+

π + ε

πq tg
ε

2
tg

h

2

при q = 2, 3, 4, . . . , h =
π + ε

q
, 0 < ε < π, (1.21)

которое уточняет оценку (1.11) при указанных в (1.21) ограничениях на q, h, поскольку в этом
случае выражение, расположенное в правой части неравенства (1.21), меньше A(ε).

Кроме того, здесь доказаны следующие соотношения:

lim
h→ 2π

q+1
−0

ãq(h) = lim
h→ 2π

q
−0

ãq(h) = 2, q ∈ N, q ≥ 2. (1.22)

Сравнивая последние равенства в (1.22), (1.7) при q = 2, приходим к выводу, что величи-
на ã2(h) (как функция переменного h) терпит разрыв в точке π.

2. Постановка задачи и примеры

Напомним некоторые стандартные обозначения, которые здесь будут использоваться. Пусть
T := R/(2πZ) есть период длины 2π, т. е. полуинтервал [−π, π) с отождествленными концами.
Символом Lp := Lp(T) (1 ≤ p < ∞), как обычно, обозначается пространство 2π-периодических
измеримых комплекснозначных функций f : T → C с нормой

‖f‖p :=

(

1

2π

∫

T

|f(t)|p dt

)1/p

;

положим L := L1.

Функцию f ∈ L2 разложим в ряд Фурье f(x) =
∑

ν∈Z

̂fνe
iνx, ̂fν =

1

2π

∫ π

−π
f(x)e−iνx dx.

Множество sp f := {ν ∈ Z : ̂fν 6= 0} называют спектром функции f ; будем считать его упоря-
доченным по возрастанию: sp f = {νk : νk < νk+1}. Зафиксируем произвольное натуральное
число q ≥ 2. Обозначим через D(q) множество функций f ∈ L2, у которых любые две точки
спектра sp f находятся на расстоянии не меньшем, чем число q. Иными словами, функция
f ∈ L2 принадлежит D(q) в том и только в том случае, если ее ряд Фурье имеет вид

∑

̂fνke
iνkx, νk ∈ Z, νk < νk+1 при всех k, |νk − νj | ≥ q при k 6= j.

Ясно, что D(q + 1) ⊂ D(q).
Теорема A влечет следующее утверждение: если q ∈ N, h > π/q, то для любой функции

f ∈ D(q), f 6≡ 0, и любого a ∈ R выполняется неравенство

∫ a+2h

a
|f(x)|2dx > 0.

Приведем пример, показывающий существенность ограничения h > π/q в том смысле,
что число π в этом ограничении нельзя заменить на меньшее; напомним, что этот факт был
установлен ранее в [11, § 3] другим способом.

П р и м е р 1. При q ∈ N, 0 < h < π/q существует функция f ∈ D(q) такая, что

‖f‖2 > 0 и

h
∫

−h

|f(x)|2dx = 0. (2.1)
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Рис. 1.

Действительно, рассмотрим набор точек

{

xk :=
2kπ

q

}q−1

k=0

и определим функцию f на периоде2

T следующим образом:

f(x) =

{

0, при |x− xk| ≤ h, k = 0, 1, . . . , q − 1;
1, иначе.

Функция f является 2π/q-периодической, следовательно, sp f ⊆ {0,±q,±2q, . . .}, поэтому f ∈

D(q). Для этой функции выполняются равенства
∫ π

−π
|f(x)|2dx = 2(π − hq),

∫ h

−h
|f(x)|2dx = 0,

которые вместе с ограничением 0 < h < π/q влекут (2.1). �

В левой части рис. 1 изображен рассмотренный пример функции f в случае q = 4.

Рис. 1 состоит из двух частей (левой и правой), каждая из которых соответствует случаю
q = 4, xk = 2kπ/q = kπ/2, k = 0, 1, 2, 3. В центре каждой части расположена единичная
окружность Γ.

На левой части рисунка малые вертикальные углы, изображенные пунктирными линия-
ми, высекают на Γ дуги, на которых функция ϕ(eix) := f(x) принимает единичное значение,
в остальных точках окружности эта функция равна нулю.

Правая часть рисунка является визуализацией функции f, построенной ниже в приме-
ре 2; на этой части рисунка малые вертикальные углы, изображенные пунктирными линия-
ми, высекают на Γ дуги, на которых функция ϕ(eix) := f(x) принимает единичное значение,
в остальных точках окружности эта функция равна нулю.

На обеих частях рисунка числа ±h, ±ε, xk ± h, xk, xk ± ε означают углы (функция eix

переводит их в точки на Γ).

Зафиксируем число h ∈ (0, π] и натуральное число q ≥ 2. Нас интересует, в каких пределах
может изменяться отношение

Ψ(f ; 2h) :=

π
∫

−π

|f(x)|2 dx

/ h
∫

−h

|f(x)|2 dx,

2Удобно отождествить период T = [−π, π) с единичной окружностью Γ := {z = eix : x ∈ T}. В этом

случае набору точек {xk}
q−1

k=0
⊂ T будет соответствовать набор точек

{

zk := eixk

}q−1

k=0
⊂ Γ, а функции

f на T будет соответствовать функция ϕ на Γ, которая определяется равенством ϕ(eix) := f(x).
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когда f пробегает класс D(q), т. е. чему равняются величины

βq(h) := inf
f∈D(q), ‖f‖2>0

Ψ(f ; 2h), αq(h) := sup
f∈D(q), ‖f‖2>0

Ψ(f ; 2h). (2.2)

Заметим, что величины (2.2) связаны с величинами (1.6) равенствами

h

π
βq(h) = ˜bq(h),

h

π
αq(h) = ãq(h). (2.3)

Это следует из того, что, во-первых, при фиксированном h ∈ (0, π] функционал

ρh(f) :=

( h
∫

−h

|f(x)|2 dx

)1/2

является полунормой в L2 (в частности, выполняется неравенство треугольника), а во-вторых,
для каждой функции f ∈ D(q), не эквивалентной нулевой, ее частичная сумма Фурье Sn(f)
порядка n принадлежит множеству P(q), и начиная с некоторого достаточно большого n вы-
полняется свойство Sn(f) 6≡ 0.

Последнее равенство в (2.3) вместе с примером 1 влекут следующее утверждение, полу-
ченное ранее в [11, § 3] другим способом: ãq(h) = +∞ при 0 < h < π/q, q ∈ N.

Ниже построен пример функции, которая дает оценку

q ≤ αq(h) при h ∈
(π

q
,
2π

q

)

, q ∈ N, q ≥ 2. (2.4)

П р и м е р 2. Пусть q ∈ N, q ≥ 2. Рассмотрим набор точек X :=

{

xk :=
2kπ

q

}q−1

k=0

.

Зафиксируем произвольное число h ∈ (π/q, 2π/q). Возьмем положительное число ε настолько
малым, чтобы отрезок [−h, h] содержал в себе ε-окрестность точки x0 = 0 и не пересекался с ε-
окрестностями остальных точек из X. Ясно, что среди точек из X \x0 = {xk}

q−1
k=1 ближайшими

к x0 в смысле метрики на периоде3
T являются две точки x1 и xq−1 (каждая из них удалена

от x0 на расстояние 2π/q). В качестве ε можно взять любое число из интервала (0, 2π/q − h).
Действительно, неравенство ε < 2π/q − h равносильно неравенству h < 2π/q − ε = x1 − ε,
которое, в частности, означает, что ближайшая к точке x0 концевая точка отрезка [x1−ε, x1+ε]
не лежит в отрезке [−h, h]. Кроме того, из неравенств π/q < h < 2π/q, ε < 2π/q − h следует,
что ε < h.

Положим

f(x) =

{

1 при |x− xk| ≤ ε, k = 0, 1, . . . , q − 1;
0, иначе.

Функция f является 2π/q-периодической, следовательно, sp f ⊆ {0,±q,±2q,±3q, . . .} и f ∈

D(q). Эта функция принимает единичное значение на отрезках [xk−ε, xk+ε], k = 0, 1, . . . , q−1;
в остальных точках периода она равна нулю. В частности, f(x) = 0 при ε < |x| < x1 − ε.

Следовательно, f(x) = 0 при ε < |x| ≤ h, поскольку ε < h < x1−ε. Поэтому
∫ h

−h
|f(x)|2 dx = 2ε.

Кроме того,
∫ π

−π
|f(x)|2 dx = 2εq. Откуда вытекает (2.4). �

В правой части рис. 1 изображен рассмотренный пример функции f в случае q = 4.

3 Здесь также, как и в предыдущем примере (см. сноску 2 на с. 59), удобно отождествить период T

с единичной окружностью Γ на комплексной плоскости; расстояние ρ(x, y) на T между двумя точками
x, y определяется так: ρ(x, y) = min{|x− y − 2πk| : k ∈ Z}.
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Следующие два известных факта (см., например, [3, гл. 5, § 9]) применяются ниже для
исследования величин αq(h), βq(h). Первый факт заключается в равенстве

h
∫

−h

|f(x)|2 dx =

π
∫

−π

χ
h
(x)|f(x)|2 dx, 0 < h ≤ π,

где χ
h

есть 2π-периодическое продолжение характеристической функции

χ
(−h,h)

(x) =

{

1, |x| < h,

0, h ≤ |x|

интервала (−h, h).
Второй факт состоит в том, что для f ∈ D(q) функция F (x) := |f(x)|2 ортогональна

гармоникам ej(x) := eijx при j = ±1,±2, . . . ,±(q − 1). Это утверждение следует из цепочки
равенств

|f(x)|2 = f(x)f(x) =
(

∑

ν∈Z

̂fνe
iνx
)(

∑

µ∈Z

̂fµe
−iµx

)

=
∑

(ν, µ)∈Z2

̂fν ̂fµe
i(ν−µ)x

=
∑

s∈Z

(

∑

ν−µ=s

̂fν ̂fµ

)

eisx =
∑

ν∈Z

| ̂fν |
2 +

∑

s∈Z, |s|≥q

(

∑

ν−µ=s

̂fν ̂fµ

)

eisx. (2.5)

3. Применение одностороннего приближения в L характеристической

функции интервала тригонометрическими полиномами

Пусть Tn есть подпространство тригонометрических полиномов порядка не выше n, при-
нимающих вещественные значения на T; элементами Tn являются полиномы вида

τ(x) =

n
∑

ν=−n

τ̂νe
iνx, τ̂−ν = τ̂ν ∈ C.

Для вещественнозначной ограниченной функции g ∈ L определим величины

E−
n (g) := inf

τ∈Tn, τ≤g

1

2π

∫

T

{g(x) − τ(x)} dx, E+
n (g) := inf

τ∈Tn, g≤τ

1

2π

∫

T

{τ(x)− g(x)} dx (3.1)

наилучшего интегрального приближения снизу и соответственно сверху подпространством Tn;
здесь τ ≤ g означает, что τ(x) ≤ g(x) при всех x ∈ T.

В дальнейшем в качестве приближаемой функции g будет рассматриваться 2π-периоди-
ческое продолжение характеристической функции интервала (−h, h), обозначенное выше сим-
волом χ

h
. Положим

E−
n (h) := E−

n (χh
), E+

n (h) := E+
n (χh

), 0 < h ≤ π, n = 1, 2, 3, . . . . (3.2)

Несложно убедиться в том, что

E+
n (h) = E−

n (π − h) для n ∈ N, h ∈ (0, π). (3.3)

Зафиксируем произвольное натуральное число n ≥ 2. Известно (см. [1]), что из одного
результата Л.Фейера (1915) [10; см. также 4, разд. 6, задача 52] следует такое утверждение:
для каждого числа h ∈ (π/n, π] найдется тригонометрический полином порядка n− 1, непо-

ложительный на [−π,−h] ∪ [h, π] с положительным свободным коэффициентом; причем в

этом утверждении число π/n заменить на меньше положительное число нельзя.

Поэтому для каждого числа h ∈ (π/n, π] существует полином τ ∈ Tn−1 такой, что τ ≤ χ
h

и
τ̂0 > 0; причем, если 0 < h ≤ π/n, то для любого τ ∈ Tn−1, удовлетворяющего условию τ ≤ χ

h
,

выполняется неравенство τ̂0 ≤ 0.
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Лемма 1. Пусть q ∈ N, q ≥ 2, π/q < h ≤ π, и пусть полином τ ∈ Tq−1 удовлетворяет

условиям τ ≤ χ
h
, τ̂0 > 0. Тогда для любой функции f ∈ D(q) выполняется неравенство

π
∫

−π

|f(x)|2 dx ≤
1

τ̂0

h
∫

−h

|f(x)|2 dx. (3.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку f ∈ D(q), то (см. (2.5)) функция F (x) := |f(x)|2

ортогональна гармоникам eijx при j = ±1,±2, . . . ,±(q − 1). Следовательно,

1

2π

π
∫

−π

τ(x)|f(x)|2 dx = τ̂0
∑

ν∈Z

| ̂fν |
2.

Отсюда с учетом условия τ ≤ χh и представления (2.5) получаем

h
∫

−h

|f(x)|2 dx =

π
∫

−π

χ
h
(x)|f(x)|2 dx ≥

π
∫

−π

τ(x)|f(x)|2 dx = 2πτ̂0
∑

ν∈Z

| ̂fν |
2 = τ̂0

π
∫

−π

|f(x)|2 dx,

что в силу положительности τ̂0 равносильно (3.4). Лемма доказана. �

Следствие 1. Пусть q ∈ N, q ≥ 2, π/q < h ≤ π. Тогда для любой функции f ∈ D(q)
выполняется неравенство

π
∫

−π

|f(x)|2 dx ≤
1

h

π
− E−

q−1(h)

h
∫

−h

|f(x)|2 dx. (3.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

E−
q−1(h) := E−

q−1(χh
) = inf

τ∈Tq−1, τ≤χ
h

1

2π

π
∫

−π

{χ
h
(x)− τ(x)} dx =

h

π
− sup

τ∈Tq−1, τ≤χ
h

τ̂0.

Таким образом,

sup
τ∈Tq−1, τ≤χ

h

τ̂0 =
h

π
− E−

q−1(h).

Отсюда с помощью леммы 1 приходим к неравенству (3.5). �

Очевидно, что для любого h ∈ (0, π] и любого полинома τ ∈ Tq−1, удовлетворяющего
условию χ

h
≤ τ, выполняется неравенство τ̂0 > 0. Повторяя рассуждения, аналогичные тем,

которые использовались при доказательстве леммы 1, приходим к следующему утверждению.

Лемма 2. Пусть q ∈ N, q ≥ 2, 0 < h ≤ π, и пусть полином τ ∈ Tq−1 удовлетворяет

условию χ
h
≤ τ. Тогда для любой функции f ∈ D(q) выполняется неравенство

1

τ̂0

h
∫

−h

|f(x)|2 dx ≤

π
∫

−π

|f(x)|2 dx. (3.6)

Следствие 2. Пусть q ∈ N, q ≥ 2, 0 < h ≤ π. Тогда для любой функции f ∈ D(q)
выполняется неравенство

1

h

π
+ E+

q−1(h)

h
∫

−h

|f(x)|2 dx ≤

π
∫

−π

|f(x)|2 dx. (3.7)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

E+
q−1(h) := E+

q−1(χh
) = inf

τ∈Tq−1, χh
≤τ

1

2π

π
∫

−π

{τ(x)− χ
h
(x)} dx = inf

τ∈Tq−1, χh
≤τ

τ̂0 −
h

π
,

так что

inf
τ∈Tq−1, χh

≤τ
τ̂0 =

h

π
+ E+

q−1(h).

Отсюда с помощью леммы 2 приходим к неравенству (3.7). �

Суммируя утверждения следствий 1, 2 и принимая во внимание инвариантность подпро-
странства Tq−1 относительно любого сдвига, получаем следующий результат.

Теорема 1. Пусть q ∈ N, q ≥ 2, 0 < λ ≤ π, π/q < h ≤ π. Тогда для любой функции

f ∈ D(q) и любого a ∈ R выполняются неравенства

1

2λ+ 2πE+
q−1(λ)

a+2λ
∫

a

|f(x)|2dx ≤
1

2π

π
∫

−π

|f(x)|2dx ≤
1

2h− 2πE−
q−1(h)

a+2h
∫

a

|f(x)|2dx. (3.8)

Из результата Фейера (1913) для неотрицательных тригонометрических полиномов (см. [9;
4, отдел 6, § 7, задача 50) следует (см. [2]) равенство

E−
q−1(π) =

1

q
для q ∈ N, q ≥ 2.

Обращаем внимание читателя на то, что E−
q−1(π) — величина наилучшего интегрального при-

ближения снизу характеристической функции открытого интервала (−π, π) тригонометри-
ческими полиномами порядка не выше q − 1, поэтому в качестве приближающего полинома
нельзя брать полином, тождественно равный единице, поскольку такой полином положителен
в концевых точках −π, π, в то время как приближающий полином должен быть неположи-
тельным в этих точках.

П.Ердеш и П.Туран (1948) (см. [8; 15, Ch. 1, p. 272]) доказали, что E−
q−1(h) = O(q). Позднее

этот результат был уточнен ([17; 14, Ch. 1]):

E−
q−1(h) ≤

1

q
при любых q ∈ N, q ≥ 2, h ∈ (0, π]. (3.9)

В работе [12] содержится, в частности, такое утверждение:

E−
q−1(h) =

1

q
для q ∈ N, q ≥ 2, h =

jπ

q
, j = 1, 2, . . . , q. (3.10)

С помощью теоремы 1, неравенства (3.9) и утверждений (3.10), (3.3) получаем

Следствие 3. Пусть q ∈ N, q ≥ 2, π/q < h ≤ π. Тогда для любой функции f ∈ D(q) и

любого a ∈ R выполняются неравенства

1

2h+
2π

q

a+2h
∫

a

|f(x)|2 dx ≤
1

2π

π
∫

−π

|f(x)|2 dx ≤
1

2h−
2π

q

a+2h
∫

a

|f(x)|2 dx. (3.11)

В частности, при h = jπ/q, j = 2, . . . , q, выполняются неравенства

q

j + 1

a+ 2jπ
q

∫

a

|f(x)|2 dx ≤

π
∫

−π

|f(x)|2 dx ≤
q

j − 1

a+ 2jπ
q

∫

a

|f(x)|2 dx. (3.12)
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Неравенства (3.12) при j = 2, q ∈ N, q ≥ 2, a = −2π/q приобретают вид

q

3

2π
q
∫

− 2π
q

|f(x)|2 dx ≤

π
∫

−π

|f(x)|2 dx ≤ q

2π
q
∫

− 2π
q

|f(x)|2 dx, f ∈ D(q). (3.13)

Поэтому с учетом принадлежности постоянных функций классу D(q) для величин, определен-
ных формулами (2.2), имеют место оценки

q

3
≤ βq

(2π

q

)

≤
q

2
≤ αq

(2π

q

)

≤ q при q = 2, 3, 4, . . . . (3.14)

В статье [2] найдена величина E−
n (h) при всех n ∈ N, h ∈ (0, π]; в частности,

E−
q−1(h) =

h

π
− Λq−1(h) при h ∈

(π

q
,
2π

q

)

, (3.15)

где

Λq−1(h) =
sin

(q − 1)h

2
− sin

(q + 1)h

2

(q + 1) sin
(q − 1)h

2
− (q − 1) sin

(q + 1)h

2

. (3.16)

Преобразуем знаменатель дроби, стоящей перед последним интегралом в неравенствах (3.8),

2h− 2πE−
q−1(h) = 2πΛq−1(h), h ∈

(π

q
,
2π

q

)

. (3.17)

Легко проверить, что Λq−1(π/q) = 0, Λq−1(2π/q) = 1/q и

Λ′
q−1(h) =

q sinh− sin qh
(

(q + 1) sin
(q − 1)h

2
− (q − 1) sin

q + 1

2
h
)2

> 0 при h ∈
[π

q
,
2π

q

]

.

Поэтому Λq−1(h) является положительной возрастающей функцией на (π/q, 2π/q].

Следствие 4. Пусть q ∈ N, q ≥ 2, π/q < h < 2π/q, a ∈ R. Тогда выполняются следующие

утверждения:
π
∫

−π

|f(x)|2dx ≤
1

Λq−1(h)

a+2h
∫

a

|f(x)|2 dx, f ∈ D(q); (3.18)

q ≤ αq(h) ≤
1

Λq−1(h)
; (3.19)

lim
h→ 2π

q
−0

αq(h) = q, lim
h→ 2π

q+1
−0

αq(h) = q + 1. (3.20)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Неравенство (3.18) вытекает из последнего неравенства в (3.8)
и равенства (3.17). В свою очередь неравенство (3.18) влечет оценку сверху

αq(h) ≤
1

Λq−1(h)
при h ∈

(π

q
,
2π

q

)

.

Оценка снизу в (3.19) была установлена выше (см. (2.4)). Из двусторонних оценок (3.19)
предельным переходом при h → 2π/q − 0 получаем первое равенство в (3.20), поскольку

lim
h→ 2π

q
−0

Λq−1(h) =
1

q
.
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Точка h∗ := 2π/(q + 1) принадлежит интервалу (π/q, 2π/q), на котором Λq−1(h) непрерывна
и принимает в точке h∗ значение, равное 1/q + 1. Заменяя q на q+1 в первом равенстве из (3.20)
и учитывая вложение Dq+1 ⊂ D(q), получаем

q + 1 = lim
h→ 2π

q+1
−0

αq+1(h) ≤ lim
h→ 2π

q+1
−0

αq(h) ≤
1

Λq−1(h∗)
= q + 1,

что влечет второе равенство в (3.20). Следствие доказано. �

Отметим, что в силу последнего равенства в (2.3) соотношения (3.20) равносильны (1.22);
неравенство (3.18) уточняет оценку, которая следует из последнего неравенства в (1.9) и оцен-
ки (1.4), (1.5), найденной в [11, § 2].

4. Приложение

Сформулируем результат Р.П.Боаса и М.Каца [6, Theorem 5, p. 198] для целых функций,
который упоминался выше в разд. 1 в связи с последним равенством в (1.14).

Теорема C. Если функция f представима в виде

f(x) =
1

2π

∞
∫

−∞

eixtϕ(t) dt,

где ϕ — неотрицательная и интегрируемая на R функция, f(x) = 0 при |x| ≥ A > 0, то

∞
∫

−∞

|f(x)| dx ≤ Af(0), (4.1)

причем существует функция f указанного вида, на которой это неравенство обращается в

равенство.

В условиях этой теоремы имеем

ϕ(t) =

A
∫

−A

e−ixtf(x) dx ≥ 0 при всех t ∈ R, f ∈ C[−A,A]; (4.2)

свойство непрерывности функции f следует из принадлежности ϕ пространству L(R) (см. [5,
гл. 1, § 1, с. 8, теорема 1.1]). Отсюда и из (4.1) получаем неравенства

|ϕ(ξ)| ≤

A
∫

−A

|f(x)| dx ≤ Af(0) =
A

2π

∞
∫

−∞

ϕ(t) dt, ξ ∈ R. (4.3)

Для любой неотрицательной функции ϕ ∈ L(R) экспоненциального типа A > 0 имеет место
представление (4.2). Поэтому в случае A = 2π в силу (4.3) выполняется неравенство

‖ϕ‖C(R) ≤ ‖ϕ‖L(R).

В частности, для любой неотрицательной функции ϕ ∈ L(R) экспоненциального типа 2π,
являющейся мажорантой характеристической функции произвольного интервала, имеем

1 ≤ ‖ϕ‖L(R),

что влечет оценку снизу 1 ≤ lim
ξ→+0

θ+(ξ). Оценка сверху lim
ξ→+0

θ+(ξ) ≤ 1 легко получается

с помощью функции, на которой неравенство (4.1) обращается в равенство в случае A = 2π.

Авторы признательны В.В.Арестову за ценные замечания и благодарны Д.В. Горбачеву
и Ю.В.Крякину за несколько важных литературных источников.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 21 № 4 2015

ТРЕУГОЛЬНЫЙ КОНЕЧНЫЙ ЭЛЕМЕНТ С НОВЫМИ

АППРОКСИМАТИВНЫМИ СВОЙСТВАМИ1

Н. В.Байдакова

Построен конечный элемент с новыми свойствами аппроксимации старших производных. Предлагает-

ся способ построения пространства конечных элементов в плоском случае, основанный на более ранних

результатах Ю.Н.Субботина и результатах, полученных в данной статье. Результирующая кусочно поли-

номиальная функция обладает свойством непрерывности и новыми аппроксимационными свойствами.

Ключевые слова: многомерная интерполяция, метод конечных элементов, условие наибольшего угла,

сплайны на триангуляциях.

N. V.Baidakova. A triangular finite element with new approximation properties.

A finite element with new properties of approximation of higher derivatives is constructed, and a method for

the construction of a finite element space in the planar case is proposed. The method is based on Yu.N. Subbotin’s

earlier results as well as on the results obtained in this paper. The resulting piecewise polynomial function

possesses the continuity property and new approximation properties.

Keywords: multidimensional interpolation, finite element method, maximum angle condition, splines on

triangulations.

Введение

Пусть область Ω ⊂ R
2 имеет форму многоугольника, а функция f определена на Ω и

принадлежит классу W n+1M, т. е. f непрерывна на Ω вместе со всеми своими частными про-
изводными до порядка n + 1 включительно, и все ее производные порядка n + 1 ограничены
по модулю константой M. Пусть имеется триангуляция области Ω и ∆ — произвольный тре-
угольник из триангуляции. Мы будем рассматривать задачу интерполяции функции f на ∆
многочленом степени не выше n при n ≥ 3. Обозначим через ai (i = 1, 2, 3) вершины треуголь-
ника ∆; через τij (i, j = 1, 2, 3, i 6= j) — единичные векторы, направленные от вершины ai
к вершине aj; через nij (i, j = 1, 2, 3, i 6= j) — единичные нормали к сторонам [ai, aj ]; через
α, β, θ — углы при вершинах a1, a2, a3 соответственно; через H — диаметр треугольника. Пусть
α ≤ β ≤ θ. Тогда H = ‖a2 − a1‖. Через Ds

ξ1...ξs
будем обозначать производную порядка s по

направлениям произвольных единичных векторов ξ1, . . . , ξs.
Договоримся, что для величин ϕ1 и ϕ2, каждая из которых, вообще говоря, может зависеть

от функции f, введенных выше геометрических характеристик H,α, β, θ треугольника ∆ и
точки u ∈ ∆, имеет место отношение

ϕ1

(&)

. ϕ2,

если существует число C(n) > 0, допускающее зависимость только от степени n интерполяци-
онного многочлена, такое, что

ϕ1

(≥)

≤ C(n)ϕ2.

Пусть Pn — множество многочленов степени не выше n по совокупности переменных (сум-
мы степеней у мономов не превосходят n) таких, что все коэффициенты любого многочлена
P ∈ Pn однозначно определяются тем, что он интерполирует значения функции f и, возмож-
но, значения некоторых ее производных в выбранных точках треугольника ∆. Известно, что

1Работа выполнена за счет средств Российского научного фонда (проект 14-11-00702).
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для достаточно широкого множества Pn и любых единичных векторов ξ1, . . . , ξs имеют место
оценки (Ф.Сьярле и П.Равьяр, [1])

‖Ds
ξ1...ξs(f − P )‖C(∆) . MHn+1−ssin−s α, 0 ≤ s ≤ n, (0.1)

где P ∈ Pn, ‖ · ‖C(∆) — равномерная норма на ∆.
Введем множество мультииндексов

I = {(i, j, k)| i, j, k ∈ Z+; i+ j + k = n}

и выделим следующее множество точек треугольника ∆:

Q = {uijk}(i,j,k)∈I = {uijk| uijk = (i/n)a1 + (j/n)a2 + (k/n)a3, (i, j, k) ∈ I} .

Рассмотрим многочлен ˜P ∈ Pn такой, что

∀ u ∈ Q ˜P (u) = f(u). (0.2)

В [2] и [3] Ю.Н.Субботиным доказано, что для любых единичных векторов ξ1, . . . , ξs имеют
место оценки

‖Ds
ξ1...ξs(f − ˜P )‖C(∆) . MHn+1−ssin−s θ, 0 ≤ s ≤ n. (0.3)

Отметим, что в работах [1] и [3] оценки типа (0.1) и (0.3) получены не только для плоско-
го, но и для многомерных случаев (в частности, когда ∆ является m-симплексом), однако
мы остановимся на случае треугольника. Преимущество соотношения (0.3) перед (0.1) заклю-
чается в том, что использование оценок (0.1) требует наложения на триангуляцию “условия
наименьшего угла”, т. е. требования ограничения снизу величин наименьших углов треуголь-
ников из триангуляции, в то время как наличие оценок (0.3) позволяет ограничиться более
слабым условием отделенности от π наибольших углов треугольников. В данной работе пред-
лагается сохранить те условия из (0.2), которые задаются в точках, принадлежащих сторонам
треугольника ∆, и заменить оставшиеся на интерполяцию старших производных в точке a2.

Рассмотрим множество
I0 = {(i, j, k) ∈ I| i · j · k = 0}

и соответствующее подмножество Q0 множества Q (точки из Q, принадлежащие сторонам
треугольника):

Q0 = {uijk}(i,j,k)∈I0 = {uijk| uijk = (i/n)a1 + (j/n)a2 + (k/n)a3, (i, j, k) ∈ I0} .

Пусть многочлен P определяется следующими условиями:

P (u) = f(u) (0.4)

для всех u ∈ Q0 и
∂i+jP (a2)

∂τ i12∂n
j
12

=
∂i+jf(a2)

∂τ i12∂n
j
12

(0.5)

для всех j = 3, n, i = 0, n − j.
Множество всех многочленов степени не выше n, удовлетворяющих условию (0.4), обозна-

чим через Pn[Q0]. Ясно, что P, ˜P ∈ Pn[Q0] ⊂ Pn.
Поместим треугольник ∆ в прямоугольную систему координат Oxy таким образом, что

для некоторых положительных a, b, h координаты вершин будут записываться следующим об-
разом: a1 = (a+ b, 0), a2 = (0, 0), a3 = (a, h) (см. рис. 1). Так как α ≤ β ≤ γ, то a ≤ b, и имеет
место равенство H = a+ b (очевидно также, что a, b, h являются некоторыми функциями ве-
личин H,α, β, θ, что следует учитывать при использовании отношения “.” или “&”). В этом
случае условия (0.5) принимают вид

∂i+jP (a2)

∂xi∂yj
=

∂i+jf(a2)

∂xi∂yj
,

где j = 3, n, i = 0, n − j.
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a1 = (b+ a, 0)a2 = (0, 0)

a3 = (a, h)

αβ

θ

x

y

Рис. 1. Расположение треугольника ∆ в системе координат Oxy.

Наша цель — доказать четыре теоремы, сформулированные ниже. Кроме того, в последнем
разделе приводится описание способа построения пространства конечных элементов с новы-
ми аппроксимационными свойствами. Данное пространство строится на основе результатов
Ю.Н.Субботина и результатов, полученных в настоящей работе.

Теорема 1. Пусть для f ∈ W n+1M многочлен P ∈ Pn определяется интерполяционны-

ми условиями (0.4) и (0.5). Тогда для любого β0 < π/2, любого треугольника ∆, удовлетво-

ряющего условию β ≤ β0, и любого неотрицательного целого числа s такого, что 0 ≤ s ≤ n,
справедлива оценка

∥

∥

∥

∂s−j(f − P )

∂xs−j∂yj

∥

∥

∥

C(∆)
≤

{

C(n, β0)MHn+1−s sin−j θ, j = 0,min{2, s},

C(n, β0)MHn+1−s, j = 3, . . . , s,
(0.6)

где C(n, β0) — неотрицательная величина, зависящая только от n и β0.

Теорема 2. Пусть для f ∈ W n+1M многочлен P ∈ Pn определяется интерполяционны-

ми условиями (0.4) и (0.5). Тогда для любого β0 < π/2, любого треугольника ∆, удовлетво-

ряющего условию β ≤ β0, любого s = 0, . . . , n и произвольных единичных векторов ξ1, . . . , ξs
справедлива оценка

∥

∥Ds
ξ1...ξs(f − P )

∥

∥

C(∆)
≤

{

C(n, β0)MHn+1−s sin−s θ, s = 0, 1, 2,

C(n, β0)MHn+1−s sin−2 θ, s = 3, . . . , n,
(0.7)

где C(n, β0) — неотрицательная величина, зависящая только от n и β0.

Вместо условий (0.5) можно использовать аналогичные условия в наибольшем угле

∂i+jP (a3)

∂τ i31∂n
j
31

=
∂i+jf(a2)

∂τ i31∂n
j
31

(0.8)

для всех j = 3, n, i = 0, n − j. В этом случае будут иметь место следующие теоремы.

Теорема 3. Пусть для f ∈ W n+1M многочлен P ∈ Pn определяется интерполяционны-

ми условиями (0.4) и (0.8). Тогда для любого θ0 такого, что |cos θ0| > 0, любого треугольни-

ка ∆, удовлетворяющего условию |cos θ| > |cos θ0| , и любого неотрицательного целого числа s
такого, что 0 ≤ s ≤ n, справедлива оценка

∥

∥

∥

∂s−j(f − P )

∂xs−j∂yj

∥

∥

∥

C(∆)
≤

{

C(n, θ0)MHn+1−s sin−j θ, j = 0,min{2, s},

C(n, θ0)MHn+1−s, j = 3, . . . , s,
(0.9)

где C(n, θ0) — неотрицательная величина, зависящая только от n и θ0.
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Теорема 4. Пусть для f ∈ W n+1M многочлен P ∈ Pn определяется интерполяционны-

ми условиями (0.4) и (0.8). Тогда для любого θ0 такого, что |cos θ0| > 0, любого треуголь-

ника ∆, удовлетворяющего условию |cos θ| > |cos θ0| , любого s = 0, . . . , n и произвольных

единичных векторов ξ1, . . . , ξs справедлива оценка

∥

∥Ds
ξ1...ξs(f − P )

∥

∥

C(∆)
≤

{

C(n, θ0)MHn+1−s sin−s θ, s = 0, 1, 2,

C(n, θ0)MHn+1−s sin−2 θ, s = 3, . . . , n,
(0.10)

где C(n, θ0) — неотрицательная величина, зависящая только от n и θ0.

З а м е ч а н и е 1. Теоремы 2 и 4 являются тривиальными следствиями теорем 1 и 3
соответственно и приводятся здесь лишь по той причине, что запись оценок в виде (0.7) и (0.10)
является более традиционной по сравнению с (0.6) и (0.9).

З а м е ч а н и е 2. Так как sin θ . sin β . sin θ, то в оценках (0.3), (0.6), (0.7), (0.9), (0.10)
вместо sin θ можно писать sinβ, что не влияет на точность оценок.

З а м е ч а н и е 3. Вопрос оптимальности найденных условий интерполяции и получен-
ных оценок на классе W n+1M остается открытым. В [4] для функции из W n+1M получены
оценки снизу для широкого класса конечных элементов, обеспечивающих определенную глад-
кость или непрерывность результирующего сплайна на триангуляции. В случае непрерывности
в оценках снизу в знаменателях присутствует синус наибольшего (или среднего) угла в первой
степени. В полученных здесь оценках сверху в знаменателях оценок аппроксимации произ-
водных высоких порядков может присутствовать квадрат синуса наибольшего (или среднего)
угла, в то время как рассматриваемые условия интерполяции обеспечивают непрерывность
сплайна на Ω.

Обзоры, связанные с “условием наибольшего угла” в методе конечных элементов, можно
найти, например, в [4; 5].

1. Подробнее об оценках Ю. Н.Субботина

Наряду с оценками (0.3) в [3, лемма 4] для многочлена ˜P доказан следующий факт. Для
одного из условий

ξk ∈ {τ21, τ23} для всех k = 1, s (1.1)

или
ξk ∈ {τ31, τ32} для всех k = 1, s (1.2)

для любого s = 0, . . . , n имеет место соотношение
∥

∥Ds
ξ1...ξs(f − ˜P )

∥

∥

C(∆)
. MHn+1−s. (1.3)

Способ выбора условия (1.1) или (1.2) указан в [3], но для нас он не будет иметь значения.
Покажем, что это, в частности, означает, что

∥

∥

∥

∂s(f − ˜P )

∂xs−i∂yi

∥

∥

∥

C(∆)
. MHn+1−s sin−i β (1.4)

для i = 0, . . . , s; s = 0, . . . , n.
Рассмотрим сначала ситуацию, когда (1.3) выполняется для случая (1.1). Рассмотрим про-

извольное s ∈ {0, . . . , n}. Для i = 0 оценка (1.4) совпадает с (1.3) при ξ1 = · · · = ξs = τ21.
Пусть теперь 1 ≤ j ≤ s, и неравенство (1.4) имеет место для i = 0, . . . , j − 1. Тогда в (1.3)
возьмем ξ1 = · · · = ξs−j+1 = τ21, ξs−j+1 = · · · = ξs = τ23 и представим s-ю производную по
направлениям τ21 и τ23 через сумму частных производных

Ds
ξ1...ξs(f − ˜P ) =

j
∑

k=0

Ck
j

∂s(f − ˜P )

∂xs−k∂yk
cosj−k β sink β,
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✲

✻

❏
❏

❏
❏

❏
❏

❏
❏❏

❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳

a1a3

a2

αθ

β

x1

y1

Рис. 2. Расположение треугольника ∆ в системе координат Ox1y1.

откуда следует оценка

∥

∥

∥

∂s(f − ˜P )

∂xs−j∂yj
sinj β

∥

∥

∥

C(∆)
=

∥

∥

∥
Ds

ξ1...ξs(f − ˜P )−

j−1
∑

k=0

Ck
j

∂s(f − ˜P )

∂xs−k∂yk
cosj−k β sink β

∥

∥

∥

C(∆)

.
∥

∥Ds
ξ1...ξs(f − ˜P )

∥

∥

C(∆)
+

j−1
∑

k=0

Ck
j

∥

∥

∥

∂s(f − ˜P )

∂xs−k∂yk
cosj−k β sink β

∥

∥

∥

C(∆)

. MHn+1−s +

j−1
∑

k=0

Ck
j MHn+1−s sin−k β cosj−k β sink β . MHn+1−s,

т. е. (1.4) доказано.
В ситуации, когда (1.3) выполняется при (1.2), введем вспомогательную систему коорди-

нат Ox1y1 таким образом, чтобы точка a3 совпадала с началом координат, вектор τ31 был
сонаправлен с осью Ox1 и треугольник ∆ для определенности находился в верхней полуплос-
кости (см. рис. 2). Тогда аналогично уже рассмотренному случаю получаем оценки

∥

∥

∥

∂s(f − ˜P )

∂xs−i∂yi

∥

∥

∥

C(∆)
. MHn+1−s sin−i θ . MHn+1−s sin−i β

для i = 0, . . . , s; s = 0, . . . , n. Далее, поскольку
∂

∂τ21
=

∂

∂x1
cosα−

∂

∂y1
sinα,

∂

∂τ23
= −

∂

∂x1
cos θ−

∂

∂y1
sin θ и sin β . sin θ . sin β, можем утверждать, что (1.3) имеет место также при (1.1).

Таким образом, мы оказываемся в условиях уже рассмотренного случая.

З а м е ч а н и е 4. Приведенные выше рассуждения означают также, что если соотноше-
ние (1.3) имеет место при одном из условий (1.1) или (1.2), то оно имеет место и при другом
из этих условий (нами показано, что из справедливости (1.3) при (1.2) следует справедли-
вость (1.3) при (1.1); обратное утверждение доказывается аналогично).

2. Доказательство теорем 1 и 2

Рассмотрим многочлен R ∈ Pn. Введем обозначение

e[R](x, y) = f(x, y)−R(x, y).

Используя формулу Тейлора с остаточным членом в интегральной форме Коши, получим
следующее разложение для всех (x, y) ∈ ∆ :

∂se[R](x, y)

∂xs−j∂yj
=

n−s+j
∑

i=j

1

(i− j)!
yi−j

n−s+j−i
∑

k=0

∂s−j+i+ke[R](0, 0)

∂xs−j+k∂yi
xk

k!
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+

n−s+j
∑

i=j

1

(i− j)!
yi−j

x
∫

0

(x− v)n−s+j−i

(n− s+ j − i)!

∂n+1e[R](v, 0)

∂vn+1−i∂yi
dv

+

y
∫

0

(y − t)n−s

(n− s)!

∂n+1f(x, t)

∂xs−j∂tn+1−s+j
dt . (2.1)

Чтобы доказать (0.6), достаточно для многочлена R = P, определяемого условиями (0.4)
и (0.5), оценить ∂se[P ](0, 0)/

(

∂xs−j∂yj
)

, 0 ≤ s ≤ n, 0 ≤ j ≤ s.

Лемма. В условиях теоремы 1 найдется неотрицательная величина K(n, β0), зависящая

только от n и β0, такая, что для любого s = 1, . . . , n имеют место следующие соотношения:
∣

∣

∣

∂se[P ](0, 0)

∂xs−j∂yj

∣

∣

∣
≤ K(n, β0)MHn+1−s sin−j β, если j = 0,min{2, s}; (2.2)

∂se[P ](0, 0)

∂xs−j∂yj
= 0, если s ≥ 3 и j = 3, . . . , s. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Равенства (2.3) следуют из (0.5). Остается доказать (2.2). Пусть
s — произвольное натуральное число, удовлетворяющее неравенству 1 ≤ s ≤ n. Напомним, что
a2 = (0, 0). Рассматривая e[P ](x, 0) на отрезке [a2, a1] и используя формулы для оценки ошибки
интерполяции в одномерном случае (см., например, [6]), получаем

∂se[P ](a2)

∂xs
= C1(s)

∂n+1f(ζs21)

∂xn+1
Hn+1−s, (2.4)

где C1(s) — величина, зависящая только от s и допускающая оценку сверху величиной, зави-
сящей от n; ζs21 — точка между a2 и a1. Таким образом,

∣

∣

∣

∂se[P ](a2)

∂xs

∣

∣

∣
. MHn+1−s,

т. е. (2.2) доказано для j = 0 при любом выбранном нами s = 1, . . . , n. Если s ≥ 2, то для
оценки оставшихся двух производных (при j = 1, 2) составим систему уравнений; при этом
воспользуемся методом математической индукции.

Пусть (2.2) доказано для s = r + 1, . . . , n, где r ∈ {2, . . . , n − 1}. Тогда, принимая во
внимание (2.1), можем утверждать, что формула (0.6) из теоремы 1 имеет место для всех
s = r + 1, . . . , n. Рассмотрим произвольное s = r ∈ {2, . . . , n − 1} (что соответствует шагу ин-
дукции) или s = r = n (база индукции). Поскольку шаг и база индукции доказываются почти
одинаково, мы будем рассматривать эти случаи одновременно, лишь иногда при необходимо-
сти отдельно останавливаясь на обсуждении случая s = r = n. Возьмем сужение функции e[P ]
на отрезок [a2, a3]. С одной стороны, применяя известные результаты для оценок ошибок ин-
терполяции в одномерном случае, получим равенство

∂se[P ](a2)

∂τ s23
= C2(s)

∂n+1f(ζs23)

∂τn+1
23

(

a2 + h2
)(n+1−s)/2

, (2.5)

где C2(s) — величина, зависящая только от s и допускающая оценку сверху величиной, зави-
сящей от n; ζs23 — точка между a2 и a3. С другой стороны, производную по направлению τ23
можно разложить в сумму частных производных, принимая во внимание равенства (2.3):

∂se[P ](a2)

∂τ s23
=

s
∑

k=0

Ck
s
∂se[P ](a2)

∂xs−k∂yk
coss−k β sink β

=
∂se[P ](a2)

∂xs
coss β + s

∂se[P ](a2)

∂xs−1∂y
coss−1 β sin β +

s(s− 1)

2

∂se[P ](a2)

∂xs−2∂y2
coss−2 β sin2 β. (2.6)
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Объединяя (2.4)–(2.6), приходим к равенству

s
∂se[P ](a2)

∂xs−1∂y
coss−1 β sin β +

s(s− 1)

2

∂se[P ](a2)

∂xs−2∂y2
coss−2 β sin2 β = m1(s), (2.7)

где

|m1(s)| =
∣

∣

∣
C2(s)

∂n+1f(ζs23)

∂τn+1
23

(

a2 + h2
)(n+1−s)/2

− C1(s)
∂n+1f(ζs21)

∂xn+1
Hn+1−s coss β

∣

∣

∣

. M
(

a2 + h2
)(n+1−s)/2

+MHn+1−s coss β.

Для получения второго уравнения системы рассмотрим произвольный многочлен
R ∈ Pn[Q0], т. е. многочлен, удовлетворяющий условиям (0.4). В частности, это могут быть
˜P или P. Рассмотрим сужение функции ∂se[R]/ (∂τ s31) на отрезок [a2, a3] и разложим значение
этой функции в точке a2 по формуле Тейлора в точке a3. В результате имеем равенство

∂se[R](a2)

∂τ s31
=

∂se[R](a3)

∂τ s31
+

n−s
∑

k=1

(−1)k

k!

∂s+ke[R](a3)

∂τ s31∂τ
k
23

(

a2 + h2
)k/2

+
(−1)n+1−s

(n+ 1− s)!

∂n+1f (ηs23)

∂τ s31∂τ
n+1−s
23

(

a2 + h2
)(n+1−s)/2

(2.8)

(если s = n, то в правой части этого равенства присутствуют только первое и последнее
слагаемые, т. е. сумму

∑0
k=1 считаем равной нулю). С другой стороны, производную по на-

правлению τ31 можно разложить в сумму частных производных

∂se[R](a2)

∂τ s31
=

s
∑

k=0

Ck
s

∂se[R](a2)

∂xs−k∂yk
coss−k α(− sinα)k. (2.9)

Из (2.8) и (2.9) приходим к равенству

−s
∂se[R](a2)

∂xs−1∂y
coss−1 α sinα+

s(s− 1)

2

∂se[R](a2)

∂xs−2∂y2
coss−2 α sin2 α = µs

1[R] + µs
2[R], (2.10)

где

µs
1[R] =

n−s
∑

k=1

(−1)k

k!

∂s+ke[R](a3)

∂τ s31∂τ
k
23

(

a2 + h2
)k/2

+
(−1)n+1−s

(n+ 1− s)!

∂n+1f (ηs23)

∂τ s31∂τ
n+1−s
23

(

a2 + h2
)(n+1−s)/2

−

s
∑

k=3

Ck
s

∂se[R](a2)

∂xs−k∂yk
coss−k α(− sinα)k,

µs
2[R] =

∂se[R](a3)

∂τ s31
−

∂se[R](a2)

∂xs
coss α.

Отметим, что µs
2[R] зависит только от условий интерполяции на сторонах [a3, a1] и [a2, a1],

т. е. от части условий (0.4). Таким образом, µs
2[R] = µs

2[
˜P ] = µs

2[P ]. Следовательно, для оценки
этой величины можем использовать результат Ю.Н.Субботина (1.3), (1.4) и равенство (2.10)

∣

∣µs
2[R]

∣

∣ =
∣

∣µs
2[ ˜P ]

∣

∣ =
∣

∣

∣
− s

∂se[ ˜P ](a2)

∂xs−1∂y
coss−1 α sinα+

s(s− 1)

2

∂se[ ˜P ](a2)

∂xs−2∂y2
coss−2 α sin2 α− µs

1[ ˜P ]
∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

s
∑

k=1

Ck
s

∂se[ ˜P ](a2)

∂xs−k∂yk
coss−k α(− sinα)k −

n−s
∑

k=1

(−1)k

k!

∂s+ke[ ˜P ](a3)

∂τ s31∂τ
k
23

(

a2 + h2
)k/2
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−
(−1)n+1−s

(n+ 1− s)!

∂n+1f (ηs23)

∂τ s31∂τ
n+1−s
23

(

a2 + h2
)(n+1−s)/2

∣

∣

∣

.

s
∑

k=1

Ck
sMHn+1−s cos

s−k α sink α

sink β
+

n−s
∑

k=1

MHn+1−s−k
(

a2 + h2
)k/2

+M
(

a2 + h2
)(n+1−s)/2

. MHn−s
(

a2 + h2
)1/2

.

Подставим R = P в (2.10) и с учетом условий (0.5) получим

−s
∂se[P ](a2)

∂xs−1∂y
coss−1 α sinα+

s(s− 1)

2

∂se[P ](a2)

∂xs−2∂y2
coss−2 α sin2 α = µs

1[P ] + µs
2[P ], (2.11)

где

|µs
2[P ]| = |µs

2[R]| . MHn−s
(

a2 + h2
)1/2

;

µs
1[P ] =

n−s
∑

k=1

(−1)k

k!

∂s+ke[P ](a3)

∂τ s31∂τ
k
23

(

a2 + h2
)k/2

+
(−1)n+1−s

(n+ 1− s)!

∂n+1f (ηs23)

∂τ s31∂τ
n+1−s
23

(

a2 + h2
)(n+1−s)/2

−

s
∑

k=3

Ck
s

∂se[P ](a2)

∂xs−k∂yk
coss−k α(− sinα)k

=

n−s
∑

k=1

(−1)k

k!

∂s+ke[P ](a3)

∂τ s31∂τ
k
23

(

a2 + h2
)k/2

+
(−1)n+1−s

(n+ 1− s)!

∂n+1f (ηs23)

∂τ s31∂τ
n+1−s
23

(

a2 + h2
)(n+1−s)/2

. (2.12)

Если s = n, то правая часть равенства (2.12) состоит из одного слагаемого, и тогда

|µs
1[P ]|s=n| = |µn

1 [P ]| =
∣

∣

∣
−

∂n+1f (ηn23)

∂τn31∂τ23

(

a2 + h2
)1/2

∣

∣

∣
. M

(

a2 + h2
)1/2

.

Если s = r ∈ {2, . . . , n − 1}, то правая часть равенства (2.12) содержит также сумму по k. В
силу предположения индукции теорема 1 имеет место при всех s = r + 1, . . . , n, и тогда этот
факт и то, что

∣

∣

∣

∂s+ke[P ](a3)

∂τ s31∂τ
k
23

∣

∣

∣
.

∣

∣

∣

∂s+ke[P ](a3)

∂xs1+k1∂ys2+k2
coss1 α cosk1 β(− sinα)s2 sink2 β

∣

∣

∣
,

где s1 + s2 = s, k1 + k2 = k, приводит к оценке
∣

∣

∣

∣

∂s+ke[P ](a3)

∂τ s31∂τ
k
23

∣

∣

∣

∣

. MHn+1−s−k.

Таким образом,

|µs
1[P ]| . MHn−s

(

a2 + h2
)1/2

.

Объединяя (2.7) и (2.11), получаем систему уравнений



















s
∂se[P ](a2)

∂xs−1∂y
coss−1 β sinβ +

s(s− 1)

2

∂se[P ](a2)

∂xs−2∂y2
coss−2 β sin2 β = m1(s),

−s
∂se[P ](a2)

∂xs−1∂y
coss−1 α sinα+

s(s− 1)

2

∂se[P ](a2)

∂xs−2∂y2
coss−2 α sin2 α = m2(s),

где

|m1(s)| . M
(

a2 + h2
)(n+1−s)/2

+MHn+1−s coss β,

|m2(s)| = |µs
1[P ] + µs

2[P ]| . MHn−s
(

a2 + h2
)1/2

.
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Для решения системы используем формулы Крамера. Обозначим через A основную мат-
рицу системы. Вычислим определитель основной матрицы

detA =
s2(s− 1)

2
coss−2 β sin β coss−2 α sinα

∣

∣

∣

∣

cos β sin β
− cosα sinα

∣

∣

∣

∣

=
s2(s− 1)

2
coss−2 β sin β coss−2 α sinα sin(α+ β).

Тогда, принимая во внимание то, что cosα & 1, sinβ = h/
(

a2 + h2
)1/2

, h/H . sinα = h/b .

h/H, sin β . sin(α+ β) = sin θ . sin β, получаем
∣

∣

∣

∣

∂se[P ](a2)

∂xs−1∂y

∣

∣

∣

∣

.
|m1(s)| cos

s−2 α sin2 α+ |m2(s)| cos
s−2 β sin2 β

coss−2 β sin β coss−2 α sinα sin(α+ β)

=
|m1(s)| sinα

coss−2 β sin β sin(α+ β)
+

|m2(s)| sin β

coss−2 α sinα sin(α+ β)
.

|m1(s)| sinα

coss−2 β sin2 β
+

|m2(s)|

coss−2 α sinα

.
M

(

a2 + h2
)(n+1−s)/2

sinα

coss−2 β sin2 β
+

MHn+1−s coss β sinα

coss−2 β sin2 β
+

MHn−s
(

a2 + h2
)1/2

coss−2 α sinα

. MHn+1−s

(

a2 + h2
)(n+1−s)/2

Hn+1−s

sinα

coss−2 β sin2 β
+

MHn+1−s

sin β
cos2 β

sinα

sin β
+

MHn−s
(

a2 + h2
)1/2

sinα

. MHn+1−s
(sinα

sin β

)n+1−s sinα

coss−2 β sin2 β
+

MHn+1−s

sin β
+

MHn+1−s
(

a2 + h2
)1/2

h

. MHn+1−s sinα

sinβ

sinα

coss−2 β sin2 β
+

MHn+1−s

sin β
+

MHn+1−s

sinβ

.
MHn+1−s

coss−2 β sin β

sin2 α

sin2 β
+

MHn+1−s

sin β
. (2.13)

Так как sinα ≤ sin(2β) (это следует из того, что sinα − sin(2β) = sin(θ + β) − sin(2β) =
2 sin ((θ − β)/2) cos((θ+β)/2+β) = 2 sin((θ−β)/2) cos((π−α)/2+β) = −2 sin((θ−β)/2) sin(β−

α/2) ≤ 0) и β ≤ β0, то (2.13) приводит к оценке

∣

∣

∣

∂se[P ](a2)

∂xs−1∂y

∣

∣

∣
.

MHn+1−s

coss−4 β sin β

sin2 α

sin2(2β)
+

MHn+1−s

sin β
.

MHn+1−s

cosn−4 β sin β

≤
( 1

cos β0

)n−4MHn+1−s

sin β
. (2.14)

Аналогично оцениваем оставшуюся производную

∣

∣

∣

∂se[P ](a2)

∂xs−2∂y2

∣

∣

∣
.

|m1(s)| cos
s−1 α sinα+ |m2(s)| cos

s−1 β sin β

coss−2 β sin β coss−2 α sinα sin(α+ β)

=
|m1(s)| cosα

coss−2 β sin β sin(α+ β)
+

|m2(s)| cos β

coss−2 α sinα sin(α+ β)
.

|m1(s)|

coss−2 β sin2 β
+

|m2(s)| cosβ

sinα sinβ

.
M

(

a2 + h2
)(n+1−s)/2

coss−2 β sin2 β
+

MHn+1−s coss β

coss−2 β sin2 β
+

MHn−s
(

a2 + h2
)1/2

cos β

sinα sin β

. MHn+1−s
(sinα

sin β

)n+1−s 1

coss−2 β sin2 β
+MHn+1−s cos

2 β

sin2 β
+MHn+1−s sinα

sin β

cosβ

sinα sin β

.
MHn+1−s

coss−2 β sin2 β

sinα

sin β
+

MHn+1−s

sin2 β
+

MHn+1−s

sin2 β
. (2.15)



76 Н.В.Байдакова

Окончательно с учетом того, что sinα ≤ sin(2β) и β ≤ β0, неравенство (2.15) дает оценку

∣

∣

∣

∂se[P ](a2)

∂xs−2∂y2

∣

∣

∣
.

MHn+1−s

coss−3 β sin2 β

sinα

sin(2β)
+

MHn+1−s

sin2 β
.

( 1

cosβ0

)n−3MHn+1−s

sin2 β
. (2.16)

Для завершения доказательства леммы осталось доказать (2.2) при s = 1.

В случае s = 1 нет необходимости составлять систему уравнений. Достаточно рассмотреть
сужение функции e[P ] на сторону [a2, a3] и использовать оценки ошибки аппроксимации произ-
водной функции производной интерполяционного многочлена, с одной стороны, и разложение
производной по направлению в сумму частных производных — с другой. Таким образом,

∂e[P ](a2)

∂τ23
= C2(1)

∂n+1f(ζ123)

∂τn+1
23

(

a2 + h2
)n/2

=
∂e[P ](a2)

∂x
cos β +

∂e[P ](a2)

∂y
sin β,

где C2(1) — величина, допускающая оценку сверху величиной, зависящей от n; ζ123 — точка
между a2 и a3. Принимая во внимание то, что (2.2) доказано при всех s для j = 0, получаем

∣

∣

∣

∂e[P ](a2)

∂y

∣

∣

∣
.

MHn

sin β
.

Лемма доказана.

Для окончательного доказательства теоремы 1 применяем разложение (2.1) и лемму. �

Теорема 2 является тривиальным следствием теоремы 1 и вытекает из того, что произ-
водная любого порядка функции по любым направлениям может быть разложена в сумму
частных производных того же порядка с коэффициентами, модули которых могут быть оце-
нены сверху величинами, зависящими только от n.

Следствие. Если n = 3, то в формулировках теорем 1 и 2 можно исключить ограничения

на угол β и зависимость величины C(n, β0) от β0.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из (2.14), (2.16) и разложения (2.1).

3. Доказательство теорем 3 и 4

Теорема 3 доказывается аналогично теореме 1. Вводится прямоугольная система коорди-
нат Ox1y1 так, чтобы точка a3 совпадала с началом координат, точка a1 принадлежала оси
Ox1, точка a2 находилась в верхней полуплоскости (см. рис. 2). Почти полностью повторяется
доказательство леммы с заменой угла β на θ, переменных x и y — на x1 и y1 соответственно.
Исключением является то, что не доказываются оценки вида (2.14) и (2.16). Доказательство
останавливается на оценках вида (2.13) и (2.15), откуда для любого s = 2, . . . , n следуют нера-
венства

∣

∣

∣

∂se[P ](a3)

∂xs−1
1 ∂y1

∣

∣

∣
.

( 1

cos β0

)n−2MH

sin β
,

∣

∣

∣

∂se[P ](a2)

∂xs−2
1 ∂y21

∣

∣

∣
.

( 1

cos β0

)n−2 MH

sin2 β
.

Прочая часть доказательства леммы остается без изменений. �

Теорема 4 является следствием теоремы 3.

4. Построение пространства конечных элементов

Пусть ∆ — произвольный треугольник из триангуляции области Ω, β — средний угол этого
треугольника. Очевидно, 0 ≤ β ≤ π/2. Представим отрезок [0, π/2] в виде объединения двух
отрезков. Например, [0, π/2] = [0, π/3] ∪ [π/3, π/2].
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Если β < π/3, то при построении конечного элемента выберем многочлен P, задаваемый
условиями (0.4), (0.5), для которого имеют место оценки (0.6) и (0.7). В частности, для любых
единичных векторов ξ1, . . . , ξs и 0 ≤ s ≤ n будет

∥

∥Ds
ξ1...ξs(f − P )

∥

∥

C(∆)
. MHn+1−s(sin θ)−min{s,2}.

Если β ≥ π/3, то выберем многочлен ˜P , задаваемый условиями (0.2). В силу (0.3) и су-
ществующего ограничения на угол β для любых единичных векторов ξ1, . . . , ξs и 0 ≤ s ≤ n
имеют место оценки

∥

∥Ds
ξ1...ξs(f − ˜P )

∥

∥

C(∆)
. MHn+1−ssin−s θ . MHn+1−ssin−s β . MHn+1−s.

Так как в определении многочлена P и многочлена ˜P участвуют условия (0.4), то резуль-
тирующий сплайн на Ω будет непрерывной функцией.
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УДК 517.5

ОЦЕНКИ ПОПЕРЕЧНИКОВ ФУРЬЕ КЛАССОВ ПЕРИОДИЧЕСКИХ

ФУНКЦИЙ СО СМЕШАННЫМ МОДУЛЕМ ГЛАДКОСТИ1

Ш. А.Балгимбаева, Т. И.Смирнов

Получены точные по порядку оценки поперечников Фурье классов Никольского —Бесова SBΩ, l
p θ

(Td)

и Лизоркина —Трибеля SFΩ, l
p θ

(Td) функций с заданной мажорантой Ω смешанного модуля гладкости

порядка l в пространстве Lq(Td) для всех соотношений между параметрами p, q, θ при некоторых условиях

на Ω. Оценки сверху следуют из точных по порядку оценок приближения классов SBΩ, l
p θ

(Td) и SFΩ, l
p θ

(Td)
специальными частными суммами рядов Фурье по кратной системе Ψd периодизированных всплесков

Мейера.

Ключевые слова: поперечник Фурье, смешанный модуль гладкости, функциональные пространства,

система всплесков.

Sh. A.Balgimbaeva, T. I. Smirnov. Bounds for Fourier widths of classes of periodic functions with a mixed

modulus of smoothness.

Order-exact bounds are obtained for Fourier widths of the Nikol’skii–Besov classes SBΩ, l
p θ

(Td) and Triebel–

Lizorkin classes SFΩ, l

p θ
(Td) of functions with a given majorant Ω for the mixed modulus of smoothness of order l

in the space Lq(Td) for all relations between the parameters p, q, and θ under some conditions on Ω. The upper

bounds follow from order-exact bounds for approximations of the classes SBΩ, l
p θ

(Td) and SFΩ, l
p θ

(Td) by special

partial sums of Fourier series in the multiple system Ψd of periodized Meyer wavelets.

Keywords: Fourier width, mixed modulus of smoothness, function spaces, wavelet system.

1. Введение. Постановка задачи

Пусть Lp := Lp(T
d) (1 ≤ p ≤ ∞) — пространство 1-периодических по каждой перемен-

ной функций f , суммируемых в степени p (при p = ∞ существенно ограниченных) на T
d, с

нормой ‖f |Lp‖, где

‖f |Lp‖ =

{
∫

Td

|f(x)|pdx

}1/p

(1 ≤ p <∞); ‖f |L∞‖ = ess sup{|f(x)| |x ∈ T
d},

где T
d := (R�Z)d — d-мерный тор; T ≡ T

1. Здесь и далее N, Z и R — множества натуральных,
целых и вещественных чисел соответственно; N0 = N ∪ {0}; R+ = (0,∞).

Напомним, что поперечником Фурье (или, что то же, ортопоперечником) порядка M класса
функций F в пространстве Lq называется величина

ϕM (F,Lq) = inf
{hı}Mı=1

sup
f∈F

∥

∥

∥
f −

M
∑

ı=1

〈f, hı〉hı|Lq

∥

∥

∥
, (1.1)

где нижняя грань берется по всем ортонормированным системам {hı}
M
ı=1 ⊂ L∞. Поперечники

Фурье были введены В.Н.Темляковым в 1982 г. в [1].

1Работа выполнена при поддержке грантов 5130/ГФ4, 5129/ГФ4 и 0245/ГФ3 МОиН Республики
Казахстан.
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В предлагаемой работе устанавливаются точные по порядку оценки поперечников Фурье
классов функций типа Никольского— Бесова SBΩ, l

p θ (T
d) и Лизоркина— Трибеля SFΩ, l

p θ (Td), за-
даваемых с помощью мажоранты смешанного модуля гладкости, удовлетворяющей некоторым
дополнительным условиям (определение и представление пространств см. в разд. 2).

Для различных функциональных классов оценки поперечников Фурье рассматривались
многими авторами. В частности, В.Н.Темляков, Динь Зунг, Э.М. Галеев, а также А.В.Анд-
рианов и В.Н.Темляков нашли точные порядковые оценки поперечников Фурье классов функ-
ций с ограниченной смешанной производной SW r

p или разностью SHr
p (подробнее см. [2; 3]).

Динь Зунг [4] получил точные порядковые оценки поперечников Фурье классов функций
типа Никольского— Бесова, задаваемых посредством мажоранты специального вида для сме-
шанного модуля гладкости 1-го и 2-го порядка смешанной (дробной) производной (в смысле
Вейля) для некоторых соотношений между параметрами класса и пространства.

Далее отметим работы Н.Н.Пустовойтова [5; 6], в которых изучены поперечники Фурье
классов периодических функций с заданной мажорантой смешанных модулей непрерывности
порядка l в Lp, содержащей (помимо степенных) логарифмические множители.

Д.Б.Базарханов [7] получил точные в смысле порядка оценки поперечников Фурье классов
типа Никольского— Бесова и Лизоркина— Трибеля периодических функций обобщенной сме-
шанной гладкости, используя представление этих классов рядами Фурье по кратной системы
всплесков Мейера (там же достаточно подробно освещена история вопроса).

Укажем, что при получении оценок сверху мы придерживаемся схемы работы [8], а при
получении оценок снизу используются (адаптированные) примеры и техника работ [5–7;9] (см.
также [2; 10]).

В заключение введем некоторые обозначения, которыми будем пользоваться всюду ниже.
Пусть ed = {1, . . . , d}, d ∈ N. Для x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd) ∈ R

d положим

x < y(x ≤ y) ⇔ xj < yj(xj ≤ yj), j ∈ ed; (x, y) = x1y1 + ...+ xdyd;

|s| =
∑d

k=1 sk — длина мультииндекса s ∈ N
d
0; log — это логарифм по основанию 2, a+ =

max{a, 0} для a ∈ R; 1 = (1, . . . , 1),0 = (0, . . . , 0) ∈ R
d.

Обозначим через

δs(f) =
∑

k∈ρ(s)

̂f(k)e2πi(k,x), s ∈ N
d, k ∈ Z

d,

“двоичные пачки” ряда Фурье функции f ∈ L1; здесь ̂f(k) =

∫

Td

f(x)e−2πi(k,x)dx, k ∈ Z
d, —

коэффициенты Фурье по тригонометрической системе {e2πi(k,x) |k ∈ Z
d};

ρ(s) =
{

k = (k1, . . . , kd) : [2
sj−1] ≤ |kj | < 2sj , j ∈ ed

}

, s ∈ N
d
0.

2. Классы функций

В этом разделе даются определения пространств Никольского — Бесова и Лизоркина—
Трибеля периодических функций с заданной мажорантой смешанного модуля гладкости.

Пусть ℓθ (1 ≤ θ ≤ ∞) — пространство числовых последовательностей {as}s∈Nd
0

с конечной
нормой ‖{as} | ℓθ‖, где

‖{as} | ℓθ‖ =

{

∑

s∈Nd
0

|as|
θ

}1/θ

, 1 ≤ θ <∞; ‖{as} | ℓ∞‖ = sup
s∈Nd

0

|as|;

ℓθ(Lp) ≡ ℓθ(Lp(T
d)) (Lp(ℓθ) ≡ Lp(T

d; ℓθ)) — пространство функциональных последовательно-
стей {fs(x)}s∈Nd

0
, x ∈ T

d, с конечной нормой (с обычной модификацией при θ = ∞)

‖{fs} | ℓθ(Lp)‖ = ‖ { ‖fs |Lp‖ } | ℓθ‖;
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(соответственно ‖{fs} |Lp(ℓθ)‖ = ‖ ‖{fs} | ℓθ ‖ |Lp‖).
Для функции f(x), заданной на T

d, пусть

∆l
τ,jf(x) = ∆l−1

τ,j (∆
1
τ,jf(x))

— ее разность порядка l ∈ N0 в точке x ∈ T
d с шагом τ ∈ R по переменной xj, здесь

∆1
τ,jf(x) = ∆τ,jf(x) = f(. . . , xj−1, xj + τ, xj+1, . . . )− f(x), ∆0

τ,jf(x) := f(x).

Если теперь l = (l1, . . . , ld) ∈ N
d
0 и h = (h1, . . . , hd) ∈ R

d, то ∆l
hf(x) = ∆l1

h1,1
∆l2

h2,2
. . .∆ld

hd,d
f(x) —

смешанная разность функции f порядка l в точке x с шагом h.
Наконец,

Ωl(f, t)p = sup
|hj |≤tj ,j∈ed

‖∆l
hf(·) |Lp‖

— смешанный модуль гладкости порядка l функции f ∈ Lp(T
d); t = (t1, . . . , td).

Пусть функция Ω: [0,∞)d → [0,+∞) (d ∈ N) — (одномерный, если d = 1, и смешанный,
если d ≥ 2) модуль гладкости порядка l, т. е. непрерывная на [0,∞)d функция, которая удо-
влетворяет следующим условиям:

i) Ω(t) > 0, если t ∈ R
d
+, Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) = 0, если

∏

j∈ed
tj = 0;

ii) Ω(t1) ≤ Ω(t2) для любых t1, t2 ∈ [0,∞)d таких, что t1 ≤ t2;

iii) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) ≤ C
(

∏

j∈ed
ml

j

)

Ω(t) для любых t ∈ [0,∞)d и m ∈ N
d.

Теперь определим пространство Никольского— Бесова SBΩ, l
p θ (T

d) функций с заданной ма-
жорантой смешанного модуля гладкости.

О п р е д е л е н и е 1. Пусть 1 ≤ p, θ ≤ ∞, Ω — смешанный модуль гладкости поряд-

ка l. Тогда пространство Никольского—Бесова SBΩ, l
p θ = SBΩ, l

p θ (Td) состоит из всех функций

f ∈ Lp, для которых конечна норма

‖ f |SBΩ, l
p θ ‖ = ‖f |Lp‖+

{

∑

∅ 6=e⊂ed

∫

[0,1]#e

(

Ωl(f, t
e, 1ē)

Ω(te,1ē)

)θ
∏

j∈e

dtj
tj

}1/θ

, 1 ≤ θ <∞, (2.1)

‖ f |SBΩ, l
p∞ ‖ = ‖f |Lp‖+

∑

∅ 6=e⊂ed

sup
te>0

Ωl(f, t
e, 1ē)

Ω(te,1ē)
. (2.1′)

Здесь мы использовали обозначения: для x ∈ R
d и e ⊂ ed, e = {j1, . . . , jm}, 1 ≤ j1 < . . . <

jm ≤ d (m ≤ d), xe := (xj1 , . . . , xjm), ē = ed \ e, а так же x = (xe, xē); #e — число элементов e.
В случае, когда Ω(t) ≡ Ωr(t) =

∏d
j=1 t

rj
j , r = (r1, . . . , rd) ∈ R

d
+ и l > maxj∈ed{rj}, SB

r
p θ(T

d) ≡

SBΩr

p θ (T
d) есть классические пространства Никольского— Бесова периодических функций с до-

минирующей смешанной производной, удовлетворяющей кратному условию Гельдера (см. [11]
и приведенные там библиографию и исторические комментарии). Изучение функциональных
пространств SBΩ

p θ(T
d) для общих Ω начато Динь Зунгом в [4].

Далее, напомним известные условия Бари— Стечкина (S) и (Sl) в кратном случае ((S) и
(Sk) при d = 1) для модуля гладкости Ω порядка l (см. [12, с. 487]):

Ω удовлетворяет условию (S) (в этом случае пишем Ω ∈ S
α
l ), если существует α = (α1, . . . ,

αd) ∈ R
d и постоянная C1 > 0 такие, что

Ω(τ)
∏

j∈ed
τ
αj

j

≤ C1
Ω(τ ′)

∏

j∈ed
τ

′ αj

j

∀ τ, τ ′ ∈ R
d
+ : τ ≤ τ ′;

Ω удовлетворяет условию (Sl) (в этом случае пишем Ω ∈ Sl), если существует β = (β1, . . . , βd) :
0 < βj < l, j ∈ ed, и постоянная C2 > 0 такие, что

Ω(τ)
∏

j∈ed
τ
βj

j

≥ C2
Ω(τ)

∏

j∈ed
τ

′ βj

j

∀ τ, τ ′ ∈ R
d
+ : τ ≤ τ ′.
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Напомним характеризацию пространств Никольского— Бесова SBΩ, l
p θ (Td) функций с за-

данной мажорантой смешанного модуля гладкости с соответствующей эквивалентной норми-
ровкой.

Теорема А. Пусть 1 < p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω ∈ S
α
l ∩ Sl. Тогда f ∈ Lp принадлежит про-

странству SBΩ, l
p θ , если и только если функциональная последовательность {Ω−1(2−s)δs(f)}

принадлежит ℓθ(Lp); в этом случае выражение ‖f |SBΩ, l
p θ ‖ = ‖{Ω−1(2−s)δs(f)} | ℓθ(Lp)‖,

1 ≤ θ < ∞; или ‖f |SBΩ, l
p∞‖ = supsΩ

−1(2−s)‖δs(f) |Lp‖ есть норма в пространстве SBΩ, l
p θ ,

которая эквивалентна исходной норме (2.1) или (2.1′).

При θ = ∞ — это теорема Пустовойтова [13, теорема 1], а при 1 ≤ θ < ∞ эта теорема
доказана в [14, теорема 3].

Приведем еще одну характеризацию пространств SBΩ, l
p θ и SFΩ, l

p θ , которая позволяет охва-
тить случаи p = 1 и p = ∞.

Обозначим через Vn(t) ядро Валле— Пуссена порядка 2n− 1:

Vn(t) = 1 + 2

n
∑

k=1

cos kt+ 2

2n−1
∑

k=n+1

(

1−
k − n

n

)

cos kt.

Положим

As(x) =
∏

j∈ed

(V2sj (xj)− V
2sj−1(xj)), s = (s1, . . . , sd) ∈ N

d
0;

для f ∈ Lp через As(f, x) обозначим (периодическую) свертку

As(f, x) = f ∗ As(x).

Теорема B. Пусть 1 ≤ p, θ ≤ ∞, Ω ∈ S
α
l ∩ Sl. Тогда f ∈ Lp принадлежит пространству

SBΩ, l
p θ , если и только если функциональная последовательность {Ω−1(2−s)As(f, x)} принадле-

жит ℓθ(Lp); в этом случае выражение ‖f |SBΩ, l
p θ ‖ = ‖{Ω−1(2−s)As(f, ·)} | ℓθ(Lp)‖, 1 ≤ θ <∞,

‖f |SBΩ, l
p∞‖ = supsΩ

−1(2−s)‖As(f, ·) |Lp‖ есть норма в пространстве SBΩ, l
p θ .

Доказательство теоремы B см., например, [15, теорема 1].

Ввиду теорем A и B нам будет удобно определить пространства Лизоркина— Трибеля
SFΩ, l

p θ = SFΩ, l
p θ (Td) следующим образом.

О п р е д е л е н и е 2. Пусть 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω ∈ S
α
l ∩ Sl. Тогда пространство Лизоркина—

Трибеля SFΩ, l
p θ (Td) состоит из всех функций f ∈ Lp, для которых конечна следующая норма:

‖f |SFΩ, l
p θ ‖ = ‖{Ω−1(2−s)δs(f)} |Lp(ℓθ)‖, если 1 < p <∞, (2.2)

‖f |SFΩ, l
1 θ ‖ = ‖{Ω−1(2−s)As(f, ·)} |Lp(ℓθ)‖, если 1 ≤ p <∞. (2.3)

Нетрудно показать, что при 1 < p <∞ нормы (2.2) и (2.3) эквивалентны.

Будем обозначать единичные шары пространств SBΩ, l
p θ и SFΩ, l

p θ через SBΩ, l
p θ = SBΩ, l

p θ (T
d) и

SFΩ, l
p θ = SFΩ, l

p θ (T
d) и называть классами Никольского— Бесова и Лизоркина— Трибеля соот-

ветственно.
Заметим, что функциональные пространства SF r

p 2(T
d) ≡ SFΩr

p 2 (T
d) при 1 < p < ∞ совпа-

дают с пространствами SW r
p (T

d) функций с ограниченной смешанной производной.
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3. Вспомогательные леммы. Система всплесков

Ниже будем использовать множества, впервые введенные в [16], и некоторые факты отно-
сительно них, установленные в этой работе.

Для произвольного натурального числа N ∈ N положим

κ(N) := κ(Ω, N) =
{

s = (s1, . . . , sd) : sj ∈ N, Ω(2−s)2|s|(
1
p
− 1

q
)+ ≥ 1/N

}

;

Q(N) := Q(Ω, N) =
⋃

s∈κ(N)

ρ(s),

где множества Q(N) порождаются поверхностями уровня функции Ω(2−s)2
|s|( 1

p
− 1

q
)+ .

Далее

κ
⊥(N) =

{

s = (s1, . . . , sd) : sj ∈ N, Ω(2−s)2|s|(
1
p
− 1

q
)+ < 1/N

}

;

Q⊥(N) =
⋃

s∈κ⊥(N)

ρ(s), Θ(N) = κ
⊥(N) \ κ⊥(2lN).

Нетрудно видеть, что Θ(N) ⊂ κ
⊥(N) и Ω(2−s)2

|s|( 1
p
− 1

q
)+ ≍ 1/N, s ∈ Θ(N).

В работе [16, c. 108–109] показано, что Θ(N) 6= ∅, |Θ(N)| ≍ (logN)d−1.
Приведем леммы, которые будем использовать при доказательстве основных результатов.

Лемма 1 [16, лемма 1]. Пусть функция Ω(t) типа смешанного модуля непрерывности

порядка l удовлетворяет условию (S). Тогда для 0 < p <∞

∑

s∈κ⊥(N)

(Ω(2−s))p ≪
∑

s∈Θ(N)

(Ω(2−s))p.

Лемма 2 [16, лемма 2]. Пусть функция Ω(t) удовлетворяет условию (S) при 0 < α < 1
таком, что α > β > 0. Тогда при 0 < p <∞

∑

s∈κ⊥(N)

(Ω(2−s)2|s|β)p ≪
∑

s∈Θ(N)

(Ω(2−s)2|s|β)p.

Теперь введем кратную систему (периодизированных) всплесков Мейера.
Пусть ϕ = ψ0 : R → R и ψ = ψ1 : R → R — масштабирующая функция и всплеск Мейера

соответственно [17, гл. 2, § 12, гл. 3 § 2], которые определяются следующим образом. Пусть
θ(τ) — нечетная бесконечно дифференцируемая функция, монотонная на (−π/3, π/3). Далее,
λ(τ) — четная функция, задаваемая функцией

λ(τ) =























π

4
+ θ(τ − π), если τ ∈

[2π

3
,
4π

3

]

;

π

4
− θ

(τ

2
− π

)

, если τ ∈
[4π

3
,
8π

3

]

;

0, если τ ∈
[4π

3
,
8π

3

]

.

Тогда

ϕ(t) = ψ0(t) =
1

π

4π/3
∫

0

cos(tτ) cos(λ(τ))dτ и ψ = ψ1(t) =
1

π

8π/3
∫

2π/3

cos((t−1/2)τ) sin(λ(τ))dτ (t ∈ R).

Пусть ι = {0, 1}. Далее, положим ψ
(ι)
j (x) = ψ(ι)(2jx), j ∈ N0, и определим функции ˜ψ

(ι)
jm :

T → R:
˜ψ
(ι)
jm(t) = 2j/2

˜

ψ
(ι)
j (t− 2−jm), m = 0, . . . , 2j − 1, j ∈ N0,
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где h̃ : T → C — периодизация функции h : R → C: h̃(t) =
∑

ξ∈Z h(t− ξ).

Хорошо известно, что система всплесков Мейера Ψ1 = { ˜ψ
(0)
00 ,

˜ψ
(1)
jm |m = 0, . . . , 2j − 1, j ∈ N0}

является полной ортонормированной системой функций в L2(T).
Наконец, положим e

(0) = {0, 1},e(1) = {1} и введем (d–кратную) систему Ψd (периодизи-
рованных) всплесков Мейера

Ψd ≡ Ψ1 ⊗ · · · ⊗Ψ1 =
{

ψ
(ε1)
sk (x) = ψ

(ε1)
s1k1

(x1)× · · · × ψ
(εd)
sdkd

(xd)
∣

∣

∣

s = (s1, . . . , sd) ∈ N
d
0, ε = (ε1, . . . , εd) ∈ e(s), k = (k1, . . . , kd) ∈ κ(s)

}

,

здесь e(s) = e(s1)× · · · × e(sd), где e(j) = e
(sign j); κ(s) = {k ∈ N

d
0 | 0 ≤ kj ≤ 2sj − 1, j ∈ ed}.

Для f ∈ L1(T
d) запишем представление в виде ряда Фурье по системе Ψd

f(x) =
∑

s∈Nd
0

∆Ψ
s (f, x),

здесь

∆Ψ
s (f, x) =

∑

ε∈e(s)

∑

k∈κ(s)

〈f, ψ
(ε)
sk 〉ψ

(ε)
sk (x), где 〈f, ψ

(ε)
sk 〉 =

∫

Td

f(x)ψ
(ε)
sk (x)dx,

и последовательность (SΨ
N )N∈N0 операторов “частичных” сумм ряда Фурье по системе Ψd

SΨ
N(f, x) =

∑

s∈κ(N)

∆Ψ
s (f, x).

Имеет место следующая теорема представления пространств Никольского— Бесова
SBΩ, l

p θ (Td) и Лизоркина— Трибеля SFΩ, l
p θ (Td) по системе Ψd.

Теорема С. Пусть 1 ≤ p, θ ≤ ∞, Ω ∈ S
α
l ∩ Sl. Тогда

1) f ∈ Lp(T
d) принадлежит пространству SBΩ, l

p θ (Td), если и только если конечна величи-

на ‖Ω−1(2−s)∆Ψ
s (f, ·) | lθ(Lp)‖, которая является нормой в пространстве SBΩ, l

p θ , эквивалент-

ной исходной;
2) если, кроме того, p < ∞, f ∈ Lp(T

d) принадлежит пространству SFΩ, l
p θ (Td), если и

только если конечна величина ‖Ω−1(2−s)∆Ψ
s (f, ·) |Lp(lθ)‖, которая является нормой в про-

странстве SFΩ, l
p θ , эквивалентной исходной.

Теорема С для пространств SBr
p θ и SF r

p θ доказана в работе [8, теорема 3.1]. В общем случае
ее доказательство следует схеме доказательства теоремы 3.1 из [8] и в целом аналогично ему,
поэтому мы его опускаем.

4. Приближение классов функций SB
Ω, l
p θ и SF

Ω, l
p θ всплесками по системе Ψd

Для F ⊂ Lq рассмотрим величину

EΨ
Q(N)(F, Lq) = sup

f∈F
‖f − SΨ

N (f, ·) |Lq‖.

Далее будем использовать знаки ≪ и ≍ порядкового неравенства и равенства: для функций
f : R+ → R+ и h : R+ → R+ пишем f(u) ≪ h(u) при u → ∞, если найдется такая постоянная
c = c(f, h) > 0, что верно неравенство f(u) ≤ ch(u) для u ≥ u0 > 0 и f(u) ≍ h(u), если
одновременно f(u) ≪ h(u) и h(u) ≪ f(u); обозначим p∗ = min{p, 2}.
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Теорема 1. Пусть 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞; Ω ∈ S
α
l ∩ Sl, причем α >

(1

p
−

1

q

)

+
.

I. Пусть 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, (p, q) 6= (∞,∞), 1 ≤ θ ≤ ∞. Тогда

EΨ
Q(N)(SB

Ω, l
p θ , Lq) ≪

1

N
|Θ(N)|

(
1
p∗

−
1
θ )+ ,

если p <∞,

EΨ
Q(N)(SF

Ω, l
p θ , Lq) ≪

1

N
|Θ(N)|(

1
2−

1
θ )+ , EΨ

Q(N)(SF
Ω, l
1 θ , L1) ≪

1

N
|Θ(N)|(1−

1
θ ).

II. Пусть 1 ≤ p < q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞. Тогда

EΨ
Q(N)(SB

Ω, l
p θ , Lq) ≪

1

N
|Θ(N)|

(
1
q−

1
θ )+ , EΨ

Q(N)(SF
Ω, l
p θ , Lq) ≪

1

N
.

III. Пусть 1 ≤ p, θ ≤ q = ∞. Тогда

EΨ
Q(N)(SB

Ω, l
p θ , L∞) ≪

1

N
|Θ(N)|1−

1
θ ,

если p <∞,

EΨ
Q(N)(SF

Ω, l
p θ , L∞) ≪

1

N
|Θ(N)|

1−
1
p .

Д о к а з а т е л ь с т в о. I. Рассмотрим случай 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, q 6= ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞.

Сначала докажем оценки для классов SBΩ, l
p θ .

a) Пусть p = q = 1.

‖f − SΨ
N (f, ·) |L1‖ =

∥

∥

∥
f −

∑

s∈κ(N)

∆Ψ
s (f, ·) |L1

∥

∥

∥
=

∥

∥

∥

∑

s∈κ⊥(N)

∆Ψ
s (f, ·) |L1

∥

∥

∥

≤ ‖(∆Ψ
s (f, ·))s∈κ⊥(N) | ℓ1(L1)‖ = ‖(Ω(2−s)Ω−1(2−s)∆Ψ

s (f, ·))s∈κ⊥(N) | ℓ1(L1)‖ =: K1.

Если θ = 1, то справедлива оценка

K1 ≤
1

N
‖(Ω−1(2−s)∆Ψ

s (f, ·))s∈κ⊥(N) | ℓ1(L1)‖ ≤
1

N
‖f |SBΩ, l

11 ‖ ≤
1

N
.

Если 1 < θ <∞, применим неравенство Гельдера для рядов
(

‖cjdj | ℓ1‖ ≤ ‖cj | ℓP ‖·‖dj | ℓQ‖,

1

P
+

1

Q
= 1

)

с P = θ,Q =
θ

θ − 1
и лемму 1

K1 ≤

(

∑

s∈κ⊥(N)

Ω(2−s)
θ

θ−1

)
θ−1
θ

‖(Ω−1(2−s)∆Ψ
s (f, ·))s∈κ⊥(N) | ℓθ(L1)‖

≪

(

∑

s∈Θ(N)

Ω(2−s)
θ

θ−1

)
θ−1
θ

‖f |SBΩ, l
1θ ‖ ≤

1

N
|Θ(N)|(1−

1
θ
).

Если θ = ∞, то, используя лемму 1, получаем

K1 ≤

(

∑

s∈κ⊥(N)

Ω(2−s)

)

‖(Ω−1(2−s)∆Ψ
s (f, ·))s∈κ⊥(N) | ℓ∞(L1)‖

≪

(

∑

s∈Θ(N)

Ω(2−s)

)

‖f |SBΩ, l
1∞‖ ≤

1

N
|Θ(N)|.
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b) Пусть 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ p.

‖f−SΨ
N(f, ·) |Lq‖ =

∥

∥

∥

∑

s∈κ⊥(N)

∆Ψ
s (f, ·) |Lp

∥

∥

∥
≤

∥

∥(Ω(2−s)Ω−1(2−s)∆Ψ
s (f, ·))s∈κ⊥(N) | ℓp∗(Lp)

∥

∥ =: K2.

Если 1 ≤ θ ≤ p∗, то используя неравенство Йенсена для рядов (‖cj | ℓa‖ ≤ ‖cj | ℓb‖, 0 < b ≤
a ≤ ∞), получим

K2 ≤
∥

∥(Ω(2−s)Ω−1(2−s)∆Ψ
s (f, ·))s∈κ⊥(N) | ℓθ(Lp)

∥

∥ ≤
1

N
‖f |SBΩ, l

p θ ‖ ≤
1

N
.

Если p∗ < θ < ∞, применим неравенство Гельдера для рядов с показателями P =
θ

p∗
,

Q =
θ

θ − p∗
и лемму 1:

K2 ≪

(

∑

s∈Θ(N)

Ω(2−s)
θp∗
θ−p∗

)
θ−p∗
θp∗

‖f |SBΩ, l
p θ ‖ ≤

1

N
|Θ(N)|(

1
p∗

− 1
θ
).

Если θ = ∞, то, используя лемму 1, получаем

K2 ≪

(

∑

s∈Θ(N)

Ω(2−s)p∗
)1/p∗

‖f |SBΩ, l
p∞‖ ≤

1

N
|Θ(N)|1/p∗ .

с) Пусть 1 ≤ q < p = ∞, тогда p∗ = 2.

Обозначим q∗ = max{q, 2}. Так как ‖ · |Lq‖ ≤ ‖ · |Lq∗‖ ≤ ‖ · |L∞‖, то верно элементарное
вложение SBΩ, l

∞ θ ⊂ SBΩ, l
q∗ θ, 1 ≤ θ ≤ ∞, и неравенство EΨ

Q(N)(SB
Ω, l
∞ θ, Lq) ≤ EΨ

Q(N)(SB
Ω, l
q∗ θ, Lq∗),

поэтому по уже доказанному в п. b) имеем (min{q∗, q} = 2)

EΨ
Q(N)(SB

Ω, l
∞ θ, Lq) ≪

1

N
|Θ(N)|(

1
2
− 1

θ
)+ .

Теперь получим оценку сверху для классов SFΩ, l
p θ .

a) Пусть сначала p = q = 1.

Если θ = 1, то, поскольку SFΩ, l
11 = SBΩ, l

11 , оценка сверху уже получена.
Рассмотрим случай 1 < θ ≤ ∞. Тогда

‖f − SΨ
N (f, ·) |L1‖ =

∥

∥

∥

∑

s∈κ⊥(N)

∆Ψ
s (f, ·) |L1

∥

∥

∥
=

∥

∥(Ω(2−s)Ω−1(2−s)∆Ψ
s (f, ·))s∈κ⊥(N) |L1(ℓ1)

∥

∥ =: K3.

Если θ <∞, применим неравенство Гельдера для рядов с P = θ, Q =
θ

θ − 1
и лемму 1:

K3 ≪

(

∑

s∈Θ(N)

Ω(2−s)
θ

θ−1

)
θ−1
θ

‖f |SFΩ, l
1θ ‖ ≤

1

N
|Θ(N)|(1−

1
θ
).

Если θ = ∞, аналогично с помощью леммы 1 находим

K3 ≪

(

∑

s∈Θ(N)

Ω(2−s)

)

‖f |SFΩ, l
1∞‖ ≤

1

N
|Θ(N)|.

b) Пусть теперь 1 < p <∞ и 1 ≤ q ≤ p. Тогда

‖f − SΨ
N (f, ·) |Lq‖ =

∥

∥

∥

∑

s∈κ⊥(N)

∆Ψ
s (f, ·) |Lq

∥

∥

∥
≤

∥

∥

∥

∑

s∈κ⊥(N)

∆Ψ
s (f, ·) |Lp

∥

∥

∥
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≍
∥

∥(Ω(2−s)Ω−1(2−s)∆Ψ
s (f, ·))s∈κ⊥(N) |Lp(ℓ2)

∥

∥ =: K4.

Если 1 ≤ θ ≤ 2, то применяя неравенство Йенсена для рядов, получаем

K4 ≤
1

N
‖(Ω−1(2−s)∆Ψ

s (f, ·))s∈κ⊥(N) |Lp(ℓθ)‖ ≪
1

N
‖f |SFΩ, l

p θ ‖ ≤
1

N
.

Если 2 < θ <∞, то применяя неравенство Гельдера для рядов с показателями P =
θ

θ − 2
,

Q =
θ

2
и лемму 1, получим

K4 ≪

(

∑

s∈Θ(N)

Ω(2−s)
2θ
θ−2

)
θ−2
2θ

‖f |SFΩ, l
p θ ‖ ≤

1

N
|Θ(N)|(

1
2
− 1

θ
).

Если θ = ∞, находим, используя лемму 1,

K4 ≪

(

∑

s∈Θ(N)

Ω2(2−s)

)1/2

‖f |SFΩ, l
p∞‖ ≤

1

N
|Θ(N)|1/2.

II. Рассмотрим случай 1 ≤ p < q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞.

В работе [14, теорема 4] доказано, что справедливо вложение SBΩ, l
p θ ⊂ SBΩ1, l+1

q θ , если

Ω1(t) = Ω(t)
∏d

j=1 t
− 1

p
+ 1

q

j ; при t = 2−s имеем Ω1(2
−s) = Ω(2−s)2|s|(

1
p
− 1

q
).

Следовательно, EΨ
Q(N)(SB

Ω, l
p θ , Lq) ≤ EΨ

Q(N)(SB
Ω1, l+1
q θ , Lq) и можно использовать случай I: при

1 < q ≤ 2 и 1 ≤ θ ≤ ∞

EΨ
Q(N)(SB

Ω1, l+1
q θ , Lq) ≪

1

N
|Θ(N)|

( 1
q
− 1

θ
)+ ;

либо при 1 ≤ θ ≤ 2 < q

EΨ
Q(N)(SB

Ω1, l+1
q θ , Lq) ≪

1

N
.

При q > 2 и θ > 2 полученные таким образом оценки грубее, чем требуется. Для более
точных оценок нам понадобится предложение 5.1 из работы [8].

Тогда получаем

‖f − SΨ
N (f, ·) |Lq‖ =

∥

∥

∥

∑

s∈κ⊥(N)

∆Ψ
s (f, ·) |Lq

∥

∥

∥
≪

∥

∥(2
|s|( 1

p
− 1

q
)
∆Ψ

s (f, ·))s∈κ⊥(N) | ℓq(Lp)
∥

∥

=
∥

∥(2
|s|( 1

p
− 1

q
)
Ω(2−s)Ω−1(2−s)∆Ψ

s (f, ·))s∈κ⊥(N) | ℓq(Lp)
∥

∥ =: K5.

Если q < θ < ∞, то, используя неравенство Гельдера с показателями P =
θ

θ − q
, Q =

θ

q
и

лемму 2, получим

K5 ≤

(

∑

s∈κ⊥(N)

[

2|s|(
1
p
− 1

q
)Ω(2−s)

]
qθ
θ−q

)
θ−q

qθ ∥

∥(Ω−1(2−s)∆Ψ
s (f, ·))s∈κ⊥(N) | ℓθ(Lp)

∥

∥

≤

(

∑

s∈Θ(N)

[

Ω(2−s)2
|s|( 1

p
− 1

q
)]

qθ

θ−q

)
θ−q

qθ

‖f |SBΩ, l
p θ ‖ ≤

1

N
|Θ(N)|

1
q
− 1

θ .

Если q < θ = ∞, то с помощью леммы 2

K5 ≤

(

∑

s∈κ⊥(N)

[

2|s|(
1
p
− 1

q
)Ω(2−s)

]q
)1/q

∥

∥(Ω−1(2−s)∆Ψ
s (f, ·))s∈κ⊥(N) | ℓ∞(Lp)

∥

∥
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≤

(

∑

s∈Θ(N)

[

Ω(2−s)2
|s|( 1

p
− 1

q
)]q

)1/q

‖f |SBΩ, l
p∞‖ ≤

1

N
|Θ|1/q.

Если 2 < θ ≤ q, то по неравенству Йенсена для рядов имеем

K5 ≤
1

N

∥

∥(Ω−1(2−s)∆Ψ
s (f, ·))s∈κ⊥(N) | ℓθ(Lp)

∥

∥ ≤
1

N
‖f |SBΩ, l

p θ ‖ ≤
1

N
.

Теперь рассмотрим классы SFΩ, l
p θ . Справедливо вложение SFΩ, l

p θ ⊂ SFΩ, l
q 1 . Следовательно,

в соответствии со случаем I

EΨ
Q(N)(SF

Ω, l
p θ , Lq) ≪ EΨ

Q(N)(SF
Ω, l
q 1 , Lq) ≪

1

N
.

III. Рассмотрим случай 1 ≤ p, θ ≤ q = ∞.

Согласно вложению SBΩ, l
p θ ⊂ SBΩ, l

q θ достаточно получить оценку сверху для величины

EΨ
Q(N)(SB

Ω, l
∞ θ, L∞).

Пусть f ∈ EΨ
Q(N)(SB

Ω, l
∞ θ, L∞), тогда, как и выше, по неравенству Гельдера для рядов имеем

‖f − SΨ
N (f, ·) |L∞‖ ≤

∥

∥

∥

∑

s∈κ⊥(N)

Ω(2−s)Ω−1(2−s)∆Ψ
s (f, ·) |L∞

∥

∥

∥
≤ ‖(Ω(2−s))s∈κ⊥(N) | ℓθ′‖

× ‖(Ω−1(2−s)∆Ψ
s (f, ·))s∈κ⊥(N) | ℓθ(L∞)‖ ≪

1

N
|Θ(N)|1−

1
θ ‖f |SBΩ, l

∞ θ‖ ≤
1

N
|Θ(N)|1−

1
θ .

Рассмотрим класс SFΩ, l
p θ . В силу вложения SFΩ, l

p θ ⊂ SBΩ, l
∞ p получаем

EΨ
Q(N)(SF

Ω, l
p θ , L∞) ≪ EΨ

Q(N)(SB
Ω, l
∞ p, L∞) ≪

1

N
|Θ(N)|

1− 1
p .

Таким образом оценки сверху в теореме 1 доказаны полностью.

З а м е ч а н и е 1. Точные по порядку оценки приближения классов функций SBr
p θ и

SFr
p θ по системе Ψd получены в работе [8] (там же даны подробные комментарии по прибли-

жениям классов функций по различным системам типа всплесков).

S. Yongsheng и W. Heping (см. [14, теорема 5]) изучили приближение суммами Фурье по
тригонометрической системе (определяемыми поверхностями уровня Ω) в случае Ω(t) = ω(t1×
· · · × td) при 1 < p = q <∞, для классов SBΩ

p θ(Td).
Далее, в работе [18] получены точные по порядку оценки наилучших приближений классов

BΩ
p θ периодических функций многих переменных тригонометрическими полиномами, спектры

которых порождаются поверхностями уровня функции Ω(t), для параметров p и q: 1) 1 ≤

q = p < ∞; 2)1 < q < p ≤ ∞, p ≥ 2; 3) 1 ≤ q < p ≤ 2 при 1 ≤ θ < ∞. Наконец, в [19]
получены точные по порядку оценки приближений классов MBΩ

p θ суммами Фурье в метрике
Lq при 1 < p < q <∞, спектр приближающих полиномов лежит во множествах, порожденных

поверхностями уровня функции Ω(t)/
∏d

j=1 t
1/p−1/q
j .

5. Оценки поперечников Фурье

В этом разделе доказываются точные в смысле порядка оценки поперечников Фурье клас-
сов SBΩ, l

p θ и SFΩ, l
p θ в метрике Lq в случае Ω(t) = ω(t1 × · · · × td).

Наряду с поперечником Фурье (1.1) рассмотрим cледующую величину, также введенную
В.Н.Темляковым,

ϕB
M (F,Lq) = inf

G∈LM (B)q
sup
f∈F

‖ f −Gf(x)|Lq ‖,
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где B ≥ 1,LM (B)q — множество линейных операторов G, в область определения которых
входят все тригонометрические полиномы, а множество значений имеет размерность не выше
M и содержится в пространстве Lq(T

d), таких, что ‖Gei2π(k,x) |L2‖ ≤ B, k ∈ Z
d .

Из определения величин ϕM (F,Lq) и ϕB
M (F,Lq) легко видеть, что

ϕB
M (F,Lq) ≤ ϕM (F,Lq). (5.1)

Теорема 2. Пусть 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞; ω ∈ Sl ∩ Sα
l , причем α >

(1

p
−

1

q

)

+
.

I. Если 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, (p, q) 6= (∞,∞), тогда

ϕM (SBΩ, l
p θ , Lq) ≍ ω(M−1 logd−1M)(logM)

(d−1)(
1
p∗

−
1
θ )+ ,

если, кроме того, p <∞, тогда

ϕM (SFΩ, l
p θ , Lq) ≍ ω(M−1 logd−1M)(logM)(d−1)(

1
2−

1
θ )+ ,

ϕM (SFΩ, l
1 θ , L1) ≍ ω(M−1 logd−1M)(logM)(d−1)(1−

1
θ ).

II. Если 1 ≤ p < q <∞, тогда

ϕM (SBΩ, l
p θ , Lq) ≍ ω(M−1 logd−1M)(M−1 logd−1M)

−(
1
p−

1
q )(logM)

(d−1)(
1
q−

1
θ )+ ,

ϕM (SFΩ, l
p θ , Lq) ≍ ω(M−1 logd−1M)(M−1 logd−1M)

−(
1
p−

1
q ).

III. Если 1 ≤ p ≤ q = ∞, тогда

ϕM (SBΩ, l
p θ , L∞) ≍ ω(M−1 logd−1M)(M−1 logd−1M)

−
1
p (logM)(d−1)(1−

1
θ ),

если, кроме того, p <∞, тогда

ϕM (SFΩ, l
p θ , L∞) ≍ ω(M−1 logd−1M)(M−1 logd−1M)

−
1
p (logM)

(d−1)(1−
1
p ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Установим оценки снизу. Согласно неравенству (5.1) достаточно
установить оценки снизу для величин ϕB

M (SBΩ, l
p θ , Lq) и ϕB

M (SFΩ, l
p θ , Lq). При доказательстве оце-

нок снизу для этих величин во всех случаях для произвольного оператора G ∈ LM (B)q будет
установлено существование тригонометрического полинома специального вида, принадлежа-
щего соответствующему функциональному классу (SBΩ, l

p θ или SFΩ, l
p θ ), который плохо прибли-

жается с помощью оператора G. При этом считаем, не ограничивая общности, что оператор
G ∈ LM(B)2. По достаточно большому M ∈ N подберем n ∈ N так, чтобы 2nnd−1 ≍M.

Рассмотрим множества Θn = {s : ‖s‖1 = n, sj − натуральные числа, j ∈ ed}, Q(n) =
⋃

s∈Θn

ρ(s), где |Θn| ≍ nd−1, |Q(n)| ≍ 2nnd−1.

I. 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞.

Так как оценки ϕM (SFΩ, l
p θ , Lq) не зависят от q, рассмотрим случай q = 1.

1. Пусть 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, p ≥ 2, 1 ≤ θ ≤ ∞, тогда p∗ = 2.

a) Рассмотрим подслучай 1 ≤ θ ≤ 2.

Имеют место вложения SBΩ, l
∞ 1 ⊂ SBΩ, l

p 1 при 1 ≤ p ≤ ∞, SBΩ, l
p 1 ⊂ SBΩ, l

p θ при 1 ≤ θ ≤ ∞,

и SBΩ, l
p θ ⊂ SFΩ, l

p θ при 1 ≤ θ ≤ p < ∞ (если p = ∞, то рассматриваем только классы (и
пространства) Никольского— Бесова) и неравенство ‖ · |L1‖ ≤ ‖ · |Lq‖, q ≥ 1. Следовательно,
нам достаточно доказать оценку снизу для ϕB

M (SBΩ, l
∞ 1, L1), т. е. доказать неравенство

ϕB
M (SBΩ, l

∞ 1, L1) ≫ ω(2−n). (5.2)
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Пусть задано число M , оператор G ∈ LM(B)1. Тогда существует вектор k0 = (k01 , . . . , k
0
d) ∈

Q(n) (см. [9, пример 1]): ‖e2πi(k
0,·) −Ge2πi(k

0,·) |L1‖ ≫ 1.

Рассмотрим функцию g1(x) = e2πi(k
0,x). Теперь оценим ‖g1(·+y

∗) |SBΩ, l
∞ 1‖, используя теоре-

му B: ‖g1(x+y∗) |SB
Ω, l
∞ 1‖ ≪ ‖ω−1(2−s)As(g1, ·) | ℓ1(L∞)‖ ≍ ω−1(2−n)‖|e2πi(k

0,x)| |Lp‖ ≍ ω−1(2−n).
Следовательно, функция f1(x) = c1ω(2

−n)g1(x) с некоторой постоянной c1 > 0, не завися-
щей от n, принадлежит классу SBΩ, l

∞ 1:

‖f1(·) |SB
Ω, l
∞ 1‖ = ‖ω−1(2−s)As(f1, ·) | ℓ1(L∞)‖ ≍ ω−1(2−n)ω(2−n)‖|e2πi(k

0,x)| |Lp‖ ≪ 1.

Тогда ‖f1(·)−Gf1(·) |L1‖ = ω(2−n)‖e2πi(k
0,·) −Ge2πi(k

0,·) |L1‖ ≫ ω(2−n). В силу произволь-
ности оператора G получаем требуемую оценку (5.2).

b) Пусть 2 < θ ≤ ∞. Рассмотрим отдельно два возможных соотношения между p и θ.

b1) Если 2 < θ ≤ p ≤ ∞, то в силу вложений SBΩ, l
p θ ⊂ SFΩ, l

p θ при p <∞ и SBΩ, l
∞ θ ⊂ SBΩ, l

p θ и
неравенства ‖ · |L1‖ ≤ ‖ · |Lq‖ здесь достаточно получить оценку

ϕB
M (SBΩ, l

∞ θ, L1) ≫ ω(2−n)n(d−1)(
1
2−

1
θ ). (5.3)

Далее возьмем множество Θ′
n ⊂ Θn. Рассмотрим функцию g2(x) =

∑

s∈Θ′
n
As(g2, x),

As(g2, x) =
∑

k∈ρ̄(s) ĝ2e
2πi(ks,x), где согласно [9, лемма 1.4] ‖As(g2, ·) |L∞‖ ≤ |Θ′

n|
− 1

2 .
Если возьмем линейный оператор G ∈ LM (B)1, то несложно показать, что

‖g2(·)−Gg2(·) |L1‖ ≥ C2.

Теперь оценим ‖g2(·+ y∗) |SBΩ, l
∞ θ‖, используя теорему B:

‖g2(·+ y∗) |SBΩ, l
∞ θ‖ ≪ ‖ω−1(2−s)As(g2, ·) | ℓθ(L∞)‖ ≍ ω−1(2−n)

(

∑

s∈Θ′
n

‖As(g2, ·) |L∞‖θ
)1/θ

≍ ω−1(2−n)

(

∑

s∈Θ′
n

|Θ′
n|

− θ
2

)1/θ

= ω−1(2−n)|Θ′
n|

1
θ
− 1

2 ≍ ω−1(2−n)n(d−1)( 1
θ
− 1

2
).

Тогда функция f2(x) = c2ω(2
−n)n(d−1)( 1

2
− 1

θ
)g2(x) принадлежит SBΩ, l

∞ θ, где положительная
постоянная c2 не зависит от n,

‖f(·) |SBΩ, l
∞ θ‖ ≍ ‖ω−1(2−s)As(f2, ·) | ℓθ(L∞)‖ ≍ n(d−1)( 1

2
− 1

θ
)

(

∑

s∈Θ′
n

|‖As(g2, ·) |L∞‖θ
)1/θ

≍ n(d−1)( 1
2
− 1

θ
)

(

∑

s∈Θ′
n

|Θ′
n|

− θ
2

)1/θ

= n(d−1)( 1
2
− 1

θ
)|Θ′

n|
1
θ
− 1

2 ≍ n(d−1)( 1
2
− 1

θ
)n(d−1)( 1

θ
− 1

2
) ≍ 1.

Тогда ‖f2(·) − Gf2(·) |Lq‖ ≥ ‖f2(·) − Gf2(·) |L1‖ ≫ ω(2−n)n(d−1)( 1
2
− 1

θ
). Отсюда в силу про-

извольности оператора G с учетом выбора n по M получим (5.3).

b2) Если 2 ≤ p < θ ≤ ∞, то в силу вложения SFΩ, l
p θ ⊂ SBΩ, l

p θ и неравенства ‖· |L1‖ ≤ ‖· |Lq‖

достаточно оценить снизу величину

ϕB
M (SFΩ, l

p θ , L1) ≫ ω(2−n)n(d−1)( 1
2
− 1

θ
). (5.4)

Пусть G ∈ LM (B)1 (см. [9, пример 6]). Найдутся n,Θ1
n ⊂ Θn такие, что |Q(n)| < c(B, d)M,

|Θ1
n| ≥ 1/2|Θn|, и в каждом ρ(s), s ∈ Θ1

n, найдутся векторы ks ∈ ρ(s), при которых для функции
g(x) =

∑

s∈Θ1
n
e2πi(k

s,x) найдется y∗ такой, что

‖g(· + y∗)−Gg(x+ y∗) |L1‖ ≫ (logM)
d−1
2 . (5.5)
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Возьмем в качестве g3(x) = g(x) и из условия теоремы logM ∼ n.
Теперь оценим ‖g3(·+y

∗) |SFΩ, l
p θ ‖, используя представление для пространства Лизоркина—

Трибеля:
‖g3(·+ y∗) |SFΩ, l

p θ ‖ ≪ ‖ω−1(2−s)As(g3, ·) |Lp(ℓθ)‖

≍ ω−1(2−n)‖

(

∑

s∈Θ1
n

|e2πi(k
s,x)|θ

)1/θ

|Lp‖ ≍ ω−1(2−n)|Θ1
n|

1/θ ≍ ω−1(2−n)n(d−1) 1
θ .

Тогда функция f3(x) = c3ω(2
−n)n−(d−1) 1

θ g3(x + y∗) с некоторой постоянной c3 > 0, не за-
висящей от n, принадлежит классу SFΩ, l

p θ , причем в силу (5.5) имеем ‖f3(·) − Gf3(·) |L1‖ ≫

ω(2−n)n(d−1)( 1
2
− 1

θ
). Отсюда в силу произвольности оператора G с учетом выбора n по M полу-

чим (5.4).

2. Перейдем к случаю 1 ≤ q ≤ p ≤ 2, p > 1, 1 ≤ θ ≤ ∞ (p∗ = p).

a) Пусть 1 ≤ θ ≤ p.

В силу вложений SBΩ, l
2 1 ⊂ SBΩ, l

p 1 при 1 < p ≤ 2, SBΩ, l
p 1 ⊂ SBΩ, l

p θ и неравенства ‖ · |L1‖ ≤

‖ · |Lq‖ при рассмотрении классов SBΩ, l
p θ достаточно доказать оценку

ϕB
M (SBΩ, l

2 1 , L1) ≫ ω(2−n). (5.6)

Пусть G — произвольный оператор из LM (B)1. Так как g1 ∈ SBΩ, l
∞ 1 из п.1, a) и ‖g1 |SB

Ω, l
2 1 ‖ ≤

‖g1 |SB
Ω, l
∞ 1‖. Следовательно, f1(x) ∈ SBΩ, l

2 1 . Тогда из произвольности оператора G следует тре-
буемая оценка (5.6).

b) 1 ≤ θ ≤ 2.

В силу вложений SBΩ, l
2 1 ⊂ SBΩ, l

p 1 при 1 < p ≤ 2, SBΩ, l
p 1 ⊂ SFΩ, l

p 1 и SFΩ, l
p 1 ⊂ SFΩ, l

p θ при θ ≥ 1

и неравенства ‖ · |L1‖ ≤ ‖ · |Lq‖ при рассмотрении классов SFΩ, l
p θ достаточно оценить снизу

величину ϕB
M (SBΩ, l

2 1 , L1), что уже сделано выше в п. 2, a).

c) Пусть теперь p < θ ≤ ∞.

По неравенству ‖ · |L1‖ ≤ ‖ · |Lq‖ при рассмотрении классов SBl,Ω
p θ достаточно оценить

величину ϕB
M (SBΩ, l

p θ , L1):

ϕB
M (SBΩ, l

p θ , L1) ≫ ω(2−n)n
(d−1)( 1

p
− 1

θ
)
. (5.7)

Пусть Θ̃n = {s ∈ Θn : sj ≥ n/2d, j ∈ ed}. Ясно, что |Θ̃n| ≍ nd−1. Положим w = [|Θ̃n|
1
d ].

Разобьем T
d на wd кубов со стороной 2π/m. Далее между множеством Θ̃n и множеством

кубов установим взаимно однозначное соответствие. Вектору s ∈ Θ̃n поставим в соответствие
куб с центром xs. Пусть z = 2[

d−1
d

logn]. Рассмотрим оператор G ∈ LM (B)1. Тогда найдутся (см.
[9, пример 7]) достаточно большое число n и множество Θ2

n ⊂ Θ̃n: |Θ2
n| ≥ 1/2|Θ̃n|, и в каждом

ρ(s), s ∈ Θ2
n, существуют кубы с центром в ks и длинами ребер 2z такие, что для функции

g4(x) =
∑

s∈Θ2
n

e2πi(k
s,x)

∏

j∈ed

Kz(xj − xsj)

(здесь Kn(t) = 1 +
∑n

k=1(1−
k

n+1) cos kt — ядро Фейера порядка n) найдется y∗ такой, что

‖g4(·+ y∗)−Gg4(·+ y∗) |L1‖ ≫ nd−1.

Здесь k
sj
j = 2sj−1 + 2sj−2, если sj ≥ 2, и k

sj
j = 1, если sj = 1, j ∈ ed.

Оценим ‖g4(·+ y∗) |SBΩ, l
p θ ‖, используя теорему B:

‖g4(·+ y∗) |SBΩ, l
p θ ‖ ≪ ‖ω−1(2−s)As(g4, ·) | ℓθ(Lp)‖ ≍ ω−1(2−n)

(

∑

s∈Θ2
n

‖As(g4, ·) |Lp‖
θ

)1/θ
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≪ ω−1(2−n)

(

∑

s∈Θ2
n

‖
∏

j∈ed

Kz(xj) |Lp‖
θ

)1/θ

= ω−1(2−n)n
(d−1)(1− 1

p
)
|Θ2

n|
1/θ ≍ ω−1(2−n)n

(d−1)(1+ 1
θ
− 1

p
)
.

Тогда функция f4(x) = c4ω(2
−n)n−(d−1)(1+ 1

θ
− 1

p
)g4(x), где постоянная c4 > 0 не зависит от

n, принадлежит SBΩ, l
p θ :

‖f |SBΩ, l
p θ ‖ ≍ ‖ω−1(2−s)As(f2, ·) | ℓθ(Lp)‖ ≍ n−(d−1)(1+ 1

θ
− 1

p
)
(

∑

s∈Θ2
n

‖As(g4, ·) |Lp‖
θ

)1/θ

≍ n−(d−1)(1+ 1
θ
− 1

p
)
(

∑

s∈Θ2
n

‖
∏

j∈ed

Kz(xj) |Lp‖
θ

)1/θ

= n−(d−1)(1+ 1
θ
− 1

p
)n(d−1)(1− 1

p
)
|Θ2

n|
1/θ ≍ 1.

Имеем ‖f4(·)−Gf4(·) |L1‖ ≫ ω(2−n)n
−(d−1)(1+ 1

θ
− 1

p
)
‖g4(·)−Gg4(·) |L1‖ ≥ ω(2−n)n

(d−1)( 1
p
− 1

θ
)
.

Отсюда в силу произвольности оператора G с учетом выбора n по M получим (5.7).

d) Пусть теперь 2 < θ ≤ ∞.

В силу вложений SFΩ, l
2 θ ⊂ SBΩ, l

p θ при 1 < p ≤ 2 и неравенства ‖ · |L1‖ ≤ ‖ · |Lq‖ при

рассмотрении классов SFΩ, l
p θ достаточно доказать оценку ϕB

M (SFΩ, l
2 θ , L1) ≫ ω(2−n)n(d−1)( 1

2
− 1

θ
).

Но эта оценка есть частный случай установленной выше оценки (5.4).

3. Наконец, рассмотрим случай p = q = 1, 1 ≤ θ ≤ ∞. Тогда p∗ = 1. В силу вложения
SFΩ, l

1 θ ⊂ SBΩ, l
1 θ здесь достаточно доказать оценку снизу

ϕB
M (SFΩ, l

1 θ , L1) ≫ ω(2−n)n(d−1)(1− 1
θ
). (5.8)

Для доказательства воспользуемся построениями из работы [7, c. 33]. Пусть G — произ-
вольный оператор из LM (B)2. Рассмотрим одномерное периодизированное ядро Бесселя—
Макдональда (δ > 0)

Fδ(x) =
∑

ξ∈Zd

1

(4π)δ/2
1

Γ( δ2)

∞
∫

0

e
−π(x+ξ,x+ξ)

τ e−
τ
4π τ−

k+δ
2
dτ

τ

и d–кратное ядро Бесселя— Макдональда F d
δ (x) =

∏

k∈ed
Fδk(xk). Рассмотрим функцию

g5(x) =
∑

s∈κ⊥
n

As(Fl, xj).

Тогда можно показать аналогично тому, как это доказано в [7], что ‖g5(· + y∗) − Gg5(· +

y∗) |L1‖ ≫ 2−nlnd−1. Ясно, что ‖As(F
d
l , x) |L1‖ ≪ 2−‖s‖1l. Оценим ‖g5(x+ y∗) |SFΩ, l

1 θ ‖:

‖g5(·+ y∗) |SFΩ, l
1 θ ‖ ≪ ‖

(

∑

s∈Θn

ω−θ(2−s)|As(F
d
l , x)|

θ

)

|L1‖ ≍ ω−1(2−n)n(d−1) 1
θ 2−nl.

Тогда функция f5(x) = c5ω(2
−n)n−(d−1) 1

θ 2nlg5(x), где постоянная c5 > 0 не зависит от n,
принадлежит SFΩ, l

1 θ . Таким образом,

‖f5(·)−Gf5(·) |L1‖ ≫ ω(2−n)n−(d−1) 1
θ 2nl‖g5(·)−Gg5(·) |L1‖ ≥ ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
).

Отсюда в силу произвольности оператора G с учетом выбора n по M получим (5.8).

II. Рассмотрим теперь случай 1 ≤ p < q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞.

Рассмотрим сначала класс SBΩ, l
p θ .
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a) Пусть q < θ ≤ ∞.

Тогда требуется оценить снизу величину ϕB
M (SBΩ, l

p θ , Lq) т. е. следует доказать оценку

ϕB
M (SBΩ, l

p θ , Lq) ≫ ω(2−n)2
n( 1

p
− 1

q
)
n
(d−1)( 1

q
− 1

θ
)
. (5.9)

Пусть G — произвольный оператор из LM (B)2 (см. [9, пример 2]). Рассмотрим тригоно-
метрический полином (Ks(x) — ядро Фейра)

g(x) =
∑

s∈Θn

e2πi(k
s,x)

∏

j∈ed

K
2sj−2(xj).

Найдется y∗ такой, что

‖g(· − y∗)−Gg(· − y∗) |Lq‖ ≫

{

2
n(1− 1

q
)
n

d−1
q , 1 < q <∞,

2nnd−1, q = ∞.

Положим g6(x) = g(x). Оценим ‖g6(· − y∗) |SBΩ, l
p θ ‖:

‖g6(· − y∗) |SBΩ, l
p θ ‖ ≪

(

∑

s∈Θn

ω−θ(2−s)‖As(g6, x) |Lp‖
θ

)1/θ

≍ ω−1(2−n)n(d−1) 1
θ 2n(1−

1
p
).

Тогда функция f6(x) = c6ω(2
−n)n−(d−1) 1

θ 2−n(1− 1
p
)g6(x) принадлежит SBΩ, l

p θ с некоторой по-
стоянной c6 > 0, не зависящей от n. Таким образом,

‖f6(·) −Gf6(·) |L1‖ ≫ ω(2−n)n−(d−1) 1
θ 2−n(1− 1

p
)
‖g6(·)−Gg6(·) |L1‖ ≥ ω(2−n)n(d−1)( 1

q
− 1

θ
)2n(

1
p
− 1

q
).

Отсюда в силу произвольности оператора G с учетом выбора n по M получим (5.9).

b) Пусть 1 ≤ θ ≤ q.

В силу вложения SBΩ, l
p 1 ⊂ SBΩ, l

p θ здесь достаточно оценить снизу величину ϕB
M (SBΩ, l

p 1 , Lq),
т. е. доказать оценку

ϕB
M (SBΩ, l

p 1 , Lq) ≫ ω(2−n)2
n( 1

p
− 1

q
)
. (5.10)

Пусть G — произвольный оператор из LM (B)q (см. [9, пример 4]). Тогда найдутся y∗, s∗,

s∗ ∈ Θn такие, что ‖Ks∗(· − y∗)−GKs∗(· − y∗) |Lq‖ ≫ 2
n(1− 1

q
)
.

Положим g7(x) = Ks∗(x − y∗). Оценим ‖g7(·) |SB
Ω, l
p 1 ‖: ‖g7(·) |SB

Ω, l
p 1 ‖ ≪ ω−1(2−n)2n(1−

1
p
).

Тогда с некоторой постоянной c7 > 0, не зависящей от n, функция f7(x) = c7ω(2
−n)2−n(1− 1

p
)g7(x)

принадлежит SBΩ, l
p 1 . Таким образом, ‖f7(·)−Gf7(·) |Lq‖ ≫ ω(2−n)2

−n(1− 1
p
)
‖g7(·)−Gg7(·) |Lq‖ ≥

ω(2−n)2n(
1
p
− 1

q
). Отсюда в силу произвольности оператора G с учетом выбора n по M полу-

чим (5.10).
Рассмотрим класс SFΩ, l

p θ . В силу вложения SBΩ, l
p 1 ⊂ SFΩ, l

p θ для всех 1 ≤ θ ≤ ∞ здесь

достаточно оценить величину ϕB
M (SBΩ, l

p 1 , Lq), что уже сделано в п. II b).

III. Рассмотрим случай 1 ≤ p ≤ q = ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞.

Сначала получим оценку снизу для классов SBΩ, l
p θ :

ϕB
M (SBΩ, l

p θ , L∞) ≫ ω(2−n)2
n
p n(d−1)(1− 1

θ
). (5.11)

Возьмем g8(x) = g(x − y∗) из п. II a). Пусть G — произвольный оператор из LM (B)2. В
п. II a) доказано, что

‖g8(·) |SB
Ω, l
p θ ‖ ≪ ω−1(2−n)n(d−1) 1

θ 2
n(1− 1

p
)
.
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Функция f8(x) = c8ω(2
−n)n−(d−1) 1

θ 2−n(1− 1
p
)g8(x) принадлежит SBΩ, l

p θ с некоторой постоянной
c8 > 0, не зависящей от n. Таким образом,

‖f8(·)−Gf8(·) |L∞‖ ≫ ω(2−n)n−(d−1) 1
θ 2

−n(1− 1
p
)
‖g8(·)−Gg8(·) |L∞‖ ≫ ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
)2

n
p .

Отсюда в силу произвольности оператора G с учетом выбора n по M получим (5.11).
Теперь рассмотрим классы SFΩ, l

p θ при условии, что p <∞. В силу вложения SFΩ, l
p 1 ⊂ SFΩ, l

p θ

здесь достаточно оценить снизу величину ϕB
M (SFΩ, l

p 1 , L∞), т. е. следует доказать оценку

ϕB
M (SFΩ, l

p 1 , L∞) ≫ ω(2−n)2
n
p n

(d−1)(1− 1
p
)
. (5.12)

Если p = 1, то SFΩ, l
1 1 ⊂ SBΩ, l

1 1 , и требуемая оценка следует из установленной выше оцен-
ки (5.11).

Пусть 1 < p <∞.

Возьмем g8(x) из предыдущего случая. Оценим норму g8(x) в SFΩ, l
p 1 , используя лемму из [7,

с. 19]:

‖g8(·) |SF
Ω, l
p 1 ‖ ≪ ‖ω−1(2−s)As(g8, x) |Lp(ℓ1)‖ ≪ ‖ω−1(2−s)2s(1−

1
p
)As(g8, x) | ℓp(L1)‖

=

(

∑

s∈Θn

ω−1(2−s)2
s(1− 1

p
)
‖g8 |L1‖

p

)1/p

≍ ω−1(2−n)n
(d−1) 1

p 2
n(1− 1

p
)
.

Функция f9(x) = c9ω(2
−n)n

−(d−1) 1
p 2

−n(1− 1
p
)
g8(x) принадлежит SFΩ, l

p 1 . Тогда

‖f9(·)−Gf9(·) |L∞‖ ≫ ω(2−n)n−(d−1) 1
p 2−n(1− 1

p
)
‖g8(·)−Gg8(·) |L∞‖ ≫ ω(2−n)2

n
p n(d−1)(1− 1

p
).

Отсюда в силу произвольности оператора G с учетом выбора n по M получим (5.12).
Таким образом, оценки снизу в теореме 2 доказаны полностью. Перейдем к доказательству

оценок сверху. Из определения поперечников Фурье и величины EΨ
Q(N)(F, Lq) следует, что при

|Q(N)| ≤M верно неравенство ϕM (F, Lq) ≤ EΨ
Q(N)(F, Lq).

Далее, по M подберем n так, чтобы 2nnd−1 ≍M, |Q(N)| ≤M. Тогда, поскольку мажоранта
имеет вид ω(t1 × · · · × td), находим, что ω(2−n) ≍ 1/N, n ≍ logN, и из теоремы 1 вытекают
все требуемые оценки сверху для поперечников ϕM (SBΩ, l

p θ , Lq), ϕM (SFΩ, l
p θ , Lq). Таким образом,

теорема 2 доказана полностью.

З а м е ч а н и е 2. Отметим, что поперечники Фурье классов Лизоркина — Трибеля
SFr

p θ(T
d) впервые исследованы Д.Б. Базархановым в работе [7].

В работе [15, теорема 2] найдены точные по порядку оценки поперечников Фурье для
классов SBΩ

p,θ при 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, p ≥ 2, (q, p) 6= (∞,∞), 1 ≤ θ ≤ ∞, и Ω(t) = ω(t1 × · · · × td).

З а м е ч а н и е 3. Из теорем 1 и 2 следует теорема 1′.

Теорема 1′. Пусть 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞; ω ∈ Sl ∩ Sα
l , причем α >

(1

p
−

1

q

)

+
.

I. Пусть 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, (p, q) 6= (∞,∞), 1 ≤ θ ≤ ∞. Тогда

EΨ
Q(N)(SB

Ω, l
p θ , Lq) ≍ ω(2−n)n(d−1)( 1

p∗
− 1

θ
)+ ,

если p <∞,

EΨ
Q(N)(SF

Ω, l
p θ , Lq) ≍ ω(2−n)n(d−1)( 1

2
− 1

θ
)+ , EΨ

Q(N)(SF
Ω, l
1 θ , L1) ≍ ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
).

II. Пусть 1 ≤ p < q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞. Тогда

EΨ
Q(N)(SB

Ω, l
p θ , Lq) ≍ ω(2−n)2

n( 1
p
− 1

q
)
n
(d−1)( 1

q
− 1

θ
)+ , EΨ

Q(N)(SF
Ω, l
p θ , Lq) ≍ ω(2−n)2

n( 1
p
− 1

q
)
;

III. Пусть 1 ≤ p, θ ≤ q = ∞. Тогда EΨ
Q(N)(SB

Ω, l
p θ , L∞) ≍ ω(2−n)2

n
p n(d−1)(1− 1

θ
),

если p <∞,

EΨ
Q(N)(SF

Ω, l
p θ , L∞) ≍ ω(2−n)2

n
p n

(d−1)(1− 1
p
)
.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 21 № 4 2015

УДК 519.62

ДВИЖУЩИЙСЯ ОБЪЕКТ И НАБЛЮДАТЕЛИ В R
2

С КУСОЧНО-ГЛАДКИМ ЗАТЕНЯЮЩИМ МНОЖЕСТВОМ1

В.И. Бердышев

Рассматривается движение объекта t в R2, содержащем телесное ограниченное множество G с кусочно-

гладкой границей, которое препятствует движению и видимости. В окрестности выпуклых участков гра-

ницы находятся наблюдатели, способные в случае опасности со стороны t скрыться от него в теневом

множестве s(t) ⊂ R
2\G. Устанавливаются характеристические свойства траектории T объекта, максими-

зирующей величину min{ρ(t, s(t)) : t ∈ T }.

Ключевые слова: навигация, задача сопровождения, движущийся объект, наблюдатель.

V. I. Berdyshev. A moving object and observers in R
2 with piecewise smooth shading set.

We consider the motion of an object t in the space R2, where a bodily bounded bounded set G with piecewise

smooth boundary hinders the motion and visibility. In a neighborhood of convex parts of the boundary, there are

observers, which can hide from t in a shade set s(t) ⊂ R
2\G in the case of danger from t. We find characteristic

properties of the trajectory T of the object that maximizes the value min{ρ(t, s(t)) : t ∈ T }.

Keywords: navigation, escort problem, moving object, observer.

1. Постановка задачи

Пусть G — ограниченное, может быть, несвязное множество с кусочно-гладкой грани-

цей в X = R
2, являющееся замыканием открытого множества

◦
G и такое, что X\G связно.

Множество G препятствует видимости и движению. Точки x, y ∈ X видимы одна для дру-

гой, если [x, y]
⋂

◦
G = ∅. В X движутся объект t 6∈ G и наблюдатели f 6∈

◦
G, враждебные

по отношению к t. Объект движется из окрестности V∗ точки t∗ в окрестность V ∗ точки
t∗, V∗

⋂

V ∗ = ∅, (V∗
⋃

V ∗)
⋂

G = ∅, внутри заданного “коридора” ˜Y , ˜Y
⋂

G = ∅, являю-
щегося односвязной окрестностью заранее рассчитанной траектории

T0 = {t(τ) : 0 ≤ τ ≤ 1, t(0) = t∗, t(1) = t∗}, T0
⋂

G = ∅.

Будем предполагать, что в окрестностях V∗ = VR(t∗), V ∗ = VR(t
∗) точек t∗, t

∗ наблюдателей
нет. Здесь

VR(t) = {x : ‖t− x‖ ≤ R}, R > 0.

Пусть

v(t) =
{

x ∈ X : [x, t]
⋂

◦
G = ∅

}

— множество видимых из t точек,

s(t) = X\
(

v(t)
⋃

G
)

— тень множества G (при освещении из точки t),

s(t) — ее замыкание.

1Работа выполнена при поддержке комплексной программы ФНИ УрО РАН (проект 15-16-1-14),
Программы государственной поддержки ведущих научных школ (проект НШ-4538.2014.1), а также при
финансовой поддержке Программы повышения конкурентоспособности УрФУ (постановление № 211
Правительства Российской Федерации, контракт № 02.A03.21.0006).
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Объект имеет возможность поразить наблюдателя посредством мини-объекта, способно-

го двигаться в X\
◦
G прямолинейно с большой скоростью. Таким образом, свобода движения

наблюдателя f ограничена: он должен находиться вблизи множества s(t), чтобы в случае
опасности укрыться в тени, а именно,

‖t− f‖ ≤ kρ(f, s(t)),

где k — отношение максимальной скорости наблюдателя к скорости миниобъекта, ρ — длина
кратчайшего пути.

Задача объекта t состоит в выборе траектории ̂T из класса T траекторий

T = {t(τ) : 0 ≤ τ ≤ 1, t(0) ∈ V∗, t(1) ∈ V ∗} ⊂ ˜Y ,

для которой
max
T ∈T

min
t∈T

ρ(t, s(t)) = min
t∈T̂

ρ(t, s(t)). (1.1)

Задача (1.1) рассматривалась в [1] в частном случае, когда G — многоугольник. Цель данной
работы — исследование этой задачи для множеств G с кусочно-гладкой границей и уточнение
условий на оптимальную для (1.1) траекторию, приведенных в [1, теорема 3].

2. Теневые точки

Далее будем обозначать

PM (x) = {y ∈ M : ‖x− y‖ = ρ(x,M)}

— множество ближайших к x точек из множества M ⊂ X. Точку x ∈ G из множества

v(t)
⋂

s(t)

назовем теневой для точки t, t 6∈ G, если (t, x)
⋂

G = ∅.
Функция ρ(t, s(t)) и отображение, сопоставляющее точке t множество ближайших к t те-

невых точек, вообще говоря, не являются непрерывными. К тому же, из того, что x ∈ Ps(t)(t),
не следует, что x ∈ Ps(t′)(t

′) для t′ ∈ (t, x). Приведем пример (см. рис. 1).

П р и м е р 1. Пусть задана числовая последовательность {αn}
∞
1 , αn ↓ 0, α1 = 1, t0 =

(0, 0), tn = (αn + αn+1)/2, множество G есть объединение треугольников с вершинами (1, αn),
(1, αn+1), an = (1/2, tn) отрезка [0, 1] на оси абцисс и треугольника с вершинами (0, 1 −

2ε), (0, 1 − ε), (−ε, 1 − ε) (ε < 1/10) (рис. 1). Тогда для t0 точка (0, 1 − ε) — единственная
ближайшая точка из s(t0), для tn точка an — также единственная ближайшая точка из s(tn)
(n = 1, 2, . . .). При этом ρ(t0, s(t0)) = 1− ε, ρ(tn, s(tn)) = 1/2.

Далее предполагается, что граница bdG множества G является кусочно-гладкой: она может
включать в себя конечное число прямолинейных отрезков и конечное число участков выпук-
лости (фактически, конечное число точек перегиба), что важно для построения алгоритмов
поиска оптимальной траектории. При этом расстояние ρ(t, s(t)) достигается на теневых точках.

Будем рассматривать точки x локальной выпуклости границы. Для каждой из них суще-
ствуют окрестность O(x) и прямая L, x ∈ L, такие, что множество G

⋂

O(x) лежит по одну
сторону относительно L. Точка выпуклости может быть угловой, если величина α угла между
односторонними касательными прямыми в этой точке удовлетворяет неравенству 0 < α < π.
Множество угловых точек границы G обозначим через A.

Связный гладкий участок выпуклости границы множества G (участок, состоящий из глад-
ких точек локальной выпуклости), максимальный по включению, будем обозначать через C.
Итак, C — гладкая выпуклая связная кривая без концевых точек. Совокупность таких участ-
ков границы обозначим через C.
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an
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(1, 1)

(1, αn)
(

1, 1/2 (αn + αn+1)
)

(1, αn+1)

(1, αN )

1

1− ε

1− 2ε

Рис. 1.

Теневыми точками могут быть только угловые точки и точки из C,C ∈ C. Для иных

точек x ∈ bdG любая прямая, содержащая x, содержит точки из
◦
G в любой окрестности O(x).

Пусть x 6∈ G. Рассматривая множество точек на границе bdG, видимых (освещенных) из точки
x, x 6∈ G, с учетом ограниченности G и связности дополнения X\G, можно установить (см.
[1, теорема 1 для многогранного G]), что справедлива

Лемма. Для любой точки x 6∈ G множество теневых точек непусто.

Для точки s ∈ bdG обозначим

˜T (s) =
{

t ∈ v(s) : s ∈ s(t)
}

, T (s) = {t ∈ v(s) : s ∈ Ps(t)(t)}

— замыкание множества точек t 6∈ G, для которых s является ближайшей из теневых для t
точек.

Если a ∈ A — угловая точка, и для любого ε > 0 множество
◦
G

⋂

Vε(a) связно, то ˜T (a)
является дополнением до X\(G

⋃

s(a)) объединения угла при a и вертикального к нему угла.
Если c ∈ C ∈ C, то множество ˜T (c) непусто и лежит на касательной прямой к дуге C в точке c.

Для гладкого выпуклого участка C ∈ C определим множества

˜T (C) =
⋃

c∈C

˜T (c), T (C) =
⋃

c∈C
T (c).

В [1, теорема 1] установлено, что в случае многоугольного G для a ∈ A множество T (a)

является многоугольником,
◦
T (a) 6= ∅ и справедливы соотношения

◦
T (a)

⋂
◦
T (a′) = ∅ для a′ ∈ A, a 6= a′ и

⋃

a∈A
T (a) = X\

◦
G.

Из свойства гладкости дуги C ∈ C следует, что
◦
T (C) 6= ∅.

Теорема 1. Справедливо равенство

(

⋃

a∈A
T (s)

)

⋃

(

⋃

C∈C
T (C)

)

= X\
◦
G, (2.1)

и для любых a ∈ A, C ∈ C
◦
T (a)

⋂ ◦
T (C) = ∅. (2.2)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любой точки t 6∈ G по лемме множество s(t) непусто, и
ближайшая к t точка s из s(t) либо угловая, т. е. t ∈ T (s), либо принадлежит некоторой дуге
C ∈ C, т. е. t ∈ T (C). Соотношение (2.1) установлено. Докажем (2.2). Допустим, что для a ∈ A

и дуги C ∈ C нашлась точка t с окрестностью O(t) такая, что

O(t) ⊂ T (a)
⋂

T (C). (2.3)

Существует точка c ∈ C, для которой t ∈ T (c). Имеем ‖a − t‖ = ‖c − t‖. Если угол ∠atc не
меньше 90◦, то для точки tλ = t+ λ(c− t) ∈ O(t), λ > 0, выполняются соотношения

tλ ∈ T (c), ρ(tλ, s(tλ)) ≤ ‖tλ − c‖ < ‖t− c‖ = ‖t− a‖ < ‖tλ − a‖,

что противоречит предположению (2.3). Пусть угол ∠atc острый. Отметим на отрезке [t, a]
точки xaλ, xtλ такие, что

‖t− xtλ‖ = ‖t− tλ‖, ‖a− xaλ‖ = ‖a− tλ‖.

Тогда

ρ(tλ, s(tλ)) ≤ ‖tλ−c‖ = ‖t−c‖−‖t−tλ‖ = ‖t−a‖−‖t−xtλ‖ < ‖t−a‖−‖t−xaλ‖ = ‖a−xaλ‖ = ‖tλ−a‖,

что противоречит (2.3). Теорема доказана. �

З а м е ч а н и е 1. Пример множества

G =
{

x = (x1, x2) ∈ V1(0), |x1| ≥ 1/2
}

,

где C = {x : ‖x‖ = 1, x1 > 1/2}, C ′ = {x : ‖x‖ = 1, x1 < 1/2}, показывает, что множества
◦
T (C),

◦
T (C ′) могут пересекаться для C, C ′ ∈ C.

Приведем условия, при которых

t 6∈
◦
T (C)

⋂ ◦
T (C ′) (2.4)

для C, C ′ ∈ C. Пусть t ∈ ˜T (C)
⋂

˜T (C ′), c ∈ C, c′ ∈ C ′, t ∈ T (c)
⋂

T (c′), т. е. ‖t− c‖ = ‖t− c′‖.
Обозначим через γ угол ctc′ с вершиной t и покажем, что (2.4) выполняется в двух случаях:

величина угла γ равна 180◦,
внутренность угла γ в окрестности точек c, c′ не пересекается хотя бы с одной из дуг C,C ′.

Легко видеть, что в первом случае (c, t) ⊂
◦
T (C), (c′, t) ⊂

◦
T (C ′), поэтому (2.4) справедливо.

Пусть во втором случае внутренность угла γ не пересекается с C, тогда при любом малом
λ > 0 точка c′ является теневой для tλ = t + λ(c′ − t) и ‖tλ − c′‖ < ‖tλ − c‖ < ‖tλ − cλ‖, где
cλ ∈ C — теневая точка для tλ, и, значит, (2.4) выполняется.

3. Характеризация наилучшей траектории

Определим множество S = A
⋃

C, его элементы s ∈ S для краткости будем называть
“вершинами”. Множество S предполагается конечным. Для вершин s и точек x ∈ ˜T (s) введем
расстояние

ρ(x, s) =

{

‖x− s‖, если s = a ∈ A, x ∈ ˜T (a),

‖x− c‖, если s = C ∈ C, c ∈ C, x ∈ ˜T (c).
(3.1)

Принадлежность объекта множеству
◦
T (s) означает его близость к вершине s, где может при-

сутствовать наблюдатель. Предпочтительным для него является месторасположение на общей
границе B(s, s′) смежных множеств T (s) и T (s′). Важно, что по определению этих множеств
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точки общей границы T (s)
⋂

T (s′) равноудалены от s и s′ по расстоянию (3.1). При поиске
этих границ учитывается линейчатая структура множеств ˜T (s) (коническая при s ∈ A, а при
s ∈ C — совокупность интервалов на касательных прямых к дуге C), и используется решение
следующих задач о построении границ между

1) T (a) и T (a′) (a, a′ ∈ A),
2) T (a) и T (C) (a ∈ A, C ∈ C),
3) T (C) и T (C ′) (C,C ′ ∈ C).
1) В случае многоугольного G множество T (a) является (см. [1]) многоугольником, а в

области, где ˜T (a)
⋂

˜T (a′) 6= ∅, множества T (a), T (a′) разграничивает прямая L, ортогональная
отрезку [a, a′] и содержащая точку (a+ a′)/2. Так что ‖a− z‖ = ‖z − a′‖ (z ∈ L).

2) Точки z границы между T (a) и T (C), попавшие в область ˜T (a)
⋂

˜T (C), определяются
так, что ‖a − z‖ = ‖z − c‖, где c ∈ C — точка касания дуги C с прямой, содержащей точку z
(см. пример 2 ниже).

3) Точка z границы между T (C), T (C ′), попавшая в область ˜T (C)
⋂

˜T (C ′), есть пересечение
прямых, касающихся дуг C, C ′ в точках c ∈ C, c′ ∈ C ′ таких, что ‖c− z‖ = ‖z − c′‖.

З а м е ч а н и е 2. Приведенные выше равенства можно заменить на соотношения

‖a− z‖ = K‖z − a′‖, ‖a− z‖ = K‖z − c‖, ‖c− z‖ = K‖z − c′‖ (K > 1),

если сближение с a′, C,C ′ (в задачах 1),2),3) соответственно) менее опасно, чем с a, a, C.

Граница раздела B(s, s′) указанных множеств может иметь сложную форму даже для мно-
жества простого вида.

П р и м е р 2. Множество G есть объединение круга C с центром в нуле радиуса r и
треугольника с вершиной (a, 0), a > r (см. рис. 2).

0

y

c

z

a

b

x

Рис. 2.

Пусть b ≥ a и c = (x, y) — точка касания с C прямой, содержащей точку (b, 0), и z =
(1 − λ)c + λ(b, 0) — точка на этой прямой, удовлетворяющая равенству ‖c − z‖ = ‖z − (a, 0)‖.
Тогда

λ =
2bx− (x2 + a2)

2[a(x − b) + xb− r]
, y2 =

(bx

r

)2
− r2.

Искомая граница изображена пунктирной линией.

Объект t должен проследовать из V∗ до V ∗ внутри коридора Y = ˜Y \(V∗
⋃

V ∗), максими-
зируя наименьшее расстояние до вершин s ∈ S, поскольку в них, возможно, присутствуют
наблюдатели. Далее будет удобно на границе коридора Y выделить левую границу Yl и пра-
вую Yr относительно движения от t∗ к t∗ по кратчайшей траектории, содержащейся в Y . Ука-
занные границы берут свое начало на границе шара V∗ и заканчиваются на границе шара V ∗.
Необходимо указать все точки из Y , которые должны лежать на оптимальной для задачи (1.1)
траектории. По теореме 1 коридор заполнен множествами T (s).

Пусть s ∈ S,
˜T (s)

⋂ ◦
Y 6= ∅, ˜T (s)

⋂

Yl 6= ∅, ˜T (s)
⋂

Yr 6= ∅ (3.2)
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и Ys — более далекая по расстоянию ρ(s, x) от s граница Yl или Yr. Обозначим через S1

множество вершин, удовлетворяющих условию (3.2). В связи с вершиной s рассмотрим задачу

M(s) = ρ(s, Ys) = min
y∈Ys

ρ(s, y), (3.3)

и пусть P = PYs(s) — множество ближайших к s по расстоянию ρ точек из Ys. Любая тра-
ектория T ∈ T пересекает любой отрезок, соединяющий s с точками из P. В случае малости
величины ρ(s, Ys) траектория ̂T должна содержать множество P.

Теперь возьмем пару вершин s, s′ ∈ S с противоположных сторон коридора Y (рассто-
яния ρ(s, Y ), ρ(s′, Y ) достигаются на разных сторонах Yl, Yr границы Y ), для которых Q =

˜T (s)
⋂

˜T (s′) 6= ∅ и Q
⋂ ◦

Y 6= ∅. Множество таких пар вершин обозначим через S2. Тогда любая
траектория T ∈ T пересекает любую двузвенную ломаную, соединяющую точку x из Q с s и
s′ (с точкой a, если s = a ∈ A, а если s = C ∈ C, то с точкой c ∈ C, для которой x ∈ ˜T (c)).

В связи с парой таких вершин возникает задача

M(s, s′) = max
x∈Q

min
{

ρ(s, x), ρ(s′, x)
}

. (3.4)

Предположим, что общая граница

B(s, s′) =
{

z : ρ(s, z) = ρ(s′, z)
}

множеств T (s), T (s′) не пересекается с Q, и пусть вершина s и Q лежат по одну сторону от
B(s, s′). Очевидно, что максимум (3.4) доставляет точка P = P(s, s′) ∈ Q, для которой

ρ(s,P) = max
x∈Q

ρ(s, x) < ρ(s′,P) = min
x∈Q

ρ(s′, x)

и M(s, s′) = ρ(s′,P). При малой величине M(s, s′) точка P = P(s, s′) должна лежать на ̂T .
Здесь важно отметить, что P ∈ bd ˜T (s), поэтому вершина s не является теневой для точки P.
Оптимальная траектория ̂T лишь касается границы bd ˜T (s) в точке P и в окрестности O(P)
этой точки не пересекается с внутренностью множества ˜T (s). Но ̂T пересекается в окрестно-
сти O(P) с внутренностью множества ˜T (s′).

Теперь предположим, что множество Q∗ = Q
⋂

B(s, s′) непусто. Тогда задача

M(s, s′) = max
x∈Q∗

min
{

ρ(s, x), ρ(s′, x)
}

сводится к эквивалентным задачам

M(s, s′) = min
x∈Q∗

ρ(s, x), M(s, s′) = min
x∈Q∗

ρ(s′, x),

и множество точек P(s, s′), доставляющих минимум, в случае малости M(s, s′) обязано лежать
на траектории ̂T .

Случай бо́льшего числа вершин, лежащих по разные стороны от Y , рассматривать не надо,
так как добавление новых вершин сужает множество ˜T (s)

⋂

˜T (s′) и общую границу B(s, s′) и,
значит, не уменьшает величину M(s, s′). Сформулируем полученный результат.

Обозначим
M = min

{

min
s∈S1

M(s), min
(s,s′)∈S2

M(s, s′)
}

. (3.5)

Теорема 2. Имеет место равенство

max
T ∈T

min
t∈T

ρ(t, s(t)) = M. (3.6)

Траектория ̂T ∈ T является оптимальной в задаче (1.1) тогда и только тогда, когда

ρ(t, s(t)) ≥ M ∀ t ∈ ̂T ,

и множества P(s), P(s, s′) лежат на ̂T для всех s ∈ S1 и (s, s′) ∈ S2, доставляющих мини-

мум в (3.5).



Движущийся объект и наблюдатели 101

Итак, анализ положения всех вершин s ∈ C таких, что ˜T (s)
⋂

◦
Y 6= ∅, позволяет найти ве-

личину (3.6) и набор точек P∗ ⊂ P(s)
⋃

P(s, s′), через которые проходит каждая оптимальная
траектория ̂T задачи (1.1). В силу теоремы 1 для любой точки t ∈ ̂T найдется вершина st ∈ S,
для которой t ∈ T (st). Поэтому любая точка траектории ̂T удовлетворяет неравенству

ρ(t, s) ≥ ρ(t, st) ≥ M ∀ s ∈ S.

З а м е ч а н и е 3. Возвращаясь к теореме 3 из [1], отметим, что в ней приведен непол-
ный набор точек, которые должны располагаться на оптимальной траектории для задачи 3.1,
сформулированной в [1] для многогранного множества G (см. [2]). Это показывает пример
множества G, составленного из двух треугольников с вершинами

a1 = (1, 0), a2 = (2,−1), a3 = (2, 1) и a′1 = (−1, 0), a′2 = (−2,−1), a′3 = (−2, 1).

Среди траекторий, проходящих между треугольниками, оптимальная должна содержать точ-
ки (0,−1), (0, 1), являющиеся ближайшими к a1 и a′1 из множества T (a1)

⋂

T (a′1).
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ОДИН КЛАСС РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА В ТОРЕ

С СОЛЕНОИДАЛЬНЫМ ПОЛЕМ СКОРОСТЕЙ. II1

В.П.Верещагин , Ю.Н.Субботин, Н. И.Черных

Исследуется задача о решениях (V, p) в торе D уравнения Эйлера с соленоидальным векторным по-

лем V, аналогичная рассмотренной в предыдущей работе авторов 2014 г., только теперь в классе вектор-

ных полей V, линии которых совпадают с параллелями вложенных в D торов с той же, что и у D, осевой

окружностью. Найдены условия, при которых эта задача разрешима, и определены соответствующие

решения.

Ключевые слова: скалярное и векторное поля, уравнение Эйлера, дивергенция, ротор.

V. P.Vereshchagin, Yu.N. Subbotin, N. I. Chernykh. A solution class of the Euler equation in a torus with

solenoidal velocity field. II.

We study a problem on solutions (V, p) of the Euler equation with solenoidal velocity field V in a torus D,

which is similar to the problem considered in the authors’ previous paper 2014. Now, the problem is considered

in the class of vector fields V whose lines coincide with lines of latitude of tori embedded in D with the same

circular axis. Conditions are found under which this problem is solvable, and solutions are found too.

Keywords: scalar and vector fields, Euler equation, divergence, curl.

В данной работе продолжены исследования уравнений движения сплошной среды, допус-
кающие в различных областях некоторые специальные решения, определяемые задаваемыми
геометрическими ограничениями на поле скоростей, начатые в работах [1–5].

Рассмотрим математическую проблему существования и построения гладкого решения в
торе D системы дифференциальных уравнений

{ ∂

∂t
V + (V,∇)V +

1

ρ
∇p = f , (∇,V) = 0

}

(1)

при указанных в аннотации геометрических ограничениях на поле V. Здесь и далее D — тор,
ограниченный тороидальной поверхностью с осевой окружностью Lc радиуса rc и с внутрен-
ним радиусом r0 (радиусом сечений тора плоскостями, перпендикулярными к Lc).

Система (1) состоит из уравнения Эйлера относительно векторного поля V и скалярного
поля p и уравнения соленоидальности векторного поля V. Определяя решение (V, p) систе-
мы (1), будем считать, что пара (V, p), как и любая пара (σ,Φ), гладкая в D4 = D × R+,
если первая компонента пары непрерывно дифференцируема в D4, а вторая непрерывна в
D4 и имеет там непрерывные пространственные производные. В механике при наличии ре-
ального векторного поля сил f , начальных и краевых условий уравнение Эйлера описывает
движение идеальной невязкой сплошной среды постоянной плотности ρ в эйлеровой системе
отсчета. Для образности, как и в некоторых работах [1–5], мы сохраняем принятую в меха-
нике терминологию: движение сплошной среды, V — поле скоростей, f — поле сил, p — поле
давлений, (∇,V) — дивергенция поля V, ρ — плотность среды и т. д. Напомним, что в декар-
товой системе координат Ox1x2x3 с ортами e1, e2, e3 гамильтониан ∇ определяется формулой
∇ =

∑3
i=1 ei ∂/∂xi. Удобно точку O поместить в центр симметрии тора, а ось Ox3 совместить

с его осью симметрии. Движения, у которых линии векторного поля скоростей совпадают с
окружностями LR,x3 = {X(x1, x2, x3) : x3 = const, R =:

√

x21 + x22 − rc = const}, R2 + x23 < r2c ,

1Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-11-00702).
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лежащими внутри D, проще всего описывать в криволинейных координатах, в качестве ко-
ординатных линий которых выбираются прямые, параллельные оси Ox3, лучи с началом на
оси Ox3, параллельные плоскости Ox1x2, и параллели LR,x3 внутри тора D. Каждой точке
X = X(x1, x2, x3) =

∑3
1 xiei тора D ставим (однозначно) в соответствие тройку чисел R,ϕ, x3,

определяющих проходящие через X координатные линии (достаточно двух линий, например,
параллели LR,x3 и луча Lx3,ϕ = {X = e3x3 + (e1 cosϕ + e2 sinϕ)(rc + R) : x3 = const, ϕ =
const, rc + R > 0}, а также правую тройку ортов eR(ϕ), eϕ(ϕ), e3 — ортонормированный
базис описанной криволинейной системы координат, где







eR(ϕ) = e1 cosϕ+ e2 sinϕ;

eϕ(ϕ) = e1(− sinϕ) + e2 cosϕ;







e1 = eR cosϕ+ eϕ(− sinϕ);

e2 = eR sinϕ+ eϕ cosϕ.
(2)

При этом точку X(x1, x2, x3) будем обозначать также через X(R,ϕ, x3):

X(R,ϕ, x3) = rceR(ϕ) +ReR(ϕ) + x3e3, (3)

(параметр rc тора D один и тот же для всех X ∈ D). Из формулы (3) видно, что трой-
ка чисел (rc + R,ϕ, x3) совпадает с координатами точки X в цилиндрической системе коор-
динат с полярной осью Ox1 в плоскости Ox1x2. Однако введенная криволинейная система
координат отлична от цилиндрической: здесь в каждой полуплоскости Πϕ (0 ≤ ϕ < 2π),
проходящей через ось Ox3 и луч L0,ϕ, вводится своя декартова система координат с бази-
сом eR(ϕ), e3 и с началом в точке Xc(ϕ) = rceR(ϕ) = rc(e1 cosϕ + e2 sinϕ). Векторные по-
ля в R

3\Ox3, порожденные базисными векторами eR(ϕ), eϕ(ϕ), e3 по формулам eR(X) =
eR(ϕ(X)), eϕ(X) = eϕ(ϕ(X)), e3(X) ≡ e3, в цилиндрической и во введенной системах коорди-
нат, конечно, совпадают, но координата R точки X(R,ϕ, x3) определяется расстоянием X до
прямой Lϕ = {Xc(ϕ) + x3e3 : x3 ∈ R}, а не до оси Ox3, причем R < 0 при x21 + x22 < r2c . Отсюда
и из (2) следует, что в D для X(x1, x2, x3) = X(R,ϕ, x3) имеем

x1 = (rc +R) cosϕ, x2 = (rc +R) sinϕ, −r0 < R < r0, ϕ ∈ [0, 2π), (4)

причем X лежит внутри D, только если R2 + x23 < r20. Дифференцируя эти соотношения по
x1, x2, получаем















1 =
∂R

∂x1
cosϕ+ (rc +R)(− sinϕ)

∂ϕ

∂x1
,

0 =
∂R

∂x1
sinϕ+ (rc +R) cosϕ

∂ϕ

∂x1
,















0 =
∂R

∂x2
cosϕ+ (rc +R)(− sinϕ)

∂ϕ

∂x2
,

1 =
∂R

∂x2
sinϕ+ (rc +R) cosϕ

∂ϕ

∂x2
,

откуда находим, что

∂R

∂x1
= cosϕ,

∂R

∂x2
= sinϕ,

∂ϕ

∂x1
= −

sinϕ

rc +R
,

∂ϕ

∂x2
=

cosϕ

rc +R
(rc +R > rc − r0 > 0). (5)

Векторные поля вида a(X(R,ϕ, x3)) и b(X(R,ϕ, x3), t) будем обозначать также через
a(R,ϕ, x3) и b(R,ϕ, x3, t), аналогичное соглашение распространим и на скалярные поля. Из
формул (2) легко выводится, что

∂eR(ϕ)

∂ϕ
= eϕ(ϕ),

∂eϕ(ϕ)

∂ϕ
= −eR(ϕ),

∂eR
∂R

=
∂eR
∂x3

=
∂eϕ
∂R

=
∂eϕ
∂x3

= 0, (6)

а от тождественно постоянных в R
3 векторных полей e3, e1, e2 все производные равны нулю.

Отсюда и из формул (3)–(5) следует, что в отличие от базиса er(ϑ,ϕ), eϑ(ϑ,ϕ), eϕ(ϕ) работы [1]
свойства непрерывности и гладкости (непрерывной дифференцируемости) в области D4 =
D×R+ векторных и скалярных полей a(x1, x2, x3, t) =: a(X(x1, x2, x3), t) = a(X(R,ϕ, x3), t) =:
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a(R,ϕ, x3, t) и σ(x1, x2, x3, t) =: σ(X(x1, x2, x3), t) = σ(X(R,ϕ, x3), t) =: σ(R,ϕ, x3, t) в декарто-
вых и введенных криволинейных координатах эквивалентны.

Из (3) вытекает, что в этих переменных упрощаются формулы для D и LR,x3 :

D = Drc,r0 = {X(R,ϕ, x3) : R
2 + x23 < r20, ϕ ∈ [0, 2π)},

LR,x3 = {X(R,ϕ, x3) : R, x3 фиксированы, ϕ ∈ [0, 2π)} (R2 + x23 < r20). (7)

В частности, видно, что с каждой парой чисел (|R|, |x3|) связаны две пары равных паралле-
лей, а именно, лежащие в двух параллельных плоскостях пары {L|R|,|x3|;L|R|,−|x3| и {L−|R|,|x3|,
L−|R|,−|x3|}.

Также из (7) следует, что множество параллелей LR,x3 (R2 + x3 < r20) является множе-
ством линий векторного поля eϕ(ϕ(X)) в D, и поэтому сформулированное в начале работы
геометрическое ограничение на векторные поля V (X, t) на аналитическом языке означает, что

V(X(R,ϕ, x3), t) = σ(R,ϕ, x3, t)eϕ(ϕ), (8)

где σ(X, t) — гладкое в D4 скалярное поле.
Из формул (2) и (5) вытекает, что дифференциальный оператор ∇ Гамильтона в новых

координатах имеет вид

∇ = eR
∂

∂R
+

1

rc +R
eϕ

∂

∂ϕ
+ e3

∂

∂x3
. (9)

Подставим V (8) во второе уравнение системы (1). Используя (9) и (6), получаем

0 = divV = (∇, σeϕ) = (∇σ, eϕ) + σ
[(

eR,
∂

∂R
eϕ

)

+
1

rc +R

(

eϕ,
∂

∂ϕ
eϕ

)

+
(

e3,
∂

∂x3
eϕ

)]

=
1

rc +R

∂σ

∂ϕ
(eϕ, eϕ), т. е.

∂σ(R,ϕ, x3, t)

∂ϕ
= 0. (10)

Таким образом, справедлива следующая

Лемма. Векторное поле (8) соленоидально в торе D, если только скалярная величина σ
скорости V(X, t) в каждый момент времени во всех точках каждой параллели LR,x3 ⊂ D
одинакова:

V(X, t) = σ(R,x3, t)eϕ(ϕ). (11)

Чтобы перейти к первому уравнению системы (1), вычислим вначале производную (V,∇)V
вектор-функции (11) по пространственным переменным в направлении V. Применяя форму-
лы (9) и (6), получаем

(V,∇)V = σ
(

eϕ, eR
∂

∂R
+

1

rc +R
eϕ

∂

∂ϕ
+ e3

∂

∂x3

)

σ(R,x3, t)eϕ(ϕ)

= σ
(

eϕ(ϕ), eR(ϕ)
∂σ

∂R
+

eϕ(ϕ)

rc +R

∂σ(R,x3, t)

∂ϕ
+ e3

∂σ

∂x3

)

eϕ(ϕ)

+ σ2
(

(eϕ, eR)
∂eϕ(ϕ)

∂R
+

1

rc +R
(eϕ, eϕ)

∂eϕ(ϕ)

∂ϕ
+ (eϕ, e3)

∂eϕ
∂x3

)

=
σ2(R,x3, t)

rc +R

∂

∂ϕ
eϕ(ϕ) = −

σ2(R,x3, t)

rc +R
eR(ϕ). (12)

Для сравнения вихревых свойств решений рассматриваемой задачи с результатом рабо-
ты [1] о вихревых свойствах векторного поля с меридианальными линиями в торе вычислим
ротор векторного поля (11) на основании тех же формул (9) и (6). Имеем

rotV = [∇, σeϕ] = [∇σ, eϕ] + σ[∇, eϕ] =
∂σ

∂R
[eR, eϕ] +

1

rc +R

∂σ

∂ϕ
[eϕ, eϕ]
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+
∂σ

∂x3
[e3, eϕ] + σ

([

eR,
∂

∂R
eϕ

]

+
1

rc +R

[

eϕ,
∂

∂ϕ
eϕ

]

+
[

e3,
∂

∂x3
eϕ

])

=
∂σ

∂R
e3 −

∂σ

∂x3
eR +

σ

rc +R
e3,

т. е.

rotV = eR

(

−
∂σ

∂x3

)

+ e3(rc +R)−1 ∂

∂R
((rc +R)σ).

Отсюда видно, что rotV ⊥ V, т. е., как и в [1], векторное поле V поперечно вихревое (там
было V = σ(r, ϑ, ϕ, t)eϑ(ϑ,ϕ)).

Вернемся к уравнению Эйлера. Для векторного поля (11) с помощью (12) оно записывается
в виде

∂σ(R,x3, t)

∂t
eϕ(ϕ)−

σ2(R,x3, t)

rc +R
eR(ϕ)− f(R,ϕ, x3, t) = −

1

ρ
∇p(R,ϕ, x3, t). (13)

Пусть пара (σ, p) при некотором f превращает (13) в тождество по (R,ϕ, x3) ∈ D и t ∈ R+.
Тогда здесь правая часть (а значит, и левая) как градиент гладкого скалярного поля является
потенциальным векторным полем. Класс непрерывных потенциальных при каждом t ∈ R в D
векторных полей совпадает с множеством векторных полей ∇Φ(X, t), где Φ(X, t) — гладкие по
X в D непрерывные по t ∈ R скалярные поля. Поэтому решение (σ, p) уравнения (13) является
решением следующей системы уравнений относительно p и σ:







1

ρ
∇p(R,ϕ, x3, t) = ∇Φ(R,ϕ, x3, t),

b(R,ϕ, x3, t;σ) = −∇Φ(R,ϕ, x3, t),

(14)

где

b = eϕ(ϕ)
∂σ

∂t
− eR(ϕ)

σ2

rc +R
− f ,

а Φ — некоторое гладкое по X непрерывное по t в D4 скалярное поле.
Легко показать, что множество решений (σ, p) всех разрешимых уравнений (13) совпадает

с классом решений систем (14) при всех Φ, для которых они разрешимы.
Действительно, пусть пара (σ(R,x3, t,Φ), p(R,ϕ, x3, t,Φ)) — решение системы (14), совмест-

ной при соответствующей функции Φ(R,ϕ, x3, t). Тогда подстановка этого решения в (14) пре-
вращает эту систему уравнений в справедливые равенства







1

ρ
∇p(R,ϕ, x3, t; Φ) = ∇Φ(R,ϕ, x3, t),

b(R,ϕ, x3, t;σ(...,Φ)) = −∇Φ(R,ϕ, x3, t),

где
p(R,ϕ, x3, t; Φ) = ρΦ(R,ϕ, x3, t) + P(t), (15)

а P(t) — любая непрерывная в R функция. А тогда замена функции ∇Φ во втором равенстве
на тождественную ей (в силу первого равенства) функцию (1/ρ)∇p(R,ϕ, x3, t; Φ) превращает
его (в силу определения поля b) в равенство, которое получилось бы, если бы подстановка
пары (σ(R,ϕ, x3, t; Φ)), p(R,ϕ, x3, t; Φ) в уравнение (13) при том же f превращала его в тож-
дество в D4.

Учитывая отмеченный выше факт, что всякое решение (σ, p) уравнения (13) удовлетворяет
при некоторой функции Φ системе уравнений (14), получаем, что класс совместных уравне-
ний (13) эквивалентен классу совместных относительно σ и p систем (14).

Второе уравнение в (14) означает, что циркуляция векторного поля b по любому замкну-
тому контуру в торе D должна равняться нулю. Это для гладких b эквивалентно тому, что
при любом t ≥ 0 rotb = 0 в D и для любой линии LR,x3 циркуляция

C(b;LR,x3) =:
1

2π

∫

LR,x3

(b(R,ϕ, x3, t), dX(R,ϕ, x3, t)) = 0 (R2 + x23 < r20).
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Действительно, равенство ротора векторного поля в D нулю эквивалентно равенству нулю
циркуляции поля по любому стягиваемому в D в точку спрямляемому замкнутому контуру.
И ясно, что соединение любого не стягиваемого в точку спрямляемого контура L с конту-
ром LR,x3 внутри D проходимой в двух противоположных направлениях спрямляемой дугой
(разрезом), не меняя циркуляцию поля по L, превращает L в контур, стягиваемый в точку.

На LR,x3 параметры R и x3 фиксированы, поэтому там (см. (3), (7) и (6)) dX = (d/dϕ) ×
(rceR(ϕ) +ReR(ϕ) + x3e3)dϕ = (rc +R)eϕ(ϕ)dϕ. Следовательно, C(b;LR,x3) = ∂σ/∂t− 1/2π ×
∫ 2π

0
(f , eϕ) dϕ = 0, т. е.

∂σ(R,x3, t)

∂t
=

1

2π

2π
∫

0

fϕ(R,ϕ, x3, t) dϕ =: f0
ϕ(R,x3, t), (16)

где fϕ — проекция f(R,ϕ, x, t) на eϕ(ϕ) и выражается через скалярное произведение в R
3:

fϕ(R,ϕ, x3, t) = (f , eϕ(ϕ)). Таким образом, производная ∂V/∂t векторного поля скоростей (11)
из пары (V, p) — решения системы уравнений (1) — вполне определяется свободным членом f0

ϕ

из разложения второй компоненты fϕ := (f , eϕ(ϕ)) вектор-функции f = fReR + fϕeϕ + f3e3 в
тригонометрический ряд по переменной ϕ

fϕ(R,ϕ, x3, t) = f0
ϕ(R,x3, t) +

∑

k 6=0

f [k]
ϕ (R,x3, t)e

ikϕ (17)

и зависит от ϕ только через eϕ(ϕ); ∂V/∂t = f0
ϕ(R,x3, t)eϕ(ϕ).

Выпишем второе уравнение из (14) в развернутой форме, используя определенный по-
сле (14) явный вид b(R,ϕ, x3, t) и разрешив его относительно f :

f = eϕfϕ + eRfR + e3fx3 = eϕ
∂σ

∂t
− eR

σ2

rc +R
+ eϕ

1

rc +R

∂Φ

∂ϕ
+ eR

∂Φ

∂R
+ e3

∂Φ

∂x3
, (18)

где fϕ, fR, fx3 — компоненты f относительно базиса eϕ, eR, e3. Эквивалентную скалярную
форму этого соотношения между f , σ и Φ удобно записать в следующем виде:



































∂Φ(R,ϕ, x3, t)

∂ϕ
=
(

fϕ(R,ϕ, x3, t)−
∂σ(R,x3, t)

∂t

)

(rc +R),

∂Φ(R,ϕ, x3, t)

∂R
= fR(R,ϕ, x3, t) +

σ2(R,x3, t)

rc +R
,

∂Φ(R,ϕ, x3, t)

∂x3
= f3(R,ϕ, x3, t).

(19)

Из проведенного анализа следует, что если для той же функции Φ, что в (15), выполняется
при некоторой функции σ(R,x3, t) соотношение (18) (или, что то же самое, соотношения (19)),
то вместе с (15) это эквивалентно тому, что второе уравнение системы (14) превращается в
справедливое равенство с ∇Φ = 1/ρ∇p. Таким образом, справедливость равенств (15), (18),
(19) равносильна тому, что соответствующая пара функций σ(R,x3, t), p(R,ϕ, x3, t) удовле-
творяет уравнению (13), а пара V (11) и p (15) удовлетворяет системе (1) и (см. лемму) огра-
ничению (8).

Соотношения (18), (19) связывают между собой функции f , σ и Φ, фактически наклады-
вая в неявной форме ограничения на поле сил f в D4, при которых система уравнений (1)
в классе векторных полей (8) разрешима. Проще всего удовлетворить этим соотношениям,
считая их определением класса векторных полей f(R,ϕ, x3, t) через явно задаваемые гладкие
функции Φ(R,ϕ, x3, t) и σ(R,x3, t). Как итог проведенного анализа сформулируем следующее
утверждение.
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Теорема. Система уравнений (1) разрешима в D4 = D×R+ в классе векторных полей (8)
тогда и только тогда, когда поле f(R,ϕ, x3, t) имеет в D4 вид (18) с гладкой по R,ϕ, x3, 2π-пе-

риодической по ϕ функцией Φ(R,ϕ, x3, t) и гладкой по t, непрерывной по R,x3 и не зависящей

от ϕ функцией σ. При этом функции σ и Φ определяют всякое решение (V, p) по формулам

V(X(R,ϕ, x3), t) = σ(R,x3, t)eϕ(ϕ), p(R,ϕ, x3, t) = ρΦ(R,ϕ, x3, t) + P (t)

с точностью до произвольной непрерывной функции P (t) параметра t.

Отметим, что интегрирование первого соотношения (19) по периоду ϕ ∈ [0, 2π) снова по-
рождает (16) и, следовательно, равенство

σ(R,x3, t) =

t
∫

0

f0
ϕ(R,x3, τ) dτ + σ(R,x3) (20)

с произвольной непрерывной в D добавкой σ(R,x3). Поэтому функцию σ(R,x3, t) можно заме-
нить в теореме на σ(R,x3) с помощью (20), исключив ее саму из условий, определяющих раз-
решимость системы дифференциальных уравнений (1) в D4 в классе векторных полей V(X, t),
линии которых совпадают с окружностями LR,x3 .

Вычитая из fϕ(R,ϕ, x3, t) функцию f0
ϕ(R,x3, t) и обозначая разность через f⊥

ϕ (R,ϕ, x3, t),
которая ортогональна по ϕ в L2(0, 2π) всем не зависящим от ϕ функциям (совпадает с ря-
дом в правой части (17) для гладких по ϕ функций fϕ(R,ϕ, x3, t)), можем переписать первое
соотношение в (19) как

∂Φ(R,ϕ, x3, t)

∂ϕ
= (rc +R)f⊥

ϕ (R,ϕ, x3, t). (21)

Таким образом, зависимость Φ от ϕ также определяется компонентой fϕ:

1

rc +R
Φ(R,ϕ, x3, t) = F⊥

ϕ (R,ϕ, x3, t) +B(R,x3, t), (22)

где B — произвольная гладкая в D4 функция, а F⊥
ϕ — периодическая первообразная по ϕ

функции f⊥
ϕ . В силу (17)

F⊥
ϕ (R,ϕ, x3, t) =

∑

k 6=0

1

ik
f [k]
ϕ (R,x3, t)(e

ikϕ − 1),

и этот ряд уже сходится всюду в D4.
Следовательно, компоненты fϕ, fR, fx3 векторного поля f(R,ϕ, x3, t) в теореме можно опре-

делять из условий
fϕ(R,ϕ, x3, t) = f0

ϕ(R,x3, t) + f⊥
ϕ (R,ϕ, x3, t), (23)























fR(R,ϕ, x3, t) =
∂Φ(R,ϕ, x3, t)

∂R
−

1

rc +R

( t
∫

0

f0
ϕ(R,x3, τ) dτ + σ(R,x3)

)2

,

f3(R,ϕ, x3, t) =
∂Φ(R,ϕ, x3, t)

∂x3
,

(24)

считая σ(R,x3) произвольной непрерывной в круге R2 + x23 < r20 функцией, а (f0(R,x3, t),
Φ(R,ϕ, x3, t)) — гладкими в D4 функциями.

Из этих рассуждений, формул (21)–(24) и теоремы вытекает такое следствие.

Следствие. Пусть компонента fϕ(R,ϕ, x3, t) = (f , eϕ(ϕ)) векторного поля f(X, t) в D4

представлена в виде (23), где f0
ϕ(R,x3, t) = 1/(2π)

∫ 2π

0
fϕ(R,ϕ, x3, t) dϕ и f⊥

ϕ (R,ϕ, x3, t) =
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fϕ(R,ϕ, x3, t) − f0
ϕ(R,x3, t) — непрерывные по t и гладкие по пространственным переменным

в торе D функции. Тогда система уравнений (1) разрешима в D4 в классе векторных полей

V(X, t) с окружностями LR,x3 ⊂ D в качестве их линий тогда и только тогда, когда ком-

поненты fR = (f , eR(ϕ)) и f3 = (f , e3) поля f(X, t) связаны с его компонентой fϕ(R,ϕ, x3, t)
соотношениями (24), где функция Φ(R,ϕ, x3, t) определяется через компоненту fϕ с помо-

щью формул (21), (22), а B(R,x3, t) и σ(R,x3), не зависящие от ϕ — гладкие в D4 функции

с

F⊥
ϕ (R,ϕ, x3, t) =

ϕ
∫

0

f⊥
ϕ (R, ϕ̃, x3, t) dϕ̃.

При выполнении этих условий компоненты решения (V, p) системы (1) выражаются фор-

мулами (см. (15))

V(R,ϕ, x3, t) =

( t
∫

0

f0
ϕ(R,x3, τ) dτ + σ(R,x3)

)

eϕ(ϕ), p(R,ϕ, x3, t) = ρΦ(R,ϕ, x3, t) + P(t).

Интересно отметить, что скалярная величина (V(X, t), eϕ(ϕ)) векторного поля V вполне
определяется компонентой fϕ поля f , точнее, ее составляющей f0

ϕ, а скалярное поле p — со-
ставляющей f⊥

ϕ компоненты fϕ.
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О РАСХОДИМОСТИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ РЯДОВ ФУРЬЕ

В КЛАССАХ ϕ(L), БЛИЗКИХ К L 1

М. Р. Габдуллин

В работе показана неулучшаемость теоремы о достаточных условиях сходимости тригонометрического

ряда Фурье функции в классах ϕ(L) в случае, когда класс ϕ(L) “близок” к L.

Ключевые слова: тригонометрические ряды Фурье, классы ϕ(L).

M.R. Gabdullin. On the divergence of trigonometric Fourier series in classes ϕ(L) contained in L.

We show the unimprovability of a theorem on sufficient convergence conditions for the trigonometric Fourier

series of a function in classes ϕ(L) in the case when the class ϕ(L) is “close” to L.

Keywords: trigonometric Fourier series, classes ϕ(L).

Пусть f — 2π-периодическая суммируемая на [0, 2π) функция. Напомним, что ее коэффи-
циенты Фурье и частные суммы Фурье определяются следующим образом:

ak =
1

π

2π
∫

0

f(t) cos kt dt, bk =
1

π

2π
∫

0

f(t) sin kt dt, Sn(f, x) =
a0
2

+

n
∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx).

Для неубывающей функции ϕ : [0,+∞) → [0,+∞), limu→∞ ϕ(u) = ∞, через ϕ(L) будем
обозначать множество всех 2π-периодических измеримых на [0, 2π) функций, для которых
∫ 2π

0
ϕ(|f(t)|) dt <∞. Заметим, что в случае ϕ(t) = tp, p > 0, мы имеем ϕ(L) = Lp.

В теории тригонометрических рядов значительный интерес представляет вопрос о сходи-
мости ряда Фурье функции к самой функции в различных функциональных пространствах.
Хорошо известны классические результаты, касающиеся сходимости в пространствах Lp. Так,
М.Рисс (см., например, [1, гл. VIII, § 20, теорема 2]) показал, что если p > 1 и f ∈ Lp, то

2π
∫

0

|Sn(f, t)− f(t)|p dt→ 0, n→ ∞;

А.Н.Колмогоровым [2] было доказано, что данное соотношение имеет место при всех 0 < p < 1
для всякой суммируемой функции f . Далее, известно [3, т. 1, гл. VII, теорема 6.9], что если

f ∈ L log+ L, то
∫ 2π

0
|Sn(f, t)− f(t)| dt → 0, n→ ∞.

Следующая теорема, вытекающая из [3, т. 2, гл. XII, теорема 4.34] и свойств сопряженной
функции, позволяет обобщить перечисленные выше результаты.

Теорема 1. Пусть функция χ : [0,+∞) → [0,+∞) удовлетворяет условиям: для некото-

рого s > 0 функция χ(u)/us не убывает; χ(0) = 0; χ(u) → ∞ при u → ∞; χ(2u) = O(χ(u)),

u → ∞; ϕ(u) = u

∫ u

1
χ(t)t−2 dt при u ≥ 1; ϕ(u) = 0 при 0 ≤ u ≤ 1. Тогда для любой функции

f ∈ ϕ(L) справедливо

∫ 2π

0
χ(|Sn(f, t)− f(t)|) dt → 0, n→ ∞.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-11-00702).
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В самом деле, при χ(u) = up, p ∈ (0, 1)
⋃

(1,∞) мы получаем вышеупомянутые результаты
Рисса и Колмогорова, так как в этом случае ϕ(u) ∼ χ(u) = up, u → ∞; при χ(u) = u имеем
ϕ(u) ∼ u log u, u→ ∞, что также согласуется с изложенным выше.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Заметим, что из неубывания функции χ(u)/us

следует неубывание функции χ(u). Далее, так как χ(2u) = O(χ(u)), то и ϕ(2u) ≤ Cϕ(u). Не
ограничивая общности, будем считать, что χ(2u) ≤ Cχ(u) и ϕ(2u) ≤ Cϕ(u). Ввиду неубывания
функции χ(t)/ts при любых αn ≥ 1 имеем

(αn)
s

2π
∫

0

χ(|Sn(f, t)− f(t)|) dt ≤

2π
∫

0

χ(|Sn(αnf, t)− αnf(t)|) dt.

Известно (см., например, [4, следствие 3.2]), что для любой функции f ∈ ϕ(L) найдется
последовательность тригонометрических полиномов {Tn}

∞
n=1 степени не выше n таких, что

∫ 2π

0
ϕ(|f(t) − Tn(t)|) dt → 0 при n→ ∞. Пусть n ∈ N, тогда

χ(|Sn(αnf, t)− αnf(t)|) = χ(|Sn(αnf − αnTn, t)− (αnf(t)− αnTn(t))|)

≤ χ(|Sn(2αnf − 2αnTn, t)|) + χ(|2αnf(t)− 2αnTn(t)|).

Используя теорему [3, гл. XII, теорема 4.34], стандартными методами легко показать, что при

всех g ∈ ϕ(L) справедливо
∫ 2π

0
χ(|Sn(g, t)|)dt ≤ K

∫ 2π

0
ϕ(|g(t)|)dt +K. Кроме того, при u ≥ 2

имеем

ϕ(u) ≥ u

u
∫

u/2

χ(t)

t2
dt ≥ uχ(u/2)

u
∫

u/2

dt

t2
≥ χ(u/2) ≥ C−1χ(u).

Значит,

(αn)
s

2π
∫

0

χ(|Sn(f, t)− f(t)|) dt ≤ (K + C)

2π
∫

0

ϕ(2αn|f(t)− Tn(t)|) dt +K + 2πχ(2).

Далее, ϕ(kx) ≤ ϕ(2[log2 k]+1x) ≤ C [log2 k]+1ϕ(x) ≤ Ckaϕ(x), где a = log2 C. Поэтому

(αn)
s

2π
∫

0

χ(|Sn(f, t)− f(t)|) dt ≤ 2aC(K + C)(αn)
a

2π
∫

0

ϕ(|f(t)− Tn(t)|) dt +O(1).

Положим αn =

(
∫ 2π

0
ϕ(|f(t)− Tn(t)|) dt

)−1/a

. Тогда αn → ∞, n→ ∞, и мы получаем

(αn)
s

2π
∫

0

χ(|Sn(f, t)− f(t)|) dt ≤ O(1).

Отсюда вытекает утверждение теоремы. �

В случае, когда функция χ(t) на бесконечности растет медленнее, чем tp при всех p > 1,
удалось показать неулучшаемость теоремы 1 в следующем смысле.

Теорема 2. Пусть функция ϕ̃ : [0,+∞) → (0,+∞) не убывает, ϕ̃(u) → ∞ при u → ∞,

g(u) :=

∫ u

1
ϕ̃(t)t−2 dt, ϕ1(u) := ug(u). Пусть при этом g(u) → ∞, если u → ∞, и g(u2) =
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O(g(u)). Тогда для любой функции ϕ : [0,+∞) → (0,+∞), связанной с ϕ̃ соотношением ϕ̃(u) =
o(ϕ(u)), u→ ∞, найдется функция F ∈ ϕ1(L) такая, что

sup
n

2π
∫

0

ϕ(|Sn(F, t)|) dt = ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что для любой функции ψ1 : [0,+∞) → (0,+∞),
ψ1(u) → ∞ при u→ ∞, существует неубывающая функция ψ2 : [0,+∞) → (0,+∞), ψ2(u) → ∞

при u→ ∞, такая, что ψ2(u) 6 ψ1(u) при всех u > 0. Поэтому достаточно доказать теорему в
случае, когда функция ψ(u) := ϕ(u)/ϕ̃(u) не убывает.

Таким образом, в дальнейшем мы считаем, что функция ψ (а следовательно, и функция
ϕ) не убывает. Аналогично, можно считать, что ψ(u) = o(

√
u), u→ ∞.

Мы будем пользоваться тем, что при всех a, b, c ∈ R справедливы неравенства

ϕ(|a+ b+ c|) > ϕ
( |a|

2

)

− ϕ(2|b|) − ϕ(2|c|) (1)

и

ϕ(|a|) > ϕ
( |b|

2

)

− ϕ(|a− b|), (2)

которые легко следуют из неубывания функции ϕ и неравенства треугольника для модуля.
Действительно, проверим первое неравенство. Имеем

ϕ(|u+ v|) 6 ϕ(2max{|u|, |v|}) = max{ϕ(|2u|), ϕ(|2v|)} 6 ϕ(|2u|) + ϕ(|2v|),

поэтому

ϕ
( |a|

2

)

6 ϕ
( |a+ b+ c|

2
+

|b+ c|

2

)

6 ϕ(|a+ b+ c|) + ϕ(|b+ c|) 6 ϕ(|a+ b+ c|) + ϕ(|2b|) + ϕ(|2c|).

Аналогично проверяется второе неравенство.
Выберем на [0, 2π) последовательность попарно не пересекающихся отрезков {∆n}

∞
n=1,

|∆n| = 1/n2. Определим 2π-периодические функции fn(x) следующим образом:

fn(x) =







n2, x ∈ ∆n;

0, x ∈ [0, 2π) \∆n.

Согласно условиям теоремы существует константа C > 0 такая, что при всех u > 0 справед-
ливо неравенство g(u2) 6 Cg(u). Заметим, что отсюда при любом ε > 0 вытекает соотношение

g(u) = o(uε), u→ ∞. (3)

В самом деле, при u > 1 имеем

g(u) 6 g
(

2[log2 u]+1
)

6 C [log2 u]g(2) 6 2log2 C log2 ug(2) = ulog2 Cg(2),

и при достаточно большом n получим g(u) 6 Cng(u
1
2n ) 6 g(2)Cnu

log2 C

2n = O(uε).
В свою очередь отсюда следует, что при всех ε > 0 справедливо соотношение ϕ̃(u) =

o(u1+ε), u→ ∞. Действительно,

g(u)

uε
=

∫ u

1
ϕ̃(t)t−2 dt

uε
>

∫ u

√
u
ϕ̃(t)t−2 dt

uε
>
ϕ̃(

√
u)(1− u−1/2)

u1/2+ε
,
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и так как левая часть неравенства стремится к нулю при u → ∞, то ϕ̃(u1/2) = o(u1/2+ε),
u → ∞, при всех ε > 0, что эквивалентно приведенному выше соотношению. Таким образом,
мы можем считать, что ϕ(u) = ϕ̃(u)ψ(u) = o(u2), u → ∞, и существует u0 > 0 такое, что
ϕ(u) 6 u2 при всех u > u0.

Выберем бесконечно большие последовательности αk и βk так, чтобы g(βk) = o(g(k)),
αk = o(ψ(βk)) и αk 6

√
k.

Теперь выберем возрастающую последовательность натуральных чисел {nk} следующим
образом: n1 такое, что αn1 > 2 и g(n1) > 1/2, а далее, если n1, . . . , nk−1 уже выбраны, то nk
выбираем настолько большим, чтобы были выполнены неравенства

αnk
> 2k, (4)

αnk
g(nk) > 2αnk−1

g(nk−1), (5)

αnk
g(nk) > nk−1, (6)

C3
ψ(βnk

)

αnk

> 2
(

√

2πϕ(u0) + 2

k−1
∑

j=1

‖fnj
‖2

αnj
g(nj)

)2
, (7)

где C3 > 0 — некоторая постоянная, зависящая только от функции g.

Определим функцию F. Положим F (x) =
∞
∑

k=1

fnk
(x)

αnk
g(nk)

. Прежде всего проверим, что F ∈

ϕ1(L). Это следует из (4):

2π
∫

0

ϕ1(F (x)) dx =
∞
∑

k=1

∫

∆nk

ϕ1

( n2k
αnk

g(nk)

)

dx =
∞
∑

k=1

1

n2k
ϕ1

( n2k
αnk

g(nk)

)

6

∞
∑

k=1

1

n2k

n2k
αnk

g(nk)
g(n2k) 6

∞
∑

k=1

C

αnk

6

∞
∑

k=1

C

2k
<∞.

Теперь покажем, что lim
k→∞

∫ 2π

0
ϕ(|Snk

(F, t)|) dt = ∞.

Так как

Snk
(F, x) =

k−1
∑

j=1

1

αnj
g(nj)

Snk
(fnj

, x) +
1

αnk
g(nk)

Snk
(fnk

, x) +

∞
∑

j=k+1

1

αnj
g(nj)

Snk
(fnj

, x) ,

то в силу неравенства (1) имеем

2π
∫

0

ϕ(|Snk
(F, t)|) dt > I1 − I2 − I3, (8)

где

I1 =

2π
∫

0

ϕ
( 1

2αnk
g(nk)

|Snk
(fnk

, t)|
)

dt, I2 =

2π
∫

0

ϕ
(

k−1
∑

j=1

2

αnj
g(nj)

|Snk
(fnj

, t)|
)

dt,

I3 =

2π
∫

0

ϕ
(

∞
∑

j=k+1

2

αnj
g(nj)

|Snk
(fnj

, t)|
)

dt.
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Оценим I2. Ввиду неравенства I2 6 2πϕ(u0) + 4

∫ 2π

0

∣

∣

∣

k−1
∑

j=1

Snk
(fnj

, x)

αnj
g(nj)

∣

∣

∣

2
dx и неравенства

√
a+ b 6

√
a+

√
b для неотрицательных a, b имеем

√

I2 6
√

2πϕ(u0) + 2
∥

∥

∥

k−1
∑

j=1

Snk
(fnj

)

αnj
g(nj)

∥

∥

∥

2

6

√

2πϕ(u0) + 2
k−1
∑

j=1

‖Snk
(fnj

)‖2

αnj
g(nj)

6

√

2πϕ(u0) + 2
k−1
∑

j=1

‖fnj
‖2

αnj
g(nj)

,

откуда в силу (7)

I2 6
(

√

2πϕ(u0) + 2

k−1
∑

j=1

‖fnj
‖2

αnj
g(nj)

)2
6
C3

2

ψ(βnk
)

αnk

. (9)

Оценим I3. Так как |Dnk
(t)| 6 nk + 1/2, то |Snk

(fnj
, x)| 6 2nk + 1. Учитывая (5) и (6),

получаем

I3 6

2π
∫

0

ϕ
(

∞
∑

j=k+1

2

αnj
g(nj)

(2nk + 1)
)

dx 6 2πϕ
(

6
∞
∑

j=k+1

nk
αnj

g(nj)

)

6 2πϕ
(

6
∞
∑

l=0

nk
2lαnk+1

g(nk+1)

)

6 2πϕ(12). (10)

Наконец, оценим I1. Пусть dn — середина отрезка ∆n. Заметим, что при x ∈ [0, 2π) спра-
ведливо

∣

∣

∣
Sn(fn, x)−

1

π
Dn(x− dn)

∣

∣

∣
=

1

π

∣

∣

∣

∣

∣

2π
∫

0

Dn(x− t)fn(t) dt−Dn(x− dn)

∣

∣

∣

∣

∣

=
n2

π

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∆n

(Dn(x− t)−Dn(x− dn)) dt

∣

∣

∣

∣

∣

6
1

π
max
t∈∆n

|Dn(x− t)−Dn(x− dn)|

6
1

π
max
t∈∆n

|D′
n(t)||t− dn| 6

1

2π
.

Отсюда в силу неравенства (2) находим

I1 >

2π
∫

0

ϕ
( 1

4παnk
g(nk)

|Dnk
(x)|

)

dx+O(1).

Далее, известно, что равномерно по n ∈ N и 0 6 x 6 π справедливо соотношение

Dn(x) =
sinnx

x
+O(1).

Еще раз пользуясь неравенством (2), получим

I1 >

π
∫

0

ϕ
( 1

8παnk
g(nk)

∣

∣

∣

sinnkx

x

∣

∣

∣

)

dx+O(1).

Обозначим Ak = {t ∈ [0, π]: | sinnkt| > 1/2}. Тогда

I1 >

∫

Ak

ϕ
( 1

8παnk
g(nk)

∣

∣

∣

sinnkx

x

∣

∣

∣

)

dx+O(1)
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>

nk−1
∑

l=0

πl
nk

+ 5π
6nk

∫

πl
nk

+ π
6nk

ϕ
( 1

16παnk
g(nk)

1

x

)

dx+O(1) >
2

3

π
∫

π
6nk

ϕ
( 1

16παnk
g(nk)

1

x

)

dx+O(1),

так как в силу неубывания функции ϕ справедливо

πl
nk

+ 5π
6nk

∫

πl
nk

+ π
6nk

ϕ
( 1

16παnk
g(nk)

1

x

)

dx > 2

πl
nk

+ 7π
6nk

∫

πl
nk

+ 5π
6nk

ϕ
( 1

16παnk
g(nk)

1

x

)

dx.

Делая замену x =
1

16παnk
g(nk)u

, получим

I1 >
C1

αnk
g(nk)

C2
nk

αnk
g(nk)

∫

1

ϕ̃(u)ψ(u)u−2 du+O(1).

В силу условий αnk
6

√
nk и g(nk) = o(n

1/4
k ) (соотношение (3) при ε = 1/4), а также определе-

ния функции g(u) при достаточно больших k имеем

I1 >
C1

αnk
g(nk)

C2n
1/4
k

∫

βnk

ϕ̃(u)ψ(u)u−2 du+O(1) >
C1ψ(βnk

)

αnk
g(nk)

(

g(C2n
1/4
k )− g(βnk

)
)

+O(1)

>
C1

2

ψ(βnk
)

αnk

g(C2n
1/4
k )

g(nk)
+O(1) > C3

ψ(βnk
)

αnk

+O(1). (11)

Наконец, собирая вместе полученные оценки (8)–(11) при достаточно больших k, имеем

2π
∫

0

ϕ(|Snk
(F, t)|) dt >

C3

2

ψ(βnk
)

αnk

+O(1).

Так как αn = o(ψ(βn)), n→ ∞, то отсюда вытекает утверждение теоремы. �
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ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ЗАДАЧА БОМАНА

ДЛЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ДАНКЛЯ1

Д.В. Горбачев, В.И.Иванов

Приводится решение экстремальной задачи Бомана для неотрицательных функций с носителем преоб-

разования Данкля в евклидовом шаре или параллелепипеде. При доказательстве используются инвари-

антность задачи относительно ортогональных преобразований, квадратурные формулы по нулям функций

Бесселя.

Система корней, группа отражений, вес Данкля, преобразование Данкля, экстремальная задача Бома-

на, квадратурная формула Бесселя.

D. V.Gorbachev, V. I. Ivanov. Bohman extremal problem for the Dunkl transform.

We give a solution of the Bohman extremal problem for nonnegative functions with the support of the Dunkl

transform in a Euclidean ball or parallelepiped. The proof uses the invariance of the problem under orthogonal

transforms and quadrature formulas with zeros of Bessel functions.

Keywords: root system, reflection group, Dunkl weight, Dunkl transform, Bohman extremal problem, Bessel

quadrature formula.

Введение

Работа посвящена решению экстремальной задачи Бомана для преобразования Данкля.
Пусть d ∈ N, Rd — d-мерное действительное евклидово пространство со скалярным произ-

ведением (x, y) = x1y1 + . . . + xdyd и нормой |x| =
√

(x, x),

vk(x) =
∏

α∈R+

|(α, x)|2k(α) (0.1)

— обобщенный степенной вес, или вес Данкля, определяемый положительной подсистемой R+

системы корней R ⊂ R
d и функцией k(α) : R → R+, инвариантной относительно группы отра-

жений G(R), порожденной R,

c−1
k =

∫

Rd

e−|x|2/2vk(x) dx

— интеграл Макдональда— Мета— Сельберга, dµk(x) = ckvk(x) dx, L1(R
d, dµk) — пространство

комплексных измеримых по Лебегу на R
d функций f с конечной нормой

‖f‖1,k =

∫

Rd

|f(x)| dµk(x),

e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , ed = (0, . . . , 0, 1) — стандартный ортонормированный базис в R
d, σα ∈

O(d) — отражение относительно гиперплоскости (α, x) = 0,

Djf(x) =
∂f(x)

∂xj
+

∑

α∈R+

k(α)(α, ej )
f(x)− f(σαx)

(α, x)
, j = 1, . . . , d,

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 13-01-00045), Министерства образования и науки
РФ (госзадания №5414ГЗ, №1.1333.2014К) и Фонда Дмитрия Зимина “Династия”.
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— дифференциально-разностные операторы Данкля, ∆kf(x) =
∑d

j=1D
2
j f(x) — лапласиан

Данкля, ek(x, y) = Ek(x, iy) — обобщенная экспонента (ядро Данкля), являющаяся решением
системы уравнений

Djf(x) = iyjf(x), j = 1, . . . , d, f(0) = 1.

Для ek(x, y) многие свойства аналогичны свойствам экспоненты ei(x,y), в частности

−∆kek(x, y) = |y|2ek(x, y). (0.2)

Гармонический анализ в пространствах с весом Данкля осуществляется с помощью преоб-
разования Данкля

Fk(f)(y) =

∫

Rd

f(x)ek(x, y) dµk(x).

Основные факты из теории Данкля можно найти в [1]. В частности, обратное преобразование
Данкля определяется как F−1

k (f)(x) = Fk(f)(−x). В безвесовом случае (k(α) ≡ 0) имеем клас-
сическое преобразование Фурье с коэффициентом (2π)−d/2, для которого будем использовать
обозначение F (f).

Пусть V ⊂ R
d — выпуклое центрально-симметричное компактное тело с центром в нуле,

инвариантное относительно группы отражений G(R),

|x|V = min{λ > 0: x ∈ λV }

— норма в R
d, порожденная телом V ,

V ∗ =
{

x ∈ R
d : max

y∈V
|(x, y)| ≤ 1

}

— поляра V , supp f — носитель функции f , Ek(τV ) — класс неотрицательных непрерывных
функций f , τ > 0, для которых

|x|2f ∈ L1(R
d, dµk), suppFk(f) ⊂ τV, Fk(f)(0) = 1.

Если f ∈ Ek(τV ), то для всех z ∈ C
d справедливо равенство

f(z) =

∫

τV

Fk(f)(y)ek(z, y) dµk(y),

поэтому f(z) — целая функция, для которой справедлива экспоненциальная оценка

|f(z)| ≤ cfe
τ |Im z|V ∗ , cf > 0, Im z = (Im z1, . . . , Im zd). (0.3)

Обратное утверждение, называемое теоремой Пэли— Винера, доказано для случаев, когда V —
евклидов шар или параллелепипед [2].

Задача Бомана для преобразования Данкля состоит в вычислении величины

Bk(τV ) = inf

{
∫

Rd

|x|2f(x) dµk(x) : f ∈ Ek(τV )

}

. (0.4)

В безвесовом случае будем писать B(τV ).
Задача Бомана допускает вероятностную интерпретацию. Функцию f ∈ Ek(τV ) можно рас-

сматривать как плотность распределения случайного вектора X = (X1, . . . ,Xd), для которого
ϕ(x) = Fk(f)(x) — характеристическая функция, так как ϕ(0) = 1 и ϕ(x) — непрерывная и по-
ложительно определенная функция. Действительно, используя интегральное представление
обобщенной экспоненты [3]

ek(x, y) =

∫

Rd

ei(ξ,y) dµx
k(ξ),
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где µx
k — вероятностная борелевская мера, носитель которой лежит в выпуклой оболочке

co {gx : g ∈ G(R)} орбиты x относительно группы G(R), для произвольных наборов {xm}Nm=1 ⊂

R
d, {αm}Nm=1 ⊂ C получим

N
∑

m,n=1

ϕ(xm − xn)αmαn =

∫

Rd

f(x)

N
∑

m,n=1

ek(x, xm − xn)αmαn dµk(x)

=

∫

Rd

∫

Rd

f(x)

N
∑

m,n=1

e−i(ξ,xm−xn)αmαn dµ
x
k(ξ) dµk(x)

=

∫

Rd

∫

Rd

f(x)

∣

∣

∣

∣

N
∑

m=1

αme−i(ξ,xm)

∣

∣

∣

∣

2

dµx
k(ξ) dµk(x) ≥ 0.

Согласно (0.2)

E|X|2 =

∫

Rd

|x|2f(x) dµk(x) = −∆kϕ(0)

— второй момент распределения. Таким образом, в задаче Бомана необходимо в классе Ek(τV )
найти плотность распределения с минимальным вторым моментом.

Заметим, что suppFk(f) ⊂ τV тогда и только тогда, когда для g(x) = f(τx), suppFk(g) ⊂
V . Следовательно, делая замену переменной, используя однородность функций |x|2, vk(x) и по-
лагая |k| =

∑

α∈R+
k(α), получим

Bk(τV ) = inf

{
∫

Rd

|x|2f(x) dµk(x) :

∫

Rd

f(x) dµk(x) = 1

}

= inf

{

1

τ2+d−1+|k|

∫

Rd

|x|2g(x) dµk(x) :
1

τd−1+|k|

∫

Rd

g(x) dµk(x) = 1

}

=
1

τ2
inf

{
∫

Rd

|x|2g(x) dµk(x) :

∫

Rd

g(x) dµk(x) = 1

}

=
1

τ2
Bk(V ).

Итак, Bk(V ) = τ2Bk(τV ), поэтому в дальнейшем положим τ = 1.
В одномерном случае задачу (0.4) поставил и решил Х. Боман [4]. Он доказал, что

B([−1, 1]) = −(F (f1))
′′(0) = π2,

где

f1(x) = (2/π)5/2
(

cos (x/2)

1− (x/π)2

)2

, F (f1)(y) =

{

(1− |y|) cos πy + π−1 sinπ|y|, |y| ≤ 1,

0, |y| ≥ 1.

Функция F (f1) является генератором известного положительного метода приближения Бома-
на— Коровкина (см. [5]).

Пусть Bd = {x ∈ R
d : |x| ≤ 1} — евклидов шар, Γ(t) — гамма-функция, Jλ(t) — функция

Бесселя порядка λ ≥ −1/2,

jλ(t) = 2λΓ(λ+ 1)
Jλ(t)

tλ
=

∞
∏

s=−∞

(

1−
t

qλ,s

)
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— нормированная функция Бесселя, 0 < qλ,1 < qλ,2 < . . . — положительные нули Jλ(t), qλ,1−s =
−qλ,s — отрицательные нули, s ∈ N,

qλ = qλ,1 = min
s∈Z

|qλ,s|. (0.5)

При d = 1 имеем j−1/2(t) = cos t и q−1/2 = π/2.
В многомерном случае задачу Бомана (0.4) решили В. Эм, Т. Гнейтинг и Д. Ричардс [6].

Они доказали, что
B(Bd) = −∆F (fd)(0) = 4q2d/2−1,

fd(x) =
22−3d/2

Γ(d/2)q2d/2−1

(

jd/2−1(|x|/2)

1− (|x|/(2qd/2−1))2

)2

.

В.А. Юдин [7] еще до работы [6] предложил общий метод построения функций из класса
E(V ). Следуя ему, один из авторов данной статьи в [8] выписал функции fd, F (fd) и определил
многомерный радиальный аналог линейного положительного метода приближения Бомана—
Коровкина.

Пусть b−1
λ = 2λΓ(λ+ 1), dνλ(t) = bλt

2λ+1 dt, t ∈ R+, L1(R+, dνλ) — пространство комплекс-
ных измеримых по Лебегу на R+ функций f с конечной нормой

‖f‖1,λ =

∞
∫

0

|f(t)| dνλ(t),

Hλf(s) =

∞
∫

0

f(t)jλ(st) dνλ(t)

— преобразование Ганкеля (см. [9, гл. 1]),

Dλ =
1

t2λ+1

d

dt

(

t2λ+1 d

dt

)

— дифференциальный оператор Бесселя, Eλ(τ) — класс четных неотрицательных непрерывных
на R+ функций f , для которых

t2f ∈ L1(R+, dνλ), suppHλf ⊂ [0, τ ], Hλf(0) = 1.

Если f ∈ Eλ(τ), то для всех z ∈ C

f(z) =

τ
∫

0

Hλf(s)jλ(zs) dνλ(s),

поэтому f(z) — четная целая функция, для которой справедлива экспоненциальная оценка

|f(z)| ≤ cfe
τ |Im z|, cf > 0.

Справедливо и обратное утверждение [2], называемое теоремой Пэли— Винера.
Задача Бомана для преобразования Ганкеля состоит в вычислении величины

Bλ(τ) = inf

{

∞
∫

0

t2f(t) dνλ(t) : f ∈ Eλ(τ)

}

.

В [10] доказано, что

Bλ(τ) = −DλHλfλ(0) =
(2qλ

τ

)2
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и единственная экстремальная функция имеет вид

fλ,τ (t) =
2−3λ−1τ2λ+2

Γ(λ+ 1)q2λ

(

jλ(τt/2)

1− (τt/(2qλ))2

)2

. (0.6)

В работе решается задача Бомана для преобразования Данкля в случаях, когда тело V
есть евклидов шар или параллелепипед. Для евклидова шара будем использовать инвари-
антность задачи относительно группы ортогональных преобразований O(d) пространства R

d

и решение задачи Бомана для преобразования Ганкеля, для параллелепипеда — многомерную
квадратурную формулу по нулям функций Бесселя.

1. Задача Бомана для евклидова шара

Пусть λk = d/2− 1 +
∑

α∈R+
k(α), Sd−1 = {x ∈ R

d : |x| = 1} — единичная евклидова сфера

в R
d, x′ ∈ Sd−1,

a−1
k =

∫

Sd−1

vk(x
′) dx′, dωk(x

′) = akvk(x
′) dx′,

где dx′ — лебегова мера на сфере.
Применяя сферические координаты, получим

c−1
k =

∫

Rd

e−|x|2/2vk(x) dx =

∞
∫

0

e−r2/2rd−1+2|k| dr

∫

Sd−1

vk(x
′) dx′ = b−1

λk
a−1
k . (1.1)

Известно [11], что
∫

Sd−1

ek(x, y′) dωk(y
′) = jλk

(|x|), x ∈ R
d. (1.2)

Если f ∈ Ek(B
d) — радиальная функция, f(x) = f0(|x|), |x| = t, |y| = s, то согласно (1.1),

(1.2) имеем

Fk(f)(y) =

∫

Rd

f(x)ek(x, y) dµk(x) =

∞
∫

0

f0(t)jλk
(st) dνλk

(t) = Hλk
f0(s),

∫

Rd

|x|2f(x) dµk(x) =

∞
∫

0

t2f0(t) dνλk
(t),

и f0 ∈ Eλk
(1), поэтому Bk(B

d) ≤ Bλk
(1). Докажем противоположное неравенство.

Лемма 1. Если функция f ∈ Ek(B
d), то функция

f0(t) =

∫

Sd−1

f(tx′) dωk(x
′) ∈ Eλk

(1)

и
∫

Rd

|x|2f(x) dµk(x) =

∞
∫

0

t2f0(t) dνλ(t).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Интеграл, определяющий f0(t), инвариантен относительно ор-
тогональных преобразований, поэтому f0(t) — неотрицательная четная непрерывная на R+

функция. Применяя (1.1), получим

Hλk
f0(0) =

∞
∫

0

f0(t) dνλk
(t) =

∞
∫

0

∫

Sd−1

f(tx′) dωk(x
′) dνλk

(t) =

∫

Rd

f(x) dµk(x) = 1,

∞
∫

0

t2f0(t) dνλ(t) =

∞
∫

0

∫

Sd−1

t2f(tx′) dωk(x
′) dνλ(t) =

∫

Rd

|x|2f(x) dµk(x).

Значит, f0(t), t2f0(t) ∈ L1(R+, dνλk
).

Так как f(z) — целая функция на C
d, то для всех x′ ∈ Sd−1 функция f(ζx′) — целая по ζ

на C. Поэтому по теоремам Коши и Мореры f0(ζ) — четная целая функция на C, для которой
в силу (0.3) справедлива оценка

|f0(ζ)| ≤

∫

Sd−1

|f(ζx′)| dωk(x
′) ≤

∫

Sd−1

cfe
|Im (ζx′)| dωk(x

′) = cfe
|Im ζ|.

По теореме Пэли— Винера [2] носитель преобразования Ганкеля suppHλf0 ⊂ [0, 1]. Лемма 1
доказана.

Из леммы 1 вытекает, что Bk(B
d) ≥ Bλk

(1). Таким образом, нами доказана следующая
теорема.

Теорема 1. Если λk = d/2 − 1 +
∑

α∈R+
k(α), то

Bk(B
d) = −∆kFk(fk)(0) = 4q2λk

и радиальная экстремальная функция имеет вид

fk(x) =
2−3λk−1

Γ(λk + 1)q2λk

(

jλk
(|x|/2)

1− (|x|/(2qλk
))2

)2

.

2. Задача Бомана для параллелепипеда

Евклидов шар инвариантен относительно всей группы ортогональных преобразований про-
странства R

d, поэтому задачу Бомана в этом случае удалось решить для произвольного ве-
са (0.1). Опишем вес (0.1), систему корней и порожденную ею группу отражений, относительно
которой инвариантен параллелепипед Πa =

∏d
j=1[−aj , aj ]

d, a = (a1, . . . , ad) ∈ R
d, aj > 0.

Рассмотрим систему корней R = {±e1, . . . ,±ed}. Для нее R+ = {e1, . . . , ed}, G(R) — группа
диагональных матриц порядка d с элементами ±1 на главной диагонали, изоморфная Z

d
2. Для

инвариантной функции k(±ej) = λj + 1/2, λj ≥ −1/2 и степенной вес имеет вид

vk(x) =

d
∏

j=1

|xj |
2λj+1. (2.1)

Обобщенная экспонента имеет вид

ek(x, y) =
d
∏

j=1

eλj
(xjyj), eλj

(xjyj) = jλj
(xjyj)− ij′λj

(xjyj). (2.2)
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Нормы в R
d, инвариантные относительно группы отражений G(R), зависят от модулей

координат. Таковой является норма, порожденная параллелепипедом Πa. Норма, порожденная
полярой Πa, запишется так:

|x|Π∗
a
=

d
∑

j=1

aj|xj |. (2.3)

Пусть λ = (λ1, . . . , λd), λj ≥ −1/2, s = (s1, . . . , sd) ∈ Z
d,

Dλf(x) =

d
∑

j=1

Dλj
=

d
∑

j=1

1

x
2λj+1
j

∂

∂xj

(

x
2λj+1
j

∂

∂xj
f(x)

)

— лапласиан Данкля ∆k на функциях, четных по каждой переменной,

rλ(s, a) =
d
∏

j=1

rλj
(sj , aj), rλj

(sj, aj) =
22λj+3|qλj ,sj |

2λj

a
2λj+2
j

(

J ′
λj
(qλj ,sj)

)2
> 0,

bsa = (bs11 , . . . , bsdd ) =
(2qλ1,s1

a1
, . . . ,

2qλd,sd

ad

)

,

Ed,a — класс целых функций f в C
d экспоненциального типа aj по j-й переменной,

|f(z)| ≤ cf exp
(

d
∑

j=1

aj |zj |
)

, z = (z1, . . . , zd) ∈ C
d. (2.4)

Нам понадобится многомерный вариант квадратурной формулы по нулям функций Бессе-
ля [12], в одномерном случае доказанный в [13;14].

Лемма 2 [12, c. 49]. Если вес vk определен в (2.1), f ∈ Ed,a ∩ L1(R
d, dµk), то

∫

Rd

f(x) dµk(x) = ck
∑

s∈Zd

rλ(s, a)f(b
s
a), (2.5)

причем ряд в правой части сходится абсолютно.

Теорема 2. Если вес vk определен в (2.1), λ = (λ1, . . . , λd), λj ≥ −1/2, a = (a1, . . . , ad),
aj > 0,

ba =
(2qλ1

a1
, . . . ,

2qλd

ad

)

,

то

Bk(Πa) = −∆kFk(fk)(0) = −DλFk(fk)(0) = |ba|
2 (2.6)

и экстремальная функция имеет вид

fk(x) =

d
∏

j=1

fλj ,aj (xj), (2.7)

где функции fλj ,aj (xj) из (0.6).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ Ek(Πa). Так как в силу (0.3), (2.3), (2.4)

Ek(Πa) ⊂ Ed,a ∩ L1(R
d, dµk),

то
f(x), |x|2f(x) ∈ Ed,a ∩ L1(R

d, dµk).
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Применяя квадратурную формулу (2.5) и учитывая неравенство |bsa|
2 ≥ |ba|

2 при s ∈ Z
d,

справедливое в силу (0.5), получим

1 = Fk(f)(0) =

∫

Rd

f(x) dµk(x) = ck
∑

s∈Zd

rλ(s, a)f(b
s
a),

∫

Rd

|x|2f(x) dµk(x) = ck
∑

s∈Zd

rλ(s, a)|b
s
a|

2f(bsa) ≥ |ba|
2ck

∑

s∈Zd

rλ(s, a)f(b
s
a) = |ba|

2.

Оценка снизу в (2.6) получена.
Функция fk(x) (2.7) четная по каждой переменной. В силу (2.2)

Fk(fk)(y) =

d
∏

j=1

Hλj
fλj ,aj (yj).

Согласно свойствам функций (0.6) отсюда вытекает, что fk ∈ Ek(Πa) и

−DλFk(fk)(0) =
d

∑

j=1

∏

i 6=j

Hλi
fλi,ai(0)

1

y
2λj+1
j

∂

∂yj

(

y
2λj+1
j

∂

∂yj

)

Hλj
fλj ,aj (0)

=

d
∑

j=1

(2qλj

aj

)2
= |ba|

2.

Оценка сверху в (2.6) и экстремальность fk получены. Теорема 2 доказана.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 21 № 4 2015

УДК 517.929

ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОЙ СТАБИЛИЗАЦИИ

ДЛЯ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ1

Ю.Ф.Долгий

Прямая задача оптимальной стабилизации для систем дифференциальных уравнений с последей-

ствием связана с нахождением решения краевой задачи для нелинейного матричного функционально-

дифференциального уравнения. Предлагается при построении точных решений задачи оптимальной ста-

билизации перейти к обратной задаче нахождения абсолютно непрерывной составляющей меры Стил-

тьеса. Обратная задача описывается матричным линейным интегральным уравнением второго рода. По-

лучены достаточные условия, при выполнении которых обратная задача сводится к краевой задаче для

автономной линейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений. При решении последней

задачи используется преобразование Лапласа.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения с последействием, устойчивость движений, оптималь-

ная стабилизация, дифференциальные уравнения в банаховом пространстве, уравнение Риккати, функ-

ционально-дифференциальные уравнения, краевая задача для обыкновенных дифференциальных урав-

нений, преобразование Лапласа.

Yu. F.Dolgii. Exact solutions of an optimal stabilization problem for systems of differential equations with

aftereffect.

The direct problem of optimal stabilization for systems of differential equations with aftereffect is related to

finding a solution of a boundary value problem for a nonlinear matrix functional differential equation. In the

construction of exact solutions of the optimal stabilization problem, it is proposed to pass to the inverse problem

of finding an absolutely continuous component of a Stieltjes measure. The inverse problem is described by a

matrix linear integral equation of the second kind. Sufficient conditions are obtained under which the inverse

problem can be reduced to a boundary value problem for an autonomous linear system of ordinary differential

equations. In the solution of this problem, the Laplace transform is used.

Keywords: differential equations with aftereffect, stability of motions, optimal stabilization, differential

equations in a Banach space, Riccati equation, functional differential equations, boundary value problem for

ordinary differential equations, Laplace transform.

1. Введение

Объект управления описывается линейной системой дифференциальных уравнений с по-
следействием

dx(t)

dt
=

0
∫

−r

dη(s)x(t+ s) +Bu, (1.1)

где t ∈ R
+ = (0,+∞), x : [−r,+∞) → R

n; u ∈ R
m — управление; r > 0; B — постоянная

матрица; матричнозначная функция η имеет ограниченную вариацию на [−r, 0], η(0) = 0.
Требуется найти управление, формируемое по принципу обратной связи, которое обеспе-

чивает устойчивую работу системы (1.1) и минимизирует заданный критерий качества пере-
ходных процессов

J =

+∞
∫

0

(

x⊤(t)Cxx(t) + u⊤(t)Cuu(t)
)

dt, (1.2)

где Cx и Cu — положительно определенные матрицы.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 13-01-00094).
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При решении задачи оптимальной стабилизации для линейной автономной системы диф-
ференциальных уравнений с запаздыванием при квадратичном критерии качества Н.Н.Кра-
совский предложил использовать квадратичные функционалы [1; 2]. Для рассматриваемого
подхода были получены достаточные условия существования оптимального стабилизирующе-
го управления [1; 3]. Ю.С.Осипов установил их связь с вполне управляемостью специальной
конечномерной системы [4–6]. В функциональном пространстве состояний системе дифферен-
циальных уравнений с последействием можно поставить в соответствие дифференциальное
уравнение в банаховом пространстве [7]. Задача определения коэффициентов аналитического
представления квадратичного функционала может быть сведена к проблеме нахождения ре-
шения специальной определяющей системы обобщенных уравнений Риккати [1;8–11]. При по-
строении оптимального управления возникают трудности, связанные с интегрированием опре-
деляющей системы обобщенных уравнений Риккати. Точные решения этой системы уравнений
получены в рамках специальных постановок задач [10;12].

Прямая задача оптимальной стабилизации для системы дифференциальных уравнений с
последействием связана с нахождением решения краевой залачи для нелинейного матрично-
го функционально-дифференциального уравнения [13]. В настоящей работе предлагается при
построении точных решений задачи оптимальной стабилизации перейти к обратной задаче
нахождения абсолютно непрерывной составляющей меры Стилтьеса по заданному решению
краевой задачи. Получены достаточные условия, при выполнении которых обратная задача
сводится к краевой задаче для автономной линейной системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений.

2. Постановка задачи оптимальной стабилизации

в функциональном пространстве состояний

При решении задачи стабилизации удобно, следуя Н.Н.Красовскому [7], от конечномерной
постановки задачи перейти к бесконечномерной, вводя с помощью формул xt(ϑ) = x(t + ϑ),
ϑ ∈ [−r, 0], t ∈ R

+, функциональные элементы для решений системы (1.1), принадлежащие
сепарабельному гильбертовому пространству H = L2 ([−r, 0),Rn)×R

n со скалярным произве-

дением 〈x,y〉 = y
⊤(0)x(0) +

∫ 0

−r
y
⊤(ϑ)x(ϑ)dϑ, x,y ∈ H.

В функциональном пространстве состояний H системе (1.1) соответствует уравнение

dxt

dt
= Axt +Bu, t ∈ R

+,

где неограниченный оператор A задается формулами

(Ax)(ϑ) =
dx(ϑ)

dϑ
, ϑ ∈ [−r, 0), (Ax)(0) =

0
∫

−r

dη(s)x(s)

и имеет область определения D(A) = W
1
2 ([−r, 0],Rn), а ограниченный оператор B : Rm → H —

формулами
(Bu)(ϑ) = 0, ϑ ∈ [−r, 0), (Bu)(0) = Bu.

Показатель качества (1.2) переходных процессов в функциональном пространстве состояний H

описывается формулой

J =

+∞
∫

0

(

〈Cxxt,xt〉+ u⊤(t)Cuu(t)
)

dt,

где ограниченный самосопряженный оператор Cx : H → H определяется формулами

(Cxx)(ϑ) = 0, ϑ ∈ [−r, 0), (Cxx)(0) = Cxx(0).
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Теорема 1 [3]. Пусть система (1.1) является стабилизируемой. Тогда существует оп-

тимальное стабилизирующее управление, определяемое формулой

u
0[x] = −C−1

u B⊤(Ux)(0), (2.1)

где U — вполне непрерывный самосопряженный положительный оператор, удовлетворяю-

щий операторному уравнению Риккати

UA+A
∗
U+Cx −UDU = 0. (2.2)

В приведенной теореме неограниченный сопряженный оператор A
∗ задается формула-

ми [13]

(A∗
y)(ϑ) = −

dŷ(ϑ)

dϑ
, ϑ ∈[−r, 0), (A∗

y)(0) = ŷ(0),

где
ŷ(ϑ) = y(ϑ)− η⊤(ϑ)y(0), ϑ ∈ [−r, 0), ŷ(0) = ŷ(−0),

и имеет область определения D(A∗) =
{

y ∈ H : ŷ(·) ∈ W
1
2 ([−r, 0],Rn) ,y(−r) = 0

}

, а ограни-
ченный самосопряженный оператор D : H → H задается формулами (Dx)(ϑ) = 0, ϑ ∈ [−r, 0),
(Dx)(0) = Dx(0), где D = BC−1

u B⊤.
Проблема нахождения решения операторного равнения Риккати рассматривалась в рабо-

тах [1; 8; 9; 13].

Лемма 1 [13]. Пусть система (1.1) является стабилизируемой. Тогда решение уравне-

ния Риккати (2.2) единственно и определяет вполне непрерывный оператор Гильберта —

Шмидта, допускающий представление

(Ux)(ϑ) = K(ϑ, 0)x(0) +

0
∫

−r

K(ϑ, s)x(s)ds, ϑ ∈ [−r, 0], x ∈ H,

в котором K(ϑ, s) = K⊤(s, ϑ), ϑ, s ∈ [−r, 0], и матричнозначная функция K удовлетворяет

системе уравнений

∂K̂(ϑ, s)

∂ϑ
+

∂K̂⊤(s, ϑ)

∂s
+K(ϑ, 0)DK(0, s) = 0, ϑ, s ∈ [−r, 0), (2.3)

∂K̂(ϑ, 0)

∂ϑ
− K̂⊤(−0, ϑ) +K(ϑ, 0)DK(0, 0) = 0, ϑ ∈ [−r, 0), (2.4)

K̂(−0, 0) + K̂⊤(−0, 0) −K(0, 0)DK(0, 0) + Cx = 0, (2.5)

K̂(−r, s) + η⊤(−r)K(0, s) = 0, s ∈ [−r, 0]. (2.6)

Здесь K̂(ϑ, s) = K(ϑ, s)− η⊤(ϑ)K(0, s), ϑ ∈ [−r, 0), s ∈ [−r, 0].

3. Краевая задача для функционально-дифференциального уравнения

Рассмотрим краевую задачу для функционально-дифференциального уравнения

dX(ϑ)

dϑ
=

ϑ
∫

−r

(

X(τ)dη(τ − ϑ) + dη⊤(τ)X⊤(τ − ϑ)
)

(3.1)

+X(−r)η(−r − ϑ) + (X(ϑ)− ζ(ϑ)X(−r))Dη⊤−1(−r)X(−r)
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−

ϑ
∫

−r

(X(τ) − ζ(τ)X(−r))D
(

X⊤(τ − ϑ)−X⊤(−r)ζ⊤(τ − ϑ)
)

dτ,

X(0) +X⊤(0)−X⊤(−r)η−1(−r)Dη⊤−1(−r)X(−r) + Cx = 0, (3.2)

X(−r))η(−r) = η⊤(−r)X⊤(−r). (3.3)

Здесь ζ(ϑ) = η⊤(ϑ)η⊤−1(−r), ϑ ∈ [−r, 0], detη(−r) 6= 0.

Теорема 2. Пусть система (1.1) является стабилизируемой и detη(−r) 6= 0. Тогда оп-

тимальное стабилизирующее управление определяется формулой

u
0[x] = C−1

u B⊤
(

X⊤(−r)η−1(−r)x(0)

−

0
∫

−r

(

X⊤(s)−X⊤(−r)η−1(−r)η(s)
)

x(s)ds
)

, x ∈ H, (3.4)

где X — решение краевой задачи (3.1)–(3.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем обозначение X(ϑ) = K̂(ϑ, 0), ϑ ∈ [−r, 0), X(0) = X(−0).
Из определения функции K̂ следует, что K(ϑ, 0) = X(ϑ)+η⊤(ϑ)K(0, 0), ϑ ∈ [−r, 0). Используя
формулу (2.6), находим

K(0, 0) = −η⊤−1(−r)X(−r),

K(ϑ, 0) = X(ϑ)− η⊤(ϑ)X⊤(−r)η−1(−r), ϑ ∈ [−r, 0). (3.5)

Согласно полученным результатам из (2.1) следует (3.4), а из (2.5) и симметричности матри-
цы K(0, 0) вытекает справедливость равенств (3.2), (3.3).

Для окончания доказательства теоремы достаточно показать, что функция X удовлетво-
ряет уравнению (3.1). Введем матричнозначную функцию

Φ(ϑ, s) = K̂(ϑ, s)− K̂(ϑ, 0)η(s), ϑ, s ∈ [−r, 0). (3.6)

Учитывая определение функции K̂, имеем

Φ(ϑ, s) = K(ϑ, s)−K(ϑ, 0)η(s) − η⊤(ϑ)K(0, s) + η⊤(ϑ)K(0, 0)η(s), ϑ, s ∈ [−r, 0).

Из последнего равенства и симметричности матричнозначной функции K следует, что мат-
ричнозначная функция Φ удовлетворяет равенству

Φ⊤(ϑ, s) = Φ(s, ϑ), ϑ, s ∈ [−r, 0). (3.7)

Используя формулу (3.6), уравнение (2.3) преобразуем к виду

∂Φ(ϑ, s)

∂ϑ
+

∂Φ(ϑ, s)

∂s
+

∂K̂(ϑ, 0)

∂ϑ
η(s) + η⊤(ϑ)

∂K̂⊤(s, 0)

∂s

+K(ϑ, 0)DK⊤(s, 0) = 0, ϑ, s ∈ [−r, 0). (3.8)

Это матричное уравнение распадается на независимые скалярные уравнения в частных про-
изводных первого порядка, определяющие злементы матричнозначной функции Φ. Учитывая
условие (3.7), решение уравнения (3.8) можно искать в области −r ≤ s ≤ ϑ < 0. Используя
методы интегрирования скалярных дифференциальных уравнений в частных производных
первого порядка [14, § 53], находим

Φ(ϑ, s) = Ψ(ϑ− s)−

s
∫

−r

K(τ + ϑ− s, 0)DK(0, τ)dτ
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−

s
∫

−r

(∂K̂(τ + ϑ− s, 0)

∂τ
η(τ) + η⊤(τ + ϑ− s)

∂K̂⊤(τ, 0)

∂τ

)

dτ, −r ≤ s ≤ ϑ < 0. (3.9)

Учитывая предыдущую формулу, определения функций Φ, K̂ и условие (2.6), находим

Ψ(ϑ− s) = −K̂(ϑ− s− r, 0)η(−r), −r ≤ s ≤ ϑ < 0.

Тогда из (3.9) следует, что решение уравнения (3.8) определяется формулой

Φ(ϑ, s) = −X(ϑ− s− r)η(−r)−

s
∫

−r

K(τ + ϑ− s, 0)DK(0, τ)dτ

−

s
∫

−r

(

dX(z)

dz

∣

∣

∣

z=τ+ϑ−s
η(τ) + η⊤(τ + ϑ− s)

dX⊤(τ)

dτ

)

dτ, −r ≤ s ≤ ϑ < 0. (3.10)

Используя определения функций Φ, K̂ и условие (2.6), убеждаемся в справедливости фор-
мулы

K(ϑ, s) = Φ(ϑ, s) +X(ϑ)η(s) + η⊤(ϑ)X⊤(s) + η⊤(ϑ)η⊤−1(−r)X(−r)η(s), −r ≤ s ≤ ϑ < 0.

Из формул (3.10), (3.6) при ϑ ∈ [−r, 0) находим

Φ(−0, ϑ) = K̂(−0, ϑ)− K̂(−0, 0)η(ϑ) = −X(−ϑ− r)η(−r)

−

ϑ
∫

−r

(

K(τ − ϑ, 0)DK(0, τ) +
dX(z)

dz

∣

∣

∣

z=τ−ϑ
η(τ) + η⊤(τ − ϑ)

dX⊤(τ)

dτ

)

dτ.

Из полученного равенства при ϑ ∈ [−r, 0) следует, что

K̂(−0, ϑ) = −X(−ϑ − r)η(−r) +X(0)η(ϑ)

−

ϑ
∫

−r

(

K(τ − ϑ, 0)DK(0, τ) +
dX(z)

dz

∣

∣

∣

z=τ−ϑ
η(τ) + η⊤(τ − ϑ)

dX⊤(τ)

dτ

)

dτ.

Подставляя найденное выражение в (2.4) и учитывая определение функции X, имеем

dX(ϑ)

dϑ
= −η⊤(−r)X⊤(−ϑ− r) + η⊤(ϑ)X⊤(0)

−

ϑ
∫

−r

(

K(0, τ)DK(τ − ϑ, 0) + η⊤(τ)
dX⊤(z)

dz

∣

∣

∣

z=τ−ϑ
+

dX(τ)

dτ
η(τ − ϑ)

)

dτ

−K(ϑ, 0)DK(0, 0), ϑ ∈ [−r, 0).

Используя формулу интегрирования по частям, преобразуем последнее уравнение к виду (3.1). �
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4. Обратная задача оптимальной стабилизации

Переход от определяющей системы уравнений (2.3)–(2.6) к краевой задаче для функ-
ционально-дифференциального уравнения (3.1)–(3.3) позволяет упростить процедуру построе-
ния оптимального стабилизирующего управления. Применение аналитических методов при на-
хождении решения краевой задачи (3.1)–(3.3) также наталкивается на серьезные технические
трудности. Наложим дополнительные ограничения на ядро Стилтьеса, полагая η = ηd+ηa, где
ηd(ϑ) = 0, ϑ ∈ (−r1, 0], ηd(ϑ) = −

∑q
k=1 Ãk, ϑ ∈ (−rq+1,−rq], q = 1, p − 1, ηd(ϑ) = −

∑p
k=1 Ãk,

ϑ ∈ [−r,−rp], ηa(ϑ) = −Ã0 +

∫ ϑ

0
A(s)ds, ϑ ∈ [−r, 0), ηa(0) = 0, 0 = r0 < r1 < r2 < . . . < rp ≤ r,

Ãk, k = 0, p, — постоянные матрицы, A — матричнозначная функция с интегрируемыми с
квадратом элементами. Система (1.1) преобразуется к виду

dx(t)

dt
=

p
∑

k=0

Ãkx(t− rk) +

0
∫

−r

A(s)x(t+ s)ds+Bu, t ∈ R
+. (4.1)

Теорема 3. Пусть система (4.1) является стабилизируемой и detη(−r) 6= 0. Тогда крае-

вая задача для функционально-дифференциального уравнения (3.1)–(3.3) эквивалентна функ-

ционально-дифференциальному уравнению

dΨ(ϑ)

dϑ
= Ψ(ϑ)Ã0 −

(

Ψ(ϑ) + η⊤d (ϑ)K0

)

DK0 +A⊤(ϑ)K0

− η⊤(−r)K0η(−ϑ − r) + η⊤a (−r)K0ηa(−ϑ− r)

+

ϑ
∫

−r

(

A⊤(z)Ψ⊤(z − ϑ) + Ψ(z)A(z − ϑ)
)

dz

−

ϑ
∫

−r

(

Ψ(z) + η⊤d (z)K0

)

D
(

Ψ⊤(z − ϑ) +K0ηd(z − ϑ)
)

dz

+
∑

rq<r+ϑ

(

Ψ(ϑ− rq)− η⊤a (ϑ − rq)K0

)

Ãq +
∑

rq>−ϑ

Ã⊤
q

(

Ψ⊤(−ϑ− rq)−K0ηa(−ϑ− rq)
)

(4.2)

с краевым условием Ψ(−r) = −η⊤d (−r)K0 и алгебраическому уравнению

Ã⊤
0 K0 +K0Ã0 −K0DK0 +Ψ⊤(0) + Ψ(0) + Cx = 0. (4.3)

Связь решения X краевой задачи (3.1)–(3.3) с решением Ψ,K0 системы(4.2)–(4.3) опреде-

ляется формулами Ψ(ϑ) = X(ϑ)+η⊤a (ϑ)K0, ϑ ∈ [−r, 0), Ψ(0) = Ψ(−0), K0 = −X⊤(−r)η−1(−r).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая связь решения X краевой задачи (3.1)–(3.3) с ре-
шением Ψ,K0 системы (4.2), (4.3), получим краевое условие Ψ(−r) = −η⊤d (−r)K0, а из ра-
венства (3.2) алгебраическое уравнение (4.3). Преобразуя интегралы в правой части уравне-
ния (3.1), имеем

ϑ
∫

−r

(

X(τ)dηa(τ − ϑ) + dη⊤a (τ)X
⊤(τ − ϑ)

)

=

ϑ
∫

−r

(

Ψ(τ)A(τ − ϑ) +A⊤(τ)Ψ⊤(τ − ϑ)
)

dτ +Ψ(ϑ)Ã0 + η⊤a (−r)K0ηa(−r − ϑ),
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ϑ
∫

−r

(

X(τ)dηd(τ − ϑ) + dη⊤d (τ)X
⊤(τ − ϑ)

)

=
∑

rq<r+ϑ

(

Ψ(ϑ− rq)− η⊤a (ϑ− rq)K0

)

Ãq +
∑

rq>−ϑ

Ã⊤
q

(

Ψ⊤(−ϑ− rq)−K0ηa(−ϑ− rq)
)

.

Используя эти равенства, получим (4.2). �

Нелинейное уравнение (4.2), определяющее матричную функцию Ψ, линейно зависит от
матричной функции A. Поэтому обратная задача нахождения матричного коэффициента A
системы дифференциальных уравнений с последействием (4.1) по заданному решению Ψ урав-
нения (4.2) линейна.

При решении задачи восстановления задаются матрицы Ãk, k = 0, p, а матрица K0 опре-
деляется из уравнения (4.3). Матричная функция A является решением интегрального урав-
нения второго рода

ϑ
∫

−r

A⊤(z)Ψ⊤(z − ϑ)dz +

0
∫

−r−ϑ

Ψ(z + ϑ)A(z)dz +A⊤(ϑ)K0

+ η⊤d (−r)K0

0
∫

−r−ϑ

A(z)dz +

0
∫

−r

A⊤(z)dzK0ηd(−r − ϑ)

+
∑

rq<r+ϑ

0
∫

ϑ−rq

A⊤(z)dzK0Ãq +
∑

rq>−ϑ

Ã⊤
q K0

0
∫

−rq−ϑ

A(z)dz = G(ϑ), (4.4)

где

G(ϑ) = dΨ(ϑ)/dϑ −Ψ(ϑ)Ã0 +

ϑ
∫

−r

(

Ψ(z) + η⊤d (z)K0

)

D
(

Ψ⊤(z − ϑ) +K0ηd(z − ϑ)
)

dz

+ η⊤d (−r)K0

(

ηd(−r − ϑ)− Ã0

)

− Ã⊤
0 K0ηd(−r − ϑ) + (Ψ(ϑ) + ηd(ϑ)K0)DK0

−
∑

rq<r+ϑ

(

Ψ(ϑ− rq) + Ã⊤
0 K0

)

Ãq −
∑

rq>−ϑ

Ã⊤
q

(

Ψ⊤(−ϑ− rq) +K0Ã0

)

, ϑ ∈ [−r, 0].

Точные решения уравнения (4.4) удалось найти при выполнении следующих дополнитель-
ных условий:

1) Функция Ψ задается формулой

Ψ(ϑ) =

M
∑

k=0

Mk
∑

j=0

(ϑ + r)jeλk(ϑ+r)Ψkj, ϑ ∈ [−r, 0], (4.5)

и удовлетворяет условию Ψ(−r) = −η⊤d (−r)K0. Здесь Ψkj — матрицы размерности n × n,
j = 0,Mk, k = 0,M , λ0 = 0, λk 6= 0, k = 1,M . Если λk — вещественное число, то матри-
ца Ψkj имеет вещественные элементы, а каждому невещественному числу λk соответствует
сопряженное число λk′ = λk и Ψk′j = Ψkj. Последние условия гарантируют вещественность
матричнозначной функции Ψ.

2) Сосредоточенные запаздывания соизмеримы, т. е. rq = Nq∆, где Nq — натуральные
числа, q = 1, p, r = rp.
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Покажем, что при выполнении последних условий задачу нахождения решения интеграль-
ного уравнения второго рода (4.4) можно заменить задачей нахождения решения краевой
задачи для системы обыкновенных дифференциальных уравнений.

Введем обозначения

Xkj(ϑ) =

0
∫

−r−ϑ

(z + r + ϑ)jeλk(z+r+ϑ)A(z)dz,

Ykj(ϑ) =

ϑ
∫

−r

(z + r − ϑ)jeλk(z+r−ϑ)A⊤(z)dz, j = 0,Mk, k = 0,M.

Используя представление (4.5), уравнение (4.4) запишем в следующем виде:

A⊤(ϑ)K0 +

M
∑

k=0

Mk
∑

j=0

(

Ykj(ϑ)Ψ
⊤
kj +ΨkjXkj(ϑ)

)

+ η⊤d (−r)X00(ϑ) + Y00(0)ηd(−r − ϑ)

+
∑

rq<r+ϑ

(Y00(0) − Y00(ϑ− rq)) Ãq +
∑

rq>−ϑ

Ã⊤
q X00(ϑ− r + rq) = G(ϑ), ϑ ∈ [−r, 0].

Функции Xkj,Ykj, j = 0,Mk, k = 0,M , являются компонентами решения следующей крае-
вой задачи:

dXk0(ϑ)

dϑ
= λkXk0(ϑ) +A(−r − ϑ),

dYk0(ϑ)

dϑ
= −λkYk0(ϑ) + eλkrA⊤(ϑ),

dXkj(ϑ)

dϑ
= λkXkj(ϑ) + jXk(j−1)(ϑ),

dYkj(ϑ)

dϑ
= −λkYkj(ϑ)− jYk(j−1)(ϑ) + rjeλkrA⊤(ϑ),

j = 0,Mk, k = 0,M, (4.6)

Xkj(−r) = 0, Ykj(−r) = 0, j = 0,Mk, k = 0,M.

Вводя обозначения G1(ϑ) = G(ϑ),G2(ϑ) = G⊤(−r − ϑ),A1(ϑ) = A⊤(ϑ),A2(ϑ) = A(−r − ϑ),
X1kj(ϑ) = Xkj(ϑ),X2kj(ϑ) = X⊤

kj(−r − ϑ),Y1kj(ϑ) = Ykj(ϑ), Y2kj(ϑ) = Y ⊤
kj (−r − ϑ), j = 0,Mk,

k = 0,M ,ϑ ∈ [−r/2, 0], преобразуем краевую задачу (4.6) к следующей форме:

dX1k0(ϑ)

dϑ
= λkX1k0(ϑ) +A2(ϑ),

dY1k0(ϑ)

dϑ
= −λkY1k0(ϑ) + eλkrA1(ϑ),

dX2k0(ϑ)

dϑ
= −λkX2k0(ϑ)−A1(ϑ),

dY2k0(ϑ)

dϑ
= λkY2k0(ϑ)− eλkrA2(ϑ),

dX1kj(ϑ)

dϑ
= λkX1kj(ϑ) + jX1k(j−1)(ϑ),

dY1kj(ϑ)

dϑ
= −λkY1kj(ϑ)− jY1k(j−1)(ϑ) + rjeλkrA1(ϑ),

dX2kj(ϑ)

dϑ
= −λkX2kj(ϑ)− jX2k(j−1)(ϑ),

dY2kj(ϑ)

dϑ
= λkY2kj(ϑ) + jY2k(j−1)(ϑ)− rjeλkrA2(ϑ),

j = 1,Mk, k = 0,M, (4.7)

X2kj(−r) = 0, Y2kj(−r) = 0, X1kj(−r/2) = X⊤
2kj(−r/2), Y1kj(−r/2) = Y ⊤

2kj(−r/2), (4.8)

j = 0,Mk, k = 0,M.

Здесь функции A1, A2 определяются формулами

A1(ϑ)K0 = G1(ϑ)−
M
∑

k=0

Mk
∑

j=0

(

Y1kj(ϑ)Ψ
⊤
kj +ΨkjX1kj(ϑ)

)

− η⊤d (−r)X100(ϑ)− Y100(0)ηd(−r − ϑ)
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−
∑

rq<r+ϑ

(Y100(0) − Y00(ϑ− rq)) Ãq −
∑

rq>−ϑ

Ã⊤
q X00(ϑ− r + rq),

K0A2(ϑ) = G2(ϑ)−
M
∑

k=0

Mk
∑

j=0

(

X2kj(ϑ)Ψ
⊤
kj +ΨkjY2kj(ϑ)

)

−X200(ϑ)ηd(−r)− η⊤d (ϑ)Y
⊤
100(0)

−
∑

rq<−ϑ

Ã⊤
q

(

Y ⊤
100(0) − Y ⊤

00(−ϑ− rq − r)
)

−
∑

rq>ϑ+r

X⊤
00(−ϑ− 2r + rq)Ãq, ϑ ∈ [−r/2, 0]. (4.9)

Система (4.7), (4.9) является системой дифференциальных уравнений с отклоняющими-
ся аргументами. Отклонения могут быть положительными и отрицательными. Соизмери-
мость сосредоточенных запаздываний позволяет ввести новые функции X1kjq(s) = X1kj(s +
(qr)/(2Np)), X2kjq(s) = X2kj(s+(qr)/(2Np)), Y1kjq(s) = Y1kj(s+(qr)/(2Np)), Y2kjq(s) = Y2kj(s+
(qr)/(2Np)), s ∈ [−r/(2Np), 0], q = 0, Np − 1. Для этих функций последняя краевая задача пре-
образуется в линейную краевую задачу для системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами. Задача интегрируется аналитическими методами, но
в случае ее большой размерности нахождение решения в аналитической форме затруднено. С
помощью преобразования Лапласа полученную краевую задачу можно свести к алгебраиче-
ской.

5. Использование преобразования Лапласа при решении краевой задачи

для обыкновенных дифференциальных уравнений

В этом разделе будем предполагать, что функция Ψ задается формулой (4.5) и ηd = 0.
Тогда формулы (4.9) упрощаются

A1(ϑ)K0 = G1(ϑ)−
M
∑

k=0

Mk
∑

j=0

(

Y1kj(ϑ)Ψ
⊤
kj +ΨkjX1kj(ϑ)

)

,

K0A2(ϑ) = G2(ϑ)−
M
∑

k=0

Mk
∑

j=0

(

X2kj(ϑ)Ψ
⊤
kj +ΨkjY2kj(ϑ)

)

, ϑ ∈ [−r/2, 0]. (5.1)

В этом случае не требуется дополнительных преобразований связанных с разбиением отрезка
[−r/2, 0], так как система (4.7), (5.1) является системой обыкновенных дифференциальных
уравнений.

При выполнении условия ηd = 0 функция G является матричнозначным квазиполиномом
и допускает представление

G(ϑ) =
∑

Re(λk)6=0,k=1,M

Mk+M̃
∑

j=0

(ϑ + r)jeλk(ϑ+r)G+
kj +

m
∑

k=0

Mk+M̃+1
∑

j=0

(ϑ+ r)je−λk(ϑ+r)G−
kj,

где ϑ ∈ [−r, 0], M̃ = max
0≤k≤M

Mk.

Будем искать решение краевой задачи для системы обыкновенных дифференциальных
уравнений (4.7), (5.1), используя метод преобразования Лапласа. С этой целью, учитывая ана-
литические представления функций G1, G2 в форме квазиполиномов, продолжим рассматри-
ваемые уравнения на полуось (−∞, 0]. Преобразования Лапласа решений системы уравнений
(4.7), (5.1)

L[X1kj](λ) =

0
∫

−∞

X1kj(s) exp(λs)ds, L[X2kj ](λ) =

0
∫

−∞

X2kj(s) exp(λs)ds,



Точные решения задачи оптимальной стабилизации 133

L[Y1kj](λ) =

0
∫

−∞

Y1kj(s) exp(λs)ds, L[Y2kj](λ) =

0
∫

−∞

Y2kj(s) exp(λs)ds,

j = 0,Mk, k = 0,M, λ ∈ C,

удовлетворяют системе дискретных разностных уравнений

L[X1k0](λ) = −
1

λ+ λk
L[A2](λ) +

1

λ+ λk
X1k0(0),

L[Y1k0](λ) = −
exp(λkr)

λ− λk
L[A1](λ) +

1

λ− λk
Y1k0(0),

L[X2k0](λ) =
1

λ− λk
L[A1](λ), L[Y2k0](λ) =

exp(λkr)

λ+ λk
L[A2](λ),

L[X1kj](λ) = −
j

λ+ λk
L[X1k(j−1)](λ) +

1

λ+ λk
X1kj(0),

L[Y1kj](λ) =
j

λ− λk
L[Y1k(j−1)](λ) +

1

λ− λk
Y1kj(0)−

rj exp(λkr)

λ− λk
L[A1](λ),

L[X2kj ](λ) =
j

λ− λk
L[X2k(j−1)](λ),

L[Y2kj](λ) = −
j

λ+ λk
L[Y2k(j−1)](λ) +

rj exp(λkr)

λ+ λk
L[A2](λ),

j = 1,Mk, k = 0,M.

Решения системы разностных уравнений определяются формулами

L[X1kj ](λ) =

j
∑

q=0

(−1)j−qj!

q!(λ+ λk)j−q+1
X1kq(0)−

(−1)jj!

(λ+ λk)j+1
L[A2](λ),

L[Y1kj](λ) =

j
∑

q=0

j!

q!(λ− λk)j−q+1
Y1kq(0) − exp(λkr)

j
∑

q=0

j!rq

q!(λ− λk)j−q+1
L[A1](λ),

L[X2kj ](λ) =
j!

(λ− λk)j+1
L[A1](λ), (5.2)

L[Y2kj ](λ) = exp(λkr)

j
∑

q=0

(−1)j−qj!rq

q!(λ+ λk)j−q+1
L[A2](λ),

j = 0,Mk, k = 0,M.

Используя (5.1), имеем

L[A1](λ)K0 = L[G1](λ)−
M
∑

k=0

Mk
∑

j=0

(

L[Y1kj](λ)Ψ
⊤
kj +ΨkjL[X1kj ](λ)

)

,

K0L[A2](λ) = L[G2](λ)−
M
∑

k=0

Mk
∑

j=0

(

L[X2kj ](λ)Ψ
⊤
kj +ΨkjL[Y2kj](λ)

)

.
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Учитывая (5.2), для L[A1](λ) и L[A2](λ) получим линейную неоднородную систему алгеб-
раических матричных уравнений

L[A1](λ) (Φ11(λ)−K0)+Φ12(λ)L[A2](λ) =
M
∑

k=0

Mk
∑

j=0

(

S1kj(λ)X1kj(0)− Y1kj(0)S
⊤
1kj(−λ)

)

−L[G1](λ),

L[A1](λ)Φ
⊤
12(−λ) +

(

Φ⊤
11(−λ)−K0

)

L[A2](λ) = −L[G2](λ). (5.3)

Здесь Φ11,Φ12, S1kj , j = 0,Mk, k = 0,M, определяются формулами

Φ11(λ) =

M
∑

k=0

eλkr
Mk
∑

j=0

j!Ψ⊤
kj

j
∑

p=0

rp

p!(λ− λk)j+1−p
,

Φ12(λ) =
M
∑

k=0

Mk
∑

j=0

Ψkj
(−1)jj!

(λ+ λk)j+1
,

S1kj(λ) =

Mk
∑

p=j

Ψkp
(−1)p−jp!

j!(λ + λk)p+1−j
, λ ∈ C.

Коэффициенты системы (5.3) являются рациональными функциями параметра λ. Поэтому
рациональными функциями являются также решения этой системы L[A1](λ), L[A2](λ) и пре-
образования Лапласа L[X1kj ](λ), L[Y1kj ](λ), j = 0,Mk, k = 0,M . Они будут линейно зависеть
от неизвестных матриц X1kj(0), Y1kj(0), j = 0,Mk, k = 0,M . Применяя обратные преобра-
зования Лапласа, находим функции A1, A2, X1kj , Y1kj, j = 0,Mk, k = 0,M, также линейно
зависящие от неизвестных матриц X1kj(0), Y1kj(0), j = 0,Mk, k = 0,M . Последние матрицы
находятся из краевых условий (4.8).

П р и м е р. Пусть для системы (4.1) и критерия качества (1.2) выполняются условия:
n = m = 1, r = 2, Ã0 = 0, B = 1, Cx = 6, Cu = 1. Функцию Ψ определим формулой
Ψ(ϑ) = −1

2(ϑ + 2), ϑ ∈ [−2, 0] и найдем решение K0 = 2 алгебраического уравнения (4.3).
Используя краевую задачу для обыкновенных дифференциальных уравнений (4.7), (5.1),

получим систему дифференциальных уравнений

2
d2A1

dϑ2
−

dA1

dϑ
+

1

2
A1 −

1

2
A2 = −

1

4
ϑ, 2

d2A2

dϑ2
+

dA2

dϑ
+

1

2
A2 −

1

2
A1 =

1

4
(ϑ+ 2)

с краевыми условиями

A1(−1) = A2(−1),
dA1(−1)

dϑ
= −

dA2(−1)

dϑ
, A2(0) = −

1

4
,

dA2(0)

dϑ
=

5

8
.

Решение последней краевой задачи определяется формулами

A1(ϑ) = d1 −
1

4
(ϑ+ 1) + d3 (cos (0.5(ϑ + 1))− sin (0.5(ϑ + 1))) ,

A2(ϑ) = d1 +
1

4
(ϑ+ 1) + d3 (cos (0.5(ϑ + 1)) + sin (0.5(ϑ + 1))) , ϑ ∈ [−1, 0],

d1 =
sin (0.5) + 5 cos (0.5)

4 (sin (0.5) − cos (0.5))
, d3 =

3

4 (cos (0.5)− sin (0.5))
.
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Восстанавленная система (4.1) имеет вид

dx(t)

dt
=

0
∫

−2

(

d1 −
1

4
(ϑ+ 1) + d3 (cos (0.5(ϑ + 1)) − sin (0.5(ϑ + 1)))

)

x(t+ ϑ)dϑ, t ∈ R
+.

Ее оптимальное стабилизирующее управление определяется формулой

u0[x(·)] = 2x(0) −
1

2

0
∫

−2

(ϑ + 2)x(ϑ)dϑ, x(·) ∈ H.
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НЕОРТОГОНАЛЬНЫЕ ГАРМОНИЧЕСКИЕ ВСПЛЕСКИ

И ИХ ПРИЛОЖЕНИЕ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ НЕЙМАНА1

Г. А.Дубосарский

Построены гармонические всплески и сделана оценка скорости сходимости их частичных сумм во

введенных в статье пространствах гармонических функций. Данные всплески можно использовать для

решения задачи Неймана.

Ключевые слова: задача Неймана, гармонические всплески, базис пространств гармонических функ-

ций.

G. A.Dubosarskii. Nonorthogonal harmonic wavelets and their application to the solution of the Neumann

problem.

We construct harmonic wavelets and give a bound for the convergence rate of their partial sums in the spaces

of harmonic functions introduced in the paper. These wavelets can be used for the solution of the Neumann

problem.

Keywords: Neumann problem, harmonic wavelets, basis of spaces of harmonic functions.

1. Введение

Данная статья посвящена построению гармонических всплесков, удобных для решения
задачи Неймана. Эта задача является классической задачей математической физики и заклю-
чается в определении гармонической функции по ее известным производным по нормали к
границе области. Данная работа является идейным продолжением статей [1–3].

В [1] были построены гармонические всплески, образующие базис пространств Харди в
единичном круге и центральном кольце. Далее в этой работе с помощью конформного отобра-
жения базис в центральном кольце был перенесен на случай нецентрального. Эти базисы могут
быть использованы для решения другой классической задачи математической физики — за-
дачи Дирихле. Задача Дирихле заключается в определении значений гармонической функции
внутри области по известным граничным значениям. В [2;3] на основе всплесков работы [1] бы-
ли построены ортогональные и неортогональные гармонические всплески для решения задачи
Дирихле в области, получающейся путем удаления из единичного круга нескольких меньших
непересекающихся кругов. Также в статье [3] описано построение ортогональных гармони-
ческих всплесков, удобных для решения задачи Неймана. В [2; 3] построение ортогональных
всплесков требует построения вспомогательных систем функций, которые получаются путем
ортогонализации Грама — Шмидта системы гармонических рациональных функций относи-
тельно специальных скалярных произведений. Неортогональные всплески получаются с помо-
щью аналога ортогонализации Грама — Шмидта для введенного несимметричного произведе-
ния той же системы функций.

В данной работе построены неортогональные всплески для решения задачи Неймана и до-
казана оценка скорости сходимости ряда по этим всплескам. Преимущество неортогональных
всплесков по сравнению с ортогональными заключается в том, что коэффициенты разложений
гармонических функций в ряды по этим всплескам представляются в более простой форме,
чем у ортогональных. Однако само построение неортогональных всплесков требует большего
количества вычислительных операций, чем построение ортогональных.

1Выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-11-00702).
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Во втором разделе данной статьи вводятся новые пространства Np гармонических функ-
ций. Далее, в третьем разделе для функций из классов Np строится ряд, восстанавливающий
их по их производным по нормали на границе области, а также формулируется лемма об асимп-
тотическом поведении функций из построенного ряда. Таким образом, данный ряд может быть
использован для решения задачи Неймана. В четвертом разделе на основе построенного ряда
строится ряд всплесков, который сходится не только внутри области, но и на ее границе. В
пятом разделе данной статьи доказываются вспомогательные утверждения необходимые для
оценок сходимости.

2. Пространства гармонических функций

Обозначим через Cr(a) окружность с центром в точке a радиуса r. Будем также ис-
пользовать обозначение Br(a) = {z : |z − a| < r} и обозначать B1(0) через K. Рассмотрим об-
ласть комплексной плоскости ˜K = ˜K(z1, r1, z2, r2, . . . , zm, rm), получающуюся путем удаления
из единичного круга m попарно не пересекающихся кругов. То есть область ˜K ограниче-
на окружностями Cr0(z0), Cr1(z1), . . . , Crm(zm), где z0 = 0, r0 = 1, |zk| + rk < 1, k = 1,m, и
|zk − zl| > rk + rl, k 6= l.

В статье гармонические функции полагаются вещественнозначными. Нам потребуется сле-
дующее утверждение о специальном разложении гармонической функции. Доказательство су-
ществования этого разложения можно найти в [4], а единственность проверяется так же, как
в лемме 2.1 работы [5].

Утверждение. Пусть функция u(z) является гармонической в ˜K. Тогда u(z) однознач-

ным образом представима в виде

u(z) =

m
∑

k=0

uk(z) +

m
∑

k=1

Ak ln |z − zk|, (2.1)

где u0(z) — гармоническая функция в B1(0), uk(z) — в C \ Brk(zk), uk(∞) = limz→∞ u(z) =
0, k = 1,m, и Ak, k = 1,m, — некоторые вещественные константы.

Аналогично тому, как это сделано в работе [5], проверяется, что константы Ak, k = 1,m,
разложения (2.1) вычисляются по формуле

Ak =
rk
2π

2π
∫

0

∂u(zk + reix)

∂r

∣

∣

∣

r=rk
dx. (2.2)

Поскольку в данной статье строится аппарат для решения задачи Неймана, то будем пола-
гать производные по радиусу в (2.2) известными. Таким образом, константы Ak можно также
считать найденными. Рассмотрим функцию v(z) = u(z)−

∑m
k=1Ak ln |z−zk|, где константы Ak

определяются по формуле (2.2). Наша задача свелась к нахождению функции v(z), для кото-
рой соответствующие константы равны нулю. Пользуясь таким сведением, мы сразу можем
считать, что в разложении (2.1) функции u(z) не присутствуют логарифмы. Таким образом,
будем полагать, что

2π
∫

0

∂u(zk + reix)

∂r

∣

∣

∣

r=rk
dx = 0, k = 1,m. (2.3)

Поскольку решение задачи Неймана определяется с точностью до константы, чтобы добиться
единственности, будем считать

2π
∫

0

u(eix)dx = 0. (2.4)
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Классы, в которых интегрирования в (2.3) и (2.4) являются законными, будут введены ниже.
Полагаем, что функция u(z) принадлежит пространству Np( ˜K), 1 < p < ∞, если

∂u(zk + reix)

∂r

∣

∣

∣

r=rk
∈ Lp[0, 2π] (2.5)

и выполнены равенства (2.3) и (2.4).
Если p > 1, то по аналогии с доказательством теорем 3 и 4 (см. [4, c. 397–400]) мож-

но получить, что функция u(z) будет непрерывна в замыкании ˜K. Более того, ее граничные
значения принадлежат классу Lip1−1/p. Однако при p = 1 выполнение условия (2.5) не га-
рантирует непрерывности граничных значений. Это показывает пример следующей функции,
определенной в круге K:

u(reix) =
∞
∑

k=1

rk cos kx

k ln(k + 2)
.

Рассмотрим функции u1(z) = ln |1 − z| и u2(z) = ln |1 + z| в единичном круге с центром в

нуле. Отметим, что
∂u1(re

ix)

∂r

∣

∣

∣

r=1
=

∂u2(re
ix)

∂r

∣

∣

∣

r=1
= 1/2. Таким образом, по производной по

нормали к границе области гармоническая функция не обязана однозначно восстанавливаться
(с точностью до константы).

Поэтому будем считать, что u(z) ∈ N1( ˜K), если выполнены условия (2.3), (2.4), а также
соотношения

2π
∫

0

∣

∣

∣

∂u

∂r
(zk + reix)−

∂u

∂r
(zk + reix)

∣

∣

∣

r=rk

∣

∣

∣
dx → 0, r → rk, k = 0,m, (2.6)

и функция u(z) является непрерывной в замыкании ˜K. Условия (2.6) гарантируют, что функ-
ция u(z) однозначно восстанавливается по граничным значениям. Условие (2.6) выполняется
для функций из классов Np( ˜K), p > 1.

Исходя из (2.3) и (2.4), мы получаем, что в области ˜K для функции u(z) из класса Np( ˜K)
справедливо разложение

u(z) =

m
∑

k=0

uk(z), (2.7)

где u0(z) — гармоническая функция в B1(0), uk(z) — в C \ Brk(zk), uk(∞) = limz→∞ u(z) =
0, k = 1,m.

3. Вспомогательная гармоническая система функций

Рассмотрим систему функций
{

h0k(z) = Rezk, ˜h0k(z) = Imzk,

hlk(z) = Re
( rl
z − zl

)k
, ˜hlk(z) = −Im

( rl
z − zl

)k
, l = 1,m, k ∈ N

}

(3.1)

и введем псевдоскалярное произведение с помощью разложения (2.7) функции v(z):

〈u, v〉N =
m
∑

k=0

1

π

2π
∫

0

∂u(zk + reix)

∂r

∣

∣

∣

r=rk

∂vk(zk + reix)

∂r

∣

∣

∣

r=rk
dx. (3.2)

Будем нумеровать натуральными числами функции системы (3.1) в следующем порядке:

h01(z),
˜h01(z), h

1
1(z),

˜h11(z), . . . , h
m
1 (z),˜hm1 (z),
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h02(z),
˜h02(z), h

1
2(z),

˜h12(z), . . . , h
m
2 (z),˜hm2 (z), . . . . (3.3)

Построим систему функций {σk(z)}
∞
k=1 такую, что

σk(z) =

k
∑

s=1

ωk
shs(z), (3.4)

где hs являются функциями системы (3.1) и выполняется условие

|〈σk, σl〉N | = δk,l, l ≤ k. (3.5)

Система {σk(z)}
∞
k=1 строится аналогично системе {gk(z)}

∞
k=1 статьи [3] по индукции. Положим

σ1(z) = h1(z), тогда 〈σ1, σ1〉N = 1. Пусть функции σk(z), k = 1, n − 1, построены и, выполняется
|〈σk, σl〉N | = δk,l, l ≤ k < n. Определим теперь функцию σn(z). Для этого по аналогии с методом
Грама — Шмидта введем функцию qn(z) вида

qn(z) = hn(z) +

n−1
∑

k=1

αkσk(z). (3.6)

Коэффициенты {αk}
n−1
k=1 будем последовательно находить путем умножения (3.6) на функции

σ1, σ2, . . . , σn−1 справа, полагая 〈qn, σk〉N = 0, k = 1, n − 1. Следовательно, выполняется рекур-
рентное соотношение αk = −{〈hn, σk〉N +

∑k−1
s=1 αs〈σs, σk〉N}. Проверим, что 〈qn, qn〉N 6= 0. В

силу того, что 〈qn, σk〉N = 0, k = 1, n − 1, и (3.6) справедливо равенство 〈qn, qn〉N = 〈qn, hn〉N .
Если бы 〈qn, qn〉N = 0, то в силу (3.4) и (3.5) выполнялось бы 〈qn, hk〉N = 0, k = 1, n. Невоз-
можность последних равенств вытекает из леммы 4, которую мы докажем далее, не опираясь
на возможность построения системы со свойством (3.5). Итак, считаем, что 〈qn, qn〉N 6= 0.
Остается только взять в качестве σn(z) функцию qn(z)/

√

|〈qn, qn〉|.

Сопоставим функции u(z) из пространства Np( ˜K), 1 ≤ p ≤ ∞, ряд

u(z) ∼

∞
∑

k=1

µkσk(z). (3.7)

Коэффициенты µk, k ∈ N найдем из условий

〈

u−

n
∑

k=1

µkσk, σn

〉

N
= 0, n ∈ N. (3.8)

Подставляя в (3.8) значения n = 1, 2, . . . , последовательно находим µk по формуле

µk =
{

〈u, σk〉N −

k−1
∑

s=1

µs〈σs, σk〉N

}

.

Откуда можно вывести, что µk = 〈u, dk〉N , где dk — линейная комбинация функций hs, s = 1, k.
Функции dk(z) определяются единственным образом и не зависят от функции u(z). Из рекур-
рентных соотношений для коэффициентов µk заключаем

dk = 〈σk, σk〉N

{

σk −

k−1
∑

s=1

ds〈σs, σk〉N

}

,

откуда делаем вывод, что коэффициенты µk равны сумме интегралов от произведения произ-

водных функции u(z) по радиусам на границе ˜K и полиномов
∂

∂r
(dk)

∗
l (zl + reix)

∣

∣

∣

r=rl
, l = 0,m.
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Будем нумеровать функции σn(z) и коэффициенты µn ряда (3.7) двумя индексами. Функ-

ция σn(z) является линейной комбинацией функций hs(z), s = 1, n. Пусть hn(z) =
(∼)

h l
k(z), тогда

будем полагать, что σn(z) =
(∼)
σ l

k(z). Коэффициенты µn при функциях σn =
(∼)
σ l

k ряда (3.7) бу-

дем обозначать через
(∼)
µ l

k(z).
Через τ, 0 < τ < 1, обозначим величину

τ = max
{

|zk|+ rk,
rk

1− |zk|
,

rk
|zk − zl| − rl

: k, l = 1,m, k 6= l
}

. (3.9)

Повторяя доказательство теоремы 1 в [3] и используя лемму 7, которую мы докажем далее,
можно убедиться в справедливости следующей теоремы об асимптотике функций σl

k(z).

Теорема 1. При τ < τ ′ < 1 справедлива оценка

σl
k(z) =

hlk(z)/k +O(τ ′k), k → ∞, l = 0,

hlk(z)rl/k +O(τ ′k), k → ∞, l = 1,m.

Введем частичные суммы ряда (3.7)

sn(z;u) =

n
∑

l=1

µkσk(z). (3.10)

Из соотношений (3.5) и (3.8) следует

〈u− sn(·;u), hk〉N = 0, k = 1, n. (3.11)

4. Гармонические всплески

Используя полученную вспомогательную систему σk(z), построим гармонические всплески.
Ряды по этим всплескам будут сходиться равномерно в замыкании ˜K. Для этого рассмотрим
неотрицательную четную дважды непрерывно дифференцируемую функцию Мейера ϕ̂(ω),
которая удовлетворяет требованиям

ϕ̂(ω) ≡ 1 при |ω| ≤
1− ε

2
, ϕ̂(ω) ≡ 0 при |ω| ≥

1 + ε

2
, ϕ̂2

(

ω +
1

2

)

−
1

2
нечетна при |ω| ≤

ε

2
,

где 0 < ε ≤
1

3
. Функция ̂θ(ω), введенная Д. Оффином и К. И. Осколковым в [6], неотрицательна

и определяется соотношением
̂θ2(ω) = ϕ̂2

(ω

2

)

− ϕ̂2(ω).

Заметим, что supp ̂θ(ω) ⊆
{

ω ∈ R :
1− ε

2
< |ω| < 1 + ε

}

и ̂θ(ω) — дважды дифференцируемая

функция.
Перейдем теперь к построению гармонических всплесков в ˜K. Для этого мы будем ис-

пользовать всплески из статьи [1], являющиеся базисом пространства C[0, 2π]. Выпишем эти
всплески в явном виде

w0(x) ≡
1
√
2
, wn(x) =

∑

ν∈N

θnν cos νx, w̃n(x) =
∑

ν∈N

θnν sin νx, (4.1)

где

θnν = 2(2−j)/2
̂θ
( ν

2j

)

sin
2πν(k + 0.5)

2j
, n = 2j−1 + k, j ∈ N, k = 0, 1, . . . , 2j−1 − 1.
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Так как носитель функции ̂θ(ω) компактен, то при достаточно больших ν выполняется θnν = 0.
Таким образом, суммы в (4.1) фактически являются конечными.

Рассмотрим преобразование, переводящее ряд
∑

n=1

{λnγn(z)+ ˜λnγ̃n(z)} в ряд
∑

n=1

{ΛnΓn(z)+

˜Λn
˜Γn(z)}, в котором

(∼)

Λ n =
∑

ν∈N

θnν
(∼)

λ ν ,
(∼)

Γ n =
∑

ν∈N

θnν
(∼)
γ ν .

Применим это преобразование при каждом l = 0,m к ряду
∞
∑

n=1

{µl
nσ

l
n(z) + µ̃l

nσ̃
l
n(z)}

и получим ряд

M l
0G

l
0(z) +

∞
∑

n=1

{M l
nΩ

l
n(z) +

˜M l
n
˜Ωl
n(z)},

где
(∼)

M l
n =

∑

ν∈N

θnν
(∼)
µ l

ν ,
(∼)

Ω l
n(z) =

∑

ν∈N

θnν
(∼)
σ l

ν(z). (4.2)

Введем для гармонической функции u(z) ∈ Np( ˜K) частичную сумму SW
n (z;u), n ∈ N, всплес-

ков следующим образом:

SW
n (z;u) =

m
∑

l=0

n−1
∑

s=1

{M l
sΩ

l
s(z) +

˜M l
s
˜Ωl
s(z)}.

Введем число δ, удовлетворяющее неравенствам

δ ≤ 1, δ ≥ |zk|+ rk,
rk
δ

≤ |zk − zl| − rl, k, l = 0,m, k 6= l, (4.3)

и число τδ, 0 < τδ < 1, следующим образом:

τδ = max
{

|zk|+
rk
δ
,

rk
δ − |zk|

,
rk

|zk − zl| − rl/δ
, k, l = 1,m, k 6= l

}

. (4.4)

Рассмотрим норму

‖u‖δ = ‖u(δeix)‖C +

m
∑

l=1

∥

∥

∥
u
(

zl +
rl
δ
eix

)∥

∥

∥

C
, (4.5)

где ‖f‖C = maxx∈[0,2π] |f(x)| и δ удовлетворяет неравенствам (4.3). Обозначим через Enf(x)
наилучшее приближение функции f(x) тригонометрическими полиномами степени не вы-
ше n по норме пространства C[0, 2π]. Введем следующее скалярное произведение: (f, g)L2 =
1

π

∫ 2π

0
f(x)g(x)dx.

Рассмотрим частичные суммы Wn(x; f) разложения f(x) ∈ C[0, 2π] по всплескам (4.1)

Wn(x; f) =
n−1
∑

l=0

wl(x)(wl, f)L2 +
n−1
∑

l=1

w̃l(x)(w̃l, f)L2 .

В статье [1] доказано, что нормы операторов Wn : C[0, 2π] → C[0, 2π], 1 ≤ p ≤ ∞, которые мы
обозначим через ‖Wn‖, равномерно ограничены. Отметим, что если u(z) ∈ Np( ˜K), 1 ≤ p < ∞,
то функция u(z) непрерывна, поэтому из следующей теоремы вытекает, что система функ-
ций (4.2) является базисом пространства Np( ˜K), 1 ≤ p < ∞, с равномерной нормой ‖u‖∞ =

max{|u(z)| : z ∈ ˜K}, и на любом компакте в области ˜K сходимость частичных сумм SW
n (·;u)

будет происходить со скоростью геометрической прогрессии. Доказательство этой теоремы
проводится аналогично доказательству теоремы 4 в [3].
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Теорема 2. Пусть функция u(z) ∈ Np( ˜K), 1 ≤ p < ∞, n = 2j−1 + k, 0 ≤ k < 2j−1,
N = [2j−1(1− ε)], δ определяется неравенствами (4.3). Тогда для суммы SW

n (·;u) и числа τ ′,
τδ < τ ′ < 1, выполняется оценка

‖u− SW
n (·;u)‖δ ≤

4

π
arctg δN+1(‖Wn‖+ 1)

m
∑

l=0

ENu(zl + rle
ix) +O(τ ′

N
)‖u‖∞, n → ∞,

где числа τ и τδ и норма ‖ · ‖δ введены в (3.9), (4.4) и (4.5).

5. Вспомогательные результаты

Будем использовать нормы

‖f(x)‖Lp =

(

1

π

2π
∫

0

|f(x)|pdx

)1/p

, 1 ≤ p < ∞, ‖f(x)‖L∞ = max
x∈[0,2π]

|f(x)|

и следующие нормы в пространстве Np( ˜K) с учетом представления (2.7):

‖u‖p =

m
∑

k=0

‖u(zk + rke
ix)‖Lp , (5.1)

‖u‖
p,K̃

=
m
∑

k=0

‖uk(zk + rke
ix)‖Lp . (5.2)

В работе [2] доказана лемма 4, которую мы приведем в несколько ослабленном виде.

Лемма 1. Нормы ‖ · ‖p и ‖ · ‖
p,K̃

, введенные в (5.1) и (5.2) при всех 1 ≤ p ≤ ∞, эквива-

лентны в пространстве N1( ˜K).

В статье [3] установлена следующая лемма.

Лемма 2. Пусть u(z) — гармоническая в области ˜K и непрерывная в ее замыкании функ-

ция, тогда функция

γ(δ;u) =

2π
∫

0

|u(δeix)|pdx+

m
∑

k=1

2π
∫

0

∣

∣

∣
u
(

zk +
rk
δ
eix

)
∣

∣

∣

p
dx

является возрастающей по переменной δ, удовлетворяющей неравенствам (4.3).

Введем еще одно псевдоскалярное произведение с помощью разложения (2.7) функции v(z)

〈u, v〉 =
m
∑

k=0

1

π

2π
∫

0

u(zk + rke
ix)vk(zk + rke

ix)dx. (5.3)

Следующая лемма является обобщением леммы 2 статьи [3].

Лемма 3. Пусть I — конечное множество различных натуральных чисел, и пусть для

функции R(z) =
∑

n∈I λnhn(z) выполняются равенства 〈R,hn〉 = 0, n ∈ I. Тогда R(z) ≡ 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть функция R(z) такова, что 〈R,hn〉 = 0, n ∈ I. Обозначим
через I lc, l = 0,m, множество индексов k таких, что hlk = hn и n ∈ I. Аналогично, обозначим
через I ls, l = 0,m, множество индексов k таких, что ˜hlk = hn и n ∈ I. Тогда 〈R,hlk〉 = 0, k ∈ I lc и
〈R,˜hl

k〉 = 0, k ∈ I ls. Откуда по определению (5.3) произведения 〈·, ·〉 следует

2π
∫

0

R(zl + rle
ix) cos kxdx = 0, k ∈ I lc,

2π
∫

0

R(zl + rle
ix) sin kxdx = 0, k ∈ I ls, (5.4)

что в свою очередь означает

E∗
l R(zl + rle

ix)2 = ‖R(zl + rle
ix)‖L2 , (5.5)

где E∗
l f(x)2 = minχk,χ̃k

‖f(x) −
∑

k∈Ilc
χk cos kx −

∑

k∈Ils
χ̃k sin kx‖2. Пусть выполняется R =

∑

s,l λ
l
sh

l
s+

∑

s,l
˜λl
s
˜hls. Поскольку разложение (2.7) единственно, мы получаем, что l-я из компо-

нент функции (
(∼)

h l
s)l совпадает с ней самой, а остальные равны нулю, т. е. (

(∼)

h l
s)l =

(∼)

h l
s, (

(∼)

h l
s)ν =

0, ν 6= l. Откуда заключаем, что l-я компонента представления (2.7) вычисляется по формуле

Rl =
∑

s

λl
sh

l
s +

∑

s

˜λl
s
˜hls.

Следовательно, Rl(zl + rle
ix) является тригонометрическим полиномом по гармоникам cos kx,

k ∈ I lc и sin kx, k ∈ I ls. Значит, справедливо равенство E∗
l R(zl + rle

ix)2 = E∗
l (R−Rl)(zl + rle

ix)2.
Введем функцию vl, l = 1,m, по правилу

vl(z) = (R−Rl)
(

zl +
rl
δ
z
)

(5.6)

при δ, удовлетворяющему неравенствам (4.3), и δ 6= 1. Легко проверить, что функция vl(z)
является гармонической в круге K. Пусть vl(e

ix) = ω0/
√
2 +

∑∞
k=1{ωk cos kx + ω̃k sin kx}. Из

того, что vl(z) ∈ h∞(K), следует, что vl(δe
ix) = ω0/

√
2+

∑∞
k=1 δ

k{ωk cos kx+ ω̃k sin kx}. Отсюда
вытекает неравенство

E∗2
l vl(δe

ix)2 =
∑

k/∈Ilc

δ2kω2
k +

∑

k/∈Ils

δ2kω̃2
k ≤

∑

k/∈Ilc

ω2
k +

∑

k/∈Ils

ω̃2
k = E∗2

l vl(e
ix)2. (5.7)

Откуда заключаем

E∗
l (R−Rl)(zl + rle

ix)2 = E∗
l vl(δe

ix)2 ≤ E∗
l vl(e

ix)2 = E∗
l (R−Rl)

(

zl +
rl
δ
eix

)

2
. (5.8)

Учитывая (5.5)–(5.8) и то, что Rl

(

zl +
rl
δ
eix

)

=
∑

k∈Ilc

δkλl
k cos kx+

∑

k∈Ilc

δk˜λl
k sin kx, получаем, что

при l = 1,m
‖R(zl + rle

ix)‖L2 = E∗
l R(zl + rle

ix)2 = E∗
l (R−Rl)(zl + rle

ix)2

≤ E∗
l (R−Rl)

(

zl +
rl
δ
eix

)

2
= E∗

l R
(

zl +
rl
δ
eix

)

2
≤

∥

∥

∥
R
(

zl +
rl
δ
eix

)∥

∥

∥

L2

. (5.9)

Аналогично получается неравенство

‖R(eix)‖L2 ≤
∥

∥R
(

δeix
)
∥

∥

L2
. (5.10)

Используя неравенства (5.9) и (5.10) и лемму 2 при p = 2, получаем γ(δ;R) ≤ γ(1;R) ≤ γ(δ;R).
Следовательно, γ(δ;R) = γ(1;R), из чего заключаем, что все предыдущие неравенства в этой
лемме должны обратиться в равенства. Значит, E∗

l vl(δe
ix)2 = E∗

l vl(e
ix)2. Из (5.7) видно, что
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это возможно, только если ωk = 0 при k /∈ I lc, и ω̃k = 0 при k /∈ I ls. Следовательно, при l = 1,m
выполняется vl(e

ix) = ω0 +
∑

k∈Ilc
ωk cos kx+

∑

k∈Ils
ωk sin kx. Поскольку vl(z) ∈ h∞(K), то

vl(z) = ω0 +
∑

k∈Ilc

ωkRez
k +

∑

k∈Ils

ωkImzk.

В силу формулы (5.6) при l = 1,m получаем

(R−Rl)(z) = ω0 +
∑

k∈Ilc

ωkRe
(δ(z − zl)

rl

)k
+

∑

k∈Ils

ωkIm
(δ(z − zl)

rl

)k
= RePl(z), (5.11)

где Pl(z) — некоторый многочлен. Складывая неравенства (5.11) при k = 1,m и используя

R(z) =
∑m

l=0Rl(z), заключаем, что R(z) =
(

Re
∑m

l=0 Pl(z) − R0(z)
)

/(m− 1). Так как правая

часть предыдущего равенства представляет собой вещественную часть некоторого многочле-
на, то Rk(z) ≡ 0, k = 1,m. Следовательно, R(z) = R0(z). Равенство R0(z) ≡ 0 следует из
формул (5.4) при l = 0. Таким образом, R(z) ≡ 0. �

Лемма 4. Пусть функция R(z) является линейной комбинацией функций hk(z), k = 1, n,
и 〈R,hk〉N = 0, k = 1, n. Тогда R(z) ≡ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполняется R =

m
∑

l=0

(

nl
∑

s=1

λl
sh

l
s +

ñl
∑

s=1

˜λl
s
˜hls

)

. По опреде-

лению произведения 〈·, ·〉N и в силу того, что
∂

∂r

(∼)

h l
k(zl + reix)

∣

∣

∣

r=rl
=

k

rl

(sin)
coskx при k = 1,

(∼)
n l,

справедливо равенство

0 = 〈R,
(∼)

h l
k〉N =

1

π

2π
∫

0

∂R(zl + reix)

∂r

∣

∣

∣

r=rl

k

rl

(sin)
coskxdx.

Откуда заключаем, что ряд Фурье функции
∂R(zl + reix)

∂r

∣

∣

∣

r=rl
, l = 0,m, не содержит гармоник

(sin)
coskx, k = 1,

(∼)
n l. Рассмотрим функцию ˜R(z), гармонически сопряженную к R(z). Функция ˜hlk

является гармонически сопряженной к функции hlk, и функция hlk является гармонически
сопряженной к функции −˜hlk. Следовательно, ˜R(z) является линейной комбинацией функций
hlk(z), k = 1, ñl, и ˜hlk(z), k = 1, nl.

Заметим, что функции R(z) и ˜R(z) являются однозначными вещественнозначными гармо-
ническими функциями. Следовательно, для функции ˜R(z) справедливо равенство

˜R(z) − ˜R(a) =

z
∫

a

∂ ˜R

∂x
dx+

∂ ˜R

∂y
dy,

где интегрирование происходит по кривой, соединяющей точки z0 и z. Из формул Коши —
Римана следует

˜R(z)− ˜R(a) =

z
∫

a

−
∂R

∂y
dx+

∂R

∂x
dy. (5.12)

Проверим теперь при l = 0,m формулу

˜R(zl + rle
iϕ)− ˜R(zl + rl) = rl

ϕ
∫

0

∂R

∂r
(zl + reit)

∣

∣

∣

r=rl
dt. (5.13)
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В силу формулы (5.12) достаточно доказать

zl+rle
iϕ

∫

zl+rl

−
∂R

∂y
dx+

∂R

∂x
dy = rl

ϕ
∫

0

∂R

∂r
(zl + reit)

∣

∣

∣

r=rl
dt. (5.14)

Так как координаты x и y при движении по окружности Cr(zl) определяются по формулам
x = Rezl + r cos t, y = Imzl + r sin t, то выполняются равенства

∂

∂r
R(zl + reit) =

∂

∂x
R(zl + reit)

dx

dr
+

∂

∂y
R(zl + reit)

dy

dr

=
∂

∂x
R(zl + reit) cos t+

∂

∂y
R(zl + reit) sin t. (5.15)

Из (5.15) при x = Rezl + rl cos t, y = Imzl + rl sin t следует

rl
∂

∂r
R(zl + reit)

∣

∣

∣

r=rl
=

∂

∂x
R(zl + reit)

∣

∣

∣

r=rl
dy −

∂

∂y
R(zl + reit)

∣

∣

∣

r=rl
dx.

Откуда сразу же получается равенство (5.14), эквивалентное (5.13). Из (5.13) следует, что

функция ˜R(zl+rle
ix) как функция угла x является первообразной функции rl

∂R

∂r
(zl+reix)

∣

∣

∣

r=rl
.

Как мы уже отмечали, тригонометрический ряд Фурье функции
∂R(zl + reix)

∂r

∣

∣

∣

r=rl
,

l = 0,m, не содержит гармоник
(sin)
coskx, k = 1,

(∼)
n l. Следовательно, ряд Фурье ее первообраз-

ной
1

rl
˜R(zl + rle

iϕ) не содержит гармоник cos kx, k = 1, ñl, и sin kx, k = 1, nl. Таким образом,

при l = 0,m, k = 1,
(∼)
n l, с учетом определения произведения 〈·, ·〉 по формуле (5.3) выпол-

няется 0 =
1

π

∫ 2π

0

˜R(zl + rle
ix)

(sin)
coskxdx = 〈 ˜R,

(∼)

h l
k〉. Таким образом, функция ˜R(z) является

линейной комбинацией функций hlk(z), k = 1, ñl, и ˜hlk(z), k = 1, nl, и выполняются предыдущие
равенства. Отсюда, применяя лемму 3, заключаем, ˜R(z) ≡ 0. Следовательно, R(z) ≡ const, по-
скольку ее гармонически сопряженная функция ˜R(z) ≡ 0. Остается заметить, что система (3.1)
не содержит константы и, значит, R(z) ≡ 0. �

Путем непосредственного вычисления с помощью разложения в ряд Тейлора и оценки с
использованием бинома Ньютона можно убедиться в справедливости следующей леммы.

Лемма 5. Для функций системы (3.1), произведения (3.2) и числа τ, введенного в (3.9),
равномерно по k, k′, l и l′ выполняются оценки

〈
〈∼)

h l
k/k,

(∼)

h l′

k′/k
′〉N = δk,k′δl,l′ +O(τk), k → ∞, 〈

〈∼)

h l
k/k,

(∼)

h l′

k′/k
′〉N = δk,k′δl,l′ +O(τk

′
), k′ → ∞,

(5.16)
〈hlk/k,

˜hl′

k′/k
′〉N = O(τk), k → ∞, 〈hlk/k,

˜hl′

k′/k
′〉N = O(τk

′
), k′ → ∞, (5.17)

〈˜hlk/k, h
l′

k′/k
′〉N = O(τk), k → ∞, 〈˜hlk/k, h

l′

k′/k
′〉N = O(τk

′
), k′ → ∞. (5.18)

Пусть u(z) ∈ Np( ˜K), 1 ≤ p < ∞. Воспользуемся представлением (2.7) и разложим функции
ul(zl + rle

ix), l = 0,m, в ряды Фурье

ul(zl + rle
ix) ∼

1
√
2
γl0 +

∞
∑

k=1

{γlk cos kx+ γ̃lk sin kx}, (5.19)
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где коэффициенты вычисляются по формулам

γl0 = (ul(zl + rle
ix), 1/

√
2)L2 ,

(∼)
γ l

k = (ul(zl + rle
ix),

(sin)
coskx)L2 , k ∈ N. (5.20)

Поскольку выполняются (5.19) и равенства hlk(zl + rle
ix) = cos kx, ˜h0k(zl + rle

ix) = sin kx, в
круге K при l = 0 и вне Brl(zl) при l = 1,m, выполняется

ul =
γl0√
2
+

∞
∑

k=1

{γlkh
0
k + γ̃lk

˜h0k}. (5.21)

В силу (2.7) и теоремы о среднем значении справедливо равенство

0 = ul(∞) = (ul(zl + rle
ix), 1/2)L2 , l = 1,m. (5.22)

Так как справедливы (2.4) и (5.22), то γ00 = (u0(e
ix), 1/2)L2 = (u(eix), 1/2)L2 = 0. Следователь-

но, справедливы равенства γl0 = 0, l = 1,m. Из разложения (2.7) и равенств (5.21) следует,
что в ˜K выполняется

u(z) =
m
∑

l=0

∞
∑

k=1

{γlkh
l
k(z) + γ̃lk

˜hlk(z)}. (5.23)

Будем нумеровать коэффициенты
(∼)
γ l

k одним индексом в соответствии с тем, как функ-

ции
(∼)

h l
k нумеруются в порядке (3.3). Например, если m = 1, то функции hlk и ˜hlk будут выпи-

саны в порядке (3.3) следующим образом:

h01(z),
˜h01(z), h

1
1(z),

˜h11(z), h
0
2(z),

˜h02(z) . . . .

Значит, h3 = h11, γ3 = γ11 , h4 = ˜h02 и γ4 = γ̃02 .
Введем частичную сумму s∗n(z;u) ряда (5.23)

s∗n(z;u) =

n
∑

k=1

γkhk(z), (5.24)

где коэффициенты вычисляются по формулам (5.20). Из определения коэффициентов γk и
леммы 1 следует, что существует константа C1 такая, что выполняется неравенство

|γk| ≤ C1‖u‖1. (5.25)

Здесь и далее все константы Ck предполагаются зависящими только от геометрии области ˜K.

Лемма 6. Пусть u(z) ∈ N2( ˜K), тогда существует константа C2 такая, что выполня-

ется неравенство

‖u‖22 ≤ C2

m
∑

l=0

2π
∫

0

( ∂

∂r
u(zl + reix)

∣

∣

∣

r=rl

)2
dx, (5.26)

где норма ‖ · ‖2 введена в (5.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценим выражение ‖u0‖2, где u0 — компонента разложения
(2.7). Пусть в круге K выполняется

u0(re
ix) = χ0 +

∞
∑

k=1

rk(χk cos kx+ χ̃k sin kx).
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Так как u(z) ∈ N2( ˜K), то χ0 = 0, следовательно,

‖u0(e
ix)‖2L2

=

∞
∑

k=1

(χ2
k + χ̃2

k) ≤

∞
∑

k=1

k2(χ2
k + χ̃2

k) =
∥

∥

∥

∂u0
∂r

(reix)
∣

∣

∣

r=1

∥

∥

∥

2

L2

. (5.27)

Аналогично устанавливается, что при k = 1,m

‖uk(zk + rke
ix)‖2L2

≤
∥

∥

∥

∂uk
∂r

(zk + reix)
∣

∣

∣

r=rk

∥

∥

∥

2

L2

. (5.28)

Из (5.27), (5.28) и леммы 1 получаем, что для доказательства (5.26) достаточно установить
при k = 0,m следующее неравенство:

∥

∥

∥

∂uk
∂r

(zk + reix)
∣

∣

∣

r=rk

∥

∥

∥

2

L2

≤ C3

m
∑

l=0

2π
∫

0

( ∂

∂r
u(zl + reix)

∣

∣

∣

r=rl

)2
dx. (5.29)

Докажем (5.29) при k = 0. Рассмотрим число ρ, 0 < ρ < 1, выбранное таким образом, что
круги Brk(zk), k = 1,m, лежат внутри Bρ(0). Установим неравенство

∥

∥

∥

∂u0(re
ix)

∂r

∣

∣

∣

r=1

∥

∥

∥

2

L2

≤ C4

(∥

∥

∥

∂u(reix)

∂r

∣

∣

∣

r=1

∥

∥

∥

2

L2

+
∥

∥

∥

∂u0(re
ix)

∂r

∣

∣

∣

r=ρ

∥

∥

∥

2

L2

)

. (5.30)

Из разложения (2.7) в кольце, образованном окружностями Cρ и C1(0), следует, что существу-
ют функции u∗0(z) и u∗1(z) такие, что u(z) = u∗0(z) + u∗1(z), где u∗0(z) — гармоническая в B1(0)
функция, u∗1(z) — гармоническая вне Br(0), u∗1(∞) = 0. С другой стороны, в силу (2.7) и то-
го, что u(z) ∈ N2( ˜K), выполняется равенство u(z) =

∑m
k=0 uk(z). Поскольку разложение (2.7)

однозначно, мы заключаем, что справедливы соотношения u∗0(z) = u0(z), u
∗
1(z) =

∑m
k=1 uk(z).

Для функции u(z) выполняются равенства (5.21), то есть

u∗0(z) = ω0
0 +

∞
∑

k=1

ω0
kr

k cos kx+ ω̃0
kr

k sin kx, (5.31)

u∗1(z) =

∞
∑

k=1

ω1
k

ρk

rk
cos kx+ ω̃1

k

ρk

rk
sin kx. (5.32)

В силу (5.31) получаем

∂u∗0
∂r

(reix) =
∂u0
∂r

(reix) =

∞
∑

k=1

ω0
k

∂rk cos kx

∂r
+ ω0

k

∂rk sin kx

∂r
=

∞
∑

k=1

ω0
kkr

k−1 cos kx+ ω0
kkr

k−1 sin kx.

Следовательно, в силу u = u0 справедливо равенство

∥

∥

∥

∂u0
∂r

(reix)
∣

∣

∣

r=1

∥

∥

∥

2

L2

=

∞
∑

k=1

k2{(ω0
k)

2 + (ω̃0
k)

2}. (5.33)

Аналогично, с учетом (5.31), (5.32) и того, что A∗ = 0, получаем равенства

∥

∥

∥

∂u

∂r
(reix)

∣

∣

∣

r=1

∥

∥

∥

2

L2

=

∞
∑

k=1

k2{(ω0
k − ω1

kρ
k)2 + (ω̃0

k − ω̃1
kρ

k)2}, (5.34)

∥

∥

∥

∂u

∂r
(reix)

∣

∣

∣

r=ρ

∥

∥

∥

2

L2

=

∞
∑

k=1

k2
{(

ω0
kρ

k−1 −
ω1
k

ρ

)2
+

(

ω̃0
kρ

k−1 −
ω̃1
k

ρ

)2}

. (5.35)
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Для доказательства неравенства (5.30) нам нужно оценить (5.33) сверху суммой рядов (5.34)
и (5.35). Для этого достаточно установить, что справедлива оценка

(
(∼)
ω 0

k)
2 ≤ C4

{

(
(∼)
ω 0

k −
(∼)
ω 1

kρ
k)2 +

(

(∼)
ω 0

kρ
k−1 −

(∼)
ω 1

k

ρ

)2}

.

Для этого воспользуемся неравенством (a2 + b2)(c2 + d2) ≥ (ac − bd)2 при a =
(∼)
ω 0

k −
(∼)
ω 1

kρ
k,

b =
(∼)
ω 0

kρ
k−1 −

(∼)
ω 1

k/ρ, c = 1, d = ρk+1, и получим

{

(
(∼)
ω 0

k −
(∼)
ω 1

kρ
k)2 +

(

(∼)
ω 0

kρ
k−1 −

(∼)
ω 1

k

ρ

)2}

{1 + ρ2k+2} ≥ (
(∼)
ω 0

k)
2(1− ρ2k)2.

Остается положить C4 = max
k

1 + ρ2k+2

(1− ρ2k)2
. Таким образом, неравенство (5.30) установлено.

Докажем теперь неравенство

∥

∥

∥

∂u0
∂r

(reix)
∣

∣

∣

r=ρ

∥

∥

∥

2

L2

≤ C5

m
∑

l=0

2π
∫

0

( ∂

∂r
u(zl + reix)

∣

∣

∣

r=rl

)2
dx. (5.36)

Функция u0(z) восстанавливается по значениям
∂u

∂r
(zl + reix)

∣

∣

∣

r=rl
, l = 0,m, по формуле

u0(z) =

m
∑

l=0

2π
∫

0

∂u

∂r
(zl + reiϕ)

∣

∣

∣

r=rl
Kl(ϕ, z)dϕ,

где Kl(·, ·) — некоторые ядра. Ядра Kl(ϕ, ρe
ix) непрерывно дифференцируемы по r, следова-

тельно,

∂u0
∂r

(reix)
∣

∣

∣

r=ρ
=

m
∑

l=0

2π
∫

0

∂u

∂r
(zl + reiϕ)

∣

∣

∣

r=rl

∂Kl

∂r
(ϕ, ρeix)

∣

∣

∣

r=ρ
dϕ.

Поскольку функции
∂Kl

∂r
(ϕ, ρeix)

∣

∣

∣

r=ρ
непрерывны, то они ограничены некоторой константой C6.

По неравенству Коши получаем

∥

∥

∥

∂u0
∂r

(ρeix)
∣

∣

∣

r=ρ

∥

∥

∥

2

L2

≤
2

π
C2
6

m
∑

l=0

2π
∫

0

∂u

∂r
(zl + rle

ix)
∣

∣

∣

r=rl
dx = 2πC2

6

m
∑

l=0

2π
∫

0

( ∂

∂r
u(zl + reix)

∣

∣

∣

r=rl

)2
dx.

Неравенство (5.36) доказано. Учитывая (5.30), выводим, что справедливо (5.29) при k = 0.
Случаи k = 1,m разбираются аналогично. �

Доказательство следующей леммы производится аналогично доказательству леммы 5 ста-
тьи [3].

Лемма 7. Пусть функция u(z) ∈ Np( ˜K), 1 ≤ p < ∞. Тогда при τ < τ ′ < 1 выполняется

оценка

‖sn(·;u)− s∗n(·;u)‖∞ = O((τ ′)n/(2m+2))‖u‖1, n → ∞,

где сумма sn(·;u) введена в (3.10), а сумма s∗n(·;u) — в (5.24).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v∗(z) ∈ Np( ˜K). Из соотношений (3.11) и леммы 4 следует,

что sn(·, v
∗) однозначно определяется из условия

〈v∗ − sn(·, v
∗), hk〉N = 0, k = 1, n. (5.37)
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Представим сумму sn(z, v
∗) в следующем виде: sn(z, v∗) =

∑n
l=1 α

∗
l hl(z). Тогда из условия (5.37)

следует, что коэффициенты α∗
l удовлетворяют системе уравнений

Aα∗ = V ∗, (5.38)

где матрица A и векторы α∗, V ∗ определяются по формулам A = (〈hl, hk〉N )nl,k=1, α
∗ = (α∗

l )
n
l=1,

V ∗ = (〈v∗, hk〉N )nk=1. Решение системы уравнений (5.38) записывается в виде α∗ = A−1V ∗. По-
скольку коэффициенты α∗

l определяются из системы (5.38) однозначно, матрица A обратима.

Оценим норму ‖A−1‖l2(M) = max‖V ‖l2=1 ‖A
−1V ‖l2 , где ‖(y1, y2, . . . , yn)‖l2 =

(
∑n

k=1 y
2
k

)1/2
.

Пусть ‖V ‖l2 = ‖(V1, V2, . . . , Vn)‖l2 = 1. Подберем функцию v(z) как линейную комбинацию
функций hk(z), k = 1, n, так, чтобы 〈v, hk〉N = Vk, k = 1, n. Пусть выполняется

v(z) =
m
∑

l=0

{ nl
∑

k=1

αl
kh

l
k +

ñl
∑

k=1

α̃l
k
˜hlk

}

. (5.39)

Введем норму ‖v‖K̃ следующим образом:

‖v‖2
K̃

=

m
∑

l=0

1

π

2π
∫

0

( ∂

∂r
v(zl + reix)

∣

∣

∣

r=rl

)2
dx.

Используя равенство Парсеваля для функции
∂

∂r
v(zl + reix)

∣

∣

∣

r=rl
, равенство

∂

∂r

(∼)

h l
k(zl + reix)

∣

∣

∣

r=rl
= k

(sin)
cos kx

и определение (5.3) произведения 〈·, ·〉N , имеем
∥

∥

∥

∂

∂r
v(zl + reix)

∣

∣

∣

r=rl

∥

∥

∥

2

L2

=
( ∂

∂r
v(zl + reix)

∣

∣

∣

r=rl
,
1
√
2

)2

L2

+
∞
∑

k=1

{( ∂

∂r
v(zl + reix)

∣

∣

∣

r=rl
, cos kx

)2

L2

+
( ∂

∂r
v(zl + reix)

∣

∣

∣

r=rl
, sin kx

)2

L2

}

=

∞
∑

k=1

{〈v, hlk/k〉
2
N + 〈v,˜hlk/k〉

2
N} ≤

∞
∑

k=1

{〈v, hlk〉
2
N + 〈v,˜hlk〉

2
N}. (5.40)

Из (5.40) заключаем, что выполняется

‖v‖2
K̃

=
m
∑

l=0

∥

∥

∥

∂

∂r
v(zl + reix)

∣

∣

∣

r=rl

∥

∥

∥

2

L2

≤

∞
∑

k=1

〈v, hk〉
2
N . (5.41)

Из (5.39) следует, что набор {hk : k = 1, n} в представлении функции v(z) состоит из функций

hls, s = 0, nl, и ˜hls, s = 1, ñl. Оценим теперь 〈v,
(∼)

h l′

s′〉N при s′ >
(∼)
n l′ . Из (5.16), (5.17) и (5.18)

следует, что при s < s′ выполняется

|〈
(∼)

h l
s, h

l′

s′〉N | ≤ C7ss
′τ s, |〈

(∼)

h l
s, h

l′

s′〉N | ≤ C7ss
′τ s

′
.

Следовательно, |〈
(∼)

h l
s, h

l′

s′〉N | ≤ C7ss
′τ (s+s′)/2. Используя 〈hls, h

l
s′〉N = 0 при s < s′, и неравенство

|αk| ≤ C1‖v‖1 (см. (5.25) при u(z) = v(z)) и оценку kτk/2 = O(τk/4), получаем при s′ → ∞

〈v, hls′〉N =

〈 m
∑

l′=0

{

nl
∑

s=0

αl
sh

l
s +

ñl
∑

s=1

α̃l
s
˜hls

}

, hl
′

s′

〉

N

≤ ‖v‖1

m
∑

l′=0

∞
∑

s=0

O(ss′τ (s+s′)/2) ≤ ‖v‖2O(τ s
′/4),
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где норма ‖ · ‖p введена в (5.1). Аналогично оценивается выражение 〈v,˜hl′

s′〉N при s′ > ñl′ .

Таким образом, при s >
(∼)
n l, l = 0,m, выполняется

〈v,
(∼)

h l
s〉N = O(τ s/4)‖v‖2, s → ∞. (5.42)

Заметим, что если
(∼)

h l
k = hn, то для числа n справедливы неравенства (m+ 1)(2k − 1) < n ≤

(m+ 1)(2k + 1). Из (5.41), (5.42), предыдущего замечания и леммы 6 следует

‖v‖2
K̃

=

n
∑

k=1

〈v, hk〉
2
N + ‖v‖22O(τn/(8m+8)) =

n
∑

k=1

〈v, hk〉
2
N + ‖v‖2

K̃
O(τn/(8m+8)), n → ∞. (5.43)

Из оценки (5.43) выводим, что при достаточно больших n выполняется

‖v‖2
K̃

≤ C8

n
∑

k=1

〈v, hk〉
2
N . (5.44)

Из леммы 4 вытекает, что
(

∑n
k=1〈v, hk〉

2
N

)1/2
является нормой в пространстве линейных ком-

бинаций функций hk(z), k = 1, n. Отсюда в силу эквивалентности норм в конечномерных про-
странствах неравенство (5.44) будет выполняться для всех n с некоторой константой C9.

Из сделанного выше предположения о том, что ‖V ‖22 = 1, и равенств ‖V ‖22 =
∑n

k=1〈v, hk〉
2
N

следует, что выполняется ‖v‖
K̃

≤ C9. Заметим, что коэффициенты
(∼)
α l

k в (5.39) являются
решением системы уравнений Aα = V , где α = (αl

k)
n
k=1. Из формулы (5.25) при u(z) = v(z)

следует, что |αs| ≤ C1‖v‖2. С помощью леммы 6 получаем |αs| ≤ C10. Откуда заключаем
‖A−1V ‖2 = ‖(α1, α2, . . . , αn)‖2 ≤ C10

√
n. Поэтому справедливо неравенство

‖A−1‖l2(M) ≤ C10

√
n. (5.45)

Из (3.11) следует, что линейный оператор частичной суммы sn : u → sn(·;u) сохраняет
линейные комбинации функций hk(z), k = 1, n. Отсюда выводим, что выполняется sn(·;u) −
s∗n(·;u) = sn(·;u− s∗n(·;u)).

Пусть далее v∗(z) = u(z) − s∗n(z;u). Здесь частичная сумма sn(·; v
∗) находится из систе-

мы (5.38). В силу оценки (5.45) получаем, что справедливо неравенство

‖α∗‖l2 ≤ ‖A−1‖l2(M)‖V
∗‖l2 ≤ C10

√
n‖V ∗‖l2 . (5.46)

Оценим теперь величину ‖V ∗‖l2 . Координаты V ∗
k вычисляются по формуле V ∗

k = 〈v∗, hk〉N =
〈u− s∗n(·, u), hk〉N . Из равенств (5.23) и (5.24) следует

u(z) − s∗n(z;u) =
∞
∑

l=n+1

γlhl(z). (5.47)

Пусть hk =
(∼)

h s
t , тогда из (2.6) и (3.2) следует

〈u− s∗n(·;u), hk〉N = lim
R→rs

1

π

2π
∫

0

∂

∂r
(u− s∗n(·;u))(zs + reix)

∣

∣

∣

r=R

∂

∂r
hk(zs + reix)

∣

∣

∣

r=R
dx. (5.48)

Поскольку s∗n(z;u) сходится равномерно к u(z) внутри ˜K, то, подставляя в (5.48) форму-
лу (5.47) и меняя местами суммирование и интегрирование, в пределе получаем

〈u− s∗n(·;u), hk〉N =
∞
∑

l=n+1

γl〈hl, hk〉N .
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С помощью (5.25) и леммы 5 выводим

〈u− s∗n(·;u), hk〉N =

∞
∑

l=n+1

γl〈hl, hk〉N =

∞
∑

l=n+1

|γl|O(klτ l/(2m+2))

≤ C1‖u‖1

∞
∑

l=n+1

O(klτ l/(2m+2)) = ‖u‖1O(knτn/(2m+2)), n → ∞.

Таким образом,

‖V ∗‖l2 =
(

n
∑

k=1

〈u− sn(·;u), hk〉
2
N

)1/2

= O
((

n
∑

k=1

k2n2τ2n/(2m+2)
)1/2)

‖u‖1 = O(n5/2τn/(2m+2))‖u‖1, n → ∞.

Подставим это соотношение в (5.46) и получим

‖α∗‖l2 = O(n3τn/(2m+2))‖u‖1, n → ∞. (5.49)

Из определения коэффициентов α∗
k следует, что выполняются равенства sn(z;u − s∗n(·;u)) =

sn(z; v
∗) =

∑n
k=1 α

∗
khk(z). Из (5.49) и того, что |hk| = O(1), z ∈ ˜K, получаем

‖sn(·;u)− s∗n(·;u)‖∞ = ‖sn(u− s∗n(·;u))‖∞ =
∥

∥

∥

n
∑

k=1

α∗
khk(z)

∥

∥

∥

∞

≤ max
k=1,n

|α∗
k|

n
∑

k=1

‖hk(z)‖∞ = O(n4τn/(2m+2))‖u‖1 = O((τ ′)n/(2m+2))‖u‖1, n → ∞, τ < τ ′ < 1.

�
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КОЭФФИЦИЕНТЫ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ

ПРИ ОДНОСТОРОННЕМ ОГРАНИЧЕНИИ1

Д. О. Зыков

Исследуются наибольшее и наименьшее значения коэффициентов нечeтных тригонометрических по-

линомов, не превосходящих функции ϕ(x) = x на отрезках [0, π] и [0, 2π]. Получены двусторонние оценки

первого коэффициента и найдено асимптотическое поведение его максимального и минимального значе-

ний по порядку полинома. Даны оценки старших коэффициентов.

Ключевые слова: тригонометрический полином, односторонние ограничения.

D. O. Zykov. Coefficients of trigonometric polynomials under a one-sided constraint.

For odd trigonometric polynomials bounded from above by the function ϕ(x) = x on the intervals [0, π] and

[0, 2π], we study the maximum and minimum values of coefficients. We obtain two-sided estimates for the first

coefficient and find the asymptotic behavior of its maximum and minimum values with respect to the order of

the polynomial. We estimate the leading coefficients.

Keywords: trigonometric polynomial, one-sided constraints.

1. Введение

В данной статье изучаются наибольшее и наименьшее значения коэффициентов нечетных
тригонометрических полиномов

sn(x) =

n
∑

k=1

ak sin kx, (1.1)

удовлетворяющих одному из двух ограничений

n
∑

k=1

ak sin kx ≤ x, 0 ≤ x ≤ π; (1.2)

n
∑

k=1

ak sin kx ≤ x, 0 ≤ x ≤ 2π. (1.3)

В частности, доказано, что в предположении (1.3) для первого коэффициента полинома спра-
ведливы (в некотором смысле окончательные) оценки

−6 ≤ a1 ≤ 2.

Экстремальные задачи для тригонометрических полиномов — обширный раздел теории
функций (см., например, монографии [1;2], работы [3;4] и приведенную в них библиографию).
Большое число исследований было посвящено экстремальным задачам для коэффициентов
неотрицательных тригонометрических полиномов (см., например, работы [5–7] и приведенную
в них библиографию). Важное значение в теории функций имеет результат Л.Фейера (1915)

1Исследования выполнены при поддержке РФФИ (проект 15-01-02705), а также при финансовой
поддержке Программы повышения конкурентоспособности УрФУ (постановление №211 Правитель-
ства Российской Федерации, контракт №02.A03.21.0006).
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о максимальном значении первого коэффициента неотрицательного тригонометрического по-
линома с фиксированным средним значением [8] (см. изложение этого результата в [2, т. 2,
отд. VI]). Для старших коэффициентов такую задачу решили (1928) Е.Егервари и О.Сасс [9].

Работа разбита на два раздела в соответствии с ограничениями (1.2) и (1.3).

2. Одностороннее ограничение на отрезке [0, π]

2.1. Постановка задачи

Пусть Fn = Fn(π) есть множество нечетных тригонометрических полиномов (1.1) с веще-
ственными коэффициентами, удовлетворяющих условию

n
∑

k=1

ak sin kx ≤ x, 0 ≤ x ≤ π. (2.1)

При 1 ≤ k ≤ n рассмотрим наибольшее и наименьшее значение

A+
k (n) = sup{ak(sn) : sn ∈ Fn}, A−

k (n) = inf{ak(sn) : sn ∈ Fn} (2.2)

коэффициентов ak = ak(sn) полиномов из класса Fn. В этом разделе мы найдем конструктив-
ные оценки для коэффициентов тригонометрических полиномов различных степеней. Наибо-
лее полно эти величины были изучены для k = 1.

2.2. Случай k = 1, n = 2

При n = 2, k = 1 величину (2.2) можно вычислить точно.

Теорема 1. При n = 2, k = 1 величина (2.2) имеет следующее значение:

A+
1 (2) =

π

2
. (2.3)

Наибольшее значение первого коэффициента в классе F2(π) имеет полином

f2(x) =
π

2
sinx−

1

2
sin 2x. (2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При n = 2 ограничение (2.1) принимает вид

a1 sinx+ a2 sin 2x ≤ x, 0 < x < π.

В точке x = π/2 последнее ограничение принимает вид a1 ≤ π/2, а это влечет оценку
A+

1 (2) ≤ π/2. Для обоснования такой же оценки снизу величины A+
1 (2) воспользуемся поли-

номом f2, определенным в (2.4). Первый коэффициент этого полинома как раз и имеет значе-
ние π/2. Поэтому для обоснования первого равенства в (2.3) осталось показать, что f2 ∈ F2,
т. е. проверить, что разность ϕ(x) = x− f2(x) на отрезке [0, π] неотрицательная. Производная

ϕ′(x) = 1− f ′2(x) = 1−
(π

2
cos x− cos 2x

)

= 2cos x
(

cosx−
π

4

)

функции ϕ на [0, π] обращается в ноль лишь в двух точках: x1 = arccos(π/4) и x2 = π/2; более
того, производная меняет знак в точке x1 с “+” на “−” и в точке x2 с “−” на “+”. Отсюда
заключаем, что функция ϕ на отрезке [0, x1] возрастает от значения ϕ(0) = 0, убывает на
[x1, x2] до значения ϕ(x2) = ϕ(π/2) = 0 и, наконец, возрастает на [x2, π]. Следовательно, на от-
резке [0, π] функция ϕ действительно неотрицательная. Утверждение (2.3) и экстремальность
полинома f2 доказаны. �
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2.3. Поведение величины A
+

1
(n) по n

В этом подразделе мы исследуем поведение величины A+
1 (n) по n при n→ +∞.

Теорема 2. Для величин A+
1 (n) и A−

1 (n) справедливы следующие два утверждения.

1. При любом n ≥ 1 выполняется неравенство A+
1 (n) ≤ 2.

2. Имеет место предельное соотношение lim
n→∞

A+
1 (n) = 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Начнем с первого утверждения теоремы. Функция sinx на от-
резке [0, π] неотрицательная. Умножим неравенство (2.1) для x ∈ [0, π] на функцию sinx и

проинтегрируем по отрезку [0, π]. Учитывая, что
∫ π

0
sinx sin kx dx = 0, k 6= 1, получаем нера-

венство

a1

π
∫

0

sin2 x dx ≤

π
∫

0

x sinx dx. (2.5)

Поскольку
π
∫

0

sin2 x dx =
π

2
,

π
∫

0

x sinx dx = π,

то неравенство (2.5) дает оценку a1 ≤ 2. Первое утверждение теоремы доказано.
Для доказательства второго утверждения рассмотрим конкретную функцию f , которая

для x ∈ [0, π) определена равенством f(x) = x. Разложение этой функции в ряд Фурье по
системе {sin kx}∞k=1 имеет вид

f(x) =

∞
∑

k=1

ak sin kx, где ak = (−1)k−1 2

k
, k ≥ 1;

для дальнейшего важно, что a1 = 2. Сгладим функцию f следующим образом. Используя
параметр δ ∈ (0, π), определим на [0, π] функцию

fδ(x) =

{

x, x ∈ [0, π − δ];

τδ(x), x ∈ [π − δ, π],

где

τδ(x) = −
π

δ2
x2 +

2π2 − 2πδ + δ2

δ2
x−

π(π2 − 2πδ + δ2)

δ2

есть многочлен второй степени. В точке x = π − δ прямая f(x) = x касается параболы τδ,
к тому же ветви параболы направлены вниз. Поэтому всюду на оси имеет место неравенство
τδ(x) ≤ x, x ∈ R. Продолжим функцию fδ нечетно на [−π, 0] и 2π-периодически на всю ось.
Нетрудно понять, что будет выполняться неравенство

fδ(x) ≤ x, x ≥ 0. (2.6)

Функция fδ на отрезке [0, π − δ] совпадает с функцией f(x) = x, а затем гладко переходит
в параболу, пересекающую ось Ox в точке x = π. Функция fδ на отрезке [0, π] непрерывно
дифференцируема и на концах отрезка имеет нулевые значения: fδ(0) = fδ(π) = 0. Поэтому
ряд Фурье этой функции

fδ(x) =
∞
∑

k=1

ak(δ) sin kx, ak(δ) =
2

π

π
∫

0

fδ(x) sin kx dx,
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сходится к ней равномерно на всей оси. Выясним поведение коэффициентов Фурье ak(δ) с уве-
личением k. Воспользовавшись несколько раз формулой интегрировании по частям, получаем

π
∫

0

fδ(x) sin kx dx =
1

k

π
∫

0

f ′δ(x) cos kx dx =
1

k2

π
∫

0

f ′δ(x)d sin kx

=
1

k2

(

f ′δ(x) sin kx

∣

∣

∣

∣

π

0

−

π
∫

0

f ′′δ (x) sin kxdx

)

= −
1

k2

π
∫

0

f ′′δ (x) sin kx dx

= −
1

k2

π
∫

π−δ

f ′′δ (x) sin kx dx = −
2π

k3δ2
(cos kπ − cos k(π − δ)) = (−1)k−1 2π

k3δ2
(1− cos kδ).

Окончательно имеем

ak(δ) =
2

π

π
∫

0

fδ(x) sin kx dx = (−1)k−1 4

k3δ2
(1− cos kδ), k ≥ 1. (2.7)

Видно, что (для фиксированного δ) при k → ∞ для коэффициентов справедливо соотношение
ak(δ) = O

(

k−3
)

; следовательно, существует константа C(δ) > 0 такая, что

|ak(δ)| ≤
C(δ)

k3
, k ≥ 1.

Рассмотрим частичную сумму

Sn(x) = Sn(x; fδ) =
n
∑

k=1

ak(δ) sin kx

ряда Фурье функции fδ. Для разности

fδ(x)− Sn(x) =

∞
∑

k=n+1

ak(δ) sin kx

при x ∈ [0, 2π] справедлива оценка

|fδ(x)− Sn(x)| =

∞
∑

k=n+1

|ak(δ)|| sin kx| ≤

∞
∑

k=n+1

C(δ)

k3
xk ≤ x ǫn, ǫn = ǫn(δ) = C(δ)

∞
∑

k=n+1

1

k2
;

отметим, что ǫn → 0, n→ ∞. Отсюда и из (2.6) для сумм Sn теперь имеем

Sn(x) = fδ(x) + Sn(x)− fδ(x) ≤ fδ(x) + |fδ(x)− Sn(x)| ≤ x+ xǫn = x(1 + ǫn), x ∈ [0, 2π].

Тригонометрический полином

sn(x) =
Sn(x)

1 + ǫn
(2.8)

имеет порядок n и удовлетворяет ограничению sn(x) ≤ x, x ∈ [0, 2π], и потому принадлежит
множеству Fn. Первый коэффициент полинома sn есть a1(δ)/(1 + ǫn). Поэтому при любом
n ≥ 1 справедливы оценки

a1(δ)

1 + ǫn
≤ A+

1 (n) ≤ 2.

Отсюда заключаем, что при любом 0 < δ < π

a1(δ) ≤ lim
n→∞

A+
1 (n) ≤ 2. (2.9)
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В соответствии с формулой (2.7) имеем

a1(δ) = 4
1− cos δ

δ2
→ 2, δ → +0. (2.10)

Из (2.9) и (2.10) следует, что A+
1 (n) → 2, n→ ∞. Второе утверждение также доказано. �

З а м е ч а н и е. При n ≥ 2

A−
1 (n) = −∞. (2.11)

В самом деле, при любом a1 < 0 полином a1 sinx на отрезке [0, π] неположительный, а значит,
принадлежит классу Fn(π). Отсюда следует (2.11).

2.4. Случай 2 ≤ k ≤ n

Теперь мы рассмотрим возможные величины старших коэффициентов многочлена.

Теорема 3. При 2 ≤ k ≤ n справедливы следующие два утверждения:

A+
k (n) = +∞, A−

k (n) = −∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно, что | sin kx| ≤ k sinx, 0 ≤ x ≤ π, при любом k ≥ 2.
Следовательно, при любом a ≥ 0 многочлен

fk(x) = a(k sinx± sin kx)

неотрицательный на [0, π, ]; тем более он удовлетворяет ограничению (2.1). Отсюда следуют
оба утверждения теоремы. �

3. Одностороннее ограничение на отрезке [0, 2π]

3.1. Постановка задачи

Пусть теперь Fn = Fn(2π) есть множество нечетных тригонометрических полиномов ви-
да (1.1), удовлетворяющих условию

n
∑

k=1

ak sin kx ≤ x, 0 ≤ x ≤ 2π. (3.1)

При 1 ≤ k ≤ n рассмотрим наибольшее и наименьшее значения

A+
k (n) = sup{ak(sn) : sn ∈ Fn(2π)}, A−

k (n) = inf{ak(sn) : sn ∈ Fn(2π)} (3.2)

коэффициентов ak = ak(sn) полиномов из класса Fn.

В неравенстве (3.1) заменим x на 2π−x; в результате получим эквивалентное ограничение

−

n
∑

k=1

ak sin kx ≤ (2π − x), 0 ≤ x ≤ 2π. (3.3)

Пусть Gn есть множество нечетных тригонометрических полиномов

σn(x) =

n
∑

k=1

bk sin kx
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порядка (не выше) n с вещественными коэффициентами bk = bk(σn), удовлетворяющих усло-
вию

n
∑

k=1

bk sin kx ≤ (2π − x), 0 ≤ x ≤ 2π. (3.4)

Рассмотрим наибольшее и наименьшее значения

B+
k (n) = sup{bk(σn) : σn ∈ Gn}, B−

k (n) = inf{bk(σn) : σn ∈ Gn} (3.5)

коэффициентов bk = bk(σn) полиномов из класса Gn. Сравнивая ограничения (3.3) и (3.4),
заключаем, что

A−
k (n) = −B+

k (n), A+
k (n) = −B−

k (n), 1 ≤ k ≤ n. (3.6)

Отметим еще, что при фиксированном k величины A+
k (n) и B+

k (n) по n не убывают, а A−
k (n)

и B−
k (n) не возрастают. Это наблюдение пригодится нам в дальнейшем доказательстве.
В данном разделе будут приведены конструктивные оценки величин (3.2); как и в разд. 2

наиболее полно они будут изучены при k = 1.

3.2. Случай k = 1, n = 2

При n = 2, k = 1 обе величины (3.2) нетрудно вычислить точно.

Теорема 4. При n = 2, k = 1 величины (3.2) имеют следующие значения:

A+
1 (2) =

π

2
, A−

1 (2) = −
3π

2
. (3.7)

Наибольшее и наименьшее значения первого коэффициента имеют соответственно полино-

мы

f2(x) =
π

2
sinx−

1

2
sin 2x, g2(x) = −

3π

2
sinx−

1

2
sin 2x. (3.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При n = 2 ограничение (3.1) принимает вид

a1 sinx+ a2 sin 2x ≤ x, 0 ≤ x ≤ 2π. (3.9)

В точке x = π/2 это ограничение дает оценку a1 ≤ π/2. А это влечет оценку A+
1 (2) ≤ π/2.

Для обоснования такой же оценки снизу воспользуемся полиномом f2, определенным в (3.8).
Первый коэффициент этого полинома как раз и имеет значение π/2. Поэтому для обосно-
вания первого равенства в (3.7) осталось показать, что f2 ∈ F2, т. е. проверить неравенство
f2(x) ≤ x, 0 ≤ x ≤ 2π. На отрезке [π, 2π] это неравенство очевидно. Выше (в доказательстве
теоремы 1) было установлено, что оно выполняется и на отрезке [0, π]. Тем самым доказаны
первое утверждение (3.7) и экстремальность полинома f2.

Оценим теперь коэффициент a1 при ограничении (3.9) снизу. Для этого положим x = 3π/2
в (3.9); в результате получаем оценку a1 ≥ −3π/2. Именно такое значение имеет первый
коэффициент полинома g2, определенного в (3.8). Поэтому для обоснования второго утвер-
ждения теоремы осталось проверить, что полином g2 удовлетворяет ограничению g2(x) ≤ x,
0 ≤ x ≤ 2π, т. е. разность ψ(x) = x− g2(x) неотрицательная на отрезке [0, 2π]. Имеем

ψ′(x) = 1− g′2(x) = 1 +
3π

2
cos x+ cos 2x = 2cos x

(

cosx+
3π

4

)

.

Эта функция на [0, 2π] обращается в ноль лишь в двух точках x1 = π/2 и x2 = 3π/2; причем
в первой точке она меняет знак с “+” на “−”, а во второй — с “−” на “+”. Отсюда заключаем,
что функция ψ на отрезке [0, π/2] растет от значения ψ(0) = 0, на отрезке [π/2, 3π/2] убыва-
ет до значения ψ(3π/2) = 0 и, наконец, возрастает на отрезке [3π/2, 2π]. Следовательно, на
отрезке [0, 2π] функция ψ неотрицательная. Тем самым доказаны второе утверждение (3.7) и
экстремальность полинома g2. �
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3.3. Случай k = 1, n > 2

В этом подразделе мы исследуем поведение величин A+
1 (n) и A−

1 (n) по n.

Теорема 5. Для величины A+
1 (n) справедливы следующие два утверждения.

1. При любом n ≥ 1 выполняется неравенство A+
1 (n) ≤ 2.

2. Имеет место предельное соотношение lim
n→∞

A+
1 (n) = 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение данной теоремы является следствием пер-
вого утверждения теоремы 2, поскольку Fn(2π) ⊂ Fn(π). Второе утверждение теоремы 5 в свою
очередь следует из второго утверждения теоремы 2, поскольку полиномы (2.8), построенные
в доказательстве теоремы 2, принадлежат множеству Fn(2π). Теорема 5 доказана.

Относительно величины B+
1 (n), определенной в (3.5), справедливо такое утверждение.

Теорема 6. Для величины B+
1 (n) имеют место следующие два утверждения.

1. При любом n ≥ 1 выполняется неравенство B+
1 (n) ≤ 6.

2. Имеет место предельное соотношение lim
n→∞

B+
1 (n) = 6.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножим левую и правую часть неравенства (3.4) на sinx и
проинтегрируем по отрезку [0, π]; это дает оценку

b1

π
∫

0

sin2 x dx ≤

π
∫

0

(2π − x) sinx dx,

которая после вычисления интегралов принимает вид b1 ≤ 6. Первое утверждение теоремы 6
доказано.

Второе утверждение доказывается по той же схеме, по которой было обосновано соответ-
ствующее утверждение теоремы 2. При 0 < δ < π/2 рассмотрим на отрезке [0, π] вспомога-
тельную функцию

gδ(x) =























2π − x, x ∈ [δ, π − δ];

−
2π

δ2
x2 +

4π − δ

δ
x, x ∈ [0, δ];

−
π

δ2
x2 +

2π2 − 2πδ − δ2

δ2
x−

π(π2 − 2πδ − δ2)

δ2
, x ∈ [π − δ, π].

Эта функция на отрезке [δ, π − δ] совпадает с функцией 2π − x, а на отрезках [0, δ] и [π − δ, π]
гладко переходит в параболы, пересекающие ось Ox в точках (0, 0) и (π, 0). Из соображений
выпуклости следует, что fδ(x) ≤ 2π− x, x ∈ [0, π]. Продолжим функцию gδ нечетно на [−π, 0]
и 2π-периодически на всю ось. Нетрудно понять, что имеет место оценка

gδ(x) ≤ 2π − x, x ∈ [0, 2π]. (3.10)

Ряд Фурье функции gδ имеет вид

gδ(x) =

∞
∑

k=1

bk(δ) sin kx, bk(δ) =
2

π

π
∫

0

fδ(x) sin kx dx;

он сходится к gδ равномерно на всей оси. Исследуем поведение коэффициентов Фурье bk с
ростом k. Воспользовавшись несколько раз теоремой об интегрировании по частям, получаем

π
∫

0

gδ(x) sin kx dx = −
1

k

π
∫

0

gδ(x) d cos kx = −
1

k

(

gδ(x) cos kx

∣

∣

∣

∣

π

0

−

π
∫

0

g′δ(x) cos kx dx

)
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=
1

k2

(

π
∫

0

g′δ(x) d sin kx

)

=
1

k2

(

g′δ(x) sin kx

∣

∣

∣

∣

π

0

−

π
∫

0

g′′δ (x) sin kx dx

)

=
2π

k3δ2

(

2(1 − cos kδ) + (−1)k−1(1− cos kδ)
)

.

Окончательно имеем

bk(δ) =
4

k3δ2

(

2(1− cos kδ) + (−1)k−1(1− cos kδ)
)

. (3.11)

Видно, что bk(δ) = O
(

k−3
)

, k → ∞, а следовательно, существует константа C(δ) > 0 такая,
что

|bk(δ)| ≤ C(δ)k−3, k ≥ 1.

Рассмотрим частичную сумму

Sn(x) =

n
∑

k=1

bk(δ) sin kx

ряда Фурье функции gδ. Имеем

|gδ(x)− Sn(x)| ≤

∞
∑

k=n+1

|bk(δ)|| sin kx| ≤

∞
∑

k=n+1

|bk(δ)|| sin k(2π − x)|

≤ |2π − x|
∞
∑

k=n+1

k|bk(δ)| ≤ |2π − x| ǫn, ǫn = C(δ)
∞
∑

k=n+1

1

k2
.

Отсюда и из (3.10) для сумм Sn получаем оценки

Sn(x) = gδ(x) + Sn(x)− gδ(x) ≤ gδ(x) + |gδ(x)− Sn(x)| ≤ (2π − x)(1 + ǫn), x ∈ [0, 2π].

Следовательно, полином

σn(x) =
Sn(x)

1 + ǫn

удовлетворяет ограничению σn(x) ≤ 2π − x, x ∈ [0, 2π], т. е. принадлежит множеству Gn. Его
первый коэффициент есть b1(δ)/(1 + ǫn). Поэтому справедливы неравенства

b1(δ)

1 + ǫn
≤ B1(n) ≤ 6.

При n→ ∞ получаем отсюда оценки

b1(δ) ≤ lim
n→∞

B1(n) ≤ 6. (3.12)

Согласно (3.11)

b1(δ) =
12

δ2
(1− cos δ).

Этот коэффициент обладает свойством b1(δ) → 6, δ → +0. Поэтому из (3.12) следует второе
утверждение теоремы. �

В силу соотношений (3.6) теорему 6 можно сформулировать в следующей эквивалентной
форме.

Теорема 7. Для величины A−
1 (n) имеют место следующие два утверждения.

1. При любом n ≥ 1 выполняется неравенство A−
1 (n) ≥ −6.

2. Имеет место предельное соотношение lim
n→∞

A−
1 (n) = −6.
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3.4. Оценки старших коэффициентов

Следующая теорема содержит неточные, однако, информативные оценки старших коэф-
фициентов полиномов класса Fn(2π).

Теорема 8. При 1 ≤ k ≤ n для величин (3.2) имеют место следующие неравенства:

A−
k (n) ≤ A+

k (n),

A−
k (n) ≥ −2π −

2

k
,

A+
k (n) ≤ 2π −

2

k
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Домножим неравенство (1.3) на функцию 1± sin kx и проинте-
грируем по отрезку [0, 2π]:

n
∑

ν=1

aν

2π
∫

0

sin νx (1± sin kx) dx ≤

2π
∫

0

x (1± sin kx) dx.

После вычисления интегралов и деления на число π это неравенство принимает вид

±ak ≤ 2π ∓
2

k
.

Таким образом, для коэффициента ak справедливы оценки

−2π −
2

k
≤ ak ≤ 2π −

2

k
,

которые влекут утверждения теоремы. Теорема 8 доказана. �

Автор признателен В.В.Арестову за постановку задачи и полезные обсуждения результа-
тов.
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О ПОРЯДКЕ РАВНОМЕРНОЙ СХОДИМОСТИ ЧАСТНЫХ КУБИЧЕСКИХ

СУММ КРАТНЫХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ РЯДОВ ФУРЬЕ

НА КЛАССАХ ФУНКЦИЙ H l
1,m[ω]

Н.А. Ильясов

Приведено решение задачи о точном порядке уклонения в равномерной метрике частных кубических

сумм кратных тригонометрических рядов Фурье на классах функций с заданной мажорантой полного

модуля гладкости l-го порядка в L1(Tm), где l ∈ N, m ≥ 1.

Ключевые слова: кратный тригонометрический ряд Фурье, частные кубические суммы, порядок рав-

номерной сходимости, полный модуль гладкости, точный порядок уклонения в равномерной метрике.

N. A. Il’yasov. On the order of the uniform convergence of partial cubic sums of multiple trigonometric Fourier

series on the function classes Hl
1,m[ω].

A solution of the problem on the exact order of deviation in the uniform metric of partial cubic sums of

multiple trigonometric Fourier series on classes of functions with a given majorant for the total modulus of

smoothness of the lth order in L1(Tm) is presented, where l ∈ N, m ≥ 1.

Keywords: multiple trigonometric Fourier series, partial cubic sums, order of uniform convergence, total

modulus of smoothness, exact order of deviation in the uniform metric.

Введение

Пусть R
m — m-мерное евклидово пространство точек x = (x1, . . . , xm) с нормой |x| =

(

x21 + · · ·+ x2m
)1/2

, m ≥ 1, Tm = (−π, π]m ; Lp (T
m), 1 ≤ p < ∞, — пространство всех изме-

римых 2π-периодических по каждой переменной xi, i = 1,m, функций f(x) = f (x1, . . . , xm) с

конечной Lp (T
m)-нормой ‖f‖p,m =

(

π−m

∫

Tm

|f(x)|p dx

)1/p

; L∞ (Tm) ≡ C (Tm) — простран-

ство всех непрерывных 2π-периодических по каждой переменной функций с равномерной
нормой ‖f‖∞,m = max {|f(x)| : x ∈ T

m} ; En,...,n(f)p,m — полное наилучшее в метрике Lp(T
m)

приближение функции f тригонометрическими полиномами порядка не выше n, n ∈ Z+, по
каждой переменной xi, i = 1,m; ωl (f ; δ)p,m — полный модуль гладкости l-го порядка функ-

ции f ∈ Lp (T
m), l ∈ N : ωl (f ; δ)p,m = sup

{
∥

∥∆l
hf (·)

∥

∥

p,m
: h ∈ R

m, |h| ≤ δ
}

, где ∆l
hf(x) =

∑l
ν=0(−1)l−νCν

l f(x+νh), C
ν
l = l!/ν!(l−ν)!, ν = 0, l; Sn1,...,nm(f ;x) = Sn1,...,nm (f ; x1, . . . , xm) —

частная сумма порядка ni ∈ Z+ по переменной xi
(

i = 1,m
)

тригонометрического ряда Фурье
функции f ∈ Lp (T

m) ; Ωl (0, d] — класс функций ω = ω(δ), определенных на (0, d] , d = πm1/2,
и удовлетворяющих условиям: 0 < ω(δ) ↓ 0 (δ ↓ 0) и δ−lω(δ) ↓ (δ ↑) ; M0 — класс всех последо-
вательностей ε = {εn}

∞
n=1 ⊂ R таких, что 0 < εn ↓ 0 при n ↑ ∞.

Для заданных чисел l ∈ N, 1 ≤ p <∞ и функции ω ∈ Ωl (0, d] обозначим

H l
p,m [ω] =

{

f ∈ Lp (T
m) : ωl (f ; δ)p,m ≤ ω(δ), δ ∈ (0, d]

}

.

Автором в [1, теорема 2] приведено решение задачи о точном порядке уклонения в рав-
номерной метрике частных кубических сумм кратных тригонометрических рядов Фурье на
классах H l

p,m [ω] в случае 1 < p < ∞, m ≥ 1 и l > m/p. В настоящей работе указанный
результат дополнен рассмотрением случая p = 1, потребовавшего (в силу специфики про-
странства L1 (T

m)) привлечения иных идей и конструкций (см. ниже разд. 1, доказательство
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теоремы 1 при p = 1, и разд. 2, доказательство теоремы 2 при p = 1). Кроме того, в этой
работе для случая m = l = 1 приведен краткий обзор с комментариями некоторых ранее
установленных результатов, о которых автору стало известно после публикации [1], а также
представлены примеры функций, подтверждающие невозможность ослабления условия на мо-
дуль непрерывности функций из Lp(T), p ≥ 1, гарантирующего равномерную сходимость их
рядов Фурье (см. ниже разд. 3).

Напомним некоторые известные определения, которые нам понадобятся в дальнейшем.
Функции f и g называются эквивалентными (обозначение: f ∼ g), если они совпадают по-
чти всюду в смысле m-мерной меры Лебега. Функция f называется существенно непрерывной

на T
m, если она эквивалентна некоторой функции g ∈ C (Tm); в противном случае функция f

называется существенно разрывной на T
m. Функция f называется существенно ограниченной

на T
m, если она эквивалентна некоторой ограниченной функции; в противном случае функ-

ция f называется существенно неограниченной на T
m. Поскольку всякая существенно непре-

рывная на T
m функция является существенно ограниченной, то ясно, что всякая существенно

неограниченная на T
m функция является существенно разрывной.

Для полноты и удобства изложения формулировки утверждений и комментарии к ним
приводятся для случая 1 ≤ p <∞.

Теорема 1. Пусть 1 ≤ p <∞, m ≥ 1, f ∈ Lp (T
m) , l ∈ N, l > m/p и сходится ряд

∞
∑

n=1

nm/p−1ωl

(

f ;
d

n

)

p,m
<∞ (1)

либо (эквивалентный в смысле сходимости при l > m/p) ряд

∞
∑

n=1

nm/p−1En−1,...,n−1(f)p,m <∞; (2)

тогда f эквивалентна некоторой функции ψ ∈ C (Tm) и справедливы оценки

‖ψ (·)− Sn,...,n(f ; ·)‖∞,m ≤ C1(p,m)
{

nm/pEn−1,...,n−1(f)p,m +
∞
∑

ν=n+1

νm/p−1Eν−1,...,ν−1(f)p,m

}

≤ C2(l, p,m)

∞
∑

ν=n+1

νm/p−1ωl

(

f ;
d

ν

)

p,m
, n ∈ N. (3)

З а м е ч а н и е 1. Теорема 1 фактически утверждает, что при выполнении условия (1)
либо условия (2) m-кратный ряд Фурье функции f ∈ Lp (T

m) равномерно сходится по кубам
к функции ψ ∈ C (Tm) : ‖Sn,...,n (f ; ·)− ψ (·)‖∞,m = o(1) (n → ∞), причем оценки скорости
сходимости даются неравенствами (3).

З а м е ч а н и е 2. Теорема 1 в случае m = 1 доказана автором в [2, § 1]. Доказательство
теоремы 1 в случае p > 1 и m ≥ 1 приведено в [1, § 2] и основывается по существу на двух
известных результатах: ‖f (·)− Sn,...,n (f ; ·)‖p,m → 0 при n → ∞ и ‖f (·)− Sn,...,n (f ; ·)‖p,m ≤

C3(p,m)En,...,n(f)p,m, n ∈ N, для любой функции f ∈ Lp (T
m), где 1 < p < ∞. Приведенное

ниже в разд. 1 доказательство теоремы 1 в случае p = 1, m ≥ 1 отличается от доказательства
в [2, § 1] при p = m = 1 (см. ниже разд. 1, замечание 6).

З а м е ч а н и е 3. В случае l = m = 1 и 1 < p < ∞ утверждение, согласно которому
если f ∈ Lp(T) и имеет место (1), то f ∼ ψ ∈ C(T) и ‖ψ (·)− Sn (f ; ·)‖∞,1 = o(1) (n → ∞),
было впервые отмечено П.Л.Ульяновым [3, § 4, теорема 5] как следствие неравенства разных
метрик для наилучших приближений А.А.Конюшкова — С.Б.Стечкина [4, § 1, теорема 2,
неравенство (1.8)] и одной теоремы К.Яно [5, с. 73] (см. разд. 3, п. 1) ). Справедливость им-
пликации (1) =⇒ f ∼ ψ ∈ C(T) другим методом ранее установлена Я.Л. Геронимусом [6, § 1,
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теорема 1]. Распространение сформулированного утверждения на многомерный случай приве-
дено в заметке Н.Т.Темиргалиева [7] с помощью m-мерного аналога указанного неравенства
А.А.Конюшкова — С.Б.Стечкина (см. [7]) и соответствующего результата Л.В.Жижиашвили
[8, теорема 6], а именно: если f ∈ Lp(T

m), l = 1 > m/p и выполняется (1), то f ∼ ψ ∈ C(Tm)
и ‖ψ (·)− Sn1,...,nm (f ; ·)‖∞,m = o(1) (ni → ∞, i = 1,m).

З а м е ч а н и е 4. 1) Условие l > m/p (l ∈ N, 1 ≤ p <∞, m ≥ 1) в теореме 1 необходимо
для сходимости ряда (1) для каждой функции f ∈ Lp (T

m) с ωl (f ; δ)p,m 6≡ 0, поскольку в

противном случае в силу известного свойства ωl (f ; δ)p,m ≥ (2d)−lωl (f ; d)p,m δ
l, δ ∈ (0, d] ,

ряд (1) заведомо расходится. Если же ряд (1) сходится при l ≤ m/p для некоторой функции
f ∈ Lp (T

m), то ωl (f ; δ)p,m = o
(

δm/p
)

= o
(

δl
)

(δ → 0) и, следовательно, ωl (f ; δ)p,m ≡ 0, так

как в противном случае δl = O(ωl(f ; δ)p,m) = o(δl)(δ → 0), что, очевидно, не представляется
возможным. Далее, при выполнении соотношения ωl(f ; δ)p,m ≡ 0 имеем ω1(f ; δ)p,m ≡ 0, откуда
следует (см., например, [9, т. 1, гл. 2, п. 3; 10, гл. 5, п. 92], случай m = 1), что f эквивалентна
постоянной.

2) В случае l ≤ m/p (1 ≤ p <∞, m ≥ 1) даже наибольший порядок убывания модуля
гладкости ωl (f ; δ)p,m = O

(

δl
)

(δ → 0) функции f ∈ Lp (T
m) не гарантирует ее эквивалент-

ность некоторой непрерывной функции и, тем более, равномерную сходимость ее ряда Фурье,
поскольку среди таких функций имеются как существенно разрывные, так и существенно
неограниченные на T

m (см., например, [3, § 4, замечание 6; 11, § 5; 12, гл. 5, § 6.3 и § 6.9; 13,
§ 2, замечания после теорем 1 и 1′; 2, замечание 3; 1, § 1, замечание 4]).

Теорема 2. Пусть 1 ≤ p <∞, m ≥ 1, l ∈ N, l > m/p, ω ∈ Ωl (0, d] и

∞
∑

n=1

nm/p−1ω
(d

n

)

<∞; (4)

тогда

sup
{

‖ψ (·)− Sn,...,n (f ; ·)‖∞,m : f ∈ H l
p,m [ω]

}

≍

∞
∑

ν=n+1

νm/p−1ω
(d

ν

)

, n ∈ N, (5)

где ψ обозначает соответствующую функцию из C(Tm), эквивалентную f ∈ H l
p,m[ω], суще-

ствование которой обеспечивается условием (4) в силу теоремы 1.

Отношение αn ≍ βn означает порядковое равенство величин αn и βn, т. е. существуют такие
постоянные 0 < C4 ≤ C5, зависящие лишь от указанных параметров p,m и l, что C4βn ≤ αn ≤

C5βn.

З а м е ч а н и е 5. 1) Условие сходимости ряда в (4) необходимо и достаточно для того,

чтобы каждая функция f ∈ Lp(T
m) с ωl (f ; δ)p,m = O (ω(δ)) , δ ∈ (0, d], обладала следующими

равносильными свойствами:

(а) f эквивалентна некоторой функции ψ ∈ C(Tm);
(б) частные кубические суммы ряда Фурье f равномерно сходятся к ψ на T

m.

Достаточность непосредственно следует из утверждения теоремы 1, а необходимость явля-
ется следствием п. 2) леммы 3 [1, § 3] в случае p > 1, п. 2) леммы 4 в разд. 2 настоящей работы
в случае p = 1 (см. замечание 9 в разд. 2) и основывается, по существу, на следующем суж-
дении, впервые отмеченном П.Л.Ульяновым в [3, § 4, теорема 5, замечание 5] при m = l = 1,
p > 1: если ряд в (4) расходится для некоторой функции ω ∈ Ωl(0, d], то имеются существенно
неограниченные на T

m функции F (·; p;m;ω) ∈ Lp(T
m) с ωl(F ; δ)p,m = O (ω(δ)) , δ ∈ (0, d], и

потому их ряды Фурье заведомо не являются равномерно сходящимися на T
m.

2) Утверждение 1) данного замечания в несколько иной формулировке доказано П.Л.Уль-
яновым [3, § 4, теорема 5] (см. также [11, § 1 и § 2, теорема 1]) при l = m = 1 < p < ∞,



164 Н.А.Ильясов

Н.Т.Темиргалиевым [7] (см. также [13]) при l = 1 ≤ m < p < ∞. Оно остается в силе и в
случае l = 1 ≤ p ≤ m, однако является малосодержательным: если выполнено условие (4), то
в силу (1) имеем (см. п. 1) замечания 4 ) ω1(f ; δ)p,m = o(δ) (δ → 0) и потому ω1 (f ; δ)p,m ≡ 0,
откуда следует, что f эквивалентна постоянной. Для получения содержательных утверждений
в случае 1 ≤ p ≤ m нужно вместо модулей непрерывности функций (случай l = 1) привлекать
модули гладкости порядка l > m/p (см. п. 1) замечания 4). В связи с последним замечанием
следует отметить статью Н.Т.Темиргалиева [14], в которой приведено доказательство утвер-
ждения 1) относительно свойства (а) в случае l = m+ 1 и 1 ≤ p ≤ m (=⇒ l > m/p).

Отметим также, что в указанных работах [3;7;11;13] в качестве мажоранты модуля непре-
рывности ω1(f ; δ)p,m функции f ∈ Lp(T

m) рассматривается функция ω(δ), называемая мо-

дулем непрерывности, т. е. всякая непрерывная неубывающая на отрезке [0, 1] функция с
ω(0) = 0 и ω (δ + η) ≤ ω(δ) + ω(η) при 0 ≤ δ ≤ δ + η ≤ 1.

3) Утверждение 1) остается в силе, если вместо модуля гладкости функции рассматривать
последовательность ее наилучших приближений, а именно: пусть 1 ≤ p <∞, m ≥ 1, ε ∈M0;

условие
∑∞

n=1 n
m/p−1εn < ∞ необходимо и достаточно для того, чтобы каждая функция

f ∈ Lp(T
m) с En−1,...,n−1(f)p,m = O(εn), n ∈ N, обладала равносильными свойствами (а) и (б).

Достаточность следует из утверждения теоремы 1, а необходимость является следствием
п. 2 леммы 1 [1, § 3] в случае p > 1 и п. 2 леммы 2 в разд. 2 настоящей работы в случае p = 1
(см. замечание 7 в разд. 2).

Отметим, что сформулированное в этом пункте утверждение относительно свойства (а)
хорошо известно: достаточность следует из соответствующих результатов [4, § 1, теорема 2;
15, теорема 6.4.1] в случае m = 1 и [7; 16] в случае m > 1, а необходимость установлена в
[17, § 3, теорема 4] (см. также [3, § 4, доказательство теоремы 5; 18, п. 2) леммы 5]) при m = 1,
[16] (см. также [7; 14, § 3; 19, п. 2 леммы 5 и замечание после леммы 5]) при m > 1.

1. Доказательство теоремы 1 в случае p = 1

Прежде всего отметим, что эквивалентность рядов (1) и (2) при l > m/p непосредственно
следует из неравенств (1 ≤ p ≤ ∞, m ≥ 1, n ∈ N)

C−1
6 (l,m)En−1,...,n−1(f)p,m ≤ ωl

(

f ;
d

n

)

p,m
≤ C7(l,m)n−l

n
∑

ν=1

νl−1Eν−1,...,ν−1(f)p,m, (6)

левое из которых представляет собой Lp(T
m)-аналог неравенства Джексона — Стечкина (см.,

например, [15, п. 5.3.1, неравенство (1)], а правое доказывается по известной схеме [20, § 5,
теорема 8; 15, п. 6.1.1].

Утверждение об эквивалентности рядов подобного типа хорошо известно, и, в случаеm = 1,
впервые встречается в работе С.Б.Стечкина [21, теорема 1] (см. также [22, § 2, п. 2.6; 4, § 3,
теорема 12 при γ = 0, β = 1]).

Ниже приводится доказательство теоремы 1 в случае p = 1, при этом, по существу, ис-
пользуется утверждение этой теоремы для случая p > 1. Автор не исключает возможность
доказательства теоремы 1 в случае p = 1 другим способом, но акцентирует внимание на при-
веденном, поскольку оно позволяет получить требуемый результат при p = 1 с помощью уже
доказанного при p > 1.

Нам понадобится также частный случай m-мерного аналога неравенства разных метрик
для наилучших приближений А.А.Конюшкова — С.Б.Стечкина (см. [4, § 1, теорема 2, нера-
венство (1.8)], случай m = 1; [7], случай m ≥ 1): пусть 1 < p < ∞, m ≥ 1, f ∈ L1(T

m)
и

∞
∑

n=1

nm(1−1/p)−1En−1,...,n−1(f)1,m <∞; (7)
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тогда f ∈ Lp(T
m) и имеет место неравенство

En−1,...,n−1(f)p,m

≤ C8(p,m)

{

nm(1−1/p)En−1,...,n−1(f)1,m +

∞
∑

ν=n+1

νm(1−1/p)−1Eν−1,...,ν−1(f)1,m

}

, n ∈ N. (8)

Теперь приступим к доказательству теоремы 1 в случае p = 1. Пусть f ∈ L1(T
m) и

∑∞
n=1 n

m−1En−1,...,n−1(f)1,m < ∞; тогда
∑∞

n=1 n
m(1−1/p)−1En−1,...,n−1(f)1,m < ∞ при любом

p ∈ (1,∞), т. е. сходится ряд (7), и, следовательно, f ∈ Lp(T
m). Далее, применяя неравен-

ство (8), получаем
∞
∑

n=1

nm/p−1En−1,...,n−1(f)p,m

≤ C8(p,m)

{ ∞
∑

n=1

nm−1En−1,...,n−1(f)1,m +
∞
∑

n=1

nm/p−1
∞
∑

ν=n+1

νm(1−1/p)−1Eν−1,...,ν−1(f)1,m

}

= C8(p,m)

{ ∞
∑

n=1

nm−1En−1,...,n−1(f)1,m +

∞
∑

ν=1

νm(1−1/p)−1Eν−1,...,ν−1(f)1,m

ν
∑

n=1

nm/p−1

}

≤ C8(p,m)
(

1 +C9

(m

p

))

∞
∑

n=1

nm−1En−1,...,n−1(f)1,m,

где C9(m/p) = {1 при m/p ≥ 1; (m/p)−1 при m/p ≤ 1}.

Отсюда в силу утверждения теоремы 1 для случая p > 1 следует, что f эквивалентна
некоторой функции ψ ∈ C(Tm) и справедлива оценка (применяем неравенство (8))

‖ψ (·)− Sn,...,n (f ; ·)‖∞,m

≤ C1(p,m)

{

nm/pEn−1,...,n−1(f)p,m +
∞
∑

ν=n+1

νm/p−1Eν−1,...,ν−1(f)p,m

}

≤ C1(p,m)C8(p,m)

{

nmEn−1,...,n−1(f)1,m + nm/p
∞
∑

ν=n+1

νm(1−1/p)−1Eν−1,...,ν−1(f)1,m

+

∞
∑

ν=n+1

νm/p−1+m(1−1/p)Eν−1,...,ν−1(f)1,m +

∞
∑

ν=n+1

νm/p−1
∞
∑

µ=ν+1

µm(1−1/p)−1Eµ−1,...,µ−1(f)1,m

}

≤ C1(p,m)C8(p,m)

{

nmEn−1,...,n−1(f)1,m +

∞
∑

ν=n+1

νm/p+m(1−1/p)−1Eν−1,...,ν−1(f)1,m

+

∞
∑

ν=n+1

νm−1Eν−1,...,ν−1(f)1,m +

∞
∑

µ=n+1

µm(1−1/p)−1Eµ−1,...,µ−1(f)1,m

µ
∑

ν=n+1

νm/p−1

}

≤ C1(p,m)C8(p,m)

{

nmEn−1,...,n−1(f)1,m +
(

2 + C9

(m

p

))

∞
∑

ν=n+1

νm−1Eν−1,...,ν−1(f)1,m

}

.

Таким образом, левая оценка в (3) для случая p = 1 доказана с постоянной C1(p,m) ×
C8(p,m) (2 + C9(m/p)), где p — любое число из промежутка (1,∞). Отметим, что поскольку
число p ∈ (1,∞) в приведенных выше рассуждениях использовалось в качестве свободного
параметра, то его можно исключить из рассмотрения, предварительно положив, например,
p = 2.
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Правая оценка в (3) в случае p = 1 доказывается аналогично случаю p > 1 (см. [1, до-
казательство теоремы 1 в § 2]). В силу левого неравенства в (6) и известных свойств модуля
гладкости: ωl(f ; δ1)1,m ≤ ωl(f ; δ2)1,m и δ−l

2 ωl(f ; δ2)1,m ≤ 2lδ−l
1 ωl(f ; δ1)1,m при 0 < δ1 < δ2 <∞ —

имеем

‖ψ (·)− Sn,...,n (f ; ·)‖∞,m ≤ C10(m)C6(l,m)

{

nmωl

(

f ;
d

n

)

1,m
+

∞
∑

ν=n+1

νm−1ωl

(

f ;
d

ν

)

1,m

}

≤ C10(m)C6(l,m)C11(l,m)
∞
∑

ν=n+1

νm−1ωl

(

f ;
d

ν

)

1,m
,

где C10(m) = C1(1,m), C11(l,m) = 2lm(2m − 1)−1 + 1.

Теорема 1 в случае p = 1 доказана. �

З а м е ч а н и е 6. В случае m = p = 1 утверждение теоремы 1 получается совсем про-
сто в силу известных неравенств |an(f)| , |bn(f)| ≤ En−1(f)1,1, n ∈ N, где an(f), bn(f) —
коэффициенты Фурье функции f ∈ L1(T) (см. [2, доказательство теоремы 1 в § 1]):

∞
∑

n=1

(|an(f)|+ |bn(f)|) ≤ 2
∞
∑

n=1

En−1(f)1,1 ≤ 2C6(l, 1)
∞
∑

n=1

ωl

(

f ;
π

n

)

1,1
<∞,

откуда следует, что ряд Фурье f сходится абсолютно и равномерно к некоторой функции
ψ ∈ C(T), функция f эквивалентна ψ и справедлива оценка

‖ψ (·)− Sn(f ; ·)‖∞,1 ≤ 2
∞
∑

ν=n+1

Eν−1(f)1,1 ≤ 2C6(l, 1)
∞
∑

ν=n+1

ωl

(

f ;
π

ν

)

1,1
, n ∈ Z+.

2. Доказательство теоремы 2 в случае p = 1

Нам понадобится ряд вспомогательных результатов.

Лемма 1. Пусть ε = {εn} ∈M0, m ∈ N, k ∈ N, ∆εn = εn − εn+1; последовательность

an(m; ε) =

∞
∑

ν=n

(

1−
n

ν + 1

)

(ν + 1)m−1 ∆εν , n = 1, 2, . . . ,

обладает следующими свойствами:
1) 0 < an(m; ε) ↓ (n ↑) , при этом an(1; ε) → 0 (n→ ∞) и an(m; ε) → 0 (n→ ∞) в случае

m > 1 при условии сходимости ряда
∑∞

n=1 n
m−1εn <∞;

2) an(m; ε) ≤
∑∞

ν=n (ν + 1)m−1 ∆εν , в частности an(1; ε) ≤ εn;

3) ∆an(m; ε) = an(m; ε) − an+1(m; ε) =
∑∞

ν=n (ν + 1)m−2 ∆εν , ∆an(m; ε) ≤ (n + 1)−1εn при

m = 1,∆an(m; ε) = εn при m = 2 и ∆an(m; ε) ≥ (n+ 1)m−2εn при m > 2;

4) ∆2an(m; ε) = ∆an(m; ε)−∆an+1(m; ε) = (n+ 1)m−2∆εn;

5) an(m; ε) + n∆an(m; ε) =
∑∞

ν=n (ν + 1)m−1 ∆εν , причем an(1; ε) + n∆an(1; ε) = εn и

an(m; ε) + n∆an(m; ε) ≥ (n+ 1)m−1εn при m > 1;

6)
(

m 2m−1
)−1 ∑∞

n=1 an(m; ε) ≤
∑∞

n=1 n
m−1εn ≤ 2

∑∞
n=1 an(m; ε);

7)
∑∞

ν=n+1 ν
m−1εν ≤ 2

∑∞
ν=n+1 aν(m; ε) + nan+1(m; ε);

8) n−k
∑n

ν=1 ν
k+m−1εν ≤ (k + 2)n−k

∑n
ν=1 ν

kaν(m; ε).

Лемма 1 в случае m = 1 доказана в [23, лемма 1 при p = 1] (формулировка приведена
также в [18, лемма 2]), а в случае m ≥ 1 доказательство приведено в [19, лемма 4]. Отметим,
что последовательность {an(m; ε)} при m = 1 ранее рассматривалась В.Э. Гейтом [24, § 2; 25,
§ 2, п. 2]; там же отмечены свойства 1)–5) этой последовательности {an(1; ε)} .
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Лемма 2. Пусть m ≥ 1, ε ∈M0; существует функция G(x;m; ε) ∈ L1(T
m) такая, что:

1) En−1,...,n−1(G)1,m ≤ εn, n ∈ N;

2) G ∈ C(Tm) ⇐⇒
∑∞

n=1 n
m−1εn <∞, при этом

2−m
∑∞

n=1 n
m−1εn < G((0, . . . , 0);m; ε) = ‖G(·;m; ε)‖∞,m ≤ m

∑∞
n=1 n

m−1εn;
3) если ряд в правой части 2) сходится, то
∑∞

ν=n+1 ν
m−1εν ≤ 2m ‖G(· ; m; ε) − Sn,...,n(G; ·)‖∞,m + 2m−1nmεn+1, n ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим (см., например, [24, § 2, п. 1; 25, § 2, п. 2] при m = 1,
[19, лемма 5] при m ≥ 1)

G(x;m; ε) = G((x1, . . . , xm);m; ε) =

∞
∑

n=1

∆εn

m
∏

i=1

Fn(xi), x = (x1, . . . , xm) ∈ T
m,

где Fn(y) = 1/2 +
∑n

ν=1(1 − ν/(n + 1)) cos νy — ядро Фейера порядка (n + 1) ∈ N (F0(y) =
1/2), y ∈ T. В силу известного равенства (см., например, [26, гл. 1, § 47, формула (47.10)])
‖Fn (·)‖1,1 = 1 имеем

∥

∥G(· ;m; ε)
∥

∥

1,m
≤

∞
∑

n=1

∆εn

∥

∥

∥

m
∏

i=1

Fn(xi)
∥

∥

∥

1,m
=

∞
∑

n=1

∆εn

m
∏

i=1

‖Fn(xi)‖1,1 =

∞
∑

n=1

∆εn = ε1,

откуда следует, что G ∈ L1(T
m). Далее, так как Fn−1(y) — полином порядка (n− 1) ∈ Z+, то

En−1,...,n−1(G)1,m ≤
∥

∥

∥

∞
∑

ν=n

∆εν

m
∏

i=1

Fν(xi)
∥

∥

∥

1,m
≤

∞
∑

ν=n

∆εν

∥

∥

∥

m
∏

i=1

Fν(xi)
∥

∥

∥

1,m
=

∞
∑

ν=n

∆εν = εn, n ∈ N,

т. е. имеет место п. 1).
Если

∑∞
n=1 n

m−1εn <∞, то из оценки
(

‖Fn(·)‖∞,1 = Fn(0) = (n+ 1)/2
)

∥

∥G (·;m; ε)
∥

∥

∞,m
≤

∞
∑

n=1

∆εn
∥

∥

m
∏

i=1

Fn(xi)
∥

∥

∥

∞,m
= 2−m

∞
∑

n=1

(n + 1)m∆εn = G (0;m; ε)

≤

∞
∑

n=1

nm∆εn ≤ m

∞
∑

n=1

∆εn

n
∑

ν=1

νm−1 = m

∞
∑

ν=1

νm−1
∞
∑

n=ν

∆εn = m

∞
∑

ν=1

νm−1εν

в силу известного признака равномерной сходимости Вейерштрасса следует, что G ∈ C(Tm) и
справедлива правая оценка в п. 2). С другой стороны, если G ∈ C(Tm), то

∞ >
∥

∥G (·;m; ε)
∥

∥

∞,m
≥ G ((0, . . . , 0) ;m; ε) =

∞
∑

n=1

∆εn

m
∏

i=1

Fn(0) = 2−m
∞
∑

n=1

(n+ 1)m∆εn

> 2−m
∞
∑

n=1

nm∆εn ≥ 2−m
∞
∑

n=1

∆εn

n
∑

ν=1

νm−1 = 2−m
∞
∑

ν=1

νm−1
∞
∑

n=ν

∆εn = 2−m
∞
∑

ν=1

νm−1εν ,

откуда следуют сходимость ряда
∑∞

n=1 n
m−1εn <∞ и справедливость левой оценки в п. 2).

Перейдем к доказательству п. 3). Если ряд в правой части п. 2) сходится, то G ∈ C(Tm).
Обозначим g(y;m; ε) = G ((y, 0, . . . , 0) ;m; ε) , y ∈ T. Ясно, что g ∈ C(T) и является суммой
своего ряда Фурье:

g (y;m; ε) = 2−(m−1)
∞
∑

n=1

(n+ 1)m−1∆εnFn(y)

= 2−(m−1)
∞
∑

n=1

(n+ 1)m−1∆εn

{

1

2
+

n
∑

ν=1

(

1−
ν

n+ 1

)

cos νy

}

= 2−m
∞
∑

n=1

(n+ 1)m−1∆εn
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+ 2−(m−1)
∞
∑

n=1

{ ∞
∑

ν=n

(ν + 1)m−1∆εν

(

1−
n

ν + 1

)

}

cosny =
(1

2

)

a0(g) +

∞
∑

n=1

an(g) cos ny,

где an(g) = 2−(m−1)an(m; ε), n ∈ N, а последовательность {an(m; ε)} определена в лемме 1.
Так как по условию

∑∞
n=1 n

m−1εn <∞, то в силу п. 6) леммы 1 имеем
∑∞

n=1 an(m; ε) <∞;
отсюда, учитывая неравенство п. 7) леммы 1 и свойство an(m; ε) ↓ (n ↑), получаем

∞
∑

ν=n+1

νm−1εν =
2n
∑

ν=n+1

νm−1εν +
∞
∑

ν=2n+1

νm−1εν ≤ 2m−1nmεn+1+2
∞
∑

ν=2n+1

aν(m; ε)+2na2n+1(m; ε)

≤ 2m−1nmεn+1 + 2
∞
∑

ν=2n+1

aν(m; ε) + 2
2n
∑

ν=n+1

aν(m; ε) = 2m−1nmεn+1 + 2
∞
∑

ν=n+1

aν(m; ε)

= 2m−1nmεn+1 + 2 · 2m−1
∞
∑

ν=n+1

aν(g) = 2m−1nmεn+1 + 2m {g(0;m; ε) − Sn(g; 0)}

= 2m−1nmεn+1 + 2m {G ((0, . . . , 0);m; ε) − Sn,...,n(G; (0, . . . , 0))}

≤ 2m−1nmεn+1 + 2m
∥

∥G (·;m; ε)− Sn,...,n (G; ·)
∥

∥

∞,m
.

Лемма 2 доказана. �

З а м е ч а н и е 7. Если ряд
∑∞

n=1 n
m/p−1εn = ∞, где p ≥ 1, то функция G (x;m; ε) ∈

L1(T
m), рассмотренная в лемме 2 (в силу п. 2) этой леммы) и функция G (x; p;m; ε) ∈ Lp(T

m),
1 < p <∞, рассмотренная в лемме 1 [1, § 3] (в силу п. 2) этой леммы), являются существенно
неограниченными в окрестности начала координат и, следовательно, на T

m
(

обоснование см.
в [2, § 2, замечание 4] при m = 1 и в [19, замечание после леммы 5] при m ≥ 1

)

.

Лемма 3. Пусть m ≥ 1, l ∈ N и l > m; для каждой функции ω ∈ Ωl (0, d] существует

последовательность ε = {εn} такая, что:

1) 0 < εn ≤ ω(d/n), n = 1, 2, . . . , εn ↓ 0 (n ↑ ∞) ;

2) n−l
∑n

ν=1 ν
l−1εν ≍ ω(d/n);

3)
∑∞

n=1 n
m−1ω(d/n) ≍

∑∞
n=1 n

m−1εn;

4) если ряд в левой части п. 3) сходится, то
∑∞

ν=n+1 ν
m−1ω(d/ν) ≍

∑∞
ν=n+1 ν

m−1εν + nmω(d/n), n ∈ N.

Лемма 3 установлена в [1, § 3, лемма 2 при p = 1].

З а м е ч а н и е 8. 1) Схема построения последовательности ε = {εn}, удовлетворяющей
соотношениям 1) и 2), впервые предложена С.Б.Стечкиным в [27, § 3, лемма 2] (см. также
[26, § 9.4, лемма 3]), где был рассмотрен случай l = 1, nω (π/n) ↑ ∞ (n ↑ ∞) и установлена
оценка сверху в соотношении 2). Позднее, в [22, § 2, лемма 3] было отмечено, что утверждение
леммы 2 [27] остается в силе и при l ∈ N (см. также [14, § 2, лемма 5]). В.Э. Гейт [28, лем-
ма 1] дополнил указанные результаты [27, лемма 2; 22, лемма 3], рассмотрев также случай
nlω (π/n) = O(1) (n ↑ ∞) (в этом случае ω (π/n) ≍ n−l и εn = n−1ω (π/n) , n ∈ N), и доказал
оценку снизу в соотношении 2). Ранее схема С.Б.Стечкина в случае l = 1 и модулей непрерыв-
ности ω (δ) привлекалась также в работах В.А.Андриенко [29, § 3, лемма 1] и П.Л.Ульянова
[3; 30, леммы 11 и 12].

2) В работе [31, § 4, формулы (44)–(45)] для заданной функции ω ∈ Ωl (0, π] определяется
класс ql,θ(ω) последовательностей ε = {εn}, удовлетворяющих условиям (l > 0, 1 ≤ θ <∞)

0 < εn ≤ ω
( 1

n

)

, εn ↓ (n ↑), C12ω
( 1

n

)

≤ n−l
(

n
∑

ν=1

νθl−1εθν

)1/θ
≤ C13ω

( 1

n

)

, n ∈ N, (9)
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при этом в вопросе относительно построения таких последовательностей приводятся заведомо
неверные ссылки (см. там же с. 127) на статьи [24;32]. Вместе с тем в списке литературы [31]
имеются указанная выше заметка В.Э. Гейта [28] и заметка автора [33], в которой сформули-
рована лемма 1, утверждающая существование (для заданной функции ω ∈ Ωl (0, 1] , l ∈ N)
последовательности ε = {εn} , удовлетворяющей условиям (9), и отмечено, что построение
ε = {εn} ведется по схеме С.Б.Стечкина [27], развитой В.Э. Гейтом в [28]. Отметим также,
что определение последовательности {εn} и полное доказательство соотношения в правой ча-
сти (9) опубликовано В.Э. Гейтом [28, лемма 1] при θ = 1, l ∈ N и автором [34, лемма 2] при
θ ≥ 1, l ∈ N.

Лемма 4. Пусть m ≥ 1, l ∈ N, l > m и ω ∈ Ωl (0, d] ; существует функция F (x;m;ω) ∈
L1(T

m) такая, что:
1) ωl (F ; δ)1,m ≤ C14(l,m)ω(δ), δ ∈ (0, d] ;

2) F ∈ C(Tm) ⇐⇒
∑∞

n=1 n
m−1ω(d/n) <∞, ‖F (·;m;ω)‖∞,m ≍

∑∞
n=1 n

m−1ω(d/n);

3) если ряд в правой части п. 2) сходится, то
∑∞

ν=n+1 ν
m−1ω(d/ν) ≤ C15(l,m)

{

‖F (·;m;ω)− Sn,...,n(F ; ·)‖∞.m + nmω(d/n)
}

, n ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Полагаем F (x;m;ω) = G (x;m; ε), где ε = {εn} — последова-
тельность, соответствующая согласно лемме 3 заданной функции ω ∈ Ωl (0, d], а функция G
определена в лемме 2. В силу правого неравенства в (6), п. 1) леммы 2 и п. 2) леммы 3 имеем
ωl(F ; d/n)1,m ≤ C7(l,m)n−l

∑n
ν=1 ν

l−1Eν−1,...,ν−1(F )1,m ≤ C7n
−l

∑n
ν=1 ν

l−1εν ≤ C16(l,m)ω(d/n),
откуда ωl(F ; d/n)1,m ≤ C16ω(d/n), n ∈ N, и, следовательно, ωl(F ; δ)1,m ≤ 2lC16(l,m)ω(δ), δ ∈

(0, d] . Далее, утверждение п. 2) является следствием п. 2) леммы 2 и п. 3) леммы 3:

‖F (·;m;ω)‖∞,m ≡ ‖G(·;m; ε)‖∞,m = G ((0, . . . , 0);m; ε) ≍

∞
∑

n=1

nm−1εn ≍

∞
∑

n=1

nm−1ω
(d

n

)

.

Докажем п. 3). Если ряд в правой части п. 2) сходится, то в силу п. 4) леммы 3, п. 3)
леммы 2 и п. 1) леммы 3 получаем

∞
∑

ν=n+1

νm−1ω
(d

ν

)

≍

∞
∑

ν=n+1

νm−1εν + nmω
(d

n

)

≤ 2m ‖G(·;m; ε) − Sn,...,n(G; ·)‖∞,m

+2m−1nmεn+1 + nmω
(d

n

)

≤ 2m ‖F (·;m; ε) − Sn,...,n(F ; ·)‖∞,m +
(

2m−1 + 1
)

nmω
(d

n

)

.

Лемма 4 доказана. �

З а м е ч а н и е 9. Если ряд
∑∞

n=1 n
(m/p)−1ω(d/n) = ∞, где p ≥ 1, то функция F ∈

L1(T
m), рассмотренная в лемме 4 (в силу F (x;m;ω) = G(x;m; ε), п. 2) этой леммы и п. 3)

леммы 3), и функция F ∈ Lp(T
m), 1 < p < ∞, рассмотренная в лемме 3 [1, § 3] (в силу

F (x; p;m;ω) = G(x; p;m; ε), п. 2) этой леммы и п. 3) леммы 2 [1, § 3]), являются существенно
неограниченными в окрестности начала координат и, следовательно, на T

m (см. замечание 7).

Лемма 5. Пусть m ≥ 1, l ∈ N, ω ∈ Ωl (0, d] ; существует последовательность функций

{Φ2n(x;m;ω)}∞n=1 ⊂ L1(T
m) такая, что:

1) ωl (Φ2n; δ)1,m ≤ C17(l,m)ω (δ) , δ ∈ (0, d] , n = 1, 2, . . . ;

2) ‖Φ2n (·;m;ω) − Sn,...,n (Φ2n; ·)‖∞,m ≥ C18(m)nmω(d/n), n ∈ N,

где C17(l,m) = 2l(1 +mldl), C18(m) = m4−m3m−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Полагаем (при m = 1 см. [2, § 2, лемма 5]) Φ2n(x;m;ω) =
ω(d/n)

∏m
i=1 F2n(xi), где F2n(y) — ядро Фейера порядка 2n + 1, y ∈ T. Так как

‖Φ2n(·;m;ω)‖1,m = ω
(d

n

)∥

∥

∥

m
∏

i=1

F2n(xi)
∥

∥

∥

1,m
= ω

(d

n

)

m
∏

i=1

‖F2n(xi)‖1,1 = ω
(d

n

)

≤ ω(d),
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n ∈ N, то sup
{

‖Φ2n(·;m;ω)‖1,m : n ∈ N

}

≤ ω(d) <∞, откуда {Φ2n(·;m;ω)} ⊂ L1(T
m).

Для доказательства п. 1) отметим, что при любом δ ∈ (0, d] и фиксированном n ∈ N

возможны два случая: δ < d/n либо δ ≥ d/n. При δ ≥ d/n с учетом условия ω (δ) ↑ (δ ↑)
имеем ωl (Φ2n; δ)1,m ≤ 2l ‖Φ2n(·;m;ω)‖1,m = 2lω(d/n) ≤ 2lω(δ). При δ < d/n в силу неравен-

ства (см., например, [1, замечание 6]) ωl(f ; δ)1,m ≤ mlδl max
{

∥

∥∂|α|f(x)/∂xα
∥

∥

1,m
: |α| = l

}

, где

α = (α1, . . . , αm) , αi ∈ Z+(i = 1,m), |α| = α1 + . . . + αm, ∂x
α = ∂xα1

1 . . . ∂xαm
m (при условии

существования производной ∂|α|f(x)/∂xα ∈ L1(T
m), |α| ≤ l), m-мерного аналога неравен-

ства С.Н.Бернштейна — М.Рисса — А.Зигмунда (см., например, [15, гл. 4, п. 4.8.62, неравен-
ство (30)]), а также учитывая условие δ−lω(δ) ↓ (δ ↑), получаем

ωl (Φ2n; δ)1,m ≤ mlδl max
{
∥

∥

∥

∂|α|Φ2n(x;m;ω)

∂xα

∥

∥

∥

1,m
: |α| = l

}

= mlδlω
(d

n

)

max
{
∥

∥

∥

∂|α|
∏m

i=1 F2n(xi)

∂xα

∥

∥

∥

1,m
: |α| = l

}

≤ mlδlω
(d

n

)

(2n)l
∥

∥

∥

m
∏

i=1

F2n(xi)
∥

∥

∥

1,m

= ml2lδlnlω
(d

n

)

= ml2ldlδl
(n

d

)l
ω
(d

n

)

≤ ml2ldlδlδ−lω(δ) = (2md)lω(δ).

Таким образом, при любом n ∈ N справедлива оценка ωl (Φ2n; δ)1,m ≤
{

2l + (2md)l
}

ω(δ) =

2l
{

1 + (md)l
}

ω(δ), δ ∈ (0, d] , т. е. имеет место соотношение 1).
Докажем соотношение 2). Поскольку Sn (F2n; y) = 1/2 +

∑n
ν=1(1 − ν/(2n + 1)) cos νy, то

имеет место равенство Sn(F2n; 0) = 2−1(2n + 1)−1(1 + 3n+ 3n2), учитывая которое, получаем

∥

∥Φ2n (·;m;ω)− Sn,...,n (Φ2n; ·)
∥

∥

∞,m
= ω

(d

n

)
∥

∥

∥

m
∏

i=1

F2n(xi)−

m
∏

i=1

Sn(F2n;xi)
∥

∥

∥

∞,m

≥ ω
(d

n

){

m
∏

i=1

F2n(0) −

m
∏

i=1

Sn(F2n; 0)
}

= ω
(d

n

){(2n+ 1

2

)m
−

(1 + 3n+ 3n2

2(2n + 1)

)m}

=
ω
(d

n

)

2m(2n + 1)m
{

(1 + 4n+ 4n2)m − (1 + 3n+ 3n2)m
}

=
mω

(d

n

)

2m(2n + 1)m

1+4n+4n2
∫

1+3n+3n2

tm−1 dt

≥
m

2m(2n + 1)m
(1 + 3n+ 3n2)m−1(n+ n2)ω

(d

n

)

>
m3m−1

2m(2n + 2)m
(n+ n2)mω

(d

n

)

= m4−m(n + 1)−m3m−1nm(1 + n)mω
(d

n

)

= m4−m3m−1nmω
(d

n

)

, n ∈ N.

Лемма 5 доказана. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2 в случае p = 1. Оценка сверху в (5) следует из правого
неравенства в (3): если сходится ряд в (4), то в силу теоремы 1 каждая функция f ∈ H l

1,m [ω]
эквивалентна некоторой функции ψ ∈ C(Tm) и справедлива оценка (n ∈ N)

‖ψ (·)− Sn,...,n (f ; ·)‖∞,m ≤ C2(l, 1,m)
∞
∑

ν=n+1

νm−1ωl

(

f ;
d

ν

)

1,m
≤ C2(l, 1,m)

∞
∑

ν=n+1

νm−1ω
(d

ν

)

.

Оценка снизу в (5) реализуется посредством функции C−1
14 (l,m)F (·;m;ω) ∈ H l

1,m[ω] в силу
п. 3) леммы 4 и семейства функций

{

C−1
17 (l,m)Φ2n(·;m;ω)

}

⊂ H l
1,m[ω] в силу п. 2) леммы 5:

∞
∑

ν=n+1

νm−1ω
(d

ν

)

≤ C15(l,m)
{

‖F (·)− Sn,...,n(F ; ·)‖∞,m + nmω
(d

n

)}
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≤ C15(l,m)
{

∥

∥F (·) − Sn,...,n(F ; ·)
∥

∥

∞,m
+ C−1

18 (m)
∥

∥Φ2n(·)− Sn,...,n (Φ2n; ·)
∥

∥

∞,m

}

≤ C19(l,m) sup
{

‖ψ (·)− Sn,...,n(f ; ·)‖∞,m : f ∈ H l
1,m [ω]

}

, n ∈ N.

Теорема доказана. �

З а м е ч а н и е 10. Привлечение семейства функций {Φ2n(·;m;ω)} (см. лемму 5) для
реализации оценки снизу в (5) в случае p = 1 (точнее, для оценки величины nmω(d/n)) не
является типичным при решении подобного рода задач (в отличие от случая p > 1; см. [1, лем-
ма 4]). В случае m = p = 1 и четном l ∈ N существует функция f0(y;ω) ∈ L1(T) с ωl (f0; δ)1,1 ≍
ω (δ) , δ ∈ (0, π], такая, что f0 ∈ C(T) ⇐⇒

∑∞
n=1 ω (π/n) < ∞ и ‖f0 (·;ω)− Sn (f0; ·)‖∞,1 ≍

∑∞
ν=n+1 ω (π/ν) , n ∈ N.

Вначале отметим очевидный факт: если функция ω ∈ Ωl (0, π] , то последовательность
w = {ωn}

∞
n=1, где ωn = ω (π/n) , n ∈ N, удовлетворяет условиям: 0 < ωn ↓ 0 при n ↑ ∞ (т. е.

w ∈M0) и nlωn ↑ при n ↑ .

Положим (см. доказательство леммы 2) f0(y;ω) = g(y; 1;w) =
∑∞

n=1 ∆ωnFn(y) = ω1/2 +
∑∞

n=1 an(f0) cosny, где an(f0) = an(1;w), а последовательность {an(1;w)} определена в лем-
ме 1 (полагаем m = 1, ε = w). В.Э. Гейтом [24, § 2, свойство е) функции f1; 25, § 2, п. 2,
свойства e′) и f) функции f1] установлено, что ωl(f0;π/n)1,1 ≍ ωn, n ∈ N, откуда следует
порядковое равенство ωl(f0; δ)1,1 ≍ ω(δ), δ ∈ (0, π].

Если
∑∞

n=1 ωn < ∞, то в силу п. 6) леммы 1
(

на самом деле, в п. 6) при m = 1 име-
ет место равенство

∑∞
n=1 ωn = 2

∑∞
n=1 an(1;w), в силу п. 5) этой же леммы при m = 1

)

имеем
∑∞

n=1 an(f0) < ∞, откуда следует абсолютная и равномерная сходимость всюду на T

ряда Фурье функции f0, и потому f0 ∈ C(T), при этом ‖f0 (·;ω)‖∞,1 = f0 (0;ω) = ω1/2 +
∑∞

n=1 an(f0) = ω1/2 + (1/2)
∑∞

n=1 ωn ≤
∑∞

n=1 ωn. С другой стороны, если f0 ∈ C(T), то
∑∞

n=1 ωn = 2
∑∞

n=1 an(f0) < (1/2)ω1 + 2
∑∞

n=1 an(f0) ≤ 2f0(0;ω) = 2 ‖f0 (·;ω)‖∞,1 . Далее, учи-

тывая свойства nlωn ↑ (n ↑) и ωn ↓ (n ↑), а также п. 7) леммы 1 при m = 1
(

на самом деле,
в п. 7) при m = 1 имеет место равенство в силу п. 5) этой же леммы при m = 1

)

и п. 1)
леммы 1 при m = 1, имеем

nωn ≤ 3lnω3n ≤ 3l
3n
∑

ν=2n+1

ων ≤ 3l
∞
∑

ν=2n+1

ων = 3l
{

2

∞
∑

ν=2n+1

aν(1;w) + 2na2n+1(1;w)
}

≤ 3l
{

2

∞
∑

ν=2n+1

aν(1;w) + 2

2n
∑

ν=n+1

aν(1;w)
}

= 2 · 3l
∞
∑

ν=n+1

aν(1;w),

откуда

∞
∑

ν=n+1

ων =
2n
∑

ν=n+1

ων +
∞
∑

ν=2n+1

ων ≤ nωn+1 +
∞
∑

ν=2n+1

ων ≤ 2(3l + 1)
∞
∑

ν=n+1

aν(1;w)

= 2(3l + 1) {f0(0;ω) − Sn(f0; 0)} = 2(3l + 1) ‖f0(·;ω) − Sn(f0; ·)‖∞,1 ≤ C20(l)
∞
∑

ν=n+1

ων .

3. Краткий обзор с комментариями некоторых ранее установленных

одномерных результатов

Для удобства изложения мы опускаем индекс размерности в обозначениях рассматривае-
мых характеристик в случае m = 1.

1) В случае m = 1 из результатов Г.Харди и Дж.Литтльвуда [35, теоремы 5 и 7] следует
утверждение: пусть 1 ≤ p < ∞, 0 < α ≤ 1, f ∈ Lip(α, p) = {f ∈ Lp(T) : ω1(f ; δ)p = O(δα),
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δ → 0} ; если α > 1/p, то f эквивалентна некоторой функции ψ ∈ C(T) с ω1(ψ; δ)∞ =
O(δα−1/p), δ → 0 (т. е. ψ ∈ Lip(α−1/p,∞) ≡ Lip(α−1/p)) и ‖ψ (·)− Sn(f ; ·)‖∞ = o(1), n→ ∞.

Ш.Изуми [36, теорема 2] обобщил первую часть приведенного утверждения, установив
при 1/p < α < 1 равномерную почти всюду оценку f(x) − Sn(f ;x) = O(n−(α−1/p)), n ∈ N, из
которой следует, что f эквивалентна некоторой функции ψ ∈ Lip(α−1/p) и ‖ψ(·)− Sn(f ; ·)‖∞ =
O(n−(α−1/p)), n ∈ N.

К.Яно [5, с. 73], уточняя заключение теоремы 1 [35], показал, что в случае непрерывности
функции f вторая часть приведенного утверждения остается в силе и при α = 1/p, а именно:
если f ∈ C(T) и ω1(f ; δ)p = O(δ1/p), δ → 0, для некоторого p ∈ [1,∞), то ‖f(·)− Sn(f ; ·)‖∞ =
o(1), n → ∞. Отметим, что при p = 1 последний результат сводится к известному признаку
Дирихле — Жордана (см., например, [9, т. 1, гл. 2, теорема 8.1; 26, гл. 1, § 39]), поскольку
в этом случае условие ω1(f ; δ)1 = O(δ) равносильно эквивалентности f некоторой функции
ограниченной вариации

(

см., например, [37, п. 6.4, теорема 24; 35, п. 3.4, лемма 9], а также
[15, гл. 3, п. 3.6.1; 9, т. 1, гл. 4, различные теоремы и примеры, п. 8]

)

и, следовательно, в силу
f ∈ C(T) имеем ‖f(·)− Sn(f ; ·)‖∞ = o(1), n→ ∞.

2) В.В.Жук [38; 39, гл. 6, § 2] в терминах различных характеристик функции f ∈ Lp(T), 1 ≤

p < ∞, установил ряд достаточных условий, гарантирующих равномерную сходимость ее ря-
да Фурье, среди которых необходимо отметить следующий результат (см. [38, теорема 2; 39,
§ 6.2, следствие 3]: если f ∈ C(T), 1 < p < ∞ и lim

n→∞
n1/pEn(f)p < ∞, то ‖f(·)− Sn(f ; ·)‖∞ =

o(1), n→ ∞.

3) В.И.Коляда [11] в случае m = l = 1 провел детальное исследование вопроса о связи
условия (1) (см. введение, формулировка теоремы 1) с существенной непрерывностью функции
f ∈ Lp(T), 1 < p < ∞ (см. [11, § 1, 2]), а также с равномерной сходимостью ее ряда Фурье
(см. [11, § 4]). В частности, им было отмечено следующее: если заранее предположить, что
f ∈ C(T), то равномерная сходимость ряда Фурье обеспечивается условием ω1(f ; δ)p = O(δ1/p)
(см. сформулированный выше результат К.Яно), более слабым, чем (1) (случай m = l = 1, p >
1); однако, предполагая лишь, что f ограничена, условие (1) ослабить нельзя, т. е. даже для
ограниченных функций никакое условие, кроме (1), равномерной сходимости ряда Фурье не
гарантирует (см. [11, § 4, теорема 4]).

4) Отметим,что из условия (1) при l = m = 1, p > 1 следует соотношение ω1(f ; δ)p =
o(δ1/p), δ → 0 (и, тем более, ω1(f ; δ)p = O(δ1/p)); обратное неверно: для функции f ∈ Lp(T)
с ω1(f ; δ)p ≍ ω0(δ), где модуль непрерывности ω0(δ) = δ1/p(ln(πe/δ))−1, δ ∈ (0, π] и ω0(0) = 0,
имеем ω1(f ; δ)p = o(δ1/p)(δ → 0), однако ряд (1) расходится со скоростью ln(ln(en)) при n→ ∞.

5) Обозначим через BV (T) класс всех 2π-периодических функций ограниченной вариации.
Известно (см., например, [40, гл. 8, § 3; 26, гл. 1, § 39; 9, т. 1, гл. 2, п. 8, теорема 8.1]), что если
функция f ∈ BV (T), то она ограничена, может иметь лишь разрывы непрерывности первого
рода (так, что в каждой точке y ∈ R существуют конечные односторонние пределы f(y − 0) и
f(y+0)) и ее ряд Фурье в каждой точке y ∈ R сходится к значению (1/2) {f(y − 0) + f(y + 0)} (в
частности, сходится к f(y) в каждой точке непрерывности f). Кроме того, если f ∈ BV (T), то
f ∈ Lp(T) для всех 1 ≤ p <∞, при этом справедлива оценка ([35, п. 3.4, лемма 9, случай p = 1;
п. 5, теорема 6, случай p > 1]; см. также [41, § 2]) ω1(f ; δ)p = O(δ1/p), 1 ≤ p < ∞, δ ∈ (0, π].
Если же f ∈ BV (T) ∩ C(T), то ω1(f ; δ)p = o(δ1/p) (δ → 0) при любом 1 < p < ∞ (см.,
например, [41, § 2], а также [42, доказательство необходимости в утверждении теоремы 2 при
p = 1]). Заметим, что если ω1(f ; δ)1 = o(δ) (δ → 0) для f ∈ BV (T) ⊂ L1(T), то f эквивалентна
постоянной (см. выше п. 1) замечания 4), а для f ∈ BV (T) ∩ C(T) получаем тождественное
совпадение f с постоянной. С другой стороны, если f ∈ BV (T) и min {f(y − 0), f(y + 0)} ≤

f(y) ≤ max {f(y − 0), f(y + 0)} в каждой точке y ∈ R, то выполнение условия ω1(f ; δ)p =
o(δ1/p) (δ → 0) для некоторого 1 < p < ∞ гарантирует, что f ∈ C(T) (см., например, [42,
теорема 2], а также [41, § 2]).

Теперь, на основании изложенного, мы можем утверждать, что существуют ограничен-
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ные существенно разрывные 2π-периодические функции ϕ ∈ BV (T) ⊂ Lp(T) такие, что

ω1(ϕ; δ)p = O(δ1/p), δ ∈ (0, π], и ω1(ϕ; δ)p 6= o(δ1/p) (δ → 0) при любом 1 ≤ p <∞.
Ряды Фурье таких функций ϕ сходятся в каждой точке R, но сходимость заведомо не

является равномерной. Отсюда, в частности, следует, что если отказаться от условия f ∈ C(T),
то сформулированное выше утверждение К.Яно теряет силу, так что выполнение условия
ω1(f ; δ)p = O(δ1/p) при всех 1 ≤ p < ∞ не гарантирует равномерную сходимость ряда Фурье
функции f ∈ Lp(T). Кроме того, ясно, что для таких функций ϕ ∈ Lp(T) ряд (1) (при l =
m = 1, 1 ≤ p <∞) всегда расходится, поскольку в противном случае мы имели бы ω1(ϕ; δ)p =
o(δ1/p) (δ → 0).

Типичным представителем указанного выше класса функций ϕ является ϕ(y) = sgn sin y,
y ∈ R. Поскольку

ϕ(y) = {−1, y ∈ ((2k − 1)π, 2kπ); 0, y = kπ; 1, y ∈ (2kπ, (2k + 1)π); k ∈ Z} ,

то очевидно, что ϕ ∈ BV (T), |ϕ(y)| ≤ 1 для любого y ∈ R, точки y = kπ, k ∈ Z, являются
точками существенного разрыва первого рода, причем в каждой точке y ∈ R имеют место
неравенства

min {ϕ(y − 0), ϕ(y + 0)} ≤ ϕ(y) =
(1

2

)

{ϕ(y − 0) + ϕ(y + 0)} ≤ max {ϕ(y − 0), ϕ(y + 0)} .

Оценка ω1(ϕ; δ)p = O(δ1/p), 1 ≤ p < ∞, справедливая для любой функции из BV (T), ранее
была отмечена также в [41, § 2]. Справедливость соотношения ω1(ϕ; δ)p 6= o(δ1/p)(δ → 0), 1 ≤

p < ∞, также очевидна, поскольку в противном случае было бы ϕ ∈ C(T), что в силу опре-
деления ϕ не представляется возможным. В.И.Коляда [43, § 3, замечание 1] указал также,
что ω1(ϕ; δ)1 = O(δ) и δ1/p = O(ω1(ϕ; δ)p) при любом p ∈ (1,∞); отсюда фактически имеем
ω1(ϕ; δ)p ≍ δ1/p, δ ∈ (0, π], 1 < p <∞.

6) В связи с изложенным в п. 5) отметим также следующее: имеются существенно неогра-

ниченные (и потому существенно разрывные) на T функции f1 и f2, принадлежащие Lp(T)
при любом 1 < p < ∞, и такие, что ω1(f1; δ)p ≍ δ1/p, δ ∈ (0, π], и ω1(f2; δ)p = o(δ1/p), δ → 0.
Таким образом, условие ω1(f ; δ)p = o(δ1/p), δ → 0, также не гарантирует равномерную схо-
димость ряда Фурье функции f ∈ Lp(T) при 1 < p < ∞ (см. пп. 3) и 4)). Функции f1 и
f2 определяются разложениями в ряды Фурье, которые сходятся при всех x 6= 2πk, k ∈ Z

(см., например, [9, т. 1, гл. VII, п. 2; 26, гл. Х, § 2, теорема 1]): f1(x) ∼
∑∞

n=1 n
−1 cosnx

и f2(x) ∼
∑∞

n=1(n ln(en))
−1 cosnx. Существенная неограниченность на T (точнее, в любой

окрестности нуля) функций f1 и f2 следует из расходимости к +∞ их рядов Фурье при x = 0
(см., например, [26, гл. VIII, § 13]). Поскольку an(f1) ↓ 0, an(f2) ↓ 0 при n ↑ ∞ и

∞
∑

n=1

np−2apn(f1) =

∞
∑

n=1

n−2 <∞,

∞
∑

n=1

np−2apn(f2) =

∞
∑

n=1

n−2(ln(en))−p <∞,

то в силу теоремы Г.Харди и Дж.Литтлвуда (см., например, [26, гл. Х, § 3; 9, т. 2, гл. 12,
лемма 6.6]): f ∈ Lp(T) ⇐⇒

∑∞
n=1 n

p−2apn(f) < ∞ при 1 < p < ∞ и an(f) ↓ 0 (n ↑ ∞), имеем
f1, f2 ∈ Lp(T) при любом 1 < p < ∞. Далее, в силу неравенств А.А.Конюшкова (см. [4, § 1,
теорема 4; 44, § 2, неравенства (19) и (21)]), выписанных для косинус-ряда Фурье функции
f ∈ Lp(T) :

C21(p)n
1−1/pa2n(f) ≤ En−1(f)p ≤ C22(p)

{

n1−1/pan(f) +
(

∞
∑

ν=n+1

νp−2apν(f)
)1/p}

, n ∈ N,

имеем

2−1C21(p) ≤ n1/pEn−1(f1)p ≤ 2C22(p), 2−2C21(p) ≤ n1/p ln(en)En−1(f2)p ≤ 2C22(p),
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откуда получаем En−1(f1)p ≍ n−1/p, n ∈ N, и En−1(f2)p = o(n−1/p) при n→ ∞ и, следователь-
но, ω1(f1;π/n)p ≍ n−1/p, n ∈ N, и ω1(f2;π/n)p = o(n−1/p) при n→ ∞.

7) Положим f3(x; p;α) =
∑∞

n=1 n
1/p−α−1 cosnx, где 1 < p < ∞, α > 0. Поскольку

∑∞
n=1 n

p−2apn(f3) =
∑∞

n=1 n
−(pα+1) < ∞, то f3 ∈ Lp(T) при всех α > 0. Далее, в силу нера-

венств А.А.Конюшкова (см. п. 6)) при любом α > 0 имеем 21/p−α−1C21(p) ≤ nαEn−1(f3)p ≤

(1 + (pα)−1/p)C22(p), откуда En−1(f3)p ≍ n−α, n ∈ N, и, следовательно, ω1(f3; δ)p ≍ δα при
α < 1 и ω1(f3; δ)p ≍ δ(ln(πe/δ))1/p при α = 1, δ ∈ (0, π].

В случае α > 1/p ряд, с помощью которого определяется f3, сходится абсолютно и равно-
мерно всюду на R и является рядом Фурье своей суммы f3 (·; p;α) ∈ C(T), при этом (см.
также п. 1) ) ‖f3 (·; p;α) − Sn(f3; ·)‖∞ = O(n−(α−1/p)), n ∈ N. С другой стороны, посколь-
ку α > 1/p, имеем ‖f3 (·; p;α) − Sn(f3; ·)‖∞ ≥ f3 (0; p;α) − Sn(f3; 0) =

∑∞
ν=n+1 ν

−(α−1/p+1) ≥

(α− 1/p)−1(n+1)−(α−1/p) ≥ (α− 1/p)−121/p−αn−(α−1/p), n ∈ N. Таким образом, при 1 < p <∞

и 1/p < α < 1 существует функция f3(·; p, α) ∈ Lp(T) с ω1(f3; δ)p ≍ δα, δ ∈ (0, π], реализую-
щая порядковое равенство в оценке Ш.Изуми (см. п. 1) ), и, следовательно, указанная оценка
является точной в смысле порядка на классах Lip(α, p).

8) В 1976 г. была опубликована работа А.М.Гарсиа [45], привлекшая внимание автора
благодаря случайно обнаруженному (после публикации [1]) в РЖ “Математика” (1992 г., № 5
Б57) реферату статьи [46] с весьма заманчивым названием.

В этой работе, в частности, установлен следующий результат ([45, теорема I.3], см. также
[47, теорема 3.2]): пусть 1 < p <∞, f ∈ Lp(T) и сходится интеграл

π
∫

0

h−(1/p+1)
∥

∥∆1
hf (·)

∥

∥

p
dh <∞; (10)

тогда частные суммы Sn(f ;x) ряда Фурье функции f сходятся равномерно на T.

В силу справедливости порядковых равенств (1 < p <∞, f ∈ Lp(T))

π
∫

0

t−(1/p+1)
∥

∥∆1
t f (·)

∥

∥

p
dt ≍

π
∫

0

t−(1/p+1)ω1(f ; t)p dt ≍

∞
∑

n=1

n1/p−1ω1

(

f ;
π

n

)

p
(11)

условия (10) и (1) (случай l = m = 1, p > 1) являются равносильными, так что сформулиро-
ванный выше результат А.М.Гарсиа — достаточное условие для равномерной сходимости на T

ряда Фурье функции f ∈ Lp(T), 1 < p <∞, — к тому времени был уже известен и установлен
П.Л.Ульяновым [3] (см. введение, замечание 3) в 1966 г.

Эквивалентность (в смысле сходимости) интегралов в (11) известна (см., например, [48,
замечания, п. (i), с. 72; 46, п. 2, замечание 2.2]) и следует из неравенств

∥

∥∆1
hf (·)

∥

∥

p
≤ ω1(f ; δ)p ≤

10δ−1

∫ δ

0

∥

∥∆1
hf (·)

∥

∥

p
dh, 0 ≤ h ≤ δ, левое из которых очевидно, а правое доказано в [45, п. 2] при

f = T, где T (x) =
∑

|ν|≤n cν exp(iνx), c0 = 0. Приведенная в [45] схема доказательства проходит
и в случае произвольной функции f ∈ Lp(T) также для значений p = 1 и p = ∞, поскольку
при доказательстве, по существу, используется лишь инвариантность Lp-нормы относительно
сдвига, т. е. ‖f (·+ h)‖p = ‖f (·)‖p для любых h ∈ R и f ∈ Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞ (см., например,
[39, § 1.4]).

9) В [46, теорема 5.1, неравенство (5.2)] приведено доказательство следующего утвержде-

ния: пусть 1 < p <∞, f ∈ Lp(T) и
∫ 1

0
t−(1/p+1)ω1(f ; t)p dt <∞; тогда

‖f (·)− Sn (f ; ·)‖∞ ≤ C24(p)

1/n
∫

0

t−(1/p+1)ω2(f ; t)p dt, n ∈ N. (12)
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Поскольку сходимость указанного интеграла (гарантирующая эквивалентность f некото-
рой функции из C(T), которая после надлежащего изменения на множестве меры “нуль” снова
обозначена через f) равносильна сходимости ряда (1) при m = 1, l = 2, 1 < p <∞, а величина
в правой части (12) (в силу очевидного неравенства ωl(f ; δ)p ≤ 2l−1ω1(f ; δ)p вместо ω2(f ; δ)p
можно положить ωl(f ; δ)p, l ∈ N) по порядку совпадает с соответствующей величиной в пра-
вой части (3), то оценка (3) в случае m = 1, 1 < p <∞ была уже известна до указанных работ
автора [1; 2].

10) В замечании 5.5 [46, п. 5] приводится утверждение о неулучшаемости оценки (12) (с
предварительной заменой ω2(f ; δ)p на ω1(f ; δ)p) в том смысле, что в ней O большое нельзя
заменить на o малое.

Для доказательства этого утверждения рассматривается функция gγ(x) =
∑∞

n=1 n
−γ cosnx,

где 1 < γ + 1/p < 2 и 1 < p < ∞, и с помощью одного результата С.Алянчича и М.Томича
[49, теорема 4] устанавливается, что gγ ∈ Lp(T) и ω1(gγ ; δ)p = O(δγ−1+1/p), δ ∈ (0, 1]. Далее,
предположение о допустимости указанной выше замены O большого на o малое, приводит к
оценке ‖gγ (·)− Sn (gγ ; ·)‖∞ = o(n−(γ−1)) (n → ∞), откуда En−1(gγ)∞ = o(n−(γ−1)) (n → ∞) и,
следовательно (в силу правого неравенства в (6) при m = l = 1, p = ∞), ω1(gγ ; δ)∞ = o(δγ−1)
при δ → 0. Последнее соотношение противоречит известному асимптотическому равенству
(см., например, [9, т. 1, гл. 5, пример 11]) gγ(h) − gγ(0) ≃ C25(γ)h

γ−1 (h → +0), которое име-
ет место при 1 < γ < 2. Указанное ограничение на γ обусловливает рассмотрение значений
1 < γ < 2−1/p (см. [46, п. 5, с. 317]). Таким образом, в процессе доказательства утверждения в
замечании 5.5 [46] фактически установлено, что при 1 < p <∞ и 1 < γ < 2−1/p для функции
gγ ∈ Lp(T) справедливы оценки ω1(gγ ; δ)p = O(δγ−1+1/p), δ ∈ (0, 1], и ω1(gγ ; δ)∞ 6= o(δγ−1) при
δ → 0.

Подробное изложение схемы доказательства утверждения в замечании 5.5 [46] обуслов-
лено наличием ряда необходимых комментариев, поскольку попытка любой ценой добиться
желаемого противоречия часто приводит к весьма неожиданным результатам.

10.1) Полагая γ = α+ 1− 1/p и учитывая 1 < γ < 2− 1/p ⇐⇒ 1/p < α < 1, для функции
gγ ≡ gα,p ∈ Lp(T) имеем ω1(gα,p; δ)p = O(δα), δ ∈ (0, 1], и ω1(gα,p; δ)∞ 6= o(δα−1/p) (δ → 0),
откуда следует, что в утверждении Г.Харди и Дж.Литтлвуда (см. п. 1)): f ∈ Lip(α, p) =⇒
f ∼ g ∈ Lip(α− 1/p) показатель α− 1/p является точным, т. е. не допускает увеличения.

Последний факт значительно ранее установлен в уже цитированной работе П.Л.Ульянова
[3, § 4, теорема 5′ и замечание 6] (см. также [29, доказательство теоремы 1]).

10.2) После того как была выписана оценка ‖gγ (·)− Sn (gγ ; ·)‖∞ = o(n−(γ−1)) (n → ∞),
можно было бы остановиться, поскольку такая оценка для gγ невозможна как при γ+1/p > 1,
так и при γ > 1, а именно: для функции gγ при γ > 1 имеет место порядковое равенство
‖gγ (·)− Sn (gγ ; ·)‖∞ ≍ n−(γ−1), n ∈ N (см. выше в п. 7)) функцию f3(·; p;α) ≡ gγ(·) при α =
γ − 1 + 1/p).

10.3) Условие γ > 1 (вместо γ+1/p > 1) связано не только с поведением величины gγ(h)−
gγ(0) при h→ +0, но и также с тем, что в противном случае (γ ≤ 1) оценка (12) для функции
gγ теряет смысл, поскольку последовательность {Sn(gγ ; 0)}

∞
n=1 расходится к +∞ со скоростью

n1−γ при γ < 1 и ln(en) при γ = 1 и, следовательно, lim
n→∞

‖gγ (·)− Sn (gγ ; ·)‖∞ = +∞. Кроме

того, из одного результата Г.Лоренца [50, § 4, теорема 8] (см. также [26, гл. 2, § 3 и гл. 10, § 9])
следует, что для функции gγ при 1 < γ < 2 имеет место порядковое равенство ω1(gγ ; δ)∞ ≍

δγ−1, δ ∈ (0, π].

10.4) Поскольку gγ (·) ≡ f3(·; p;α) при γ = α + 1 − 1/p, то учитывая приведенные выше
оценки, получаем, что для функции gγ при 1 < γ < 2−1/p имеют место порядковые равенства
(n ∈ N):

‖gγ (·)− Sn (gγ ; ·)‖∞ ≍ n−(γ−1) ≍ En−1(gγ)∞ ≍ ω1

(

gγ ;
π

n

)

∞
≍

1/n
∫

0

t−(1/p+1)ω1(gγ ; t)p dt.
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О ЗАДАЧЕ МАРШРУТИЗАЦИИ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ, ВКЛЮЧАЮЩИМИ

ЗАВИСИМОСТЬ ОТ СПИСКА ЗАДАНИЙ1

М. С.Кошелева, А.А. Ченцов, А. Г. Ченцов

Рассматривается решение задачи маршрутизации, осложненной ограничениями и возможной зависи-

мостью функций стоимости от списка заданий. Более того, по постановке допускается, что часть ограни-

чений также может формироваться в зависимости от текущего списка заданий. Возможные приложения

могут быть связаны с маршрутизацией перемещений работников в условиях повышенной радиации при

демонтаже источников излучения, а также с задачей управления инструментом при листовой резке де-

талей на станках с числовым программным управлением. Построены модификация широко понимаемого

динамического программирования и, на его основе, два варианта алгоритма, реализованных на ПЭВМ.

Ключевые слова: динамическое программирование, маршрут, условия предшествования.

M. S. Kosheleva, A.A.Chentsov, A.G. Chentsov. On a routing problem with constraints that include depen-

dence on a task list.

We consider the solution of a routing problem complicated by constraints and by a possible dependence

of the cost function on a task list. In addition, the statement admits that some of the constraints may be

formed depending on a current list of tasks. Possible applications of this problem include routing the workers’

movements under increased radiation in the process of dismantling radiation sources as well as steering a

numerically controlled machine tool during the sheet cutting of parts. We propose a modification of widely

understood dynamic programming and use it to design two versions of an algorithm, which are implemented as

computer programs.

Keywords: dynamic programming, route, precedence constraints.

1. Введение

В работе используются следующие сокращения: АЭС — атомная электростанция, ЗК —
задача коммивояжера, ДП — динамическое программирование, ДР — допустимое решение,
м/ф — мультифункция, ОЗМ — основная задача маршрутизации, п/м — подмножество,
УП — упорядоченная пара, ЧПУ — числовое программное управление.

Статья посвящена построению методов решения задачи маршрутизации перемещений в
условиях ограничений различных типов; упомянутые ограничения мотивированы потребно-
стями прикладных задач. В данном случае можно говорить, в частности, о задачах, характер-
ных для атомной энергетики и связанных со снижением дозовой нагрузки работников АЭС
при выполнении комплекса заданий в условиях повышенной радиации (очень важной пред-
ставляется, в частности, инженерная задача о демонтаже энергоблока АЭС, выведенного из
эксплуатации), а также о задаче, возникающей в машиностроении и касающейся управления
инструментом при листовой резке деталей на станках с ЧПУ. В постановках упомянутого типа
с одной стороны, присутствует большой комплекс условий технологического характера, подле-
жащих соблюдению в процессе перемещений, а с другой — оказывается возможной ситуация,
когда стоимость отдельных работ зависит от списка заданий, не выполненных на текущий
момент (такая ситуация имеет место, в частности, в упомянутой выше задаче о демонтаже,
которая весьма актуальна с точки зрения эксплуатации современных АЭС).

1Работа выполнена в рамках программы фундаментальных исследований Президиума РАН “Мате-
матические задачи современной теории управления” и при финансовой поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований (проекты 14-08-00419, 15-01-07909).
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Обсудим один из вариантов маршрутной задачи производственного характера, имея в виду
проблему использования станков с ЧПУ; см. в этой связи [1–3]. Полагая выполненной проце-
дуру раскроя, рассмотрим вопрос об организации перемещений инструмента (резака) с целью
последовательной резки контуров плоских деталей (деталь, наряду с внешним, может иметь
один или несколько внутренних контуров, которые должны вырезаться раньше внешнего).
Сама резка контуров осуществляется по эквидистантам этих контуров, т. е. с некоторым “за-
пасом”. Для ее осуществления подбирается всякий раз точка врезки из выбранного заранее
конечного множества, играющего роль дискредитации вспомогательной эквидистанты, распо-
ложенной вблизи основной; завершение резки производится в точке выключения инструмента,
находящейся вблизи “своей” точки врезки. Далее инструмент перемещается к точке врезки сле-
дующего по порядку контура в режиме холостого хода с выключенным резаком. Стартовая
точка инструмента задана; по окончанию резки всех деталей обычно осуществляется возврат
инструмента в точку старта в режиме холостого хода.

Из приведенного выше рассуждения видно, что одной из компонент системы ограничений
являются так называемые условия предшествования [4]: резка внутренних контуров каждой
детали должна предшествовать резке внешнего ее контура (возможны и другие условия та-
кого типа). Имеются также требования, связанные [3, c. 63] с ограничениями на жесткость
листа и деталей. Сейчас отметим следующее: при выборе новых точек врезки следует “сторо-
ниться” множеств, отвечающих уже вырезанным деталям, т. е. участков, где листа уже нет.
В противном случае возникают деформации оставшейся части листа возле вновь вырезаемых
деталей.

Итак, новую точку врезки надо выбирать так, чтобы ее окрестность заданного размера не
содержала “пустот”, образовавшихся за счет резки “предыдущих” деталей. В результате воз-
никает ограничение, зависящее от списка заданий, выполненных на текущий момент времени.
Данный список, однако, легко выражается через список еще не выполненных заданий, что
оказывается более удобным с точки зрения последующего применения аппарата ДП.

Итак, мы сталкиваемся с ситуацией, когда и стоимости (перемещений и текущих работ), и
сами ограничения могут зависеть от списка заданий. Конечно, в принципе можно целый ряд
ограничений не рассматривать, изменяя должным образом функции стоимости (вводя соответ-
ствующие штрафы). Мы предпочитаем, однако, сохранить обе возможности для обеспечения, в
конечном счете, соблюдения ограничений: жесткие запреты и пребразование функций стоимо-
сти с целью сделать крайне невыгодным фактическое нарушение ограничений. Такой подход
представляется полезным и с точки зрения построения общей теории, уже не обязательно свя-
занной с применением в задаче управления инструментом на машинах с ЧПУ; представляется,
в частности, что данный подход может оказаться полезным в задаче о демонтаже энергоблока
АЭС, выведенного из эксплуатации.

Рассматриваемая маршрутная задача имеет своим прототипом известную труднорешаемую
ЗК (см. [4; 5] и др.); в частности, отметим применение ДП для решения ЗК в [6; 7]. Однако
вышеупомянутые особенности, диктуемые интересами решения прикладных задач, выводят,
как представляется (по крайней мере для задач “диапазонного” в смысле размерности типа), в
качестве важных соображения иного порядка, а именно: как учитывать весьма сложные и раз-
нообразные ограничения, а также зависимость стоимости от списка заданий. Эти особенности
затрудняют анализ эвристических алгоритмов и делают актуальной разработку теоретических
методов, ориентированных на оптимизацию. В этом качестве естественным представляется ис-
следование возможностей метода ДП, что и составляет цель настоящей статьи.

2. Общие определения и обозначения

Используем кванторы, пропозициональные связки; ∅ обозначает пустое множество;
△
= —

равенство по определению. Семейством называем множество, все элементы которого сами яв-
ляются множествами. Если T — множество, то через P(T ) (через P ′(T )) обозначаем семейство
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всех (всех непустых) п/м T, а через Fin(T ) — семейство всех конечных множеств из P ′(T ).

Если P и Q — непустые множества, то через (Bi)[P ;Q] обозначаем множество всех биекций
[8, c. 87] множества P на Q; при φ ∈ (Bi)[P ;Q] определена биекция φ−1 ∈ (Bi)[Q;P ] (обратная
к φ), для которой

(

φ(φ−1(q)) = q ∀q ∈ Q
)

&
(

φ−1(φ(p)) = p ∀p ∈ P
)

. Тогда для всякого
непустого множества A в виде (Bi)[A;A] имеем множество всех перестановок A (см. [8, c. 87]).

Если p и q — объекты, то через {p; q} обозначаем множество, содержащее p, q и не со-
держащее никаких других элементов ({p; q} — неупорядоченная пара упомянутых объектов).

Произвольному объекту x сопоставляем синглетон {x}
△
= {x;x} (содержащий x). Поскольку

множества являются объектами, сопоставляем, следуя [9, c. 87], произвольным объектам y и

z УП (y, z)
△
= {{y}; {y; z}} с первым элементом y и вторым элементом z. Если u — какая-

либо УП, то через pr1(u) и pr2(u) обозначаем соответственно первый и второй элементы u.

Для любых объектов a, b и c имеем триплет (a, b, c)
△
=

(

(a, b), c
)

в виде УП специального ви-
да. Как обычно [10, c. 17], для любых трех непустых множеств A,B и C следуем соглашению

A×B × C
△
= (A×B)×C; если к тому же φ : A×B ×C −→ D, где D — непустое множество,

то при µ ∈ A × B и ν ∈ C определена точка φ(µ, ν) ∈ D (используем упомянутое представ-

ление множества A × B × C), для которой при µ1
△
= pr1(µ) и µ2

△
= pr2(µ) используем также

обозначение φ(µ1, µ2, ν), т. е. φ(µ1, µ2, ν)
△
= φ(µ, ν).

Как обычно, через R обозначаем вещественную прямую, N
△
= {1; 2; . . .}, N0

△
= {0} ∪ N =

{0; 1; 2; . . .} и p, q
△
= {i ∈ N0| (p 6 i)& (i 6 q)} ∀p ∈ N0 ∀q ∈ N0 (заметим, кстати, что 1, 0 = ∅).

Непустому конечному множеству K сопоставляем его мощность |K| ∈ N; при этом (bi)[K]
△
=

(Bi)[1, |K|;K] 6= ∅. Кроме того, |∅|
△
= 0. При s ∈ N непременно (bi)[1, s] = (Bi)[1, s; 1, s] (мно-

жество всех перестановок множества 1, s). Для каждого непустого множества T через R+[T ]

обозначаем множество всех функций из T в [0,∞[
△
= {ξ ∈ R|0 6 ξ}.

3. Содержательная постановка задачи

В настоящем разделе вводятся элементы постановки с тем, чтобы наметить ее точный
вариант, который будет приведен далее. Однако, сначала введем ряд специальных обозначе-
ний и определений, непосредственно касающихся рассматриваемой ниже задачи. Фиксируем
непустое множество X, точку x0 ∈ X (база процесса), число N ∈ N, N > 2, а также множества

M1 ∈ Fin(X), . . . ,MN ∈ Fin(X), (3.1)

именуемые ниже мегаполисами и обладающие свойствами

(x0 /∈ Mj ∀j ∈ 1, N )& (Mp ∩Mq = ∅ ∀p ∈ 1, N ∀q ∈ 1, N \ {p}). (3.2)

Кроме того, фиксируем следующие отношения:

M1 ∈ P ′(M1 ×M1), . . . ,MN ∈ P ′(MN ×MN ) (3.3)

(непустые п/м декартовых “квадратов” мегаполисов); УП — элементы Mj, где j ∈ 1, N, —
определяют всякий раз возможные варианты выполнения работ, связанных с обслуживанием
мегаполиса Mj . Нашей целью является исследование процессов

x0 →
(

x1,1 ∈ Mα(1)  x1,2 ∈ Mα(1)

)

→ . . . →
(

xN,1 ∈ Mα(N)  xN,2 ∈ Mα(N)

)

, (3.4)

для которых (x1,1, x1,2) ∈ Mα(1), . . . , (xN,1, xN,2) ∈ Mα(N). В (3.4) α — перестановка множе-
ства 1, N, выбор которой, наряду с траекторией в (3.4), находится в руках исследователя.
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З а м е ч а н и е. В связи с задачей маршрутизации движения инструмента на станках с
ЧПУ отметим следующую интерпретацию (3.1)–(3.4): мегаполисы получены дискретизацией
некоторых вторичных эквидистант, лежащих вблизи эквидистант, по которым осуществляется
резка, УП из отношений (3.3) имеют всякий раз первым элементом гипотетическую точку
врезки, а вторым элементом — соответствующую ей точку выключения инструмента. Заметим,
что в данном конкретном случае отношения (3.3) являются функциями (отображениями):
каждой точке врезки соответствует единственная точка выключения инструмента.

Возвращаясь к (3.3), полагаем при j ∈ 1, N

(

Mj
△
= {pr1(z) : z ∈ Mj}

)

&
(

Mj
△
= {pr2(z) : z ∈ Mj}

)

, (3.5)

получая два непустых п/м Mj ; в связи с этим отметим, что

X
△
= {x0}

⋃

(

N
⋃

i=1

Mi

)

∈ Fin(X).

Полагаем также N

△
= P ′(1, N ), получая множество всех непустых списков заданий. Пусть,

кроме того, заданы м/ф A1, ...,AN ; точнее, заданы отображения

A1 : X×N → P ′(M1), . . . ,AN : X×N → P ′(MN ). (3.6)

Таким образом, при j ∈ 1, N, x ∈ X и K ∈ N определено непустое множество Aj(x,K);
мы полагаем, что наши возможности в части перемещения из x в мегаполис Mj исчерпыва-
ются упомянутым множеством, где (по смыслу) K есть список заданий, не выполненных на
момент перемещения. Итак, мы можем в упомянутой ситуации осуществить только перемеще-
ния x → y, где y ∈ Aj(x,K). Задавая м/ф (3.6), мы допускаем некоторую переопределенность.
Так, например, допускаем в данной ситуации случай x ∈ Mj , который не будет возникать
(в силу (3.2)) в процессах вида (3.4). Однако в формальных определениях мы рассматри-

ваем и такие “ненастоящие” ситуации, полагая при x ∈ Mj , что Aj(x,K)
△
= Mj . Подобные

доопределения различных зависимостей, содержательных в каких-то своих ситуациях, приме-
няем, не оговаривая это специально. Имея в виду обслуживание схемы (3.4), постулируем, что
∀x ∈ X ∀K ∈ N ∀j ∈ K

Aj(x,K) ∩Mj 6= ∅. (3.7)

Мы полагаем, что система условий в (3.4) дополняется требованиями:
(

x1,1 ∈ Aα(1)(x
0, 1, N )

)

&
(

xj,1 ∈ Aα(j)(xj−1,2, {α(t) : t ∈ j,N}) ∀j ∈ 2, N
)

(здесь α — перестановка 1, N, остальные
элементы соответствуют (3.4)). Мы полагаем далее, что и выбор перестановки α стеснен огра-
ничениями в виде условий предшествования.

Полагая также X
△
= {x0}

⋃

( N
⋃

i=1
Mi

)

, получаем, что X ∈ Fin(X) и X ∈ Fin(X). Как видно

из (3.4), траектория реализуется в X×X; начальное состояние x0 в этой связи уместно заменить
УП (x0, x0). Решение, доступное выбору исследователя, является УП “маршрут-трасса”, где
термин “маршрут” используется для перестановок в 1, N. Каждому такому решению сопостав-
ляем значение аддитивного критерия, для которого функции стоимости, его составляющие,
могут зависеть от списка заданий. Минимизация данного критерия и будет составлять ОЗМ.

4. Постановка задачи: основные объекты и их свойства

В настоящем разделе содержательные рассуждения, связанные с построением процессов
типа (3.4), должным образом формализуются, что требует сначала введения на строгом уровне

маршрутов и трасс (траекторий). Полагаем P
△
= (bi)[1, N ]; элементы P называем (полными)
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маршрутами. Каждому маршруту сопоставляем пучок траекторий (трасс). Полагая, что Z есть
множество всех кортежей (zi)i∈0,N : 0, N → X×X, введем при α ∈ P следующее множество:

Zα
△
=

{

(zi)i∈0,N ∈ Z|
(

z0 = (x0, x0)
)

&
(

zt ∈ Mα(t) ∀t ∈ 1, N
)

&
(

pr1(zs) ∈ Aα(s)(pr2(zs−1), {α(t) : t ∈ s,N}) ∀s ∈ 1, N
)

}

. (4.1)

Ниже мы убедимся в том, что (4.1) — непустое множество. Заметим только, что определе-
ние (4.1) можно включить в более общее. При K ∈ N полагаем, что ZK есть множество всех
кортежей (zi)i∈0,|K|

: 0, |K| → X×X. Если x ∈ X, K ∈ N и α ∈ (bi)[K], то

Z(x,K,α)
△
=

{

(zi)i∈0,|K| ∈ ZK |
(

z0 = (x, x)
)

&
(

zt ∈ Mα(t) ∀t ∈ 1, |K|
)

&
(

pr1(zs) ∈ Aα(s)(pr2(zs−1), {α(t) : t ∈ s, |K|}) ∀s ∈ 1, |K|
)

}

. (4.2)

С учетом того что 1, N ∈ N и x0 ∈ X, получаем Z(x0, 1, N, α) = Zα ∀α ∈ P (полезно учесть

что Z = Z1,N). Полагаем Ns
△
= {K ∈ N|s = |K|} ∀s ∈ 1, N.

Предложение 1. Каждое из множеств (4.2) непусто.

Схема д о к а з а т е л ь с т в а. Непосредственно из (3.7) и (4.2) очевидным образом
следует, что Z(x,K,α) 6= ∅ ∀x ∈ X ∀K ∈ N1 ∀α ∈ (bi)[K]. Введем в рассмотрение

S
△
= {s ∈ 1, N |Z(x,K,α) 6= ∅ ∀x ∈ X ∀K ∈ Ns ∀α ∈ (bi)[K]}. (4.3)

При этом 1 ∈ S и, стало быть, S ∈ N. Для доказательства равенства S = 1, N допустим
противное: S 6= 1, N, а тогда 1, N\S 6= ∅ и определено

r
△
= inf(1, N\S) ∈ 1, N\S. (4.4)

Легко видеть, что r ∈ 2, N , при этом r − 1 ∈ S и, стало быть, согласно (4.3)

Z(x,K,α) 6= ∅ ∀x ∈ X ∀K ∈ Nr−1 ∀α ∈ (bi)[K]. (4.5)

Вместе с тем из (4.4) следует, что для некоторых x∗ ∈ X, K∗ ∈ Nr и α∗ ∈ (bi)[K∗] име-
ет место Z(x∗,K∗, α∗) = ∅. При этом r = |K∗|, а α∗ отображает 1, r на K∗. Согласно (3.7)
Aα∗(1)(x∗,K∗) ∩ Mα∗(1) 6= ∅. С учетом этого выбираем x∗ ∈ Aα∗(1)(x∗,K∗) ∩ Mα∗(1). В си-
лу (3.5) можно указать z̃∗ ∈ Mα∗(1), для которого x∗ = pr1(z̃

∗). Тогда pr2(z̃
∗) ∈ Mα∗(1), и в

частности pr2(z̃
∗) ∈ X; при этом α∗ △

= (α∗(j + 1))j∈1,r−1 ∈ (bi)[K∗], где K∗ △
= K∗\{α∗(1)}. В

силу (4.5) Z(pr2(z̃
∗),K∗, α∗) 6= ∅. С учетом этого выбираем (z∗i )i∈0,r−1 ∈ Z(pr2(z̃

∗),K∗, α∗), по-

сле чего введем кортеж (ẑi)i∈0,r : 0, r → X×X по следующему правилу: (ẑ0
△
= (x∗, x∗))& (ẑ1

△
=

z̃∗)& (ẑt
△
= z∗t−1 ∀t ∈ 2, r). Легко видеть, что (ẑi)i∈0,r ∈ Z(x∗,K∗, α∗), но это невозможно по

выбору x∗, K∗ и α∗. Полученное противоречие доказывает равенство S = 1, N, а тогда из (4.3)
имеем требуемое утверждение, поскольку N есть объединение всех множеств Ns, s ∈ 1, N. ✷

В силу конечности множеств X и X получаем теперь, что

Z(x,K,α) ∈ Fin(ZK) ∀x ∈ X ∀K ∈ N ∀α ∈ (bi)[K]. (4.6)

Из (4.6) получаем свойство Zα ∈ Fin(Z) ∀α ∈ P.

Условия предшествования. Введем в рассмотрение (возможное) ограничение на выбор
маршрута, фиксируя в дальнейшем отношение

K ∈ P(1, N × 1, N )
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(итак, K есть п/м 1, N × 1, N ; случай K = ∅ не исключается и отвечает ситуации отсутствия
дополнительных ограничений на выбор α ∈ P, см. (3.4)). Элементы K называем адресными
УП; если z ∈ K, то pr1(z) ∈ 1, N и pr2(z) ∈ 1, N именуем соответственно индексами отправи-
теля и получателя z. Всюду в дальнейшем полагаем, что

∀K0 ∈ P ′(K) ∃z0 ∈ K0 : pr1(z0) 6= pr2(z) ∀z ∈ K0. (4.7)

Тогда, как установлено в [11, ч. 2], имеем

A
△
=

{

α ∈ P |α−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀z ∈ K
}

=
{

α ∈ P|∀z ∈ K ∀t1 ∈ 1, N ∀t2 ∈ 1, N
(

(pr1(z) = α(t1))∧(pr2(z) = α(t2))
)

⇒ (t1 < t2)
}

∈ P ′(P);

(4.8)
итак, A есть непустое множество всех K-допустимых (допустимых по предшествованию) марш-
рутов. В этом случае (см. (4.8))

D
△
= {(α, z) ∈ A× Z|z ∈ Zα} ∈ Fin(A× Z) (4.9)

рассматриваем в качестве множества ДР, каждому из которых будет сопоставлено значение
(аддитивного) критерия качества; для этого потребуется определить функции стоимости, ха-
рактеризующие внешние перемещения, внутренние (по отношению к мегаполисам) работы и
получающиеся при реализации процессов вида (3.4) терминальные состояния.

Функции стоимости. Фиксируем в дальнейшем кортеж (c, c1, . . . , cN , f), где

c ∈ R+[X× X×N], c1 ∈ R+[X× X×N], . . . , cN ∈ R+[X ×X×N], f ∈ R+[X]. (4.10)

Функции в (4.10) мы полагаем “максимально” продолженными. Значения этих функций суще-
ственны на самом деле при выборе аргументов из п/м областей определения. Так, значения
c(x, y,K) существенны (см.(3.4)): 1) при x = x0, y ∈ Mj , K ∈ N, где j ∈ K, и 2) при
x ∈ Mi, y ∈ Mj , K ∈ N, где i /∈ K, j ∈ K. В свою очередь, при s ∈ 1, N значения cs(x, y,K)
существенны при (x, y) ∈ Ms, K ∈ N и s ∈ K. Наконец, значения f(x) существенны при
x ∈ Mj, где j ∈ 1, N. Однако мы продолжаем упомянутые содержательные зависимости на
X×X×N и X соответственно, поскольку это не приводит к затруднениям (можно, в частности,
осуществлять продолжение “нулем”) и позволяет упростить последующие обозначения.

Отметим, что функция c используется для оценивания внешних перемещений, функции
c1, . . . , cN — для оценивания работ, связанных с посещением соответствующих мегаполисов, а
f — для оценивания терминального состояния (точка xN,2 в (3.4)). Если α ∈ P, (zi)i∈0,N ∈ Zα,

то при s ∈ 1, N c(pr2(zs−1),pr1(zs), {α(t) : t ∈ s,N}) ∈ [0,∞[ оценивает перемещения из
pr2(zs−1) ∈ Mα(s−1) в pr1(zs) ∈ Mα(s), а cα(s)(zs, {α(t) : t ∈ s,N}) — работу, связанную с посе-
щением Mα(s) (заметим, что pr1(zs) ∈ Aα(s)(pr2(zs−1), {α(t) : t ∈ s,N}), см. (4.1)); f(pr2(zN ))
реализует оценку терминального состояния.

С учетом упомянутых обстоятельств полагаем при α ∈ P и (zi)i∈0,N ∈ Z

Cα[(zi)i∈0,N ]
△
=

N
∑

s=1

[

c
(

pr2(zs−1),pr1(zs), {α(t) : t ∈ s,N}
)

+cα(s)
(

zs, {α(t) : t ∈ s,N}
)

]

+ f(pr2(zN )). (4.11)

Нас интересует следующий вариант (4.11): α ∈ A и (zi)i∈0,N ∈ Zα. Учитывая (4.9), мы в
качестве ОЗМ формулируем следующую:

Cα[(zi)i∈0,N ] → min, α ∈ A, (zi)i∈0,N ∈ Zα; (4.12)
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этой задаче сопоставляется значение (экстремум)

V
△
= min

α∈A
min

(zi)i∈0,N∈Zα

Cα[(zi)i∈0,N ] ∈ [0,∞[ (4.13)

и непустое множество оптимальных ДР, т. е. ДР (α0, (z0i )i∈0,N ) ∈ D со свойством

Cα0 [(z0i )i∈0,N ] = V. (4.14)

Мы ставим своей целью нахождение V и какого-либо ДР со свойством (4.14).

5. Динамическое программирование, 1

Для последующего решения ОЗМ (4.12) будем применять широко понимаемое ДП, которое
использует схему расширения, восходящую к [11, ч.3]. Следуя [11, §2.2], введем оператор I,

действующий в N по правилу: если K ∈ N, то I(K)
△
= K \ {pr2(z) : z ∈ Ξ[K]}, где Ξ[K]

△
=

{z ∈ K|
(

pr1(z) ∈ K
)

&
(

pr2(z) ∈ K
)

}. С учетом этого вводится [11] новый тип допустимости
маршрутов — допустимость по вычеркиванию; данный вариант допустимости введем сразу
для маршрутов частичных или укороченных: если K ∈ N, то

(I− bi)[K]
△
=

{

α ∈ (bi)[K]|α(l) ∈ I
(

{α(t) : t ∈ l, |K|}
)

∀l ∈ 1, |K|
}

(5.1)

есть множество всех маршрутов посещения мегаполисов Mk, k ∈ K, обладающих допустимо-
стью по вычеркиванию; при этом [11, предложения 2.2.2, 2.2.3] (I − bi)[K] 6= ∅. Итак,

(I− bi)[K] ∈ P ′((bi)[K]) ∀K ∈ N. (5.2)

В частности [11, (2.2.32), теорема 2.2.1], имеем следующую цепочку равенств:

A = (I− bi)[1, N ] =
{

α ∈ P|α(k) ∈ I
(

{α(t) : t ∈ k,N}
)

∀k ∈ 1, N
}

=
{

α ∈ P |
(

α(1) ∈ I(1, N )
)

&
(

α(k) ∈ I(1, N \ {α(t) : t ∈ 1, k − 1}) ∀k ∈ 2, N
)

}

∈ P ′(P). (5.3)

С учетом (4.6) и (5.2) получаем, что

DK(x)
△
= {(α, z) ∈ (I−bi)[K]×ZK | z ∈ Z(x,K,α)} ∈ Fin((bi)[K]×ZK) ∀x ∈ X ∀K ∈ N. (5.4)

В (5.4) имеем непустые множества частичных ДР (имеется в виду допустимость по вычерки-
ванию). Если K ∈ N, α ∈ (bi)[K] и z ∈ ZK , то

Ĉα(z|K)
△
=

|K|
∑

s=1

[

c
(

pr2(z(s − 1)),pr1(z(s)), {α(t) : t ∈ s, |K|}
)

+cα(s)
(

z(s), {α(t) : t ∈ s, |K|}
)

]

+ f(pr2(z(|K|))) ∈ [0,∞[; (5.5)

для нас (5.5) существенно при (α, z) ∈ DK(x). В этой связи определяем частичные (укорочен-
ные) задачи: если x ∈ X и K ∈ N, то в виде

Ĉα(z|K) → min, α ∈ (I− bi)[K], z ∈ Z(x,K,α), (5.6)

имеем задачу, ограничения которой совместны (см. (5.4)) и для которой определено значение

v(x,K)
△
= min

α∈(I−bi)[K]
min

z∈Z(x,K,α)
Ĉα(z|K) ∈ [0,∞[, (5.7)
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а множество оптимальных ДР непусто. Легко видеть. что Z = Z1,N и при α ∈ P и z ∈ Z имеет

место Cα[z] = Ĉα(z|1, N ). С учетом этого получаем (см. (5.3),(5.7)) равенство

v(x0, 1, N ) = V. (5.8)

Полагаем, что v(x,∅)
△
= f(x) ∀x ∈ X. Итак (см. (5.7),(5.8)), определена функция Беллмана

v : X× P(1, N ) → [0,∞[, (5.9)

отвечающая расширению ОЗМ до семейства задач (5.6). Введем операторы A1 : X × N →

P ′(M1), . . . ,AN : X × N → P ′(MN ), являющиеся естественными модификациями отображе-
ний (3.6) : если j ∈ 1, N, x ∈ X и K ∈ N, то полагаем

Aj(x,K)
△
= {z ∈ Mj |pr1(z) ∈ Aj(x,K)}. (5.10)

Тогда из (3.5), (3.7) и (5.10) получаем, что ∀x ∈ X ∀K ∈ N ∀j ∈ K

Aj(x,K) ∈ P ′(Mj).

При этом, конечно, имеем Aj(x,K) ⊂ X×X при x ∈ X, K ∈ N и j ∈ K, а потому определены
значения v(pr2(z),K \ {j}) ∈ [0,∞[, z ∈ Aj(x,K); полезно учесть, что I(K) ⊂ K.

Теорема 1. Если x ∈ X и K ∈ N, то

v(x,K)
△
= min

j∈I(K)
min

z∈Aj(x,K)

[

c(x,pr1(z),K) + cj(z,K) + v(pr2(z),K \ {j})
]

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ X и K ∈ N; тогда определено значение

w
△
= min

j∈I(K)
min

z∈Aj(x,K)

[

c(x,pr1(z),K) + cj(z,K) + v(pr2(z),K \ {j})
]

. (5.11)

Заметим также, что определено число n
△
= |K| ∈ 1, N, для которого (n = 1) ∨ (n ∈ 2, N ).

В случае n = 1 равенство v(x,K) = w легко следует из определений; рассмотрение данного
простого случая опустим. Пусть n ∈ 2, N. Тогда n − 1 ∈ 1, N − 1. Выберем, используя (5.7),
α0 ∈ (I− bi)[K] и (z0i )i∈0,n ∈ Z(x,K,α0) со свойством

v(x,K) = Ĉα0((z0i )i∈0,n|K), (5.12)

где правая часть (5.12) определяется подобно (5.5). Из (5.1) следует, в частности, что α0(1) ∈
I(K), а из (4.2) вытекает включение pr1(z

0
1) ∈ Aα0(1)(x,K). Тогда в силу (5.11)

w ≤ c(x,pr1(z
0
1),K) + cα0(1)(z

0
1 ,K) + v(pr2(z

0
1),K), (5.13)

где K
△
= K \{α0(1)} (тогда |K| = n− 1). Заметим также, что (pr2(z

0
1) ∈ X)& (K ∈ N), а потому

для определения v(pr2(z
0
1),K) можно использовать (5.7). Легко видеть (см. [15]), что

α0
△
= (α0(j + 1))j∈1,n−1 ∈ (I− bi)[K]. (5.14)

Заметим, что (pr2(z
0
1),pr2(z

0
1)) содержится в X × X, и в частности в X × X. Введем кортеж

(z00i )i∈0,n−1 : 0, n− 1 → X×X по следующему правилу: z000
△
= (pr2(z

0
1),pr2(z

0
1)) и z00j

△
= z0j+1 ∀j ∈

1, n − 1. Тогда, как легко видеть,

(z00i )i∈0,n−1 ∈ Z(pr2(z
0
1),K, α0). (5.15)
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Из (5.14) и (5.15) следует сразу (см. (5.7)), что v(pr2(z
0
1),K) ≤ Ĉα0((z

00
i )i∈0,n−1 |K). После

несложных преобразований правой части получаем, что

v(pr2(z
0
1),K) ≤

n
∑

s=2

[

c
(

pr2(z
0
s−1),pr1(z

0
s ), {α

0(l) : l ∈ s, n}
)

+cα0(s)

(

z0s , {α
0(l) : l ∈ s, n}

)

]

+ f(pr2(z
0
n)),

а тогда, используя (5.12) и (5.13), приходим к неравенству w ≤ v(x,K).
Установим справедливость противоположного неравенства. С учетом (5.11) выберем q ∈

I(K) и y ∈ Aq(x,K) так, что

w = c(x,pr1(y),K) + cq(y,K) + v(pr2(y), Q), (5.16)

где Q
△
= K\{q} (разумеется, Q ∈ Nn−1, т. е. Q ∈ N и |Q| = n−1). Тогда, в частности, pr2(y) ∈ X

и v(pr2(y), Q) ∈ [0,∞[ определяется подобно (5.7). С учетом этого выберем ᾱ ∈ (I − bi)[Q] и
(z̄i)i∈0,n−1 ∈ Z(pr2(y), Q, ᾱ) так, что

v(pr2(y), Q) = Ĉᾱ((z̄i)i∈0,n−1 |Q). (5.17)

Введем отображение β̄ : 1, n → K по следующему правилу:
(

β̄(1)
△
= q

)

&
(

β̄(j)
△
= ᾱ(j − 1) ∀j ∈

2, n
)

. Легко видеть, что β̄ ∈ (I − bi)[K]. Далее, кортеж (z̄∗i )i∈0,n ∈ ZK определяем условиями

(z̄∗0
△
= (x, x))& (z̄∗1

△
= y)& (z̄∗j

△
= z̄j−1 ∀j ∈ 2, n). Тогда с учетом (4.2) устанавливается, что

(z̄∗i )i∈0,n ∈ Z(x,K, β̄). Получили (см. (5.4)) свойство (β̄, (z̄∗i )i∈0,n) ∈ DK(x). Как следствие
имеем из (5.4) и (5.7), что

v(x,K) ≤ Ĉβ̄((z̄
∗
i )i∈0,n |K). (5.18)

Однако с учетом (5.17) после простых преобразований получаем равенство Ĉβ̄((z̄
∗
i )i∈0,n |K) =

c(x,pr1(y),K) + cq(y,K) + v(pr2(y), Q). С учетом (5.16) имеем теперь равенство

Ĉβ̄((z̄
∗
i )i∈0,n |K) = w,

а тогда из (5.18) следует, что v(x,K) ≤ w. Поскольку ранее было получено противоположное
неравенство, имеем v(x,K) = w и в случае n ∈ 2, N. ✷

Следствие. Справедливо равенство

V = min
j∈I(1,N)

min
z∈Aj(x0,1,N)

[

c(x0,pr1(z), 1, N ) + cj(z, 1, N ) + v(pr2(z), 1, N \ {j})
]

.

Доказательство получается непосредственной комбинацией (5.8) и теоремы 1.

6. Динамическое программирование, 2

В настоящем разделе рассматривается вариант использования теоремы 1, не предусматри-
вающий построение всего массива значений функции Беллмана (5.9); вариант соответствует
конструкции [11, § 4.9] (см. также [12;13]). Введем семейство

G
△
= {K ∈ N | ∀z ∈ K (pr1(z) ∈ K) ⇒ (pr2(z) ∈ K)}, (6.1)

элементы которого называем существенными списками. Списки из (6.1) ранжируем по мощ-

ности: Gs
△
= {K ∈ G| s = |K|} ∀s ∈ 1, N. Тогда в виде {Gj : j ∈ 1, N} имеем разбиение

G (6.1). Ясно, что GN = {1, N} (синглетон, содержащий 1, N ). При K1
△
= {pr1(z) : z ∈ K}
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G1 = {{t} : t ∈ 1, N \ K1}. Наконец, имеем следующее представление [12, (6.2)]: Gs−1 =
{

K \ {t} : K ∈ Gs, t ∈ I(K)
}

∀s ∈ 2, N. Таким образом, получаем рекуррентную процеду-
ру GN → GN−1 → . . . → G1. На этой основе конструируем подобно [11, § 4.9] слои простран-
ства позиций, обозначаемые ниже через D0,D1, . . . ,DN . Однако предварительно заметим, что
[12, с. 69] 1, N \K1 6= ∅, а потому

M̃

△
=

⋃

i∈1,N\K1

Mi ∈ P ′(X)

и, как следствие, D0
△
= {(x,∅) : x ∈ M̃} ∈ P ′(X × P(1, N )). Кроме того, полагаем, что DN

△
=

{(x0, 1, N )}, получая синглетон, содержащий УП (x0, 1, N ).
Если s ∈ 1, N − 1 и K ∈ Gs, то [12, с. 69] в терминах множества

Js(K)
△
=

{

j ∈ 1, N \K| {j} ∪K ∈ Gs+1

}

∈ P ′(1, N \K) (6.2)

конструируем следующее множество-объединение: Ms[K]
△
=

⋃

j∈Js(K)

Mj ∈ P ′(X), а также клет-

ку Ds[K]
△
= {(x,K) : x ∈ Ms[K]} ∈ P ′(X× Gs). Тогда

Ds
△
=

⋃

K∈Gs

Ds[K] ∈ P ′(X× Gs) ∀s ∈ 1, N − 1. (6.3)

Отметим, кстати, что [14, предложение 5.1] при s ∈ 1, N − 1

Gs+1 =
⋃

K∈Gs

{{j} ∪K : j ∈ Js(K)}.

Итак (см. (6.3)), определены непустые множества-слои D0,D1, . . . ,DN . При этом [12, (6.9)]

(y,K \ {k}) ∈ Ds−1 ∀s ∈ 1, N ∀K ∈ Gs ∀k ∈ I(K) ∀y ∈ Mk. (6.4)

В свою очередь, из (6.4) легко следует

Предложение 2. Если s ∈ 1, N, (x,K) ∈ Ds, j ∈ I(K) и z ∈ Aj(x,K), то

(pr2(z),K \ {j}) ∈ Ds−1.

Возвращаясь к конструированию множеств-слоев, заметим, что Ds ∈ P ′(X × P(1, N )) ∀s ∈

0, N. С учетом этого определяем систему сужений функции Беллмана, полагая при s ∈ 0, N,
что функция vs ∈ R+ [Ds] определяется условиями

vs(x,K)
△
= v(x,K) ∀(x,K) ∈ Ds. (6.5)

При этом, конечно, функция v0 ∈ R+ [D0] такова, что v0(x,∅) = f(x) при x ∈ M̃. Далее, при
s ∈ 1, N, (x,K) ∈ Ds, j ∈ I(K) и z ∈ Aj(x,K) в силу предложения 2 и (6.5) определено
значение vs−1(pr2(z),K \ {j}) ∈ [0,∞[. Теперь из теоремы 1 вытекает

Предложение 3. Если s ∈ 1, N и (x,K) ∈ Ds, то

vs(x,K) = min
j∈I(K)

min
z∈Aj(x,K)

[c(x,pr1(z),K) + cj(z,K) + vs−1(pr2(z),K \ {j})].

Таким образом, мы получили рекуррентную процедуру построения слоев функции Беллмана:

v0 → v1 → . . . → vN ; (6.6)

действительно, функция v0 известна и при s ∈ 1, N преобразование vs−1 в vs определяется
предложением 3. В силу (5.8) и (6.5) V = vN (x0, 1, N ). Итак, процедура (6.6) доставляет в
непосредственном виде глобальный экстремум задачи (4.12), т. е. значение ОЗМ.
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7. Динамическое программирование, 3

(построение оптимального решения)

В настоящем разделе предполагается, что (посредством (6.6)) все слои функции Беллмана
уже построены, т. е. функции v0, v1, . . . vN нам известны. В частности, известно значение V,
для которого в силу предложения 3 и следствия имеем равенство

V = min
j∈I(1,N)

min
z∈Aj(x0,1,N)

[

c(x0,pr1(z), 1, N ) + cj(z, 1, N ) + vN−1(pr2(z), 1, N \ {j})
]

. (7.1)

Рассмотрим построение оптимального решения в виде пары “маршрут-трасса”. Полагаем z
(0) △

=
(x0, x0), получая элемент X×X. Далее используем (7.1), учитывая предложение 2:

(pr2(z), 1, N \ {j}) ∈ DN−1 ∀j ∈ I(1, N ) ∀z ∈ Aj(x
0, 1, N ). (7.2)

Выберем (см. (7.1)) j1 ∈ I(1, N ) и z
(1) ∈ Aj1(x

0, 1, N ) так, что при этом

V = c(x0,pr1(z
(1)), 1, N ) + cj1(z

(1), 1, N ) + vN−1(pr2(z
(1)), 1, N \ {j1}), (7.3)

где согласно (7.2) (pr2(z
(1)), 1, N \ {j1}) ∈ DN−1. Тогда с учетом предложения 2

(pr2(z), 1, N \ {j1; j}) = (pr2(z), (1, N \ {j1}) \ {j}) ∈ DN−2

∀j ∈ I(1, N \ {j1}) ∀z ∈ Aj(pr2(z
(1)), 1, N \ {j1}). (7.4)

В силу предложения 3 имеем следующее равенство:

vN−1(pr2(z
(1)), 1, N \ {j1}) = min

j∈I(1,N\{j1})
min

z∈Aj(pr2(z
(1)),1,N\{j1})

[

c
(

pr2(z
(1)),pr1(z), 1, N \ {j1}

)

+ cj
(

z, 1, N \ {j1}
)

+ vN−2

(

pr2(z), 1, N \ {j1; j}
)

]

. (7.5)

С учетом (7.5) выбираем j2 ∈ I(1, N \ {j1}) и z
(2) ∈ Aj2(pr2(z

(1)), 1, N \ {j1}) так, что при этом

vN−1

(

pr2(z
(1)), 1, N \ {j1}

)

= c
(

pr2(z
(1)),pr1(z

(2)), 1, N \ {j1}
)

+ cj2
(

z
(2), 1, N \ {j1}

)

+vN−2

(

pr2(z
(2)), 1, N \ {j1; j2}

)

, (7.6)

где согласно (7.4)
(

pr2(z
(2)), 1, N \ {j1; j2}

)

∈ DN−2. Из (7.3) и (7.6) вытекает, что

V =

2
∑

s=1

[

c
(

pr2(z
(s−1)),pr1(z

(s)), 1, N \ {jt : t ∈ 1, s − 1}
)

+ cjs
(

z
(s), 1, N \ {jt : t ∈ 1, s − 1}

)

]

+ vN−2

(

pr2(z
(2)), 1, N \ {jl : l ∈ 1, 2}

)

(7.7)

(напомним, что 1, 0 = ∅). Дальнейшее построение осуществляется по аналогичной схеме,
на каждом этапе которой следует осуществлять выбор индекса и УП подобно (7.3), (7.6).
При этом число слагаемых, образующих первую сумму в (7.7), будет увеличиваться, а мощ-
ность списка, являющегося вторым элементом УП в виде аргумента последнего слагаемого,
— уменьшаться; в конце концов последнее слагаемое в (7.7) совпадет с соответствующим зна-
чением функции f (напомним определение v0). В результате после исполнения N шагов (эта-
пов), реализуемых в духе (7.3), (7.6), будут построены маршрут η = (js)s∈1,N ∈ A и трасса

(z(s))s∈0,N ∈ Zη (итак, мы получим ДР (η, (z(s))s∈0,N )) со свойством Cη[(z
(s))s∈0,N ] = V. Иными

словами, (η, (z(s))s∈0,N ) ∈ D (см. (4.9)) обладает оптимальностью в задаче (4.12).
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8. Вычислительный эксперимент

В настоящем разделе рассматривается конкретизация задачи (4.12), ориентированная на
построение процедур управления инструментом при листовой резке на машинах с ЧПУ. Для
вычислительного эксперимента используем следующую модель упомянутой задачи. Будем

отождествлять X с прямоугольником на плоскости, когда X
△
= [a1, a2]× [b1, b2] (a1 ∈ R, a2 ∈ R,

b1 ∈ R и b2 ∈ R), т. е. с листом, подлежащим раскрою; зафиксируем вещественные числа a1, a2,
b1 и b2, полагая a1 < a2 и b1 < b2. Пусть N есть количество всех контуров вырезаемых деталей,
а мегаполисы (3.1) получаются посредством дискретизации вспомогательных эквидистант; с
ними связаны бинарные отношения вида (3.3), для элементов которых всегда 1-й элемент па-
ры является точкой врезки, а 2-й — точкой выключения резака; обе точки расположены возле
основной эквидистанты, по которой движется инструмент при резке соответствующего конту-
ра. Начальная точка x0 пусть соответствует исходному положению резака, которое он должен
занимать, если не выполняется раскрой листа; терминальному состоянию процесса резки в на-
шей модели соответствует возврат в x0. Условия предшествования задают вполне естествен-
ное правило: резка внутренних контуров всегда должна предшествовать резке внешних (по
принципу вложенности) контуров; допускается расположение одних деталей внутри контуров
других деталей, пересечение эквидистант контуров не допускается. Отображения (3.6) зада-
ны следующим образом: пусть K — множество индексов невырезанных контуров; находясь в
точке x, где (x = x0) ∨

(

x ∈ Mj при j /∈ K
)

(см. (3.5)), рассматриваем в качестве следующей
точки врезки (точки включения инструмента) y лишь те, у которых для всех контуров с ин-
дексами j из множества 1, N \K выполняется условие ρ(y, z) > ε ∀j ∈ 1, N \K ∀z ∈ Mj . Здесь
ρ — евклидово расстояние, а вещественное число ε > 0 задает тепловой допуск, определяющий
минимальный отступ для начала резки возле эквидистант уже вырезанных контуров. Пусть
функция c в (4.10) задается посредством еквлидова расстояния ρ и не зависит от списка за-
даний, при этом значения функций c1, . . . , cN — это всякий раз сумма вида 3 ∗ ρ(x, y)+ ρ(y, z),
где x — точка включения резака, z — точка на вспомогательной эквидистанте, а y — точка
на основной эквидистанте; умножение на коэффициент 3 подчеркивает бо́льшие затраты на
врезку и движение с включенным режущим инструментом по сравнению с затратами при от-
воде резака в точку выключения. При этом (x, z) ∈ Mj и y = yj(x, z), где j ∈ 1, N . Расстояния,
проходимые при самой резке по эквидистантам, не учитываются, так как их сумма остает-
ся одной и той же при любых вариантах маршрутизации. Функция f оценивает затраты на
передвижение в исходное положения, т. е. в точку x0.

Рассматриваемый в настоящей статье алгоритм применительно к вышеупомянутой упро-
щенной модели задачи был реализован в виде программы для ПЭВМ, написанной на языке
программирования С++ и работающей под управлением 64-разрядной операционной системы
семейства Windows (не ранее Windows 7). Вычислительная часть программы реализована в
отдельном от интерфейса пользователя потоке. Исходные данные для программы задаются
в конфигурационном файле, в котором также в качестве параметра можно задавать выше-
упомянутую величину теплового допуска. Для случая решения задачи на плоскости имеется
возможность графического представления траектории движения резака, увеличения отдель-
ных участков графика и сохранения его в файл графического формата bmp.

Вычислительный эксперимент проводился на ПЭВМ с процессором Intel Core i7, объемом
ОЗУ 64 гБ с установленной операционной системой Windows 7 Максимальная SP1. В качестве
модельного примера представим результат проведения вычислительного эксперимента. Пусть
начальная точка x0 совпадает с началом координат, N = 31, |K| = 20.

В настоящем варианте предполагается, что в случае, когда на этапе внешнего перемещения
(в мегаполис) нет ни одной допустимой в упомянутом выше смысле точки врезки, значение
соответствующего оператора Aj отождествляется с Mj. Этим обеспечивается выполнение усло-
вия (3.7). Рассмотрим результаты работы программы при значении теплового допуска ε = 5:
величина совокупных затрат V = 939.05, время счета составило 3 ч, 21 мин, 5 с; график марш-
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Рис. 1. Маршрут и трасса при значении теплового допуска 5.

Рис. 2. Маршрут и трасса при значении теплового допуска 10.
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рута и трассы приведен на рис. 1 (точки врезки обозначены треугольниками, направленными
влево ✁, а точки выключения — треугольниками, направленными вправо ✄; треугольники,
ориентированные вертикально, соответствуют точкам на основной эквидистанте, они исполь-
зуются всякий раз в качестве пунктов начала и завершения реза). При значении теплового
допуска ε = 10 получаем следующее: величина совокупных затрат V = 1015.3, время счета —
3 ч, 0 мин, 7 сек; график траектории резки приведен на рис. 2. Сопоставляя приведенные
результаты, мы видим, что с ростом значения теплового допуска увеличивается величина со-
вокупных затрат, но уменьшается время счета. Данный эффект выглядит вполне логично: при
меньшем значении допуска для выбора очередной точки врезки всякий раз имеется больше
вариантов, что благотворно сказывается на общей величине затрат, но при этом объем перебо-
ра также возрастает, что влечет за собой увеличение времени счета. Результаты предыдущих
разделов были анонсированы в[16].

9. Добавление: модель задачи оптимизации холостого хода

В настоящем разделе рассматривается упрощенная модель, ориентированная на задачу оп-
тимизации холостого хода инструмента машин термической резки материала с ЧПУ. В после-
дующих построениях мы в отношении X, x0, N, M1, . . . ,MN сохраняем предположения (3.1),

(3.2). Что касается отношений (3.3), то полагаем каждое из них диагональным: Mj
△
= {(x, x) :

x ∈ Mj} ∀j ∈ 1, N. В такой ситуации схема (3.4) превращается в следующую:

x0 →
(

x(1) ∈ Mα(1)

)

→ . . . →
(

x(N) ∈ Mα(N)

)

; (9.1)

при этом посещение каждого из мегаполисов в силу упомянутой диагональной структуры
отношений (3.3) сводится к посещению всего одной точки.

В содержательной задаче, связанной с маршрутизацией при листовой резке на машинах
с ЧПУ, упомянутое соглашение о диагональности отношений (3.3) может иметь следующий
смысл. Именно полагаем, что всякий раз точка врезки, соответствующая ей точка выключения
инструмента, а также точка начала реза на эквидистанте контура очень близки, а потому
мы рассматриваем их как одну точку. Полагаем, что таких “укрупненных” точек конечное
число (подобно тому, как в модели на основе (3.4) предполагалось конечным число пар “точка
врезки-точка выключения инструмента”), что связано с желанием обеспечить принципиальную
возможность решения с применением переборных алгоритмов. Данная упрощенная модель на
основе (9.1) может использоваться для целей оптимизации холостого хода инструмента. При
наших предположениях в (3.5) Mj = Mj = Mj ∀j ∈ 1, N. Как следствие

X = X = {x0}
⋃

(

N
⋃

i=1

Mi

)

. (9.2)

Мы сохраняем м/ф (3.6) и используем интерпретацию этих м/ф, приведенную в разд. 3, имея
в виду, что наши “укрупненные” точки — города мегаполисов — соответствуют на самом деле
идеализации реальной процедуры, включающей, в частности, врезку, которая, как и в более
сложном случае (см. разд. 1), должна осуществляться в удалении от “пустот”, возникших после
резки предшествующих контуров.

Через X обозначим множество всех кортежей (xi)i∈0,N : 0, N → X. Условие (3.7) в рассмат-
риваемой модели принимает следующий вид: Aj(x,K) ∩Mj 6= ∅ ∀x ∈ X ∀K ∈ N ∀j ∈ K. С
учетом этого мы приступаем к модификации (4.1), подобной [11, ч.2] и учитывающей то, что
первый и второй элементы УП — значений траекторий из (4.1) — совпадают в силу вышеупо-
мянутой диагональности отношений (3.3). В этой связи сопоставляем α ∈ P уже следующее
множество:

Xα
△
=

{

(xi)i∈0,N ∈ X | (x0 = x0) & (xt ∈ Mα(t) ∀t ∈ 1, N )

& (xs ∈ Aα(s)(xs−1, {α(l) : l ∈ s,N}) ∀s ∈ 1, N )
}

. (9.3)
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Предложение 4. Если α ∈ P, то

Zα =
{(

(xt, xt)
)

t∈0,N
: (xt)t∈0,N ∈ Xα

}

. (9.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через Γ множество в правой части (9.4). Покажем,
что Zα = Γ. Пусть сначала z ∈ Zα. Тогда (см. (9.2)) z : 0, N → X×X. Согласно (4.2) в нашем
случае pr1(z(t)) = pr2(z(t)) ∈ Mα(t) при t ∈ 1, N. Кроме того,

pr1(z(s)) ∈ Aα(s)(pr2(z(s − 1)), {α(t) : t ∈ s,N}) ∀s ∈ 1, N. (9.5)

При этом z(0) = (x0, x0). Полагаем теперь x
△
= (pr1(z(t)))t∈0,N . Тогда x(0) = x0. Далее

z(l) = (pr1(z(l)),pr2(z(l))) = (x(l),x(l)) (9.6)

при l ∈ 0, N. Заметим, что x(k) ∈ Mα(k) при k ∈ 1, N. Наконец, из (9.5) имеем по опре-
делению x, что при s ∈ 1, N x(s) = pr1(z(s)) ∈ Aα(s)

(

x(s − 1), {α(t) : t ∈ s,N}
)

, поскольку
x(s−1) = pr1(z(s−1)) = pr2(z(s−1)). Из (9.3) вытекает, что x ∈ Xα. Учитывая (9.6), получаем,
что z =

(

(x(t),x(t))
)

t∈0,N
∈ Γ, чем завершается проверка вложения Zα ⊂ Γ.

Пусть теперь y ∈ Γ. Тогда (см. (9.2)) y : 0, N → X×X. С учетом определения Γ подберем
h ∈ Xα так, что при этом

y(t) = (h(t),h(t)) ∀t ∈ 0, N. (9.7)

Тогда в силу (9.3) h(0) = x0, а потому y(0) = (x0, x0). Кроме того, при t ∈ 1, N имеем, что
(см. (9.3)) y(t) = (h(t),h(t)) ∈ Mα(t) при t ∈ 1, N (см. соглашение о структуре M1, . . . ,MN ,

приведенное в начале раздела). Далее, с учетом (9.3) и (9.7) имеем при s ∈ 1, N

pr1(y(s)) = h(s) ∈ Aα(s)(h(s− 1), {α(l) : l ∈ s,N}),

где h(s − 1) = pr2(y(s − 1)) согласно (9.7); в итоге pr1(y(s)) ∈ Aα(s)

(

pr2(y(s − 1)), {α(t) :

t ∈ s,N}
)

. С учетом (4.1) получаем, что y ∈ Zα. Коль скоро выбор y был произвольным,
установлено, что Γ ⊂ Zα, а, стало быть, Zα = Γ. ✷

Мы, сохраняя условие (4.7), будем использовать ниже A (4.8) и D (4.9) в конкретизации,
отвечающей (9.4). Возвращаясь к (4.10), принимаем следующие соглашения: функции c и
f сохраняем (см. (4.10)), функции c1, . . . , cN полагаем тождественно равными нулю. В этом
случае при α ∈ P и (zi)i∈0,N ∈ Zα получаем, что (см. (4.11))

Cα[(zi)i∈0,N ] =

N
∑

s=1

c
(

pr2(zs−1),pr1(zs), {α(t) : t ∈ s,N}
)

+f(pr2(zN )). (9.8)

Для случая (9.8) рассматриваем задачу (4.12). Введем теперь, используя (9.3), величины

C
♮
α[(xi)i∈0,N ]

△
=

N
∑

s=1

c
(

xs−1, xs, {α(t) : t ∈ s,N}
)

+f(xN ) ∀α ∈ P ∀(xi)i∈0,N ∈ Xα. (9.9)

Тогда с учетом (9.4) и (9.8) получаем, в частности, что при α ∈ P и (xi)i∈0,N ∈ Xα (см. (9.9))

Cα[((xi, xi))i∈0,N ] =
N
∑

s=1

c
(

xs−1, xs, {α(t) : t ∈ s,N}
)

+f(xN ) = C
♮
α[(xi)i∈0,N ]. (9.10)

Из (4.13), (9.4) и (9.10) вытекает, что в рассматриваемом случае V = min
α∈A

min
(xi)i∈0,N∈Xα

C
♮
α[(xi)i∈0,N ].

Иными словами, V является значением (экстремумом) задачи

C
♮
α[(xi)i∈0,N ] → min, α ∈ A, (xi)i∈0,N ∈ Xα. (9.11)

Разумеется, оптимальные решения задачи (9.11) существуют. Теорема 1 легко преобразуется
(в рассматриваемом сейчас случае диагональных отношений M1, . . . ,MN ) в следующее пред-
ложение.
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Предложение 5. Если x ∈ X и K ∈ N, то

v(x,K) = min
j∈I(K)

min
y∈Aj(x,K)

[c(x, y,K) + v(y,K \ {j})].

Напомним (5.8) и то, что v(x,∅) = f(x) ∀x ∈ X. Отметим, что в рассматриваемом случае
M̃ =

⋃

i∈1,N\K1
Mi. При этом имеем также равенство D0 = {(x,∅) : x ∈ M̃}; DN соответствует

разд. 6. Если s ∈ 1, N − 1 и K ∈ Gs, то Js(K) определяется в (6.2), а Ms[K] имеет вид
Ms[K] =

⋃

j∈Js(K)

Mj ∈ P ′(X); как следствие Ds[K] преобразуется к виду

Ds[K] =
{

(x,K) : x ∈
⋃

j∈Js(K)

Mj

}

.

Каждое из множеств-слоев D1, . . . ,DN−1 определяется посредством (6.3). При этом (6.4) пре-
образуется к виду (y,K \ {k}) ∈ Ds−1 ∀s ∈ 1, N ∀K ∈ Gs ∀k ∈ I(K) ∀y ∈ Mk. В частности,
получаем следующее свойство:

(y,K \ {k}) ∈ Ds−1 ∀s ∈ 1, N ∀(x,K) ∈ Ds ∀k ∈ I(K) ∀y ∈ Ak(x,K). (9.12)

Отметим, что функции-сужения v0, v1, . . . , vN определены в (6.5); при этом

v0(x,∅) = f(x) ∀x ∈
⋃

i∈1,N\K1

Mi.

Наконец, предложение 3 сводится в рассматриваемом случае к следующему положению: если
s ∈ 1, N и (x,K) ∈ Ds, то (см. (9.12) и теорему 1)

vs(x,K) = min
j∈I(K)

min
y∈Aj(x,K)

[c(x, y,K) + vs−1(y,K \ {j})]. (9.13)

Посредством (9.13) определено (при s ∈ 1, N ) преобразование vs−1 → vs. Мы получили вариант
процедуры (6.6), реализующей глобальный экстремум V.

Наметим схему построения оптимального ДР (имеется в виду конкретизация (7.1)–(7.7));
подразумевается оптимальность в задаче (9.11). Полагаем x0 = x0. Поскольку согласно (9.13)

V = min
j∈I(1,N)

min
y∈Aj(x0,1,N)

[c(x0, y, 1, N ) + vN−1(y, 1, N \ {j})],

выбираем i1 ∈ I(1, N ) и x1 ∈ Ai1(x
0, 1, N ) из условия

V = c(x0,x1, 1, N ) + vN−1(x1, 1, N \ {i1}) = c(x0,x1, 1, N ) + vN−1(x1, 1, N \ {i1}). (9.14)

Согласно (9.12) имеем (по определению DN ), что (x1, 1, N \ {i1}) ∈ DN−1,

vN−1(x1, 1, N \ {i1}) = min
j∈I(1,N\{i1})

min
y∈Aj(x1,1,N\{i1})

[

c(x1, y, 1, N \ {i1})

+ vN−2(y, 1, N \ {i1; j})
]

∈ [0,∞[. (9.15)

С учетом (9.15) выбираем i2 ∈ I(1, N \ {i1}) и x2 ∈ Ai2(x1, 1, N \ {i1}) так, что при этом

vN−1(x1, 1, N \ {i1}) = c(x1,x2, 1, N \ {i1}) + vN−2(x2, 1, N \ {i1; i2}), (9.16)

где согласно (9.12) (x2, 1, N \ {i1; i2}) ∈ DN−2. Из (9.14) и (9.16) вытекает равенство

V = c(x0,x1, 1, N ) + c(x1,x2, 1, N \ {i1}) + vN−2(x2, 1, N \ {i1; i2}). (9.17)

Далее процедуру построения ДР следует продолжать подобно (9.14), (9.16). После исполнения
N шагов будут определены маршрут γ = (is)s∈1,N ∈ A и трасса (xs)s∈0,N ∈ Xγ , для которых

C
♮
γ [(xs)s∈0,N ] = V, что означает оптимальность ДР (γ, (xs)s∈0,N ) (при N = 2 данное свойство

оптимальности следует из (9.17) непосредственно).
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10. Вычислительный эксперимент: оптимизация холостого хода

Для проведения вычислительного эксперимента будем использовать упрощенную модель
задачи (4.12), рассматриваемую в разд. 9. Обсуждается конкретизация, ориентированная (как
и в разд. 8) на инженерную задачу маршрутизации при листовой резке деталей на машинах
с ЧПУ. Пусть число N — количество (замкнутых) контуров, подлежащих резке; мегаполи-
сы (3.1) располагаем возле контура соответствующей детали; в этой модели элемент бинар-
ного отношения вида (3.3) мы рассматриваем как одну точку; точка врезки (она же точка
выключения резака) расположена на эквидистанте контура, где и осуществляется резка. На-
чальная точка x0 соответствует исходному положению резака, которое он должен занимать,
если не выполняется раскрой листа; терминальное условие (возврат в x0) в нашей модели от-
сутствует. Условия предшествования задают следующее правило: резка внутренних контуров
всегда должна предшествовать резке внешних (по принципу вложенности) контуров; допуска-
ется расположение одних деталей внутри контуров других деталей, пересечение эквидистант
контуров не допускается. Отображения (3.6) заданы следующим образом: пусть K — множе-
ство индексов невырезанных контуров; находясь в точке x, где (x = x0)∨

(

x ∈ Mj при j /∈ K
)

,
рассматриваем в качестве возможных точек врезки y лишь те, у которых для всех контуров с
индексами j из множества 1, N \K выполняется условие ρ(y, z) > ε ∀j ∈ 1, N \K ∀z ∈ Mj . Здесь
ρ — евклидово расстояние, а вещественное число ε > 0 задает тепловой допуск, определяющий
минимальный отступ для начала резки возле эквидистант уже вырезанных контуров. Пусть
функции (4.10) задаются посредством еквлидова расстояния и не зависят от списка заданий,
при этом значения функций c1, . . . , cN зануляем; функция f также равна нулю.

Рассматриваемый в настоящей статье алгоритм применительно к вышеупомянутой упро-
щенной модели задачи был реализован в виде программы для ПЭВМ, разработанной на плат-
форме .Net с использованием языка C# и работающей под управлением ОС Windows 7 Pro x32.
Исходные данные для программы задаются в конфигурационном файле. Вычислительный экс-
перимент проводился на ПЭВМ с процессором Intel Core i5-2400M с частотой 3.1 GHz, объемом
оперативной памяти 8.0 ГБ с установленной операционной системой Windows 7 Professional.

В примере требовалось обойти 22 контура (N = 22), некоторые из которых были вложен-
ными один в другой. Количество адресных пар равно 19 (т. е. |K| = 19). Начальная точка x0

Рис. 3. Маршрут и трасса резки 22 контуров при значении теплового допуска 50.
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совпадает с началом координат, величина теплового допуска ε = 50. Результаты работы про-
граммы: величина совокупных затрат V = 3861.54, время счета составило 22 мин, 6 с; график
траектории резки приведен на рис. 3.
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УДК 517.951

О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ К ПОСТРОЕНИЮ

КЛАССИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА

Э.М.Мухамадиев, Г. Э. Гришанина, A.A. Гришанин

В работе найдены необходимые и достаточные условия существования классического решения в огра-

ниченной плоской области для уравнения Пуассона ∆u = f с непрерывной функцией f . Эти условия в

силу известных свойств гладкости обобщенной гармонической функции одновременно являются доста-

точными для того, чтобы все обобщенные решения уравнения Пуассона в данной области были класси-

ческими. Приведены описания частных классов функции f , удовлетворяющих условиям существования

классического решения.

Ключевые слова: уравнение Пуассона; классические и обобщенные решения; гармоническая функция;

непрерывная, усиленно непрерывная, равномерно усиленно непрерывная функция.

E. M.Mukhamadiev, G.E. Grishanina, A.A.Grishanin. On the application of the regularization method to

the construction of a classical solution of Poisson’s equation.

Necessary and sufficient conditions are found for the existence of a classical solution of Poisson’s equation

∆u = f with continuous function f in a bounded planar domain. By virtue of the known smoothness properties

of a generalized harmonic function, these conditions also ensure that all generalized solutions of Poisson’s

equation are classical in this domain. Particular classes of functions f satisfying the conditions of existence of

a classical solution are described.

Keywords: Poisson’s equation, classical and generalized solutions, harmonic function, continuous function,

strongly continuous function, uniformly strongly continuous function.

Введение

Пусть G ⊂ R
2 — ограниченная область. В области G рассмотрим уравнение Пуассона

∆u ≡
∂2u (x, y)

∂x2
+
∂2u (x, y)

∂y2
= f (x, y) . (0.1)

Если f(x, y) — измеримая и ограниченная в области G функция, то интегральный оператор

u0(x, y) =
1

2π

∫∫

G

f(ξ, η) ln
√

(x− ξ)2 + (y − η)2dξdη (0.2)

определяет непрерывно дифференцируемое частное обобщенное решение уравнения Пуассона
[1, гл. IV]. Ниже мы изучаем вопрос о существовании классического решения, т. е. решения,
имеющего непрерывные частные производные до второго порядка включительно. Известно,
что если f имеет непрерывные частные производные первого порядка или непрерывна по
Гёльдеру, то уравнение (0.1) имеет классическое решение (см., например, [1, гл. IV; 2, ч. II]).
Очевидно, непрерывность функции f в области G необходима для существования классиче-
ского решения уравнения (0.1). В то же время, как показывают примеры, лишь одно условие
непрерывности функции f не достаточно для существования классического решения [3, c. 146].
В связи с этим представляет интерес задача о выделении класса непрерывных функций в об-
ласти G, для которых уравнение (0.1) имеет классическое решение.

В работе найдены необходимые условия существования классического решения в обла-
сти G для уравнения Пуассона (0.1), которые являются и достаточными, если дополнительно
потребовать ограниченность или суммируемость функции f(x, y) в этой области. Эти условия
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в силу известных свойств гладкости обобщенной гармонической функции (см., например, [4,
с. 379; 5, с. 119]) одновременно являются достаточными для того, чтобы все обобщенные реше-
ния уравнения Пуассона в данной области были классическими. Приведены описания частных
классов функции f , удовлетворяющих условиям существования классического решения.

Некоторые результаты работы были анонсированы на Международной конференции, по-
священной памяти В.К.Иванова [6, с. 51, 52].

1. Признак существования несобственного интеграла

Обозначим через Ck(G) линейное пространство всех функций u(x, y), непрерывных в G
вместе со всеми частными производными до порядка k включительно. Положим C(G) =
C0(G). По области G в пространстве R

3 определим ограниченную область

˜G = {(x, y, s) : M = (x, y) ∈ G, |s| < ̺(M,∂G)}.

Пусть вещественная функция f принадлежит пространству C(G). Тогда функция

g(x, y, s, ϕ) = f(x+ s cosϕ, y + s sinϕ) (1.1)

определена и непрерывна на множестве ˜G× [0, 2π] и 2π-периодична по ϕ. Поэтому комплекс-
нозначная функция

F (x, y, r) =

2π
∫

0

g(x, y, r, ϕ) exp(2iϕ) dϕ (1.2)

определена и непрерывна на ˜G, причем F (x, y, 0) ≡ 0. Функцию f ∈ C(G) назовем усиленно

непрерывной в точке (x, y) ∈ G, если существует несобственный интеграл

r1
∫

0

F (x, y, r)
dr

r
= lim

δ→+0

r1
∫

δ

F (x, y, r)
dr

r
, r1 = ̺(M,∂G)/2, M = (x, y), (1.3)

усиленно непрерывной в G, если она усиленно непрерывна в каждой точке (x, y) ∈ G, и рав-

номерно усиленно непрерывной в G, если она усиленно непрерывна в G и предельное соот-
ношение (1.3) выполняется равномерно относительно (x, y) на каждом компакте K ⊂ G при
некотором r1 = r1(K) > 0. В последующих разделах покажем, что свойство равномерно уси-
ленной непрерывности функции f ∈ C(G) тесно связано со свойством существования несоб-
ственных интегралов, получаемых в результате дифференцирования функции (0.2). Очевидно,
непрерывная по Гёльдеру функция является равномерно усиленно непрерывной в области G.

2. Необходимое условие существования классического решения

Следующая теорема устанавливает связь между свойством равномерной усиленной непре-
рывности правой части уравнения (0.2) и существованием его классического решения.

Теорема 1. Пусть функция f принадлежит пространству C(G) и уравнение Пуассона

имеет классическое решение u в области G. Тогда функция f является равномерно усиленно

непрерывной в G.

Доказательству теоремы предпошлем несколько вспомогательных утверждений.

Пусть функция u принадлежит пространству C2(G) и f(x, y) = ∆u(x, y). Тогда функция

v(x, y, r, ϕ) = u(x+ r cosϕ, y + r sinϕ) (2.1)
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определена и непрерывна на множестве ˜G× [0, 2π] вместе со всеми частными производными до
второго порядка включительно по всем переменным (x, y, r, ϕ) и 2π-периодична по ϕ. Поэтому
функция

U(x, y, r) =

2π
∫

0

v(x, y, r, ϕ) exp(2iϕ) dϕ (2.2)

определена и непрерывна на множестве ˜G вместе со всеми частными производными до второго
порядка включительно по всем переменным (x, y, r), причем U(x, y, 0) ≡ 0.

Аналогично по функции f = ∆u, принадлежащей пространству C(G), определим функции
g и F равенствами (1.1) и (1.2) соответственно.

Лемма 1. Пусть функция u принадлежит пространству C2(G) и f = ∆u. Тогда функ-

ции F и U , определенные равенствами (1.1), (1.2) и (2.1), (2.2) соответственно, удовлетво-

ряют дифференциально-функциональному уравнению

r2
∂2U

∂r2
+ r

∂U

∂r
− 4U = r2F (x, y, r), (x, y, r) ∈ ˜G, r 6= 0 (2.3)

и начальным условиям

U(x, y, 0) ≡ 0,
∂U

∂r
(x, y, 0) ≡ 0,

∂2U

∂r2
(x, y, 0) =

π

2

{∂2u

∂x2
(x, y)−

∂2u

∂y2
(x, y)

}

− iπ
∂2u

∂y∂x
(x, y), (x, y) ∈ G. (2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения функции v имеем

∂v

∂r
=
∂u

∂x
cosϕ+

∂u

∂y
sinϕ,

∂v

∂ϕ
= −r

(∂u

∂x
sinϕ−

∂u

∂y
cosϕ

)

,

∂2v

∂r2
=
∂2u

∂x2
cos2 ϕ+

∂2u

∂y2
sin2 ϕ+

∂2u

∂x∂y
sin 2ϕ,

∂2v

∂ϕ2
= r2

{∂2u

∂x2
sin2 ϕ+

∂2u

∂y2
cos2 ϕ−

∂2u

∂x∂y
sin 2ϕ

}

− r
(∂u

∂x
cosϕ+

∂u

∂y
sinϕ

)

.

Из этих равенств следует, что

r2
∂2v

∂r2
+ r

∂v

∂r
= r2(∆u)(x+ r cosϕ, y + r sinϕ)−

∂2v

∂ϕ2
. (2.5)

Теперь из равенства (2.5) и определений функций U и F имеем

r2
∂2U

∂r2
+ r

∂U

∂r
=

2π
∫

0

(

r2
∂2v

∂r2
+ r

∂v

∂r

)

exp(2iϕ)dϕ = r2F (x, y, r) −

2π
∫

0

∂2v

∂ϕ2
exp(2iϕ)dϕ.

Из тождества
∂2v

∂ϕ2
exp(2iϕ) =

∂

∂ϕ

{( ∂v

∂ϕ
− 2iv

)

exp(2iϕ)
}

− 4v exp(2iϕ) и 2π-периодичности

функции (vϕ − 2iv) exp(2iϕ) по переменной ϕ следует

2π
∫

0

∂2v

∂ϕ2
exp(2iϕ)dϕ = −4

2π
∫

0

v(x+ r cosϕ, y + r sinϕ) exp(2iϕ)dϕ = −4U(x, y, r).

Отсюда и из (2.5) окончательно имеем r2
∂2U

∂r2
+ r

∂U

∂r
− 4U = r2F (x, y, r), т. е. функция U

удовлетворяет дифференциально-функциональному уравнению (2.3).
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Первые два начальных условия (2.4) следуют из определения функции U и равенства
∂U

∂r
=

∫ 2π

0

∂v

∂r
exp(2iϕ)dϕ при r = 0. Последнее равенство (2.4) следует из равенства

∂2U

∂r2
=

∫ 2π

0

∂2v

∂r2
exp(2iϕ)dϕ при r = 0. Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть функция u принадлежит пространству C2(G) и функция U определена

равенствами (2.1), (2.2). Тогда для любого компактаK ⊂ G существует такое r1 = r1(K) > 0,
что функции

U(x, y, r),
∂U

∂r
(x, y, r),

∂2U

∂r2
(x, y, r)

равномерно непрерывны на множестве K × [0, r1].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть K ⊂ G — компактное множество. Положим r1 =
̺(K,∂G)/2 > 0. Функция v(x, y, r, ϕ), определенная равенством (2.1), на замкнутом множе-
стве K × [0, r1] × [0, 2π] имеет непрерывные (следовательно, по теореме Кантора, равномер-
но непрерывные) частные производные до второго порядка включительно по всем перемен-
ным (x, y, r, ϕ). Поэтому функция U , определенная равенством (2.2), на замкнутом множестве
K × [0, r1] имеет равномерно непрерывные частные производные до второго порядка включи-
тельно по всем переменным (x, y, r). Лемма доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Пусть функция f ∈ C(G) и уравнение (0.2) имеет
классическое решение u ∈ C2(G). Согласно лемме 1 функции F и U , определенные равенства-
ми (1.1), (1.2) и (2.1), (2.2) соответственно, удовлетворяют дифференциально-функциональному
уравнению (2.3), которое перепишем в виде

r−1F (x, y, r) =
∂

∂r

{

r−1∂U

∂r
+

2U

r2

}

, (x, y, r) ∈ ˜G, r 6= 0. (2.6)

Пусть K ⊂ G — компактное множество и r1 = ̺(K,∂G)/2 > 0. Интегрируя обе части равен-
ства (2.6) по отрезку [δ, r1], имеем

r1
∫

δ

F (x, y, r)
dr

r
=

{

r−1∂U

∂r
+

2U

r2

}r1

δ
, (x, y) ∈ K. (2.7)

Так как

U(x, y, 0) = 0,
∂U

∂r
(x, y, 0) = 0,

то имеют место равенства

U(x, y, δ) =

δ
∫

0

(δ − r)
∂2U

∂r2
(x, y, r)dr = δ2

1
∫

0

(1− s)
∂2U

∂r2
(x, y, δs)ds,

∂U

∂r
(x, y, δ) =

δ
∫

0

∂2U

∂r2
(x, y, r)dr = δ

1
∫

0

∂2U

∂r2
(x, y, δs)ds.

Из этих представлений следует, что функция

{

r−1∂U

∂r
+

2U

r2

}r1

δ
= r−1

1

∂U

∂r
(x, y, r1) +

2U(x, y, r1)

r21
− δ−1 ∂U

∂r
(x, y, δ) −

2U(x, y, δ)

δ2

согласно лемме 2 при δ → 0 сходится равномерно на компакте K к функции

r−1
1

∂U

∂r
(x, y, r1) +

2U(x, y, r1)

r21
− 2

∂2U

∂r2
(x, y, 0).
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В силу равенства (2.7) это означает, что несобственный интеграл (1.3) сходится равномерно
по (x, y) ∈ K и

r1
∫

0

F (x, y, r)
dr

r
= r−1

1

∂U

∂r
(x, y, r1) +

2U(x, y, r1)

r21
− 2

∂2U

∂r2
(x, y, 0),

т. е. функция f является равномерно усиленно непрерывной в G.
Теорема доказана.

Используя рассуждения, приведенные при доказательстве теоремы 1, можно получить бо-
лее общее условие равномерной усиленной непрерывности правой части уравнения (0.1). А
именно справедлива

Теорема 2. Пусть в любой области G0, G0 ⊂ G уравнение Пуассона (0.1) имеет класси-

ческое решение. Тогда функция f является равномерно усиленно непрерывной в G.

Из этой теоремы вытекает следующее

Следствие 1. Если непрерывная функция f не является усиленно непрерывной в неко-

торой точке (x0, y0) области G, то уравнение (0.1) не имеет классического решения в любой

окрестности этой точки, содержащейся в G.

3. Достаточное условие существования классического решения

Теорема 3. Пусть функция f усиленно непрерывна в области G и принадлежит про-

странству L1(G). Тогда функция u0(x, y) в G непрерывна вместе со всеми частными про-

изводными первого и второго порядка и, следовательно, является классическим решением

уравнения Пуассона (0.1).

Доказательство теоремы 3 основано на нескольких вспомогательных утверждениях.

Пусть функция f непрерывна и суммируема в области G. Рассмотрим функцию, опреде-
ленную на всей плоскости R

2 интегральным оператором

uδ(x, y) =
1

2π

∫∫

G

f(ξ, η) ln
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + δ2 dξ dη. (3.1)

При δ > 0 подынтегральная функция имеет производные по параметрам x и y любого

порядка. Обозначим rδ =
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + δ2, r =
√

(x− ξ)2 + (y − η)2. Вычислим про-
изводные логарифмической функции по x и y:

∂ ln rδ
∂x

=
x− ξ

r2δ
,

∂ ln rδ
∂y

=
y − η

r2δ
,

∂2 ln rδ
∂x2

=
(y − η)2 − (x− ξ)2

r4δ
+
δ2

r4δ
;

∂2 ln rδ
∂y2

=
(x− ξ)2 − (y − η)2

r4δ
+
δ2

r4δ
,

∂2 ln rδ
∂x∂y

= −
2 (x− ξ) (y − η)

r4δ
.

(3.2)

В силу теоремы Лебега и принадлежности f к L1(G) функция uδ, δ > 0, бесконечно диф-
ференцируема на всей плоскости и мы можем поменять порядок интегрирования и дифферен-
цирования, занося дифференцирование под знак интеграла. В частности, получим следующие
формулы:

∂i+juδ
∂xi∂yj

=
1

2π

∫∫

G

f(ξ, η)
∂i+j ln rδ
∂xi∂yj

dξdη, i+ j = 0, 1, 2, (x, y) ∈ R
2. (3.3)
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При δ = 0 формула (3.1) переходит в формулу Пуассона (0.2) и в условиях непрерывности и
суммируемости функции f определяет непрерывную функцию u0(x, y) в открытом множестве
R
2 \ ∂G. Наряду с функцией u0(x, y) рассмотрим функции

u0,1(x, y) =
1

2π

∫∫

G

f(ξ, η)
∂ ln r

∂x
dξdη, u0,2(x, y) =

1

2π

∫∫

G

f(ξ, η)
∂ ln r

∂y
dξdη,

которые определены в открытом множестве R
2\∂G в силу непрерывности функции f и слабой

сингулярности ядра интегральных операторов.
Заметим, что функции u0, u0,1, u0,2 непрерывны в открытом множестве R

2\Ḡ и функция u0
в этом множестве имеет непрерывные частные производные первого порядка, причем ∂u0/∂x,
∂u0/∂y. Эти утверждения также следуют из теоремы Лебега о предельном переходе под знаком
интеграла. Докажем следующее утверждение.

Утверждение 1. Пусть функция f непрерывна в области G и принадлежит простран-

ству L1(G). Тогда справедливы равенства

lim
δ→0

uδ = u0, lim
δ→0

∂uδ
∂x

= u0,1, lim
δ→0

∂uδ
∂y

= u0,2

равномерно на любом компакте K ⊂ G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала рассмотрим случай, когда функция f ограничена в
области G : |f(x, y)| ≤ M . Обозначим через R диаметр области G, а через U((x, y), R) —
круг радиуса R с центром в точке (x, y). Докажем, что равенство limδ→0 uδ = u0 выполняется
равномерно на G. Действительно, так как

uδ − u0 =
1

2π

∫∫

G

f(ξ, η) ln
rδ
r
dξdη,

то имеем

|uδ − u0| ≤
1

4π
M

∫∫

G

ln
(r2δ
r2

)

dξdη ≤
1

4π
M

∫∫

U((x,y),R)

ln
(r2δ
r2

)

dξdη

=
M

4
(R2 + δ2){ln[R2 + δ2]− 1} −

M

4
R2{lnR2 − 1}.

Отсюда следует, что при δ, стремящемся к нулю, функция uδ равномерно сходится к u0.
Для доказательства сходимости производных из равенств (3.2) и (3.3) имеем

∣

∣

∣

∂uδ
∂x

− u0,1

∣

∣

∣
=

1

2π

∣

∣

∣

∣

∫∫

G

f(ξ, η)(x− ξ)(r−2
δ − r−2)dξdη

∣

∣

∣

∣

≤
M

2π

∫∫

U((x,y),R)

|x− ξ|(r−2 − r−2
δ )dξdη| =

2M

π

R
∫

0

δ2

ρ2 + δ2
dρ =

2Mδ

π
arctan

(R

δ

)

.

Эта оценка доказывает равномерную сходимость производных функции uδ по переменной x.
Аналогично доказывается сходимость производных по y. Утверждение 1 в случае, когда

функция f ограничена, доказано.

Рассмотрим общий случай, когда непрерывная функция f принадлежит пространству L1(G).
Пусть K — компактное подмножество области G. Выберем открытое множество G1, содержа-
щее компакт K и такое, что Ḡ1 ⊂ G. Функцию uδ, δ ≥ 0 представим как сумму двух функций
uδ = u1,δ + u2,δ, где u1,δ и u2,δ соответствуют интегрированию по множеству G1 и по дополне-
нию G \G1. Очевидно, функции u2,δ и u2,0 бесконечно дифференцируемы в G1, и поэтому u2,δ
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равномерно сходятся к u2,0 вместе со всеми частными производными на компакте K при δ → 0.
Равномерная сходимость на компакте K функции u1,δ к u1,0 вместе с частными производными
первого порядка следует из ограниченности непрерывной функции f на замкнутом множе-
стве Ḡ1 и приведенного выше доказательства утверждения 1 для ограниченной функции f .
Утверждение доказано.

Следствие 2. В условиях утверждения 1 функция u0(x, y) имеет непрерывные произ-

водные ∂u0(x, y)/∂x, ∂u0(x, y)/∂y в области G, причем справедливы равенства

∂u0(x, y)

∂x
= u0,1(x, y),

∂u0(x, y)

∂y
= u0,2(x, y).

Утверждение 2. Если f(x, y) непрерывна и суммируема в G, то для fδ ≡ ∆uδ выполня-

ется равенство

lim
δ→0

fδ(x, y) = f(x, y)

равномерно на каждом компакте K ⊂ G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть K — компактное подмножество области G. По ε > 0
выберем такое ρ, 0 < ρ < ρ1/2, где ρ1 = ̺(K,∂G)/2, что имеет место неравенство

|f(x, y)− f(ξ, η)| < ε, если (x, y) ∈ K, и (x− ξ)2 + (y − η)2 < ρ2.

Пусть теперь G1 = U ((x, y), ρ) — круг радиуса ρ с центром в точке (x, y) ∈ K, G2 = {M =
(ξ, η) ∈ G : ̺(M,∂G) < ρ1}.

Так как в силу равенств (3.2) и (3.3)

fδ ≡ ∆uδ =
1

2π

∫∫

G

f(ξ, η)
[ (y − η)2 − (x− ξ)2

r4δ
+
δ2

r4δ
+

(x− ξ)2 − (y − η)2

r4δ
+
δ2

r4δ

]

dξdη

=
1

π

∫∫

G1

f(ξ, η)
δ2

r4δ
dξdη +

1

π

∫∫

G\G1

f(ξ, η)
δ2

r4δ
dξdη,

то

fδ − f =
1

π

∫∫

G1

(f(ξ, η)− f(x, y))
δ2

r4δ
dξdη +

1

π

∫∫

G\G1

f(ξ, η)
δ2

r4δ
dξdη −

1

π

∫∫

R2\G1

f(x, y)
δ2

r4δ
dξdη. (3.4)

Здесь мы воспользовались тождеством

∫∫

R2

δ2

r4δ
dξdη ≡ π, δ > 0. (3.5)

В силу ограниченности непрерывной функции f на замкнутом множестве имеем |f(x, y)| ≤
N, (x, y) ∈ G2. Поэтому справедлива оценка

1

π

∣

∣

∣

∣

∫∫

G\G1

f(ξ, η)
δ2

r4δ
dξdη

∣

∣

∣

∣

≤
1

π

∣

∣

∣

∣

∫∫

G2\G1

f(ξ, η)
δ2

r4δ
dξdη

∣

∣

∣

∣

+
1

π

∣

∣

∣

∣

∫∫

G\G2

f(ξ, η)
δ2

r4δ
dξdη

∣

∣

∣

∣

≤
N

π

∫∫

R2\G1

δ2

r4δ
dξdη +

δ2

π(ρ21 + δ2)2

∫∫

G

|f(ξ, η)|dξdη.
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Из этой оценки, представления (3.4) и тождества (3.5) следует оценка

|fδ(x, y)− f(x, y)| <
ε

π

∫∫

G1

δ2

r4δ
dξdη +

N

π

∫∫

R2\G1

δ2

r4δ
dξdη +

δ2

π(ρ21 + δ2)2

∫∫

G

|f(ξ, η)|dξdη

+
N

π

∫∫

R2\G1

δ2

r4δ
dξdη < ε+

δ2

π(ρ21 + δ2)2

∫∫

G

|f(ξ, η)|dξdη +
2N

π

∫∫

R2\G1

δ2

r4δ
dξdη

= ε+
δ2

π(ρ21 + δ2)2

∫∫

G

|f(ξ, η)|dξdη +
2Nδ2

ρ2 + δ2
.

Таким образом, если число δ > 0 настолько мало, что имеет место неравенство

δ2

π(ρ21 + δ2)2

∫∫

G

|f(ξ, η)|dξdη +
2Nδ2

ρ2 + δ2
< ε,

то для любой точки (x, y) ∈ K справедливо неравенство |fδ(x, y)− f(x, y)| < 2ε. Что и требо-
валось доказать.

Теперь перейдем к основному этапу д о к а з а т е л ь с т в а теоремы 3.

Утверждение 3. Пусть функция f равномерно усиленно непрерывна в области G и при-

надлежит пространству L1(G). Тогда функция u0 имеет непрерывные частные производные

второго порядка, причем

lim
δ→0

∂2uδ
∂x2

=
∂2u0
∂x2

, lim
δ→0

∂2uδ
∂x∂y

=
∂2u0
∂x∂y

, lim
δ→0

∂2uδ
∂y2

=
∂2u0
∂y2

(3.6)

равномерно на каждом компактном подмножестве области G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства выполнения равенства (3.6) равномерно
на каждом компактном подмножестве области G достаточно установить выполнение равен-
ства (3.6) равномерно в некоторой окрестности каждой точки области G. Пусть M = (x0, y0)
— произвольная точка области G и 0 < 3d ≤ ̺(M,∂G) — расстояние от этой точки до грани-
цы ∂G области G. Обозначим через G1 = U(M, 2d) круг радиуса 2d с центром в точке M .

Рассмотрим комплекснозначную функцию

∂2uδ
∂x2

+ i
∂2uδ
∂x∂y

=
1

2π

∫∫

G

f(ξ, η)
(∂2 ln rδ

∂x2
+ i

∂2 ln rδ
∂x∂y

)

dξdη. (3.7)

Очевидно, что если она сходится к некоторой функции равномерно по (x, y) из некоторого
множества, то каждое слагаемое равномерно сходится на этом множестве, так как uδ — веще-
ственная функция. Так как

∂2 ln rδ
∂x2

+ i
∂2 ln rδ
∂x∂y

= −
((x− ξ) + i(y − η))2

r4δ
+
δ2

r4δ
,

то имеем равенство
∂2uδ
∂x2

+ i
∂2uδ
∂x∂y

= hδ(x, y) + gδ(x, y) +
1

2
fδ(x, y), (3.8)

где

hδ(x, y) = −
1

2π

∫∫

G1

f(ξ, η)
((x− ξ) + i(y − η))2

r4δ
dξdη,
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gδ(x, y) = −
1

2π

∫∫

G\G1

f(ξ, η)
((x− ξ) + i(y − η))2

r4δ
dξdη, fδ(x, y) =

1

π

∫∫

G

f(ξ, η)
δ2

r4δ
dξdη.

Функция gδ(x, y) при δ → 0 в круге U(M,d) равномерно сходится к функции

g0(x, y) = −
1

2π

∫∫

G\G1

f(ξ, η)
((x− ξ) + i(y − η))2

r4
dξdη,

а функция fδ(x, y) в силу утверждения 1 — к функции f(x, y).
Следовательно, для существования у функции (3.7) равномерного предела при δ → 0 до-

статочно установить существование равномерного предела у функции hδ(x, y). Переходя к
полярным координатам, имеем

hδ(x, y) = −
1

2π

∫∫

G1

f(ξ, η)
((x− ξ) + i(y − η))2

r4δ
dξdη =

{

ξ = x+ ρ cosϕ,

η = y + ρ sinϕ

}

= −
1

2π

2π
∫

0

R(ϕ)
∫

0

f(x+ ρ cosϕ, y + ρ sinϕ)
ρ2(cosϕ+ i sinϕ)2

(ρ2 + δ2)2
ρdρdϕ

= −
1

2π

2π
∫

0

R(ϕ)
∫

0

f(x+ ρ cosϕ, y + ρ sinϕ)
ρ2 exp(2iϕ)

(ρ2 + δ2)2
ρ dρdϕ

= −
1

2π

2π
∫

0

d
∫

0

f(x+ ρ cosϕ, y + ρ sinϕ)
ρ2 exp(2iϕ)

(ρ2 + δ2)2
ρdρdϕ

−
1

2π

2π
∫

0

R(ϕ)
∫

d

f(x+ ρ cosϕ, y + ρ sinϕ)
ρ2 exp(2iϕ)

(ρ2 + δ2)2
ρ dρdϕ.

Здесь

R(ϕ) = R(x, y, ϕ) = (x0 − x) cosϕ+ (y0 − y) sinϕ+
√

4d2 − ((x0 − x) sinϕ− (y0 − y) cosϕ)2

— гладкая функция аргументов (x, y, ϕ) и R(ϕ) ≥ d при (x, y) ∈ U(M,d).
Таким образом, для функции hδ имеем представление

hδ(x, y) = −
1

2π

2π
∫

0

d
∫

0

f(x+ ρ cosϕ, y + ρ sinϕ)
ρ2 exp(2iϕ)

(ρ2 + δ2)2
ρdρdϕ

−
1

2π

2π
∫

0

R(ϕ)
∫

d

f(x+ ρ cosϕ, y + ρ sinϕ)
ρ2 exp(2iϕ)

(ρ2 + δ2)2
ρdρdϕ.

Второе слагаемое в правой части этого равенства при δ → 0 сходится равномерно по (x, y) ∈
U(M,d) к функции

h0,2(x, y) = −
1

2π

2π
∫

0

R(ϕ)
∫

d

f(x+ ρ cosϕ, y + ρ sinϕ)
exp(2iϕ)

ρ
dρdϕ.
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Первое слагаемое, изменив порядок интегрирования, запишем в виде

hδ,1(x, y) = −
1

2π

d
∫

0

[

ρ3

(ρ2 + δ2)2

2π
∫

0

f(x+ ρ cosϕ, y + ρ sinϕ) exp(2iϕ)dϕ

]

dρ.

По условию функция

I(ρ) = I(x, y, ρ) =

ρ
∫

0

1

s

2π
∫

0

f(x+ s cosϕ, y + s sinϕ) exp(2iϕ)dϕds

определена на множестве U(M,d)× [0, d] и

∂I

∂ρ
=

1

ρ

2π
∫

0

f(x+ ρ cosϕ, y + ρ sinϕ) exp(2iϕ)dϕ, (x, y) ∈ U(M, 2d), 0 < ρ < d.

Поэтому, производя интегрирование по частям, для функции hδ,1 имеем

hδ,1(x, y) = −
1

2π

d
∫

0

[

ρ3

(ρ2 + δ2)2

2π
∫

0

f(x+ ρ cosϕ, y + ρ sinϕ) exp(2iϕ)dϕ

]

dρ

= −
1

2π

d
∫

0

ρ4

(ρ2 + δ2)2
∂I

∂ρ
dρ = −

1

2π

d4

(d2 + δ2)2
I(d) +

1

2π

d
∫

0

4ρ3δ2

(ρ2 + δ2)3
I(ρ)dρ.

Отсюда следует, что если интеграл

d
∫

0

4ρ3δ2

(ρ2 + δ2)3
I(ρ)dρ (3.9)

при δ → 0 в круге U(M,d) равномерно стремится к нулю, то при δ → 0 функция hδ,1 равно-
мерно в этом круге стремится к функции

−
1

2π
I(x, y, d) = h0,1(x, y) = −

1

2π

d
∫

0

1

s

2π
∫

0

f(x+ s cosϕ, y + s sinϕ) exp(2iϕ)dϕds.

Докажем равномерную сходимость интеграла (3.9) к нулю в круге U(M,d) при δ → 0. В
силу равномерной усиленной непрерывности функции f по ε > 0 можно выбрать σ > 0 такое,
что

|I(x, y, ρ)| < ε, (x, y) ∈ U(M,d), 0 < ρ < σ.

В силу неравенств

d
∫

σ

4ρ3δ2

(ρ2 + δ2)3
dρ =

d/δ
∫

σ/δ

4s3

(s2 + 1)3
ds <

∞
∫

σ/δ

4s3

(s2 + 1)3
ds

по числу σ выберем δ0 > 0 настолько малым, что справедливо неравенство

d
∫

σ

4ρ3δ2

(ρ2 + δ2)3
dρ < ε, 0 < δ < δ0.
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Из этих оценок имеем
∣

∣

∣

∫ d

0

4ρ3δ2

(ρ2 + δ2)3
I(ρ)dρ

∣

∣

∣
≤ ε + Nε, (x, y) ∈ U(M,d), 0 < δ < δ0, где

|I(x, y, ρ)| ≤ N, (x, y) ∈ U(M,d), 0 < ρ ≤ d. Здесь мы использовали неравенство

σ
∫

0

4ρ3δ2

(ρ2 + δ2)3
dρ =

σ/δ
∫

0

4s3

(s2 + 1)3
ds <

∞
∫

0

4s3

(s2 + 1)3
ds = 1.

Равномерная сходимость интеграла (3.9) к нулю в круге U(M,d) при δ → 0 доказана. Тем
самым мы доказали, что функция hδ равномерно сходится в этом круге к функции

h0(x, y) = h0,1(x, y) + h0,2(x, y) = −
1

2π

d
∫

0

1

s

2π
∫

0

f(x+ s cosϕ, y + s sinϕ) exp(2iϕ)dϕds

−
1

2π

2π
∫

0

R(ϕ)
∫

d

f(x+ ρ cosϕ, y + ρ sinϕ)
exp(2iϕ)

ρ
dρdϕ,

а функция (3.7) равномерно сходится к функции h0(x, y) + g0(x, y) + 1/2 f(x, y). Отсюда и из
утверждений 1, 2 следует, что функция u0 имеет все частные производные второго порядка,
и справедливы равенства

∂2u0
∂x2

= ℜ [h0(x, y) + g0(x, y)] +
1

2
f(x, y),

∂2u0
∂y2

= −ℜ [h0(x, y) + g0(x, y)] +
1

2
f(x, y),

∂2u0
∂x∂y

= ℑ [h0(x, y) + g0(x, y)] , (x, y) ∈ U(M,d).

(3.10)

Утверждение 3 доказано.

З а м е ч а н и е. В равенствах (3.10) положим (x, y) = (x0, y0). Тогда R(ϕ) = R(x0, y0, ϕ) ≡
2d , поэтому функцию h0 в точке (x0, y0) можно переписать в виде

h0(x0, y0) = −
1

2π

2d
∫

0

1

s

2π
∫

0

f(x0 + s cosϕ, y0 + s sinϕ) exp(2iϕ)dϕds.

4. Регулярность обобщенных решений уравнения Пуассона

Приведем некоторые понятия, связанные с определением обобщенного решения уравне-
ния Пуассона (см., например, [4, с. 379; 5, с. 119)]. Пусть D(G) — пространство основных
в области G функций, а D′(G)-пространство всех линейных непрерывных функционалов на
пространстве основных функций D(G), т. е. пространство обобщенных в области G функций.
Каждая локально интегрируемая в области G функция f формулой

(f, ψ) =

∫∫

G

f(ξ, η)ψ(ξ, η)dξdη, ψ ∈ D(G)

определяет непрерывный в D(G) функционал — регулярную обобщенную функцию из про-
странства D′(G). В частности, каждая непрерывная функция из пространства C(G) является
регулярной обобщенной функцией. Пусть f — произвольная обобщенная функция. Обобщен-
ную функцию v ∈ D′(G) называют обобщенным решением уравнения Пуассона ∆u = f , если
она удовлетворяет равенству (v,∆ψ) = (f, ψ) для любой функции ψ ∈ D(G). В частности, если
f = 0, то уравнение Пуассона называют уравнением Лапласа. Классическое решение уравне-
ния Лапласа в области G называют гармонической функцией, а решение уравнения Лапласа
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из пространства D′(G) называют обобщенной гармонической функцией. Следующее важное
утверждение определяет структуру множества обобщенных гармонических в области G функ-
ций (см., например, [4, с. 379; 2, с. 119]).

Утверждение 4. Всякая обобщенная гармоническая функция в области G является так-

же гармонической функцией в этой области.

Утверждение 4 вместе с вышеприведенными результатами позволяет установить следую-
щую теорему.

Теорема 4. Пусть непрерывная в области G функция f усиленно непрерывна в этой

области. Тогда каждое обобщенное решение уравнения Пуассона (0.1) в области G является

классическим решением в этой области.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v ∈ D′(G) — обобщенное решение уравнения (0.1). Выбе-
рем последовательность областей Gk, удовлетворяющих условиям Gk ⊂ Gk ⊂ Gk+1 ⊂ G, k =
1, 2, . . . и G =

⋃

kGk. Согласно теореме 3 функция

uk(x, y) =
1

2π

∫∫

Gk

f(ξ, η) ln
√

(x− ξ)2 + (y − η)2dξdη

является классическим решением уравнения (0.1) в области Gk. Очевидно, v − uk принадле-
жит пространству D′(Gk) и является обобщенной гармонической функцией в области Gk. В
силу теоремы 4 обобщенная функция v − uk совпадает с некоторой гармонической в обла-
сти Gk функцией vk, т. е. (v−uk, ψ) = (vk, ψ) для любой функции ψ ∈ D(Gk). Отсюда следует,
что для дважды непрерывно дифференцируемых в области Gk функций uk + vk, uk+1 + vk+1

справедливо равенство (uk + vk, ψ) = (uk+1 + vk+1, ψ) для любой функции ψ ∈ D(Gk). В силу
леммы Дюбуа-Реймон функции uk + vk, uk+1 + vk+1 тождественны на множестве Gk. Поэто-
му функция v(x, y) = uk(x, y) + vk(x, y), (x, y) ∈ Gk корректно определена на всей области G,
является классическим решением уравнения (0.1) и определяет регулярную обобщенную функ-
цию в области G. Покажем, что обобщенная функция v совпадает с классическим решением v
уравнения (0.1). Действительно, для любой функции ψ ∈ D(G) существует такой номер k,
что ψ ∈ D(Gk). Поэтому (v, ψ) = (uk + vk, ψ) = (v, ψ) для любой функции ψ ∈ D(G). Итак,
обобщенная функция v является регулярной и совпадает с классическим решением v уравне-
ния (0.1). Теорема доказана.

5. Примеры и приложения

Теорема 5. Пусть функция f(x, y) ≡ f0(x), где f0(x) — непрерывная на интервале (a, b)
функция. Тогда уравнение (0.1) имеет классическое решение в любой области G ⊂ (a, b) × R.

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы следует из того, что функция

u(x, y) ≡

x
∫

x0

(x− s)f0(s)ds, x0, x ∈ (a, b),

является классическим решением уравнения (0.1) при f(x, y) ≡ f0(x). Отсюда и из теоремы 1
получаем

Следствие 3. Если функция f(x, y) ≡ f(x), то для функции

F (x, y, r) =

2π
∫

0

f(x+ r cosϕ) exp(2iϕ)dϕ
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существует несобственный интеграл

r1
∫

0

F (x, y, r)
dr

r
= lim

δ→0

r1
∫

δ

F (x, y, r)
dr

r
.

Теорема 6. Пусть непрерывная функция f(x, y) удовлетворяет условию Гёльдера по на-

правлению y, т. е.

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ K |y1 − y2|
α , 0 < α < 1, (x, y1), (x, y2) ∈ G.

Тогда функция f(x, y) является равномерно усиленно непрерывной в области G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функцию

F (x, y, r) =

2π
∫

0

f(x+ r cosϕ, y + r sinϕ)e2iϕdϕ

представим в виде F (x, y, r) = F1(x, y, r) + F2(x, y, r), где

F1(x, y, r) =

2π
∫

0

f(x+ r cosϕ, y)e2iϕdϕ, F2(x, y, r) = F (x, y, r)− F1(x, y, r).

Пусть K ⊂ G — компактное множество. Положим r1 = ρ(K,∂G)/2 > 0. В силу тождества

1

r

2π
∫

0

x+r cosϕ
∫

0

f(s, y)eiϕ ds dϕ = i

2π
∫

0

f(x+ r cosϕ, y) sinϕeiϕ dϕ, 0 < r ≤ r1, (5.1)

для функции F1(x, y, r) справедливо представление

1

r
F1(x, y, r) =

d

dr

{

1

r

2π
∫

0

x+r cosϕ
∫

0

f(s, y)eiϕ ds dϕ

}

.

Интегрируя это равенство по отрезку [δ, r1], 0 < δ < r1, в силу (5.1) получим

r1
∫

δ

F1(x, y, r)
dr

r
= i

2π
∫

0

f(x+ r1 cosϕ, y) sinϕe
iϕ dϕ− i

2π
∫

0

f(x+ δ cosϕ, y) sinϕeiϕ dϕ. (5.2)

Оценим функцию F2(x, y, r):

|F2(x, y, r)| ≤

2π
∫

0

|f(x+ r cosϕ, y + r sinϕ)− f(x+ r cosϕ, y)| dϕ ≤ K

2π
∫

0

| sinϕ|rαdϕ = 4Krα.

(5.3)
Из равенства (5.2) и оценки (5.3) следует, что равномерно на компакте K существует

r1
∫

0

F (x, y, r)
dr

r
= lim

δ→+0

r1
∫

δ

F (x, y, r)
dr

r
=

r1
∫

0

F1(x, y, r)
dr

r
+

r1
∫

0

F2(x, y, r)
dr

r
.

Теорема доказана.

Будем говорить, что на множестве M ⊂ G функция удовлетворяет условию Гёльдера с
показателем α > 0 по направлению −→n = (cos β, sin β), если

|f(x+h cos β, y+h sin β)− f(x, y)| ≤ C|h|α, (x, y), (x+h cos β, y+h sin β) ∈M, C = const.

Доказанную теорему можно обобщить в следующей форме.
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Теорема 7. Пусть непрерывная функция f(x, y)) в некоторой окрестности каждой точ-

ки (x0, y0) области G удовлетворяет условию Гёльдера с показателем α > 0 по фиксирован-

ному направлению −→n = (cos β, sin β), где α > 0,−→n зависят от точки (x0, y0). Тогда функция

f(x, y) является усиленно непрерывной в области G.

Отсюда и из теоремы 3 следует

Теорема 8. Если непрерывная функция f(x, y), принадлежит пространству Лебега L(G)
и в некоторой окрестности каждой точки удовлетворяет условию Гёльдера по некоторому

направлению, то уравнение Пуассона (0.1) в области G имеет классическое решение.

Теорема 9. Пусть непрерывная в круге
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ r0
}

функция f(x, y) допускает

представление

f(x, y) =
∑

|k|≤N

fk(r) exp(ikφ), x = r cosφ, y = r sinφ.

Тогда уравнение (0.1) имеет классическое решение в круге
{

(x, y) : x2 + y2 < r0
}

тогда и толь-

ко тогда, когда функции f2(r) и f−2(r) такие, что существуют несобственные интегралы

r0
∫

0

f±2(r)

r
dr = lim

δ→0

r0
∫

δ

f±2(r)

r
dr.

Сначала докажем вспомогательные утверждения.

Легко показать, что для функции

v(x, y) = vk(r) exp(ikφ), x = r cosφ, y = r sinφ,

где функция vk(r) имеет непрерывные производные при r > 0, справедливы равенства:

∂v

∂x
= (xrv′k − ikyvk)

exp(ikφ)

r2
,

∂v

∂y
= (yrv′k + ikxvk)

exp(ikφ)

r2
,

∂2v

∂x2
=

[

x2r2v′′k + yr(y − 2ikx)v′k − ky(ky − 2ix)vk
] exp(ikφ)

r4
,

∂2v

∂x∂y
=

[

xyr2v′′k + ir(kx2 − ky2 + ixy)v′k + k(kxy − ix2 + iy2)vk
] exp(ikφ)

r4
,

∂2v

∂y2
=

[

y2r2v′′k + xr(x+ 2iky)v′k − kx(kx+ 2iy)vk
] exp(ikφ)

r4
.

Из приведенных выше формул вытекает следующая лемма.

Лемма 3. Функция

v(x, y) =
∑

|k|≤N

vk(r) exp(ikφ), x = r cosφ, y = r sinφ

в круге
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ r20
}

: a) непрерывна тогда и только тогда, когда функции vk(r),
|k| ≤ N непрерывны на отрезке [0, r0], причем vk(0) = 0 при k 6= 0; b) имеет непрерывные

частные производные до второго порядка включительно, если функции vk(r) на отрезке [0, r0]
дважды непрерывно дифференцируемы, причем vk(0) = v′k(0) = v′′k(0) = 0 при k 6= 0.
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Лемма 4. Пусть непрерывная в замкнутом круге {(x, y) : x2 + y2 ≤ r20} функция име-

ет представление f(x, y) = fk(r) exp(ikφ), k ∈ Z. Тогда уравнение Пуассона (0.1) в круге

{(x, y) : x2+y2 < r20} имеет классическое решение при любом k, |k| 6= 2, а при |k| = 2 необходи-

мым и достаточным условием существования классического решения является сходимость

несобственного интеграла
r0
∫

0

fk(r)
dr

r
= lim

δ→0

r0
∫

δ

fk(r)
dr

r
. (5.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим случай k ≥ 0. Случай k < 0 рассматривается ана-
логично. Будем искать решение уравнения Пуассона в виде v(r, φ) = vk(r) exp(ikφ). Уравнение
Пуассона в полярных координатах имеет вид

1

r

∂v

∂r

(

r
∂v

∂r

)

+
1

r2
∂2v

∂φ2
= fk(r) exp(ikφ).

Отсюда для функции vk(r) имеем

r2v′′k + rv′k − k2vk = r2fk(r), r > 0. (5.5)

Отметим, что в силу непрерывности функции f(x, y) функция fk(r) непрерывна на отрезке
[o, r0], причем fk(0) = 0 при k 6= 0 (лемма 4). Нас интересуют решения vk(r) уравнения (5.5),
которые имеют непрерывное продолжение в точке r = 0 вместе со всеми производными до
второго порядка включительно, причем

lim
r→0

vk(r) = lim
r→0

v′k(r) = lim
r→0

v′′k(r) = 0, (5.6)

если k 6= 0.
Соответствующее однородное уравнение r2v′′k + rv′k − k2vk = 0 является уравнением Эй-

лера. Используя метод вариации постоянных, получим общее решение неоднородного уравне-
ния (5.5):

v0 = ln r

r
∫

0

ρf0(ρ)dρ−

r
∫

0

ρ ln ρf0(ρ)dρ+ C1 + C2 ln r, если k = 0,

vk =
rk

2k

r
∫

r0

ρ1−kfk(ρ)dρ +C1r
k −

r−k

2k

r
∫

r0

ρ1+kfk(ρ)dρ + C2r
−k, если k 6= 0.

Из этих представлений общего решения уравнения (5.5), правила Лопиталя, непрерывности
функции fk(r) и условия fk(0) = 0 при k 6= 0 следует, что решения, которые имеют непрерыв-
ное продолжение в точке r = 0 вместе со всеми производными до второго порядка включи-
тельно, имеют вид

v0 = ln r

r
∫

0

ρf0(ρ)dρ−

r
∫

0

ρ ln ρf0(ρ)dρ+ C1, если k = 0,

vk =
rk

2k

r
∫

0

ρ1−kfk(ρ)dρ −
r−k

2k

r
∫

0

ρ1+kfk(ρ)dρ, если k = 1,

vk =
rk

2k

r
∫

r0

ρ1−kfk(ρ)dρ+ C1r
k −

r−k

2k

r
∫

0

ρ1+kfk(ρ)dρ, если k > 2.
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Теперь рассмотрим случай k = 2. Пусть функция f2(r) удовлетворяет условию (5.4). Тогда
частное решение уравнения (5.5)

v2 =
r2

4

r
∫

0

ρ−1f2(ρ)dρ−
r−2

4

r
∫

0

ρ3f2(ρ)dρ

удовлетворяет начальным условиям (5.6).
Обратно, пусть уравнение (5.5) при k = 2 имеет решение v2(r), удовлетворяющее услови-

ям (5.6). Из тождества
f2(r)

r
≡

d

dr

{

v′2
r

+
2v2
r2

}

, r ∈ (0, r0),

следует
r0
∫

δ

f2(r)
dr

r
≡
v′(r0)

r0
+

2v(r0)

r20
−
v′(δ)

δ
+

2v(δ)

δ2
, δ ∈ (0, r0),

которое в силу

lim
r→0

v2(r)

r2
= lim

r→0

v′2(r)

2r
=

1

2
lim
r→0

v′′2 (r) = 0

доказывает существование несобственного интеграла (5.4) при k = 2. Лемма 4 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 9 следует из приведенных выше лемм 3 и 4.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН
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ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ФУНКЦИЯМИ ПРОСТРАНСТВА СОБОЛЕВА

С МИНИМАЛЬНОЙ Lp-НОРМОЙ ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА 1

С.И.Новиков

Рассматривается задача интерполяции с минимальным значением Lp-нормы (1 ≤ p < ∞) операто-

ра Лапласа интерполянтов для класса ограниченных в lp-норме интерполируемых последовательностей.

Интерполирование осуществляется в узлах сетки, образованной точками из R
n с целочисленными коор-

динатами. В работе доказано, что если 1 ≤ p < n/2, то Lp-норма оператора Лапласа интерполянта может

быть сколь угодно малой для любой интерполируемой последовательности. Для случая n = 2 найдены

двусторонние оценки L2-нормы оператора Лапласа наилучшего интерполянта.

Ключевые слова: интерполяция, оператор Лапласа, пространство Соболева, вложение.

S. I. Novikov. Interpolation by functions from a Sobolev space with minimum Lp-norm of the Laplace

operator.

We consider an interpolation problem with minimum value of the Lp-norm (1 ≤ p < ∞) of the Laplace

operator of interpolants for a class of interpolated sequences that are bounded in the lp-norm. The data are

interpolated at nodes of the grid formed by points from Rn with integer coordinates. It is proved that, if

1 ≤ p < n/2, then the Lp-norm of the Laplace operator of the interpolant can be arbitrarily small for any

sequence that is interpolated. Two-sided estimates for the L2-norm of the Laplace operator of the best interpolant

are found for the case n = 2.

Keywords: interpolation, Laplace operator, Sobolev space, embedding.

Введение

Настоящая работа посвящена задаче интерполирования класса ограниченных в lp-норме
(1 ≤ p < ∞) последовательностей гладкими функциями с минимальным значением Lp-нормы
оператора Лапласа.

Сначала введем обозначения и сформулируем постановку задачи.
Пусть n ∈ N, n ≥ 2, 1 ≤ p < ∞. Для последовательности вещественных чисел z = {zj}j∈Zn

полагаем

‖z‖lp(Zn) =
(

∑

j∈Zn

|zj |
p
)1/p

.

Класс интерполируемых последовательностей определяем следующим образом:

Mp =
{

z : z = {zj}j∈Zn , ‖z‖lp(Zn) ≤ 1
}

.

Пусть Cm(Rn) — множество всех функций, определенных на R
n, у которых существуют и

непрерывны на R
n все производные до порядка m включительно, C0(Rn) = C(Rn) — множе-

ство всех непрерывных на R
n функций. Через Lp(R

n) обозначаем стандартное пространство
Лебега функций, интегрируемых на R

n с p-й степенью при 1 ≤ p < ∞ и существенно ограни-
ченных при p = ∞. Оно снабжено нормой

‖f‖p =















(
∫

Rn

|f(x)|p dx

)1/p

, 1 ≤ p < ∞,

ess sup
x∈Rn

|f(x)|, p = ∞.

1Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (проект 14-01-00496а), Программы государствен-
ной поддержки ведущих научных школ (проект НШ-4538.2014.1) и Программы УрО РАН (проект
15-16-1-4).
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Через C∞(Rn) обозначаем пространство бесконечно дифференцируемых на R
n функций,

а через C∞
0 (Rn) — пространство бесконечно дифференцируемых финитных (т. е. имеющих

компактный носитель) функций.
Пусть x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n, ‖x‖ = (x21 + x22 + . . .+ x2n)
1/2, α = (α1, α2, . . . , αn) — мультиин-

декс, |α| = α1+α2+ . . .+αn, Dαu = ∂|α|u/∂xα1
1 . . . ∂xαn

n — производная порядка α, понимаемая
в обобщенном смысле Соболева (слабая производная), т. е. v = Dαu если ∀ϕ ∈ C∞

0 (Rn) выпол-
няется равенство

∫

Rn

v(x)ϕ(x) dx = (−1)|α|
∫

Rn

u(x)Dαϕ(x) dx.

Как известно (см., например, [1]), функция f принадлежит пространству Соболева W l
p(R

n),
если f ∈ Lp(R

n), для любого мультииндекса α = (α1, α2, . . . , αn), |α| = l существует производ-
ная Dαf в обобщенном смысле Соболева, и норма

‖f‖p,l = ‖f‖p +
∑

|α|=l

‖Dαf‖p

конечна. Всюду далее

∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+ · · · +

∂2

∂xn2

— оператор Лапласа.
Класс функций, интерполирующих фиксированный элемент z ∈ Mp в точках с целочис-

ленными координатами, определяем следующим образом:

Yp(z) =
{

u ∈ C1(Rn) ∩W 2
p (R

n) : u(j) = zj ∀j ∈ Z
n
}

.

Целью настоящей работы является исследование величины

Ap(R
n) = sup

z∈Mp

inf
u∈Yp(z)

‖∆u‖p, (0.1)

которую можно интерпретировать как Lp-норму оператора Лапласа, примененного к “наи-
лучшей” функции из класса Yp(z) при интерполировании “наихудшей” последовательности
z ∈ Mp.

Для фиксированной последовательности z ∈ Mp задача ‖∆u‖p −→ inf
u∈Yp(z)

представляет

собой вариант интерполяционной проблемы типа Фавара (см., например, [2–4]). Поэтому за-
дачу нахождения величины (0.1) можно рассматривать как интерполяционную проблему типа
Фавара для всего класса Mp интерполируемых последовательностей.

Определение величины (0.1) близко постановкам задач экстремальной функциональной
интерполяции [5; 6], однако в настоящей работе класс интерполируемых последовательностей
определяется несколько иначе, чем в этих и других работах, посвященных задачам экстре-
мальной функциональной интерполяции.

Для p = ∞ величина (0.1) ранее изучалась в работе автора [7].
В разд. 1 настоящей работы мы доказываем, что если 1 ≤ p < n/2, то Ap(R

n) = 0. Как
известно, согласно классической теореме вложения Соболева ([8, § 8], а также, например, [1,
§ 4.6]), если n < lp, то имеет место вложение класса W l

p(R
n) в пространство C(Rn), а при

n > lp этого вложения нет. Сопоставляя наш результат с этой теоремой, приходим к выводу,
что исследуемая величина равна нулю в тех случаях, когда пространство Соболева W 2

p (R
n)

не вкладывается в пространство непрерывных функций. При p = 2 нетривиальными с точ-
ки зрения величины Ap(R

n) являются только три случая: n = 2, 3, 4. Оценкам исследуемой
величины при n = 2, p = 2 посвящен разд. 2.
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1. Случай 1 ≤ p < n/2

Имеет место следующая

Теорема 1. Если 1 ≤ p < n/2, то Ap(R
n) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем произвольную последовательность z ∈ Mp и произ-
вольное число ε ∈ (0, 1/2). Определяем функции fj (j ∈ Z

n) следующим образом:

fj(x) =







cj e
ε2

‖x−j‖2−ε2 , если ‖x− j‖ ≤ ε,

0, если ‖x− j‖ > ε,

где cj — константы, которые находим из условий интерполяции fj(j) = zj , j ∈ Z
n. В результате

получаем cj = e zj . Известно (см., например, [1]), что fj ∈ C∞
0 (Rn).

Заметим, что fj и некоторые аналогичные им функции применяются в качестве усредня-
ющих ядер, в частности при доказательстве плотности C∞

0 (Rn) в Lp(R
n), 1 ≤ p < ∞, и в

пространствах Соболева (см., например, [1] и имеющиеся там ссылки).
Далее определяем функцию F = F (z, x), полагая F =

∑

j∈Zn fj. Поскольку внутренности
носителей функций fj(x) при различных значениях j ∈ Z

n не пересекаются, то при любом
фиксированном x ∈ R

n бесконечная сумма в определении функции F содержит не более одного
ненулевого слагаемого.

Убедимся, что F ∈ Lp(R
n). Действительно, с помощью замены переменных y = x − j и

известного тождества (см., например, [9, с. 402–403])

∫

‖y‖≤R

ϕ(‖y‖) dy =
2πn/2

Γ(n/2)

R
∫

0

ρn−1ϕ(ρ) dρ, R > 0, (1.1)

где Γ(·) — известная Γ-функция Эйлера, получаем

‖F‖p =

(
∫

Rn

|F (x)|p dx

)1/p

= e

(

∑

j∈Zn

|zj |
p

∫

‖x−j‖≤ε

e
ε2p

‖x−j‖2−ε2 dx

)1/p

= e

(

πn/2 εn p

Γ(n/2)

+∞
∫

p

(p − t)(n−2)/2 e−t

t(n+2)/2
dt

)1/p (

∑

j∈Zn

|zj |
p

)1/p

< +∞,

поскольку z ∈ Mp. Аналогичными вычислениями убеждаемся в том, что и все производные
второго порядка функции F принадлежат пространству Lp(R

n). Таким образом F ∈ Yp(z).
Для вычисления оператора Лапласа от функции F воспользуемся тем известным фактом,

что если функция ϕ зависит только от r = ‖x‖, то

∆ϕ = ϕ′′
rr +

n− 1

r
ϕ′
r

2.

После выполнения элементарных преобразований имеем

∆
(

e
ε2

‖x−j‖2−ε2
)

= −2ε2
e

ε2

‖x−j‖2−ε2

(

ε4n− 2ε2(n− 1)‖x− j‖2 + (n− 4)‖x− j‖4
)

(ε2 − ‖x− j‖2)4
.

2Для того чтобы убедиться в справедливости этого равенства, достаточно записать оператор Ла-
пласа в сферических координатах и положить равными нулю все производные функции ϕ по угловым
координатам.
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Используя это равенство, получаем

‖∆F‖p =

(
∫

Rn

|∆F (x)|p dx

)1/p

= e

(

∑

j∈Zn

zpj

∫

‖x−j‖≤ε

∣

∣

∣
∆
(

e
ε2

‖x−j‖2−ε2

)∣

∣

∣

p
dx

)1/p

≤ C1ε
2

(
∫

‖y‖≤ε

e
ε2p

‖y‖2−ε2

∣

∣ε4n− 2ε2(n− 1)‖y‖2 + (n− 4)‖y‖4
∣

∣

p

(ε2 − ‖y‖2)4p
dy

)1/p

‖z‖lp(Zn),

где константа C1 > 0 не зависит от ε. Теперь применяем (1.1) и в получившемся (однократном)
интеграле выполняем замену, полагая ρ = ετ . В результате приходим к неравенству

‖∆F‖p ≤ C2 εn/p−2 I1/pp,n ‖z‖lp(Zn), (1.2)

в котором константа C2 > 0 не зависит от ε, а

Ip,n =

1
∫

0

τn−1e
− p

1−τ2

∣

∣n− 2(n− 1)τ2 + (n− 4)τ4
∣

∣

p

(1− τ2)4p
dτ.

При 1 ≤ p < n/2 этот не зависящий от ε интеграл сходится, поскольку, выполнив в нем замену
переменной t = pτ2/(1 − τ2) и воспользовавшись неравенством условия теоремы, получаем,
что Ip,n оценивается сверху линейной комбинацией конечного числа Γ-функций Эйлера.

Поскольку n/p − 2 > 0, правая часть неравенства (1.2) может быть сделана сколь угодно
малой для любой последовательности z ∈ Mp. В результате для величины Ap(R

n) получаем

Ap(R
n) ≤ sup

z∈Mp

‖∆F (z, ·)‖p ≤ Cεn/p−2

с не зависящей от ε константой C > 0. Теорема 1 доказана.

Заметим, что теорема 1 фактически доказана для интерполянтов из C∞(Rn), т. е. с избы-
точной гладкостью. Можно было бы определить класс интерполянтов ˜Yp(z), заменив в опре-
делении класса Yp(z) пространство C1(Rn) на C∞(Rn) 3, и аналогично величине (0.1) ввести
в рассмотрение величину ˜Ap(R

n), которая связана с ней очевидным неравенством Ap(R
n) ≤

˜Ap(R
n). Теорема 1 фактически означает, что при 1 ≤ p < n/2 выполняется ˜Ap(R

n) = 0.
Пусть теперь p = 2. Согласно теореме 1 при всех n > 4 имеем A2(R

n) = 0. Следовательно,
только для трех размерностей n = 2, 3, 4 можно ожидать, что величина (0.1) отлична от нуля.

2. Оценки величины A2(R
2
)

Сначала получим оценку величины A2(R
2) снизу. Для того чтобы это сделать, нам потре-

буются некоторые неравенства, которые будут доказаны ниже с помощью методов гармониче-
ского анализа. Поэтому прежде всего определим прямое и обратное преобразования Фурье.

Следуя [10, гл. 2, § 1], определяем преобразование Фурье функции f ∈ L1(R
2)
⋂

L2(R
2)

следующим образом:
̂f(x) =

∫

R2

e2πi(x,y)f(y) dy,

где i — мнимая единица, (x, y) = x1y1 + x2y2 — скалярное произведение элементов x, y ∈ R
2.

Затем с помощью хорошо известной процедуры непрерывного продолжения определяем пре-
образование Фурье на всем пространстве L2(R

2).

3При этом все производные, естественно, понимались бы в обычном смысле.
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Обратное преобразование Фурье есть

f(x) =

∫

R2

e−2πi(x,y)
̂f(y) dy.

Иногда будем также обозначать ̂f через Ff , а обратное преобразование Фурье — через F−1f .
Известно, что

(Dαf)∧ = (−1)|α|(2πix)|α| ̂f (2.1)

и ‖f‖2 = ‖ ̂f‖2 (теорема Планшереля).

Лемма 1. Пусть f ∈ L2(R
2) и ∆f ∈ L2(R

2). Тогда

‖f‖∞ ≤
1
√
2

(

‖f‖2‖∆f‖2
)1/2

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала получим некоторый аддитивный аналог доказываемого
неравенства с помощью рассуждений, аналогичных [1, p. 185]. Поскольку f = F−1Ff , то

‖f‖∞ = ‖F−1Ff‖∞ = sup
x∈R2

∣

∣

∣

∣

∫

R2

e−2πi(x,ξ)(Ff)(ξ) dξ

∣

∣

∣

∣

≤ ‖Ff‖1

≤

(
∫

R2

dξ

1 + |ξ|4

)1/2( ∫

R2

(1 + |ξ|4)|(Ff)(ξ)| dξ

)1/2

≤

(
∫

R2

dξ

1 + |ξ|4

)1/2[( ∫

R2

|(Ff)(ξ)|2 dξ

)1/2

+

(
∫

R2

|ξ|4 |(Ff)(ξ)|2 dξ

)1/2]

.

Здесь первый из интегралов легко вычисляется:

∫

R2

dξ

1 + |ξ|4
= 4

+∞
∫

0

+∞
∫

0

dξ1 dξ2
1 + (ξ21 + ξ22)

2
= 2π

+∞
∫

0

r dr

1 + r4
=

π2

2
.

Из (2.1) замечаем, что (F(∆f)) = −4π2‖ξ‖2 (Ff)(ξ), а затем применяем теорему Планшереля.
В результате приходим к неравенству

‖f‖∞ ≤
π
√
2

(

‖f‖2 +
1

4π2
‖∆f‖2

)

. (2.2)

Теперь неравенство (2.2) переписываем в мультипликативном виде. Мы будем делать это те-
ми же методами, какими аналогичное преобразование выполнялось при доказательстве нера-
венств типа Колмогорова в R (см., например, [11, § 2.4] и имеющиеся там ссылки). Для h > 0
полагаем x1 = ht1, x2 = ht2, где t1, t2 — новые переменные, и записываем неравенство (2.2) для
функции ϕ(t) = f(ht). С помощью замены переменных получаем ‖f‖∞ = ‖ϕ‖∞, ‖f‖2 = h‖ϕ‖2,
‖∆f‖2 = h−1‖∆ϕ‖2 и в результате приходим к неравенству

‖ϕ‖∞ ≤
π
√
2

(

h‖ϕ‖2 +
1

4hπ2
‖∆ϕ‖2

)

, (2.3)

в котором правую часть минимизируем по всем h ∈ (0,+∞). Простые вычисления показывают,

что h0 = (1/2π)‖∆ϕ‖
1/2
2 ‖ϕ‖

−1/2
2 является единственной точкой минимума и подстановка ее в

правую часть неравенства (2.3) завершает доказательство леммы 1.
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Лемма 2. Пусть f ∈ L2(R
2) и ∆f ∈ L2(R

2). Тогда

∥

∥

∥

∂f

∂xj

∥

∥

∥

2

2
≤ 2‖f‖2‖∆f‖2, j = 1, 2. (2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользовавшись (2.1) и теоремой Планшереля, имеем

∥

∥

∥

∂f

∂xj

∥

∥

∥

2
=

∥

∥

∥

( ∂f

∂xj

)∧∥
∥

∥

2
= ‖(−2πixj) ̂f‖2 = 2π

(

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

|xj |
2 | ̂f(x1, x2)|

2 dx1 dx2

)1/2

= 2π

(

max
(x1,x2)∈R2

|xj |
√

1 + (x21 + x22)
2

){
∫

R2

| ̂f(x)|2 dx+

∫

R2

‖x‖4 | ̂f(x)|2 dx

}1/2

≤ π
√
2

{
∫

R2

| ̂f(x)|2 dx+

∫

R2

‖x‖4| ̂f(x)|2 dx

}1/2

.

Применяя неравенство Минковского, учитывая, что (∆f)∧ = −4π2‖x‖2 ̂f и вновь используя
теорему Планшереля, приходим к неравенствам

∥

∥

∥

∂f

∂xj

∥

∥

∥

2
≤ π

√
2
(

‖f‖2 +
1

4π2
‖∆f‖2

)

, j = 1, 2. (2.5)

Для того, чтобы завершить доказательство, переписываем эти неравенства в мультипликатив-
ной форме тем же методом, какой был использован при доказательстве леммы 1: в неравен-
ствах (2.5) полагаем f(ht) = ϕ(t), h > 0, с помощью замены переменных получаем ‖∂f/∂tj‖2 =
‖∂ϕ/∂tj‖2, ‖f‖2 = h‖ϕ‖2, ‖∆f‖2 = h−1‖∆ϕ‖2, подставляем эти выражения в (2.5) и миними-
зируем правые части получившихся неравенств по всем h ∈ (0,+∞). В результате приходим
к неравенствам (2.4). Лемма 2 доказана.

Далее нам нужны операторы Рисса, определяемые на классе C∞
0 (R2) следующим образом

(см., например, [10, с. 71–72]):

(Rjf)(x) =
1

2π

∫

R2

yj
‖y‖3

f(x− y) dy, j = 1, 2,

где интеграл понимается в смысле главного значения. В [10, гл. 3, § 1] доказано, что

(Rjf)
∧(x) = i

xj
‖x‖

̂f(x), j = 1, 2, (2.6)

где i — мнимая единица.
Lp-нормы операторов Рисса на классе C∞

0 (R2) найдены Т. Иваничем и Г. Мартином [12],
где доказано, что

‖Rj‖
Lp

Lp
=











tg
π

2p
, 1 ≤ p < 2,

ctg
π

2p
, 2 ≤ p < ∞.

Для p = 2 из этого результата имеем

‖Rj‖
L2
L2

= 1, j = 1, 2. (2.7)

Лемма A. Для любой функции f ∈ W 2
2 (R

2) выполняются следующие неравенства:

∥

∥

∥

∥

∂2f

∂x1∂x2

∥

∥

∥

∥

2

≤ ‖∆f‖2, (2.8)
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∥

∥

∥

∥

∂2f

∂x2j

∥

∥

∥

∥

2

≤ ‖∆f‖2, j = 1, 2. (2.9)

Доказательство этой леммы получается объединением результатов [10, с. 73–74], соотно-
шений (2.6) и факта плотности класса C∞

0 (R2) в пространстве W 2
2 (R

2). Для удобства мы при-
водим это доказательство полностью.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала доказываем неравенства (2.8) и (2.9) для функций,
принадлежащих классу C∞

0 (R2).
Пусть f ∈ C∞

0 (R2). Применив (2.1) и (2.6), имеем

( ∂2f

∂x1 ∂x2

)∧
= −4π2x1x2 ̂f(x) = −

ix1
‖x‖

ix2
‖x‖

(−4π2‖x‖2 ̂f) = −
ix1
‖x‖

ix2
‖x‖

(∆f)∧ = −((R1R2)∆f)∧.

Отсюда с помощью теоремы Планшереля и соотношений (2.7) получаем
∥

∥

∥

∂2f

∂x1 ∂x2

∥

∥

∥

2
= ‖(R1R2)∆f‖2 ≤ ‖R1‖

L2
L2

· ‖R2‖
L2
L2

· ‖∆f‖2 = ‖∆f‖2.

Доказательства неравенств (2.9) получаются тем же методом с заменой произведения пере-
менных x1x2 на их квадраты x21 и x22 соответственно.

Теперь переходим к функциям из пространства Соболева W 2
2 (R

2). Известно (см., напри-
мер, [1, p. 41]), что пространство C∞

0 (Rn) всюду плотно в W l
p(R

n) при всех значениях n ≥ 1,
p ∈ [1,∞), l ∈ N. Поэтому для любой функции f ∈ W 2

2 (R
2) можно указать такую после-

довательность функций {fm}+∞
m=1 ⊂ C∞

0 (R2), что ∀ε > 0 ∃m0 ∈ N : ∀m ≥ m0 выполняется
неравенство

‖fm − f‖2 +
∑

|α|=2

‖Dα(fm − f)‖2 < ε.

Отсюда вытекает, что

‖fm − f‖2 < ε,
∥

∥

∥

∂2(fm − f)

∂x1∂x2

∥

∥

∥

2
< ε,

∥

∥

∥

∂2(fm − f)

∂x2j

∥

∥

∥

2
< ε, j = 1, 2.

Тогда ∆fm → ∆f при m → +∞ в смысле L2-нормы, поскольку

‖∆(fm − f)‖2 ≤
∥

∥

∥

∂2(fm − f)

∂x21

∥

∥

∥

2
+

∥

∥

∥

∂2(fm − f)

∂x22

∥

∥

∥

2
< 2ε.

Остается записать неравенства (2.8) и (2.9) для элементов последовательности {fm}+∞
m=1 и

перейти к пределу при m → +∞. Лемма A доказана.

Следующее утверждение является частным случаем [13, лемма 1].

Лемма B. Пусть Q ⊂ R
2 — замкнутый квадрат со сторонами длины h > 0, ‖f‖L2(Q) =

(

∫

Q
|f(x)|2 dx

)1/2
и W 2

2 (Q) — пространство Соболева на Q с нормой ‖f‖2,2,Q = ‖f‖L2(Q) +
∑

|α|=2 ‖D
αf‖L2(Q). Тогда для любой функции f ∈ W 2

2 (Q) и любой точки x0 из квадрата Q
выполняется неравенство

‖f‖L2(Q) ≤ h|f(x0)|+ h
(∥

∥

∥

∂f

∂x1

∥

∥

∥

L2(Q)
+

∥

∥

∥

∂f

∂x2

∥

∥

∥

L2(Q)

)

+
h2
√
2

∑

|α|=2

‖Dαf‖L2(Q). (2.10)

В связи с неравенством (2.10) отметим следующее. В работе [13] более общее неравенство
доказано без указания явного вида констант перед нормами производных в правой части. Од-
нако в тексте этой работы, предваряющем ее результаты, авторы пишут, что если проследить
за тем, как возникают константы в процессе доказательства, можно выписать для них неко-
торые оценки. Именно в результате такого анализа мы получили множители перед нормами
производных во втором и третьем слагаемых правой части неравенства (2.10).
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Утверждение 1. Справедливо неравенство

A2(R
2) ≥

√

4
√
2− 1
4
√
2

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выбираем последовательность z̃ = {z̃j,k}(j,k)∈Z2 такую, что

z̃j,k =

{

1, (j, k) = (0, 0),

0, (j, k) 6= (0, 0).

Так как ‖z̃‖l2(Z2) = 1, то z̃ ∈ M2, и потому

A2(R
2) ≥ inf

u∈Y2(z̃)
‖∆u‖2. (2.11)

Пусть u ∈ Y2(z̃) — произвольный интерполянт для z̃. Применяя лемму 1, получаем

‖∆u‖2 ≥
2 ‖u‖2∞
‖u‖2

≥
2

‖u‖2
sup

(j,k)∈Z2

|u(j, k)| =
2

‖u‖2
. (2.12)

Теперь ‖u‖2 оцениваем сверху. Разбиваем R
2 на единичные замкнутые квадраты с целочис-

ленными вершинами

R
2 =

⋃

(j,k)∈Z2

Qj,k, Qj,k = [j, j + 1]× [k, k + 1].

При таком разбиении любые два соседних квадрата пересекаются только по их общей стороне,
и в каждом квадрате имеются точки, в которых интерполянт u обращается в нуль.

Фиксируем произвольный квадрат Q = Qj,k и к нему применяем лемму B, выбрав в ка-
честве точки x0 любую из его вершин, в которой интерполирующая функция u принимает
нулевое значение. В результате имеем

‖u‖L2(Q) ≤
∥

∥

∥

∂u

∂x1

∥

∥

∥

L2(Q)
+

∥

∥

∥

∂u

∂x2

∥

∥

∥

L2(Q)
+

1
√
2

∑

|α|=2

‖Dαu‖L2(Q).

После возведения этого неравенства в квадрат получаем

‖u‖2L2(Q) ≤ (W1(Q))2 +
1

2
(W2(Q))2 +

√
2 W1(Q)W2(Q), (2.13)

где

W1(Q) =
∥

∥

∥

∂u

∂x1

∥

∥

∥

L2(Q)
+

∥

∥

∥

∂u

∂x2

∥

∥

∥

L2(Q)
, W2(Q) =

∑

|α|=2

‖Dαu‖L2(Q).

Применение простого числового неравенства 2ab ≤ a2 + b2 дает

(W1(Q))2 ≤ 2
(
∥

∥

∥

∂u

∂x1

∥

∥

∥

2

L2(Q)
+

∥

∥

∥

∂u

∂x2

∥

∥

∥

2

L2(Q)

)

,

(W2(Q))2 ≤ 4
(
∥

∥

∥

∂2u

∂x21

∥

∥

∥

2

L2(Q)
+ 2

∥

∥

∥

∂2u

∂x1∂x2

∥

∥

∥

2

L2(Q)
+

∥

∥

∥

∂2u

∂x22

∥

∥

∥

2

L2(Q)

)

,

W1(Q) W2(Q) ≤
∥

∥

∥

∂u

∂x1

∥

∥

∥

2

L2(Q)
+

∥

∥

∥

∂u

∂x2

∥

∥

∥

2

L2(Q)
+ 2

∥

∥

∥

∂2u

∂x21

∥

∥

∥

2

L2(Q)
+ 4

∥

∥

∥

∂2u

∂x1∂x2

∥

∥

∥

2

L2(Q)
+ 2

∥

∥

∥

∂2u

∂x22

∥

∥

∥

2

L2(Q)
.
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Заменяем в неравенстве (2.13) величины (W1(Q))2, (W2(Q))2 и W1(Q)W2(Q) на правые части
полученных неравенств, суммируем по всем квадратам из выбранного разбиения, а затем оце-
ниваем L2-нормы производных первого порядка с помощью леммы 2, а L2-нормы производных
второго порядка — с помощью леммы A. В результате получаем

‖u‖22 − 4
√
2 (1 +

√
2)‖u‖2 ‖∆u‖2 − 8(1 +

√
2)‖∆u‖22 ≤ 0.

Обозначив τ = ‖u‖2/‖∆u‖2, после простых преобразований приходим к квадратному неравен-
ству

τ2 +
1
√
2
τ −

1

8(1 +
√
2)

≥ 0,

которое выполняется только для τ ≥
4
√
2− 1

2
√
2

. Тем самым установлено, что

‖u‖2 ≤
2
√
2

4
√
2− 1

‖∆u‖2.

Возвращаясь к (2.12), получаем, что для любого интерполянта u ∈ Y2(z̃) справедлива оценка

‖∆u‖2 ≥

√

4
√
2− 1
4
√
2

.

Обращение к неравенству (2.11) завершает доказательство. Утверждение 1 доказано. �

Теперь получим оценку сверху величины A2(R
2).

Утверждение 2. Справедливо неравенство

A2(R
2) ≤

√
π

8
√
2

(

+∞
∫

0

e−v(v + 8)2(v2 + 2v − 16)2 dv

)1/2

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть z ∈ M2 — произвольная последовательность интерполи-
руемых данных, G(z, ·) ∈ Y2(z) — какая-либо функция, интерполирующая эту последователь-
ность. Тогда

A2(R
2) ≤ sup

z∈M2

‖∆G(z, ·)‖2 . (2.14)

Будем строить интерполянт G(z, ·) тем же методом, который мы применяли в разд. 1.
Определяем семейство функций gj(x), (j ∈ Z

2) следующим образом:

gj(x) =

{

cj e
1

‖x−j‖2−1/4 , если ‖x− j‖ ≤ 1/2,

0, если ‖x− j‖ > 1/2,

где константы cj (j ∈ Z
2) находим из условий интерполяции gj(j) = zj. В результате получаем

cj = e4 zj . Затем строим функцию G(z, ·) с помощью функций gj(x), полагая

G(z, x) =
∑

j∈Z2

gj(x).

Вычислениями проверяется, что G(z, ·) ∈ W 2
2 (R

2). Теперь к функции G применяем оператор
Лапласа

‖∆G‖2 =

(

∑

j∈Z2

∫

‖x−j‖≤1/2

|∆gj(x)|
2 dx

)1/2

= e4
(

∑

j∈Z2

z2j

∫

‖x−j‖≤ 1/2

∣

∣

∣
∆
(

e
1

‖x−j‖2−1/4

)
∣

∣

∣

2
dx

)1/2

.
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Непосредственными вычислениями проверяется равенство

∆
(

e
1

‖x−j‖2−1/4
)

=
64 e

4
4‖x−j‖2−1

(4‖x− j‖2 − 1)4
(

16‖x− j‖4 + 16‖x− j‖2 − 1
)

.

Воспользовавшись этим равенством и выполнив в последнем интеграле замену y = x − j,
получаем

‖∆G‖2 = 64‖z‖l2(Z2)

{
∫

‖y‖≤1/2

e
4

4‖y‖2−1

(

16‖y‖4 + 16‖y‖2 − 1

4(‖y‖2 − 1)4

)2

dy

}1/2

.

Теперь учитываем, что ‖z‖l2(Z2) ≤ 1, переходим в интеграле к полярным координатам (r, ϕ) и
затем полагаем r2 = t. В результате приходим к неравенству

‖∆G‖2 ≤ 64e4
√
π

(

1/4
∫

0

e
8

4t−1
(16t2 + 16t− 1)2

(4t− 1)8
dt

)1/2

.

Интеграл преобразуем с помощью замены переменной v = 32t/(1 − 4t) и получаем

‖∆G(z, ·)‖2 ≤

√
π

8
√
2

√
I,

где

I =

+∞
∫

0

e−v(v + 8)2(v2 + 4v − 16)2 dv.

Обращение к (2.14) завершает доказательство утверждения 2. �

Заметим, что интеграл в правой части утверждения 2 представляет собой конечную сум-
му Γ-функций Эйлера, умноженных на некоторые константы, в чем нетрудно убедиться воз-
ведением в квадрат и перемножением выражений, стоящих в круглых скобках под знаком
интеграла.

Константы в правых частях утверждений 1 и 2 можно найти численно. В результате по-
лучаем границы, в пределах которых находится исследуемая величина A2(R

2):

0.36576... ≤ A2(R
2) ≤ 19.34534... .

Эти численные результаты получены с помощью системы символьных вычислений Maple 17
(см. [14]). Точное значение величины A2(R

2) неизвестно.
Заметим, что для получения оценки сверху величины A2(R

2) можно было бы использовать
вместо функций gj функции fj, которые применялись в разд. 1 настоящей работы. Однако
вычисления показывают, что, применяя функции fj, мы получаем худшую оценку сверху по
сравнению с найденной в утверждении 2.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 21 № 4 2015

УДК 517.5

БИОРТОГОНАЛЬНЫЕ БАЗИСЫ МУЛЬТИВСПЛЕСКОВ1

Е.А. Плещева

В работе приведен метод построения биортогональных базисов мультивсплесков по известным бази-

сам мультимасштабирующих функций. Этот способ подобен способу, приведенному в моей совместной с

Н.И.Черных статье 2014 г., и основан на том же принципе: в случае построения мультивсплесков на основе

k мультимасштабирующих функций используется аналог векторного произведения векторов в 2k-мерном

пространстве.

Ключевые слова: мультивспеск, маска, биортогональный базис, масштабирующая функция, кратно-

масштабный анализ.

E. A.Pleshcheva. Biorthogonal bases of multiwavelets.

A method for the construction of biorthogonal bases of multiwavelets from known bases of multiscaling

functions is given. It is similar to the method presented in my 2014 paper coauthored with N.I. Chernykh and is

based on the same principle: in the construction of multiwavelets based on k multiscaling functions, an analog

of the vector product of vectors in a 2k-dimensional space is used.

Keywords: multiwavelet, mask, biorthogonal basis, scaling function, multiresolution analysis.

Введение

В работе строятся биортогональные базисы пространств мультивсплесков. Пусть имеется
две двойственные системы вложенных подпространств пространства L

2(R):

. . . ⊂ Vj ⊂ Vj+1 ⊂ . . . (j ∈ Z), . . . ⊂ ˜Vj ⊂ ˜Vj+1 ⊂ . . . (j ∈ Z)

такие, что биортогональные базисы пространств Vj , ˜Vj образованы соответственно сдвигами и
сжатиями рисовских систем {2j/2ϕl(2jx− n) : l = 1, k, n ∈ Z}, {2j/2ϕ̃l(2jx− n) : l = 1, k, n ∈ Z}

k мультимасштабирующих функций {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk}, {ϕ̃1, ϕ̃2, . . . , ϕ̃k} из L
2(R).

На основе таких систем функций в статье построены функции-мультивсплески {ψl(x) : l =
1, k}, { ˜ψl(x) : l = 1, k} такие, что их сдвиги и сжатия порождают биортогональные базисы
систем пространств всплесков Wj ,˜Wj размерности k > 1. Здесь, как и в случае k = 1 (см.,
например, [2, гл. 3]), пространства всплесков обладают следующими свойствами:

1) Wj⊥˜Vj, ˜Wj⊥Vj;
2) Vj

⊕

Wj = Vj+1, ˜Vj
⊕

˜Wj = ˜Vj+1. Здесь
⊕

— прямая сумма подпространств.
Как отмечал Кейнерт [3, гл. 10], существуют способы построения мультивсплесков по из-

вестным мультимасштабирующим функциям, удовлетворяющим “минимальным условиям ре-
гулярности”. При дополнительных ограничениях на масштабирующие функции, например,
если маски являются тригонометрическими полиномами, т. е. масштабирующие функции име-
ют компактный носитель [4], или в случае, когда масштабирующие функции симметричны [5],
некоторые методы построения биортогональных базисов мультивсплесков, отличные от наших,
были получены ранее.

Приведенный в работе новый метод построения биортогональных систем мультивсплесков
по биортогональным системам мультимасштабирующих функций не использует никаких до-
полнительных ограничений на мультимасштабирующие функции, кроме естественных необхо-
димых, указанных в первом абзаце, и является универсальным. Основным результатом статьи

1Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-11-00702).
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является алгоритм, применяя который к заданным мультимасштабирующим биортогональ-
ным системам функций, порождающим базисы подпространств Vj , ˜Vj , получим биортогональ-
ные системы базисов пространств мультивсплесков.

Введем следующие обозначения:
gj,n(x) = 2j/2g(2jx− n); для скалярных и вектор-функций g(x);

ĝ(ω) = L
2- limR→∞

∫ −R

R
g(x)e−2πixωdx — преобразование Фурье в L

2(R);

〈u, v〉 =

∫

R

u(x)v(x)dx — скалярное произведение функций в L
2(R);

L
2[0, 1] — пространство 1-периодических интегрируемых с квадратом на [0, 1] функций;

A∗ = (A)T — транспонированная комплексно сопряженная матрица для матрицы A;
(u, v) = u1v1 + u2v2 + . . .+ umvm — скалярное произведение m-мерных векторов в l2m;

〈A(x), B(x)〉 =

∫

R

A(x)B∗(x)dx.

1. Пространства КМА размерности k

Введем следующее определение.
О п р е д е л е н и е. Последовательность вложенных друг в друга замкнутых подпро-

странств
. . . ⊂ Vj ⊂ Vj+1 ⊂ . . . (j ∈ Z) (1.1)

пространства L
2(R) называется его кратномасштабным анализом размерности k (КМАk), если

удовлетворяет следующим условиям:
а)

⋃

j Vj = L
2(R); б)

⋂

j Vj = {0}; в) f(x) ∈ Vj ⇔ ∀l ∈ Z f(x− l/2j) ∈ Vj; г) f(x) ∈ V0 ⇔ ∀j ∈

Z f(2jx) ∈ Vj ; д) найдутся такие функции ϕs(x), s = 1, k из V0 ⊂ L
2(R), что множество их

целочисленных сдвигов ϕs(x− n), s = 1, k, n ∈ Z, образует базис Рисса пространства V0.

Функции ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕk(x) называются мультимасштабирующими, если ϕs(x) =
∑k

r=1

∑

n∈Z h
s,r
n ϕ1,n(x).

Двойственный базис к базису из пункта д) состоит из целочисленных сдвигов функций
ϕ̃1(x), ϕ̃2(x), . . . , ϕ̃k(x).

Ему соответствует система вложенных подпространств, также образующих КМАk,

. . . ⊂ ˜Vj ⊂ ˜Vj+1 ⊂ . . . (j ∈ Z) (1.2)

пространства L
2(R), которая называется двойственной системой подпространств.

Системы ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕk(x) и ϕ̃1(x), ϕ̃2(x), . . . , ϕ̃k(x) называются биортогональными,
если для них выполняется

〈ϕrj,n(x), ϕ̃
s
j,l(x)〉 = δr,sδn,l, r, s = 1, k, n, l ∈ Z. (1.3)

Для выполнения условий вложения пространств (1.1), (1.2) необходимо выполнение мас-
штабирующих соотношений. Выпишем масштабирующие соотношения для функций, образу-
щих базисы пространств КМАk и двойственных пространств, в векторной форме. Для этого
введем масштабирующие вектор-функции

(∼)

Φ (x) =
((∼)
ϕ

1

(x),
(∼)
ϕ

2

(x), . . . ,
(∼)
ϕ
k

(x)
)T
,

где с помощью верхнего символа (∼) введено для краткости одновременно две формулы: соот-
ветственно для Φ(x), ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕk(x) и ˜Φ(x), ϕ̃1(x), ϕ̃2(x), . . . , ϕ̃k(x). Этот прием приме-
няется и всюду далее.
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Компоненты вектор-функций
(∼)

Φ j,n(x) = 2j/2
(∼)

Φ (2jx − n) образуют базисы Рисса про-

странств
(∼)

Vj . В терминах вектор-функций Φ(x), ˜Φ(x) масштабирующие соотношения выглядят
следующим образом:

(∼)

Φ (x)
L
2(R)
=

∑

n∈Z

(∼)

H n

(∼)

Φ 1,n(x) (1.4)

с матричными коэффициентами

(∼)

H n =

















(∼)

h

1,1

n

(∼)

h

1,2

n . . .
(∼)

h

1,k

n

(∼)

h

2,1

n

(∼)

h

2,2

n . . .
(∼)

h

2,k

n

. . .
(∼)

h

k,1

n

(∼)

h

k,2

n . . .
(∼)

h

k,k

n

















и с покомпонентной сходимостью в L
2(R) рядов, составляющих (1.4).

После преобразования Фурье равенства (1.4) принимают вид

̂(∼)

Φ (ω) =
(∼)

M
(ω

2

)̂(∼)

Φ
(ω

2

)

, (1.5)

где
̂(∼)

Φ (ω) =
(

̂

(∼)
ϕ

1

(ω),

̂

(∼)
ϕ

2

(ω), . . . ,

̂

(∼)
ϕ
k

(ω)
)T
,

(∼)

M (ω) =
1
√
2

∑

n∈Z

(∼)

H ne
−2πinω =

















(∼)
m

1,1

(ω)
(∼)
m

1,2

(ω) . . .
(∼)
m

1,k

(ω)
(∼)
m

2,1

(ω)
(∼)
m

2,2

(ω) . . .
(∼)
m

2,k

(ω)
. . .

(∼)
m

k,1

(ω)
(∼)
m

k,2

(ω) . . .
(∼)
m

k,k

(ω)

















. (1.6)

Функции
(∼)
m

r,s

(ω) — 1-периодические из пространства L
2[0, 1]. Матрицы M(ω), ˜M (ω) на-

зывают масками систем мультимасштабирующих функций.
Пусть

(∼)

M(ω) =
[(∼)

M (ω);M
(

ω +
1

2

)]

=



















(∼)
m

1,1

(ω) . . .
(∼)
m

1,k

(ω)
(∼)
m

1,1(

ω +
1

2

)

. . .
(∼)
m

1,k(

ω +
1

2

)

(∼)
m

2,1

(ω) . . .
(∼)
m

2,k

(ω)
(∼)
m

2,1(

ω +
1

2

)

. . .
(∼)
m

2,k(

ω +
1

2

)

. . .
(∼)
m

k,1

(ω) . . .
(∼)
m

k,k

(ω)
(∼)
m

k,1(

ω +
1

2

)

. . .
(∼)
m

k,k(

ω +
1

2

)



















. (1.7)

Хорошо известно, что условия биортогональности (1.3) эквивалентны условию
∑

l∈Z

̂Φ(ω − l)[
̂

˜Φ(ω − l)]∗
п.в.
= I, (1.8)

где I — единичная матрица размерности k.
Отсюда следует необходимое условие биортогональности (1.3) в терминах функций M(ω),

˜M(ω) (см., например, [5]): M(ω)
(

˜M(ω)
)∗

+M
(

ω+
1

2

)(

˜M
(

ω+
1

2

))∗
= 1 Перепишем теперь это

условие в терминах функций M(ω),˜M(ω) по аналогии с [1]:

M(ω)(˜M(ω))∗
п.в.
= I. (1.9)
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2. Базисы пространств мультивсплесков

Построим пространства мультивсплесков Wj ,˜Wj со свойствами

Wj⊥˜Vj,˜Wj⊥Vj,Wj
⊕

Vj = Vj+1,˜Wj
⊕

˜Vj = ˜Vj+1.

При этом требуется, чтобы базисы пространств Wj были образованы сдвигами k функций
ψ1
j,n, . . . , ψ

k
j,n, а базисы пространств ˜Wj — сдвигами k функций ˜ψ1

j,n, . . . ,
˜ψkj,n, которые между

собой биортогональны, т. е. 〈ψr(x), ˜ψs(x− n)〉 = δr,sδ0,n, r, s = 1, k, n ∈ Z.
Обозначим через Ψ(x) вектор-столбец

Ψ(x) =
(

ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψk(x)
)T
, ψs(x) ∈ L

2(R), s = 1, k, (2.1)

и через ˜Ψ(x) двойственную вектор-функцию

˜Ψ(x) =
(

˜ψ1(x), ˜ψ2(x), . . . , ˜ψk(x)
)T
, ˜ψs(x) ∈ L

2(R), s = 1, k. (2.2)

Для них должно быть справедливо равенство 〈Ψ(x), ˜Ψ(x− n)〉 = Iδ0,n или, что эквивалентно,
условие, аналогичное условию (1.8):

∑

l∈Z

̂Ψ(ω − l)[
̂

˜Ψ(ω − l)]∗
п.в.
= I. (2.3)

Достаточно построить такие базисы пространств W0,˜W0. Для того чтобы функции ψs

принадлежали пространству W0, требуется выполнение следующих условий:
1) ψs ∈ V1;
2) ψs⊥ϕ̃r, r, s = 1, k.
Аналогично функции ˜ψs из пространства ˜W0 должны удовлетворять условиям
1) ˜ψs ∈ ˜V1;
2) ˜ψs⊥ϕr, r, s = 1, k.

Условия 1) означают, что
(∼)

Ψ (x) =
∑

n∈Z

(∼)

H

ψ

n

(∼)

Φ 1,n(x), где Hψ
n , ˜H

ψ
n — матрицы коэффици-

ентов размерности n× n. После преобразования Фурье данные выражения примут вид

̂(∼)

Ψ (ω) =
(∼)

M

ψ
(ω

2

)̂(∼)

Φ
(ω

2

)

, (2.4)

Здесь матрицы
(∼)

M ψ(ω) и
(∼)

Mψ (ω) имеют ту же структуру, что и матрицы в (1.6) и (1.7):

(∼)

Mψ(ω) =
[(∼)

M ψ(ω),
(∼)

M ψ

(

ω +
1

2

)]

. (2.5)

Обратим внимание на отличие формул (2.4) от (1.5): (1.5) отражает свойства вектор-
функции Φ (˜Φ), а (2.4) отражает связь между Φ (˜Φ) и Ψ (˜Ψ).

Покажем, каким условиям должны удовлетворять матрицы Mψ(ω), ˜Mψ(ω), чтобы выпол-
нялись условия 2) и условия биортогональности для функций ψs,˜ψr. Справедлива следующая
теорема.

Теорема 1. Пусть КМАk и двойственный порождены биортогональными системами

для функций {ϕs(x), s = 1, k}, {ϕ̃s(x), s = 1, k}. Тогда для биортогональности систем

{ψs(x), s = 1, k}, { ˜ψs(x), s = 1, k} необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство

M
ψ(ω)(˜Mψ(ω))∗

п.в.
= I, (2.6)
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а для ортогональности пространств W0 и ˜V0 необходимо и достаточно, чтобы выполнялось

равенство

M
ψ(ω)(˜M(ω))∗

п.в.
= 0, (2.7)

для ортогональности пространств ˜W0 и V0 необходимо и достаточно, чтобы выполнялось

равенство

˜

M
ψ(ω)(M(ω))∗

п.в.
= 0, (2.8)

где 0 — нулевая матрица размерности k × k.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Требование (2.3) с учетом (2.4) и (AB)∗ = B∗A∗ можно перепи-
сать в виде

∑

l∈Z

̂Ψ(ω − l)
[

̂

˜Ψ(ω − l)
]∗

=
∑

l∈Z

Mψ
(ω − l

2

)

̂Φ
(ω − l

2

)[

̂

˜Φ
(ω − l

2

)]∗[
˜Mψ

(ω − l

2

)]∗ п.в.
= I. (2.9)

Разложение последней суммы по известной схеме на две, по четным и по нечетным l, вместе
с (1.8) влечет

I
п.в.
= Mψ

(ω

2

)[

˜Mψ
(ω

2

)]∗
+Mψ

(ω

2
+

1

2

)[

˜Mψ
(ω

2
+

1

2

)]∗
. (2.10)

Эти рассуждения, очевидно, обратимы: (2.10) с учетом равенства (1.8) при ω и ω + 1/2 вле-
чет (2.9), т. е. (2.3).

Легко проверить, что равенство (2.10) после замены ω/2 на ω в терминах матриц
M

ψ(ω),˜Mψ(ω) переписывается в эквивалентной форме (2.6). Действительно, например, пер-
вый элемент первой строки этой матрицы равен

k
∑

s=1

m1,s
ψ (ω)m̃1,s

ψ (ω) +
k

∑

s=1

m1,s
ψ

(

ω +
1

2

)

m̃1,s
ψ

(

ω +
1

2

)

,

где первая и вторая суммы являются первыми элементами первой строки матриц M(ω)[˜M (ω)]∗

и Mψ(ω + 1/2)
[

˜Mψ(ω + 1/2)
]∗

соответственно. Первое утверждение теоремы 1 доказано.
Аналогично доказываются остальные утверждения. �

3. Конструкция базисов мультивсплесков

Пусть заданы матрицы M(ω),˜M(ω), определенные в (1.7). Построим по ним матрицы
M

ψ(ω),˜Mψ(ω), удовлетворяющие теореме 1. Начнем со случая k = 2, а далее распространим
метод на все четные k. Для этого рассмотрим следующий определитель:

−−−→
˜b1(ω) = det

















−→
i1

−→
i2

−→
i3

−→
i4

m1,1(ω) m1,2(ω) m1,1
(

ω +
1

2

)

m1,2
(

ω +
1

2

)

m2,1(ω) m2,2(ω) m2,1
(

ω +
1

2

)

m2,2
(

ω +
1

2

)

a1(ω) a2(ω) a1
(

ω +
1

2

)

a2
(

ω +
1

2

)

















, (3.1)

где
−→
is — орты,

−→
i1 = (1, 0, 0, 0), . . . ,

−→
i4 = (0, 0, 0, 1), mr,s(ω) — элементы маски M(ω); вектор

−−→
a(ω) =

(

a1(ω), a2(ω), a1
(

ω +
1

2

)

, a2
(

ω +
1

2

))

линейно независим с векторами

−−−−→
m1(ω) =

(

m1,1(ω),m1,2(ω),m1,1
(

ω +
1

2

)

,m1,2
(

ω +
1

2

))

,
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−−−−→
m2(ω) =

(

m2,1(ω),m2,2(ω),m2,1
(

ω +
1

2

)

,m2,2
(

ω +
1

2

))

,

а в остальном функции a1(ω), a2(ω) — произвольные 1-периодические из L
2[0, 1). Легко видеть,

что получившийся вектор
−−−→
˜b1(ω) ортогонален в пространстве l24 векторам

−−−−→
m1(ω),

−−−−→
m2(ω).

Если положить
−−−−→
m̃1
ψ(ω) =

(

m̃2,1
ψ (ω), m̃2,2

ψ (ω), m̃2,1
ψ

(

ω +
1

2

)

, m̃2,2
ψ

(

ω +
1

2

))

равным векто-

ру
−−−→
˜b1(ω), это обеспечит первую нулевую строку в левой части (2.8).

Аналогично построим вектор
−−−→
b1(ω):

−−−→
b1(ω) = det

















−→
i1

−→
i2

−→
i3

−→
i4

m̃1,1(ω) m̃1,2(ω) m̃1,1
(

ω +
1

2

)

m̃1,2
(

ω +
1

2

)

m̃2,1(ω) m̃2,2(ω) m̃2,1
(

ω +
1

2

)

m̃2,2
(

ω +
1

2

)

ã1(ω) ã2(ω) ã1
(

ω +
1

2

)

ã2
(

ω +
1

2

)

















, (3.2)

при этом функции ã1(ω), ã2(ω) таковы, что вектор
(

ã1(ω), ã2(ω), ã1
(

ω+
1

2

)

, ã2
(

ω+
1

2

))

, линейно
независим с векторами

−−−−→
m̃1(ω) =

(

m̃1,1(ω), m̃1,2(ω), m̃1,1
(

ω +
1

2

)

, m̃1,2
(

ω +
1

2

))

,

−−−−→
m̃2(ω) =

(

m̃2,1(ω), m̃2,2(ω), m̃2,1
(

ω +
1

2

)

, m̃2,2
(

ω +
1

2

))

.

Нормируем получившийся вектор в соответствии с условием, налагаемым (2.6) на первый

элемент матрицы M
ψ[˜Mψ]∗. Положим

−−−−→
m1
ψ(ω) :=

(

m2,1
ψ (ω),m2,2

ψ (ω),m2,1
ψ

(

ω+
1

2

)

,m2,2
ψ

(

ω+
1

2

))

=

c(ω)
−−−→
b1(ω), где c(ω) =

1

(
−−−→
˜b1(ω),

−−−→
b1(ω))

, т. е.

−−−−→
m2
ψ(ω) =

−−−→
b1(ω)

(
−−−→
˜b1(ω),

−−−→
b1(ω))

.

Чтобы получить векторы
−−−−→
m2
ψ(ω),

−−−−→
m̃2
ψ(ω), перепишем определители (3.1), (3.2), подставив в

них векторы
−−−−→
m1
ψ(ω),

−−−−→
m̃1
ψ(ω).

Тогда получим

−−−−→
m̃2
ψ(ω) = det

















−→
i1

−→
i2

−→
i3

−→
i4

m1,1(ω) m1,2(ω) m1,1
(

ω +
1

2

)

m1,2
(

ω +
1

2

)

m2,1(ω) m2,2(ω) m2,1
(

ω +
1

2

)

m2,2
(

ω +
1

2

)

m1,1
ψ (ω) m1,2

ψ (ω) m1,1
ψ

(

ω +
1

2

)

m1,2
ψ

(

ω +
1

2

)

















, (3.3)

−−−−→
m2
ψ(ω) = det

















−→
i1

−→
i2

−→
i3

−→
i4

m̃1,1(ω) m̃1,2(ω) m̃1,1
(

ω +
1

2

)

m̃1,2(ω +
1

2
)

m̃2,1(ω) m̃2,2(ω) m̃2,1
(

ω +
1

2

)

m̃2,2
(

ω +
1

2

)

m1,1
ψ (ω) m1,2

ψ (ω) m1,1
ψ

(

ω +
1

2

)

m1,2
ψ

(

ω +
1

2

)

















. (3.4)
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Легко проверить, что определенные таким образом векторы
−−−−→
ms
ψ(ω),

−−−−→
m̃s
ψ(ω) удовлетворя-

ют условиям теоремы 1, следовательно, по таким
−−−−→
ms
ψ(ω),

−−−−→
m̃s
ψ(ω) восстанавливаются функции

ψs(x), ˜ψs(x) по их преобразованию Фурье (2.4).
Построим базисы мультивсплесков для случая k = 3 и метод их построения распространим

на все нечетные k.
Рассмотрим вектор

−−−→
˜b1(ω) = det

































−→
i1

−→
i2

−→
i3

−→
i4

−→
i5

−→
i6

m1,1(ω) m1,2(ω) m1,3(ω) m1,1
(

ω +
1

2

)

m1,2
(

ω +
1

2

)

m1,3
(

ω +
1

2

)

m2,1(ω) m2,2(ω) m2,3(ω) m2,1
(

ω +
1

2

)

m2,2
(

ω +
1

2

)

m2,3
(

ω +
1

2

)

m3,1(ω) m3,2(ω) m3,3(ω) m3,1
(

ω +
1

2

)

m3,2
(

ω +
1

2

)

m3,3
(

ω +
1

2

)

a11(ω) a21(ω) a31(ω) a11

(

ω +
1

2

)

a21

(

ω +
1

2

)

a31

(

ω +
1

2

)

a12(ω) a22(ω) a32(ω) a12

(

ω +
1

2

)

a22

(

ω +
1

2

)

a32

(

ω +
1

2

)

































.

(3.5)

Построенную 1-периодическую по ω вектор-функцию
−−−→
˜b1(ω) = (˜b11(ω),

˜b21(ω), . . . ,
˜b61(ω)) нель-

зя положить равной
(

m̃1,1
ψ (ω), m̃1,2

ψ (ω), m̃1,3
ψ (ω), m̃1,1

ψ

(

ω +
1

2

)

, m̃1,2
ψ

(

ω +
1

2

)

, m̃1,3
ψ

(

ω +
1

2

))

, как

было при k = 2, так как в силу нечетности числа перестановок столбцов алгебраических
дополнений элементов первой строки матрицы в правой части равенства (3.5) будем иметь

равенства ˜bs1

(

ω+
1

2

)

= −˜b3+s1 (ω), s = 1, 2, 3, а не ˜b3+s1 (ω). Преобразуем вектор
−→
˜b1 (ω) так, чтобы

он удовлетворял нужному условию. Для этого умножим его на функцию λ1(ω) с условием

λ1(ω) = −λ1

(

ω +
1

2

)

. (3.6)

Вектор λ1(ω)
−−−→
˜b1(ω) в l26 ортогонален всем

−−−−→
ms(ω), s = 1, 2, 3, и определяет вектор

−−−−→
m̃1
ψ(ω) := λ1(ω)

−−−→
˜b1(ω) =

(

λ1(ω)˜b
1
1(ω), λ1(ω)

˜b21(ω), λ1(ω)
˜b31(ω), λ1(ω)

˜b41(ω), λ1(ω)
˜b51(ω), λ1(ω)

˜b61(ω)
)

.

Построим теперь вектор-функцию
−−−→
b1(ω) = (b11(ω), b

2
1(ω), . . . , b

6
1(ω)):

−−−→
b1(ω) = det

































−→
i1

−→
i2

−→
i3

−→
i4

−→
i5

−→
i6

m̃1,1(ω) m̃1,2(ω) m̃1,3(ω) m̃1,1
(

ω +
1

2

)

m̃1,2
(

ω +
1

2

)

m̃1,3
(

ω +
1

2

)

m̃2,1(ω) m̃2,2(ω) m̃2,3(ω) m̃2,1
(

ω +
1

2

)

m̃2,2
(

ω +
1

2

)

m̃2,3
(

ω +
1

2

)

m̃3,1(ω) m̃3,2(ω) m̃3,3(ω) m̃3,1
(

ω +
1

2

)

m̃3,2
(

ω +
1

2

)

m̃3,3
(

ω +
1

2

)

ã11(ω) ã21(ω) ã31(ω) ã11

(

ω +
1

2

)

ã21

(

ω +
1

2

)

ã31

(

ω +
1

2

)

ã12(ω) ã22(ω) ã32(ω) ã12

(

ω +
1

2

)

ã22

(

ω +
1

2

)

ã32

(

ω +
1

2

)

































.

(3.7)

Вектор-функцию
−−−−→
m1
ψ(ω), для которой выполняются условия 1-периодичности компонент и

условия биортогональности (2.6), получим из вектор-функции
−−−→
b1(ω) следующим образом:

−−−−→
m1
ψ(ω) =

−−−→
b1(ω)

λ1(ω)(
−→
˜b1 ,

−→
b1 )

.
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Подставим теперь функцию-строку
−−−−→
m̃1
ψ(ω) в определитель (3.7) вместо строки

−−−→
ã1(ω), а

функцию-строку
−−−−→
m1
ψ(ω) в определитель (3.5) вместо строки

−−−→
a1(ω). Результаты обозначим со-

ответственно как
−→
b2 и

−→
˜b2 . По ним построим вектор-функции

−−−−→
m2
ψ(ω) и

−−−−→
m̃2
ψ(ω) по формулам

−−−−→
m2
ψ(ω) = λ2(ω)

−→
b2 ;

−−−−→
m̃2
ψ(ω) =

−→
˜b2

λ2(ω)(
−→
b2 ,

−→
˜b2 )

.

Функция λ2(ω), как и λ1(ω), является 1-периодической и обладает свойством λ2(ω) = −λ2(ω+
1/2).

Наконец, построим вектор-функции
−→
b3 и

−→
˜b3 , используя уже найденные

−−−−→
m̃1
ψ(ω),

−−−−→
m1
ψ(ω),

−−−−→
m̃2
ψ(ω) и

−−−−→
m2
ψ(ω):

−−−→
˜b3(ω) = det

































−→
i1

−→
i2

−→
i3

−→
i4

−→
i5

−→
i6

m1,1(ω) m1,2(ω) m1,3(ω) m1,1
(

ω +
1

2

)

m1,2
(

ω +
1

2

)

m1,3
(

ω +
1

2

)

m2,1(ω) m2,2(ω) m2,3(ω) m2,1
(

ω +
1

2

)

m2,2
(

ω +
1

2

)

m2,3
(

ω +
1

2

)

m3,1(ω) m3,2(ω) m3,3(ω) m3,1
(

ω +
1

2

)

m3,2
(

ω +
1

2

)

m3,3
(

ω +
1

2

)

m1,1
ψ (ω) m1,2

ψ (ω) m1,3
ψ (ω) m1,1

ψ

(

ω +
1

2

)

m1,2
ψ

(

ω +
1

2

)

m1,3
ψ

(

ω +
1

2

)

m2,1
ψ (ω) m2,2

ψ (ω) m2,3
ψ (ω) m2,1

ψ

(

ω +
1

2

)

m2,2
ψ

(

ω +
1

2

)

m2,3
ψ

(

ω +
1

2

)

































,

(3.8)

−−−→
b3(ω) = det

































−→
i1

−→
i2

−→
i3

−→
i4

−→
i5

−→
i6

m̃1,1(ω) m̃1,2(ω) m̃1,3(ω) m̃1,1
(

ω +
1

2

)

m̃1,2
(

ω +
1

2

)

m̃1,3
(

ω +
1

2

)

m̃2,1(ω) m̃2,2(ω) m̃2,3(ω) m̃2,1
(

ω +
1

2

)

m̃2,2
(

ω +
1

2

)

m̃2,3
(

ω +
1

2

)

m̃3,1(ω) m̃3,2(ω) m̃3,3(ω) m̃3,1
(

ω +
1

2

)

m̃3,2
(

ω +
1

2

)

m̃3,3
(

ω +
1

2

)

m̃1,1
ψ (ω) m̃1,2

ψ (ω) m̃1,3
ψ (ω) m̃1,1

ψ

(

ω +
1

2

)

m̃1,2
ψ

(

ω +
1

2

)

m̃1,3
ψ

(

ω +
1

2

)

m̃2,1
ψ (ω) m̃2,2

ψ (ω) m̃2,3
ψ (ω) m̃2,1

ψ

(

ω +
1

2

)

m̃2,2
ψ (ω +

1

2
) m̃2,3

ψ

(

ω +
1

2

)

































.

(3.9)

По векторам
−→
b3 и

−→
˜b3 вектор-функции

−−−−→
m3
ψ(ω) и

−−−−→
m̃3
ψ(ω) строятся по формулам

−−−−→
m3
ψ(ω) = λ3(ω)

−→
b3 ;

−−−−→
m̃3
ψ(ω) =

−→
˜b3

λ3(ω)(
−→
b3 ,

−→
˜b3 )

,

где λ3(ω) = −λ3

(

ω +
1

2

)

. Как и в случае k = 1 можно взять λ1(ω) = λ2(ω) = λ3(ω) = e2πiω.

В общем случае метод построения биортогональных базисов мультивсплесков описывается
следующим алгоритмом.
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А л г о р и т м.
1) Построим вектор-функцию

−−−→
˜b1(ω) = det



































−→
i1 . . .

−→
ik

−−→
ik+1 . . .

−→
i2k

m1,1(ω) . . . m1,k(ω) m1,1
(

ω +
1

2

)

. . . m1,k
(

ω +
1

2

)

. . .

mk,1(ω) . . . mk,k(ω) mk,1
(

ω +
1

2

)

. . . mk,k
(

ω +
1

2

)

a11(ω) . . . ak1(ω) a11

(

ω +
1

2

)

. . . ak1

(

ω +
1

2

)

. . .

a1k−1(ω) . . . akk−1(ω) a1k−1

(

ω +
1

2

)

. . . akk−1

(

ω +
1

2

)



































, (3.10)

где векторы
−−−→
as(ω) линейно независимы с векторами

−−−−→
ms(ω), а функции ars — 1-периодические.

Обозначим
−−−−→
m̃1
ψ(ω) :=

−−−→
˜b1(ω), если k четно, и

−−−−→
m̃1
ψ(ω) := e2πiω

−−−→
˜b1(ω), если k нечетно.

2) Далее строим двойственную вектор-функцию. Для этого введем

−−−→
b1(ω) = det



































−→
i1 . . .

−→
ik

−−→
ik+1 . . .

−→
i2k

m̃1,1(ω) . . . m̃1,k(ω) m̃1,1
(

ω +
1

2

)

. . . m̃1,k
(

ω +
1

2

)

. . .

m̃k,1(ω) . . . m̃k,k(ω) m̃k,1
(

ω +
1

2

)

. . . m̃k,k
(

ω +
1

2

)

ã11(ω) . . . ak1(ω) a11

(

ω +
1

2

)

. . . ãk1

(

ω +
1

2

)

. . .

ã1k−1(ω) . . . ãkk−1(ω) ã1k−1

(

ω +
1

2

)

. . . ãkk−1

(

ω +
1

2

)



































, (3.11)

где также векторы
−−−→
ãs(ω), s = 1, . . . , k−1, линейно независимы с векторами

−−−−→
m̃q(ω), q = 1, . . . , k,

функции ãrs — 1-периодические. Для согласования с условием биортогональности (2.6) функ-

ций ψsj,k(x),
˜ψsj,k(x) в терминах масок нужно поделить вектор

−−−→
b1(ω) на скалярное произведение

векторов
−−−→
b1(ω) и

−−−→
˜b1(ω). Получаем, что нужный нам вектор определяется следующим образом:

−−−−→
m1
ψ(ω) :=

−−−→
b1(ω)

(
−−−→
b1(ω),

−−−→
˜b1(ω))

для четных k;

−−−−→
m1
ψ(ω) := e−2πiω

−−−→
b1(ω)

(
−−−→
b1(ω),

−−−→
˜b1(ω))

для нечетных k.

3) Заменим в (3.10), (3.11) строки
−−−→
a1(ω),

−−−→
ã1(ω) на

−−−−→
m1
ψ(ω),

−−−−→
m̃1
ψ(ω). Результаты обозначим

соответственно
−−−→
˜b2(ω) и

−−−→
b2(ω). По этим вектор-функциям получим следующие вектор-функции:

−−−−→
m̃2
ψ(ω) :=

−−−→
b2(ω),

−−−−→
m2
ψ(ω) :=

−−−→
b2(ω)

(
−−−→
b2(ω),

−−−→
˜b2(ω))

для четных k;

−−−−→
m̃2
ψ(ω) := e2πiω

−−−→
b2(ω),

−−−−→
m2
ψ(ω) := e−2πiω

−−−→
b2(ω)

(
−−−→
b2(ω),

−−−→
˜b2(ω))

для нечетных k.
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4) Последовательно заменяя в выражениях для
−−−→
˜bs(ω) и

−−−→
bs(ω), s = 1, . . . , k − 1, строки

−−−→
as(ω),

−−−→
ãs(ω) на

−−−−→
ms
ψ(ω),

−−−−→
m̃s
ψ(ω), получим выражения для

−−−−−→
˜bs+1(ω) и

−−−−−→
bs+1(ω). По ним построим

вектор-функции для четных k:

−−−−−→
m̃s+1
ψ (ω) :=

−−−−−→
bs+1(ω),

−−−−−→
ms+1
ψ (ω) :=

−−−−−→
bs+1(ω)

(
−−−−−→
bs+1(ω),

−−−−−→
˜bs+1(ω))

,

а для нечетных k:

−−−−−→
m̃s+1
ψ (ω) := e2πiω

−−−−−→
bs+1(ω),

−−−−−→
ms+1
ψ (ω) := e−2πiω

−−−−−→
bs+1(ω)

(
−−−−−→
bs+1(ω),

−−−−−→
˜bs+1(ω))

. �

Используя маски Mψ(ω), ˜Mψ(ω) с построенными строками

−−→
(∼)
m

s

ψ для биортогональных си-
стем мультивсплесков, как и в классическом случае, получаем выражение для преобразова-
ний Фурье мультивсплесков через преобразования Фурье мультимасштабирующих функций по
формулам (2.4). После обратного преобразования Фурье будет известна вектор-функция (2.2),
а значит, и набор мультивсплесков ψsj,l,

˜ψsj,l, s = 1, k, j, l ∈ Z. К тому же результату можно

прийти, разложив Mψ(ω), ˜Mψ(ω) в тригонометрический ряд с матричными коэффициента-
ми Hψ

n , ˜H
ψ
n , а затем, воспользовавшись формулой (2.4) и свойствами преобразований Фурье,

получить вектор-функции (2.2).

Докажем следующую теорему.

Теорема 2. Системы функций ψs(x − n), ˜ψs(x − n), s = 1, k, n ∈ Z, восстановленные

по своим преобразованиям Фурье (2.4), где маски Mψ(ω), ˜Mψ(ω) определены выше, образуют

базисы пространств W0,˜W0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f(x) ∈W0, т. е. 1) f(x) ∈ V1; 2) f(x)⊥˜V0.

По условию 1) f(x) =
∑

n∈ZC
f
nΦ1,n(x), C

f
n — вектор-строка из l22k(Z) или, что равносильно,

̂f(ω) =
−−−−−→
mf

(ω

2

)

̂Φ
(ω

2

)

,

где
−−−−→
mf (ω) =

∑

n∈Z C
f
ne2πinω — 1-периодическая вектор-функция размерности k.

По условию 2) 〈f(x), ϕ̃l(x−n)〉L2(R) = 0, l = 1, k, n ∈ Z. В терминах преобразований Фурье с

учетом (1.5) и суммируемости компонент вектор-функций ̂f(ω)̂Φ(ω), это условие перепишется
как

∫

R

−−−−−→
mf

(ω

2

)

̂Φ
(ω

2

)[

e−2πinω
−−−−→
m̃
(ω

2

)

̂

˜Φ
(ω

2

)]∗
dω = 0 ∀n ∈ Z.

Разобьем интеграл на сумму по отрезкам [ν, ν+1], затем перейдем к интегралу по отрезку [0, 1].
Рассматривая отдельно сумму по четным и по нечетным ν, используя свойства произведения
матриц и равенство (1.8), получаем эквивалентное равенство

1
∫

0

(−−−−−→
mf

(ω

2

)[−−−−→
m̃
(ω

2

)]∗
+

−−−−−−−−→

mf
(ω

2
+

1

2

)[

−−−−−−−−→

m̃
(ω

2
+

1

2

)]∗)

e2πinωdω = 0 ∀n ∈ Z.

Это означает, что
−−−−→
mf (ω)

[

˜M(ω)
]∗

+

−−−−−−−−→

mf
(

ω +
1

2

)[

˜M
(

ω +
1

2

)]∗ п.в.
=

−→
0 . (3.12)
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Так как вектор-столбцы матрицы Mψ линейно независимы, то они образуют один из базисов
пространства l22k при каждом фиксированном ω на интервале (0, 1), и следовательно, mf (ω)
можно записать в виде

−−−−→
mf (ω) =

−−→
α(ω)Mψ(ω), (3.13)

где
−−→
α(ω) — 1-периодический вектор-строка размерности k. Подставляя (3.13) в (3.12) и исполь-

зуя равенство (2.7), определим, каким условиям должно удовлетворять
−−→
α(ω):

−−→
α(ω)Mψ(ω)

[

˜M(ω)
]∗

+

−−−−−−−→

α
(

ω +
1

2

)

Mψ
(

ω +
1

2

)[

˜M
(

ω +
1

2

)]∗

=
(

−−−−−−−→

α
(

ω +
1

2

)

−
−−→
α(ω)

)

Mψ(ω +
1

2
)
[

˜M
(

ω +
1

2

)]∗ п.в.
=

−→
0 ,

откуда
−−−−−−−→

α
(

ω +
1

2

)

=
−−→
α(ω). (3.14)

Поэтому

̂f(ω) =
−−−→
α(
ω

2
)Mψ

(ω

2

)

̂Φ
(ω

2

)

=
−−−−→
α
(ω

2

)

̂Ψ(ω).

Здесь, как видно из (3.14),
−−→
α(ω) — 1/2-периодический вектор-строка размерности k, следова-

тельно, ̂f(ω) — это произведение 1-периодического вектора на ̂Ψ(ω). После обратного преоб-
разования Фурье получим, что

f(x) =
∑

n∈Z

DnΨ(x− n),

где Dn — коэффициенты из разложения

α(
ω

2
) =

∑

n∈Z

Dne
−2πinω.

Аналогичные выводы справедливы для ˜f ∈ ˜V1, если в предыдущих рассуждениях заменить

f ∈ V1 на ˜f ∈ ˜V1, ˜M(ω) на M(ω), Mψ(ω) на ˜Mψ(ω),
−−→
α(ω) на

−−→
α̃(ω) и вместо (2.7) воспользо-

ваться (2.8). В результате получим, что любую функцию ˜f ∈ ˜W0 можно разложить по базису
{ ˜ψ1(x− n), . . . , ˜ψk(x− n)}n∈Z. �

Автор выражает благодарность Н.И.Черных за помощь и ценные замечания при подго-
товке статьи.
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ДВУХМАСШТАБНЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ B-L-СПЛАЙНОВ

С РАВНОМЕРНЫМИ УЗЛАМИ1

Е. Г. Пыткеев, В.Т. Шевалдин

В статье без применения аппарата гармонического анализа построены аналоги масштабирующих со-

отношений для базисных экспоненциальных сплайнов с равномерными узлами, соответствующих линей-

ному дифференциальному оператору произвольного порядка с постоянными коэффициентами, все корни

характеристического многочлена которого являются действительными.

Ключевые слова: базисные экспоненциальные сплайны, двухмасштабные соотношения, масштабирую-

щая функция, линейный дифференциальный оператор.

E. G.Pytkeev, V. T. Shevaldin. Two-scale relations for B-L-splines with uniform knots.

Analogs of scaling relations are constructed for basis exponential splines with uniform knots corresponding

to a linear differential operator of arbitrary order with constant coefficients and real pairwise distinct roots of

the characteristic polynomial; the construction does not employ techniques from harmonic analysis.

Keywords: basis exponential splines, two-scale relations, scaling function, linear differential operator.

Введение

В теории всплесков (см., например, [1–4]) для построения кратномасштабного анализа вло-
женных друг в друга замкнутых подпространств {Vj ⊂ L2(R), j ∈ Z} основную роль играют
двухмасштабные соотношения для специально выбранной функции ϕ : R → C, ϕ ∈ L2(R)
(она называется масштабирующей) вида

ϕ(x) =
∑

j∈Z

γjϕ(2x − jh) (x ∈ R). (0.1)

Здесь h > 0 — фиксированное число, которое обычно полагают равным 1. При построении
всплесков с компактным носителем в качестве функции ϕ может быть выбран полиномиаль-
ный базисный сплайн (B-сплайн) Br,h(x) порядка r (степени r − 1) с равномерными узлами
0, h, 2h, . . . , rh (см., например, монографию [1] К.Чуи). Для этого сплайна существует несколь-
ко различных представлений (см., например, [1;5]). Для функции f : R → R обозначим через

∆r
hf(x) =

r
∑

s=0

(−1)r−sCs
rf(x+ sh), Cs

r =
r!

s!(r − s)!
, (0.2)

конечную разность r-го порядка с шагом h > 0. Полиномиальным B-сплайном порядка r (см.,
например, [5]) называется функция

Br,h(x) = mr(h)∆
r
h((x− rh)+)

r−1 (x ∈ R), (0.3)

где mr(h) > 0 — нормирующий множитель и t+ = max{0, t}. Нормирующий множитель mr(h)
в равенстве (0.3) положим равным 1. В случае ϕ(x) = Br,h(x) коэффициенты γj в представле-
нии (0.1) явно вычислены, а именно имеет место следующее равенство [1, гл. 4]:

Br,h(x) = Cr
rBr,h(2x) + Cr−1

r Br,h(2x− h) + · · · + C0
rBr,h(2x− rh) (x ∈ R). (0.4)

1Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-11-00702).
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Здесь Cj
r (j = 0, r) — биномиальные коэффициенты (см. (0.2)). Для B-L-сплайнов (см., на-

пример, [6;7] и определения в следующем разделе) с равномерными узлами, соответствующих
произвольному линейному дифференциальному оператору Lr порядка r с постоянными коэф-
фициентами вида

Lr = Lr(D) =
r
∏

j=1

(D − βj) (0.5)

(D — оператор дифференцирования, βj ∈ C), в отличие от полиномиального случая Lr(D) =
Dr (т. е. βj = 0; j = 0, r), соотношение (0.1) может не иметь места, поскольку если функция eβx

принадлежит ядру оператора Lr, т. е. eβx ∈ KerLr, то функция e2βx, вообще говоря, не лежит
в этом ядре.

В данной статье мы покажем, как преодолеть эту трудность и получить аналог соотно-
шения (0.4) для B-L-сплайнов с равномерными узлами в случае, когда все корни характе-
ристического многочлена оператора Lr являются действительными. Кроме того, для таких
операторов Lr нами будет предложен один из вариантов построения кратномасштабного ана-
лиза неортогональных ψ-всплесков (т. е. аналогов пространств Vj и Wj в [1]) с выбором в
качестве масштабирующей функции B-L-сплайна BLr,h

с равномерными узлами (см. опреде-
ление в следующем разделе). Отметим, что данная работа продолжает исследования второго
автора [8; 9].

1. Масштабирующие соотношения

Дадим необходимые определения. Пусть h > 0, D — оператор дифференцирования, r ∈ N и
Lr = Lr(D) — линейный дифференциальный оператор вида (0.5), причем все числа βj (j = 1, r)
в его представлении являются действительными. Характеристический многочлен оператора Lr

может быть записан в виде

pr(x) = pLr,h
(x) =

r
∏

j=1

(x− βj) (βj ∈ R).

А.Шарма и И.Цимбаларио [10] для функций f : R → R построили разностный оператор

∆Lr

h f(x) =

r
∏

j=1

(T − eβjhE)f(x) =

r
∑

s=0

(−1)r−sµ(r)s (h)f(x+ sh), (1.1)

соответствующий линейному дифференциальному оператору Lr. Здесь Tf(x) = f(x+h), E —

тождественный оператор и числа µ(r)s (h) (s = 0, r) находятся из следующего равенства:

Pr(x) = PLr,h
(x) =

r
∏

j=1

(x− eβjh) =

r
∑

s=0

(−1)r−sµ(r)s (h)xs. (1.2)

Многочлен Pr(x) является характеристическим многочленом разностного оператора ∆Lr

h . Яс-
но, что

µ(r)r (h) = 1, µ
(r)
r−1(h) =

r
∑

j=1

eβjh, . . . , µ
(r)
0 (h) =

r
∏

j=1

eβjh.

Разностный оператор ∆Lr

h выбран таким образом, что для любой функции f ∈ KerLr имеет
место тождество ∆Lr

h f(x) ≡ 0. В частности, если все βj = 0 (j = 1, r), т. е. Lr = Dr, то
∆Lr

h = ∆r
h — конечная разность (см. (0.2)) порядка r с шагом h и при этом

Pr(x) = (x− 1)r, µ
(r)
j (h) = Cj

r (j = 0, r).



236 Е. Г.Пыткеев, В.Т.Шевалдин

Пусть ϕr = ϕr(x) — решение линейного однородного уравнения Lr(D)f = 0, удовлетворяющее

условиям ϕ
(j)
r (0) = δj,r−1 (j = 0, r − 1). Здесь δj,r−1 — символ Кронекера. Отметим, что если

все числа βj попарно различны, то эта функция может быть записана в явном виде:

ϕr(x) =

r
∑

j=1

eβjx
r
∏

k=1
k 6=j

(βj − βk)
−1.

B-L-сплайн с равномерными узлами 0, h, 2h, . . . , rh, соответствующий линейному дифферен-
циальному оператору Lr вида (0.5), определяется равенством (см. [6; 7])

BLr,h
(x) = mLr(h)∆

Lr

h ϕr((x− rh)+) (x ∈ R). (1.3)

Нормирующий множитель mLr(h) положим равным 1. Естественно называть такой сплайн
экспоненциальным, поскольку βj ∈ R (j = 1, r). Таким образом, с учетом (1.1) имеем

BLr,h
(x) = µ(r)r (h)ϕr(x+)− µ

(r)
r−1(h)ϕr((x− h)+) + · · ·+ (−1)rµ

(r)
0 (h)ϕr((x− rh)+). (1.4)

Носителем B-L-сплайна является отрезок [0; rh], и при r ≥ 2 BLr,h
∈ Cr−2(R). Наряду с

функцией BLr,h
рассмотрим функцию BLr,2h

вида

BLr,2h
(x) = ∆Lr

2hϕr((x− 2rh)+) = µ(r)r (2h)ϕr(x+)

− µ
(r)
r−1(2h)ϕr((x− 2h)+) + · · ·+ (−1)rµ

(r)
0 (2h)ϕr((x− 2rh)+), (1.5)

которая получена из функции BLr,h
формальной заменой параметра h на 2h. Ясно, что гра-

фик функции BLr,2h
не является растяжением по горизонтальной оси графика функции BLr,h

.
Носителем функции BLr,2h

является отрезок [0; 2rh], а узлами — точки 0, 2h, 4h, . . . , 2rh. Ха-

рактеристический многочлен, соответствующий разностному оператору ∆Lr

2h , имеет вид

PLr,2h
(x) =

r
∏

j=1

(x2 − e2βjh) =

r
∑

s=0

(−1)r−sµ(r)s (2h)x2s, (1.6)

поскольку

∆Lr

2hf(x) =

r
∏

j=1

(T 2 − e2βjhE)f(x) =

r
∑

s=0

(−1)r−sµ(r)s (2h)f(x + 2sh). (1.7)

Нас интересуют возможность представления функции BLr,2h
в виде

BLr,2h
(x) =

∑

s∈Z

γsBLr,h
(x− (r − s)h) (x ∈ R) (1.8)

и явный вид коэффициентов γs, если последняя формула имеет место. Поскольку носитель
suppBLr,2h

= [0; 2rh], то изучаемое равенство может быть записано в виде

BLr,2h
(x) =

r
∑

s=0

γsBLr,h
(x−(r−s)h) = γrBLr,h

(x)+γr−1BLr,h
(x−h)+ · · ·+γ0BLr,h

(x−rh). (1.9)

Всюду в дальнейшем полагаем γs = γs(h) (s = 0, r). Обычно в теории всплесков (см., на-
пример, монографию Ч.Чуи [1]) равенства типа (0.1) (равенство (1.8) похоже по конструкции
на (0.1)) устанавливаются с применением аппарата гармонического анализа прямого и обрат-
ного преобразований Фурье. Наша цель в данном разделе — изложение двух других способов
нахождения коэффициентов γs = γs(h) (s = 0, r) в равенствах (1.8) и (1.9).
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Теорема 1. Имеет место равенство

BLr,2h
(x) = µ(r)r (h)BLr,h

(x) + µ
(r)
r−1BLr,h

(x− h) + · · ·+ µ
(r)
0 (h)BLr,h

(x− rh),

в котором коэффициенты µ
(r)
s (h) (s = 0, r) выводятся из формул (1.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ниже будут приведены два различных доказательства теоре-
мы 1. Первое основано на связи разностных операторов с их характеристическими многочлена-
ми, и его идея заимствована нами из работы С.Б.Стечкина [11], посвященной доказательству
неравенства Джексона об оценке сверху наилучшего приближения в C непрерывной функции
тригонометрическими полиномами через ее r-й модуль непрерывности, в котором конечные
разности с большим шагом раскладываются в линейную комбинацию конечных разностей с
шагом, в целое число раз меньшим исходного. Второй способ доказательства теоремы 1 —
индуктивный.

С п о с о б 1. Воспользуемся связью между характеристическими многочленами PLr,h
и

PLr,2h
разностных операторов ∆Lr

h и ∆Lr

2h . Из равенств (1.2), (1.3), (1.6) и (1.7) следует, что
коэффициенты γs = γs(h) (s = 0, r) в формулах (1.8) и (1.9) могут быть найдены из равенства

∆Lr

2hf(x) = γr∆
Lr

h f(x+ rh) + γr−1∆
Lr

h (x+ (r − 1)h) + · · ·+ γ0∆
Lr

h f(x). (1.10)

Поскольку

PLr,2h
(x)

PLr,h
(x)

=

∏r
j=1(x

2 − e2βjh)
∏r

j=1(x− eβjh)
=

r
∏

j=1

(x+ eβjh) =

r
∑

s=0

µ(r)s (h)xs = γrx
r + γr−1x

r−1 + · · ·+ γ1x+ γ0,

то
γs = µ(r)s (h) (s = 0, r), (1.11)

т. е. γr = 1, γr−1 =
∑r

j=1 e
βjh, . . . , γ0 =

∏r
j=1 e

βjh — коэффициенты при степенях x в многочлене
∏r

j=1(x+ eβjh).

С п о с о б 2. Проведем доказательство равенств (1.10) и (1.11) по индукции по r. Тогда
из равенств (1.3) – (1.5) будет следовать утверждение теоремы 1. Вначале отметим, что

∆D−β
h f(x) = (T − eβhE)f(x) = f(x+ h)− eβhf(x),

∆D−β
2h f(x) = (T 2 − e2βhE)f(x) = f(x+ 2h)− e2βhf(x).

Следовательно,

∆D−β
2h f(x) = f(x+ 2h)− eβhf(x+ h) + eβhf(x+ h)− e2βhf(x) = ∆D−β

h f(x+ h) + eβh∆D−β
h f(x).

Это равенство можно считать базой индукции (т. е. равенство (1.10) имеет место при r = 1).
Пусть

Lr−1 = Lr−1(D) =

r−1
∏

j=1

(D − βj)

и

∆
Lr−1

h f(x) =
r−1
∑

s=0

(−1)r−1−sµ(r−1)
s (h)f(x+ sh),

∆
Lr−1

2h f(x) =
r−1
∑

s=0

(−1)r−1−sµ(r−1)
s (2h)f(x+ 2sh)
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— разностные операторы с шагами h и 2h, соответствующие оператору Lr−1. По предположе-
нию индукции имеет место равенство

∆
Lr−1

2h f(x) = µ
(r−1)
r−1 (h)∆

Lr−1

h f(x+ (r − 1)h) + · · ·+ µ
(r−1)
0 (h)∆

Lr−1

h f(x).

Используя это равенство, базу индукции и соотношение

∆Lr

h f(x) = ∆D−βr

h (∆
Lr−1

h f(x)),

получаем

∆Lr

2hf(x) =

r
∑

s=0

(−1)r−sµ(r)s (2h)f(x + 2sh) =

r
∏

j=1

(T 2 − e2βjhE)f(x) = (T 2 − e2βrhE)∆
Lr−1

2h f(x)

= ∆D−βr

2h

(

µ
(r−1)
r−1 (h)∆

Lr−1

h f(x+ (r − 1)h) + · · · + µ
(r−1)
0 (h)∆

Lr−1

h f(x)
)

= ∆D−βr

h

(

µ
(r−1)
r−1 (h)∆

Lr−1

h f(x+ rh) + · · ·+ µ
(r−1)
0 (h)∆

Lr−1

h f(x+ h)
)

+ eβrh∆D−βr

h

(

µ
(r−1)
r−1 (h)∆

Lr−1

h f(x+ (r − 1)h) + · · ·+ µ
(r−1)
0 (h)∆

Lr−1

h f(x)
)

= µ(r)r (h)∆Lr

h f(x+ rh) + µ
(r)
r−1(h)∆

Lr

h f(x+ (r − 1)h) + · · · + µ
(r)
0 (h)∆Lr

h f(x),

поскольку

µ(r)s (h) = µ
(r−1)
s−1 (h) + eβrhµ

(r−1)
s−1 (h) (s = 0, r).

Последнее равенство хорошо известно (см., например, [12]). При этом считается, что µ(r−1)
−1 (h) =

µ
(r−1)
r (h) = 0. Равенство (1.10) установлено, и тем самым теорема 1 доказана еще одним спо-

собом. �

Следствие. Для полиномиальных B-сплайнов Br,h(x) (см. (0.3) при mr(h) = 1), т. е. в

случае βj = 0 (j = 1, r), имеет место следующий аналог равенства (0.4) :

Br,2h(x) = Cr
rBr,h(x) + Cr−1

r Br,h(x− h) + · · ·+ C0
rBr,h(x− rh).

З а м е ч а н и е 1. В теореме 1 установлен аналог двухмасштабного соотношения для
B-L-сплайнов с равномерными узлами. При этом расстояние между узлами сплайна при пере-
ходе от функции BLr,h

к функции BLr,2h
увеличивается в два раза. Из первого способа доказа-

тельства теоремы 1 становится ясно, как найти коэффициенты γs,k = γs,k(h) и в аналогичном
k-масштабном соотношении (k = 3, 4, . . .), т. е. в формуле

BLr,kh
(x) =

∑

s∈Z

γs,kBLr,h
(x− (r − s)h).

Для их нахождения нужно разделить соответствующий многочлен

PLr,kh
(x) =

r
∏

j=1

(xk − ekβjh)

на многочлен PLr,h
(x) =

∏r
j=1(x − eβjh) и вычислить коэффициенты алгебраического много-

члена, полученного в результате указанного деления.
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2. ψ-всплески

В монографии [1] Ч.Чуи теория ортогональных всплесков строится, как и в других кни-
гах, с помощью комплексного преобразования Фурье. Общепринято обозначать через z число,
комплексно сопряженное числу z ∈ C. В [1, гл. 5] изучаются свойства ψ-всплесков, масшта-
бирующая функция ϕ у которых имеет компактный носитель и является кососимметричной в
следующем смысле: существует такое число a ∈ R, что

ϕ(a+ x) = ϕ(a− x) (x ∈ R).

Для функций ϕ со значениями только в действительной области R это равенство принимает
вид

ϕ(a+ x) = ϕ(a− x) (x ∈ R). (2.1)

Хорошо известно (см., например, [6; 7]), что для B-L-сплайна ϕ(x) = BLl,h
(x) это равенство

имеет место не всегда. А именно (2.1) справедливо тогда и только тогда, когда оператор
Lr = Lr(D) вида (0.5) является формально самосопряженным, т. е. удовлетворяет следую-
щему равенству:

Lr(−D) = (−1)rLr(D).

При этом число a = rh/2 — середина носителя B-L-сплайна BLr,h
(x). Кроме того, в [1, гл. 5],

в частности, установлено, что если масштабирующее соотношение для функции ϕ имеет вид

ϕ(x) =

r
∑

s=0

dsϕ(2x − s), ds ∈ C, d0 6= 0, dr 6= 0,

то соответствующий ψ-всплеск может быть записан следующим образом:

ψ(x) =
1

∑

s=−r+1

(−1)sd1−sϕ(2x − s)

(см. [1, равенство (5.6.14)]). Поскольку ψ-всплески можно определять с точностью до сдвига
аргумента, то, исходя из этих формул (в случае, если функция ϕ имеет компактный носитель),
можно добиться того, что функция ϕ и некоторый сдвиг по действительной оси функции ψ
будут иметь один и тот же носитель.

При построении ψ-всплесков (точнее, их аналогов) для B-L-сплайна ϕ(x) = BLr,h
(x) будем

действовать в соответствии с этим классическим кратномасштабным анализом. А именно ψ-
всплеском назовем функцию вида

ψLr,h
(x) = (−1)r+1µ

(r)
0 (h)BLr,h

(x) + (−1)rµ
(r)
1 (h)BLr,h

(x− h) + · · · − µ(r)r (h)BLr,h
(x− rh), (2.2)

где функция BLr,h
и числа µ(r)s (h) (s = 0, r) определены равенствами (1.2) и (1.4). Поскольку в

дальнейших рассуждениях оператор Lr и число h у нас фиксированы, то для краткости будем
записывать

µs = µ(r)s (h) (s = 0, r).

В силу определения B-L-сплайна имеем

suppBLr,2h
= suppψLr,2h

= [0; 2rh].

Системы функций {BLr,h
(x − kh)}k∈Z, {BLr,2h

(x − kh)}k∈Z, {ψLr,2h
(x − kh)}k∈Z линейно неза-

висимы на R. Положим

V1 = span {BLr,h
(x− kh)}k∈Z, V2 = span {BLr,2h

(x− kh)}k∈Z
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и
W2 = span {ψLr,2h

(x− kh)}k∈Z.

Ясно, что
V2 ⊂ V1.

Теорема 2. Имеет место равенство

V2 +W2 = V1. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства теоремы 2 требуется установить, что суще-
ствуют такие действительные числа {aj} и {bj}, что при 0 ≤ x ≤ rh имеет место тождество

BLr,h
(x) ≡

∑

j

ajBLr,2h
(x− jh) +

∑

j

bjψLr,2h
(x− jh).

Поскольку носителем функций BLr,2h
(x) и ψLr,2h

(x) является отрезок [0; 2rh], то это тождество
принимает вид

BLr,h
(x) ≡

r−1
∑

j=−(2r−1)

ajBLr,2h
(x− jh) +

r−1
∑

j=−(2r−1)

bjψLr,2h
(x− jh). (2.4)

Из (2.4), теоремы 1 и (2.2) имеем

BLr,h
(x) ≡

r−1
∑

j=−(2r−1)

[

aj

r
∑

s=0

µsBLr,h
(x− (r − s+ j)h)

+ bj

r
∑

s=0

(−1)s+1µr−sBLr,h
(x− (r − s+ j)h)

]

=

r
∑

s=0

r−1
∑

j=−(2r−1)

BLr,h
(x− (r − s+ j)h)

[

ajµs + (−1)s+1µr−sbj
]

.

В последнем равенстве положим k = r − s+ j. Тогда

BLr,h
(x) ≡

r
∑

s=0

2r−1−s
∑

k=−r−s+1

BLr,h
(x− kh)[ak−r+sµs + (−1)s+1µr−sbk−r+s]. (2.5)

В (2.5) поменяем порядок суммирования. Получаем

BLr,h
(x) ≡

2r−1
∑

k=r

BLr,h
(x− kh)

2r−1−k
∑

s=0

[ak−r+sµs + (−1)s+1µr−sbk−r+s]

+
r−1
∑

k=−(r−1)

BLr,h
(x− kh)

r
∑

s=0

[ak−r+sµs + (−1)s+1µr−sbk−r+s]

+

−r
∑

k=−(2r−1)

BLr,h
(x− kh)

r
∑

s=−r−k+1

[ak−r+sµs + (−1)s+1µr−sbk−r+s]. (2.6)

Мы уже отмечали, что система функций {BLr,h
(x− kh)}k∈Z линейно независима. Поэтому из

тождества (2.6) следует, что коэффициенты при BLr,h
(x − kh) (k 6= 0) в правой части (2.6)

должны равняться нулю, и только коэффициент при BLr,h
(x) будет равен 1. Это замечание
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означает, что тождество (2.6) равносильно системе 4r−1 линейных алгебраических уравнений
относительно 6r − 2 неизвестных коэффициентов {aj}

r−1
j=−(2r−1) и {bj}

r−1
j=−(2r−1). Эта система

имеет вид

Ax = m, (2.7)

где x = {αr−1, βr−1, . . . , α0, β0, α−1, β−1, . . . , α−(2r−1), β−(2r−1)}
T , m = {0, . . . , 0

︸ ︷︷ ︸

2r−1

, 1, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

2r−1

}T и

матрица A = (c1c2 . . . c6r−3c6r−2) составлена из столбцов

c1 = (µ0, µ1, . . . , µr, 0, . . . , 0)
T ,

c2 = (−µr, µr−1, . . . , (−1)r+1µ0, 0, . . . , 0)
T ,

c3 = (0, µ0, µ1, . . . , µr, 0, . . . , 0)
T ,

c4 = (0,−µr, µr−1, . . . , (−1)r+1µ0, 0, . . . , 0)
T ,

. . . . . . . . .

c6r−3 = (0, . . . , 0, µ0, µ1, . . . , µr)
T ,

c6r−2 = (0, . . . , 0,−µr, µr−1, . . . , (−1)r+1µ0)
T .

Отметим, что в каждом из столбцов cj (j = 1, 6r − 2) ровно r + 1 подряд идущих элемен-
тов: µ0, µ1, . . . , µr в столбцах с нечетными номерами и −µr, µr−1, . . . , (−1)r+1µ0 в столбцах с
четными номерами — отличны от нуля, а остальные элементы равны нулю. Наша задача —
показать, что у матрицы A существует минор порядка 4r − 1, который не равен нулю. То-
гда система уравнений (2.7) будет совместна. Для построения такого минора из матрицы A
удалим 2-й, 4-й, . . . , 2(2r − 1)-й столбцы (всего 2r − 1 столбцов). Заметим, что на самом деле
это действие равносильно тому, что в системе (2.7) (т. е. в равенстве (2.4)) можно положить
br−1 = · · · = b0 = b−1 = · · · = b−(r−1) = 0. Оставшийся минор M4r−1 порядка 4r − 1 имеет вид

M4r−1 = |c1, c3, . . . , c4r−3, c4r−1, c4r, . . . , c6r−2|.

У выписанной матрицы в левом верхнем углу стоит квадратная матрица порядка 2r−1, кото-
рая является диагональной (выше главной диагонали все элементы равны нулю), а на ее глав-
ной диагонали расположены одинаковые числа µ0. Точнее, первые 2r − 1 строк M4r−1 имеют
следующий вид: первая — (µ0, 0, . . . , 0), вторая — (µ1, µ0, 0, . . . , 0), . . . , (r+1)-я — (µr, µr−1, . . . ,
µ0, 0, . . . , 0), (r + 2)-я — (0, µr, µr−1, . . . , µ0, 0, . . . , 0), . . . , (2r − 1)-я — (0, . . . , 0, µr, µr−1, . . . , µ0).
В первой строке лишь µ0 6= 0.Раскладываем M4r−1 по первой строке, получившийся опреде-
литель — по второй и т. д. Действуя таким образом 2r − 1 раз, получаем

M4r−1 = µ2r−1
0 |K|, (2.8)

где |K| — определитель матрицы

K =

























µ0 −µr 0 0 · · · 0 0
µ1 µr−1 µ0 −µr · · · 0 0
µ2 −µr−2 µ1 µr−1 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

µr−1 (−1)rµ1 µr−2 (−1)r+1µ2 · · · µ0 −µr
µr (−1)r+1µ0 µr−1 (−1)rµ1 · · · µ1 µr−1

0 0 · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 0 · · · µr (−1)r+1µ0

























.
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Транспонируем матрицу K (при этом ее определитель не меняется) и у транспонированной
матрицы переставим строки в нужном нам порядке. Тогда

|K| = (−1)
(r−1)r

2

























µ0 µ1 µ2 · · · µr 0 · · · 0
0 µ0 µ1 · · · µr−1 µr · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 · · · µ0 µ1 · · · µr
−µr µr−1 −µr−2 · · · (−1)r+1µ0 0 · · · 0
0 −µr µr−1 · · · (−1)rµ1 (−1)r+1µ0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 · · · −µr µr−1 · · · (−1)r+1µ0

























. (2.9)

Пусть Qn(x) = τ0x
n + τ1x

n−1 + · · · + τn, τ0 6= 0, Qm(x) = θ0x
m + θ1x

m−1 + · · · + θm, θ0 6= 0, —
два алгебраических многочлена. Определитель

R(Qn, Qm) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

τ0 τ1 · · · · · · τn
τ0 τ1 · · · · · · τn

· · · · · · · · ·

τ0 τ1 · · · τn
θ0 θ1 · · · · · · θm

θ0 θ1 · · · · · · · · · θm
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · θ0 θ1 · · · · · · θm

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

называется результантом многочленовQn и Qm (см., например, [13, гл. 1, § 3.1]). В нем первая
строка (τ0, τ1, . . . , τn, 0, . . . , 0

︸ ︷︷ ︸

m

) сдвигается вправо (m− 1) раз, а (m+ 1)-я строка (θ0, θ1, . . . , θm,

0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n

) — (n − 1) раз. Поэтому R(Qn, Qm) — определитель (m + n)-го порядка. Если оба

многочлена разлагаются в произведение линейных сомножителей

Qn(x) = τ0(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn), xi ∈ R (i = 1, n),

Qm(x) = θ0(x− y1)(x− y2) · · · (x− ym), yj ∈ R (j = 1,m),

то
R(Qn, Qm) = τm0 θ

n
0

∏

i,k

(xi − yk)

(см. [13, гл. 1, § 3.1]).
Рассмотрим два многочлена степени r: µ0xr + µ1x

r−1 + · · ·+ µr и −µrx
r + µr−1x

r−1 − · · ·+
(−1)r+1µ0, и сравним их коэффициенты со строками в определителе (2.9). В силу (1.2) имеем

−µrx
r + µr−1x

r−1 − · · ·+ (−1)r+1µ0 = −Pr(x) = −

r
∏

j=1

(x− eβjh).

С другой стороны,

µ0x
r + µ1x

r−1 + · · ·+ µr = xrPr

(

−
1

x

)

(−1)r = µr

r
∏

j=1

(1 + xeβjh).

Таким образом, из свойств результанта следует, что

|K| = (−1)
(r−1)r

2 R
(

(−xr)Pr

(

−
1

x

)

,−Pr(x)
)

= (−1)
(r−1)r

2
+1µr0µ

r
r

r
∏

i,j=1

(eβih + e−βjh).
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Поскольку µ0 =
∏r

s=1 e
βsh, µr = 1 (см. (1.2)), то из последнего равенства окончательно полу-

чаем, что

|K| = (−1)
(r−1)r+2

2

r
∏

s=1

eβsh
r
∏

i,j=1

(eβih + e−βjh) 6= 0.

Следовательно, в матрице A существует ненулевой минор M4r−1 (см. (2.8)) порядка 4r−1, что
позволяет вычислить коэффициенты {aj}

r−1
j=−(2r−1) и {bj}

r−1
j=−(2r−1) в тождестве (2.4). Теорема 2

полностью доказана. �

З а м е ч а н и е 2. Равенство (2.3) является ключевым для дальнейшего построения си-
стемы вложенных подпространств {Vj , j ∈ N}. А именно положим V3 = span{BLr,4h

(x −

2kh)}k∈Z, . . . , Vn+1 = span{BLr,2nh
(x − 2n−1kh)}k∈Z. Тогда W3 = span{ψLr,4h

(x − 2kh)}k∈Z, . . . ,
Wn+1 = span{ψLr,2nh

(x − 2n−1kh)}k∈Z. Имеем Vn+1 ⊂ Vn и в силу теоремы 2 получаем, что
Vn = Vn+1+Wn+1 (n ∈ N). При этом нетрудно проверить, что подпространства Vj и Wj между
собой неортогональны (при обычном определении скалярного произведения двух действитель-
ных функций).

З а м е ч а н и е 3. Все рассуждения в теоремах 1 и 2 справедливы и для оператора
Lr = Dr r-кратного дифференцирования.
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УДК 517.518.86

О НЕРАВЕНСТВЕ СЕГЁ — ТАЙКОВА

ДЛЯ СОПРЯЖЕННЫХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ1

А. О.Серков

Г. Сегё в 1943 г. нашел наилучшую константу и все экстремальные полиномы в неравенстве меж-

ду равномерной нормой сопряженного тригонометрического полинома и нормой самого полинома для

полиномов с вещественными коэффициентами. В 1990 г. другим методом точная константа была так-

же найдена Л.В.Тайковым. В данной статье выписаны все экстремальные полиномы c комплексными

коэффициентами, также обсуждаются некоторые свойства экстремальных полиномов.

Ключевые слова: тригонометрический полином, сопряженный полином, равномерная норма, интерпо-

ляционная формула.

A. O. Serkov. On the Szegö–Taikov inequality for conjugate trigonometric polynomials.

In 1943, Szegö found the best constant and all extremal polynomials in the inequality between the uniform

norm of a conjugate trigonometric polynomial and the norm of the polynomial with real coefficients. In 1990,

Taikov also found the best constant by means of another method. In the present paper, we describe all extremal

polynomials with complex coefficients and discuss some properties of the extremal polynomials.

Keywords: trigonometric polynomial, conjugate polynomial, uniform norm, interpolation foumula.

1. Постановка задачи. Формулировка и обсуждение результата

Пусть Tn = Tn(P) есть множество тригонометрических полиномов

Tn(x) =
a0
2

+

n
∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

порядка (не выше) n ≥ 1 с коэффициентами из поля P = R вещественных чисел или поля
P = C комплексных чисел. Для полинома Tn через ˜Tn обозначим сопряженный полином

˜Tn(x) =

n
∑

k=1

(ak sin kx− bk cos kx). (1.1)

На множестве Tn введем равномерную норму

‖Tn‖ = ‖Tn‖C2π = max
x∈[0,2π]

|Tn(x)|. (1.2)

Обозначим через C(n) = C(n,P) наименьшую константу в неравенстве

‖˜Tn‖ ≤ C(n)‖Tn‖ (1.3)

для Tn ∈ Tn(P). Нетрудно видеть, что на самом деле C(n,R) = C(n,C). Действительно, с одной
стороны, C(n,R) ≤ C(n,C). С другой стороны, если Tn есть экстремальный полином в нера-
венстве (1.3) на множестве Tn(C) и a ∈ R — точка, в которой достигается равномерная норма
его сопряженного, то полином

Qn(x) = ˜Tn(a)Tn(x) + ˜Tn(a)Tn(x)

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 15-01-02705), а также при финансовой поддержке
Программы повышения конкурентоспособности УрФУ (постановление №211 Правительства Россий-
ской Федерации, контракт №02.A03.21.0006).
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принадлежит Tn(R) и является экстремальным в (1.3) на множестве Tn(R).
В 1943 г. Г. Сегё [1] доказал, что

C(n) =
2

n+ 1

⌊n−1
2 ⌋

∑

ℓ=0

ctg
( (2ℓ+ 1)π

2(n+ 1)

)

.

В работе Сегё также выписаны все экстремальные полиномы с действительными коэффи-
циентами. При этом оказалось, что при четном n экстремальный полином неединственный.
А точнее, для всех n с точностью до мультипликативной константы и сдвига экстремальными
являются полиномы

T ∗
n(x) =

⌊n−1
2 ⌋

∑

ℓ=0

Kn

(

x−
(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)

−Kn

(

x+
(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)

, (1.4)

а для четных n экстремальными являются также полиномы

T ∗∗
n (x) = T ∗∗

n (x; γ) = T ∗
n(x) + γKn(x− π), γ ∈ R, |γ| ≤ 1. (1.5)

Здесь и далее Kn обозначает ядро Фейера

Kn(x) =
1

2
+

n
∑

k=1

(

1−
k

n+ 1

)

cos kx =
1

2(n + 1)

(sin((n + 1)x/2)

sin(x/2)

)2
. (1.6)

В 1990 г. Л.В. Тайков [2], видимо, не зная работы Сегё, другим методом нашел величину C(n)
и показал, что полиномы T ∗

n являются экстремальными. Отметим, что выражение (1.4) взято
нами из работы Тайкова, в работе Сегё представление экстремальных полиномов, на наш
взгляд, более сложное.

В работах Сегё и Тайкова отмечено, что

C(n) =
2

π
lnn+O(1), n → ∞.

Более обстоятельно асимптотика C(n) исследована в [3; 4].
Неравенство (1.3) относится к тематике точных неравенств Бернштейна и Сегё для триго-

нометрических полиномов; таким неравенствам в пространствах Lp, 0 ≤ p ≤ ∞, к настоящему
времени посвящен большой объем исследований (см., в частности, монографию [5], работы
[6–8] и приведенную в них библиографию).

В данной статье описано все множество полиномов с комплексными коэффициентами, кото-
рые являются экстремальными в неравенстве (1.3), метод доказательства основан на свойстве
неотрицательности ядра Фейера и отличен от метода Г.Сегё и Л.В.Тайкова.

При умножении экстремального полинома на мультипликативную константу свойство экс-
тремальности полинома сохраняется. Операция сопряжения (1.1) и норма (1.2) инвариантны
относительно произвольного сдвига аргумента. Поэтому свойство экстремальности полинома
сохраняется и при любом сдвиге аргумента. Таким образом, если Tn — экстремальный полином
неравенства (1.3), то при любых A, a ∈ R полином ATn(x+a) также является экстремальным.
Имея в виду этот факт, будем говорить, что экстремальный полином определен с точностью
до мультипликативной константы и сдвига аргумента.

Для четного n = 2k рассмотрим полином (1.5) T ∗∗
n (x; γ) для комплексных γ. Исходя из (1.4),

получаем для полинома (1.5) следующее представление:

T ∗∗
n (x) =

n
∑

ℓ=0

εℓKn

(

x−
(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)

, (1.7)

где

εℓ = 1, 0 ≤ ℓ ≤ k − 1; εk = γ; εℓ = −1, k + 1 ≤ ℓ ≤ n. (1.8)
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Теорема 1. С точностью до мультипликативной константы и сдвига аргумента в нера-

венстве (1.3) при нечетном n полином (1.4) является единственным экстремальным; для

четного же n все экстремальные полиномы имеют вид (1.5) с γ ∈ C, |γ| ≤ 1.

Во множестве экстремальных полиномов неравенства (1.3) выделим полином Ψn в зависи-
мости от четности n следующим образом. Для нечетного n = 2k + 1 полагаем

Ψn(x) = T ∗
n

(

x+
π

2

)

=
k

∑

ℓ=0

{

Kn

(

x+
π

2
−

(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)

−Kn

(

x+
π

2
+

(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)}

. (1.9)

Для четного n = 2k определим полином Ψn формулой

Ψn(x) = T ∗∗
n

(

x−
nπ

2(n + 1)
; 1
)

= T ∗
n

(

x−
nπ

2(n + 1)

)

+Kn

(

x− π −
nπ

2(n+ 1)

)

; (1.10)

этот полином получен из полинома (1.5) при γ = 1 с помощью специально выбранного сдвига
аргумента. Исходя из (1.4) и (1.7), получаем для полинома (1.10) следующее представление:

Ψn(x) =

k
∑

ℓ=0

Kn

(

x−
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
−

nπ

2(n+ 1)

)

−

k−1
∑

ℓ=0

Kn

(

x+
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
−

nπ

2(n + 1)

)

. (1.11)

Теорема 2. В неравенстве (1.3) существуют четные экстремальные полиномы. А имен-

но, полином Ψn, определенный соотношениями (1.9), (1.10), является четным.

Рассмотрим множества четных и нечетных тригонометрических полиномов

Cn =
{

Tn(x) =
n
∑

k=1

ak cos kx, ak ∈ C

}

, Sn =
{

Tn(x) =
n
∑

k=1

bk sin kx, bk ∈ C

}

.

Полиномы

S
+
n =

{

Tn ∈ Sn, Tn(x) ≥ 0, x ∈ [0, π]
}

.

называют неотрицательными синус-полиномами. Родственные (1.3) задачи для неотрица-
тельных синус-полиномов рассматриваются в работе [10]. В работе Тайкова получено пред-
ставление [2, (3)]

T ∗
n(x) =

sinx cos2 (n+1)x
2

2(n + 1)

⌊n−1
2 ⌋

∑

ℓ=0

sin (2ℓ+1)π
n+1

(

cos (2ℓ+1)π
n+1 − cos x

)2 ,

из которого следует, что полином T ∗
n ∈ S +

n. Кроме того, в силу теоремы 2 среди экстремаль-
ных полиномов существуют четные. Отсюда вытекают следующие равенства для величины
C(n):

C(n) = max
Tn∈Tn

‖Tn‖≤1

‖ ˜Tn‖ = max
Tn∈Cn

‖Tn‖≤1

‖ ˜Tn‖ = max
Tn∈Sn

‖Tn‖≤1

‖˜Tn‖ = max
Tn∈S

+
n

‖Tn‖≤1

‖˜Tn‖;

C(n) = max
Tn∈Tn

‖Tn‖≤1

n
∑

k=1

bk = max
Tn∈Sn

‖Tn‖≤1

n
∑

k=1

bk = max
Tn∈S

+
n

‖Tn‖≤1

n
∑

k=1

bk.
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2. Вспомогательные утверждения. Доказательства теорем 1 и 2

В силу соображений инвариантности задачи исследования неравенства (1.3) и неравенства

| ˜Tn(0)| ≤ C(n)‖Tn‖C , Tn ∈ Tn, (2.1)

эквивалентны. А именно, наилучшие константы в этих неравенствах совпадают. Более того,
если полином Tn ∈ Tn является экстремальным в неравенстве (2.1), то при любом a ∈ R поли-
ном Tn(x+a) является экстремальным в неравенстве (1.3); обратно, если Tn — экстремальный
полином неравенства (1.3) и a ∈ R — точка, в которой полином ˜Tn достигает равномерной
нормы, то Tn(x+ a) — экстремальный полином неравенства (2.1).

Следующее простое утверждение будет использоваться несколько раз в последующем изло-
жении. Оно фактически содержится в работе Л.В.Тайкова [2] и основано на интерполяционной
формуле А. Зигмунда [9, гл. X, § 3, (3.28)] для сопряженного полинома

˜Tn

(

θ
)

= −
1

n+ 1

⌊n−1
2 ⌋

∑

ℓ=0

{

Tn

(

θ +
(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)

− Tn

(

θ −
(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)}

ctg
((2ℓ+ 1)π

2(n + 1)

)

. (2.2)

Лемма 1. Полином Tn ∈ Tn является экстремальным в неравенстве (2.1) в том и толь-

ко в том случае, если при некотором выборе знака ǫ = eiφ, φ ∈ R, для полинома ǫ Tn выпол-

няются соотношения

ǫ Tn

((2j + 1)π

n+ 1

)

= ‖Tn‖, 0 ≤ j ≤
⌊n− 1

2

⌋

; (2.3)

ǫ Tn

(

−
(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)

= −‖Tn‖, 0 ≤ j ≤
⌊n− 1

2

⌋

. (2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, допустим, что полином Tn ∈ Tn удовлетворяет
условиям (2.3) и (2.4). Для полинома ǫ Tn формула (2.2) в точке θ = 0 превращается в равенство
ǫ ˜Tn(0) = C(n)‖Tn‖, так что Tn обращает (2.1) в равенство. Обратно, если при любом выборе
знака ǫ нарушается хотя бы одно из условий (2.3) или (2.4), то имеет место строгое неравенство
|˜Tn(0)| < C(n)‖Tn‖, так что полином Tn не является экстремальным в (2.1). Лемма доказана.

Приведем свойства ядра Фейера (1.6), необходимые в дальнейшем. Из представления (1.6)
видно, что полином Kn неотрицательный и принимает экстремальные значения в точках
xℓ = 2πℓ/(n + 1), ℓ ∈ Z. А точнее,

Kn

( 2πℓ

n+ 1

)

= 0, ℓ 6= 2ν(n+ 1), ν ∈ Z; (2.5)

Kn (2νπ) = ‖Kn‖ =
n+ 1

2
, ν ∈ Z. (2.6)

Кроме того, формула [9, т. 2, гл. X, (6.4)] для m = n+ 1 принимает вид

n
∑

ℓ=0

Kn(xℓ − x) =
n
∑

ℓ=0

Kn(x− xℓ) =
n+ 1

2
= ‖Kn‖. (2.7)

Лемма 2. Для четных n полином (1.5) является экстремальным в неравенстве (1.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В условиях леммы коэффициенты (1.8) представления (1.7) по-
линома (1.5) обладают свойством max{|εl| : 0 ≤ l ≤ n} = 1. Докажем, что в такой ситуации
равномерная норма полинома (1.5) совпадает с нормой полинома Фейера:

‖T ∗∗
n ‖ = ‖Kn‖ =

n+ 1

2
.
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Для полиномов с вещественными коэффициентами этот факт содержится в [9, т. 2, гл. X,
теорема (6.3)]. Для полиномов с комплексными коэффициентами доказательство аналогично.
Действительно, используя представление (1.7), свойство неотрицательности ядра Фейера и
равенство (2.7), получаем

|T ∗∗
n (x)| ≤

n
∑

ℓ=0

Kn

(

x−
(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)

=
n
∑

ℓ=0

Kn

(

x−
π

n+ 1
− xℓ

)

= ‖Kn‖.

В точках tj = (2j + 1)π/(n + 1), j ∈ Z, имеем

T ∗∗
n (tj) =

n
∑

ℓ=0

εℓKn

(2(j − ℓ)π

n+ 1

)

. (2.8)

Исходя из свойств (2.5) и (2.6) ядра Фейера, заключаем, что в сумме (2.8) отлично от нуля
лишь одно слагаемое с ℓ = j, и как следствие

T ∗∗
n (tj) = T ∗∗

n

(2j + 1

n+ 1
π
)

= εj
n+ 1

2
, 0 ≤ j ≤ n.

Исходя из знаков εj , теперь нетрудно сделать вывод, что полином (1.5) удовлетворяет
условиям леммы 1 со значением ǫ = 1, а следовательно, является экстремальным в неравен-
стве (2.1). Лемма 2 доказана. �

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.

С л у ч а й 1. Число n нечетное: n = 2k+1, k ≥ 0. Экстремальность полинома (1.4) дока-
зана Г.Сегё и Л.В.Тайковым. Осталось убедиться, что произвольный экстремальный полином
отличается от полинома (1.4) лишь постоянным множителем. Согласно лемме 1 экстремаль-
ный полином Tn неравенства (2.1) должен обладать свойствами (2.3) и (2.4) в n+ 1 точке

±tj, tj =
(2j + 1)π

n+ 1
, 0 ≤ j ≤

n− 1

2
. (2.9)

В этих же точках производная T ′
n полинома равна нулю. Перечисленными свойствами обладает

полином T ∗
n . Отношение

A =
Tn(±xj)

T ∗
n(±xj)

не зависит от j, 0 ≤ j ≤ (n− 1)/2. Полином Tn −AT ∗
n имеет на периоде n + 1 двойных нулей

в точках (2.9), а потому Tn − AT ∗
n ≡ 0 или, что то же самое, Tn = AT ∗

n . В случае нечетного n
теорема доказана.

С л у ч а й 2. Число n ≥ 2 четное. В силу леммы 2 полиномы AT ∗∗
n (x; γ), A, γ ∈ C, |γ| ≤ 1,

являются экстремальными в неравенстве (2.1). Убедимся теперь, что любой экстремальный
полином Tn имеeт такой вид; можно считать, что Tn 6≡ 0. Согласно лемме 1 экстремальный
полином Tn неравенства (2.1) должен обладать свойствами (2.3) и (2.4) в n точках

±tj, tj =
(2j + 1)π

n+ 1
, 0 ≤ j ≤

n− 2

2
. (2.10)

В этих же точках производная T ′
n полинома Tn равна нулю. В результате имеем 2n (необхо-

димых) условий на экстремальный полином. Величина M+(Tn) = Tn(tj) не зависит от j для
0 ≤ j ≤ (n− 2)/2. Если необходимо, изменив знак полинома, можно считать, что M+(Tn) ≥ 0.
Значение Tn(π) удовлетворяет условию |Tn(π)| ≤ ‖Tn‖, поэтому Tn(π) = γ‖Tn‖, где параметр
γ = γ(Tn) удовлетворяет условию |γ| ≤ 1.

Рассмотрим полином (1.5) со значением γ = γ(Tn). Положим

A =
M+(Tn)

‖T ∗∗
n ‖

=
2‖Tn‖

n+ 1
.
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Полином Tn −AT ∗∗
n имеет на периоде 2n+ 1 нуль с учетом их кратностей, а именно, двойные

нули в n точках (2.10) и еще нуль в точке π (отличной от точек (2.10)). Поэтому Tn−AT ∗∗
n ≡ 0

или, что то же самое, Tn = AT ∗∗
n . В случае четного n теорема также доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.

С л у ч а й 1. Число n нечетное: n = 2k + 1, k ≥ 0. Нам предстоит доказать, что поли-
ном (1.9) является четным полиномом. Поскольку ядро Фейера (1.6) четное, то имеем

Ψn(−x) =
k

∑

ℓ=0

{

Kn

(

− x+
π

2
−

(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)

−Kn

(

− x+
π

2
+

(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)}

=

k
∑

ℓ=0

{

Kn

(

x−
π

2
+

(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)

−Kn

(

x−
π

2
−

(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)}

.

Заменив здесь ℓ на k − ℓ = (n− 1)/2 − ℓ = (n− 1− 2ℓ)/2, получаем

Ψn(−x) =
k

∑

ℓ=0

{

Kn

(

x−
π

2
+

(n− 2ℓ)π

n+ 1

)

−Kn

(

x−
π

2
−

(n− 2ℓ)π

n+ 1

)}

=
k

∑

ℓ=0

{

Kn

(

x+
π

2
−

(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)

−Kn

(

x− 2π +
π

2
+

(2ℓ+ 1)π

n+ 1

)}

.

В силу свойства 2π-периодичности ядра Фейера последнее выражение совпадает с (1.9). Чет-
ность полинома (1.9) при нечетном значении номера n проверена.

С л у ч а й 2. Число n четное: n = 2k, k ≥ 1. Нам предстоит доказать, что в данном
случае полином (1.11) является четным. Положим

Ψ+
n (x) =

k
∑

ℓ=0

Kn

(

x−
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
−

nπ

2(n+ 1)

)

, (2.11)

Ψ−
n (−x) =

k−1
∑

ℓ=0

Kn

(

x+
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
−

nπ

2(n+ 1)

)

. (2.12)

В этих обозначениях Ψn = Ψ+
n − Ψ−

n . Убедимся, что каждый из полиномов (2.11) и (2.12)
является четным, тем самым утверждение леммы будет доказано и для четного n.

В силу четности ядра Фейера для полинома (2.12) имеем

Ψ−
n (−x) =

k−1
∑

ℓ=0

Kn

(

− x+
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
−

nπ

2(n+ 1)

)

=

k−1
∑

ℓ=0

Kn

(

x−
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
+

nπ

2(n + 1)

)

.

Заменив в последней сумме ℓ на k−1− ℓ = n/2−1− ℓ = (n−2−2ℓ)/2, 0 ≤ ℓ ≤ k−1, получаем
для этого полинома представление

Ψ−
n (−x) =

k−1
∑

ℓ=0

Kn

(

x+
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
−

nπ

2(n+ 1)

)

. (2.13)

Сравнивая (2.12) и (2.13), видим, что полином (2.12) является четным.
Аналогично для полинома (2.11) имеем

Ψ+
n (−x) =

k
∑

ℓ=0

Kn

(

− x−
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
−

nπ

2(n+ 1)

)

=

k
∑

ℓ=0

Kn

(

x+
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
+

nπ

2(n + 1)

)

.



250 А.О.Серков

В последней сумме заменим ℓ на k− ℓ = n/2− ℓ = (n− 2ℓ)/2, 0 ≤ ℓ ≤ k. В результате получим
выражение

Ψ+
n (−x) =

k
∑

ℓ=0

Kn

(

x−
(2ℓ+ 1)π

n+ 1
−

nπ

2(n + 1)
+ 2π

)

. (2.14)

Правые части (2.11) и (2.14) совпадают, т. е. полином (2.11) является четным. Теорема 2 дока-
зана.
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УДК 517.51

ПРИБЛИЖЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ГЛАДКОСТНЫХ КЛАССОВ

ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ ПОЛИНОМАМИ

ПО ТЕНЗОРНОЙ СИСТЕМЕ ХААРА1

С.А. Стасюк

В работе изучаются два вида приближения (линейное и нелинейное) некоторых гладкостных классов

(близких классам функций смешанной гладкости типа Никольского — Бесова) периодических функций

многих переменных полиномами, построенными по тензорной системе Хаара. Для функций из этих клас-

сов получены порядковые оценки сверху приближения ступенчато–гиперболическими суммами Фурье —

Хаара, а также точные по порядку оценки наилучшего m-членного приближения по тензорной системе

Хаара.

Ключевые слова: приближение функций многих переменных, тензорная система Хаара, наилучшее

m-членное приближение.

S. A. Stasyuk. Approximation of certain smoothness classes of periodic functions of several variables by

polynomials with regard to the tensor Haar system.

We investigate two kinds of approximation (linear and nonlinear) of certain smoothness classes (close to

Nikol’skii–Besov type classes of mixed smoothness) of periodic functions of several variables by polynomials

with regard to the tensor Haar system. For the functions of these classes we obtain upper order estimates

for the approximation by step-hyperbolic Fourier–Haar sums and exact order estimates for the best m-term

approximation with regard to the tensor Haar system.

Keywords: approximation of functions of several variables, tensor Haar system, best m-term approximation.

1. Введение

В настоящей работе изучаются вопросы, связанные с линейным и нелинейным способа-
ми приближения классов MH

r
p,θ периодических функций многих переменных полиномами,

построенными по тензорной системе Хаара.
Изложение материала организовано следующим образом. В первой части работы для функ-

ций из классов MH
r
p,θ, 1 ≤ p ≤ ∞, устанавливаются порядковые оценки сверху их приближе-

ния ступенчато-гиперболическими суммами Фурье — Хаара в метрике Lq([0, 1]
d), 1 < q < ∞,

а во второй части — точные по порядку оценки наилучшего m-членного приближения классов
MH

r
p,θ по тензорной системе Хаара в пространстве Lq([0, 1]

d), 1 < q < ∞. В завершающей
части приводятся замечания и комментарии к полученным результатам.

Предваряют первую и вторую части работы определения упомянутых аппроксимационных
характеристик и классов, а также краткое изложение истории их исследования. С этой целью
приведем необходимые обозначения и соотношения.

Пусть Lp([0, 1]
d), 1 ≤ p < ∞, — лебегово пространство 1-периодических по каждой пере-

менной функций f(x) = f(x1, . . . , xd) с конечной нормой, которая определяется следующим
образом:

||f ||p :=

(
∫

[0,1]d

|f(x)|p dx

)1/p

.

1Работа выполнена при частичной поддержке FP7-People-2011-IRSES (проект № 295164 (EUMLS:
EU–Ukrainian Mathematicians for Life Sciences)).
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Будем считать, что пространство L∞([0, 1]d) состоит из 1-периодических по каждой пере-
менной и непрерывных на [0, 1]d функций и снабжено обычной равномерной нормой.

Всюду ниже для функций f ∈ Lp([0, 1]
d), 1 ≤ p ≤ ∞, будем требовать выполнения условия

1
∫

0

f(x) dxj = 0, j = 1, . . . , d.

В дальнейшем некоторые положительные величины µ1 и µ2 будем связывать отношением
µ1 ≪ µ2 (µ1 ≫ µ2), если для них выполняется неравенство µ1 ≤ C1µ2 (µ1 ≥ C2µ2) при неко-
тором значении величины C1 > 0 (C2 > 0), которая не зависит от одного, обозначенного
контекстом, параметра. Если же одновременно выполняются отношения µ1 ≪ µ2 и µ2 ≪ µ1,
то будем писать µ1 ≍ µ2.

Приведем сначала определение системы Хаара H в одномерном случае.
Пусть Ds, s ∈ Z+, обозначает множество всех двоичных интервалов на отрезке [0, 1] вида

I = [j2−s, (j + 1)2−s), j = 0, . . . , 2s − 1. Положим

HI(t) := |I|−1/2



















1, если t ∈
[

j2−s,
(

j +
1

2

)

2−s
)

,

−1, если t ∈
[

(j +
1

2
)2−s, (j + 1)2−s

)

,

0, если t /∈ I,

где I ∈ Ds, s ∈ Z+, I = [j2−s, (j + 1)2−s), j = 0, . . . , 2s − 1, а |I| = 2−s — длина двоичного
интервала I. Тогда системой Хаара в одномерном случае является следующее множество:

H := {HI : I ∈ Ds, s ∈ Z+}.

Перейдем теперь к определению тензорной системы Хаара H, т. е. системы Хаара в d-
мерном случае. Заметим, что для обозначения тензорной системы Хаара сохраняем то же
обозначение H, что и для одномерной, которое, надеемся, не будет вызывать недоумения,
поскольку далее из контекста будет понятно, о какой системе идет речь. Также далее упомя-
нутую систему будем просто называть системой Хаара (вместо использования словосочетания
“тензорная система Хаара”), если из контекста будет понятно, о какой системе идет речь.

Для I = I1 × · · · × Id определим d-мерную функцию Хаара как тензорное произведение
соответствующих одномерных функций Хаара, т. е.

HI(x) :=
d
∏

j=1

HIj(xj).

Далее, для функции f ∈ Lq([0, 1])
d) и вектора s = (s1, . . . , sd) ∈ Z

d
+ обозначим

δs(f) :=
∑

I∈Ds

cI(f)HI ,

где

cI(f) :=

∫

[0,1]d

f(x)HI(x) dx,

Ds := {I = I1 × · · · × Id : Ij ∈ Dsj , j = 1, . . . , d}.

Наконец, полагаем
H := {HI : I ∈ Ds, s ∈ Z

d
+}.

Приведем еще некоторые утверждения и соотношения, которыми будем пользоваться.
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Теорема Литтлвуда — Пэли (см., например, [1, гл. 3]). Для любой функции f ∈ Lp([0, 1]),
1 < p < ∞, имеет место сотношение

C1(p)||f ||p ≤

∥

∥

∥

∥

(

∑

s∈Z+

|δs(f)|
2

)1/2∥
∥

∥

∥

p

≤ C2(p)||f ||p. (1.1)

Из (1.1) вытекает следующее неравенство (см., например, [2]):

||f ||p ≤ C3(p)

(

∑

s∈Z+

||δs(f)||
p0
p

)1/p0

, (1.2)

где p0 = min{p; 2}.
Пусть 1 ≤ p < q < ∞, тогда для f ∈ Lp([0, 1]

d) имеет место неравенство [3]

||f ||q ≤ C(p, q, d)

(

∑

s∈Zd
+

(

||δs(f)||p 2
||s||1(

1
p
− 1

q
)
)q
)1/q

, (1.3)

где ||s||1 = s1 + · · ·+ sd.
Заметим, что аналогичные (1.2) и (1.3) неравенства имеют место и для кратной тригоно-

метрической системы (см., например, [4–6]).
Для r > 0, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ определим пространства MBr

p,θ, которые являются
аналогами пространств Никольского — Бесова функций смешанной гладкости, следующим
образом:

MBr
p,θ := {f ∈ Lp([0, 1]

d) : ||f ||MBr
p,θ

< ∞},

где

||f ||MBr
p,θ

:=

(

∑

s∈Zd
+

(

2r||s||1||δs(f)||p

)θ
)1/θ

, 1 ≤ θ < ∞, (1.4)

||f ||MBr
p,∞

:= sup
s∈Zd

+

||δs(f)||p

2−r||s||1
. (1.5)

Для пространства MBr
p,∞ будем использовать также обозначение MHr

p .
Наряду с приведенными пространствами MBr

p,θ рассмотрим близкие к ним пространства
MHr

p,θ, r > 0, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ < ∞, определяемые следующим образом:

MHr
p,θ := {f ∈ Lp([0, 1]

d) : ||f ||MHr
p,θ

< ∞},

где

||f ||MHr
p,θ

:= sup
k

(

∑

||s||1=k

(

2r||s||1||δs(f)||p

)θ
)1/θ

. (1.6)

Далее через MB
r
p,θ и MH

r
p,θ обозначим единичные шары пространств MBr

p,θ и MHr
p,θ со-

ответственно, т. е.
MB

r
p,θ := {f ∈ MBr

p,θ : ||f ||MBr
p,θ

≤ 1}, (1.7)

MH
r
p,θ := {f ∈ MHr

p,θ : ||f ||MHr
p,θ

≤ 1}. (1.8)

Множества MB
r
p,θ и MH

r
p,θ будем называть классами.

Заметим, что аналогичные MH
r
p,θ классы периодических функций многих переменных,

определяемые через Lp-нормы соответствующих двоичных “блоков” δs(f) рядов Фурье функ-
ции по кратной тригонометрической системе, рассматривались В.Н.Темляковым [7] с точки
зрения их наилучших m-членных приближений по кратной тригонометрической системе. При



254 С.А.Стасюк

этом установление оценок сверху сопровождалось конструктивным построением m-членных
приближающих агрегатов.

Согласно определениям (1.4)–(1.8) имеют место вложения

MB
r
p,1⊂ MB

r
p,θ1⊂ MB

r
p,θ2⊂ MB

r
p,∞ ≡ MH

r
p, 1 < θ1 < θ2 < ∞,

MH
r
p,1⊂ MH

r
p,θ1⊂ MH

r
p,θ2⊂ MH

r
p,∞ ≡ MH

r
p, 1 < θ1 < θ2 < ∞, (1.9)

MB
r
p,θ⊂ MH

r
p,θ, 1 ≤ θ < ∞. (1.10)

При d = 1 букву M в обозначениях классов будем опускать. В этом случае согласно опре-
делениям (1.5), (1.6), (1.8) вместо цепочки вложений (1.9) можем записать

H
r
p,θ ≡ H

r
p, 1 ≤ θ < ∞, d = 1. (1.11)

2. Приближения классов MHr
p,θ ступенчато-гиперболическими суммами

Фурье — Хаара

Рассмотрим множество
Qn :=

⋃

||s||1≤n

Ds,

которое называют ступенчатым гиперболическим крестом. Обозначив через #A количество
элементов конечного множества A, заметим, что имеет место соотношение (см., например, [4])

#Qn ≍ 2nnd−1. (2.1)

Функции f ∈ Lq([0, 1]
d) сопоставим ряд Фурье — Хаара

∞
∑

n=0

∑

||s||1=n

δs(f) (2.2)

и обозначим через SQn(f) ее ступенчато-гиперболическую сумму Фурье — Хаара или частич-
ную сумму Фурье — Хаара с носителем в множестве Qn, полагая

SQn(f) :=
∑

I∈Qn

cI(f)HI =
∑

||s||1≤n

δs(f). (2.3)

Для f ∈ Lq([0, 1]
d) определим

EQn(f)q := ||f − SQn(f)||q (2.4)

— величину приближения функции f частной суммой Фурье — Хаара SQn(f) в метрике про-
странства Lq([0, 1]

d).
Сформулируем и докажем теорему, в которой установлены порядковые оценки сверху для

величины
EQn(MH

r
p,θ)q := sup

f∈MH
r
p,θ

EQn(f)q.

Теорема 1. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, (1/p − 1/q)+ < r < 1, тогда

EQn(MH
r
p,θ)q ≪







2
−(r− 1

p
+ 1

q
)n
n
(d−1)

(
1
q
− 1

θ

)

+ , 1 ≤ p < q < ∞,

2−rn n
(d−1)

(
1
p0

− 1
θ

)

+ , 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, p 6= 1,

где p0 = min{p; 2}, a+ = max{a; 0}.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ MH
r
p,θ. При 1 ≤ p < q ≤ θ < ∞, используя неравен-

ство (1.3), неравенство Гельдера (с показателем θ/q), а также соотношение

∑

||s||1=k

1 ≍ kd−1, (2.5)

получим
∥

∥

∥

∥

∑

||s||1>n

δs(f)

∥

∥

∥

∥

q

≪

(

∑

||s||1>n

(

||δs(f)||p 2
( 1
p
− 1

q
)||s||1

)q
)1/q

=

( ∞
∑

k=n+1

∑

||s||1=k

(

2r||s||1||δs(f)||p

)q
2
−q||s||1(r−

1
p
+ 1

q
)
)1/q

≤

(

∞
∑

k=n+1

(

∑

||s||1=k

2r||s||1θ||δs(f)||
θ
p

)q/θ(
∑

||s||1=k

2
−||s||1(r−

1
p
+ 1

q
) qθ

θ−q

)
θ−q

θ

)1/q

≤ ||f ||MHr
p,θ

(

∞
∑

k=n+1

2−qk(r− 1
p
+ 1

q
)
(

∑

||s||1=k

1

)
θ−q

θ

)1/q

≤

(

∞
∑

k=n+1

2−qk(r− 1
p
+ 1

q
)
(

∑

||s||1=k

1

)
θ−q

θ

)1/q

≍

( ∞
∑

k=n+1

2−qk(r− 1
p
+ 1

q
)k(d−1) θ−q

θ

)1/q

≍ 2−(r− 1
p
+ 1

q
)nn(d−1)( 1

q
− 1

θ
). (2.6)

Из (2.6) заключаем, что ряд (2.2) сходится к функции f в пространстве Lq([0, 1]
d) и

EQn(f)q ≪ 2
−(r− 1

p
+ 1

q
)n
n
(d−1)( 1

q
− 1

θ
)
, 1 ≤ p < q ≤ θ < ∞. (2.7)

Если же 1 ≤ p < q < ∞, а 1 ≤ θ < q, то из (2.7) с учетом (1.9) получим

EQn(MH
r
p,θ)q ≤ EQn(MH

r
p,q)q ≪ 2−(r− 1

p
+ 1

q
)n.

Пусть теперь 1 < q = p < ∞. В случае θ ≥ p0 = min{p, 2}, используя неравенство (1.2),
неравенство Гельдера (с показателем θ/p0) и соотношение (2.5), имеем

∥

∥

∥

∥

∑

||s||1>n

δs(f)

∥

∥

∥

∥

p

≪

(

∑

||s||1>n

||δs(f)||
p0
p

)1/p0

=

(

∞
∑

k=n+1

∑

||s||1=k

(

2r||s||1||δs(f)||p

)p0
2−rp0||s||1

)1/p0

≤

(

∞
∑

k=n+1

(

∑

||s||1=k

2r||s||1θ||δs(f)||
θ
p

)p0/θ (
∑

||s||1=k

2
−r

θp0
θ−p0

||s||1

)

θ−p0
θ

)1/p0

≤ ||f ||MHr
p,θ

(

∞
∑

k=n+1

2−p0kr

(

∑

||s||1=k

1

)

θ−p0
θ

)1/p0

≪

( ∞
∑

k=n+1

2−p0krk(d−1)
θ−p0

θ

)1/p0

≍ 2−rnn
(d−1)( 1

p0
− 1

θ
)
. (2.8)

Из (2.8) с учетом замечания при получении неравенства (2.7) заключаем, что

EQn(f)p ≪ 2−rnn
(d−1)( 1

p0
− 1

θ
)
, 1 < q = p < ∞, θ ≥ p0. (2.9)

Если же 1 < q = p < ∞ и 1 ≤ θ < p0, то из (2.9) с учетом (1.9) получаем

EQn(MH
r
p,θ)p ≤ EQn(MH

r
p,p0)p ≪ 2−rn. (2.10)
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Для случая 1 ≤ q < p < ∞, 1 ≤ θ < ∞ вследствие неравенства || · ||q ≤ || · ||p и доказанных
выше неравенств (2.9) и (2.10) имеем

EQn(MH
r
p,θ)q ≤ EQn(MH

r
p,θ)p ≪ 2−rnn

(d−1)( 1
p0

− 1
θ
)+ .

Наконец, при 1 ≤ q < ∞, p = ∞, 1 ≤ θ < ∞ в силу вложения MH
r
∞,θ ⊂ MH

r
q+1,θ, а также

неравенств (2.9) и (2.10) получим

EQn(MH
r
∞,θ)q ≤ EQn(MH

r
∞,θ)q+1 ≤ EQn(MH

r
q+1,θ)q+1 ≪ 2−rnn(d−1)( 1

2
− 1

θ
)+ .

Теорема 1 доказана.

3. Наилучшее m-членное приближение классов MHr
p,θ

по тензорной системе Хаара

Пусть задана функция f ∈ Lq([0, 1]
d), 1 ≤ q ≤ ∞, и множество B = {gj ∈ Lq([0, 1]

d) : j =
1, 2, . . . }, spanB = Lq([0, 1]

d). Наилучшим m-членным приближением функции f по системе B

в пространстве Lq([0, 1]
d) называется величина

σm(f,B)q := inf
Λ⊂N

#Λ=m

inf
aj

∥

∥

∥
f −

∑

j∈Λ

ajgj

∥

∥

∥

q
, m = 1, 2, . . . . (3.1)

Для F ⊂ Lq([0, 1]
d) полагаем

σm(F,B)q := sup
f∈F

σm(f,B)q. (3.2)

Величина σm(f,B)2 была введена С.Б.Стечкиным [8] при формулировке критерия абсо-
лютной сходимости ряда из коэффициентов Фурье для f по ортонормированной системе B.
Далее, исследования как величин (3.1), так и величин (3.2) для тех или иных функцио-
нальных классов проводились в многочисленных работах (см., например, [4; 6; 9–15; 7], где
можно ознакомиться с более подробной информацией по данному вопросу, в частности, ка-
сательно приближения по кратной тригонометрической системе). Относительно исследования
величин (3.1) и (3.2) для систем Хаара H = {HI}I отметим работы [16–23].

Рассмотрим в (3.2) в качестве B тензорную систему Хаара H = {HI}I , а в качестве F —
классы MB

r
p,θ, а затем — классы MH

r
p,θ.

Итак, для классов MB
r
p,θ имеет место следующий результат.

Теорема A [22; 23]. Пусть 1 < p ≤ ∞, 1 < q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, 1/p < r < 1. Тогда для

любого m ≥ 2

σm(MB
r
p,θ,H)q ≍ m−r

(

logd−1
2 m

)r+ 1
2
− 1

θ
. (3.3)

Заметим, что при p = ∞ теорема A доказана в [22], а при 1 < p < ∞ — в [23].
Для более широких, чем MB

r
p,θ, классов MH

r
p,θ имеет место такой же, как и в теореме A,

результат. Сформулируем его.

Теорема 2. Пусть 1 < p ≤ ∞, 1 < q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, 1/p < r < 1. Тогда для любого

m ≥ 2

σm(MH
r
p,θ,H)q ≍ m−r

(

logd−1
2 m

)r+ 1
2
− 1

θ
. (3.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Установим сначала оценку сверху для величины σm(MH
r
p,θ,H)q.

При этом будет использоваться схема рассуждений, аналогичная той, которая применялась
А.В.Андриановым [18] при получении оценки сверху для величины σm(MH

r
p,H)q.
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По заданному m выберем n ∈ N, которое удовлетворяет соотношению

m ≍ 2nnd−1, (3.5)

и представим функцию f ∈ MH
r
p,θ в виде

f = SQn(f) +

∞
∑

k=n+1

∑

||s||1=k

δs(f) = SQn(f) +

∞
∑

k=n+1

∑

I∈∆Qk

cI(f)HI

= SQn(f) +

∞
∑

k=n+1

∑

||s||1=k

∑

I∈Ds

cI(f)HI , (3.6)

где ∆Qk := Qk\Qk−1.
Введем следующие обозначения

Nk := #{s ∈ N
d : ||s||1 = k}, k ∈ N,

Mk := [#{∆Qn}2
−η(k−n)], k > n,

где n ∈ N, а η > 0 — число, значение которого при 1 < p < ∞ будет уточнено позже.
Заметим, что

Nk ≍ kd−1, (3.7)

Mk ≍ 2nnd−12−η(k−n) (3.8)

вследствие (2.5) и (2.1) соответственно.
Дальше, отталкиваясь от представления (3.6), опишем процедуру построения полино-

ма Pm, которым будем приближать функцию f .
Для каждого k = n + 1, n + 2, . . . и s : ||s||1 = k найдем

[

Mk/Nk

]

наибольших по модулю
коэффициентов cI(f), I ∈ Ds, в сумме

∑

I∈Ds

cI(f)HI , (3.9)

содержащейся в представлении (3.6).
Поскольку для функций Хаара (одной переменной) HIj с |Ij | = 2−kj , kj = 0, 1, . . . , при

любом p ∈ [1;∞) и произвольных действительных aIj имеет место равенство [24]

∥

∥

∥

∥

∑

|Ij |=2−kj

aIjHIj

∥

∥

∥

∥

p

= 2
kj(

1
2
− 1

p
)
(

∑

|Ij |=2−kj

|aIj |
p

)1/p

,

то для функций HI таких, что I ∈ Ds, ||s||1 = k, имеем

||δs(f)||p = 2||s||1(
1
2
− 1

p
)
(

∑

I∈Ds

|cI(f)|
p

)1/p

=

(

∑

I∈Ds

|cI(f)|
p

)1/p

2−k( 1
p
− 1

2
). (3.10)

Соответствующие (3.10) равенства для p = ∞ будут иметь следующий вид:

||δs(f)||∞ = 2||s||1/2 max
I∈Ds

|cI(f)| = 2k/2 max
I∈Ds

|cI(f)|. (3.11)

Далее, вследствие (1.8) (1.6) и (3.10), для 1 < p < ∞ можем записать

1 ≥

(

∑

||s||1=k

(

2r||s||1||δs(f)||p

)θ
)1/θ

= 2
k(r− 1

p
+ 1

2
)
(

∑

||s||1=k

(

∑

I∈Ds

|cI(f)|
p

)θ/p )1/θ

. (3.12)
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Если же p = ∞, то вследствие (1.8), (1.6) и (3.11) имеем

1 ≥

(

∑

||s||1=k

(

2r||s||1||δs(f)||∞

)θ
)1/θ

= 2k(r+
1
2
)

(

∑

||s||1=k

max
I∈Ds

|cI(f)|
θ

)1/θ

. (3.13)

Итак, для каждого k = n + 1, n + 2, . . . и s: ||s||1 = k выделим
[

Mk/Nk

]

таких слагае-
мых cI(f)HI из (3.9) (и одновременно из (3.6)), которым соответствуют наибольшие значения
|cI(f)|. По такому же принципу выделяем

[

Mk/Nk

]

слагаемых |cI(f)|
p из суммы

∑

I∈Ds
|cI(f)|

p

в (3.12) при 1 < p < ∞. Отметим, что в результате проделанной процедуры каждое из остав-
шихся в (3.12) слагаемых |cI(f)|

p, 1 < p < ∞, а также каждый из коэффициентов, оставшихся
в (3.6) и (3.9) слагаемых cI(f)HI , в силу (3.12) и (3.13) будет удовлетворять соотношению

|cI(f)| ≪ 2
−k(r− 1

p
+ 1

2
)
(

Nk

Mk

)1/p

k−
d−1
θ , 1 < p ≤ ∞. (3.14)

Искомый полином Pm будет состоять из заданной формулой (2.3) суммы SQn(f) и всех
тех слагаемых cI(f)HI из (3.6), которые выделены в результате описанной выше процедуры.
Убедимся, что количество слагаемых cI(f)HI построенного полинома Pm равно по порядку m.
Действительно, принимая во внимание (2.1), (3.7), (3.8) и (3.5), имеем

#Qn +
∞
∑

k=n+1

[

Mk

Nk

]

kd−1 ≍ 2nnd−1 + 2nnd−1
∞
∑

k=n+1

2−η(k−n) ≍ 2nnd−1 ≍ m.

Покажем, что построенный полином Pm реализует оценку сверху в (3.4). В силу теоремы
Литтлвуда — Пэли, а также соотношений (3.6), (3.14), (3.7), (3.8), (2.5) получаем

||f − Pm||q ≍

∥

∥

∥

∥

(

∑

I

|cI(f − Pm)|2 |HI |
2

)1/2∥
∥

∥

∥

q

≪

∥

∥

∥

∥

( ∞
∑

k=n+1

∑

I∈∆Qk

2
−2k(r− 1

p
+ 1

2
)
k−

2(d−1)
θ

(

Nk

Mk

)2/p

H2
I

)1/2∥
∥

∥

∥

q

=

∥

∥

∥

∥

( ∞
∑

k=n+1

2
−2k(r− 1

p
+ 1

2
)
k−

2(d−1)
θ

(

Nk

Mk

)2/p

2k
∑

I∈∆Qk

χI

)1/2∥
∥

∥

∥

q

≪

( ∞
∑

k=n+1

2−2k(r− 1
p
)k−

2(d−1)
θ

(

kd−1

Mk

)2/p

χ[0,1]d

∑

||s||1=k

1

)1/2

≍

( ∞
∑

k=n+1

2−2k(r− 1
p
)
(

kd−1

Mk

)2/p

k(d−1)(1− 2
θ
)

)1/2

≍

( ∞
∑

k=n+1

2
−2k(r− 1

p
)
2
kη 2

p
−(η+1) 2n

p n
− 2

p
(d−1)

k
(d−1)(1− 2

θ
+ 2

p
)
)1/2

= 2−(η+1)n
p n− d−1

p

( ∞
∑

k=n+1

2−2k(r− 1
p
− η

p
)k(d−1)(1− 2

θ
+ 2

p
)
)1/2

, (3.15)

где через χA обозначен индикатор множества A ⊂ R
d.

Поскольку 1/p < r < 1, то очевидным является существование такого η > 0, для которого
будет верным неравенство r − 1/p − η/p > 0. Поэтому при таком η из (3.15), учитывая (3.5),
имеем

σm(MH
r
p,θ,H)q ≪ 2−(η+1)n

p n− d−1
p

(

2−2n(r− 1
p
− η

p
)n(d−1)(1− 2

θ
+ 2

p
)
)1/2
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= 2−rnn(d−1)( 1
2
− 1

θ
) ≍ m−r

(

logd−1
2 m

)r+ 1
2
− 1

θ
.

Оценка сверху установлена.
Оценка снизу в (3.4) следует из (3.3) вследствие вложения (1.10).
Теорема 2 доказана.

4. Замечания и комментарии к полученным результатам

З а м е ч а н и е 1. Для классов MH
r
p утверждения, аналогичные теоремам 1 и 2, ранее

доказаны А.В. Андриановым [18].
З а м е ч а н и е 2. При d = 1 результаты, содержащиеся в теоремах 1 и 2, известны

(см. [18]). Констатация этого факта основана на (1.11).

З а м е ч а н и е 3. Оценка снизу в теореме 2, как видно из доказательства, справедлива
при 0 < r < 1. Это с учетом неравенства σm(f,H)q ≤ EQn(f)q при m = #Qn позволяет записать

Следствие. Пусть 2 ≤ p ≤ ∞, 1 < q < ∞, q ≤ p, 2 ≤ θ < ∞, 0 < r < 1, m = #Qn, тогда

σm(MH
r
p,θ,H)q ≍ EQn(MH

r
p,θ)q ≍ 2−rn n(d−1)( 1

2
− 1

θ ).

З а м е ч а н и е 4. В.С. Романюком [25] установлено (как следствие одного результата
для произвольного натурального d), что при d = 1, 1 ≤ p < ∞, 1 < q ≤ ∞, (1/p − 1/q)+ < r <
1/p имеет место оценка

σm(Hr
p,H)q ≍ m−r,

которая при допустимых следствием ограничениях на параметры p, q c учетом условия m =
#Qn содержится в этом следствии.

В заключение выражаем искреннюю благодарность рецензенту за ценные советы и заме-
чания, которые способствовали улучшению изложения материала работы.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 21 № 4 2015

УДК 519.65

О РАВНОМЕРНЫХ КОНСТАНТАХ ЛЕБЕГА ЛОКАЛЬНЫХ

ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ СПЛАЙНОВ С РАВНООТСТОЯЩИМИ УЗЛАМИ1

Е.В.Стрелкова, В.Т.Шевалдин

Для линейного дифференциального оператора Lr произвольного порядка r с постоянными коэффи-

циентами, характеристический многочлен которого имеет только действительные и попарно различные

корни, изучаются константы Лебега (нормы линейных операторов из C в C) локальных экспоненци-

альных сплайнов с равномерным расположением узлов, соответствующих этому оператору, построенных

авторами в предыдущих работах. В частности, для оператора L3 = D(D2 − β2) (β > 0) третьего порядка

вычислены точно константы Лебега для двух видов локальных сплайнов, и произведено их сравнение с

константами Лебега интерполяционных экспоненциальных сплайнов.

Ключевые слова: константы Лебега, экспоненциальные сплайны, линейный дифференциальный опера-

тор.

E. V. Strelkova, V.T Shevaldin. On uniform Lebesgue constants of local exponential splines with equidistant

knots.

For a linear differential operator Lr of arbitrary order r with constant coefficients and real pairwise different

roots of the characteristic polynomial, we study Lebesgue constants (the norms of linear operators from C to C)

of local exponential splines corresponding to this operator with a uniform arrangement of knots; such splines were

constructed by the authors in earlier papers. In particular, for the third-order operator L3 = D(D2−β2) (β > 0),
we find the exact values of Lebesgue constants for two types of local splines and compare these values with

Lebesgue constants of exponential interpolation splines.

Keywords: Lebesgue constants, exponential splines, linear differential operator.

Введение

Вначале кратко изложим известные результаты (см. [1]), касающиеся существования и
единственности интерполяционных L-сплайнов на всей числовой оси.

Пусть Lr = Lr(D) (r ∈ N, D — символ дифференцирования) — произвольный линейный
дифференциальный оператор r-го порядка с постоянными действительными коэффициентами
(старший коэффициент полагаем равным 1). Он может быть записан в виде

Lr = Lr(D) =

k
∏

s=1

(D2 − 2γsD + γ2s + α2
s)

r−2k
∏

j=1

(D − βj), (0.1)

где αs, βj и γs — некоторые действительные числа (при k = 0 первое произведение в этом
равенстве отсутствует), причем можно считать, что αs > 0 (s = 1, k). Нам понадобится также
оператор

Lr+1(D) = DLr(D).

Пусть

∆
Lr+1

h f(x) = (T −E)
k
∏

s=1

(T 2 − 2Teγsh cosαsh+ e2γshE)
r−2k
∏

j=1

(T − eβjhE)f(x)

1Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-11-00702).
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— обобщенная конечная разность с шагом h > 0, соответствующая оператору Lr+1, определен-
ная на множестве функций f : R → R. Здесь Tf(x) = f(x+h) и E — тождественный оператор.
Ее можно привести к виду

∆
Lr+1

h f(x) =
r+1
∑

s=0

(−1)r+1−sµ(r+1)
s f(x+ sh),

где µ
(r+1)
s (s = 0, r + 1) — коэффициенты при степенях x в многочлене

pr+1(x) = (x− 1)
k
∏

s=1

(x2 − 2xeγsh cosαsh+ e2γsh)
r−2k
∏

j=1

(x− eβjh).

Пусть ϕr+1 — решение линейного однородного дифференциального уравнения Lr+1(D)f = 0,

удовлетворяющее условиям ϕ
(j)
r+1(0) = δj,r (j = 0, r), где δj,r — символ Кронекера. Введем

функцию

Rr+1(t) =
r+1
∑

j=0

(−1)j
r+1
∑

s=j

(−1)r+1−sµ(r+1)
s ϕr+1((s− 1 + j − t)h) (0 ≤ t ≤ 1).

Из [1] следует, что эта функция удовлетворяет равенству Rr+1(1) = −Rr+1(0). Кроме того, в [1]
доказано, что при 0 < h < h0 = π/max1≤s≤k αs эта функция на полуинтервале [0; 1) имеет
только одну точку экстремума (обозначим ее через θ1) и ровно один нуль (обозначим его
через θ2), причем этот нуль простой. Пусть S(Lr+1, α) — множество L-сплайнов S ∈ C(r−1)(R)
порядка r + 1 (минимального дефекта), соответствующих оператору Lr+1, с равномерными
узлами (l + α)h (l ∈ Z), где α — фиксированное число, 0 ≤ α < 1. То есть любая функция
S ∈ S(Lr+1, α) такова, что функция S(r−1) локально абсолютно непрерывна и для любого l ∈ Z

имеет место равенство

Lr(D)S((l − 1)h + t) = Zl, αh ≤ t < (α+ 1)h,

где Zl — некоторые константы. Сетка узлов {(l+ α)h}l∈Z называется сеткой узлов сплайна S.
Пусть M > 0 и

Y = {y = {yl}l∈Z : sup
l

|∆Lr

h yl| ≤ M},

где

∆Lr

h yl =

k
∏

s=1

(T 2 − 2Teγsh cosαsh+ e2γshE)

r−2k
∏

j=1

(T − eβjhE)yl

— обобщенная конечная разность с шагом h > 0, соответствующая оператору Lr, определенная
на пространстве последовательностей {yl}l∈Z (при этом Tyl = yl+1).

Теорема A [1; 2]. Пусть 0 < h < h0 = π/max1≤s≤k αs. Для любой последовательности

y ∈ Y существует только один L-сплайн S ∈ S(Lr+1, α), удовлетворяющий условиям

S(lh) = yl (l ∈ Z), (0.2)

тогда и только тогда, когда α 6= θ2.

Для оператора Lr = Dr (приводящего к интерполяционным полиномиальным сплайнам на
всей оси R) теорема A установлена Дж.Албергом, Э.Нильсоном и Дж.Уолшем [3] и Ю.Н.Суб-
ботиным [4]. В случае оператора Lr =

∏r
j=1(D − βj) (т. е. при k = 0) теорема A доказана

Ч.Мичелли [5] (другое доказательство предложил И.Шенберг [6]). Отметим, что в [2] по-
лучены и более общие результаты в задачах существования и единственности обобщенных
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интерполяционных L-сплайнов, указано их применение в ряде экстремальных задач теории
приближения функций и приведена более полная библиография по данной тематике.

Поскольку из [1] следует, что при 0 < h < h0 = π/max1≤s≤k αs числа θ1 и θ2 не совпадают,
то согласно теореме A на полуинтервале [0; 1) существует ровно одна “плохая” точка α = θ2, в
которой задача интерполяции (0.2) неразрешима. Возникает естественный вопрос: а какая из
остальных точек полуинтервала [0; 1) предпочтительнее остальных? Последующие исследова-
ния, в частности, второго автора [7] и С.И.Новикова [8] показали, что такой точкой является
α = θ1. Следует отметить, что если оператор Lr является формально самосопряженным (т. е.
удовлетворяет равенству Lr(−D) = (−1)rLr(D)), то при четном r : θ1 = 1/2, θ2 = 0, а при
нечетном r : θ1 = 0, θ2 = 1/2.

Для функции f : R → R положим yl = f(lh) (l ∈ Z). Интерполяционный L-сплайн S(x) =
S(f, x) ∈ S(Lr+1, α) задает линейный метод аппроксимации функции f на оси R. Одной из
характеристик устойчивости метода S является поведение равномерной нормы оператора S
(как оператора, действующего из пространства C непрерывных на всей оси R функций в C),
а именно, величины

L1 = L1(Lr+1, α) = ‖S‖CC = sup
‖f‖C≤1

‖S(f, ·)‖C .

Число L1 называется константой Лебега метода S. Важной задачей является ее вычисление
при любом α 6= θ2. Чем меньше такая константа, тем больше устойчивость сплайна к измене-
нию аппроксимативных условий.

Для интерполяционных полиномиальных сплайнов (т. е. в случае оператора Lr+1 = Dr+1)
с выбором α = 0, если r нечетно, и α = 1/2, если r четно, различными вопросами, связанными
с вычислением или оценкой сверху констант Лебега L1(D

r+1, α) (как в случае периодиче-
ских функций, так и в непериодическом случае) занимались многие математики: Ф.Шурер и
Е.В.Чини [9], А.А.Женсыкбаев [10], Ф.Ричардс [11], Ю.Н.Субботин и С.А.Теляковский [12;
13] и др. Для интерполяционных полиномиальных сплайнов на оси R выделим утверждение,
полученное Ф.Ричардсом в 1975 году.

Теорема B [11]. Пусть α = 0, если r нечетно, и α = 1/2, если r четно. Тогда имеет

место асимптотическое равенство

L1(D
r+1, α) =

2

π
ln r +

4

π

(

ln
4

π
+

γ

2

)

+ o(1) (r → ∞),

где γ — постоянная Эйлера. Кроме того, L1(D
3, 1/2) =

√
2.

Для L-сплайнов с равномерными узлами задачи нахождения или оценки констант Лебе-
га рассматривались для линейных дифференциальных операторов с постоянными коэффи-
циентами, характеристические многочлены которых имели только действительные корни, и
обязательно при α = θ1 (см. [14–19]). Для линейного формально самосопряженного диффе-
ренциального оператора вида

L2m+1 = L2m+1(D) = D

m
∏

j=1

(D2 − β2
j ), βj ∈ R,

Х.Г.Морше [15] и В.А.Ким [18] нашли два явных выражения для величины L1(D
2m+1, 1/2),

отличающиеся по форме записи. При этом Х. Г.Морше был получен аналог теоремы B.

Теорема C [15]. Пусть

τm =
2

π
+

4

π

m
∑

j=1

1

β2
j + π2

.

Тогда в случае, если τm → ∞ (при m → ∞), имеет место асимптотическое равенство

L1

(

L2m+1,
1

2

)

=
2

π

(

ln τm + ln
8

π
+ γ

)

+O(τ−2
m ) (m → ∞).
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Если же последовательность {τm}∞m=1 сходится, то последовательность констант Лебега

L1(L2m+1, 1/2) тоже сходится.

В настоящей работе мы начинаем исследование констант Лебега неинтерполяционных ло-
кальных L-сплайнов с равномерными узлами, построенных авторами в предыдущих работах
(см., например, [20;21] и определения в следующих разделах) в случае, когда характеристиче-
ский многочлен соответствующего линейного дифференциального оператора L имеет только
действительные и попарно различные корни. Такие L-сплайны называются экспоненциальны-
ми. Для них нам не удалось получить аналоги теорем B и C. В разд. 1 (см. далее теорему 1) до-
казано, что константы Лебега локальных экспоненциальных сплайнов (см. определения ниже)
ограничены при h → 0. Кроме того, в разд. 2 и 3 в случае оператора L3(D) = D(D2−β2) такие
константы Лебега вычислены только для двух видов локальных экспоненциальных сплайнов.
В данной работе развиты результаты авторов для параболических локальных сплайнов, полу-
ченные в [22].

1. Локальные экспоненциальные сплайны произвольного порядка

Вначале кратко изложим общую схему построения локальных экспоненциальных сплайнов
с равноотстоящими узлами (см. [20; 21]).

Пусть Lr = Lr(D) — линейный дифференциальный оператор r-го порядка вида (0.1), у
которого все корни характеристического многочлена являются действительными (в опреде-
лении (0.1) полагаем k = 0) и попарно различными (βj 6= βs, если s 6= j). Такой оператор
записывается в виде

Lr = Lr(D) =

r
∏

j=1

(D − βj). (1.1)

Обобщенная конечная разность ∆Lr

h f(x), определенная на множестве функций f : R → R,
соответствующая оператору Lr (она обращается в нуль на функциях из ядра этого оператора),
представляется в виде

∆Lr

h f(x) =

r
∏

j=1

(T − eβjhE)f(x) =

r
∑

s=0

(−1)r−sµ(r)
s f(x+ sh),

где µ
(r)
r = 1, µ

(r)
r−1 =

∑r
j=1 e

βjh, . . . , µ
(r)
0 =

∏r
j=1 e

βjh. Пусть ϕr — решение линейного одно-

родного уравнения Lr(D)f = 0, удовлетворяющее условиям ϕ
(j)
r (0) = δj,r−1 (j = 0, r − 1).

B-L-сплайн B(x) = BLr(x) (базисный сплайн для оператора Lr) с носителем suppBLr = [0; rh]
и узлами 0, h, 2h, . . . , rh определяется формулой

B(x) = BLr(x) = ∆Lr

h ϕr((x− rh)+), (1.2)

где t+ = max{0, t}. Для произвольного числа α : 0 ≤ α < 1 и любой функции f : R → R

положим
yj+α = f((j + α)h) (j ∈ Z)

и рассмотрим систему функционалов

Ij = Ij(α) = c1yj+α + c2yj+α+1 + · · ·+ cryj+α+r−1 (j ∈ Z, cs ∈ R (s = 1, r)).

Локальный экспоненциальный сплайн, задающий линейный метод приближения функции f ,
определяется формулой

SLr(x) = SLr(f, x) =
∑

j∈Z

IjBLr(x− jh) (x ∈ R). (1.3)
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Таким образом, сетка узлов {(j + α)h}j∈Z функции f , для которой строится аппроксимирую-
щий ее сплайн, сдвинута на величину αh относительно сетки узлов {jh}j∈Z самого сплайна SLr .
Неизвестные числа cs (s = 1, r) выбираются таким образом, чтобы имели место следующие
равенства:

SLr(e
βj ·, x) = eβjx, j = 1, r (x ∈ R).

В [20] установлено, что если все действительные числа βj (j = 1, r) попарно различны, то
для любого числа α : 0 ≤ α < 1 такой выбор может быть осуществлен единственным обра-
зом, причем для определения чисел cs (s = 1, r) указана невырожденная система r линейных
алгебраических уравнений

r
∑

s=1

cse
βj(s−1)h = eβj(r−1−α)h

r
∏

k=1
k 6=j

βj − βk
eβjh − eβkh

(j = 1, r). (1.4)

Построенные локальные экспоненциальные сплайны обладают хорошими аппроксимативны-
ми, формосохраняющими и сглаживающими свойствами [20], несмотря на то что они не яв-
ляются интерполяционными (т. е. SLr((j + α)h) 6= f((j + α)h) (j ∈ Z)). Рассматривая SLr как
оператор, действующий из пространства C непрерывных на всей оси функций в простран-
ство C, определим его равномерную норму при помощи равенства

L2 = L2(Lr, α) = ‖SLr‖
C
C = sup

‖f‖C≤1
‖SLr(f, ·)‖C .

Величину L2(Lr, α) будем называть константой Лебега локального экспоненциального сплайна
SLr(f, x) и поставим вопрос о ее точном вычислении или оценке сверху.

Теорема 1. Пусть числа βj (j = 1, r) действительны и попарно различны. Тогда для

любого α : 0 ≤ α < 1 имеет место равенство

L2(Lr, α) = O(1) (h → 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В [21, теорема 1.6] было доказано следующее равенство:

max
x∈[0;rh]

|BLr(x)| = O(hr−1) (h → 0).

Е.Г.Пыткеев [23, теорема 1] доказал, что

cs = cs(h) = O(h−(r−1)) (h → 0).

Поэтому из определения (1.3) сплайна SL3(f, x) выводим равенство

‖SLr‖
C
C = O(1) (h → 0).

Теорема 1 доказана. �

З а м е ч а н и е 1. Интересно выяснить поведение величин L2(Lr, α) при r → ∞ и срав-
нить полученные результаты с утверждениями теорем B и C.

2. Локальные экспоненциальные сплайны оператора

L3(D) = D(D2 − β
2) (β > 0), сохраняющие его ядро

В данном разделе сохраним обозначения разд. 1 и в равенстве (1.1) положим r = 3, β1 = 0,
β2 = β, β3 = −β (β > 0), и пусть α = 1/2.
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Теорема 2. Для оператора L3 = L3(D) = D(D2 − β2) (β > 0) имеет место равенство

L2

(

L3,
1

2

)

=
e2βh + 2e

3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1

(e
βh

2 + 1)2(1 + eβh)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для оператора L3(D) функции из разд. 1 имеют следующий
вид:

ϕ3(x) =
1

β2
(ch βx− 1),

∆L3
h f(x) = f(x+ 3h)− (1 + eβh + e−βh)f(x+ 2h) + (1 + eβh + e−βh)f(x+ h)− f(x),

BL3(x) =
1

β2























ch βx− 1, x ∈ [0;h],

2 ch βh−
eβ(x−h)(1 + e−βh) + e−β(x−h)(1 + eβh)

2
, x ∈ [h; 2h],

ch β(x− 3h) − 1, x ∈ [2h; 3h],

(2.1)

причем

max
x∈[0;3h]

BL3(x) = BL3

(3h

2

)

=
(e

βh

2 − 1)2(1 + e
βh

2 + eβh)

β2eβh
.

Решая систему (1.4) линейных алгебраических уравнений при α = 1/2, выводим следующие
равенства (см. [24]):

c1 = c3 = −
β2e2βh(e

βh

2 − 1)2

(eβh − 1)4(1 + eβh)
,

c2 =
β2eβh(e

βh

2 − 1)2(e2βh + 2e
3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1)

(eβh − 1)4(1 + eβh)
.

Положим x = t + 3h/2 и ˜BL3(t) = BL3(x − 3h/2). Тогда носитель supp ˜BL3 = [−3h/2; 3h/2], и
при t ∈ [(l − 1/2)h; (l + 1/2)h] (l ∈ Z) формула (1.3) может быть записана в виде

˜SL3(t) = SL3

(

f, t+
3h

2

)

= ˜Il−1
˜BL3(t− (l − 1)h) + ˜Il ˜BL3(t− lh) + ˜Il+1

˜BL3(t− (l + 1)h), (2.2)

где ˜Il = c1ỹl−1 + c2ỹl + c3ỹl+1, ỹl = f(lh) (l ∈ Z). Следовательно, с учетом (2.1) при
t ∈ [(l − 1/2)h; (l + 1/2)h] (l ∈ Z) имеем

˜SL3(t) =
1

β2

{

(c1ỹl−2 + c2ỹl−1 + c3ỹl)
(

ch β
(

t− (l − 1)h −
3h

2

)

− 1
)

+ (c1ỹl−1 + c2ỹl + c3ỹl+1)
(

2 ch βh−
(1 + e−βh)eβ(t−lh+h

2
)

2
−

(1 + eβh)e−β(t−lh+h
2
)

2

)

+ (c1ỹl + c2ỹl+1 + c3ỹl+2)
(

ch β
(

t− (l + 1)h+
3h

2

)

− 1
)}

.

Для доказательства теоремы 2 можно, не ограничивая общности, положить l = 0 и считать,
что |yj| ≤ 1 (j ∈ Z). Тогда при t ∈ [−h/2;h/2] функция ˜SL3(t) может быть представлена в виде

˜SL3(t) =
eβh(e

βh

2 − 1)2

(eβh − 1)4(1 + eβh)

{

ỹ−2q1(t) + ỹ−1q2(t) + ỹ0q3(t) + ỹ1q4(t) + ỹ2q5(t)
}

, (2.3)

где

q1(t) = −eβh
(

ch β
(

t−
h

2

)

− 1
)

,
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q2(t) = (e2βh + 2e
3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1)
(

ch β
(

t−
h

2

)

− 1
)

− eβh
(

2 ch βh−
eβ(t+

h
2
) + eβ(t−

h
2
) + e−β(t+h

2
) + e−β(t−h

2
)

2

)

,

q3(t) = (e2βh + 2e
3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1)
(

2 ch βh−
eβ(t+

h
2
) + eβ(t−

h
2
) + e−β(t+h

2
) + e−β(t−h

2
)

2

)

− eβh
(

ch β
(

t−
h

2

)

− 1
)

− eβh
(

ch β
(

t+
h

2

)

− 1
)

,

q4(t) = (e2βh + 2e
3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1)
(

ch β
(

t+
h

2

)

− 1
)

− eβh
(

2 ch βh−
eβ(t+

h
2
) + eβ(t−

h
2
) + e−β(t+h

2
) + e−β(t−h

2
)

2

)

,

q5(t) = −eβh
(

ch β
(

t+
h

2

)

− 1
)

.

Для любой непрерывной на всей числовой оси R функции f такой, что ‖f‖C ≤ 1, из (2.3)
выводим оценку

|˜SL3(t)| ≤
eβh(e

βh
2 − 1)2

(eβh − 1)4(1 + eβh)

{

|q1|+ |q2|+ |q3|+ |q4|+ |q5|
}

, t ∈
[

−
h

2
;
h

2

]

. (2.4)

Таким образом, доказательство теоремы 2 сводится к изучению знаков функций qs(t) (s = 1, 5)
на отрезке [−h/2;h/2]. Ясно, что

q1(t) ≤ 0, q5(t) ≤ 0 (t ∈ R).

Исследуем функцию q2(t) при −h/2 ≤ t ≤ h/2. Представим эту функцию в виде

q2(t) = A1e
βt + C1e

−βt +B1 = e−βt(A1τ
2 +B1τ + C1),

где τ = eβt и

A1 = e−
βh

2
(

2e2βh + 2e
3
2
βh + 5eβh + 2e

βh

2 + 1
)

> 0,

C1 = e
βh

2
(

e2βh + 2e
3
2
βh + 5eβh + 2e

βh

2 + 2
)

> 0,

B1 = −
(

2e2βh + 2e
3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 2
)

< 0.

Легко проверяется, что q2(−h/2) > 0, q2(0) > 0, q2(h/2) < 0. Следовательно, уравнение
q2(t) = 0 имеет на отрезке [−h/2;h/2] единственный корень t1 > 0, причем

eβt1 =
−B1 −

√
D1

2A1
,

где D1 = 2e4βh + 2e
7
2
βh + e3βh − 2e

5
2
βh − 6e2βh − 2e

3
2
βh + eβh + 2e

βh

2 + 2 > 0.
Аналогично исследуется функция q4(t) на отрезке [−h/2;h/2]. Имеем q4(−h/2) < 0,

q4(0) > 0, q4(h/2) > 0 и

q4(t) = A2e
βt + C2e

−βt +B2 = e−βt(A2τ
2 +B2τ + C2),

где τ = eβt и

A2 = e
βh

2
(

e2βh + 2e
3
2
βh + 5eβh + 2e

βh

2 + 2
)

> 0,

C2 = e−
βh

2
(

2e2βh + 2e
3
2
βh + 5eβh + 2e

βh

2 + 1
)

> 0,
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B2 = −
(

2e2βh + 2e
3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 2
)

< 0.

Поэтому уравнение q4(t) = 0 имеет на отрезке [−h/2;h/2] единственный корень t2 < 0, причем

eβt2 =
−B2 +

√
D2

2A2
,

где D2 = D1. Таким образом, получаем неравенство

−
h

2
< t2 < 0 < t1 <

h

2
.

Кроме того, из проведенного исследования легко понять, что функция q2(t) меняет знак в
точке t1 с плюса на минус, а функция q4(t) — в точке t2 с минуса на плюс.

Осталось исследовать функцию q3(t). Заметим, что эта функция четная (относительно
t = 0) и q3(0) > 0, q3(h/2) > 0. Кроме того, имеет место равенство

q3(t) = A3e
βt + C3e

−βt +B3 = e−βt(A3τ
2 +B3τ + C3),

где τ = eβt и

A3 = −
e

βh
2

2
−

e
3
2
βh

2
− (e2βh + 2e

3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1) ch
βh

2
< 0.

Значит, функция q3(t) выпукла вверх на отрезке [−h/2;h/2] и q3(t) > 0 при t ∈ [−h/2;h/2].
Обозначим выражение в правой части неравенства (2.4) через Q(t). С учетом проведенного
анализа знаков функций qs(t) (s = 1, 5) получаем, что

Q(t) =
eβh(e

βh
2 − 1)2

(eβh − 1)4(1 + eβh)































Q1(t), −
h

2
≤ t ≤ t2,

Q2(t), t2 ≤ t ≤ t1,

Q3(t), t1 ≤ t ≤
h

2
,

где
Q1(t) = −q1(t) + q2(t) + q3(t)− q4(t)− q5(t),

Q2(t) = −q1(t) + q2(t) + q3(t) + q4(t)− q5(t),

Q3(t) = −q1(t)− q2(t) + q3(t) + q4(t)− q5(t).

Элементарные вычисления показывают, что

Q1(t) = (−e
5
2
βh − 2e2βh − 4e

3
2
βh − 2eβh − e

βh

2 )eβt + (−e
3
2
βh − 2eβh − 4e

βh

2 − 2− e−
βh

2 )e−βt

+ e3βh + 2e
5
2
βh + 4e2βh + 2e

3
2
βh + 2eβh + 2e

βh

2 + 4 + 2e−
βh

2 + e−βh,

Q2(t) =
(3

2
e

3
2
βh+

3

2
e

βh

2

)

eβt+
(3

2
e

3
2
βh+

3

2
e

βh

2

)

e−βt+e3βh+2e
5
2
βh−2e

3
2
βh−6eβh−2e

βh

2 +2e−
βh

2 +e−βh,

Q3(t) = (−e
3
2
βh − 2eβh − 4e

βh

2 − 2− e−
βh

2 )eβt + (−e
5
2
βh − 2e2βh − 4e

3
2
βh − 2eβh − e

βh

2 )e−βt

+ e3βh + 2e
5
2
βh + 4e2βh + 2e

3
2
βh + 2eβh + 2e

βh

2 + 4 + 2e−
βh

2 + e−βh.

Легко понять, что функция Q2(t) четна относительно t = 0, Q1(−t) = Q3(t), Q′
1(t) < 0 при

−h/2 < t ≤ 0, Q′
3(t) > 0 при 0 ≤ t < h/2, Q′

2(t) > 0 при 0 ≤ t ≤ h/2. Таким образом,

max
t∈[−h

2
;h
2
]
Q(t) = Q

(h

2

)

= Q
(

−
h

2

)

=
eβh(e

βh

2 − 1)2

(eβh − 1)4(1 + eβh)
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× (e2βh + 2e
3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1)(eβh + e−βh − 2) =
e2βh + 2e

3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1

(e
βh

2 + 1)2(1 + eβh)
. (2.5)

Напомним, что через Q(t) было обозначено выражение в правой части неравенства (2.4). Из
(2.2), (2.4) и (2.5) получим неравенство

∣

∣

∣
SL3

(

f, t+
h

2

)∣

∣

∣
≤

e2βh + 2e
3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1

(e
βh

2 + 1)2(1 + eβh)
, t ∈

[(

l −
1

2

)

h;
(

l +
1

2

)

h
]

(l ∈ Z). (2.6)

Из приведенного доказательства следует, что на классе непрерывных на всей числовой оси R

функций f таких, что ‖f‖C ≤ 1, неравенство (2.6) является точным в том смысле, что знак
равенства в нем при t = (l − 1/2)h реализуется, если

ỹl−2 = −1, ỹl−1 = 1, ỹl = 1, ỹl+1 = −1, ỹl+2 = −1,

а при t = (l + 1/2)h, если

ỹl−2 = −1, ỹl−1 = −1, ỹl = 1, ỹl+1 = 1, ỹl+2 = −1.

Напомним, что ỹl = f(lh) (l ∈ Z). Следовательно, из (2.6) выводим равенство

sup
‖f‖C≤1

‖SL3(f, ·)‖C =
e2βh + 2e

3
2
βh + 4eβh + 2e

βh

2 + 1

(e
βh

2 + 1)2(1 + eβh)
.

Теорема 2 доказана. �

З а м е ч а н и е 2. При β → 0 предельным случаем экспоненциальных сплайнов SL3(f, x)
являются локальные параболические сплайны, точные на алгебраических многочленах второй
степени. Такие сплайны изучал Н.П.Корнейчук [25]. Точнее, им были указаны коэффициенты
c1 = c3 = −1/8h2, c2 = 5/4h2 (сравните с коэффициентами функционала Ij в теореме 2) и
исследованы аппроксимативные свойства таких сплайнов на соболевских классах дифферен-
цируемых функций. Константа Лебега локальных параболических сплайнов L2(D

3, 1/2) была
вычислена в [22] и оказалась равной 1.25. Заметим, что из теоремы 2 также следует, что при
β → 0 величина L2(L3, 1/2) → 1.25.

З а м е ч а н и е 3. Для константы Лебега L2(L3, 1/2) в теореме 2 при любых β > 0 и
h > 0 справедлива оценка сверху

L2

(

L3,
1

2

)

= 1 +
2eβh

(e
βh

2 + 1)2(1 + eβh)
≤ 1.25.

Возвращаясь к интерполяционным сплайнам третьего порядка (см. обозначения во введении),
отметим, что для оператора L3(D) = D(D2 − β2) (β > 0) В.А.Ким [16] доказал, что

L1

(

L3,
1

2

)

=
(1 + e−

βh

2 )(1 + e
βh

2 )
√

(1 + e
βh

2 )2 + (1 + e−
βh

2 )2
=

e
βh

2 + 1
√
1 + eβh

.

Из этой формулы следует, что при β → 0 величина L1(L3, 1/2) стремится к
√
2 (см. также

теорему B из введения). Нетрудно проверить, что при любых β > 0 и h > 0 имеет место
неравенство

L2

(

L3,
1

2

)

< L1

(

L3,
1

2

)

.

Таким образом, для оператора L3(D) = D(D2 − β2) локальные экспоненциальные сплайны
более устойчивы к возмущению аппроксимационных условий, чем соответствующие интерпо-
ляционные.
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3. Простейшая схема локальной экспоненциальной сплайн-аппроксимации

В данном разделе рассмотрим оператор третьего порядка более общего вида, чем в преды-
дущем разделе. Пусть

L3 = L3(D) = (D − β)(D − γ)(D − δ), (3.1)

где β, γ и δ — попарно различные действительные числа. Изложим простейшую схему локаль-
ной экспоненциальной сплайн-аппроксимации (см. [19;21]) при β 6= 0 и γ 6= 0. Базисный экспо-
ненциальный сплайн для оператора (3.1) на отрезке [−3h/2; 3h/2] с узлами −3h/2, −h/2, h/2,
3h/2 может быть записан в виде

BL3(x) = m



















































(γ − δ)eβ(x+
3h
2
) + (δ − β)eγ(x+

3h
2
) + (β − γ)eδ(x+

3h
2
), x ∈

[

−
3h

2
;−

h

2

]

,

−(γ − δ)(eγh + eδh)eβ(x+
h
2
) − (δ − β)(eδh + eβh)eγ(x+

h
2
)−

−(β − γ)(eβh + eγh)eδ(x+
h
2
), x ∈

[

−
h

2
;
h

2

]

,

(γ − δ)e(γ+δ)heβ(x−
h
2
) + (δ − β)e(δ+β)heγ(x−

h
2
)+

+(β − γ)e(β+γ)heδ(x−
h
2
), x ∈

[h

2
;
3h

2

]

.

Здесь m = m(L3, h) — нормирующий множитель (необязательно положительный),

m =
(eδh − eγh

δ − γ

β − δ

eβh − eδh

)
γ

γ−β 1

(eβh − eγh)(eδh − eγh)(δ − β)
.

Функция BL3(x) > 0 с точностью до постоянного множителя совпадает с функцией BL3(x −

3h/2) из формулы (1.2) при β1 = β, β2 = γ, β3 = δ. Для произвольной функции f : R → R

рассмотрим локальный экспоненциальный сплайн, соответствующий оператору (3.1), вида

S(x) = SL3(f, x) =
∑

j∈Z

yj+αBL3(x− jh) (x ∈ R), (3.2)

где yj+α = f((j + α)h) (j ∈ Z). Сплайн S(x) в равенстве (3.2) реализует простейшую схему
локальной сплайн-аппроксимации (см. [19; 21]). Ключевым моментом в этой схеме является
выбор параметров m и α. Положим

α = ε =
1

2
+

1

(β − γ)h
ln

(eγh − eδh)(δ − β)

(eδh − eβh)(γ − δ)
.

В [19] доказано, что при указанном выборе параметров m и α = ε имеют место равенства

SL3(e
β ·, x) = eβx, SL3(e

γ ·, x) = eγx (x ∈ R).

Следовательно, простейшая схема (3.2) локальной экспоненциальной сплайн-аппроксимации
сохраняет не все ядро KerL3 оператора (3.1), а только подпространство, натянутое на две
функции eβx и eγx. Величину

L3(L3, ε) = sup
‖f‖C≤1

‖SL3(f, ·)‖C

назовем константой Лебега метода (3.2). Имеет место следующий результат.

Теорема D [19]. Для локального сплайна (3.2) справедливо равенство

L3(L3, ε) = max
t∈[0;h]

{

m[(γ − δ)eβt(eγh − 1)(eδh − 1) + (δ − β)eγt(eβh − 1)(eδh − 1)
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+ (β − γ)eδt(eβh − 1)(eγh − 1)]
}

.

З а м е ч а н и е 4. В случае γ = −β, δ = 0, т. е. для оператора L3(D) = D(D2 − β2) (β >
0), из теоремы D имеем

ε = 0, m = −
e

3
2
βh

β(eβh − 1)2(1 + eβh)

и

L3(L3, 0) =
2e

βh

2

eβh + 1
≤ 1.

Из замечаний 3 и 4 выводим следующее утверждение.

Теорема 3. Для оператора L3(D) = D(D2 − β2) (β > 0) имеет место неравенство

L3(L3, 0) < L2

(

L3,
1

2

)

< L1

(

L3,
1

2

)

.
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РАВНОМЕРНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ КРИВИЗНЫ ГЛАДКИХ КЛАССОВ

ПЛОСКИХ КРИВЫХ1

Ю.Н. Субботин

Рассматриваются проблемы аппроксимации кривизны плоских кривых из гладких классов в равно-

мерной норме кривизной элементов гладких конечномерных функциональных пространств (тригономет-

рические полиномы, сплайны с равномерными узлами).

Ключевые слова: кривизна, равномерная аппроксимация, гладкие классы функций, тригонометриче-

ские полиномы, сплайны с равномерными узлами, оценки аппроксимации.

Yu. N. Subbotin. Uniform approximation of curvature for smooth classes of plane curves.

We consider problems of approximation of the curvature for certain smooth classes of plane curves by the

curvature of elements of smooth finite-dimensional function spaces (trigonometric polynomials, splines with

equidistant knots) in the uniform norm.

Keywords: curvature, uniform approximation, classes of smooth functions, trigonometric polynomials, splines

with equidistant knots, estimates of approximation error.

1. Введение

В работе рассматриваются плоские явно заданные 2π-периодические кривые (функции)
y = f(x) (0 ≤ x ≤ 2π) и предполагается, что (r − 1)-я производная функции f(x) абсолютно
непрерывна, а r-я производная удовлетворяет неравенству

ess sup
0≤x≤2π

|f (r)(x)| ≤ 1 (r ≥ 3).

Класс таких функций обозначим W r, r ∈ N. Устанавливаются оценки погрешности аппрокси-
мации нелинейного оператора кривизны с использованием периодических сплайнов четной и
нечетной степени и равномерными узлами.

Хорошо известны результаты А.Н.Колмогорова [1] по оценкам норм промежуточных про-
изводных через норму функции и норму старшей производной. В. Н. Габушин, иногда с соавто-
рами [2;3] обобщал результаты А.Н.Колмогорова и некоторых других авторов на нелинейные
операторы, например, на оператор кривизны.

По-видимому, проблема аппроксимации кривизны кривой

K(y, x) =
y′′(x)

[1 + (y′(x))2]3/2
, y′(x) =

dy(x)

dx
, y′′(x) =

d2y(x)

dx2

впервые рассматривалась в работе Ю.Н.Субботина [4]. В ней речь шла об аппроксимации в
среднеквадратической метрике кривизны 2π-периодических кривых посредством соответству-
ющей кривизны тригонометрических полиномов или 2π-периодических сплайнов с равномер-
ными узлами и сплайнов, удовлетворяющих краевым условиям 1-го или 2-го типа.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 14-01-00496), гранта Президента РФ (проект
НШ-4538.2014.1) и Программы повышения конкурентоспособности УрФУ (постановление №211 Пра-
вительства Российской Федерации, контракт №02.A03.21.0006).
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2. Основные результаты

Так как при аппроксимации кривизны кривой сама исходная функция и аппроксимирую-
щая функция не участвуют, то для получения более точных оценок мы будем использовать
для аппроксимации y′(x) интерполяционный периодический сплайн Sr−1(y

′, x, π/n) степени
(r − 1) дефекта 1 с узлами интерполяции kπ/n (k ∈ Z) и с узлами склейки в тех же точках,
если r − 1 нечетно, и в точках π(2k + 1)/2n (k ∈ Z), если r − 1 четно.

Тогда в силу результата из работы В.М.Тихомирова [5] получаем

∥

∥

∥
y′(x)− Sr−1

(

y′, x,
π

n

)
∥

∥

∥

C[0,2π]
≤

Kr−1

nr−1
, r ≥ 3, (1)

где Kr — известные константы Фавара (см., например, [6–8]). Для констант Фавара справед-
ливы неравенства

π2

8
= K2 < K4 < K6 < · · · < K3 < K1 =

π

2
, Kr =

4

π

∞
∑

k=0

(−1)(r+1)k

(2k + 1)r+1
.

Аналогично, используя для аппроксимации y′′(x) сплайн Sr−2(y
′′, x, π/n) и тот же результат

из [5], имеем
∥

∥

∥
y′′(x)− Sr−2

(

y′′, x,
π

n

)
∥

∥

∥

C[0,2π]
≤

Kr−2

nr−2
, r ≥ 3. (2)

В качестве аппроксимирующей кривизны для K(y, x) возьмем функцию

˜K(s, x) :=
Sr−2(y

′′, x,
π

n
)

[

1 + S2
r−1

(

y′, x,
π

n

)]3/2
. (3)

Тогда, учитывая (3), имеем неравенство

|K(y, x)− ˜K(s, x)| ≤

∣

∣

∣

∣

∣

y′′

[1 + (y′)2]3/2
−

y′′
[

1 + S2
r−1

(

y′, x,
π

n

)]3/2

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

y′′ − Sr−2(y
′′, x, πn)

[

1 + S2
r−1

(

y′, x,
π

n

)]3/2

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∥

∥

∥
y′′ − Sr−2

(

y′′, x,
π

n

)
∥

∥

∥
+ |y′′|

∣

∣

∣

∣

∣

[

1 + S2
r−1

(

y′, x,
π

n

)]3/2
− [1 + (y′)2]3/2

[1 + (y′)2]3/2
[

1 + S2
r−1

(

y′, x,
π

n

)]3/2

∣

∣

∣

∣

∣

. (4)

Далее положим |y′(x)| = u ≥ 0, |Sr−1(y
′, x, π/n)| = v ≥ 0, тогда после домножения числите-

ля и знаменателя второго слагаемого в правой части неравенства (4) на [1+S2
r−1(y

′, x, π/n)]3/2+

[1 + (y′)2]3/2 из (4), (1) и (2) вытекает неравенство

|K(y, x)− ˜K(s, x)| ≤
∣

∣

∣
y′′(x)− Sr−2

(

y′′, x,
π

n

)
∣

∣

∣
+ |y′′(x)|

∣

∣

∣
y′(x)− Sr−1

(

y′, x,
π

n

)
∣

∣

∣
J(u, v), (5)

где

J(u, v) =
(u+ v)[(1 + u2)2 + (1 + u2)(1 + v2) + (1 + v2)2]

(1 + u2)3/2(1 + v2)3/2{(1 + u2)3/2 + (1 + v2)3/2}
. (6)

Из неравенства Бора [7] при n = 1 для 2π-периодической функции y′′(x), со средним значением,
равным нулю и удовлетворяющей условию |y(r)(x)| ≤ 1, имеем (см. также [8])

‖y′′‖C[0,2π] ≤ Kr−2 (r ≥ 3). (7)
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Из (5)–(7), (1) и (2) следует, что

|K(y, x)− ˜K(s, x)| ≤
Kr−2

nr−2
+Kr−2 J(u, v)

Kr−1

nr−1
. (8)

Оценим J(u, v) при 0 ≤ u, v < ∞, преобразовав (6) к виду

J(u, v) =
u+ v

(1 + u2)(1 + v2)
·

(1 + u2)2 + (1 + u2)(1 + v2) + (1 + v2)2

(1 + u2)2(1 + v2)1/2 + (1 + u2)1/2(1 + v2)2
.

Имеем
(1 + u2)2 + (1 + u2)(1 + v2) + (1 + v2)2

(1 + u2)2(1 + v2)1/2 + (1 + u2)1/2(1 + v2)2

=
(1 + u2)2 + (1 + v2)2

(1 + u2)2(1 + v2)1/2 + (1 + u2)1/2(1 + v2)2
+

(1 + u2)(1 + v2)

(1 + u2)2(1 + v2)1/2 + (1 + u2)1/2(1 + v2)2

≤ 1 +
(1 + u2)(1 + v2)

(1 + u2)2 + (1 + v2)2
≤ 1 +

1

2
=

3

2
.

Таким образом, J(u, v) ≤ (3/2) · (u+ v)/((1 + u2)(1 + v2)) (0 ≤ v ≤ u < ∞). В силу симметрии
J(u, v) = J(v, u) аналогичное неравенство имеет место при 0 ≤ u ≤ v < ∞.

Найдем точки, подозрительные на экстремум функции ϕ(u, v) = (u+ v)/((1 + u2)(1 + v2))
в области 0 < u, v < ∞. Имеем

∂ϕ(u, v)

∂u
=

1− u2 − 2uv

(1 + v2)(1 + u2)2
= 0,

∂ϕ(u, v)

∂v
=

1− v2 − 2uv

(1 + v2)2(1 + u2)
= 0.

Отсюда 1 − u2 − 2uv = 0, 1 − v2 − 2uv = 0, и единственной точкой, подозрительной на экс-
тремум в области 0 < u, v < ∞, является точка u = v =

√
3/3. В этой точке ϕ(

√
3/3,

√
3/3) =

(2
√
3 · 32)/(3 · 16) = 3

√
3/8, и, следовательно,

J
(

√
3

3
,

√
3

3

)

≤
9
√
3

16
.

Исследуем поведение функции ϕ(u, v) на границе v = 0. Имеем ϕ(u, 0) = u/(1 + u2) ≤ 1/2 и
J(u, 0) ≤ (3/2)ϕ(u, 0) ≤ 3/4, 0 ≤ u < ∞. В силу отмеченной симметрии функций J(u, v), ϕ(u, v),
аналогичные неравенства имеет место и для J(0, v), ϕ(0, v), 0 ≤ v < ∞, а J(u, v) → 0 при
u2 + v2 → ∞.

Так как функция ϕ(u, v) неотрицательна и во внутренней области 0 < u, v < ∞ имеет-
ся единственная точка, подозрительная на экстремум, а значения ϕ(u, v) на границе области:
u = 0, 0 ≤ v < ∞; v = 0, 0 ≤ u < ∞ меньше, чем значение во внутренней точке, подозритель-
ной на экстремум, и ϕ(u, v) → 0 при u2 + v2 → ∞, то J(u, v) ≤ (3/2)ϕ(

√
3/3,

√
3/3) = 9

√
3/16.

Лемма. J(u, v) ≤ 9
√
3/16, 0 ≤ u, v ≤ ∞. В частности, J(u, v) < 1, 0 ≤ u, v ≤ ∞.

Из (1), (2), (8) и леммы вытекает следующее утверждение.

Теорема. Справедлива оценка

|K(y, x)− ˜K(s, x)| ≤
Kr−2

nr−2
+

Kr−2Kr−1

nr−1
.
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ДОБАВЛЕНИЕ К РАБОТЕ В.П. ЗАСТАВНОГО “ОЦЕНКИ СУММ

ИЗ МОДУЛЕЙ БЛОКОВ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ РЯДОВ ФУРЬЕ”1

С.А. Теляковский

Результаты об интегрируемости и интегрируемости со степенным весом сумм модулей блоков членов

ряда
∑

1/k sin kx распространены на класс рядов
∑

bk sin kx с коэффициентами bk более общего вида.

Ключевые слова: суммы модулей блоков, степенной вес.

S. A.Telyakovskii. An addition to V.P. Zastavnyi’s paper “Estimates for sums of moduli of blocks in trigonometric

Fourier series.”

Results on the integrability and integrability with power weight for sums of moduli of blocks from the series∑
1/k sinkx are extended to the class of series

∑
bk sin kx with coefficients bk of a more general form.

Keywords: sums of moduli of blocks, power weight.

Пусть {nj} и {vj} — последовательности строго возрастающих натуральных чисел, при-
чем nj < vj+1 при всех j, и Aj — множество натуральных k, удовлетворяющих условию
nj ≤ k < vj+1.

В работе рассматриваются вопросы об интегрируемости функций

UA(x) =
∞
∑

j=1

uj(x), uj(x) =
∣

∣

∣

∑

k∈Aj

bk sin kx
∣

∣

∣
, (1)

где числа bk при k → ∞ стремятся к нулю и для них при всех m и некоторой постоянной B
выполняется оценка

∞
∑

k=m

|bk − bk+1| 6
B

m
. (2)

Изучение функций вида (1), когда bk являются коэффициентами Фурье функций ограни-
ченной вариации, было начато в [1]. Задачу об ограниченности функций UA(x) при условии (2)
исследовал Л.Лейндлер [2]. В этих работах при всех j выполнялось равенство vj = nj.

В [3, с. 253] приведены примеры, показывающие, что классы рядов Фурье функций ограни-
ченной вариации и рядов, для коэффициентов которых справедливо условие (2), несравнимы.

Обзор результатов о свойствах сумм модулей блоков членов тригонометрических рядов
дан в [4].

Известно, что если при p > 1 сходится ряд

∞
∑

j=1

1

nj
m

1−1/p
j , (3)

где mj = min(nj, vj+1 − nj +1) и bk являются коэффициентами Фурье функции ограниченной
вариации, то UA(x) ∈ Lp. При p = 2 это доказано в [5, теорема 2], для всех p > 1 — в работе
В.П. Заставного [6, теорема 5].

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-50-00005).
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В настоящей работе этот результат распространен на случай, когда для чисел bk имеет
место оценка (2). О подобном распространении говорилось в [4, с. 214]. Рассмотрена также
интегрируемость со степенным весом функций UA(x).

Будет использоваться следующее утверждение.

Лемма. Если числа bk стремятся к нулю при k → ∞ и для них выполняется оценка (2),
то при всех натуральных r и s, r 6 s, справедливо неравенство

∣

∣

∣

∣

s
∑

k=r

bk sin kx

∣

∣

∣

∣

6
5B

r
min

( 1

x
, s− r + 1

)

, x ∈ (0, π]. (4)

Оценка (4) устанавливается с помощью рассуждений, подобных проводившимся при дока-
зательстве теоремы в [3].

В силу стремления чисел bk к нулю из (2) следует оценка

|bm| 6
B

m
. (5)

Поэтому
∣

∣

∣

∣

s
∑

k=r

bk sin kx

∣

∣

∣

∣

6

s
∑

k=r

|bk| 6
B

r
(s− r + 1).

Далее, согласно (2) и (5) имеем

∣

∣

∣

∣

2 sin
x

2

s
∑

k=r

bk sin kx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

s
∑

k=r

bk cos
(

k −
1

2

)

x−

s
∑

k=r

bk cos
(

k +
1

2

)

x

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

br cos
(

r −
1

2

)

x−

s−1
∑

k=r

(bk − bk+1) cos
(

k +
1

2

)

x− bs cos
(

s+
1

2

)

x

∣

∣

∣

∣

6 |br|+

s−1
∑

k=r

|bk − bk+1|+ |bs| 6
3B

r
.

Значит,
∣

∣

∣

∣

s
∑

k=r

bk sin kx

∣

∣

∣

∣

6
3B

2r sin(x/2)
6

3π

2

B

rx
.

Лемма доказана. �

С помощью оценки (4) результаты об интегрируемости функций (1), относящиеся к рядам
Фурье функций ограниченной вариации, доказательство которых основывалось на оценке (4)
при bk = 1/k, переносятся на случай, когда для bk выполнено условие (2).

Так получаем приводимые ниже теоремы, первая из которых относится к упоминавшимся
достаточным условиям принадлежности функций вида UA(x) к Lp при p > 1.

Теорема 1. Если для стремящихся к нулю чисел bk справедлива оценка (2), p > 1 и

сходится ряд (3), то UA(x) ∈ Lp.

При p = 1 справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Для того чтобы для всех стремящихся к нулю чисел bk, при которых спра-

ведлива оценка (2), функции UA(x) принадлежали L, необходима и достаточна сходимость

ряда
∞
∑

j=1

1

nj
logmj. (6)
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Достаточность следует из того, что для функций ограниченной вариации доказательство
соответствующего утверждения в [7] основывалось на оценке (4) при bk = 1/k. Необходимость

в теореме 2 вытекает из установленного Р.М.Тригубом [8] необходимого условия в случае,
когда bk = 1/k, которое, как показала О.И.Кузнецова [8, с. 5, 6], эквивалентно сходимости
ряда (6). В [7] и [8] предполагалось, что vj = nj, но легко видеть, что здесь это несущественно.

Рассмотрим теперь задачу об интегрируемости со степенным весом функций UA(x).

В [9] были получены достаточные условия сходимости интеграла

π
∫

0

1

xγ
Up
A(x) dx (7)

в случае, когда bk = 1/k и γ ∈ (1− p, 1) для целых p = 1, 2, 3, . . . [9, теоремы 2 и 3] и γ = 1− p
при целых p = 2, 3, . . . [9, теорема 4].

Распространим эти результаты на все p > 1 и числа bk, удовлетворяющие условию (2).
При этом для γ = 1 − p достаточное условие из [9] будет заменено на менее ограничительное
условие.

Заметим, что условие γ > 1− p является естественным, так как если сходится ряд
∑

n−1
j ,

то с помощью оценки (4) легко показать, что при γ < 1− p интеграл (7) заведомо сходится.

Теорема 3. Пусть p > 1 и для стремящихся к нулю чисел bk справедлива оценка (2).
Тогда при γ ∈ (1− p, 1) интеграл (7) сходится, если сходится ряд

∞
∑

j=1

1

nj
m

1−(1−γ)/p
j .

При γ = 1− p интеграл (7) сходится, если сходится ряд

∞
∑

j=1

1

nj
log1/p mj.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пользуясь неравенством Минковского, получаем

( π
∫

0

1

xγ
Up
A(x) dx

)1/p

6

∞
∑

j=1

( π
∫

0

( 1

xγ/p
uj(x)

)p
dx

)1/p

.

В силу (4) имеем

π
∫

0

1

xγ
upj (x) dx 6

(5B

nj

)p
( 1/mj
∫

0

1

xγ
mp

j dx+

π
∫

1/mj

1

xγ+p
dx

)

. (8)

Поэтому при γ ∈ (1− p, 1)

π
∫

0

1

xγ
upj(x) dx <

(5B

nj

)p(

mp
j

1

1− γ
mγ−1

j +
1

γ + p− 1
mγ+p−1

j

)

= C(p, γ,B)
1

np
j

mγ+p−1
j , (9)

где множитель C(p, γ,B) зависит только от p, γ и B.
Таким образом,

( π
∫

0

1

xγ
UA(x) dx

)1/p

<
∞
∑

j=1

(

C(p, γ,B)
1

np
j

mp+γ−1
j

)1/p
= C1/p(p, γ,B)

∞
∑

j=1

1

nj
m

1−(1−γ)/p
j .
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Для γ = 1− p из (8) следует оценка

π
∫

0

1

xγ
upj (x) dx 6

(5B

nj

)p[

mp
j

xp

p

∣

∣

∣

1/mj

0
+ log πmj

]

=
(5B

nj

)p(1

p
+ log π + logmj

)

, (10)

и, значит,
( π
∫

0

1

xγ
UA(x) dx

)1/p

6

∞
∑

j=1

5B

nj

(1

p
+ log π + logmj

)1/p
.

Теорема доказана. �

В [9] сходимость интеграла (7) для γ = 1 − p (при bk = 1/k и vj = nj) была установлена
при условии сходимости ряда

∞
∑

j=1

1

nj
logmj.

Найдем теперь условия сходимости интеграла (7) при p ∈ (0, 1).

Теорема 4. Пусть p ∈ (0, 1) и для стремящихся к нулю чисел bk справедлива оценка (2).
Тогда при γ ∈ (1− p, 1) интеграл (7) сходится, если сходится ряд

∞
∑

j=1

1

np
j

mp−1+γ
j . (11)

При γ = 1− p интеграл (7) сходится, если сходится ряд

∞
∑

j=1

1

np
j

logmj . (12)

При p ∈ (0, 1) имеет место оценка

π
∫

0

1

xγ
Up
A(x) dx 6

∞
∑

j=1

π
∫

0

1

xγ
upj dx.

Поэтому утверждение теоремы 4 следует из оценок (9) и (10).

Поскольку доказательство теоремы 4 основывалось на оценке (4), подобный результат
справедлив и для рядов Фурье функций ограниченной вариации.

Теорема 5. Пусть p ∈ (0, 1) и

a0
2

+
∞
∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

— ряд Фурье функции ограниченной вариации. Тогда при γ ∈ (1− p, 1) интеграл

π
∫

0

1

xγ

∞
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

vj+1−1
∑

k=nj

(ak cos kx+ bk sin kx)

∣

∣

∣

∣

p

dx (13)

сходится, если сходится ряд (11). При γ = 1 − p интеграл (13) сходится, если сходится

ряд (12).
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ПОЧТИ ЛИЕВО НИЛЬПОТЕНТНЫЕ НЕПЕРВИЧНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ

АССОЦИАТИВНЫХ АЛГЕБР1

О. Б. Финогенова

Многообразие ассоциативных алгебр называется лиево нильпотентным, если оно при некотором n
удовлетворяет тождеству [· · · [[x1, x2], . . .], xn] = 0, где [x, y] = xy − yx. В работе изучаются почти лиево

нильпотентные многообразия, т. е. минимальные элементы в множестве не лиево нильпотентных многооб-

разий. Полностью описаны почти лиево нильпотентные многообразия алгебр над полем положительной

характеристики, как конечным, так и бесконечным, в тех случаях, когда идеалы тождеств этих многооб-

разий являются непервичными идеалами в классе всех T -идеалов.

Ключевые слова: многообразие ассоциативных алгебр, тождества ассоциированной алгебры Ли, лиева

нильпотентность, энгелевость.

O. B. Finogenova. Almost Lie nilpotent non-prime varieties of associative algebras.

A variety of associative algebras is called Lie nilpotent if it satisfies the identity [· · · [[x1, x2], . . . , xn] = 0 for

some positive integer n, where [x, y] = xy − yx. We study almost Lie nilpotent varieties, i.e., minimal elements

in the set of all varieties that are not Lie nilpotent. We describe all almost Lie nilpotent varieties of algebras

over a field of positive characteristic, both finite and infinite, in the cases when the ideals of identities of these

varieties are nonprime in the class of all T -ideals.

Keywords: variety of associative algebras, identities of the associated Lie algebra, Lie nilpotency, Engel

property.

Введение

Всюду далее мы считаем, если не сказано иное, что F — произвольное ассоциативно-
коммутативное кольцо с единицей, и слово “алгебра” означает “F -алгебра”.

На каждой ассоциативной алгебре 〈A,+, ·〉 можно определить операцию [x, y] = xy − yx.
Множество A относительно операций + и [, ], как легко видеть, становится алгеброй Ли. Она
называется ассоциированной алгеброй Ли и является одним из наиболее изучаемых произ-
водных объектов исходной алгебры. Тождества ассоциированной алгебры Ли формируют спе-
цифический подкласс полиномиальных тождеств. К наиболее известным из них относятся
тождества лиевой нильпотентности, энгелевости, разрешимости. Напомним, что алгебры или
многообразия называются лиево нильпотентными, если при некотором натуральном числе
n удовлетворяют тождеству [· · · [[[x1, x2], x3], . . .], xn] = 0, и энгелевыми, если удовлетворяют
тождеству [· · · [[[x, y], y], . . .], y] = 0. (В дальнейшем мы будем опускать внутренние скобки
при левонормированной их расстановке, т. е. запись [· · · [[[x1, x2], x3] . . . ], xn] будет упрощена до
[x1, x2, x3, . . . , xn] и т. п.) Интерес к тождествам указанных типов во многом был инспириро-
ван задачами бернсайдовского типа (см., например, [5]). Одна из наиболее известных проблем
данной тематики — задача о локальной нильпотентности энгелевых многообразий. Она была
положительно решена Е.И. Зельмановым: каждая конечнопорожденная энгелева алгебра Ли
над полем положительной характеристики является нильпотентной [2; 3]. Над полем нулевой
характеристики любая, а не только конечнопорожденная, энгелева алгебра Ли нильпотент-
на [1]. Для алгебр Ли, ассоциированных с ассоциативными алгебрами, последний результат

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 14-01-00524) и Программы государственной под-
держки ведущих научных школ (НШ-5161.2014.1).
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был получен ранее А. Р. Кемером [4]. В случае поля положительной характеристики достаточ-
ные условия для глобальной нильпотентности были найдены П. Хиггинсом [11]: если алгебра
Ли над полем характеристики p является (p − 1)-энгелевой, т. е. удовлетворяет тождеству
[x, y, . . . , y

︸ ︷︷ ︸

p−1

] = 0, и разрешимой, то она нильпотентна.

Проверка, будет ли данное многообразие лиево нильпотентным, энгелевым или разреши-
мым, сопряжена, как правило, с техническими трудностями. Более того, если многообразие
задается системой тождеств, то даже существование алгоритма такой проверки находится под
вопросом, поскольку исследователю требуется вывести из данного набора одно из тождеств
бесконечной серии или доказать, что ни одно тождество этой серии следствием данного набо-
ра не является. В этой ситуации несомненную пользу может принести более “алгоритмичная”,
нежели эквациональная, характеризация изучаемого свойства θ. К таким характеризациям
относится, например, описание почти θ-многообразий, т. е. минимальных элементов в множе-
стве многообразий, не удовлетворяющих свойству θ. Согласно лемме Цорна каждое многооб-
разие, не обладающее свойством θ, будет содержать в качестве подмногообразия некоторое
почти θ-многообразие. Если алгебры, порождающие почти θ-многообразия, не слишком слож-
но устроены, то полный список почти θ-многообразий обеспечивает нас алгоритмом проверки:
многообразие, задаваемое системой тождеств, удовлетворяет θ тогда и только тогда, когда ни
одна из указанных алгебр не удовлетворяет данной системе. Такой подход был реализован
для всех трех свойств (лиева нильпотентность, энгелевость, разрешимость) в случае алгебр
над полем нулевой характеристики [4; 7]. Почти энгелевы многообразия алгебр над полем
положительной характеристики (как конечным, так и бесконечным) и почти энгелевы много-
образия колец полностью описаны автором [9]. Почти разрешимые многообразия алгебр над
ассоциативно-коммутативным нетеровым кольцом изучались в [10].

Цель настоящей работы — исследование свойств почти лиево нильпотентных многообра-
зий ассоциативных алгебр и нахождение таких многообразий в одном из двух возможных
естественных случаев. Напомним, что T -идеалом называется идеал свободной ассоциативной
счетнопорожденной алгебры, замкнутый относительно всех ее эндоморфизмов. Идеал I назы-
вается T -первичным, если для любых T -идеалов I1 и I2 из включения I1 · I2 ⊆ I следует одно
из включений: I1 ⊆ I или I2 ⊆ I. Это понятие играет важную роль в структурной теории мно-
гообразий. Многообразие будем называть первичным, если его идеал тождеств T -первичен. В
данной работе мы полностью описываем почти лиево нильпотентные непервичные многообра-
зия алгебр над полями положительной характеристики, конечными и бесконечными.

Нам понадобятся обозначения для нескольких алгебр.

KF, n = F 〈k1, k2, . . . | kikj = kjki, k
n
i = 0, i, j = 1, 2 . . .〉 при n > 0.

Если U — произвольная алгебра, то A(U) =

(

U U
0 0

)

.

Если F , G — конечные поля, F ⊆ G, и σ — такой автоморфизм поля G, что поле инвари-
антов Gσ — единственное максимальное подполе в поле G, содержащее F , то

B(F,G, σ) =

{(

b c
0 σ(b)

)

; b, c ∈ G

}

.

Через
←−
V обозначим многообразие, двойственное к V, т. е. класс, состоящий из алгебр, ан-

тиизоморфных алгебрам из V; в случае алгебр
←−
A — алгебра, антиизоморфная A.

Теорема 1. Пусть F — бесконечное поле положительной характеристики p, а V —

непервичное многообразие F -алгебр. Многообразие V почти лиево нильпотентно тогда и

только тогда, когда оно порождено либо алгеброй A(KF, p), либо алгеброй
←−
A (KF, p).
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Теорема 2. Пусть F — конечное поле характеристики p, а V — непервичное многообра-

зие F -алгебр. Многообразие V почти лиево нильпотентно тогда и только тогда, когда оно

порождено одной из алгебр A(F ),
←−
A (F ), A(KF, p),

←−
A (KF, p), B(F,G, σ).

Через k̄ будем обозначать набор символов k1, k2, . . ., будь то переменные или индексы. Из
контекста при этом будет ясно, считается этот набор упорядоченным или нет.

Обозначим через Wn(x̄) левонормированный лиев коммутатор длины n, т. е.

Wn(x̄) = [x1, . . . , xn].

Следующее утверждение с очевидностью следует из теорем 1 и 2.

Следствие 1. Предположим, что многообразие F -алгебр V удовлетворяет тождеству

вида Wn1(x̄1)Wn2(x̄2) · · ·Wnk
(x̄k) = 0 при некоторых натуральных n1, . . . , nk и попарно не

пересекающихся наборах переменных x̄1, . . . , x̄k.

1) Если F — бесконечное поле характеристики p, то V лиево нильпотентно тогда и

только тогда, когда V не содержит алгебр A(KF, p) и
←−
A (KF, p).

2) Если F — конечное поле характеристики p, то многообразие V лиево нильпотент-

но тогда и только тогда, когда V не содержит алгебр A(F ),
←−
A (F ), B(F,G, σ), A(KF, p) и

←−
A (KF, p).

Перечислим некоторые термины и обозначения, используемые в работе.
Всюду ниже рассматриваются только ассоциативные алгебры, поэтому прилагательное “ас-

социативная” будет опускаться.
Через varΣ мы обозначаем многообразие, задаваемое системой Σ многочленов с некомму-

тирующими переменными, т. е. класс алгебр, удовлетворяющих всем тождествам вида f = 0
для f ∈ Σ; через T (V) — идеал тождеств многообразия V; через T (Σ) — T -идеал свобод-
ной счетнопорожденной F -алгебры, порожденный множеством многочленов Σ. При этом для
упрощения вместо T ({f}) будем писать T (f).

Напомним, что многочлен называется существенным по x, если буква x присутствует
в каждом его одночлене. Многочлен называется существенным, если он существен по всем
своим переменным.

1. Алгебры над произвольным коммутативным кольцом операторов

До конца этого раздела мы считаем, если не сказано иное, что F — произвольное комму-
тативное кольцо c 1, и рассматриваем многообразия F -алгебр.

Лемма 1. Пусть для целого n ≥ 3 многообразие V удовлетворяет тождеству Wn(x̄) = 0,
тогда для любого k ≤ n− 3 многообразие V удовлетворяет тождеству

Wn−k(ȳ1)Wn−k(ȳ2) · · ·Wn−k(ȳ2k) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сделаем в Wn подстановку xn−1 7→ zxn−1. Получим

0 = [Wn−2, zxn−1, xn]

= z[Wn−2, xn−1, xn] + [z, xn][Wn−2, xn−1] + [Wn−2, z][xn−1, xn] + [Wn−2, z, xn]xn−1.

Первое и четвертое слагаемые принадлежат T (Wn). Положим z = Wn−2(ū) и тем самым бла-
годаря тождеству Якоби превратим первый коммутатор третьего слагаемого в следствие Wn.
Значит, по модулю T (Wn)

[Wn−2(ū), xn][Wn−2, xn−1] = 0,
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т. е. Wn−1(ȳ1)Wn−1(ȳ2) = 0 есть тождество многообразия M. Поскольку WsuWm ⊆ T (WsWm)
для любых s,m, можно повторить проделанные действия для каждого Wn−1, чтобы получить
произведение четырех многочленов Wn−2 и так далее. �

Всюду в этом разделе через V мы обозначаем произвольное почти лиево нильпотентное
многообразие алгебр.

Лемма 2. Для любого многочлена g(x̄) либо g ∈ T (V), либо Wn(x1, . . . , xn) ∈ T (g) + T (V)
для некоторого натурального числа n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если g /∈ T (V), то идеал T (g)+T (V) задает собственное подмно-
гообразие в многообразии V. Каждое собственное подмногообразие в многообразии V лиево
нильпотентно. Следовательно, для некоторого n имеем Wn(x1, . . . , xn) ∈ T (g) + T (V). �

Лемма 3. Если T (f)T (g) + T (g)T (f) ⊆ T (V), то либо f ∈ T (V), либо g(x̄)g(ȳ) ∈ T (V).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что f /∈ T (V) и g(x̄)g(ȳ) /∈ T (V). По лемме 2
в многообразии V есть тождество Wn(x̄) = h(x̄) для некоторого h ∈ T (f). Кроме того, у нас
есть тождество Ws(ȳ) = t(ȳ), где t(ȳ) есть сумма многочленов вида ug(a1, a2, . . . )g(b1, b2, . . . )v,
где u, v — одночлены, а ai, bi — многочлены, зависящие от y1, y2 . . . . Очевидно, многочлен t(ȳ)
можно считать существенным по всем его переменным. По модулю T (V) выполняется цепочка
равенств

Wn+s−1 = Ws(Wn(x̄), y2, . . .) = Ws(h(x̄), y2, . . .) = t(h(x̄), y2, . . .).

Нам остается доказать, что t(h(x̄), y2, . . .) ∈ T (f)T (g)+T (g)T (f). Действительно, подстановка
y1 7→ h(x̄) обращает в нуль по модулю T (f)T (g) + T (g)T (f) все слагаемые из t(ȳ), в которых
u или v содержат y1. Рассмотрим остальные слагаемые. Легко заметить, что

g(a1, a2, . . .) = g(c1, c2, . . .) + d(ȳ),

где многочлены c1, c2, . . . не зависят от y1, а каждый одночлен из d(ȳ) содержит y1. Следо-
вательно, подстановка y1 7→ h(x̄) обращает в нуль по модулю T (f)T (g) все слагаемые вида
ud(ȳ)g(b1, . . .)v. В оставшихся слагаемых ug(c1, c2, . . .)g(b1, b2, . . .)v переменная y1 обязана вхо-
дить в каждый одночлен из g(b1, b2, . . .). Следовательно, наша подстановка y1 7→ h(x̄) обраща-
ет в нуль по модулю T (g)T (f) и эти последние слагаемые. Таким образом, верно включение
t(h(x̄), y2, . . .) ∈ T (f)T (g) + T (g)T (f). Следовательно, Wn+s−1 ∈ T (V). Противоречие. �

Лемма 4. Если многообразие V не является первичным, то многообразие V удовлетво-

ряет тождеству [x, y][z, t] = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно определению найдутся два таких многочлена f1 /∈ T (V)
и f2 /∈ T (V), что T (f1) ·T (f2) ⊆ T (V). По лемме 2 у нас есть два включения: Wn ∈ T (f1) + T (V)
и Ws ∈ T (f2) + T (V). По лемме 1 для некоторого r выполняется включение

W3 · · ·W3
︸ ︷︷ ︸

r

∈ (T (f1) + T (V))(T (f2) + T (V)) ⊆ T (V).

Предположим, что r — минимальное число с таким свойством. Положим f = W3 · · ·W3
︸ ︷︷ ︸

r−1

и

g = W3. Тогда f /∈ T (V) и T (f)T (g) + T (g)T (f) ⊆ T (V). По лемме 3 выполняется включение
g(x̄)g(ȳ) ∈ T (V), т. е. W3W3 = 0 — тождество многообразия V.

Предположим, что [x, y][z, t] /∈ T (V). Тогда по лемме 2 многообразие V удовлетворяет при
некотором m тождеству

Wm(x̄) = g(x̄), (1)
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где g — сумма многочленов вида u[xi, xj ]v[xl, xk]w и u, v, w — одночлены, возможно пустые,
зависящие от переменных x1, . . . , xm. Легко видеть, что подстановка xi 7→ [xi, yi] (i = 1, . . . ,m)
превратит правую часть (1) в следствие многочлена W3W3 ∈ T (V). Следовательно, и левая
часть Wm([x1, y1], . . . , [xm, ym]) будет принадлежать T (V). Пусть теперь m — минимальное
число, при котором

Wm([x1, y1], . . . , [xm, ym]) ∈ T (V).

Мы хотим доказать, что m = 2. Предположим, что m ≥ 3. По лемме 2 многообразие V удо-
влетворяет при некотором t тождеству

Wt(x̄) = h(x̄), (2)

где h — сумма многочленов вида uWm−1([a1, b1], . . . , [am−1, bm−1])v и u, v, ai, bi — одночлены от
переменных x1, . . . , xm. Нетрудно убедиться, что

[h(x̄), [y, z]] ∈ T (Wm([x1, y1], . . . , [xm, ym])) + T (W3(x̄)W3(ȳ)) ⊆ T (V).

Следовательно, [Wt(x̄), [y, z]] = 0 — тождество V. Поскольку m ≥ 3, то и t ≥ 3. Теперь за-
метим, что h(Wt(ȳ), x2, . . .) — сумма многочленов типа ũ[[c1, c2], c3Wt(ȳ)c4]ṽ для некоторых
многочленов ũ, c1, c2, c3, c4, ṽ. Ясно, что

ũ[[c1, c2], c3Wt(ȳ)c4]ṽ ∈ T (W3(x̄)W3(ȳ)) + T ([Wt(x̄), [y, z]]).

Следовательно, h(Wt(ȳ), x2, . . .) ∈ T (V). Поэтому, заменяя в (2) x1 на Wt(ȳ), получаем спра-
ва многочлен из T (V), а слева W2t−1 = Wt(Wt(ȳ), x2, . . . , xt). Противоречие показывает, что
m = 2, т. е. [[x1, y1], [x2, y2]] = 0 — тождество многообразия V.

Подставляя в тождество [[x1, y1], [x2, y2]] = 0 произведение y2z вместо y2, получаем след-
ствие [x1, y1, y2][x2, z] + [x2, y2][x1, y1, z] = 0. Сделаем в нем замену y2 7→ y2t и, вспомнив, что
W3W3 = 0, получим тождество [x2, y2][x1, y1, z, t] = 0. Двойственным образом можно получить
тождество [x1, y1, z, t][x2, y2] = 0. По лемме 3 имеем [x2, y2][x3, y3] ∈ T (V). �

Следующее абстрактное свойство часто встречается у экстремальных многообразий.

О п р е д е л е н и е. Будем говорить, что многообразиеM обладает свойством Z, если для
любых многочленов f и g из включений f(v(t̄), x̄) ∈ T (M), выполняющихся при всех v ∈ T (g),
следует либо g ∈ T (M), либо f([y, z], x̄) ∈ T (M).

Легко заметить, что свойство Z достаточно проверять только для многочленов f(t, x̄),
существенных по переменной t.

Лемма 5. Если многообразие V удовлетворяет тождеству [x, y][z, t] = 0, то V обладает

свойством Z.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f и g — многочлены из условия свойства Z. Предполо-
жим, что ни g, ни f([y, z], x̄) не лежат в T (V). По лемме 2 многообразие V удовлетворяет двум
тождествам:

Wr(t̄) = h(t̄), (3)

где h(t̄) — следствие g, и
Ws(ū) = c(ū), (4)

где c(ū) — следствие f([y, z], x̄). Ясно, что c(ū) — сумма слагаемых двух типов:
A. vf(

∑

i[ai, bi], . . .)w, и u1 входит в каждый одночлен из ai;
B. a[v,w]b, и u1 входит либо в a, либо в b.
Подстановка u1 7→ Wr(t̄) в (4) обращает в нуль по модулю T ([x, y][z, t]) все слагаемые ти-

па B. Из (3) следует, что эта подстановка обращает в нуль по модулю идеала T (f(T (g), . . .)) все
слагаемые типа A. Поэтому в результате этой подстановки мы получим тождество Wr+s−1 =
Ws(Wr(t̄), u2, . . .) = 0. Противоречие показывает, что либо g, либо f([y, z], x̄) лежит в T (V). �
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Для того, чтобы сформулировать результат, касающийся многообразий со свойством Z,
нам понадобится ввести несколько обозначений. Пусть H — свободная счетнопорожденная F -
алгебра многообразия var{[x, y][z, t]}. Обозначим через Λ множество свободных порождающих
алгебры H. Для удобства элементы H будем называть многочленами.

Для произвольного одночлена f(x1, x2, . . .) положим Sxi
(f) = {m}, где m — число вхож-

дений буквы xi в f (другими словами, степень f по xi). Отметим, что поскольку идеал тож-
деств H порожден однородным многочленом [x, y][z, t], степень f по xi для любого одночлена
f ∈ H определяется однозначно. Если теперь f(x̄, t̄) = f1(x̄, t̄) + · · · + fn(x̄, t̄) — сумма одно-
членов fi, положим

Sx̄(f) =

n
⋃

i=1

⋃

u∈x̄

Su(fi).

Похожим образом для каждого многочлена f из [H,H] определим D(f) — множество
двусторонних степеней. Будем для удобства называть коммутаторными одночленами мно-
гочлены вида αu(x, y, t̄)[x, y]v(x, y, t̄), где x, y, t̄ — переменные, u(x, y, t̄), v(x, y, t̄) — слова
мультипликативной полугруппы алгебры H. Пусть f(x, t̄) — коммутаторный одночлен ви-
да a(x, t̄)[ti, tj ]b(x, t̄), причем Sx(a) = {k} и Sx(b) = {l}. Тогда положим Dx(f) = {(k, l)}.
Если же f(x, t̄) = a(x, t̄)[x, ti]b(x, t̄) и a, b такие же, как и раньше, то положим Dx(f) =
{(k + 1, s), (k, s + 1)}. Наконец, если

f(x̄, t̄) = f1(x̄, t̄) + · · ·+ fn(x̄, t̄)

— сумма коммутаторных одночленов fi, то определим Dx̄(f) — множество двусторонних

степеней многочлена f по переменным x1, x2, . . . — следующим образом:

Dx̄(f) =

n
⋃

i=1

⋃

u∈x̄

Du(fi).

Пусть, например, f(x, y, z) = x[x, y]x2 + y5[y, z], тогда S{x,y}(f) = {4, 1, 0, 6}, а D{x,y}(f) =
{(2, 2), (1, 3), (1, 0), (0, 1), (0, 0), (6, 0), (5, 1)}.

З а м е ч а н и е. Вообще говоря, множества Sx̄(f) и Dx̄(f) определяются для f неодно-
значно и зависят от конкретного его представления в виде суммы одночленов или коммутатор-
ных одночленов. Но в дальнейшем запись вида Sx̄(f) = M (или Dx̄(f) = M) будет означать
для нас, что f обладает таким представлением, при котором Sx̄(f) (соответственно Dx̄(f))
совпадает с множеством M . Поэтому мы сочли возможным не усложнять обозначения и не
ссылаться на представление, по которому строились Sx̄(f) или Dx̄(f). При этом, правда, мы
полагаем, что Dx̄(f) и Sx̄(f) для многочлена f ∈ [H,H] выписываются по одному и тому же
представлению, т.е. если Dx̄(f) = {(i1, j1), . . . , (im, jm)}, то Sx̄(f) = {i1+j1, . . . , im+jm}. Кроме
того договоримся, что в любом многочлене вида f(x̄, [y, z]) множество двойных степеней Dx̄(f)
строится по представлению, в котором все коммутаторные одночлены имеют вид u(x̄)[y, z]v(x̄).

Следующее утверждение позволяет упрощать тождества в многообразиях, удовлетворяю-
щих свойству Z.

Предложение 1 [9, предложение 1]. Предположим, что M — многообразие F -алгебр,

обладающее свойством Z и удовлетворяющее тождеству [x, y][z, t] = 0.
Пусть существенный по всем xi многочлен f(x̄, t̄) ∈ H имеет вид

f(x̄, t̄) = w(x̄, t̄) +
∑

i

gi(x̄, t̄) +
∑

i

hi(x̄, t̄),

где hi(x̄, t̄) — одночлены, gi(x̄, t̄) — коммутаторные одночлены, а w(x̄, t̄) ∈ [H,H]. Предполо-

жим, что при этом существуют такие конечные множества

A ⊆ (N ∪ {0}) × (N ∪ {0}) и B ⊆ N ∪ {0},
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что выполняются 2 условия:

1) A ∩Dx̄(w(x̄, t̄)) = ∅ и B ∩ Sx̄(w(x̄, t̄)) = ∅;

2) для любого i существуют такие j и k, что Dxj
(gi) ⊆ A и Sxk

(hi) ⊆ B.

Тогда, если f ∈ T (M) и w(x̄, t̄) /∈ T (M), в M выполняется тождество вида

xl[y, z]xm = xr[y, z]xs,

где (l,m) ∈ Dx̄(w(x̄, t̄)), а (r, s) ∈ A или r + s ∈ B. �

Отметим, что в предложении 1 не исключаются случаи, когда одно из множеств A или B
пустое. В этих случаях предполагается, что все многочлены gi или соответственно hi нулевые.

Напомним, что V — произвольное почти лиево нильпотентное многообразие алгебр.

Лемма 6. Если многообразие V порождено нильпотентными алгебрами и удовлетворя-

ет тождеству [x, y][z, t] = 0, то V удовлетворяет либо тождеству [y, z]x = 0, либо тож-

деству x[y, z] = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что x[y, z] /∈ T (V). Тогда по лемме 2 многообра-
зие V удовлетворяет для некоторого n тождеству Wn(x̄) = h(x̄), где h — сумма многочленов
вида uxi[xj , xk]v, а u, v — одночлены, возможно, пустые. Подстановка x1 7→ [y, z] обращает в
нуль по модулю [x, y][z, t] = 0 все слагаемые, в которых x1 не попадает в коммутатор. Таким
образом, после подстановки мы получим тождество

[y, z]x2x3 · · · xn + g(y, z, x̄) = 0,

где g =
∑

i>1,j aijxi[y, z]bij . По лемме 5 многообразие V обладает свойством Z и удовлетворяет
условию предложения 1. Положим w = [y, z]x2x3 · · · xn, A = {(n, k) | n ≥ 1} ∩D{x2,x3,...,xn}(g),
B = ∅. Ясно, что D{x2,...,xn}(w) = {(0, 1)} и D{x2,...,xn}(w) ∩A = ∅. Согласно предложению 1
многообразие V удовлетворяет либо тождеству w = 0, либо тождеству [y, z]x = xr[y, z]xs,
причем r, s — целые числа и r ≥ 1.

Предположим сначала, что w = 0 — тождество многообразия V. Пусть n — минималь-
ное число с таким свойством, т.е. [y, z]x2x3 · · · xn−1 /∈ T (V). Положим g = [y, z]x2x3 · · · xn−1 и
f(t, x) = tx. Ясно, что f(v, x) ∈ T (V) для любого v ∈ T (g). Благодаря свойству Z имеем
f([y, z], x) ∈ T (V), т. е. [y, z]x ∈ T (V). В этом случае лемма доказана.

Теперь предположим, что [y, z]x = xr[y, z]xs — тождество многообразия V. Можно счи-
тать, что s = 0, так как в противном случае в любой нильпотентной алгебре, а значит, и в
самом многообразии V, будет выполняться тождество [y, z]x = 0. Кроме того, r 6= 1, так как
[[y, z], x] /∈ T (V). Следовательно, многообразие V удовлетворяет тождеству [y, z]x = xr[y, z] при
r > 1. Далее, предполагая дополнительно, что [y, z]x /∈ T (V), и используя двойственные рас-
суждения, получим тождество x[y, z] = [y, z]xk при k > 1. Выполнение обоих этих тождеств в
любой нильпотентной алгебре гарантирует выполнение двух тождеств x[y, z] = 0 и [y, z]x = 0,
а значит, и включение [[y, z], x] ∈ T (V). Противоречие. �

2. Алгебры над полем положительной характеристики

В этой части мы доказываем теоремы 1 и 2. До конца этого раздела мы считаем, что
F — конечное или бесконечное поле характеристики p > 0, а V — почти лиево нильпотентное
многобразие F -алгебр.

Лемма 7. Если многообразие V порождено нильпотентными алгебрами, то из включе-

ния [y, z]x ∈ T (V) следует включение ypx ∈ T (V), а из включения x[y, z] ∈ T (V) — включение

xyp ∈ T (V).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По модулю идеала T ([y, z]x) верны равенства

Wn(x̄) = (−1)nx3 · · · xn[x1, x2] и (u+ v)px = upx+ vpx.

Предположим, что ypx /∈ T (V). Тогда по лемме 2 многообразие V удовлетворяет тождеству
x3 · · · xn[x1, x2] = h(x̄), где h(x̄) — сумма одночленов вида abpc, причем a могут быть пусты-
ми. Подставим [y, x2] вместо x2 в это тождество и, воспользовавшись тождеством [y, z]x = 0,
получим x3 · · · xnx1[y, x2] =

∑

i ui[y, x2], где длина каждого слова ui больше n − 1. Отсюда,
поскольку многообразие V порождается нильпотентными алгебрами, оно удовлетворяет тож-
деству x3 · · · xnx1[y, x2] = 0 и, значит, тождеству Wn+1(y, x1, . . . , xn) = 0. Противоречие. Двой-
ственное утверждение доказывается аналогично. �

Обозначим Ap = var{[y, z]x, ypx}.
Доказательство следующей леммы несложно, и мы его опускаем.

Лемма 8. Алгебры A(KF, p) и
←−
A (KF, p) не являются лиево нильпотентными. Алгебра

A(KF, p) лежит в многообразии Ap, и алгебра
←−
A (KF, p) лежит в многообразии

←−
Ap.

Лемма 9. Каждое собственное подмногообразие в многообразии Ap или в многообра-

зии
←−
Ap лиево нильпотентно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M — собственное подмногообразие в многообразии Ap.
Возьмем многочлен f из T (M) \ T (Ap). Нам достаточно найти следствие многочлена f вида

us11 · · · u
sm
m [y, z], s1 < p, . . . , sm < p, (5)

поскольку полная линеаризация этого многочлена и многочлен [y, z]x имеют в качестве след-
ствия многочлен Wn(x̄) при n = (p− 1)m+ 2.

Учитывая тождество Якоби и то, что [y, z]x = 0, имеем x1[u, v] = −v[x1, u]−u[v, x1]. Кроме
того, в многообразии A выполняется тождество xp−1

1 [u, x1] = uxp1. Поэтому многочлен f может
быть записан в виде

f(x̄) =
∑

k̄:kj<p,

j=1,...,n

αk̄x
k1
1 xk22 · · · x

kn
n +

∑

i, s̄: s1<p−1,

sj<p,j=2,...,n

βi,s̄x
s1
1 xs22 · · · x

sn
n [xi, x1] +

∑

t̄: tj<p,

j=2,...,n

γt̄x
t2
2 · · · x

tn
n xp1.

Если для некоторого k̄ имеем αk̄ 6= 0, то умножим f на [y, z] справа и получим

∑

k̄: k1<p,...,kn<p

αk̄x
k1
1 xk22 · · · x

kn
n [y, z] ∈ T (M).

Все степени переменных меньше p, поэтому каждая полиоднородная компонента данного мно-
гочлена принадлежит T (M). Осталось заметить, что она вида (5).

Если αk̄ = 0 для всех k̄ и βi,s̄ 6= 0 для некоторой пары s̄, i, то сделаем в многочлен f
подстановку xi 7→ xi + [y, z] и соберем все слагаемые с [y, z]. Получим

∑

i, s̄: s1<p−1,

sj<p,j=2,...,n

βi,s̄x
s1+1
1 xs22 · · · x

sn
n [y, z] ∈ T (M).

Как и абзацем выше, находим многочлен вида (5).
Наконец, если все α и β равны нулю, сделаем в многочлен f подстановку x1 7→ x1 + [y, z],

соберем слагаемые с [y, z] и получим
∑

t̄,t2<p,...,tn<p γt̄x
t2
2 · · · x

tn
n xp−1

1 [y, z] ∈ T (M). Как и раньше,
мы найдем в T (M) многочлен вида (5).



290 О.Б.Финогенова

Следовательно, все собственные подмногообразия в многообразии Ap лиево нильпотентны.

Аналогично доказывается этот факт для многообразия
←−
Ap. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Необходимость. Пусть V — непервичное почти лиево
нильпотентное многообразие. Хорошо известно, что каждое многообразие алгебр над беско-
нечным полем порождается нильпотентными алгебрами. Следовательно, по леммам 4, 6, 7
многообразие V содержится в Ap или в

←−
Ap. По леммам 8 и 9 многообразия Ap и

←−
Ap являют-

ся почти лиево нильпотентными. Следовательно, многообразие V совпадает с одним из них.
Остается заметить, что любое почти лиево нильпотентное многообразие порождается любой
своей алгеброй, не являющейся лиево нильпотентной. По лемме 8 в качестве таких алгебр
можно взять A(KF, p) и

←−
A (KF, p).

Достаточность. По лемме 8 алгебра A(KF, p) лежит в многообразии Ap и не является ли-
ево нильпотентной. Следовательно, эта алгебра согласно лемме 9 не может порождать в мно-
гообразии Ap собственное подмногообразие. Аналогично доказывается, что алгебра

←−
A (KF, p)

порождает почти лиево нильпотентное многообразие. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Необходимость. Пусть V — почти лиево нильпотент-
ное многообразие алгебр над конечным полем F . Предположим сначала, что V неэнгелево.
Тогда по лемме Цорна многообразие V содержит некоторое почти энгелево многообразие в ка-
честве подмногообразия. Поскольку любое такое многообразие неэнгелево, а тем более не лиево
нильпотентное, оно не может быть собственным подмногообразием многообразия V, поэтому
V является почти энгелевым многообразием алгебр. Из описания таких многообразий [9, тео-

рема 2] следует, что V порождается одной из алгебр A(F ),
←−
A (F ) или B(F,G, σ).

Предположим теперь, что многообразие V непервично и энгелево. Остается показать, что
в этом случае V порождается своими нильпотентными алгебрами. Тогда, дословно повторив
рассуждение из доказательства теоремы 1, можно убедиться, что многообразие V порождается
либо алгеброй A(KF, p), либо алгеброй

←−
A (KF, p).

Итак, будучи энгелевым, многообразие V удовлетворяет тождеству Wn+1(x, y, . . . , y) = 0.
Без ограничения общности можно считать, что n = pt, где p — характеристика поля F .
Нетрудно проверить, что Wn+1(x, y, . . . , y) =

∑n
k=0

(n
k

)

(−1)kxkyxn−k. Поэтому, если n = pt, то
Wn+1(x, y, y, . . . , y) = [x, yn].

Наличие тождества [x, yp
t

] = 0 позволяет сделать несколько простых замечаний. Во-первых,
в центре любой алгебры A из многообразия V содержатся все подалгебры алгебры A, являющи-
еся конечными полями. Во-вторых, многообразие V локально финитно аппроксимируемо (см.,
например, [6]). Следовательно, оно порождается всеми своими конечномерными алгебрами.
Рассмотрим произвольную такую алгебру A. Многообразие V не содержит полных матрич-
ных алгебр второго порядка, поэтому A = B+J(A), где B — конечная сумма конечных полей,
J(A) — нильпотентный радикал. Согласно первому наблюдению B содержится в центре A.
Поэтому для любого k выполняется включение Wk(A,A, . . . , A) ⊆Wk(J(A), J(A), . . . , J(A)).

Предположим теперь, что все нильпотентные алгебры из многообразия V порождают соб-
ственное, а значит, лиево нильпотентное, многообразие. Пусть оно удовлетворяет тождеству
Wk(x̄) = 0. Следовательно, ему удовлетворяют радикалы J(A) во всех конечномерных алгеб-
рах из многообразия V, и, значит, этому тождеству удовлетворяют и все конечномерные алгеб-
ры A. Другими словами, Wk(x̄) = 0 — тождество многообразия V. Противоречие показывает,
что многообразие V порождено нильпотентными алгебрами.

Достаточность. Алгебры A(F ),
←−
A (F ) и B(F,G, σ) являются неэнгелевыми и порождают

почти коммутативные многообразия (см. [9; 12]). Это доказывает, что они порождают почти
лиево нильпотентные многообразия. Как уже было замечено при доказательстве достаточно-
сти теоремы 1, каждая из алгебр A(KF, p) и

←−
A (KF, p) порождает почти лиево нильпотентное

многообразие. �

Выделим простое следствие лемм 8 и 9 в качестве самостоятельного утверждения.

Следствие 2. Пусть F — конечное или бесконечное поле характеристики p > 0. Много-
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образие var{[y, z]x, ypx} порождено алгеброй A(KF, p). Многообразие var{x[y, z], xyp} порож-

дено алгеброй
←−
A (KF, p).
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН
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НЕРАВЕНСТВА ДЖЕКСОНА — СТЕЧКИНА

C ОБОБЩЕННЫМИ МОДУЛЯМИ НЕПРЕРЫВНОСТИ

И ПОПЕРЕЧНИКИ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ФУНКЦИЙ

М. Ш.Шабозов, К. Тухлиев

В гильбертовом пространстве L2,µ[−1, 1] с весом Чебышёва µ(x) := 1/
√
1− x2 получены неравенства

типа Джексона – Стечкина между величиной En−1(f)L2,µ
наилучшего приближения функции f алгеб-

раическими многочленами степени не выше n − 1 и обобщенным модулем непрерывности m-го порядка

Ωm(Drf ; t), где D — некоторый дифференциальный оператор второго порядка. Для классов функций

W
(2r)
p,m (Ψ) (m, r ∈ N, 1/(2r) < p ≤ 2), определяемых указанным модулем непрерывности и заданной ма-

жорантой Ψ(t) (t ≥ 0), удовлетворяющей определенным ограничениям, вычислены значения различных

n-поперечников в пространстве L2,µ[−1, 1].

Ключевые слова: наилучшие приближения, полиномы Чебышёва, обобщенный модуль непрерывности

m-го порядка, коэффициенты Фурье — Чебышёва, n-поперечники.

M. Sh. Shabozov, K.Tukhliev. Jackson–Stechkin type inequalities with generalized moduli of continuity and

widths of some classes of functions.

In the Hilbert space L2,µ[−1, 1] with Chebyshev weight µ(x) := 1/
√
1− x2, we obtain Jackson–Stechkin

type inequalities between the value En−1(f)L2,µ
of the best approximation of a function f(x) by algebraic

polynomials of degree at most n− 1 and the mth-order generalized modulus of continuity Ωm(Drf ; t), where D

is some second-order differential operator. For classes of functions W
(2r)
p,m (Ψ) (m, r ∈ N, 1/(2r) < p ≤ 2) defined

by the mentioned modulus of continuity and a given majorant Ψ(t) (t ≥ 0), which satisfies certain constraints,

we calculate the values of various n-widths in the space L2,µ[−1, 1].

Keywords: best approximation, Chebyshev polynomials, generalized modulus of continuity of mth order,

Chebyshev–Fourier coefficients, n-widths.

Введение

К настоящему времени известен целый ряд содержательных результатов, связанных с
отысканием точных констант в неравенстве типа Джексона — Стечкина и вычислением точных
значений различных n-поперечников функциональных классов, принадлежащих пространству
измеримых 2π-периодических функций L2 := L2[0, 2π] с нормой (см., например, [1–14])

‖f‖L2 =

(

1

π

2π
∫

0

|f(x)|2dx

)1/2

< ∞.

В последнее время появился ряд работ, в которых аналогичные задачи рассматривают-
ся на конечном отрезке. Так, например, А. Г.Бабенко [15] получил точное неравенство типа
Джексона — Стечкина в случае приближения на отрезке [0, π] действительных измеримых
2π-периодических функций вида f(x) = ϕ(cos x) подпространством косинус-полиномов

Fn−1 :=
{

F : F(x) =

n−1
∑

k=0

ak cos kx, ak ∈ R

}

в пространстве L2
α,β[0, π] (α > −1, β > −1) с нормой

‖f‖L2
α,β

=

{

π
∫

0

f2(x)
(

sin
x

2

)2α+1(

cos
x

2

)2β+1
dx

}1/2

< ∞.
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Дальнейшее исследование этой задачи в общем случае при α = β ≥ −1/2 приведено в
работе Д.В.Чертовой [16], а при любых α > β ≥ −1/2 выполнено Во Тхи Куком [17]. Для
функций многих переменных в пространстве Lp(R

d) со степенным весом указанная задача
решена в работах [18; 19]. С.Б.Вакарчук [20] доказал точное неравенство типа Джексона —
Стечкина для приближения действительных измеримых на отрезке [−1, 1] функций f подпро-
странством Pn−1 — алгебраических многочленов степени ≤ n − 1 в пространстве L2[−1, 1] с
обычной нормой

‖f‖L2[−1,1] =

(

1
∫

−1

f2(x)dx

)1/2

< ∞.

В данной работе мы продолжим исследования в этом направлении и докажем точные нера-
венства типа Джексона — Стечкина для наилучшего приближения действительных измеримых
на отрезке [−1, 1] функций f с весом µ(x) := 1/

√
1− x2 элементами подпространства Pn−1 в

гильбертовом пространстве

L2,µ[−1, 1] := L2

(

(
√

1− x2)−1; [−1, 1]
)

с конечной нормой

‖f‖L2,µ[−1,1] =

(

1
∫

−1

µ(x)f2(x)dx

)1/2

.

1. Некоторые обозначения и вспомогательные утверждения

Введем обозначения: N — множество натуральных чисел, Z+ = N∪{0}, R+ := (0,∞) — мно-
жество всех положительных чисел, R := (−∞,+∞). Следуя работе А.В.Абилова и Ф.В.Аби-
ловой [21], в пространстве L2,µ[−1, 1] рассмотрим оператор

Fhf(x) =
1

2

[

f
(

x cos h+
√

1− x2 sinh
)

+ f
(

x cos h−
√

1− x2 sinh
)

]

, (1.1)

который будем называть оператором обобщенного сдвига, и введем конечные разности первого
и высших порядков равенствами

˜∆1
h(f ;x) = Fhf(x)− f(x) = (Fh − E)f(x),

˜∆m
h (f ;x) = ˜∆h(˜∆

m−1
h (f ; ·);x) = (Fh − E)mf(x) =

m
∑

k=0

(−1)m−k

(

m

k

)

F k
h f(x),

где F 0
hf(x) ≡ f(x), F k

h f(x) = Fh(F
k−1
h f(x)), k = 1, 2, . . . ,m, m ∈ N, и E — единичный оператор

в пространстве L2. Определим обобщенный модуль непрерывности m-го порядка равенством

Ωm(f ; t)L2,µ[−1,1] = sup
{

∥

∥˜∆m
h (f ; ·)

∥

∥

L2,µ[−1,1]
: |h| ≤ t

}

. (1.2)

Пусть далее

T0(x) =
1
√
π
, Tk(x) =

√

2

π
cos(k arccos x), k = 1, 2, . . . (1.3)

— ортонормированная система многочленов Чебышёва первого рода в пространстве L2,µ[−1, 1].
Тогда, как хорошо известно [22],

f(x) =

∞
∑

k=0

ck(f)Tk(x) (1.4)
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есть ряд Фурье — Чебышёва функции f ∈ L2,µ[−1, 1], а

ck(f) =

1
∫

−1

µ(x)f(x)Tk(x)dx (1.5)

— коэффициенты Фурье — Чебышёва. Равенство в (1.4) понимается в смысле сходимости в
пространстве L2,µ[−1, 1].

Пусть теперь D = (1− x2)
d2

dx2
− x

d

dx
— дифференциальный оператор второго порядка.

Операторы высших порядков определим последовательно, полагая Drf = D(Dr−1f), r = 2,
3, . . . . Известно [22, с. 47], что многочлены (1.3) удовлетворяют дифференциальному уравне-
нию

(1− x2)T ′′
k (x)− xT ′

k(x) + k2Tk(x) = 0, (1.6)

а потому из (1.6) следуют равенства

DTk(x) = −k2Tk(x), . . . ,D
rTk(x) = (−1)rk2rTk(x). (1.7)

В [21] доказано, что для произвольной функции f ∈ L2,µ[−1, 1], имеющей обобщенные
производные в смысле Леви [23, c. 172], коэффициенты Фурье — Чебышёва (1.5) ряда (1.4)
удовлетворяют соотношениям

ck(f) = (−1)r k−2r ck(D
rf), k = 1, 2, . . . , (1.8)

ck(Fhf) = cos kh · ck(f), k = 1, 2, . . . , (1.9)

где функция Fhf определена равенством (1.1).

Обозначим через L
(2r)
2,µ [−1, 1] (r ∈ Z+, L

(0)
2,µ[−1, 1] = L2,µ[−1, 1]) множество функций f ∈

L2,µ[−1, 1], у которых производная Drf принадлежит пространству L2,µ[−1, 1]. Всюду далее

вместо L2,µ[−1, 1], L
(2r)
2,µ [−1, 1], ‖f‖L2,µ[−1,1] ради сокращения записи будем писать L2,µ, L

(2r)
2,µ ,

‖f‖2,µ соответственно.
Пользуясь соотношениями (1.7)–(1.9) и равенством Парсеваля, из (1.4) для произвольной

функции f ∈ L
(2r)
2,µ легко получить равенство [21]

‖∆m
h (Drf)‖22,µ =

∞
∑

k=1

(1− cos kh)2mk4rc2k(f). (1.10)

Учитывая соотношение (1.10), модуль непрерывности (1.2) запишем в виде

Ω2
m(Drf ; t)2,µ = sup

{

∞
∑

k=1

k4rc2k(f)(1− cos kh)2m : |h| ≤ t
}

. (1.11)

Пусть
En−1(f)2,µ = inf

{

‖f − pn−1‖2.µ : pn−1 ∈ Pn−1

}

(1.12)

— наилучшее приближение функции f ∈ L2,µ элементами подпространства Pn−1. В [22, с. 26]
доказано, что среди всех элементов pn ∈ Pn−1 частичная сумма Sn−1(f ;x) =

∑n−1
k=0 ck(f)Tk(x)

ряда (1.4) доставляет минимум величине (1.12). При этом

En−1(f)2,µ = ‖f − Sn−1(f)‖2,µ =
(

∞
∑

k=n

c2k(f)
)1/2

. (1.13)

Из (1.13), учитывая равенство (1.8), для произвольной f ∈ L
(2r)
2,µ получаем

En−1(f)2,µ ≤ n−2rEn−1(D
rf)2,µ. (1.14)
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Неравенство (1.14) обращается в равенство для функции f0(x) = Tn(x), принадлежащей мно-

жеству L
(2r)
2,µ , поскольку En−1(f0)2,µ = 1, En−1(D

rf0)2,µ = n2r.
В [24] при любых m, r ∈ N, r ≥ m/2 доказано, что

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2r−mEn−1(f)2,µ

(

π/n
∫

0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µ sinntdt

)m

=
1

2m
, (1.15)

а в [25] при m ∈ N, r ∈ Z+, 0 ≤ h ≤ π/n получено равенство

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2rEn−1(f)2,µ
(

1

h

h
∫

0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µdt

)m
=

{

nh

nh− sinnh

}m

. (1.16)

2. Основные теоремы

В работе [1] Н.И.Черных заметил, что для произвольной суммируемой неотрицательной
не эквивалентной нулю весовой функции ϕ на отрезке [0, h] (0 < h ≤ π) функционал

Jn(f ;h) =

{

h
∫

0

ω2
m(f ; t)2ϕ(t)dt

}1/2{
h

∫

0

ϕ(t)dt

}−1/2

меньше джексоновского функционала ωm(f ;h)2 и более естественен для характеристики наи-
лучших приближений En−1(f) периодических функций в L2[0, 2π]. Для рассматриваемой нами
характеристики гладкости Ωm наблюдается аналогичная ситуация. Очевидно, что без потери

общности можно полагать, что при некотором h ∈ (0, π/n] выполняется условие
∫ h

0
ϕ(t)dt ≤ 1,

и тогда имеет место неравенство

{

h
∫

0

Ωp
m(f ; t)2,µ ϕ(t)dt

}1/p

≤ Ωm(f ;h)2,µ.

В связи с этим обстоятельством, а также с целью обобщения равенств (1.15) и (1.16), введем
в рассмотрение следующую экстремальную аппроксимационную характеристику

Mn,m,r,p(ϕ;h) = sup
f∈L

(2r)
2,µ

En−1(f)2,µ
(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p
, (2.1)

где n,m ∈ N, r ∈ Z+, p ∈ R+, 0 < h ≤ π, ϕ(t) ≥ 0 — суммируемая на отрезке [0, h] не
эквивалентная нулю функция.

Теорема 2.1. Пусть n,m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π, ϕ(t) ≥ 0 — суммируемая не

эквивалентная нулю на отрезке [0, h] функция. Тогда справедливы неравенства

{

αn,m,r,p(ϕ;h)
}−1

≤ Mn,m,r,p(ϕ;h) ≤
{

inf
n≤k<∞

αk,m,r,p(ϕ;h)
}−1

, (2.2)

где

αk,m,r,p(ϕ;h) =

(

k2rp
h

∫

0

(1− cos kt)mpϕ(t)dt

)1/p

. (2.3)
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При этом если

inf
n≤k<∞

αk,m,r,p(ϕ;h) = αn,m,r,p(ϕ;h), (2.4)

то имеет место равенство

Mn,m,r,p(ϕ;h) =

(

n2rp

h
∫

0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

)−1/p

. (2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользовавшись упрощенным вариантом неравенства Мин-
сковского [26, с.142]

(

h
∫

0

( ∞
∑

k=n

|fk(t)|
2

)p/2

dt

)1/p

≥

( ∞
∑

k=n

(

h
∫

0

|fk(t)|
pdt

)2/p)1/2

, 0 < p ≤ 2,

с учетом (1.10)–(1.13) и (2.3) получаем

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µϕ(t)dt

)1/p

≥

(

h
∫

0

‖∆m
t (Drf)‖p2,µϕ(t)dt

)1/p

≥

(

h
∫

0

( ∞
∑

k=n

c2k(f)k
4r(1− cos kt)2m

)p/2

ϕ(t)dt

)1/p

=

(

h
∫

0

( ∞
∑

k=n

c2k(f)k
4r(1− cos kt)2m

[

ϕ(t)
]2/p

)p/2

dt

)1/p

≥

( ∞
∑

k=n

c2k(f)

(

k2pr
h
∫

0

(1− cos kt)pmϕ(t)

)2/p

dt

)1/2

=

( ∞
∑

k=n

c2k(f)α
2
k,m,r,p(ϕ;h)

)1/2

≥ inf
n≤k<∞

αk,m,r,p(ϕ;h)

{ ∞
∑

k=n

c2k(f)

}1/2

= inf
n≤k<∞

αk,m,r,p(ϕ;h) En−1(f)2,µ.

Отсюда, учитывая определение величины (2.1), получаем оценку сверху

Mn,m,r,p(ϕ;h) ≤
1

inf
n≤k<∞

αk,m,r,p(ϕ;h)
. (2.6)

Для получения оценки снизу рассмотрим функцию f0(x)
def
= Tn(x) =

√

2/π cos(n arccos x),

которая принадлежит классу L
(2r)
2,µ и для которой

En−1(f0)2,µ = 1, Ωm(Drf0; t)2,µ = n2r(1− cosnh)m, 0 < nh ≤ π. (2.7)

Имеем

Mn,m,r,p(ϕ;h) ≥
En−1(f0)2,µ

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf0; t)2,µϕ(t)dt

)1/p
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=
1

(

n2rp

h
∫

0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

)1/p
=

1

αn,m,r,p(ϕ;h)
. (2.8)

Сравнивая оценку сверху (2.6) и оценку снизу (2.8), получаем требуемое двойное неравен-
ство (2.2), чем и завершаем доказательство теоремы 2.1.

Отметим, что теорема 2.1 является своеобразным обобщением основных результатов ра-
бот [9; 14], полученных для наилучшего полиномиального приближения 2π-периодических

дифференцируемых функций, принадлежащих множеству L
(r)
2 [0, 2π], на случай наилучшего

полиномиального приближения функций f, принадлежащих множеству L
(2r)
2,µ .

Из доказанной теоремы вытекает ряд следствий.

Следствие 2.1. Пусть весовая функция ϕ(t), заданная на отрезке [0, h], является неот-

рицательной и непрерывно дифференцируемой на нем. Если при всех t ∈ [0, h] и p ∈ [1/(2r), 2],
r ∈ N, выполнено неравенство

(2rp − 1)ϕ(t) − tϕ′(t) ≥ 0, (2.9)

то справедливо равенство

inf
n≤k<∞

αk,m,r,p(ϕ;h) = αn,m,r,p(ϕ;h) (2.10)

и имеет место соотношение

Mn,m,r,p(ϕ;h) =
{

αn,m,r,p(ϕ;h)
}−1

. (2.11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Исходя из вида величины αk,m,r,p(ϕ;h), k ≥ n, достаточно до-
казать, что при выполнении неравенства (2.9) функция

η(x) = x2rp
h

∫

0

(1− cos xt)mpϕ(t)dt

является возрастающей при x ≥ n. Так как

η′(x) = 2rpx2rp−1

h
∫

0

(1− cos xt)mpϕ(t)dt+ x2rp
h
∫

0

d

dx
(1− cos xt)mpϕ(t)dt, (2.12)

то, пользуясь очевидным тождеством

d

dx
(1− cosxt)mp =

t

x

d

dt
(1− cos xt)mp, (2.13)

из (2.12) с учетом (2.13), выполнив интегрирование по частям, в силу (2.9) получаем

η′(x) = 2rpx2rp−1

h
∫

0

(1− cos xt)mpϕ(t)dt+ x2rp−1

h
∫

0

d

dt
(1− cos xt)mp(tϕ(t))dt

= x2rp−1

{

(1− cos xh)mphϕ(h) +

h
∫

0

(1− cos xt)mp
[

(2rp− 1)ϕ(t) − tϕ′(t)
]

dt

}

≥ 0,
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откуда inf
{

η(x) : x ≥ n
}

= η(n), что равносильно равенству

inf
n≤k<∞

αk,m,r,p(ϕ;h) = αn,m,r,p(ϕ;h),

из которого в силу двойного неравенства (2.2) сразу получаем (2.11). Этим следствие 2.1 до-
казано.

Следствие 2.2. Пусть весовая функция ϕ(t) ≡ 1 и числа m,n, r ∈ N, 1/(2r) ≤ p ≤ 2,
0 < h ≤ 3π/(4n). Тогда выполнено следующее равенство:

Mn,m,r,p(1;h) =
{

αn,m,r,p(1;h)
}−1

:=

{

n2rp

h
∫

0

(1− cosnh)mpdt

}−1/p

. (2.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, согласно неравенству (2.9), имеем (2rp− 1)ϕ(t)−
tϕ′(t) = 2rp− 1 ≥ 0, а потому имеет место (2.14). Следствие доказано.

В равенстве (2.3) положим h = a/n, где 0 < a ≤ π, ϕ∗(t) = g(nt), g(u) ≥ 0 — суммируемая
не эквивалентная нулю на отрезке [0, a] функция. Тогда

αk,m,r,p(g(nt); a/n) =

{

k2rp
a/n
∫

0

(1− cos kt)mpg(nt)dt

}1/p

= n2r−1/p

{

(k

n

)2rp
a

∫

0

(

1− cos
k

n
t
)mp

g(t)dt

}1/p

. (2.15)

Из равенства (2.15) следует, что

inf
{

αk,m,r,p(g(n·); a/n) : n ≤ k < ∞
}

= n2r−1/p inf
x≥1

{

x2rp
a

∫

0

(1− cos xt)mp g(t)dt

}1/p

:= n2r−1/p · inf
x≥1

βm,r,p(a; g, x). (2.16)

Используя равенство (2.16) из утверждения теоремы 2.1, получаем

Следствие 2.3. Пусть r ∈ Z+, m, n ∈ N, 0 < p ≤ 2, 0 < a ≤ π, g(t) есть неотрица-

тельная суммируемая на отрезке [0, a] не эквивалентная нулю функция. Тогда имеет место

неравенство

1

βm,r,p(a; g, 1)
≤ sup

f∈L
(2r)
2,µ

f 6=const

n2rEn−1(f)2,µ
(

a
∫

0

Ωp
m(Drf ; t/n)2,µ g(t)dt

)1/p
≤

1

inf
1≤x<∞

βm,r,p(a; g, x)
.

Если при этом функция g такова, что

inf
1≤x<∞

βm,r,p(a; g, x) = βm,r,p(a; g, 1),

то справедливо равенство

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2rEn−1(f)2,µ
(

a
∫

0

Ωp
m(Drf ; t/n)2,µ g(t)dt

)1/p
=

1

βm,r,p(a; g, 1)
.
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Следствие 2.4. Пусть 0 < a ≤ π, m, n, r ∈ N. Если при всех 0 < p ≤ 2 функция g(t) :=
t2rp−1g1(t), где g1(t) не возрастает, является неотрицательной суммируемой на отрезке [0, a]
функцией, то

inf
1≤x<∞

βm,r,p(a; g, x) = βm,r,p(a; g, 1), (2.17)

и, следовательно, имеет место равенство

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2rEn−1(f)2,µ
(

a
∫

0

Ωp
m(Drf ; t/n)2,µ t

2rp−1g1(t)dt

)1/p
=

1

βm,r,p(a; t2rp−1g1(t), 1)
. (2.18)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для установления равенства (2.17) будем следовать схеме рас-
суждений [4]. Полагаем

g∗(t) =
{

g1(t), если 0 ≤ t ≤ a; g1(a), если a ≤ t < ∞
}

.

Тогда для 1 ≤ x < ∞ имеем

βm,r,p(a; t
2rp−1g1(t), x) = x2rp

a
∫

0

(1− cos xt)mp t2rp−1g1(t)dt

=

ax
∫

0

(1− cos t)mp t2rp−1g∗(t/x)dt ≥

ax
∫

0

(1− cos t)mp t2rp−1g∗(t)dt

≥

a
∫

0

(1− cos t)mp t2rp−1g1(t)dt = βm,r,p(a; t
2rp−1g1(t), 1),

откуда сразу следует равенство (2.17), и тем самым следствие 2.4 доказано.

При решении экстремальных задач теории приближений важную роль играют неравенства
между нормами последовательных производных функций или неравенства типа Колмогорова
в различных банаховых пространствах. Если S = R или S = R+, то неравенство Колмогорова
имеет вид

‖f (s)‖Lp(S) ≤ M‖f‖αLq(S)
· ‖f (r)‖

β
Lγ(S)

, (2.19)

где

α =
r − s− 1/γ + 1/p

r − 1/γ + 1/q
, β = 1− α.

Различные неравенства типа (2.19) приведены в монографии [27]. Отметим также, что
в работе В.В.Арестова [28] приведен обстоятельный обзор всех результатов неравенства ви-
да (2.19), где получены наилучшие константы и анализируется связь задачи Стечкина о наи-
лучшем приближении оператора дифференцирования Dk порядка k на различных классах
функций.

В приведенной ниже теореме 2.2 доказывается точное неравенство Колмогорова для функ-
ций f ∈ L

(r)
2,µ в пространстве L2,µ. Поскольку для функции f ∈ L

(2r)
2,µ ее промежуточные про-

изводные Dsf, s = 1, 2, . . . , r − 1, принадлежат пространству L2,µ, то представляет интерес

изучение поведения наилучших приближений En−1(D
sf), s = 1, 2, . . . , r − 1, на классе L

(2r)
2,µ . С

этой целью нам понадобится неравенство типа (2.19) в пространстве L2,µ. Справедливо следу-
ющее утверждение.
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Теорема 2.2. Пусть r, s ∈ N, r > s. Тогда для произвольной функции f ∈ L
(2r)
2,µ , f 6= const,

справедливо точное на L2,µ неравенство

‖Dsf‖2,µ ≤ ‖Drf‖
s/r
2,µ · ‖f‖

1−s/r
2,µ . (2.20)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, в силу линейности оператора Ds из равенства (1.4)
с учетом (1.7) имеем

Dsf(x) =

∞
∑

k=0

ck(f)(D
sTk(x)) =

∞
∑

k=0

(−1)sk2sck(f)Tk(x). (2.21)

Применяя равенство Парсеваля, из (2.21) выводим

‖Dsf‖22,µ =

∞
∑

k=1

k4s|ck(f)|
2. (2.22)

Воспользовавшись неравенством Гёльдера для рядов, из (2.22) получаем

‖Dsf‖22,µ =

∞
∑

k=1

(

k4r|ck(f)|
2
)s/r(

|ck(f)|
2
)1−s/r

≤

( ∞
∑

k=n

k4r|ck(f)|
2

)s/r( ∞
∑

k=0

|ck(f)|
2

)1−s/r

= ‖Drf‖
2s/r
2,µ · ‖f‖

2(1−s/r)
2,µ ,

откуда и вытекает (2.20). Точность неравенства (2.20) на множестве L
(2r)
2,µ проверяется непо-

средственным вычислением для функции f0(x) = Tn(x) ∈ L
(2r)
2,µ . Теорема 2.2 доказана.

Из теоремы 2.2 вытекает

Следствие 2.5. При выполнении условий теоремы 2.2 имеет место точное неравенство

En−1(D
sf)2,µ ≤

(

En−1(D
rf)2,µ

)s/r(

En−1(f)2,µ

)1−s/r
, (2.23)

обращающееся в равенство для f0(x) = Tn(x) ∈ L
(2r)
2,µ .

Следующее утверждение базируется на неравенстве (2.20).

Теорема 2.3. Пусть m,n ∈ N, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ 3π/(4n), r ∈ Z+, s = 0, 1, . . . , r;
ϕ(t) — неотрицательная суммируемая на отрезке [0, h] не эквивалентная нулю функция и

выполняется неравенство (2.9). Тогда имеет место равенство

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2(r−s)En−1(D
sf)2,µ

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p
=

{

h
∫

0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

}−1/p

. (2.24)

В частности, если в (2.24) полагать p = 1/m,m ∈ N, и ϕ(t) ≡ 1, то имеем

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2(r−s)En−1(D
sf)2,µ

(

h
∫

0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µdt

)m
=

{

n

nh− sinnh

}m

, (2.25)

а если же полагать p = 1/m,m ∈ N, и ϕ(t) ≡ t, то будем иметь

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2(r−s)−mEn−1(D
sf)2,µ

(

h
∫

0

tΩ1/m
m (Drf ; t)2,µdt

)m
= 2m

{

nh(nh− sinnh)− [(nh)2 − 2(1 − cosnh)]
}−m

. (2.26)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, если выполнено равенство (2.11), то для произ-

вольной функции f ∈ L
(2r)
2,µ выполняется неравенство

En−1(f)2,µ ≤

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p

n2r

(

h
∫

0

(1− cosnt)mp ϕ(t)dt

)1/p
. (2.27)

Полагая в (2.27) r = 0, получаем

En−1(f)2,µ ≤

(

h
∫

0

Ωp
m(f ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p

(

h
∫

0

(1− cosnt)mp ϕ(t)dt

)1/p
. (2.28)

Поскольку из определения класса L
(2r)
2,µ следует, что Drf ∈ L2,µ, то, заменяя в неравенстве (2.28)

функцию f на Drf, имеем

En−1(D
rf)2,µ ≤

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p

(

h
∫

0

(1 − cosnt)mp ϕ(t)dt

)1/p
. (2.29)

Подставляя в правую часть неравенства (2.23) вместо величины наилучших приближений
En−1(f)2,µ и En−1(D

rf)2,µ их оценки сверху из неравенств (2.27) и (2.29), получаем

En−1(D
sf)2,µ ≤

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p

n2(r−s)

(

h
∫

0

(1− cosnt)mp ϕ(t)dt

)1/p
(s = 0, 1, . . . , r),

или, что то же самое,

n2(r−s)En−1(D
sf)2,µ

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p
≤

1

(

h
∫

0

(1− cosnt)mp ϕ(t)dt

)1/p
.

Поскольку последнее неравенство справедливо для произвольной функции f ∈ L
(2r)
2,µ , то

мы имеем следующую оценку сверху:

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2(r−s)En−1(D
sf)2,µ

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p
≤

1

(

h
∫

0

(1− cosnt)mp ϕ(t)dt

)1/p
. (2.30)
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С другой стороны, для рассмотренной при доказательстве теоремы 2.1 функции f0(x) =

Tn(x) ∈ L
(2r)
2,µ согласно соотношениям (2.7) и очевидному равенству

En−1(D
sTn)2,µ = n2sEn−1(Tn)2,µ = n2s

будем иметь

sup
f∈L

(2r)
2,µ

f 6=const

n2(r−s)En−1(D
sf)2,µ

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p
≥

n2(r−s)En−1(D
sf0)2,µ

(

h
∫

0

Ωp
m(Drf0; t)2,µ ϕ(t)dt

)1/p

=
n2r

(

n2rp

h
∫

0

(1− cosnt)mp ϕ(t)dt

)1/p
=

1

(

h
∫

0

(1− cosnt)mp ϕ(t)dt

)1/p
. (2.31)

Требуемое равенство (2.24) получаем из сопоставления оценки сверху (2.30) и оценки сни-
зу (2.31), чем и завершаем доказательство теоремы 2.3.

3. Значения n-поперечников некоторых классов функций в L2,µ

Прежде чем сформулировать остальные результаты, напомним необходимые понятия и
определения, используемые нами в дальнейшем.

Пусть B — единичный шар в L2,µ; M — выпуклое центрально-симметричное подмножество
из L2,µ; Λn ⊂ L2,µ — n-мерное подпространство; Λn ⊂ L2,µ — подпространство коразмерности
n; L : L2,µ → Λn — непрерывный линейный оператор, переводящий элементы пространства
L2,µ в Λn; L ⊥ : L2,µ → Λn — непрерывный оператор линейного проектирования пространства
L2,µ на подпространство Λn. Величины

bn(M, L2,µ) = sup {sup {ε > 0: εB ∩ Λn+1 ⊂ M} : Λn+1 ⊂ L2,µ} ,

dn(M, L2,µ) = inf {sup {inf {‖f − g‖2,µ : g ∈ Λn} : f ∈ M} : Λn ⊂ L2,µ} ,

δn(M, L2,µ) = inf {inf {sup {‖f − L f‖2,µ : f ∈ M} : LL2,µ ⊂ Λn} : Λn ⊂ L2,µ} ,

dn(M, L2,µ) = inf {sup {‖f‖2,µ : f ∈ M ∩ Λn} : Λn ⊂ L2,µ} ,

πn(M, L2,µ) = inf
{

inf
{

sup
{

‖f − L
⊥f‖2,µ : f ∈ M

}

: L
⊥L2,µ ⊂ Λn

}

: Λn ⊂ L2,µ

}

называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, линейным, гельфандовским, про-

екционным n-поперечниками. Поскольку L2,µ является гильбертовым пространством, то спра-
ведливы следующие соотношения между перечисленными выше n-поперечниками (см., напри-
мер, [26; 29]):

bn (M;L2,µ) 6 dn (M;L2,µ) 6 dn (M;L2,µ) = δn (M;L2,µ) = πn (M;L2,µ) . (3.1)

При помощи специального модуля непрерывности (1.2) определим следующий класс функ-
ций. Пусть Ψ(t), 0 ≤ t < ∞, — произвольная непрерывная неубывающая функция такая, что

Ψ(0) = 0. Символом W
(2r)
p,m (Ψ), 1/(2r) < p ≤ 2, m, r ∈ N, обозначим класс функций f ∈ L

(2r)
2,µ ,

для которых при любом t ∈ R+ выполняется условие

1

t

t
∫

0

Ωp
m(Drf ; τ)2,µ dτ ≤ Ψp(t).
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Полагаем также

(1− cos t)m∗ =
{

(1− cos t)m, если 0 < t ≤ π; 2m, если t ≥ π
}

. (3.2)

Здесь вычислим точные значения указанных выше n-поперечников при некоторых огра-
ничениях на мажоранту Ψ(t).

Теорема 3.1. Пусть m,n, r ∈ N, 1/(2r) < p ≤ 2 и функция Ψ при любых значениях t ∈ R+

удовлетворяет условию

(

Ψ(t)

Ψ(π/n)

)p

≥
π

nt

nt
∫

0

(1− cos τ)mp
∗ dτ

(

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

)−1

. (3.3)

Тогда выполняются равенства

λn(W
(2r)
p,m (Ψ);L2,µ) = En−1(W

(2r)
p,m (Ψ))L2,µ =

{

1

π

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

}−1/p

n−2r Ψ(π/n), (3.4)

где λn(·) — любой из перечисленных выше n-поперечников, а

En−1(W
(2r)
p,m (Ψ))L2,µ

def
= sup

{

En−1(f)2,µ : f ∈ W (2r)
p,m (Ψ)

}

.

Множество мажорант Ψ, для которых выполняется ограничение (3.3), не пусто.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из соотношения (2.5) для произвольной функции f ∈ L2,µ при
h = π/n и ϕ(t) ≡ 1 выводим оценку сверху величины наилучшего полиномиального прибли-
жения:

En−1(f)2,µ ≤ n−2r

(

1

π

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

)−1/p(n

π

π/n
∫

0

Ωp
m(Drf ; τ)2,µdτ

)1/p

. (3.5)

Учитывая определение класса W
(2r)
p,m (Ψ) и соотношение (3.1), из неравенства (3.5) получим

λn(W
(2r)
p,m (Ψ);L2,µ) ≤ En−1(W

(2r)
p,m (Ψ))L2,µ ≤

(

1

π

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

)−1/p

n−2r Ψ(π/n). (3.6)

Для получения оценки снизу рассматриваемых n-поперечников в силу соотношения (3.1)

достаточно оценить снизу бернштейновский n-поперечник класса W
(2r)
p,m (Ψ). С этой целью во

множестве Pn ∩ L2,µ введем в рассмотрение шар

Sn+1
def
=

{

pn ∈ Pn : ‖pn‖2,µ ≤

(

1

π

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

)−1/p

n−2r Ψ(π/n)

}

.

Из равенства (1.10) для произвольной pn ∈ Pn вытекает равенство

‖∆m
h (Drpn)‖

2
2,µ =

n
∑

k=1

(1− cos kh)2mk4rc2k(pn).

Если учесть, что при любых натуральных k ≤ n и h ≥ 0 выполняется неравенство

(1− cos kh)2m ≤ (1− cosnh)2m∗ ,
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то для произвольной pn ∈ Sn+1 получаем ‖∆m
h (Drpn)‖

2
2,µ ≤ n4r(1 − cosnh)2m∗ ‖pn‖

2
2,µ или, учи-

тывая соотношение (1.2), запишем

Ωm(Drpn; τ)2,µ ≤ n2r(1− cosnτ)m∗ ‖pn‖2,µ. (3.7)

Обе части неравенства (3.7) возведем в степень p (1/(2r) < p ≤ 2), проинтегрируем по τ в
пределах от 0 до t и полученное соотношение поделим на t. Затем в интеграле, расположенном
в правой части неравенства, произведем замену переменной nτ = u, а также заменим норму
полинома pn ∈ Sn+1 радиусом шара и, учитывая ограничение (3.3), получаем

1

t

t
∫

0

Ωp
m(Drpn; τ)2,µdτ ≤ n2rp‖pn‖

p
2,µ ·

1

t

t
∫

0

(1− cosnτ)mp
∗ dτ

≤
π

nt

nt
∫

0

(1− cos u)mp
∗ du

(

π
∫

0

(1− cos u)mpdu

)−1

Ψ(π/n) ≤ Ψ(t).

Последнее неравенство означает, что шар Sn+1 ⊂ W
(2r)
p,m (Ψ). Используя определение бернштей-

новского n-поперечника и соотношение (3.1), имеем

λn(W
(2r)
p,m (Ψ);L2,µ) ≥ bn(W

(2r)
p,m (Ψ);L2,µ) ≥ bn(Sn+1;L2,µ)

≥

(

1

π

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

)−1/p

n−2r Ψ(π/n). (3.8)

Сопоставляя оценку сверху (3.6) и оценку снизу (3.8), получаем требуемое равенство (3.4).
Приступая ко второй части доказательства, покажем, что функция Ψ∗(t) := tα/p, где

α
def
=

π
π
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp
dτ

− 1 (3.9)

удовлетворяет условию (3.3). Сначала определим границу значений числа α := α(m, p) из
равенства (3.9). Воспользовавшись неравенством sinx ≥ (2/π)x (0 ≤ x ≤ π/2), имеем

α = α(m, p) =
π

π
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp
dτ

− 1 ≤
π

π
∫

0

(τ

π

)2mp
dτ

− 1 = 2mp.

Аналогично, учитывая неравенство | sinx| ≤ 1, x ∈ R, получаем

α = α(m, p) =
π

π
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp
dτ

− 1 ≥
π

π
− 1 = 0.

Таким образом, имеем
0 < α < 2mp. (3.10)

Анализируем условие (3.3) теоремы 3.1. Подставляя функцию Ψ∗ в (3.3), получаем

(

nt

π

)α

≥
π

nt

nt
∫

0

(1− cos τ)mp
∗ dτ

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

=
π

nt

nt
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp

∗
dτ

π
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp
dτ

. (3.11)
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Полагая nt = µπ (0 ≤ µ < ∞), неравенство (3.11) запишем в виде

µα+1 ≥

µπ
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp

∗
dτ

(

π
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp
dτ

)−1

. (3.12)

Предложенная формула (3.9) для α = α(m, p) есть результат приравнивания производ-
ных по µ от левой и правой частей неравенства (3.12) при µ = 1. С учетом равенства (3.9)
неравенство (3.12) приобретает вид

µα+1 ≥
α+ 1

π

µπ
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp

∗
dτ, (3.13)

что еще предстоит доказать. Рассуждения проведем отдельно для двух случаев

а) 0 ≤ µ ≤ 1; б) 1 ≤ µ < ∞.

Пусть 0 ≤ µ ≤ 1. Сначала заметим, что в достаточно малой окрестности нуля неравен-
ство (3.13) имеет место. Поскольку при µ → 0 + 0

ϕ(µ) := µα+1 −
α+ 1

π

µπ
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp
dτ = µα+1

[

1−
π2mp(α+ 1)

22mp (2mp + 1)
O(µ2mp−α)

]

,

то в силу правой части (3.10) ϕ является положительной функцией. Докажем, что функция ϕ
на всем отрезке [0, 1] неотрицательна. Если допустить, что в некоторой точке ξ ∈ (0, 1) функция
ϕ меняет знак, то с учетом равенства ϕ(0) = ϕ(1) = 0 согласно теореме Ролля получаем, что
производная первого порядка

ϕ′(µ) = (α+ 1)

[

µα −
(

sin
µπ

2

)2mp
]

(3.14)

должна иметь на интервале (0, 1) не менее двух различных нулей. Из (3.14) следует, что столь-
ко же различных нулей и в тех же точках интервала (0, 1) должна иметь функция

ϕ∗(µ) = µα/(2mp) − sin
µπ

2
. (3.15)

Так как кроме того ϕ∗(0) = ϕ∗(1) = 0, функция ϕ∗ должна иметь на отрезке [0, 1] не менее
четырех нулей. Тогда из теоремы Ролля следует, что производная

ϕ′
∗(µ) =

α

2mp
· µα/(2mp)−1 −

π

2
cos

µπ

2
(3.16)

обязана обращаться в нуль не менее чем в трех различных точках интервала (0, 1). В силу
неравенства (3.10) функция µα/(2mp)−1 является положительной монотонно убывающей вы-
пуклой вниз функцией на (0, 1), cos(µπ/2) — монотонно убывающая выпуклая вверх функция
на этом же интервале, а потому из геометрических соображений на основании (3.16) следует,
что производная ϕ′

∗ на интервале (0, 1) может иметь не более двух различных нулей, и мы
пришли к противоречию, что доказывает неравенство (3.13) в случае а).

Приступая к рассмотрению случая б), функцию ϕ с учетом (3.9) и (3.2) запишем в виде

ϕ(µ) = µα+1−
α+ 1

π

π
∫

0

(

sin
τ

2

)2mp
dτ−

α+ 1

π

µπ
∫

π

(

sin
τ

2

)2mp

∗
dτ = µα+1−1−(α+1)(µ−1). (3.17)
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Дифференцируя полученное равенство, для всех 1 ≤ µ < ∞ имеем

ϕ′(µ) = (α+ 1)(µα − 1) ≥ 0.

Поскольку, как следует из (3.17), ϕ(1) = 0, то ϕ(µ) ≥ 0 на указанном точечном множе-
стве. Это означает, что неравенство (3.13) имеет место и в случае б). Значит условие (3.3)
справедливо для мажорантной функции Ψ∗ при любом t ∈ R+.

Теорема 3.1 полностью доказана.

Из теоремы 3.1 вытекает

Следствие 3.1. Для любых m,n, r ∈ N, 1/(2r) < p ≤ 2 справедливы равенства

λn(W
(r)
p,m(Ψ∗);L2,µ) = En−1(W

(r)
p,m(Ψ∗))L2,µ = 2m(α+ 1)−1/p πα/p n−(2r+α/p).

Теорема 3.2. Пусть m,n, r ∈ N, 1/(2r) < p ≤ 2. Если функция Ψ при любом t ∈ R+

удовлетворяет условию (3.3) теоремы 3.1, то для всех s = 0, 1, . . . , r справедливы равенства

sup
{

En−1(D
sf)2,µ : f ∈ W (2r)

p,m (Ψ)
}

= n−2(r−s)

(

1

π

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

)−1/p

Ψ(π/n). (3.18)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из соотношения (2.24) при ϕ(t) ≡ 1 для произвольной функции

f ∈ L
(2r)
2,µ и любого h ∈ [0, π/n] получаем

En−1(D
sf)2,µ ≤ n−2(r−s)

(

1

h

h
∫

0

Ωp
m(Drf ; t)2,µdt

)1/p( 1

h

h
∫

0

(1− cosnt)mpdt

)−1/p

. (3.19)

Используя определение класса W
(2r)
p,m (Ψ), из неравенства (3.19) при h = π/n получаем

En−1(D
sf)2,µ ≤ n−2(r−s)

(

1

π

π
∫

0

(1− cos t)mpdt

)−1/p

Ψ(π/n). (3.20)

При доказательстве теоремы 3.1 мы установили, что множество полиномов pn ∈ Pn, удо-
влетворяющих условию

‖pn‖2,µ ≤ n−2r

(

1

π

π
∫

0

(1− cos t)mpdt

)−1/p

Ψ(π/n),

принадлежит классу W
(2r)
p,m (Ψ). Рассмотрим функцию

f1(t)
def
= n−2r

(

1

π

π
∫

0

(1− cos t)mpdt

)−1/p

Ψ(π/n)Tn(x).

Так как

‖f1‖2,µ = n−2r

(

1

π

π
∫

0

(1− cos t)mpdt

)−1/p

Ψ(π/n),

то f1 ∈ W
(2r)
p,m (Ψ), и поскольку

En−1(D
sf1)2,µ = n−2(r−s)

(

1

π

π
∫

0

(1− cos t)mpdt

)−1/p

Ψ(π/n),
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то
sup

{

En−1(D
sf)2,µ : f ∈ W (2r)

p,m (Ψ)
}

≥ En−1(D
sf1)2,µ

= n−2(r−s)

(

1

π

π
∫

0

(1− cos τ)mpdτ

)−1/p

Ψ(π/n). (3.21)

Сопоставляя неравенства (3.20) и (3.21), получаем равенство (3.18). Теорема 3.2 доказана.

Авторы признательны профессору В.В.Арестову за ценные советы и замечания, исполь-
зованные в работе.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 21 № 4 2015

УДК 517.5

ОЦЕНКА СВЕРХУ РАВНОМЕРНЫХ КОНСТАНТ ЛЕБЕГА

ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ИСТОКООБРАЗНО

ПРЕДСТАВИМЫХ СПЛАЙНОВ1

В.Т. Шевалдин, О. Я.Шевалдина

В работе для достаточно широкого класса периодических интегрируемых ядер K получены оценки

сверху констант Лебега (норм линейных операторов из C из C) интерполяционных истокообразно пред-

ставимых сплайнов с равномерными узлами.

Ключевые слова: константы Лебега, истокообразно представимые сплайны, равномерные узлы.

V. T. Shevaldin, O.Ya. Shevaldina. Upper bounds for uniform Lebesgue constants of interpolational periodic

sourcewise representable splines.

Upper bounds for Lebesgue constants (norms of linear operators from C to C) of interpolational periodic

sourcewise representable splines with uniform knots are obtained for a wide class of periodic integrable kernels K

Keywords: Lebesgue constants, sourcewise representable splines, uniform knots.

Введение

Пусть Lp = Lp[0; 2π] (1 ≤ p ≤ ∞) — пространство 2π-периодических функций f , абсолютно
интегрируемых на периоде с p-й степенью при 1 ≤ p < ∞ и существенно ограниченных при
p = ∞, C[a; b] — пространство непрерывных на отрезке [a; b] функций, C2π — пространство
непрерывных 2π-периодических функций с обычными определениями нормы. Пусть также
множество P ⊂ Z

+ = {0, 1, 2, . . .}, cardP = µ (P может быть и пустым),

TP (x) =
∑

k∈P

(ak cos kx+ bk sin kx) (ak, bk ∈ R),

K(t) =
α0

2
+

∞
∑

k=1

(αk cos kt+ βk sin kt) (αk, βk ∈ R). (0.1)

Далее всюду считаем, что ряд (0.1) сходится абсолютно и функция K ∈ L1[0; 2π]. Пусть

µ = dimTP =







2µ, 0 6∈ P,

2µ − 1, 0 ∈ P.

Класс F = F (K,P ) периодических функций f вида

f(x) = TP (x) +

2π
∫

0

K(x− t)Φ(t) dt, (0.2)

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 14-01-00496), гранта Президента РФ по госу-
дарственной поддержке ведущих научных школ (проект НШ-4538.2014.1) и Программы УрО РАН
(проект 15-16-1-4), а также при финансовой поддержке в рамках Постановления Правительства РФ
№ 211, контракт № 02.А03.21.0006.
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где Φ ∈ L∞[0; 2π] и Φ ⊥ TP , т. е.

2π
∫

0

Φ(t)

{

sin kt

cos kt

}

dt = 0, k ∈ P, (0.3)

называется классом истокообразно представимых функций. Данное определение было введено
Р.Курантом и Д.Гильбертом, при этом функция K называется ядром, а функция Φ — исто-
ком. Различные задачи теории приближения таких классов функций (а в основном, их част-
ных случаев) рассматривались многими авторами (см., например, обширную библиографию
в [1–3]). Подчеркнем, что в данной статье множество P и ядро K, задающие класс функций
F = F (K,P ), считаются фиксированными.

Пусть m — натуральное число, m > µ = dimTP , h = 2π/m и g = g(t) — заданная неотри-
цательная, непрерывная функция периода h. В классе F определим следующие множества:

Sm(F, g) =
{

f ∈ F : Φ(t) = Zjg(t), (j − 1)h ≤ t < jh (j ∈ Z), Zj+m = Zj (j ∈ Z)
}

,

W (F, g) = {f ∈ F : |Φ(t)| ≤ g(t) п. в. на [0; 2π]}.

Множество функций S ∈ Sm(F, g) называется пространством периодических истокообразно
представимых сплайнов (см., например, [4]). В случае четного m, g = 1, P = {0} и

K(t) = π−1Dr(t) = π−1
∞
∑

k=1

cos(kt− πr
2 )

kr
(r ∈ N) (0.4)

истокообразно представимые сплайны — хорошо изученные периодические полиномиальные
сплайны минимального дефекта степени r с m равномерными узлами на периоде (см., напри-
мер, [2]), а ядро π−1Dr носит название ядра Бернулли. Заметим, что в общем случае любой
сплайн S ∈ Sm(F, g) зависит от m + µ параметров {Zj}

m
j=1 и {ak}k∈P , {bk}k∈P , на которые

наложено µ ограничений (0.3).
Классическая интерполяционная задача для введенного выше пространства сплайнов со-

стоит в следующем. Пусть f : R → R — 2π-периодическая функция, 0 ≤ θ < 1 и yν =
f(θh+ νh) (ν ∈ Z). Требуется в пространстве Sm(F, g) приближенно восстановить функцию f
по числам {yν}ν∈Z, удовлетворяющим условиям yν+m = yν (ν ∈ Z). Более точно, нужно ука-
зать условия на множество P , ядро K, функцию g и (что особенно важно) число θ : 0 ≤ θ < 1,
при которых существует единственный истокообразно представимый сплайн S ∈ Sm(F, g),
удовлетворяющий условиям

S(θh+ νh) = yν (ν ∈ Z).

Таким образом, в общей задаче функциональной интерполяции сплайнами считается, что сет-
ка узлов интерполяции {θh+νh}ν∈Z сдвинута на θh относительно сетки узлов сплайна {νh}ν∈Z.
Эта задача имеет богатую историю, которая берет начало с работ Дж.Алберга, Э.Нильсона,
Дж.Уолша [5] и Ю.Н.Субботина [6] по полиномиальным сплайнам (библиографию см., на-
пример, в [4]). Наиболее общие результаты в данной интерполяционной задаче получены
А.К.Кушпелем [7] (случаи P = {∅}, P = {0} и произвольного ядра K) и первым автором [4]
данной статьи. Введем некоторые числа и функции.

Ядро K представим следующим образом:

K(t) =
∑

j∈Z

µje
ijt,

где

µj =







(αj − iβj)/2, j > 0,

(αj + iβj)/2, j < 0,
µ0 =

α0

2
.
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Для произвольной функции f ∈ F (K,P ) в силу (0.3) можно считать, что µj = 0, если |j| ∈ P,
и поэтому

K(t) =
∑

j: |j|6∈P

µje
ijt.

Определим функции

λr(t) = m
∑′

l∈Z

µml+r

h
∫

0

g(x)ei(ml+r)(th−x) dx (r = 1,m), (0.5)

где штрих означает, что суммирование производится по всем целым l таким, что |ml+ r| 6∈ P .
Как следует из [4], λr(t) (r = 1,m) — собственные числа некоторой матрицы. Пусть также для
каждого θ : 0 ≤ θ < 1 множество

R(θ) = {r : r = 1,m, λr(θ) = 0}

и A — множество всех r = 1,m таких, что для каждого r ∈ A существует число s = s(r) ∈ P
такое, что либо s ≡ r(modm), либо s ≡ −r(modm).

Теорема 1 [4, теорема 1]. Для любой последовательности {yν}ν∈Z, удовлетворяющей

условию yν+m = yν (ν ∈ Z), существует единственный сплайн S ∈ Sm(F, g) тогда и только

тогда, когда выполнены следующие условия:

1)

∫ h

0
g(t)e±ikt dt 6= 0 ∀ k ∈ P ;

2) число θ : 0 ≤ θ < 1 таково, что R(θ) ⊆ A;
3) s1 6≡ ±s2(modm) ∀ s1, s2 ∈ P ;
4) если m — четно, то m/2 6≡ s(modm) ∀ s ∈ P .

При выполнении условий 1)– 4) параметры ak, bk и Zj интерполяционного сплайна

S ∈ Sm(F, g) вычисляются по формулам

ak =
2

m

m−1
∑

ν=0

yν cos kh(θ + ν), bk =
2

m

m−1
∑

ν=0

yν sin kh(θ + ν),

a0 =
1

m

m−1
∑

ν=0

yν , если 0 ∈ P,

Zj =
1

m

m−1
∑

ν=0

yν

m
∑′′

r=1

(λr(θ + ν − j + 1))−1 (j = 1,m),

где двойной штрих означает, что в сумме отсутствуют слагаемые λ−1
r (θ + ν − j + 1) с

номерами r ∈ A.

Из теоремы 1 следует, что при выполнении условий 1) – 4) интерполяционный сплайн
S ∈ Sm(F, g) может быть представлен в следующем виде:

S(x) =
m−1
∑

ν=0

yνgν(x) (x ∈ [0; 2π]),

где gν(x) (ν = 0,m− 1) — некоторые непрерывные 2π-периодические функции. Следовательно,
сплайн S(x) = S(f, x) задает линейный метод аппроксимации 2π-периодической функции f
по ее значениям yν = f(θh + νh) (ν ∈ Z) в системе равноотстоящих точек. Нас интересует
равномерная норма данного оператора. Величина

L = L(K,m) = sup{‖S(f, ·)‖C : ‖f‖C ≤ 1}
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является равномерной нормой оператора S и носит название константы Лебега периодиче-
ских интерполяционных истокообразно представимых сплайнов с равномерными узлами. На-
чало исследования констант Лебега интерполяционных сплайнов было положено в работах
Ф.Ричардса [8] и А.А.Женсыкбаева [9] (см. библиографию, например, в [10;11]), причем изу-
чались только полиномиальные и экспоненциальные интерполяционные сплайны.

В настоящей работе для широкого класса ядер K, удовлетворяющих некоторому условию,
возникшему в статьях [4;7] при получении точных оценок снизу для колмогоровских попереч-
ников классов функций W (F, g), в случае четного числа m получена оценка сверху величины
L = L(K,m) для интерполяционных сплайнов S ∈ Sm(F, g), определенных этим ядром K.

1. Свойство Cθ и оценка сверху для L(K, 2n)

В данном разделе всюду считаем, что m = 2n (n ∈ N). При получении точных оценок
снизу поперечников по Колмогорову классов функций W (F, g) (в случае g = 1) в равномерной
метрике А.К.Кушпель [7] (при P = {0} и P = ∅) и первый автор [4] выделили класс ядер K,
пространство истокообразно представимых сплайнов у которых удовлетворяет следующему
свойству.

О п р е д е л е н и е. Будем говорить, что пространство сплайнов S2n(F, g) удовлетворяет
свойству Cθ при некотором θ : 0 ≤ θ < 1, если при этом θ выполнены условия 1) – 4) теоремы 1
и, кроме того, последовательность чисел

zl =
1

2n

2n
∑′′

r=1

λ−1
r (θ + l) (l = 1, 2n)

чередуется по знаку, а именно zlzl+1 ≤ 0 (l = 1, 2n − 1), где двойной штрих означает, что в
сумме отсутствуют слагаемые λ−1

r (θ + l) с номерами r ∈ A.

В [4; 7] приведены примеры ядер K, удовлетворяющих данному определению. Напомним,
что для аппроксимируемой функции f ∈ C2π мы положили

yν = f(θh+ νh) (ν ∈ Z).

Теорема 2 [4, теорема 3]. Пусть пространство S2n(F, g) удовлетворяет свойству Cθ

при некотором θ : 0 ≤ θ < 1. Тогда для любой функции f ∈ C2π и сплайна S(x) = S(f, x) ∈
S2n(F, g) имеет место неравенство

max
j

|Zj | ≤ |λ−1
n (θ)|max

ν
|f(θh+ νh)|,

где функция λn(θ) определена равенством (0.5) при m = 2n и r = n.

В наших исследованиях важную роль играет функция

λn(x) = 2n

h
∫

0

g(t)
∑

l∈Z

µ(1+2l)ne
i(1+2l)(xh−t)n dt (x ∈ R)

(здесь h = π/n и штрих отсутствует в силу условия 4) теоремы 1). В [4] отмечено, что эта функ-
ция является сверткой непрерывной функции g и интегрируемой функции, поэтому функция
λn непрерывна. В случае g = 1, P = {0} и K(t) = π−1Dr(t) функция λn(x) является совер-
шенным периодическим сплайном степени r с 2n равноотстоящими узлами на отрезке [0; 2n]
(соответствующие определения, свойства и комментарии см. в [2;4]) и удовлетворяет свойству
λn(x+ 1) = −λn(x). Рассмотрим число θ1 : 0 ≤ θ1 < 1 такое, что

|λn(θ1)| = max
x

|λn(x)|,
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и обозначим через Ω множество тех θ : 0 ≤ θ < 1, при которых пространство S2n(F, g)
удовлетворяет данному выше определению.

Следствие 1 [4, следствие 1]. Если θ1 ∈ Ω, то для любой функции f ∈ C2π и сплайна

S(x) = S(f, x) ∈ S2n(F, g) справедливо точное неравенство maxj |Zj | ≤ minθ∈Ω |λ−1
n (θ)| · ‖f‖C ,

причем знак равенства реализует функция f(x) = λn(x/h).

Приступим теперь к оценке сверху константы Лебега L(K, 2n) интерполяционных перио-
дических истокообразно представимых сплайнов.

Теорема 3. Для любой функции f ∈ C2π и сплайна S(x) = S(f, x) ∈ S2n(F, g), удовлетво-

ряющего свойству Cθ1 , такого что

S(θ1h+ νh) = f(θ1h+ νh) (ν ∈ Z),

имеет место неравенство

‖S(f, ·)‖C ≤ ‖f‖C

(‖K‖L1‖g‖C
‖λn‖C

+ 2µ
)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В представлении (0.2) сплайна S оценим сверху каждое слагае-
мое. Пусть вначале 0 6∈ P . Тогда из формул для чисел ak, bk (k ∈ P ) из теоремы 1 при любом
x ∈ R имеем

|TP (x)| =
∣

∣

∣

∑

k∈P

(ak cos kx+ bk sin kx)
∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∑

k∈P

1

n

(

2n−1
∑

ν=0

yν cos kh(θ + ν) cos kx+
2n−1
∑

ν=0

yν sin kh(θ + ν) sin kx
)∣

∣

∣

≤ ‖f‖C max
x

1

n

2n−1
∑

ν=0

∑

k∈P

| cos(kh(θ + ν)− kx)| ≤ 4µ‖f‖C .

Аналогично, если 0 ∈ P , получаем |TP (x)| ≤ 2(2µ−1)‖f‖C . Таким образом, справедлива оценка

‖TP ‖C ≤ 2µ‖f‖C . (1.1)

Теперь с учетом теорем 1 и 2 оценим сверху абсолютную величину интеграла

∣

∣

∣

∣

2π
∫

0

K(x− t)Φ(t) dt

∣

∣

∣

∣

в случае Φ(t) = Zjg(t), (j − 1)h ≤ t < jh (j ∈ Z), h = π/n. Имеем

∣

∣

∣

∣

2π
∫

0

K(x− t)Φ(t) dt

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

2n
∑

j=1

Zj

jh
∫

(j−1)h

g(t)K(x − t) dt

∣

∣

∣

∣

≤ max
j

|Zj |

( 2n
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

jh
∫

(j−1)h

g(t)K(x− t) dt

∣

∣

∣

∣

)

≤ max
j

|Zj | · ‖g‖C

2n
∑

j=1

jh
∫

(j−1)h

|K(x− t)| dt

= max
j

|Zj | · ‖g‖C · ‖K‖L1 .

Таким образом, из следствия 1 выводим неравенство

∣

∣

∣

∣

2π
∫

0

K(x− t)Φ(t) dt

∣

∣

∣

∣

≤ ‖g‖C · ‖K‖L1 · ‖λn‖
−1
C · ‖f‖C . (1.2)
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Из (1.1) и (1.2) следует утверждение теоремы 3. �

Следствие 2. Из доказанной теоремы 3 при θ = θ1 вытекает следующая оценка сверху

для константы Лебега L = L(K, 2n) :

L(K, 2n) ≤
‖K‖L1‖g‖C

‖λn‖C
+ 2µ.

2. Примеры и комментарии

Вопросы существования и единственности интерполяционных сплайнов исследовались мно-
гими авторами (см. библиографию в [4]). Свойство Cθ А.И.Степанец и его ученики А.К.Куш-
пель, А.С.Сердюк и др. (см., например, [3;7;12;13]) формулировали в терминах производящего
полинома ядра K или свойств знакорегулярности фундаментальных сплайнов, соответствую-
щих этому ядру. Приведем, на наш взгляд, наиболее простую интерпретацию этого свойства
в случае P = ∅ из работы [4]. Пусть

τs =

h
∫

0

K((θ + 1− s)h− t) dt (s = 0, 2n − 1).

Рассмотрим матрицу T порядка 2n× 2n, которая является циркулянтом с элементами первой
строки {τs}

2n−1
s=0 . Выполнение свойства Cθ означает, что при этом θ : 0 ≤ θ < 1 detT 6= 0

и все миноры порядка 2n − 1 имеют один и тот же знак. Данное требование на ядро K,
как отмечено в [4], является менее жестким, чем условие знакорегулярности ядра K, которое
возникло у А.Пинкуса [14] при нахождении точных значений колмогоровских поперечников
классов периодических функций типа Соболева.

Теперь рассмотрим несколько примеров в случае P = {0}. Случай g = 1, K(t) = π−1Dr(t)
(r ∈ N) — ядра Бернулли (см. (0.4)) приводит, как мы уже отмечали, к интерполяционным
полиномиальным сплайнам минимального дефекта степени r. По традиции, начиная с осново-
полагающих работ Дж.Алберга, Э.Нильсона, Дж.Уолша [5] и Ю. Н.Субботина [6], интерпо-
ляционные полиномиальные сплайны изучали и применяли в случае нечетного r только при
θ = 0, в случае четного r — при θ = 1/2 (отметим, что в случае нечетного r при θ = 1/2,
а в случае четного r при θ = 0 задача интерполяции неразрешима). А.К.Кушпель [7] до-
казал, что при таком классическом выборе интерполяционных условий свойство Cθ также
имеет место. Константы Лебега L(π−1Dr, 2n) в этих случаях вычислены Ф.Ричардсом [8]
и А.А.Женсыкбаевым [9]. Еще один принципиальный результат в данной тематике полу-
чен Ю.Н.Субботиным и А.А.Теляковским [10], которые нашли асимптотику роста констант
Лебега периодических интерполяционных полиномиальных сплайнов по параметрам r и n.
Х.Морше [15], И.Цимбаларио [16], В.А.Ким [11;17] и др. изучали константы Лебега интерпо-
ляционных экспоненциальных (и не только периодических) сплайнов, соответствующих линей-
ным дифференциальным операторам с постоянными коэффициентами, характеристические
многочлены которых имеют только действительные корни.

Еще один важный случай, возникающий при P = {0} — случай ядра Пуассона, приводящий
к гармоническим сплайнам (см., например, [1]). Пусть

Πρ,α(t) =
∞
∑

k=1

ρk cos
(

kt−
απ

2

)

(0 < ρ < 1, α ∈ R)

— ядро, являющееся линейной комбинацией ядра Пуассона Πρ(t) =
∑∞

k=1 ρ
k cos kt гармони-

ческих функций и его сопряженного ˜Πρ(t) =
∑∞

k=1 ρ
k sin kt. Выяснением вопроса: при каких
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ρ, α и n свойство Cθ имеет место, помимо авторов цитированных работ [4; 7] занимались так-
же Нгуен Тхи Тхьеу Хоа [18] и А.С.Сердюк и В.В.Боденчук [13]. Из результатов последней
статьи, в частности, следует, что при стандартном выборе числа θ = θ1, которое является
точкой максимума модуля совершенного сплайна λn(x), свойство Cθ имеет место при любых
0 < ρ < 1, α ∈ R и любых n ≥ n(ρ) ≥ 9, где n(ρ) — корень некоторого трансцендентного
уравнения.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 21 № 4 2015

УДК 519.62

ПИСЬМО В РЕДАКЦИЮ

В.И. Бердышев

В моей статье “К задаче сопровождения движущегося объекта наблюдателями” (Тр. Ин-та
математики и механики УрО РАН, 2015, т. 21, № 1), связанной с поиском оптимальных траек-
торий объекта t в пространстве Rn (n ≥ 2), имеется погрешность. Она касается характеризации
наилучшей траектории в одной из задач, рассмотренных в этой статье для двумерного про-
странства. В R

2 имеется телесный многоугольник G, препятствующий движению и видимости.
В его вершинах располагаются наблюдатели, которые в случае опасности со стороны t могут
уйти в теневое множество s(t) ⊂ R

2\G. Одной из характеристик оптимальной траектории T

из заданного “коридора” Y траекторий, соединяющих фиксированные начальную и конечную
точки, в задаче

max
T ⊂Y

min
t∈T

ρ(t, s(t))

является (см. теорему 3 указанной статьи) принадлежность ей точек из построенного набора.
Обозначим его через P. Следующий пример показывает, что этот набор не является полным.

Для вершин a ∈ G через T (a) обозначается множество видимых из a точек t ∈ R
2\G, для

которых a ∈ s(t), при этом a — ближайшая к точке t из вершин, обладающих указанным
свойством. Здесь s(t) — замыкание множества. Множество G (см. рисунок) состоит из двух
симметрично расположенных относительно оси ординат прямоугольных треугольников с вер-
шинами a1 = (1, 0), a2 = (2,−1), a3 = (2, 1) и a′1 = (−1, 0), a′2 = (−2,−1), a′3 = (−2, 1). Среди
траекторий, проходящих между указанными треугольниками, оптимальная траектория долж-
на содержать точки (0, 1), (0,−1), являющиеся ближайшими к вершинам a1, a

′
1 из пересечения

T (a1)
⋂

T (a′1). Однако в указанном выше наборе P они не присутствуют.
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Рисунок.

С уважением, В.И.Бердышев
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