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АЛЕКСАНДР БОРИСОВИЧ КУРЖАНСКИЙ

(К 80-летнему юбилею)

19 октября 2019 г. исполнилось 80 лет выдающемуся российскому математику и механику,

специалисту в области процессов управления, действительному члену Российской Академии

наук Александру Борисовичу Куржанскому.

С именем А.Б.Куржанского связаны фундаментальные достижения в математической тео-

рии управления, в теории обратных задач наблюдения и идентификации, нелинейном анализе

и оптимизации. Им развита теория гарантированного оценивания динамики систем по резуль-

татам измерений — методы идентификации, фильтрации и интерполяции для обыкновенных

и распределенных процессов. Ему принадлежат важные результаты по дуальности задач иг-

рового управления и позиционного наблюдения, по теории синтеза управлений в условиях

неполной информации. В его работах построена теория трубок траекторий для нелинейных

дифференциальных включений, отвечающих задачам моделирования недоопределенных ди-

намических систем и целевого управления ансамблями траекторий. Созданы конструктивные

методы решения задач оценивания и идентификации для динамических систем со статистиче-

ски неопределенными параметрами. Развиты основы теории наблюдения для эволюционных

систем, описываемых уравнениями в частных производных. Предложена единая схема по-

строения регуляризаторов для некорректных обратных задач оценивания в таких системах.

Разработаны новые вычислительные методы эллипсоидального и полиэдрального исчисления

в теории управления и оценивания, теория синтеза импульсных управлений и быстрых управ-

лений.

В 1957 г. после окончания с медалью средней школы № 1 в Свердловске А.Б.Куржанский

поступил на энергетический факультет Уральского политехнического института (УПИ). Лек-

ции по высшей математике студентам факультета читал профессор Николай Николаевич Кра-

совский, он же вел упражнения в группе, где учился А.Б.Куржанский. Именно с этого време-

ни под сильным впечатлением от общения с Н.Н.Красовским началось увлечение Александра

Борисовича математикой. Во время учебы в УПИ он одновременно посещал лекции на заоч-

ном отделении физико-математического факультета Уральского государственного университе-

та им. А.М.Горького (УрГУ), где сдал экзамены по всем основным курсам факультета. После

защиты в 1962 г. диплома с отличием в УПИ А.Б.Куржанский продолжил обучение в ас-

пирантуре математико-механического факультета УрГУ под руководством Н.Н.Красовского.

В 1965 г. он защитил кандидатскую диссертацию и затем продолжил работу на организован-

ной в те годы Н.Н.Красовским кафедре прикладной математики Уральского государственного

университета.

В 1967 г. Александр Борисович был приглашен на работу в Свердловское отделение Ма-

тематического института имени В.А.Стеклова АН СССР (СОМИ, ныне Институт матема-

тики и механики имени Н.Н.Красовского Уральского отделения РАН — ИММ УрО РАН).
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В 1971 году Александр Борисович успешно защитил докторскую диссертацию “Управление

экстремально связанным движением и позиционное наблюдение”. Развитая в диссертации

концепция позиционного наблюдения привела его в дальнейшем к созданию теории гаран-

тированного апостериорного оценивания состояний и параметров динамических систем по

результатам наблюдений. Результаты этой теории составили основу будущей монографии

А.Б.Куржанского “Теория управления и наблюдения в условиях неопределенности”, опубли-

кованной в издательстве “Наука” в 1977 г. и сразу ставшей востребованной среди специалистов

по теории управления и ее приложениям. В 1973 г. он возглавил созданную в Институте лабора-

торию (позднее отдел) оптимального управления, состоящую из его учеников — выпускников

УрГУ. В 1976 г. за цикл работ по математической теории управления А.Б.Куржанскому сов-

местно с Н.Н.Красовским, Ю.C.Осиповым, А.И.Субботиным была присуждена Ленинская

премия. В 1977 г. А.Б.Куржанский был назначен директором Института, сменив на этом посту

академика Н.Н.Красовского. Директором ИММ А.Б.Куржанский работал до 1983 г., много

сил и времени отдавая укреплению авторитета ведущих научных направлений Института,

развитию его международных контактов, оснащению современной вычислительной техникой.

В 1981-м он был избран членом-корреспондентом, а в 1990-м — действительным членом АН

СССР по Отделению механики и процессов управления.

Результаты исследований А.Б.Куржанского получили и международное признание. В

1984 г. он получает приглашение возглавить методологическую программу “Системы и приня-

тие решений” в Международном институте прикладного системного анализа (IIASA, Лаксен-

бург, Австрия). В этом институте А Б.Куржанский проработал с 1984 по 1992 г., осуществляя

руководство исследованиями по программе и созданному в ее рамках проекту “Динамические

системы”. Деятельность Александра Борисовича на этом посту способствовала значительному

укреплению авторитета программы и Института прикладного системного анализа в целом.

К работе в проектах программы он сумел привлечь ведущих ученых Австрии, СССР, США,

Франции, Японии и других стран. В этот период при его непосредственном участии было ор-

ганизовано несколько десятков научных конференций, издано большое количество научных

статей и ряд монографий. В течении нескольких лет А.Б.Куржанский был одновременно за-

местителем директора IIASA. В 1992 г. он был удостоен звания Почетного ученого Института

прикладного системного анализа (IIASA Honorary Scholar).

С 1992 г. А.Б.Куржанский — профессор Московского государственного университета им.

М.В.Ломоносова (МГУ), организатор и заведующий кафедрой системного анализа на фа-

культете вычислительной математики и кибернетики МГУ, где много сил и энергии уделяет

подготовке молодых специалистов, магистров и аспирантов по новым направлениям теории

процессов управления и системного анализа, математического моделирования сложных систем

с обратной связью.

Широк и разнообразен круг научных интересов А.Б.Куржанского. Он автор более 250

научных работ, в том числе ряда монографий, опубликованных в ведущих отечественных и

зарубежных издательствах.

Созданные А.Б.Куржанским методы гарантированного оценивания были распространены

как им самим, так и его коллегами и учениками на статистически неопределенные системы со

случайными возмущения, имеющими неточно известные характеристики. Теория гарантиро-

ванного оценивания была развита также для систем с запаздыванием и систем, описываемых

уравнениями в частных производных. Для указанных систем была разработана конструкция

вспомогательной задачи гарантированного оценивания, динамическая оценка в которой в фор-

ме уравнений минимаксного фильтра служит регуляризованным решением обратной задачи.

Во многих разделах теории управления и дифференциальных игр возникают задачи описа-

ния траекторных трубок динамических систем с неопределенными параметрами. В серии работ

Александра Борисовича и его учеников, посвященных проблемам многозначного анализа, бы-

ли предложены аналоги дифференциальных уравнений в пространствах множеств и развита
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теория таких уравнений. Были созданы конструктивные методы описания семейств траекто-

рий дифференциальных включений, сохраняющихся (выживающих) в течение предписанного

времени в пределах заданного множества фазового пространства. Получены эволюционные

уравнения (уравнения интегральной воронки), описывающие динамику во времени областей

достижимости дифференциальных включений с фазовыми ограничениями. Был введен и ис-

следован новый класс эволюционных уравнений, в терминах решений которых дано описание

конфликтно-достижимых областей управляемой системы, множеств разрешимости задачи об

управлении при наличии фазовых ограничений и противодействия, семейств сильно и слабо

инвариантных отображений.

Важное место в исследованиях А.Б.Куржанского занимает разработка вычислительных

алгоритмов решения задач гарантированного оценивания и управления. Им была развита

техника эллипсоидальных аппроксимаций выпуклых множеств и на ее базе получены эво-

люционные уравнения для внешних и внутренних эллипсоидальных оценок различных мно-

гозначных интегралов, представляющих, в частности, прямые и попятные области (труб-

ки) достижимости систем высокой размерности. Принципиальной особенностью развиваемых

А.Б.Куржанским методов (в отличие от других известных результатов по эллипсоидальным

оценкам в теории управления) является возможность получения сколь угодно точных дву-

сторонних приближений решений путем пересечения внешних и объединения внутренних эл-

липсоидальных оценок по множествам управляющих параметров. Поскольку отдельные оцен-

ки вычисляются независимо, процедуры аппроксимации допускают эффективное распарал-

леливание вычислений. Основы развиваемых методов эллипсоидального оценивания отраже-

ны в монографии (A.B. Kurzhanski, I. Valyi, Ellipsoidal Calculus for Estimation and Control,

Birkhäuser, Boston, 1997, 321 p.) Подобные идеи были также заложены в схему построения

оценок при помощи другого конечно-параметрического класса множеств — параллелотопов.

На основе предложенных алгоритмов были разработаны эффективные вычислительные проце-

дуры и созданы пакеты прикладных программ для решения оценивания и синтеза управлений

в линейных системах с неопределенными возмущениями.

Теория гарантированного апостериорного оценивания послужила основой для разработки

новых оригинальных методов синтеза стратегий управления, когда в качестве состояний систе-

мы рассматриваются информационные множества. А.Б.Куржанским сформулирован принцип

оптимальности при неопределенности и принцип разделения для таких задач. Задачу синтеза

оказалось возможным разделить на конечномерную задачу оценивания и бесконечномерную

(в классе траекторных трубок) задачу управления. Решение каждой из подзадач, получаемое

посредством применения соответствующего варианта гамильтонова формализма, в линейном

случае сводится к построениям в конечномерных пространствах. Теория и вычислительные ме-

тоды решения задач программного управления и задач синтеза управлений по неполным дан-

ным изложены в монографии (A.B. Kurzhanski, P.Varaiya, Dynamics and Control of Trajectory

Tubes, Theory and Computation, Systems & Control: Foundations & Appl., Birkhäuser, Boston,

2014, 445 p.)

Существенное продвижение в работах А.Б.Куржанского и его учеников из МГУ получило

решение трудной проблемы синтеза управлений для импульсных систем. Разработанная тео-

рия синтеза опирается на обобщения вариационных неравенств Гамильтона— Якоби— Беллма-

на. В рамках созданной теории допускается использование “быстрых” управлений, содержа-

щих импульсы высших порядков. Программный вариант подобных управлений изучался еще в

ранних работах Александра Борисовича. Разработка теории синтеза импульсных управлений

позволила в рамках единой формализации исследовать и задачи управления для гибридных

систем, содержащих скачкообразные перестройки состояний. Последние результаты в дан-

ной области содержатся в недавно вышедшей книге (A.B. Kurzhanski, A.N. Daryin. Dynamic

Programming for Impulse Feedback and Fast Controls, Springer-Verlag, London Ltd., 2020, 275 p.)

Заметное место в работах А.Б.Куржанского последних лет занимает актуальная тематика
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координированного целевого синтеза управления группой управляемых объектов, совершаю-

щих совместное движение к целевому множеству. Разрабатываемые подходы к решению опи-

раются на развитые им ранее теорию и методы синтеза управлений системами с многозначны-

ми траекториями, учитывающие эффект нелинейности систем, недоопределенность моделей и

неполноту текущих измерений в каналах обратной связи.

Обширна и многогранна научно-организационная деятельность Александра Борисовича.

Он входит в состав редaкционных коллегий многих ведущих отечественных и международных

научных журналов и серий монографий издательств Springer и Birkhäuser. В качестве пред-

седателя и члена оргкомитетов и программных комитетов Куржанский принимает активное

участие в организации и проведении многих международных конференций высокого уровня.

Он выступал с пленарными и приглашенными докладами на престижных международных

конгрессах и конференциях, с лекциями и докладами во многих ведущих университетах и

научных центрах в России и за рубежом.

А.Б.Куржанский возглавляет Национальный комитет России по автоматическому управ-

лению, он член бюро Отделения энергетики, машиностроения, механики и процессов управле-

ния РАН, член Национальных комитетов России по теоретической и прикладной механике и

по системному анализу при Президиуме РАН.

Высокий авторитет А.Б.Куржанского в международных научных кругах позволяет ему

достойно представлять интересы России в международных организациях. Он давно и плодо-

творно работает в ИФАК (IFAC — Международная федерация автоматического управления),

был членом Руководящего совета ИФАК. Александр Борисович удостоен знака Почетного де-

ятеля федерации. Во многом благодаря его авторитету и энергии удалось провести в России в

последние годы несколько крупных международных конференций ИФАК, а также привлечь

ведущих мировых специалистов к участию в ряде организуемых в нашей стране, в том числе

в Екатеринбурге, конференций по теории управления.

Работа со студентами и аспирантами всегда была в числе основных приоритетов для

А.Б.Куржанского. С 1965 по 1984 г. он трудился на математико-механическом факультете

Уральского госуниверситета им. А.М.Горького в качестве ассистента, далее доцента и, нако-

нец, профессора кафедры прикладной математики. Им было прочитано большое количество

общих и специальных курсов по современным разделам математики. Его увлеченность и эру-

диция, глубина и оригинальность изложения материала всегда привлекали студентов на его

лекции и семинары. Среди учеников Александра Борисовича — более 30 докторов и канди-

датов наук (в их числе несколько заведующих кафедрами и профессоров ведущих вузов),

успешно занимающихся математическими исследованиями и преподавательской деятельно-

стью в России и за рубежом.

Возглавив в 1992 г. созданную им кафедру системного анализа на факультете вычисли-

тельной математики и кибернетики МГУ, А.Б.Куржанский за короткий промежуток времени

сумел собрать команду высококлассных специалистов, разработать программы и организо-

вать обучение студентов по ряду новых перспективных направлений теории управления и

системного анализа. Несмотря на большую занятость административной и научной работой,

А.Б.Куржанский и по сей день несет значительную лекционную нагрузку, читая для сту-

дентов кафедры несколько специальных курсов. В 1999 г. А.Б.Куржанскому было присвоено

звание “Заслуженный профессор Московского государственного университета”.

А.Б.Куржанский возглавляет известную научную школу по теории управления, объединя-

ющую как сотрудников и аспирантов кафедры системного анализа в МГУ, так и его учеников

из Екатеринбурга. На протяжении многих лет А.Б.Куржанский продолжает поддерживать

тесные контакты с Уральским отделением АН в целом и Институтом математики и механи-

ки им. Н.Н.Красовского в частности. Он руководит научной тематикой отдела оптимального

управления ИММ УрО РАН, состоящего из его учеников (среди которых 4 доктора наук). Уче-

ники Александра Борисовича и руководство Института всегда высоко ценят его искреннюю
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заинтересованность и деятельное участие в проблемах и делах Института, его постоянную

поддержку, помощь и конструктивные советы при решении многих научных и организацион-

ных вопросов. В 2017 г. А.Б.Куржанский награжден Президиумом УрО РАН медалью имени

Н.Н.Красовского за научные труды, научные открытия и изобретения, имеющие большое

значение для науки и практики в области математики, механики и информатики.

Александра Борисовича отличает широта интересов и незаурядная эрудиция. Он прекрас-

но разбирается во многих вопросах, не связанных непосредственно с его исследовательской

работой, является тонким ценителем классической музыки и литературы, знатоком мировой

и отечественной истории. А.Б.Куржанский всегда был и остается настоящим патриотом Рос-

сии, глубоко и искренне переживающим за судьбу страны.

Александр Борисович встречает свой юбилей полным творческой энергии, новых идей и

планов, активно продолжая плодотворную научную и педагогическую работу.

Коллектив Института математики и механики им. Н.Н.Красовского Уро РАН, редколле-

гия журнала, ученики, коллеги и друзья сердечно поздравляют Александра Борисовича со

славным юбилеем, желают ему крепкого здоровья, новых творческих свершений и успехов!
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ОЦЕНИВАНИЕ СОСТОЯНИЙ СТОХАСТИЧЕСКИХ
МНОГОШАГОВЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ

Б.И. Ананьев

Рассмотрены многошаговые стохастические включения вида zk ∈ Hk(zk−1, ω), где zk ∈ Zk = XkYk,

k ∈ 1 : N . Проекция zk на Xk считается ненаблюдаемым, а проекция на Yk — наблюдаемым состоянием.

Элемент ω принадлежит вероятностному пространству (Ω,F , P ), а мультиотображение Hk(z, ·) является

измеримым относительно σ-алгебры Gk. Последние σ-алгебры полагаются независимыми при разных k,

а их объединение Fk = σ
(
⋃

i∈1:k Gi

)

⊂ F характеризует возрастающее накопление информации. Ис-

следуются три способа оценивания ненаблюдаемых состояний, которые основаны на разных подходах к

формированию множества переходных вероятностей. Показано, что эти способы приводят к различным

множествам условных распределений для ненаблюдаемых состояний процесса. Частично изучен вопрос

о достаточных условиях совпадения рассмотренных схем фильтрации и доказано, что для конечных фа-

зовых пространств эти схемы совпадают в случае неатомического вероятностного пространства. Введен

новый класс лебеговских селекторов для произвольных мультиотображений и установлено, что он не пуст,

в частности, для измеримых простых прямоугольников на неатомическом пространстве. Доказано, что

в лебеговском классе для простых включений и селекторов, заданных на неатомическом вероятностном

пространстве, схемы фильтрации также совпадают.

Ключевые слова: оценивание, фильтрация, стохастические включения, селекторы, переходные вероят-

ности, условные распределения.

B. I. Ananyev. Estimation of states of multistage stochastic inclusions.

Multistage stochastic inclusions of the form zk ∈ Hk(zk−1, ω), where zk ∈ Zk = XkYk and k ∈ 1 : N , are

considered. We regard the projection of zk to Xk as an unobservable state and the projection of zk to Yk as

an observable state. The element ω belongs to a probability space (Ω,F , P ), and the multifunction Hk(z, ·) is

measurable with respect to a σ-algebra Gk. These σ-algebras are supposed to be independent for different k,

and their union Fk = σ
(
⋃

i∈1:k Gi

)

⊂ F characterizes an increasing accumulation of information. We consider

three ways of estimating the unobservable states based on different methods of forming the set of transition

probabilities. It is shown that these ways result in different sets of conditional distributions for the unobservable

states of the process. The question of sufficient conditions for the coincidence of the considered filtering schemes

is partially studied, and it is proved that, for finite state spaces, these schemes coincide in the case of a nonatomic

probability space. A new class of Lebesgue selections is introduced for arbitrary multifunctions and is shown

to be nonempty, in particular, for measurable simple rectangles on a nonatomic space. It is proved that the

filtering schemes also coincide in the Lebesgue class for simple inclusions and selections defined on a nonatomic

probability space.

Keywords: estimation, filtering, stochastic inclusions, selections, transition probabilities, conditional distribu-

tions.

MSC: 93E10, 62L12, 34G25
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1. Введение

Данная статья продолжает исследования [1]. Результаты настоящей работы могут исполь-
зоваться в задачах восстановления входных воздействий и задачах коррекции движения ме-
ханических систем при наличии коммуникационных ограничений в виде неточных цифровых
каналов связи [2; 3]. Другие возможные подходы к оцениванию в статистически неопреде-
ленных ситуациях были предложены, например, в публикациях [4–6], где содержится обшир-
ная библиография по теме. Вместе с тем за последние 10-15 лет тематика статистически-
неопределенного оценивания постоянно развивалась в разных направлениях. Так, например,
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в книге [7] представлены задачи оценивания, решаемые с использованием интервального ана-
лиза и теории размытых множеств. В статье [8] доказано, что множества достижимости стоха-
стических дифференциальных включений являются подмножествами некоторых многознач-
ных стохастических уравнений. В монографии [9] содержатся многочисленные примеры задач
нелинейной фильтрации и их инженерные применения. Новые возможности для исследования
задач стохастически-неопределенного оценивания открываются при использовании подхода
из [10], где случайные множества рассматриваются как результат неточных наблюдений слу-
чайных переменных. Авторы изучают верхние и нижние вероятности, индуцированные случай-
ными множествами, и дают оценку для вероятностных распределений. Проблема увязывается
с существованием селекторов для многозначных отображений. Данный подход применяется
в настоящей работе для задач статистически-неопределенного оценивания. Для решения аб-
страктной задачи фильтрации с заданными вероятностями перехода используется известная
теория из монографии [11].

Введем ряд обозначений и понятий, принятых в статье. Измеримым пространством назы-
вается пара (Ω,F), состоящая из произвольного множества Ω и заданной на нем σ-алгебры F .
Если на пространстве задана счетно-аддитивная мера P , то тройка (Ω,F , P ) определяется
как вероятностное пространство. Борелевская σ-алгебра на топологическом пространстве X
обозначается символом BX . Если X — метризуемое пространство, то под символом P(X) по-
нимается множество всех вероятностных мер на измеримом пространстве (X,BX). В зада-
чах оценивания и стохастического управления рассматриваемые метризуемые пространства
часто должны обладать дополнительными свойствами. А именно вводятся борелевские про-

странства. Пространство X называется борелевским, если оно гомеоморфно борелевскому
подмножеству полного сепарабельного метрического пространства (польского). Всякое несчет-
ное борелевское пространство имеет мощность c (континуума). Более того, два борелевских
пространства борелевски изоморфны тогда и только тогда, когда они обладают одинаковой
мощностью, [11, предложение 7.16]. В частности, всякое борелевское пространство борелевски
изоморфно [0, 1] с σ-алгеброй B[0,1]. Декартово произведение (счетное) множеств X1,X2, . . .
обозначается через X1X2 · · · . Если в множествах X1,X2, . . . заданы σ-алгебры FX1

,FX2
, . . . ,

то их произведением FX1
FX2

· · · в X1X2 · · · является наименьшая σ-алгебра, содержащая
все множества вида A1A2 · · · , где Ai ∈ FXi

, i = 1, 2, . . . . В случае топологических про-
странств имеем BX1

BX2
· · · = BX1X2···, где в X1X2 · · · введена топология произведения. Для

произвольного семейства P подмножеств какого-либо множества X порождаемая семейством
σ-алгебра обозначается как σ(P). Если f : Ω → X — отображение из одного измеримо-
го пространства (Ω,F) в другое (X,A), то f называется F|A-измеримым при условии, что
f−(A) = {ω | f(ω) ∈ A} ∈ F , ∀A ∈ A. Математическое ожидание обозначается символом E.
Для числовой F|BR-измеримой и интегрируемой (E|f | < ∞) функции f на вероятностном про-
странстве (Ω,F , P ) условное математическое ожидание относительно σ-алгебры B ⊂ F мар-
кируется символом E(f |B). Для случайных функций в гильбертовом или банаховом простран-
стве X также определяется условное среднее по формуле h(E(f |B)) = E(h(f)|B), ∀h ∈ X∗, где
X∗ — сопряженное пространство к X. В случае B = y−(A), где y : Ω → X есть F|A-измеримое
отображение из (Ω,F) в (X,A), часто пишут E(f |y) вместо E(f |y−(A)).

При повторении случайного эксперимента некоторые случайные величины и отображения
относят к “наблюдаемым”, а другие к “ненаблюдаемым”. Далее кавычки при упоминании состо-
яний опускаются. Пусть имеется F|BX -измеримое ненаблюдаемое отображение x : Ω → X из
вероятностного пространства (Ω,F , P ) в борелевское пространство X, а также F|BY -измеримое
наблюдаемое отображение y : Ω → Y из того же вероятностного пространства в другое боре-
левское пространство Y . Тогда по теореме [12, теорема II.7.5] существует регулярное условное
распределение q(A|y) = P (x ∈ A|y) = E(Ix−(A)|y) (равенство понимается почти наверное по
мере Py− при фиксированном A ∈ BX). Здесь q(·|y) ∈ P(X) при фиксированном y ∈ Y , IB —
характеристическая функция множества B. Такое распределение q(A|y) называется стоха-

стическим ядром на X при условии Y или переходной вероятностью из Y в X. Извест-
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но [11, следствие 7.25.1], что если X — борелевское пространство, то P(X) также борелевское
пространство, когда оно наделено слабой топологией. Каждое стохастическое ядро q(·|y) пред-
ставляет собой семейство вероятностных мер из P(X), параметризованное посредством y ∈ Y .
Борелевская измеримость ядер означает следующее. Пусть γ : Y → P(X) — отображение вида
γ(y) = q(·|y), тогда γ−(BP(X)) ⊂ BY . Понятие борелевской измеримости ядер эквивалентно
борелевской измеримости функций q(A|y) по y для всех A ∈ BX . Стохастическое ядро q(·|y)
называется непрерывным, если отображение γ непрерывно.

Пусть отображение f : X → H таково, что оно BX |BH -измеримо и конечен интеграл
E‖f(x)‖ для композиции f(x) отображений f и x, где H — гильбертово пространство. Тогда
с помощью стохастического ядра q(·|y) можно записать равенство для условного ожидания
E(f(x)|y) =

∫

X
f(x)q(dx|y). Если же E‖f(x)‖2 < ∞, то последний интеграл решает задачу

наилучшего приближения отображения f(x) с помощью наблюдаемых данных:

E‖f(x)− g(y)‖2 → min
g(·)

по всем BY |BH -измеримым отображениям g : Y → H со свойством E‖g(y)‖2 < ∞.
Нам потребуется следующая теорема о разложении стохастических ядер на произведении

борелевских пространств.

Теорема 1 [11, предложение 7.27]. Пусть (Z,B) — измеримое пространство, X и Y —

борелевские пространства, и пусть q(·|z) — стохастическое ядро на XY при условии Z.

Предположим, что функция q(B|z) B-измерима по z при любом множестве B ∈ BXY . То-

гда существуют стохастическое ядро r(·|z, y) на X при условии ZY и стохастическое ядро

s(·|z) на Y при условии Z такие, что r(A|z, y) BBY -измеримо по (z, y) для любых множеств

A ∈ BX , s(B|z) B-измеримо по z для любых множеств B ∈ BY , и

q(AB|z) =

∫

B

r(A|z, y)s(dy|z) ∀A ∈ BX , ∀B ∈ BY , (1.1)

причем s(B|z) = q(XB|z).

Если x : Ω → X и y : Ω → Y — борелевски измеримые случайные отображения, то из
приведенной теоремы, в частности, следует существование регулярной условной вероятности.
Действительно, определим меру q(AB) = P (x−(A) ∩ y−(B)). Применяя теорему, получаем
стохастическое ядро r(A|y), которое и является регулярной условной вероятностью.

2. Проблема многошаговой фильтрации

В данном разделе рассмотрим задачу фильтрации с известными и неопределенными пере-
ходными вероятностями.

2.1. Фильтрация с известными вероятностями перехода

Пусть заданы борелевские пространства X0, . . . ,XN (ненаблюдаемые состояния) и про-
странства Y0, . . . , YN (наблюдаемые состояния). Число N — конечный горизонт. Введем про-
изведения пространств Z0 = X0Y0, . . . , ZN = XNYN . Пусть также заданы вероятностное про-
странство (Ω,F , P ) и многошаговые уравнения

zk = hk(zk−1, ω), k ∈ 1 : N, (2.1)

осуществляющие случайный переход из Zk−1 в Zk. Отображения hk : Zk−1Ω → Zk предпо-
лагаются BZk−1

Gk|BZk
-измеримыми, где возрастающий поток σ-алгебр Fk = σ

(
⋃

i∈1:k Gi

)

⊂ F
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характеризует накопление информации. Набор σ-алгебр G1, . . . ,GN примем независимым в со-
вокупности. Начальное состояние z0 : Ω → Z0 является также случайным F0|BZ0

-измеримым
отображением, где F0 независимо от FN . Таким образом, основное вероятностное пространство
предполагается достаточно “богатым”. Последовательность zk образует марковский процесс.
Введем стохастические ядра на Zk при условии Zk−1 и распределение начального состояния:

qk(D|z) = P (h−k (D)z) ∀D ∈ BZk
, ∀z ∈ Zk−1,

q0(D) = P (z−0 (D)) ∀D ∈ BZ0
,

(2.2)

где символом Uz обозначено сечение множества U ⊂ Zk−1Ω (в нашем случае U = h−k (D)).
Стохастические ядра qk(·|z) являются борелевскими. Данный факт вытекает из следующего,
более общего, утверждения.

Лемма 1. Пусть (Ωi,Fi), i = 1, 2, — два измеримых пространства и q(·|x) — переходная

вероятность из Ω1 в Ω2, такая что при каждом x ∈ Ω1 мера q(·|x) является вероятност-

ной на измеримом пространстве (Ω2,F2) и при каждом множестве B ∈ F2 функция q(B|x)
F1|B[0,1]-измерима. Тогда для всякого множества D ∈ F1F2, измеримого в σ-алгебре произ-

ведения, функция ΛD(x) = q(Dx|x) будет F1|B[0,1]-измеримой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Похожее утверждение содержится в [11, следствие 7.26.1], но
там предполагается, что измеримые пространства — борелевские. Мы же устанавливаем бо-
лее общий факт. Согласно [13, предложение III.1.2] выполняется включение Dx ∈ F2 для
всякого x ∈ Ω1. Поэтому функция ΛD(x) корректно определена. Пусть D —семейство подмно-
жеств из Ω1Ω2, для которых функция ΛD(x) измерима по x. Это семейство замкнуто отно-
сительно пересечений, поскольку ΛD1∩D2

(x) = ΛD1
(x) ∧ ΛD2

(x), где a ∧ b = min{a, b}. Кроме
того, ΛD2\D1

(x) = ΛD2
(x) − ΛD1

(x), если D1 ⊂ D2. Если же ∪∞
i=1Di = D и Di ⊂ Di+1, то

ΛDi
(x) ↑ ΛD(x). Таким образом, семейство D представляет собой систему Дынкина, устой-

чивую относительно пересечений. К тому же любой прямоугольник D1D2 ∈ D. По теореме
[12, теорема II.3.2] имеем F1F2 ⊂ σ(D) ⊂ D. �

Здесь и далее символ � означает окончание доказательства.

Используя начальное распределение, определим стохастическое ядро r0(·|y0) на X0 при
условии Y0 для ненаблюдаемого состояния согласно теореме 1 и формуле (1.1):

q0(AB) =

∫

B

r0(A|y)s0(dy), (2.3)

где s0(B) = q0(X0B). Далее иногда полагается, что s0(B) = δy0(B), где δy0 — δ-функция Ди-
рака. На первом шаге введем прогноз условного распределения на Z1 за один шаг: f̄1(D|r0) =
∫

X0

q1(D|x, y0)r0(dx|y0). Теперь для этого прогноза, еще раз используя теорему, определим сто-

хастическое ядро r1(·|r0, y1) на X1 при условии Y0Y1 ∋ [y0; y1] для ненаблюдаемых состояний

из X1, исходя из формулы f̄1(AB|r0) =

∫

B

r1(A|r0, y)s1(dy|r0), где s1(B|r0) = f̄1(X1B|r0). Про-

цесс фильтрации может быть продолжен. Пусть условное ядро rk−1(·|r0, y
k−1) на Xk−1 в ситу-

ации, когда Y0Y1 · · ·Yk−1 ∋ [y0; y
k−1], где символ yi означает упорядоченный набор [y1; . . . ; y

i],
уже найдено. Тогда на k-м шаге вводим прогноз условного распределения на Zk за один шаг:

f̄k(D|rk−1) =

∫

Xk−1

qk(D|x, yk−1)rk−1(dx|r0, y
k−1

), k ∈ 2 : N. (2.4)
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Теперь для прогноза из (2.4), используя теорему 1, определим стохастическое ядро rk(·|r0, y
k)

на Xk при условии Y0Y1 · · ·Yk ∋ [y0; y
k] для ненаблюдаемых состояний из Xk, исходя из фор-

мулы

f̄k(AB|rk−1) =

∫

B

rk(A|r0, y
k−1, y)sk(dy|rk−1), (2.5)

где sk(B|rk−1) = f̄k(XkB|rk−1).
Для отображений из (2.1) будем иметь равенство P (hk(zk−1, ω) ∈ AYk|y0, y

k) = rk(A|r0, y
k)

для ∀A ∈ BXk
почти наверное по [y0; y

k].
Рассмотрим также частный случай многошаговой фильтрации, где вместо уравнений (2.1)

имеются уравнения

zk = hk(xk−1, ω), k ∈ 1 : N, (2.6)

и отображения hk : XkΩ → Zk BXk−1
Gk|BZk

-измеримы. Начальное состояние x0 : Ω → X0

предполагается F0|BX0
-измеримым. Тогда начальным распределением служит мера r0(·), не

зависящая от y0, а условные распределения rk(A|r0, y
k) также не зависят от y0. Отметим,

что согласно [11, пр. 7.29] зависимость ядер rk от r0, y
k является борелевской, а также, что

переходные вероятности (2.2) играют основную роль в процессе фильтрации и могут быть
заданы априори без уравнений (2.1) или (2.6).

Рассмотрим случай абсолютно непрерывных мер. Пусть для простоты Xk = R
n, Yk = R

m

и qk(D|zk−1) =

∫

D

uk(z|zk−1)dz, где D ∈ BRn+m , 0 6 uk(z|zk−1) — борелевские по переменным

z, zk−1 плотности вероятности при условии zk−1. Пусть также q0(D) =

∫

D

u0(z)dz, где u0 —

начальная борелевская плотность вероятности. Тогда для условной меры r0 из (2.3) плотность

имеет вид û0(x|y0) = u0(x, y0)
/

∫

Rn

u0(x, y0)dx, а плотность условного прогноза (2.4) запишется

как

ūk(z|y0, y
k−1

) =

∫

Rn

uk(z|x, yk−1)ûk−1(x|y0, y
k−1

)dx, k ∈ 2 : N. (2.7)

Наконец, плотность для условного ядра rk(·|r0, y
k) из (2.5) будет иметь вид

ûk(x|y0, y
k
) = ūk(x, yk|y0, y

k−1
)

/

∫

Rn

ūk(x, yk|y0, y
k−1

)dx. (2.8)

В частном случае (2.6) в формулах (2.7), (2.8) не будет зависимости от y0.

2.2. Фильтрация в статистически неопределенном случае

Предположим, что случайный переход из Zk−1 в Zk осуществляется согласно включению

zk ∈ Hk(zk−1, ω), (2.9)

что соответствует отсутствию некоторых статистических данных о распределении переход-
ной вероятности. Здесь Hk — многозначное отображение (далее мультиотображение или
мультифункция). Множество всех подмножеств множества X будет обозначаться через P(X).
Пусть H : X → P(Y ) является произвольным мультиотображением. Верхний прообраз мно-
жества B для H определяется как H∗(B) = {x ∈ X | H(x) ∩ B 6= ∅}. Нижний прообраз для
H задается формулой H∗(B) = {x ∈ X | H(x) ⊂ B}. Если H зафиксировано, то прообразы
будем записывать как B∗ и B∗ соответственно. Свойства прообразов перечислены в [14, лем-
мы 1.2.3, 1.2.4]. Если на множествах X, Y заданы σ-алгебры A, B соответственно, то вводится
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понятие сильной измеримости (A|B-измеримости), что означает H∗(B) ∈ A для всех B ∈ B.
Поскольку (H∗(B

c))c = H∗(B), где Bc = Y \B, то понятие сильной измеримости можно форму-
лировать с помощью нижнего прообраза H∗ : B → A. Если на измеримом пространстве (X,A)

задана вероятностная мера P , то на измеримом пространстве (Y,B) с помощью мультиотоб-
ражения H определяются функции множества P ∗(B) = P (B∗) и P∗(B) = P (B∗). Эти функ-
ции множества (верхняя вероятность и нижняя вероятность), вообще говоря, не являются
вероятностными мерами. Они сопряжены в том смысле, что P∗(B) = 1 − P ∗(Bc) для всех
B ∈ B. Верхняя вероятность — полунепрерывная снизу и бесконечно альтернирующая [15].
В некоторых случаях будем писать P ∗

H , чтобы подчеркнуть зависимость верхней вероятности
от мультиотображения H.

Для A|B-измеримой мультифункции H : X → P(Y ) определяется множество измеримых

селекторов:

S(H) = {h : X → Y | отображение h−A|B измеримо и h(x) ∈ H(x)∀x ∈ Y ∗}.

На дополнении X \ Y ∗ селектор задается произвольным постоянным значением из Y . Для
всякого селектора h ∈ S(H) символом Ph обозначается его вероятностное распределение на Y ,
задаваемое как Ph(B) = P (h−(B)) ∀B ∈ B, где h−(B) = {x | h(x) ∈ B}. Объединяя все такие
распределения, получаем множество PH = {Ph | h ∈ S(H)} ⊂ P(Y ) и числовое множество
PH(B) = {Ph(B) | h ∈ S(H)} ⊂ [0, 1]. При условии P (Y ∗) = 1, которое всегда предполагается

в данной работе, будем иметь включение h−(B)∩Y ∗ ⊂ H∗(B), откуда Ph(B) 6 P ∗(B) ∀B ∈ B.
Но тогда в силу сопряженности имеем неравенство P∗(B) 6 Ph(B). Следовательно, для всякого
селектора h ∈ S(H) при условии P (Y ∗) = 1 выполняется включение Ph(B) ∈ [P∗(B), P ∗(B)]

∀B ∈ B. Вводятся множества

∆H = {p ∈ P(Y ) | p(B) ∈ PH(B)∀B ∈ B} , MH = {p ∈ P(Y ) | p(B) 6 P ∗
(B)∀B ∈ B} . (2.10)

Ясно, что выполняются включения PH ⊂ ∆H ⊂ MH . Множество MH всегда выпукло и во
многих случаях слабо компактно. Однако селекторов упомянутой мультифункции может не
существовать. Достаточным условием существования служит теорема Куратовского [16, тео-
рема 5.1], согласно которой для сепарабельного метрического пространства Y с B = BY и
A|BY -измеримого мультиотображения H : X → P(Y ) с полными значениями в Y имеется
хотя бы один измеримый селектор. Далее предполагается, что во включениях (2.9) мультио-
тображения Hk(zk−1, ω) являются BZk−1

Gk|BZk
-измеримыми и S(Hk) 6= ∅ для всех k ∈ 1 : N .

Включения (2.9) формируют многозначный марковский процесс.

3. Три схемы фильтрации для включений

Для каждого BZk−1
Gk|BZk

-измеримого селектора hk(z, ω) из S(Hk) определяем стохастиче-
ское ядро qk(·|z) согласно (2.2). Объединяя все такие ядра, введем множество

Qk = {qk(·|z) из (2.2) | hk ∈ S(Hk)} , k ∈ 1 : N. (3.1)

Далее на первом шаге вычисляем множество ядер прогноза:

F̄1 =

⋃

q1∈Q1

{

f̄1 | f̄1(·|r0) =

∫

X0

q1(·|x, y0)r0(dx|y0)

}

и для каждого f̄1 ∈ F̄1 по формуле f̄1(AB|r0) =

∫

B

r1(A|r0, y)s1(dy|r0) построим семейство

условных распределений R1 =
⋃

f̄1∈F̄1
{r1(·|r0, y1)}. Пусть множество условных распределений
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Rk−1 =
{

rk−1(·|r0, y
k−1)

}

, k > 2, уже построено. Тогда можем найти множество ядер прогноза
на шаге k:

F̄k =

⋃

qk∈Qk, rk−1∈Rk−1

{

f̄k(·|rk−1) из (2.4)
}

. (3.2)

Множество условных распределений на шаге k выводим по формуле

Rk =

⋃

f̄k∈F̄k

{

rk(·|r0, y
k
) из (2.5)

}

. (3.3)

Назовем схему построения условных распределений по формулам (3.1), (3.2), (3.3) селекторной

схемой. Нетрудно видеть, что основную роль в этой процедуре играют семейства ядер Qk.
Сформируем переходные вероятности иными способами. Обозначим символом Pk набор

всевозможных борелевских ядер q(·|zk−1) на Zk при условии Zk−1. Каждое ядро из (3.1) при-
надлежит Pk. Введем числовое семейство Qz

k(D) = {qk(D|z) из (2.2) | hk ∈ S(Hk)}, k ∈ 1 : N .
Теперь можем определить множества

Dk = {q ∈ Pk | q(D|z) ∈ Qz
k(D) ∀D ∈ BZk

∀z ∈ Zk−1} . (3.4)

По построению ясно, что Qk ⊂ Dk. Для определения еще одного множества переходных веро-
ятностей рассмотрим верхний прообраз H∗

k(D) = {[z, ω] | Hk(z, ω) ∩D 6= ∅} и введем верхнюю
вероятность P ∗z

k (D) = P (H∗
k(D)z) в зависимости от z ∈ Zk−1. Введем также множество

Mk = {q ∈ Pk | q(D|z) 6 P ∗z
k (D) ∀D ∈ BZk

∀z ∈ Zk−1} . (3.5)

Введенные множества включаются друг в друга:

Qk ⊂ Dk ⊂ Mk ∀k ∈ 1 : N. (3.6)

Далее сконструируем две рекуррентные процедуры построения условных распределений, по-
добные (3.2), (3.3), используя множества (3.4), (3.5) вместо (3.1). Обозначим данные множества
условных средних символами RD

k и RM
k соответственно. Согласно включениям (3.6) получаем:

Rk ⊂ RD
k ⊂ RM

k ∀k ∈ 1 : N. (3.7)

Введем мультиотображение Hz
k(·) = Hk(z, ·) при фиксированном z ∈ Zk−1. Наряду с множе-

ствами (3.4), (3.5) будем рассматривать множества, образующие включения

PHz
k
⊂ ∆Hz

k
⊂ MHz

k
∀k ∈ 1 : N, (3.8)

для фиксированных z ∈ Zk−1 согласно (2.10).
Рассмотрим

П р и м е р 1. Задан одношаговый процесс с конечным фазовым пространством Z0 =

Z1 = {0, 1, 2, 3}2 . Пусть начальное распределение сосредоточено в двух точках: P ({z0 = z01}) =
P ({z0 = z02}) = 1/2, где z01 = (1, 1), z02 = (2, 2). На первом шаге к начальному распределению
независимо добавляется вероятностное пространство с равномерным распределением в двух
точках {a, b}. Мультиотображения из (2.9) задаются соотношениями

H(z01, a) = {(0, 1), (2, 1)}, H(z01, b) = {(1, 0), (1, 2)},

H(z02, a) = {(1, 2), (3, 2)}, H(z02, b) = {(2, 1), (2, 3)}.

Перебирая селекторы, получаем:

h1(z01, a) = (0, 1), h1(z01, b) = (1, 0), h2(z01, a) = (2, 1), h2(z01, b) = (1, 0),

h3(z01, a) = (0, 1), h3(z01, b) = (1, 2), h4(z01, a) = (2, 1), h4(z01, b) = (1, 2),

h5(z02, a) = (1, 2), h5(z02, b) = (2, 1), h6(z02, a) = (3, 2), h6(z02, b) = (2, 1),

h7(z02, a) = (1, 2), h7(z02, b) = (2, 3), h8(z02, a) = (3, 2), h8(z02, b) = (2, 3).
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Комбинируя любой из первых четырех селекторов с любым из последних четырех, имеем 16
возможных вариантов уравнений (2.1). Далее находим множество Q1 в виде четырех вариантов
распределений при условии z01:

q11(z1 = (0, 1)|z01) = q11(z1 = (1, 0)|z01) = 0.5, q12(z1 = (2, 1)|z01) = q12(z1 = (1, 0)|z01) = 0.5,

q13(z1 = (0, 1)|z01) = q13(z1 = (1, 2)|z01) = 0.5, q14(z1 = (2, 1)|z01) = q14(z1 = (1, 2)|z01) = 0.5,

и еще четырех вариантов распределений при условии z02:

q15(z1 = (1, 2)|z02) = q15(z1 = (2, 1)|z02) = 0.5, q16(z1 = (3, 2)|z02) = q16(z1 = (2, 1)|z02) = 0.5,

q17(z1 = (1, 2)|z02) = q17(z1 = (2, 3)|z02) = 0.5, q18(z1 = (3, 2)|z02) = q18(z1 = (2, 3)|z02) = 0.5.

С учетом структуры множества Q1 в множество D1 не может входить никакое другое распре-
деление при условии z01, кроме четырех, указанных выше. Аналогичное можно сказать и про
распределения при условии z02. Итак, Q1 = D1. Множество M1 состоит из распределений при
условии z01, сосредоточенных на множестве {(1, 0), (0, 1), (2, 1), (1, 2)} из четырех точек при
условиях: p1+p2+p3+p4 = 1, pi 6 1/2. Распределения при условии z02 в множестве M1 сосре-
доточены на множестве {(2, 1), (1, 2), (3, 2), (2, 3)} и удовлетворяют тем же условиям. Рассмот-
рим, как устроено множество R1 условных распределений для ненаблюдаемого параметра x1.
Поскольку вероятности на начальном этапе имеют вид r0(x0 = y0|y0) = 1, где y0 ∈ {1, 2},
то и после измерений на первом этапе распределения получают вид δ-функций. Например,
r1(x1 = 0|y0 = 1, y1 = 1) = 1, r1(x1 = 1|y0 = 1, y1 = 0) = 1, r1(x1 = 1|y0 = 2, y1 = 2) = 1,
r1(x1 = 2|y0 = 2, y1 = 1) = 1. Рассматриваемый одношаговый процесс нетрудно превратить
в многошаговый, если на каждом шаге добавлять независимое вероятностное пространство
{ak, bk} c равномерным распределением. При попадании точки на “границу” точка отражается
с вероятностью 1 “внутрь” под прямым углом. Во внутренних точках с равной вероятностью
происходит переход либо в вертикальное, либо в горизонтальное множество из двух точек.
В данном многошаговом процессе последовательность наблюдений yk = [y1; . . . ; yk] позволяет
точно определить значение xk. Развитие процесса в примере показано на схеме:

❞ ❞ ❞ ❞

❞ t ❞ ❞

❞ ❞ t ❞

❞ ❞ ❞ ❞

0 1 2 3

0

1

2

3 *

*

*

*
✞

✝

☎

✆

✞

✝

☎

✆

В примере 1 два множества из (3.6) оказались совпадающими. Приведем пример, где все мно-
жества в (3.6), а значит и в (3.7), различны.

П р и м е р 2. Рассмотрим снова одношаговую систему с дискретным фазовым простран-
ством Z0 = Z1 = {0, 1}2. Для удобства занумеруем точки пространства числами 1, 2, 3, 4, где
1 — это (1, 0). Далее нумеруем по часовой стрелке. Вероятностное пространство задается двумя
точками {a, b} c распределением P (a) = 1/3. Пусть начальное распределение является равно-
мерным. Мультифункция H задается следующим образом: H(2, a) = {1, 2, 3}, H(2, b) = {1, 2},
H(3, a) = {2, 3, 4}, H(3, b) = {2, 3}, H(4, a) = {3, 4, 1}, H(4, b) = {3, 4}, H(1, a) = {4, 1, 2},
H(1, b) = {4, 1}. При каждом начальном состоянии i ∈ 1 : 4 у мультифункции H имеется
шесть селекторов. В соответствии с этим множество Q1 при условии 2 состоит из шести рас-
пределений

(1, 0, 0, 0), (2/3, 1/3, 0, 0), (2/3, 0, 1/3, 0), (1/3, 2/3, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 2/3, 1/3, 0).
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Здесь (p1, p2, p3, p4) — набор вероятностей, соответствующих данному состоянию. Аналогично
получаем при условиях 3, 4, 1 соответственно:

(0, 1, 0, 0), (0, 2/3, 1/3, 0), (0, 2/3, 0, 1/3), (0, 1/3, 2/3, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 2/3, 1/3);

(0, 0, 1, 0), (0, 0, 2/3, 1/3), (1/3, 0, 2/3, 0), (0, 0, 1/3, 2/3), (0, 0, 0, 1), (1/3, 0, 0, 2/3);

(0, 0, 0, 1), (1/3, 0, 0, 2/3), (0, 1/3, 0, 2/3), (2/3, 0, 0, 1/3), (1, 0, 0, 0), (2/3, 1/3, 0, 0).

Эти наборы вероятностей выводятся циклической перестановкой. Каждая из них включает
состояние с нулевой вероятностью. Теперь заметим, что в множество D1 помимо указанных
распределений войдут еще распределения

(1/3, 1/3, 1/3, 0), (0, 1/3, 1/3, 1/3), (1/3, 0, 1/3, 1/3), (1/3, 1/3, 0, 1/3).

Что касается выпуклых множеств вероятностей, принадлежащих M1 при фиксированном на-
чальном состоянии, то они будут содержать также распределения

(1/2, 1/2, 0, 0), (0, 1/2, 1/2, 0), (0, 0, 1/2, 1/2), (1/2, 0, 0, 1/2).

Более того, при условии, например, 2 в M1 войдут все распределения, для которых p1+p2+p3 =
1, p3 6 1/3. Рассмотрим построение множества R1 условных распределений. На начальном
этапе величины x0 и y0 являются независимыми. Поэтому условное распределение x0 сов-
падает с безусловным: P (x0 = 1) = P (x0 = 2) = 0.5. Измерение y1 дает существенную
информацию. Так, для третьего распределения при условии 2 будем иметь q(x1 = 1|2, y1 =

0) = 1, q(x1 = 0|2, y1 = 1) = 1. Найдя все условные распределения qm(x1 = j|i, y1 = l),
где j, l ∈ 1 : 2, i ∈ 1 : 4, m ∈ 1 : 6, получим множество R1 в виде совокупности распределе-

ний
{

∑4
i=1 qm(x1 = j|i, y1 = l)/4 | m ∈ 1 : 6

}

. Данный процесс можно продолжать, добавляя на

каждом шаге независимое вероятностное пространство {ak, bk} c распределением P (ak) = 1/3 и
считая, что мультифункция H постоянна на каждом шаге k. Фазовое пространство Zk = {0, 1}2

показано на схеме:

t t

t t

2 1

3 4

4. Достаточные условия совпадения схем фильтрации для включений

Нас будут интересовать прежде всего условия совпадения множеств во включениях (3.6).
На основное вероятностное пространство налагаются дополнительные условия.

О п р е д е л е н и е 1. Множество A ∈ F с P (A) > 0 в вероятностном пространстве
(Ω,F , P ) называется атомом, если для всех подмножеств B со свойством F ∋ B ⊂ A имеем
P (B) = P (A) или P (B) = 0. Вероятностное пространство называется неатомическим, если
оно не содержит атомов.

Далее примем

Предположение 1. Основное вероятностное пространство (Ω,F , P ) является неато-

мическим.

С учетом [17, лемма 4.9] или [10, теорема 2] получаем теорему.

Теорема 2. Пусть выполнено предположение 1 и все множества Zk, k ∈ 1 : N , конечны.

Тогда все множества в (3.6), (3.7) совпадают.
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Кратко поясним д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть мультифункция Hk : Zk−1Ω → P(Zk)

BZk−1
BΩ|BZk

-измерима. Тогда для всякого стохастического ядра qk(·|z) ∈ Mk найдется
BZk−1

B[0,1]|BZk
-измеримое отображение hk, такое что qk(D|z) = λ(h−k (D)z). Здесь λ — мера

Лебега и множество Mk определяется согласно (3.5). Указанное отображение строится так
же, как в [17] или [10], с помощью функции квантили и с учетом конечности множеств Zk. Да-
лее используется результат из [10], согласно которому на каждом неатомическом пространстве
существует измеримое отображение α : Ω → [0, 1] с равномерным распределением. Подставив
это отображение в hk, получим композицию hk(z, α(ω)), которая обладает нужными свойства-
ми. Итак, Qk = Dk = Mk.

В работе [17] имеется ряд результатов о совпадении множеств PH = ∆H = MH для муль-
тиотображений из неатомических пространств в интервалы из R, а также утверждается, что
возможно перенести результаты на многомерные случайные интервалы. Однако доказательств
данного факта в доступной литературе найти не удалось. Контрпримеры также пока не по-
строены, даже в R

2. Поэтому рассмотрим более узкие и специальные классы мультифункций
и их селекторов.

О п р е д е л е н и е 2. Множество всех борелевских ядер qk(·|z) ∈ Pk на Zk при усло-
вии Zk−1, для которых существует BZk−1

B[0,1]|BZk
-измеримое отображение fk : Zk−1[0, 1] → Zk,

такое что λ(f−
k (D)z) = qk(D|z), ∀D ∈ BZk

, ∀z ∈ Zk−1, где λ — мера Лебега, обозначим через P̃k

и назовем множеством лебеговских ядер. Пусть Hk является BZk−1
F|BZk

-измеримым мультио-
тображением в правой части включения (2.9). Измеримый селектор hk ∈ S(Hk) определим как
лебеговский, если P (h−k (D)z) = qk(D|z), ∀D ∈ BZk

, ∀z ∈ Zk−1 и qk(·|z) ∈ P̃k. Множество всех

лебеговских селекторов обозначим как S̃(Hk), а множество всех лебеговских распределений
на Z — как P̃(Z).

Вопрос о существовании лебеговских селекторов для достаточно широкого класса изме-
римых мультиотображений остается пока открытым. Назовем мультиотображение простым,
если оно имеет конечное число многозначных значений. Рассмотрим множество простых из-
меримых полуоткрытых прямоугольников в R

2, заданных на неатомическом вероятностном
пространстве (Ω,F , P ). Для них множество лебеговских селекторов непусто. Отображение
Π(ω) = (a(ω), b(ω)](c(ω), d(ω)] — измеримый прямоугольник (полуоткрытый), если a(ω) <
b(ω), c(ω) < d(ω), ∀ω ∈ Ω, и функции a, b, c, d измеримы. Простые прямоугольники имеют
конечное число прямоугольных значений, которые могут пересекаться. Сформулируем лемму.

Лемма 2. Множество S̃(Π) лебеговских селекторов для измеримого простого прямо-

угольника Π на неатомическом полном пространстве непусто.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим вначале, что прямоугольник постоянен: Π(ω) ≡ Π.
Возьмем непрерывную функцию распределения F (x, y) некоторой двумерной случайной вели-
чины со свойствами: неравенство F (x, y) 6 F (u, v) влечет x 6 u, y 6 v; q(Π) = 1. Здесь q —
вероятностная мера на R

2, порождаемая функцией F . В множестве уровня {z | F (z) 6 α} вы-
берем непрерывный селектор h(α) ∈ R

2, такой что F (h(α)) = α. Имеем λ({α | h(α) 6 z}) =

λ({α | α 6 F (z)}) = F (z). Таким образом, отображение h : [0, 1] → R
2 обладает функцией рас-

пределения F . Согласно [17] существует измеримое отображение α : Ω → [0, 1] с равномерным
распределением, что означает P ({ω | α(ω) ∈ A}) = λ(A). Определив композицию h(α(ω)),
выводим равенство P ({ω | h(α(ω)) ∈ Π}) = P ({ω | α(ω) ∈ h−(Π)}) = λ(h−(Π)) = q(Π) = 1.
Пользуясь полнотой, можем считать, что включение h(α(ω)) ∈ Π выполняется всюду. Полу-
чили искомый селектор из S̃(Π). Одну упомянутую функцию F для прямоугольника можно
построить так. Пусть d =

√

(b− a)2 + (d− c)2 — длина диагонали. Если z — точка диагонали с
координатами (x̄, ȳ), то на отрезках, соединяющих z c точками (b, ȳ) и (x̄, d), функция F (x, y)
постоянна и равна

√

(x̄− a)2 + (ȳ − c)2/d ∈ [0, 1]. Функция F удовлетворяет нужным свой-
ствам возрастания и F (x+α, y+β)+F (x, y)−F (x+α, y)−F (x, y+β) > 0 для всех α > 0, β > 0

и для всех (x, y) ∈ Π. Значит, построенная функция действительно является функцией распре-
деления. Рассмотрим измеримый простой прямоугольник. Тогда он может быть представлен в
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виде Π =
⋃n

i=1 ΠiIBi
, где {B1, . . . , Bn} — разбиение Ω на непересекающиеся множества Bi ∈ F ;

IB — характеристическая функция множества B. Представленная формула означает, что

Π ≡ Πi на Bi. Определим класс подмножеств D =

{

H1 ∩ · · · ∩Hn | Hi = Πi илиHi = Π̃ \ Πi

}

=

{E1, . . . , El}, где Π̃ — наименьший полуоткрытый прямоугольник, содержащий все Πi. Класс D
является разбиением Π̃ на непересекающиеся подмножества. Каждый элемент Ej ∈ D в свою
очередь подразделяется на полуоткрытые непересекающиеся прямоугольники. Окончательно
получим

⋃n
i=1Πi =

⋃m
j=1Dj , где Dj — полуоткрытые прямоугольники, причем Di ∩Dj = ∅ и

для каждого Dj найдется хотя бы одно множество Πi, такое что Dj ⊂ Πi. В соответствии с
количеством m элементов Dj разобьем интервал (0, 1] =

⋃m
j=1(aj, bj ] на пересекающиеся части.

Выбирая взаимно однозначное отображение из (0, 1] на (aj , bj ] и комбинируя их с функциями
распределения Fj для каждого прямоугольника Dj, построенными, как и выше, найдем общую
функцию F с нужными свойствами. Далее, выбирая селектор h со свойством F (h(α)) = α и
используя свойство неатомичности, получим нужный селектор из Ω в Π(ω). �

З а м е ч а н и е. Лемму можно распространить на полуоткрытые прямоугольники в R
n.

Действительно, в прямоугольнике Π =
∏n

i=1(ai, bi] выберем диагональ и обозначим ее дли-
ну через d. Для любой точки z на диагонали с координатами (x̄1, . . . , x̄n) строим n отрезков,
соединяющих z с точками (x̄1, . . . , bi, . . . , x̄n). На эти отрезки натягиваем многогранную ко-
ническую поверхность и определяем функцию F на этой поверхности постоянной и равной
|z − a|/d, где a = (a1, . . . , an). Далее рассуждения леммы повторяются.

Важность введенного класса лебеговских селекторов заключается в том, что для простых
мультиотображений, заданных на неатомическом пространстве, множества в (3.8) не разли-
чаются, если учитывать только селекторы из S̃(Hk). В случае совпадения множеств в (3.8)
для каждого z при конечных множествах Zk совпадают и множества (3.4)–(3.7). Однако для
континуальных множеств Zk−1 это далеко не очевидно. Назовем мультиотображение Hk из
правой части включения (2.9) простым, если существуют конечные разбиения {A1, . . . , An}

и {B1, . . . , Bm} множеств Zk−1 и Ω (соответственно) на непересекающиеся множества, такие
что Hk(z, ω) =

⋃

i∈1:n,j∈1:mHk(i, j)IAi
(z)IBj

(ω), где Hk(i, j) ∈ BZk
, Ai ∈ BZk−1

, Bj ∈ Gk. Пред-
ставленная формула означает, что Hk(z, ω) = Hk(i, j) на множестве AiBj. Назовем борелев-
ское ядро q(·|z) простым, если найдется разбиение {A1, . . . , Al} множества Zk−1 такое, что
q(·|z) ≡ qi(·) на множестве Ai. Аналогично определяются и простые селекторы из S(Hk) и из
S̃(Hk). Сформулируем теорему об упомянутом совпадении множеств, где меру P на основном
вероятностном пространстве будем считать полной.

Теорема 3. Пусть выполнено предположение 1 и все множества S̃(Hk) 6= ∅ для про-

стых мультиотображений Hk. Тогда множества во включениях (3.6), а значит и в (3.7),
совпадают, если учитывать только простые лебеговские селекторы и простые лебеговские

ядра.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Его достаточно провести только для первого шага, поскольку
для последующих шагов рассуждения аналогичны. Для упрощения опустим индексы k, по-
ложим Z = Z1, G = G1 и запишем соотношение H(z, ω) =

⋃

i∈1:n,j∈1:mH(i, j)IAi
(z)IBj

(ω), где
H(i, j) ∈ BZ , Ai ∈ BZ0

, Bj ∈ G. Напомним, что σ-алгебры F0 и G независимы, множества Ai и
Bj образуют разбиения множеств Z0 и Ω соответственно. Пусть n = m = 1, тогда H(z, ω) ≡ H.
Возьмем любое ядро q(·|z) ∈ P̃, для которого q(D|z) 6 P ∗z(D) ∀D ∈ BZ ∀z ∈ Z0. Но верх-
няя вероятность P ∗z(D) = 1, если H ∩ D 6= ∅. В противном случае P ∗z(D) = 0. Значит,
q(H|z) = 1. По условию найдется BZ0

B[0,1]|BZ-измеримое отображение f : Z0[0, 1] → Z, такое
что λ(f−(D)z) = q(D|z), ∀D ∈ BZ , ∀z ∈ Z0. Как при доказательстве леммы 2, существует
измеримое отображение α : Ω → [0, 1] с равномерным распределением, что означает P ({ω |

α(ω) ∈ A}) = λ(A). Поскольку σ-алгебра G ⊂ F , то вероятностное пространство (Ω,G, P ) так-
же является неатомическим. Поэтому функцию α можно считать измеримой относительно σ-
алгебры G. Подставив α в f , получим селектор f(z, α(ω)). Для него P ({ω | f(z, α(ω)) ∈ H}) =
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P ({ω | α(ω) ∈ f−(H)z}) = λ(f−(H)z) = q(H|z) = 1. Изменяя, если нужно, функцию α на
множестве нулевой меры, получаем включение f(z, α(ω)) ∈ H в каждой точке ω. Итак, утвер-
ждение доказано для постоянных мультиотображений. Рассмотрим общий случай. Нужно по-
казать, что для любого простого ядра q(·|z) ∈ P̃, для которого q(D|z) 6 P ∗z(D) ∀D ∈ BH ,
∀z ∈ Z0, найдется измеримое отображение h : Z0Ω → Z, такое что P (h−(D)z) = q(D|z)
∀D ∈ BH , ∀z ∈ Z0. Поскольку ядро является простым, можно полагать, что разбиения посто-
янства для ядра и мультиотображения совпадают. Иначе берем их измельчение. Более того,
можно рассмотреть включения отдельно для каждого множества Ai из соответствующего раз-
биения. Поэтому, не ограничивая общности, полагаем, что H(ω) =

⋃

j∈1:mH(j)IBj
(ω), т. е. есть

мультиотображение не зависит от z, и q(·|z) ≡ q(·) ∈ P̃(Z). Пусть H̃ =
⋃

j∈1:mH(j). Определим

класс D =
{

E1 ∩ · · · ∩ Em | Ej = H(j)илиEj = H̃ \H(j)
}

= {D1, . . . , Dl}. Класс D является

разбиением H̃ на непересекающиеся подмножества Di, i ∈ 1 : l. Здесь l < 2m. Далее счита-
ется, что пустые множества из D удалены. Пусть F : D → {1, . . . , l} — биекция такая что
F
(
⋃

i∈I Di

)

= I. Рассмотрим мультиотображение H = F (H) : Ω → P({1, . . . , l}), определен-
ное как H(ω) = F (H(ω)). Это будет сильно измеримое мультиотображение из Ω в конечное
множество. Действительно, имеем для I ⊂ P({1, . . . , l}):

H∗
(I) = H∗

(

⋃

i∈I

Di

)

=

⋃

i∈I

⋃

H(j)⊃Di

Bj ∈ G. (4.1)

Мы получаем PH = MH согласно теореме 2.
Возьмем любое ядро q(·) ∈ P̃(Z), для которого q(D) 6 P ∗

H(D) ∀D ∈ BH̃ . Мы ограничиваемся

объединением H̃, поскольку вне этого множества верхняя вероятность равна нулю. Напомним,
что P ∗

H(D) = P (H∗(D)). Теперь определим ядро q′(·) на P({1, . . . , l}) следующим образом:
q′(I) = q(F−(I)). Мы получаем

q′(I) = q(F−
(I)) = q

(

⋃

i∈I

Di

)

6 P ∗
H

(

⋃

i∈I

Di

)

=

∑

H(j)
⋂

(
⋃

i∈I Di)6=∅

P (Bj)

= P (H∗
(I)) = P ∗

H(I),

принимая во внимание (4.1). Поэтому q′(·) ∈ MH = PH. Из последнего включения выводим
существование измеримого селектора u(ω) ∈ H(ω)∀ω ∈ Ω, такого что P (u−(I)) = q′(I). Введем
множества Gi = u−(i) ∈ G для каждого i ∈ 1 : l и определим мультиотображения

Qi(ω) =

{

Di, если ω ∈ Gi,

∅, если ω 6∈ Gi.

Рассмотрим ядро qi(·), задаваемое формулой qi(A) = q(A∩Di) для всех A ∈ BH̃ . Тогда qi(A) 6
P (Q∗

i (A)) ∀A ∈ BDi
, потому что qi(Di) = P (Gi) для всех i и P (Q∗

i (A)) = P (Gi)∀A ∈ BDi
. Здесь

учитываются равенства P (u−(i)) = q′(i) = q(F−(i)). Для каждого i мы получаем ситуацию с
постоянным мультиотображением Qi, заданным на неатомическом пространстве (Gi,G∩Gi, P ),
где мера P (Gi) 6 1, и некоторым ядром qi(·) с qi(Di) = P (Gi) = di. Вводя новую меру P̃ =

P/di, если di > 0, сводим задачу к случаю постоянного мультиотображения на вероятностном
пространстве, исследованному вначале. Если di = 0, номер i исключается из рассмотрения.
Значит, для каждого номера i найдется лебеговский селектор wi : Gi → Di такой, что Pwi

(A) =
qi(A) ∀A ∈ BDi

. Теперь определяем отображение

w : Ω → Z, как ω 7→ wi(ω), если ω ∈ Gi.

Отображение w — измеримый селектор для H(ω), такой что Pw(D) = q(D), ∀D ∈ BZ .
Проверим необходимые свойства отображения w. В самом деле, {G1, . . . , Gl} = {u−(1), . . . ,

u−(l)} — это разбиение множества Ω. Кроме того, Qi(ω) 6= ∅ ∀ω ∈ Gi. Значит, отображение w
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корректно определено. Если ω ∈ Gi, то

w(ω) = wi(ω) ∈ Qi(ω) = Di = F−
(i) = F−

(u(ω)) ∈ F−
(H(ω))

= {Dj | Dj ⊂ H(ω)} , следовательно w(ω) ∈ H(ω).

Для множества A ∈ BZ имеем w−(A) =
⋃

i∈1:l

(

w−
i (A) ∩Gi

)

∈ G. Итак, w — измеримый лебе-
говский селектор для H. Пусть опять A ∈ BZ , тогда

Pw(A) =
∑

i∈1:l

P (w−
(A) ∩Gi) =

∑

i∈1:l

P (w−
i (A) ∩Gi) =

∑

i∈1:l

qi(A)

=

∑

i∈1:l

q(A ∩Di) = q(A).

Следовательно, утверждение теоремы доказано. �

Заключение

• Рассмотрены три способа оценивания состояний для многошаговых стохастических вклю-
чений, основанные на разных способах формирования множества переходных вероятностей.

• Показано на примерах, что эти способы могут приводить к различным множествам услов-
ных распределений для текущих ненаблюдаемых состояний процесса.

• Поставлен вопрос о достаточных условиях совпадения рассмотренных схем фильтрации
для включений и доказано, что для конечных фазовых пространств эти схемы совпадают в
случае неатомического вероятностного пространства.

• Введен новый класс лебеговских селекторов для произвольных мультиотображений и
показано, что он не пуст, в частности, для измеримых простых прямоугольников на неатоми-
ческом вероятностном пространстве.

• Доказано, что в лебеговском классе для простых включений и селекторов, заданных на
неатомическом вероятностном пространстве, схемы фильтрации также совпадают.
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УДК 519.62

ТРАЕКТОРИЯ, МИНИМИЗИРУЮЩАЯ ОБЛУЧЕНИЕ
ДВИЖУЩЕГОСЯ ОБЪЕКТА

В.И.Бердышев, В.Б.Костоусов

В пространстве X = R
N (N = 2, 3) задан “коридор” Y для движения объекта, вне коридора рас-

положено конечное число излучателей si с фиксированными выпуклыми конусами излучения K(si) и

интенсивностью излучения F (y), y > 0, удовлетворяющей условию F (y) ≥ λF (λy) при y > 0, λ > 1.
В классе траекторий равномерного движения T =

{

t(τ) : 0 ≤ τ ≤ 1, t(0) = t∗, t(1) = t∗
}

⊂ Y, t∗, t∗ ∈
∂Y, t∗ 6= t∗, требуется найти траекторию, минимизирующую величину

J(T ) =
∑

i

1
∫

0

F
(

‖si − t(τ)‖
)

dτ.

В работе предлагаются способы приближенного построения оптимальных траекторий в случае, когда

кратность покрытия “коридора” Y конусами K(si) не более двух.

Ключевые слова: навигация, оптимальная траектория, облучение, движущийся объект.

V. I. Berdyshev, V. B.Kostousov. A trajectory minimizing the exposure of a moving object.

A corridor Y for the motion of an object is given in the space X = R
N (N = 2, 3). A finite number of

emitters si with fixed convex radiation cones K(si) are located outside the corridor. The intensity of radiation

F (y), y > 0, satisfies the condition F (y) ≥ λF (λy) for y > 0, λ > 1. It is required to find a trajectory

minimizing the value

J(T ) =
∑

i

1
∫

0

F
(

‖si − t(τ)‖
)

dτ

in the class of uniform motion trajectories T =
{

t(τ) : 0 ≤ τ ≤ 1, t(0) = t∗, t(1) = t∗
}

⊂ Y, t∗, t∗ ∈
∂Y, t∗ 6= t∗. We propose methods for the approximate construction of optimal trajectories in the case when the

multiplicity of covering the corridor Y with the cones K(si) is at most 2.

Keywords: navigation, optimal trajectory, irradiation, moving object.
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1. Введение

В статье изучается задача построения маршрута, двигаясь с постоянной скоростью по ко-
торому объект получит наименьшую суммарную дозу облучения от нескольких источников.
Задача рассматривается на плоскости и в пространстве R

3. Маршрут должен соединять фик-
сированные начальную и конечную точки и не выходить за границу заданного коридора Y .
Граница ∂Y коридора представляет собой замкнутую непрерывную линию в R

2 или замкну-
тую непрерывную поверхность в R

3; более точно, анализируется случай, когда граница ∂Y
гомеоморфна сфере. Источники расположены вне коридора и являются направленными, т. е.
каждый из них излучает в некоторый свой выпуклый конус (конус излучения) с вершиной в
точке расположения источника. В работе рассматриваются источники, конусы излучения кото-
рых полностью перекрывают коридор Y . Считается, что источники являются “однотипными”
в том смысле, что они имеют одинаковую зависимость убывания интенсивности излучения от
расстояния до источника. В статье исследование ограничено случаем, когда кратность пере-
крытия коридора Y конусами излучения источников не превышает двух.
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Результаты данной работы могут быть полезны, например, для задач планирования опти-
мальных путей автономных мобильных роботов в среде с препятствиями [1].

В заданном коридоре Y ⊂ R
N (N = 2, 3) движется объект t с постоянной скоростью из

начальной точки t∗ в конечную точку t∗ (t∗, t
∗ ∈ ∂Y, t∗ 6= t∗), T — совокупность траекторий

T =
{

t(τ) : 0 ≤ τ ≤ 1, t(0) = t∗, t(1) = t∗
}

⊂ Y.

Граница ∂Y коридора Y гомеоморфна сфере. Вне коридора расположены неподвижные ис-
точники излучения si (i = 1, . . . , n). Излучение осуществляется вдоль лучей l из заданного
фиксированного выпуклого открытого конуса Ki = K(si) = {l} с вершиной si, при этом
t∗ 6∈ Ki, t∗ 6∈ Ki. Каждый конус K(si) удовлетворяет условию

K(si) ∩ T 6= ∅ ∀ T ∈ T.

Через KY (si) обозначим ближайшее к si связное подмножество из K(si)∩Y , удовлетворяющее
указанному условию.

Возможны два варианта: граница ∂Y коридора пропускает либо не пропускает излучение.
Для определенности будем считать вначале, что граница коридора препятствует распростра-
нению излучения. В этом случае через KV (s) будем обозначать множество облучаемых (ви-
димых) из источника s точек множества KY (s). Интенсивность излучения каждого источника
s = si одинакова вдоль всех лучей из K(si) и характеризуется положительной убывающей
функцией ˜Fi(y) вещественной переменной y > 0. Положим

Fi(x) =







˜Fi(‖si − x‖) при x ∈ l ∈ K(si),

0 при x 6∈ K(si).

Пусть

J(T ) =

n
∑

i=1

1
∫

0

Fi(t(τ)) dτ

— суммарное облучение, полученное объектом при движении по траектории T , n — количество
излучателей.

В данной работе рассматривается задача построения траектории ̂T , доставляющей точную
нижнюю грань

J = inf{J(T ) : T ∈ T}, (1)

при этом предполагается, что кратность покрытия коридора Y конусами K(si) не более двух.
Это задача вариационного исчисления с негладкими (если граница ∂Y не является гладкой)
ограничениями, усложненная наличием нескольких источников излучения. Очевидно, что воз-
можна постановка задачи (1) как задачи оптимального управления движением объекта при
фазовых ограничениях [2]. Здесь предлагаются геометрические способы поиска оптимальной
или близкой к оптимальной траектории — в зависимости от взаимного расположения кону-
сов K(si). Задача о движении объекта в радиоактивной среде в иной постановке рассматри-
валась в [3; 4].

Естественно предположить, что функция ˜F не только убывает, но и обладает следующим
свойством:

∫

Cρ

F (x) dx >

∫

Cλρ

F (x) dx ∀ λ > 1, (2)

при любом ρ > 0, где Cρ = {x ∈ K(s) : ‖s−x‖ = ρ}. Это свойство, в частности, имеет функция,
для которой выполняется условие

˜F (ρ) > λ ˜F (λρ) при ρ > 0, λ > 1. (3)
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В самом деле,
∫

Cρ

F (x) dx = ˜F (ρ)|Cρ| > λ ˜F (λρ)|Cρ| = ˜F (λρ)|Cλρ| =

∫

Cλρ

F (x) dx,

где |Cρ| — площадь (длина дуги) Cρ.

В случае R
2 отметим следующие соотношения для функции ˜F , удовлетворяющей усло-

вию (3):
— пусть [a, b], [λa, λb] (λ > 1) — отрезки, лежащие на луче l ∈ K(s) с вершиной s = 0,

тогда
b

∫

a

F (x) dx >

b
∫

a

λF (λx) dx =

b
∫

a

F (λx) dλx =

λb
∫

λa

F (x) dx;

— пусть Φ — раствор конуса K = K(s), Φ < π, s = 0 — начало координат полярной
системы, T ∈ T и часть этой траектории, TK = T ∩ KY , задана функцией ρ = ρ(ϕ), и пусть
λTK ⊂ KY для λ > 1, тогда

Φ
∫

0

˜F (ρ(ϕ)) dϕ >

Φ
∫

0

λ ˜F (λρ(ϕ)) dϕ >

Φ
∫

0

˜F (λρ(ϕ)) dϕ. (4)

Таким образом, интеграл

∫ Φ

0

˜F (λρ(ϕ)) dϕ как функция от λ также монотонно убывает с ро-

стом λ.
Примером функции, удовлетворяющей условию (3), является функция

˜F (ρ) = ρ−α при α ≥ 1.

2. Случай единственного источника излучения s в R
2

Рассмотрим случай единственного источника излучения s на плоскости, тогда

J(T ) =

1
∫

0

F (t(τ)) dτ.

Поскольку t∗, t
∗ ∈ ∂Y , граница ∂Y разбивается точками t∗, t

∗ на две части. Пусть Γ — проти-
воположная по отношению к s часть границы коридора Y . По кривой Γ определим в полярной
системе координат с началом s функцию ρ = ρΓ(ϕ), 0 ≤ ϕ ≤ Φ, так, что величина ρΓ(ϕ) явля-
ется расстоянием от s до Γ по лучу lϕ ⊂ K(s), исходящему из s под углом ϕ. Функция ρΓ(ϕ)
может иметь точки разрыва. Дополним график функции ρΓ(ϕ) в каждой точке разрыва ϕ
отрезком [ρ′ϕ, ρ

′′
ϕ], ρ

′
ϕ < ρ′′ϕ луча lϕ так, чтобы получилась непрерывная кривая, и обозначим ее

через gr ρ(·) (см. рис. 1). Заметим, что при движении объекта по полуинтервалу (ρ′ϕ, ρ
′′
ϕ] ⊂ lϕ

объект не облучается, так как точка (ρ′ϕ, ϕ) принадлежит границе Γ. На первый взгляд, мож-
но ожидать, что gr ρ(·) и есть оптимальная траектория. Следующие примеры показывают, что
кривая gr ρ(·) не всегда оптимальна.

П р и м е р 1. Пусть Γ — график функции ρ = ρ(ϕ) = 1 + ε sin kϕ (ε < 1/2) (см. рис. 2),
тогда при достаточно большом k функция ρ имеет большую вариацию

∨Φ
0 ρ и, значит, большую

величину J(gr ρ(·)). Предпочтительней в данном случае траектория, совпадающая на K(s) с
дугой окружности с центром s радиуса 1− ε.

П р и м е р 2. Для ρ1 < ρ2, и углов ϕ1, ϕ2, 0 ≤ ϕ1 < ϕ2 ≤ Φ < π, определим кривую Γ,
состоящую из двух дуг — (ρ1, ϕ), 0 ≤ ϕ ≤ ϕ1; (ρ1, ϕ), ϕ2 ≤ ϕ ≤ Φ, — и двух отрезков,
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lϕ

ss
K(s)

(ρ′ϕ, ϕ)

(ρ′′ϕ, ϕ)
Γ

1− ε

1

1 + ε

Рис. 1 Рис. 2

соединяющих точку (ρ2, (ϕ1+ϕ2)/2) с точками (ρ1, ϕ1), (ρ1, ϕ2). При большой величине ρ2−ρ1
дуга окружности Cρ1 более предпочтительна в качестве траектории в сравнении с Γ.

Данные примеры и свойство монотонности функции ˜F показывают, что оптимальная тра-
ектория должна располагаться по возможности дальше от s и иметь на малых по площади
участках малую длину.

Исходная задача является задачей вариационного исчисления поиска непрерывной функ-
ции ρ(ϕ):

inf
ρ(ϕ)

{

Φ
∫

0

˜F (ρ(ϕ)) dϕ : ρ(ϕ) ≤ ρΓ(ϕ)

}

. (5)

Трудность этой задачи определяется свойствами функции ρΓ(ϕ).
Предположим, что функция ρΓ(ϕ) кусочно монотонна. Пусть x = (ρ, ϕ) — точка локального

максимума функции (см. рис. 3) ρΓ(ϕ); она, возможно, принадлежит отрезку, состоящему из
точек максимума, т. е. существуют ϕ′ ≤ ϕ′′ такие, что

ρΓ(ϕ) ≥ ρΓ(ϕ) при ϕ′ ≤ ϕ ≤ ϕ′′ и ρΓ(ϕ) > min{ρ(ϕ′
), ρ(ϕ′′

)}.

Для ρ < ρ, близких к ρ, обозначим через a = a(ρ) = a(ρ, ϕρ), b = b(ρ) = b(ρ, ϕρ), ϕρ < ϕρ,
ближайшие к lϕ точки из Cρ∩gr ρ(·) и через ρ∗ = ρ∗x — наибольшее из чисел ρ, для которых одна

ss

∆x

a(ρ∗)
b(ρ∗)

ρ∗

ρ

a(ρ)

Cab
ρ

b(ρ)

Γ

Γ

x

Gab
ρ

lj−1

lj

T

Kj−1

Kj

Kj+1

lj+2

lj+1

Рис. 3 Рис. 4
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из точек a, b есть точка одностороннего локального минимума функции ρΓ(ϕ) на конусе K.
Обозначим

∆ = ∆x = [ϕρ∗ , ϕ
ρ∗
].

Если точка максимума x не является точкой строгого локального максимума, то указанный
отрезок ∆ порождается и другими точками y, для которых ∆ = ∆y. Пусть Cab

ρ — дуга окруж-

ности Cρ между точками a, b, пересекающая отрезок [s, x], и Gab
ρ — часть графика gr ρ(·) между

точками a, b, содержащая x.
Требуется решить следующую задачу поиска непрерывной функции γ = γ(ϕ) на ∆, до-

ставляющую минимум

J∆x = min
γ

{
∫

∆

˜F (γ(ϕ)) dϕ : γ(ϕ) ≤ ρΓ(ϕ) для ϕ ∈ ∆, γ(ϕρ∗) = γ(ϕρ∗
) = ρ∗

}

. (6)

Ясно, что график функции γ̂ = γ̂(ϕ), являющейся решением задачи (6) расположен между
кривыми Cab

ρ∗ , Gab
ρ∗ . Заметим, что на тех отрезках [ϕ1, ϕ2] ⊂ ∆, ϕ1 < ϕ2, где γ̂(ϕ) < ρΓ(ϕ),

функция γ̂ является выпуклой вниз. В самом деле, если это не так, то найдутся ϕ′, ϕ′′,
ϕ1 ≤ ϕ′ < ϕ′′ < ϕ2 такие, что график функции γ̂(ϕ), ϕ′ < ϕ < ϕ′′, расположен между s
и прямолинейным отрезком, соединяющим точку (γ̂(ϕ′), ϕ′), (γ̂(ϕ′′), ϕ′′). Зеркально отобра-
зив этот график относительно указанного прямолинейного отрезка, легко, воспользовавшись
свойством (2), построить траекторию с меньшей величиной облучения в сравнении с (γ̂(ϕ), ϕ).

Для каждой точки локального максимума x (точнее, для каждого отрезка, состоящего из
точек локального минимума) решим задачу (6) на ∆x. Справедлива

Теорема. Пусть функция ρΓ(ϕ) кусочно монотонна. Экстремальная траектория за-

дачи (5) задается функцией ρ̂(ϕ) = ρ̂(ϕ, s) (0 ≤ ϕ ≤ Φ), которая совпадает с функци-

ей γ̂(ϕ) (ϕ ∈ ∆) на каждом отрезке ∆ = ∆x, а на множестве Φ\
⋃

x∆x совпадает с ρΓ(ϕ).

Для д о к а з а т е л ь с т в а теоремы достаточно заметить, что ввиду монотонности
функций F , на множестве Φ\

⋃

x∆x экстремальная траектория совпадает с ρΓ(ϕ), а вне этого
множества она построена оптимально и совпадает с γ̂(ϕ). �

Таким образом, исходная задача (5) сводится к серии экстремальных задач вида (6).
Для числа ρ, ρ∗ ≤ ρ ≤ ρ определим функцию

δρ(ϕ) = min{ρΓ(ϕ), ρ} для ϕ ∈ ∆x.

Представляет интерес более простая в сравнении с (6) задача поиска минимума на более узком
классе функций:

J∆ = min
ρ∗≤ρ≤ρ

∫

∆

˜F (δρ(ϕ)) dϕ; (7)

решение данной задачи аппроксимирует функцию γ̂(·).
Отметим еще один способ построения траектории T , близкой к оптимальной. Разобьем

конус K(s) на частичные конусы Ki, ограниченные лучами lj , lj+1, где lj = lϕj
(0 = ϕ0 <

ϕ1 < · · · < ϕm = Φ), ∆j = ∆jϕ = [ϕj , ϕj+1). В простейшем случае разбиение является равно-
мерным либо оно определяется свойствами границы Γ. Построим траекторию T , основываясь
на функции t(ϕ), постоянной на некоторых частичных интервалах ∆j с большой вариацией
функции ρΓ(ϕ). Не нарушая ограничения ρ(ϕ) ≤ ρΓ(ϕ), ввиду отмеченного выше (см. (4))

свойства монотонности по λ величины

∫

˜F (λρ(ϕ)) dϕ естественно на этих интервалах взять

кусочно постоянную функцию

t(ϕ) = ρj = min{ρΓ(α) : α ∈ ∆jϕ} при ϕ ∈ ∆jϕ.

Траектория T ⊂ Y движения объекта на выбранных интервалах строится пополнением гра-
фика функции t(ϕ) в каждой точке разрыва ϕj отрезком [aj , bj ] луча lj , где aj = (ρj , ϕj), bj =
(ρj−1, ϕj). На оставшихся частичных интервалах T совпадает с ρΓ(ϕ) (рис. 4).
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3. Случай двух источников в R
2

Точки t∗, t∗ разбивают границу ∂Y на две части Γ1, Γ2. Далее считаем si ∈ Γi (i = 1, 2),
т. е. источники расположены на противоположных частях границы ∂Y и

F1 = F2
def
= F, [s1, s2] ∩

(

(
◦
KY (s1)∪

◦
KY (s2)

)

= ∅

(см. рис. 5). Обозначим KY (s1)∩KY (s2) = D, а через li, l
′
i — “левый” и “правый” лучи, ограни-

чивающие конус K(si), i = 1, 2. Рассмотрим возможные варианты расположения источников
s1, s2 и способы построения оптимальных траекторий. Пусть L — прямая, ортогональная от-
резку [s1, s2], содержащая точку (s1 + s2)/2.

Если D ∩ L = ∅ и множества D, KY (s1) ∩ Γ1, к примеру, лежат по одну сторону от L,
то, как можно видеть, оптимальной является траектория T2,1, пересекающая конус KY (s2) по

отрезку A2 = l1∩KV (s2), а конус KY (s1) — по графику функции ρΓ2
: G1

def
= (gr ρ2(·))∩KY (s1)

(на рис. 6) эти участки траектории отмечены жирной пунктирной линией).

Теперь предположим, что
◦
D ∩L 6= ∅.

Среди траекторий, не пересекающих множество
◦
D, имеется две траектории, претендующие

на оптимальность; это T1,2, T2,1, пересекающие конусы KY (si) поочередно. Вторая определена
выше, а траектория T1,2 пересекается с KY (s1) — по отрезку A1 = l2 ∩ KY (s1) и с кону-

сом KY (s2) — по графику функции ρΓ1
: G2

def
= (gr ρ(·)) ∩KY (s2) (рис. 7). Этим траекториям

соответствуют величины облучения

J1,2 =

∫

A1

F (s1 − x) dx+

∫

G2

F (s2 − x) dx, J2,1 =

∫

A2

F (s2 − x) dx+

∫

G1

F (s1 − x) dx.

Рассмотрим траектории, пересекающие множество
◦
D. Все они содержат отрезок [a, a′] =

L∩D, обозначенный с учетом направления движения от t∗ к t∗. В самом деле, дифференцируя
по α функцию F (s1 − x− α(s1 − s2)) + F (s2 − x− α(s1 − s2)), убеждаемся, что минимум по α
этой функции достигается при α = 0 для всех x ∈ [a, a′]. Поиск оптимальной траектории вне
множества D может осуществляться посредством решения следующей задачи.

Пусть l — луч из K(s), η — отрезок из l, c — точка из KY (s)\l, T(x, c) — совокупность
траекторий вида Tx = {t(τ) : 0 ≤ τ ≤ 1, t(0) = x, t(1) = c} ⊂ KY (s), x ∈ η. Требуется найти
величину

J(η, c) = inf
x∈η

inf

{

1
∫

0

Fs(t(τ)) dτ : T ∈ T(x, c)

}

. (8)

s1

s2

L

Γ1

Fs1

Fs2

K(s2)

K(s1)

Γ2

D

Рис. 5
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Обозначим [q, q′] = L ∩ (KY (s1) ∪ KY (s2)), b = l1 ∩ l2, q
′
1,2 = l′1 ∩ Γ2, q′2,1 = l′2 ∩ Γ1.

Легко убедиться, что для оптимального подхода из точки t∗ в точку a объект должен пересечь
отрезок [q, b], используя решение задачи J([q, b], a), а для выхода из точки a′ в сторону точки t∗

он должен пересечь отрезок [q′, q′1,2], если q′ ∈ l′1 (рис. 8а), и пересечь отрезок [q′, q′2,1], если
q′ ∈ l′2 (рис. 8б).

Далее понадобится

Лемма. Пусть s = 0, точки v, w принадлежат конусу KY (s), w 6∈ l = {αv, α > 0},

J(α) =

1
∫

0

Fs(λαv + (1− λ)w) dλ, α > 0.

Тогда функция J(α) является убывающей.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле,

1

∆α

[

J(α+∆α)− J(α)
]

=
1

∆α

1
∫

0

[

F (λ(α+∆α)v + (1− λ)w) − F (λαv + (1− λ)w)
]

dλ

−−−−→
∆α→0

1
∫

0

F ′
α(λαv + (1− λ)w)λdλ < 0. �

s1s1 q′2,1
q′2,1

q

q a

a

a′

a′

q′
q′

L
L

b

b

s2s2

l1
l′1

q′1,2
а б

Γ1

Γ2

l2 l′2

Рис. 8



34 В.И.Бердышев, В.Б.Костоусов
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Рис. 9

Используя лемму, приходим к выводу, что одна искомая часть траектории до точки a сов-
падает с отрезком [a, b] (см. рис. 8а и 8б). Для построения другой части траектории от точки a′

до t∗ используем следующий алгоритм поиска приближенного решения задачи J([q, p0], a) (8),

где a ∈
◦
K (s), l′ и l — граничные лучи с вершиной s конуса K(s), po ∈ l, q ∈ (s, p). Будем

использовать обозначение

∫ b

a

=

∫ b

a

F (x) dx, где [a, b] — прямолинейный отрезок.

Зафиксируем конечный набор лучей li ∈ K(s) с вершиной s, пересекающих интервал (a, q)
в порядке от точки q к точке a. Пусть p1 ∈ l1 — наиболее удаленная от s точка такая, что
отрезок [p1, p0] не пересекается внутренностью множества X\Y . Обозначим ci = li ∩ [a, pi−1].
Применяя лемму (см. рис. 9),

при w = a, получим неравенство

q
∫

a

>

p0
∫

a

; (9)

при w = p0 − неравенство

p0
∫

c1

>

p1
∫

p0

;

при w = a− неравенство

c1
∫

a

>

p1
∫

a































⇒

p0
∫

a

>

p1
∫

a

+

p0
∫

p1

. (10)

Пусть p2 ∈ l2 — наиболее удаленная от s точка, такая что отрезок [p1, p2] не пересекается с
внутренностью множества X\Y . Применяя лемму,

при w = p1 получаем

p1
∫

c2

>

p1
∫

p2

;

при w = a получаем

c2
∫

a

>

p2
∫

a































⇒

p1
∫

a

>

p2
∫

a

+

p1
∫

p2

. (11)

Из (9)–(11) следует, что
q

∫

a

>

p0
∫

a

>

p1
∫

a

+

p0
∫

p1

>

p2
∫

a

+

p1
∫

p2

+

p0
∫

p1

.

Таким образом, построены четыре траектории: [a, q], [a, p0], [a, p1] ∪ [p1, p0], [a0, p2] ∪ [p2, p1] ∪
[p1, p0] — с убывающей величиной совокупного облучения, которые соединяют точку a с от-
резком [q, p0]. Процесс построения траекторий можно продолжить, используя все лучи из
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заданного набора {li}. Увеличивая набор {li}, мы построим траекторию, для которой уча-
сток [p0, p1]∪ [p1, p2] . . . [pk, pk+1] лучше аппроксимирует участок границы Γ2. Более того, мож-
но задать бесконечный набор лучей в li, приближающихся к точке, и построить “сходящуюся”
последовательность траекторий.

Таким образом, при наличии пары источников s1, s2, имеющих непустое пересечение
◦
KY (s1)∩

◦
KY (s2), для поиска оптимальной траектории следует определить, к какому из рас-

смотренных случаев относится взаимоположение конусов KY (si).

Если источники лежат на одной части границы ∂Y , например на Γ1 и
◦
KY (s1)∩

◦
KY (s2) 6= ∅,

то в силе остаются рассуждения, проведенные в случае единственного облучателя.

4. Приближенное построение оптимальных траекторий в R
3

Рассмотрим случай единственного излучателя s. Предполагаем, что граница ∂Y не
препятствует излучению, т. е. не образует теней, s 6∈ Y , любая траектория T ∈ T пересекает
внутренность усеченного конуса KY (s) = K(s) ∩ Y и при этом KY — ближайшая к s связная
часть коридора Y , обладающая указанным свойством. Будем исходить из того, что раствор
конуса K(s) меньше π. Построим при выбранном m два однопараметрических семейства плос-
костей

{P i}, {Qj}, i, j ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Пусть L и R — левая и, соответственно, правая стороны поверхности Y ∩ ∂K(s) (в том смыс-
ле, что любая траектория из T входит в усеченный конус KY (s) через L и выходит из него
через R), pl и pr — точки из пересечения коридора Y и поверхностей L, R соответственно,
Pl, Pr — касательные плоскости к L и R в точках pl и pr. Ясно, что s ∈ Pl∩Pr. Пусть QI , QII —
плоскости, содержащие точку s, опорные KY (s) с разных сторон коридора Y . Определим

P i
=

1

i
Pl +

(

1−
1

i

)

Pr, Qj
=

1

j
QI +

(

1−
1

j

)

QII , i, j ∈ {1, 2, . . . ,m} (12)

при заданном m. Плоскости P i, Qj разбивают конус K(s) на частичные конусы Kij , ограни-
ченные плоскостями P i, P i+1, Qj, Qj+1. Пусть для луча l ⊂ Kij точка z(l) ∈ l∩KY (s) наиболее
удалена от s. Среди таких лучей найдем луч l = lij , для которого величина ‖s − z(lij)‖ наи-
большая. Обозначим zij = z(lij). Построим граф, вершинами которого являются точки zij ,
ребрами — отрезки, соединяющие точки zij , zi′j′ из соседних частичных конусов, т. е. конусов,
имеющих общее ребро или общую грань, содержащие точку s. Для определения веса ребра
[zij , zi′j′ ] найдем расстояние ρz от s до границы ∂Y вдоль луча {s + α(z − s), α > 0}, где
z = λzij + (1− λ)zi′j′ . Вес ребра определим в виде

1
∫

0

˜F (ρz(λzij + (1− λ)zi′j′)) dλ.

Пусть Zl — множество вершин zij графа, которые соответствуют частичным конусам Kij , пе-
ресекающимся с левой стороной L множества Y ∩ ∂K(s), аналогично определяется множество
вершин Zr. Задача построения траектории, аппроксимирующей оптимальную, сводится к по-
иску пути на графе, соединяющего множества Zl и Zr и имеющего наименьшую сумму весов
его ребер.

Рассмотрим случай двух излучателей s1, s2 в R
3. Далее предполагаем, что Fs1 = Fs2 ,

множество D =
◦
KY (s1) ∩

◦
KY (s2) не пусто; кроме того, можно считать, что [s1, s2] ∩

◦
D= ∅, по-

скольку излучатели s1, s2 не должны облучать друг друга. Здесь, как и ранее, используются
обозначения Li = LKY (si), Ri = RKY (si) — левая и правая стороны усеченного конуса KY (si),
а часть коридора Y , расположенная, например, справа от R2 и слева от L1, называемая боксом,
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s2s2

T ′

s1s1

T ′′

T ′′′

а б

R2L1

Рис. 10

обозначается через R2L1. Возможные положения конусов K(s1), K(s2) изображены на рис. 10.
Ребра границы множества D отмечены жирными непрерывной и пунктирной линиями. Име-
ем s1 6∈ K(s2), s2 6∈ K(s1) и D является пересечением с Y четырехгранника с выпуклыми
коническими гранями в случае а; в случае б s2 ∈ K(s1) и D = Y ∩K(s1) ∩K(s2).

Для определенности будем считать, что отрезок [s1, s2] расположен “слева” от множества D.
Обозначим через L плоскость, ортогональную этому отрезку и содержащую точку (s1+ s2)/2.

Сперва предположим, что L ∩ D = ∅. В этом случае оптимальная траектория T не пере-
секается с D, поскольку если t ∈ T ∩D и ρ(s1, t) 6= ρ(s2, t), то точку t можно сместить в точку
t′ ∈ D такую, что

ρ(s1, t) + ρ(s2, t) < ρ(s1, t
′
) + ρ(s2, t

′
).

В самом деле, когда ρ(s1, t) > ρ(s2, t), можно взять t′ = s2 + ε(t − s2) при малом ε > 0.
Отсюда T пересекает последовательно конусы K(si), например сперва K(s1) и затем K(s2)
(случай другой очередности рассматривается аналогично). Итак, задача состоит в поиске
траектории T , оптимально пересекающей K(s1) при переходе из бокса L1L2 в бокс R1L2;
далее надо найти траекторию, оптимально пересекающую K(s2) при переходе из бокса R1L2 в
бокс R1R2. Оптимальность означает минимизацию совокупного облучения объекта на каждом
участке δTi = T ∩ K(si), i = 1, 2. Поведение оптимальной траектории на коротком участке
можно отслеживать по точкам пересечения с плоскостями специально подобранного однопа-
раметрического семейства, подобного семейству Pλ = λPl +(1−λ)Pr (см. (12)). Это семейство
должно рассекать часть пространства и траекторию, которая заведомо содержит участок δTi
траектории. Учитывая выпуклость конусов K(si) (i = 1, 2) и подбирая подходящее однопара-
метрическое семейство плоскостей, убеждаемся, что

— в случае а наиболее далекая от s1 траектория пересечения конуса K(s1), обозначим ее
как T ′, принадлежит множеству Y ∩K(s1) ∩ L2,

— в случае б наиболее удаленная от s1 траектория составлена из двух частей T ′′, T ′′′,
первая из которых T ′′ принадлежит ∂Y и соединяет L1 и L2, а вторая T ′′′ принадлежит
множеству Y ∩K(s1) ∩ L2.

В обоих случаях осталось построить траекторию T2, оптимально пересекающую конус K(s2).
Как отмечалось выше, наиболее удаленная от si кривая не всегда является оптимальной; необ-
ходимо учитывать ее длину. Для поиска траектории, близкой к оптимальной, можно исполь-
зовать способы, предложенные в предыдущих разделах: при построении T ′ и T ′′′ — методы,
изложенные в разделе, в котором исследуется задача в R

2, а для поиска T ′′ — алгоритм по-
иска траектории в R

3 в случае единственного излучателя. На рис. 10 одна из оптимальных
траекторий изображена точечной линией.
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Пусть LD
def
= L ∩ D. Точки x ∈ D получают облучение величины 2F (‖s1 − x‖) из вирту-

ального источника (s1 + s2)/2. Множество D есть пересечение Y с выпуклым множеством,
граница которого состоит в случае а из фрагментов четырех (трех в случае б) конических
поверхностей

L1 ∩K2, R1 ∩K2, L2 ∩K1, R2 ∩K1,

где Ki = K(si). В простейшем случае, когда плоскость L пересекает ребра ˜l = (L1∩L2)∩Y, r̃ =

(R1 ∩ R2) ∩ Y , задача сводится к поиску оптимальной плоской кривой из LD, соединяющей
точки пересечения L с указанными ребрами, которую можно построить с помощью приведен-
ной выше леммы. Оптимальная траектория вне D принадлежит боксам L1L2 и R1R2, которые
лежат вне зоны облучения.

В общем случае найдем расстояния

min
{

‖x− d‖ : x ∈ ˜l, d ∈ LD

}

, min
{

‖y − d‖ : y ∈ r̃, d ∈ LD

}

и пары точек xl ∈ ˜l, dl ∈ LD, yr ∈ r̃, dr ∈ LD, реализующие эти нижние грани. Для решения
задачи достаточно построить оптимальную траекторию в LD, соединяющую точки dl, dr, и
две траектории в D: одна соединяет точки xl, dl, другая — точки yr, dr.

Приведенные способы позволяют в разных случаях расположения конусов K(s) строить
либо оптимальную, либо близкую к оптимальной траекторию.
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АППРОКСИМАЦИОННЫХ МОДЕЛЕЙ1

М.И. Гомоюнов, Н. Ю.Лукоянов

Рассматривается задача оптимального управления динамической системой, движение которой опи-

сывается линейным дифференциальным уравнением с дробной производной Капуто порядка α ∈ (0, 1).
Промежуток времени процесса управления зафиксирован и конечен. Управляющие воздействия стесне-

ны геометрическими ограничениями. Целью управления является минимизация заданного терминально-

интегрального показателя качества. Предлагается следующий подход к построению решения. Сначала

рассматриваемая задача сводится к вспомогательной задаче оптимального управления линейной систе-

мой первого порядка с сосредоточенными запаздываниями, которая аппроксимирует исходную систему.

Затем вспомогательная задача редуцируется до задачи оптимального управления обыкновенной диффе-

ренциальной системой. На этой основе строится схема оптимального управления исходной системой по

принципу обратной связи с использованием поводыря, роль которого играет аппроксимирующая система.

При этом управление в аппроксимирующей системе формируется при помощи оптимальной позиционной

стратегии управления из редуцированной задачи. Работоспособность развиваемого подхода иллюстриру-

ется на задаче с показателем качества в виде нормы терминального состояния системы.
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Введение

Рассматривается задача оптимального управления динамической системой, движение ко-
торой описывается линейным дифференциальным уравнением с дробной производной Капуто
порядка α ∈ (0, 1). Промежуток времени процесса управления зафиксирован и конечен. Управ-
ляющие воздействия стеснены геометрическими ограничениями. Целью управления является
минимизация заданного терминально-интегрального показателя качества.

Идеология исследования восходит к теоретико-игровому подходу [1–5], некоторые кон-
струкции которого для систем дробного порядка были развиты в [6; 7]. В статье на базе ре-
зультатов из [6; 8] рассматриваемая задача сводится к вспомогательной задаче оптимального

1Работа выполнена при поддержке РНФ (проект 19-11-00105).
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управления линейной системой первого порядка с сосредоточенными запаздываниями, которая
аппроксимирует исходную систему. Затем с опорой на результаты из [9; 10] вспомогательная
задача редуцируется до задачи оптимального управления обыкновенной дифференциальной
системой. Далее на этой основе предлагается схема оптимального управления исходной си-
стемой по принципу обратной связи с использованием поводыря [1], роль которого играет
аппроксимирующая система. При этом управление в аппроксимирующей системе формирует-
ся при помощи оптимальной позиционной стратегии управления [2] из редуцированной задачи.
Таким образом, полученные результаты позволяют применять для построения решений задач
управления системами дробного порядка методы, разработанные в теории управления для
обыкновенных дифференциальных систем. Работоспособность развиваемого подхода иллю-
стрируется в статье на задаче с показателем качества в виде нормы терминального состояния
системы. Подчеркнем также, что особенность предложенной схемы оптимального управления
заключается в том, что она естественным образом распространяется на задачи управления в
условиях помех или противодействия.

Отметим, что в настоящее время задачи оптимального управления линейными системами
с дробными производными Капуто исследуются достаточно активно. Рассматриваются раз-
личные постановки, включая линейно-квадратичные задачи (см., например, [11]), задачи на
минимум интегрального показателя качества (см., например, [12]), задачи о переводе системы в
заданное состояние за наименьшее время или с минимумом нормы управления (см., например,
[13–15]). В основном применяются подходящие варианты принципа максимума, методы вариа-
ционного исчисления и выпуклого анализа, а также методы, связанные с проблемой моментов.
В настоящей статье акцент сделан на сведении задач управления линейными системами дроб-
ного порядка к задачам управления обыкновенными дифференциальными системами.

1. Постановка задачи

Пусть движение динамической системы на промежутке времени [t0, ϑ] описывается линей-
ным дифференциальным уравнением дробного порядка

(
CDαx)(t) = A(t)x(t) + f(t, u(t)), x(t) ∈ R

n, u(t) ∈ U ⊂ R
r, t ∈ [t0, ϑ], (1.1a)

при начальном условии
x(t0) = x0. (1.1b)

Здесь t — время, x(t) — состояние системы в момент времени t, u(t) — текущее управляю-
щее воздействие; x0 ∈ R

n — начальное состояние системы; U — компактное множество; через
(CDαx)(t) обозначена дробная производная Капуто порядка α ∈ (0, 1) в момент t (см., напри-
мер, [16, Sect. 3.1]):

(
CDαx)(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

t
∫

t0

x(τ)− x(t0)

(t− τ)α
dτ,

где Γ — гамма-функция. Полагаем, что функции A(t) ∈ R
n×n, t ∈ [t0, ϑ], и f(t, u) ∈ R

n,
t ∈ [t0, ϑ], u ∈ U, непрерывны.

Пусть ACα([t0, ϑ],R
n) — множество функций x(t) ∈ R

n, t ∈ [t0, ϑ], для каждой из которых
найдется измеримая существенно ограниченная функция ϕ(t) ∈ R

n, t ∈ [t0, ϑ], такая, что

x(t) = x(t0) +
1

Γ(α)

t
∫

t0

ϕ(τ)

(t− τ)1−α
dτ, t ∈ [t0, ϑ].

Другими словами, функция x(·) представима в виде суммы начального значения x(t0) и инте-
грала Римана — Лиувилля порядка α от функции ϕ(·) (см., например, [16, Sect. 2.1]).
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Допустимым (программным) управлением считаем любую измеримую функцию u(t) ∈ U,
t ∈ [t0, ϑ). Множество всех таких управлений обозначаем через U . Под движением систе-
мы (1.1a), (1.1b), отвечающим управлению u(·) ∈ U , понимаем функцию x(·) ∈ ACα([t0, ϑ],R

n),
которая удовлетворяет равенству (1.1b) и вместе с u(·) при почти всех t ∈ [t0, ϑ] удовлетворяет
уравнению (1.1a). При указанных условиях такое движение, обозначаемое далее как x(· | u(·)),
существует и единственно (см., например, [17, Theorem 3.1]).

Целью управления является минимизация показателя качества

γ(u(·)) = σ
(

x(ϑ | u(·))
)

+

ϑ
∫

t0

χ(t, u(t)) dt, u(·) ∈ U , (1.1c)

где σ(x) ∈ R, x ∈ R
n, и χ(t, u) ∈ R, t ∈ [t0, ϑ], u ∈ U, — заданные непрерывные функции.

Определим величину оптимального результата в задаче (1.1)

ρ = inf
u(·)∈U

γ(u(·)).

Для ζ > 0 управление u0(·) ∈ U назовем ζ-оптимальным, если

γ(u0(·)) 6 ρ+ ζ.

В настоящей статье представлен подход, позволяющий находить величину ρ и ζ-оптималь-
ные управления u0(·) посредством аппроксимации задачи (1.1) вспомогательной задачей оп-
тимального управления для динамической системы, движение которой описывается линей-
ным дифференциальным уравнением первого порядка с сосредоточенными запаздываниями.
В разд. 2 и 3 рассматриваются программные ζ-оптимальные управления. В разд. 4 изучается
вопрос о построении таких управлений по принципу обратной связи.

2. Аппроксимирующая задача

Зафиксируем значение параметра аппроксимации h > 0. При этом всюду далее считаем,
что ϑ− t0 = Nh для некоторого N ∈ N. Обозначим

ϑi = ϑ− ih, ki(t) =







(−1)i

(

1− α

i

)

hα−1, t ∈ [t0 + ih, ϑ],

0, иначе,
i ∈ 0, N, (2.1)

где

(

1− α

i

)

— биномиальные коэффициенты. Положим

g(t, u) = A(t)x0 + f(t, u), t ∈ [t0, ϑ], u ∈ U.

Рассмотрим вспомогательную задачу оптимального управления для динамической системы

ẏ(t) = A(t)
N
∑

i=0

ki(t)y(t− ih) + g(t, p(t)), y(t) ∈ R
n, p(t) ∈ U, t ∈ [t0, ϑ], (2.2a)

начального условия
y(t0) = 0 (2.2b)

и показателя качества

γ(h)y (p(·)) = σ
(

x0 +

N
∑

i=0

ki(ϑ)y(ϑi | p(·))
)

+

ϑ
∫

t0

χ(t, p(t)) dt, p(·) ∈ U . (2.2c)
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Здесь y(t) — состояние вспомогательной системы в момент времени t; p(t) — текущее управ-
ляющее воздействие; ẏ(t) = dy(t)/dt. Подчеркнем, что для каждого i ∈ 1, N при t − ih < t0
значения y(t−ih) участвуют в уравнении (2.2a) лишь формально, так как ki(t) = 0 в силу (2.1).
Поэтому, в частности, в качестве начального условия (2.2b) для этого уравнения достаточно
задать только значение y(t0). В (2.2c) через y(· | p(·)) обозначено порожденное управлением
p(·) ∈ U движение вспомогательной системы — абсолютно непрерывная функция y(t) ∈ R

n,
t ∈ [t0, ϑ], которая удовлетворяет равенству (2.2b) и вместе с p(·) при почти всех t ∈ [t0, ϑ]
удовлетворяет уравнению (2.2a). При сделанных предположениях такое движение существует
и единственно (см., например, [9; 10]). Цель управления — минимизация показателя (2.2c).

Оптимальным результатом во вспомогательной задаче (2.2) будет величина

ρ(h)y = inf
p(·)∈U

γ(h)y (p(·)).

Для ζ > 0 управление p0(·) ∈ U будет ζ-оптимальным в этой задаче, если

γ(h)y (p0(·)) 6 ρ(h)y + ζ.

Следующее утверждение устанавливает связь между задачами (1.1) и (2.2). Его спра-
ведливость вытекает из равномерной близости [8, Theorem 2] движений x(· | u(·)) исход-
ной и y(· | p(·)) вспомогательной систем при p(·) = u(·) и равномерной ограниченности [17,
Proposition 5.1] движений x(· | u(·)), u(·) ∈ U .

Утверждение 1. Для любого ζ > 0 найдутся такие h∗ > 0 и ζ∗ > 0, что для каждого

h ∈ (0, h∗] будет справедливо неравенство |ρ− ρ
(h)
y | 6 ζ, а всякое ζ∗-оптимальное управление

во вспомогательной задаче (2.2) будет ζ-оптимальным в исходной задаче (1.1).

Таким образом, задача (1.1) аппроксимируется задачей (2.2). Следующий раздел посвящен
редукции задачи (2.2) до задачи оптимального управления динамической системой, движение
которой описывается обыкновенным дифференциальным уравнением.

3. Редукция аппроксимирующей задачи

Пусть E ∈ R
n×n — единичная матрица. Определим функцию Y (h)(τ, t) ∈ R

n×n, τ ∈ [t0, ϑ],
t ∈ [t0, ϑ], которая при каждом τ ∈ [t0, ϑ] удовлетворяет условиям

Y (h)
(τ, τ) = E, Y (h)

(τ, t) = 0, t ∈ (τ, ϑ], (3.1)

является абсолютно непрерывной по t на промежутке [t0, τ ] и почти всюду на этом промежутке
удовлетворяет дифференциальному уравнению

∂

∂t
Y (h)

(τ, t) = −

N
∑

i=0

ki(t+ ih)Y (h)
(τ, t+ ih)A(t+ ih). (3.2)

По аналогии с (2.2a) для каждого i ∈ 1, N при t+ ih > ϑ значения Y (h)(τ, t + ih) и A(t + ih)
участвуют в уравнении (3.2) лишь формально, так как ki(t+ ih) = 0 в силу (2.1). Положим

gi(t, u) = Y (h)
(ϑi, t)g(t, u), i ∈ 0, N, g

(h)
(t, u) =

{

gi(t, u) ∈ R
n
: i ∈ 0, N

}

∈ R
(N+1)n, (3.3)

где t ∈ [t0, ϑ], u ∈ U. Последняя запись в (3.3) означает, что первые n координат вектора
g
(h)(t, u) совпадают с координатами вектора g0(t, u), следующие n координат g

(h)(t, u) совпа-
дают с координатами g1(t, u) и так далее, последние n координат вектора g

(h)(t, u) совпадают
с координатами вектора gN (t, u). Рассмотрим задачу оптимального управления для системы

ż(t) = g
(h)

(t, p(t)), z(t) ∈ R
(N+1)n, p(t) ∈ U, t ∈ [t0, ϑ], (3.4a)
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начального условия
z(t0) = 0 (3.4b)

и показателя качества

γ
(h)
z (p(·)) = σ

(

x0 +

N
∑

i=0

ki(ϑ)zi(ϑ | p(·))
)

+

ϑ
∫

t0

χ(t, p(t)) dt, p(·) ∈ U . (3.4c)

Здесь z(t) = {zi(t) ∈ R
n : i ∈ 0, N} — состояние системы в момент t. Целью управления являет-

ся минимизация показателя (3.4c), где через zi(· | p(·)), i ∈ 0, N , обозначены соответствующие
компоненты движения z(· | p(·)) системы (3.4a), (3.4b), порожденного управлением p(·) ∈ U .

Задачи (2.2) и (3.4) связаны следующим образом (см., например, [10, лемма 1] и соотно-
шения (4.7) ниже). Каково бы ни было управление p(·) ∈ U , для движений y(· | p(·)) систе-
мы (2.2a), (2.2b) и z(· | p(·)) системы (3.4a), (3.4b) справедливы равенства y(ϑi | p(·)) = zi(ϑ |

p(·)), i ∈ 0, N . В частности, значения γ
(h)
y (p(·)) и γ

(h)
z (p(·)) показателей качества (2.2c) и (3.4c)

совпадают при всех p(·) ∈ U , и, следовательно, задача (2.2) эквивалентна задаче (3.4).
Отметим, что численное решение задачи (3.4) осложняется тем, что размерность (N +1)n

состояния z(t) системы (3.4a) возрастает при уменьшении параметра аппроксимации h. Однако
то обстоятельство, что в показателе (3.4c) терминальное состояние z(ϑ | p(·)) оценивается
только через линейную комбинацию компонент zi(ϑ | p(·)), i ∈ 0, N , позволяет перейти в
задаче (3.4) от переменной z = {zi ∈ R

n : i ∈ 0, N} к новой переменной z ∈ R
n по правилу

z = x0 +

N
∑

i=0

ki(ϑ)zi. (3.5)

Тогда, полагая

g(h)(t, u) =

N
∑

i=0

ki(ϑ)gi(t, u), t ∈ [t0, ϑ], u ∈ U, (3.6)

приходим к редуцированной задаче оптимального управления для системы

ż(t) = g(h)(t, p(t)), z(t) ∈ R
n, p(t) ∈ U, t ∈ [t0, ϑ], (3.7a)

начального условия
z(t0) = x0 (3.7b)

и показателя качества

γ(h)z (p(·)) = σ
(

z(ϑ | p(·))
)

+

ϑ
∫

t0

χ(t, p(t)) dt, p(·) ∈ U . (3.7c)

Подчеркнем, что размерность состояния z(t) системы (3.7a) совпадает с размерностью состо-
яния x(t) исходной системы (1.1a) и не зависит от параметра аппроксимации h. В (3.7c) через
z(· | p(·)) обозначено движение системы (3.7a), (3.7b), отвечающее управлению p(·) ∈ U .

Рассмотрим величину оптимального результата в задаче (3.7):

ρ(h)z = inf
p(·)∈U

γ(h)z (p(·)),

и ζ-оптимальные управления p0(·) ∈ U :

γ(h)z (p0(·)) 6 ρ(h)z + ζ. (3.8)

В силу утверждения 1 и указанной связи между задачами (2.2), (3.4) и (3.7) имеет место
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Утверждение 2. Для любого ζ > 0 найдутся такие h∗ > 0 и ζ∗ > 0, что для каждого

h ∈ (0, h∗] будет справедливо неравенство |ρ− ρ
(h)
z | 6 ζ, а всякое ζ∗-оптимальное управление

в редуцированной задаче (3.7) будет ζ-оптимальным в исходной задаче (1.1).

Итак, задача (1.1) сводится к задаче (3.7). В следующем разделе предложенная конструк-
ция сведения применяется для построения ζ-оптимальных управлений в исходной задаче (1.1)
по принципу обратной связи.

З а м е ч а н и е 1. Согласно (3.3) и (3.6) имеем

g(h)(t, u) =

N
∑

i=0

ki(ϑ)Y
(h)

(ϑi, t)g(t, u), t ∈ [t0, ϑ], u ∈ U.

Поэтому для того чтобы перейти к редуцированной задаче (3.7), вместо определения для каж-
дого i ∈ 0, N значений Y (h)(ϑi, t), t ∈ [t0, ϑ], достаточно найти их линейную комбинацию

Φ
(h)

(t) =
N
∑

i=0

ki(ϑ)Y
(h)

(ϑi, t), t ∈ [t0, ϑ], (3.9)

а это в силу (3.1) и (3.2) можно сделать непосредственно. Действительно, пусть q ∈ 0, N − 1 и
при t ∈ (ϑq, ϑ] значения Φ(h)(t) уже найдены. Тогда на промежутке (ϑq+1, ϑq] функцию Φ(h)(·)

определяем как решение дифференциального уравнения

Φ̇
(h)

(t) = −

q
∑

i=0

ki(t+ ih)Φ(h)
(t+ ih)A(t + ih), t ∈ (ϑq+1, ϑq],

удовлетворяющее условию

Φ
(h)

(ϑq) = Φ
(h)

(ϑq + 0) + kq(ϑ)E.

При этом полагаем Φ(h)(ϑ+ 0) = 0 и Φ(h)(t0) = Φ(h)(t0 + 0) + kN (ϑ)E. Здесь через Φ(h)(ϑq + 0)

обозначен предел справа в точке ϑq.

З а м е ч а н и е 2. Как альтернативу предложенному выше подходу к решению аппрок-
симирующей задачи (2.2), следуя идеям, восходящий к работам [18–20] (см. также [5; 21; 22] и
библиографию к этим статьям), можно рассмотреть другой подход, основанный на дальнейшей
аппроксимации дифференциального уравнения с сосредоточенными запаздываниями (2.2a)
при помощи обыкновенных дифференциальных уравнений.

4. Управление по принципу обратной связи

Следуя [2], под позиционной стратегией управления в редуцированной задаче (3.7) пони-
маем любую функцию

P (t, z, ε) ∈ U, t ∈ [t0, ϑ], z ∈ R
n, ε > 0,

где ε — параметр точности. Пусть ∆ — разбиение промежутка [t0, ϑ]:

∆ = {τj}j∈1,k+1, τ1 = t0, τj < τj+1, j ∈ 1, k, τk+1 = ϑ. (4.1)

Тройку {P, ε,∆} называем законом управления. В системе (3.7a), (3.7b) этот закон в цепи
обратной связи по шагам разбиения ∆ формирует кусочно-постоянное управление

p(t) = P (τj, z(τj), ε), t ∈ [τj, τj+1), j ∈ 1, k. (4.2)
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Стратегия P
(h)
0 будет оптимальной в задаче (3.7), если для любого ζ > 0 найдутся число

ε∗ > 0 и функция δ∗(ε) > 0, ε ∈ (0, ε∗], такие, что, каковы бы ни были ε ∈ (0, ε∗] и разбиение ∆

вида (4.1), удовлетворяющее условию

max
j∈1,k

(τj+1 − τj) 6 δ∗(ε), (4.3)

управление p(·), определяемое законом {P
(h)
0 , ε,∆}, является ζ-оптимальным, т. е. удовлетво-

ряет неравенству (3.8). Отметим, что при рассматриваемых условиях такая оптимальная стра-

тегия P
(h)
0 существует (см., например, [2, теорема 29.1]).

Управление в аппроксимирующей системе (2.2a), (2.2b) будем формировать на базе закона

{P
(h)
0 , ε,∆} следующим образом. Пусть j ∈ 1, k и к моменту времени τj реализовалась история

движения этой системы yτj(t) = y(t), t ∈ [t0, τj ]. Тогда согласно (4.2) полагаем

p(t) = P
(h)
0

(

τj , w
(h)

(τj , yτj (·)), ε
)

, t ∈ [τj , τj+1). (4.4)

Здесь

w(h)
(τj , yτj (·)) = x0 +

N
∑

i=0

ki(ϑ)wi(τj, yτj (·)), (4.5)

где для каждого i ∈ 0, N имеем

wi(τj , yτj (·)) =



















Y (h)
(ϑi, τj)y(τj) +

N
∑

q=0

τj+qh
∫

τj

kq(τ)Y
(h)

(ϑi, τ)A(τ)y(τ − qh) dτ, τj < ϑi,

y(ϑi), τj > ϑi.

(4.6)

Следуя [9; 10; 23], вектор w(h)(τj , yτj (·)) называем информационным образом пары (τj, yτj (·)).
Отметим, что в силу (2.1) и (2.2b) справедливы равенства

wi(t0, y(t0)) = 0, i ∈ 0, N, w(h)
(t0, y(t0)) = x0, (4.7)

в соответствии с которыми были заданы начальные условия (3.4b) и (3.7b).
Согласно [10, теорема 1] с учетом связи (3.5) между задачами (3.4) и (3.7) получаем

Утверждение 3. Для любых h > 0 и ζ > 0 можно указать число ε∗ > 0 и функцию

δ∗(ε) > 0, ε ∈ (0, ε∗], такие, что, каковы бы ни были ε ∈ (0, ε∗] и разбиение ∆ вида (4.1), (4.3),
управление p(·), определяемое по правилу (4.4), является ζ-оптимальным в аппроксимирую-

щей задаче (2.2).

Далее задачу (1.1) рассматриваем при дополнительном предположении, что интегральное
слагаемое в показателе (1.1c) отсутствует, т. е.

χ(t, u) = 0, t ∈ [t0, ϑ], u ∈ U. (4.8)

Управление по принципу обратной связи исходной системой (1.1a), (1.1b) осуществляем с
использованием поводыря (см., например, [1, § 57]), роль которого играет оптимальным обра-
зом управляемая аппроксимирующая система (2.2a), (2.2b). А именно, задавшись значениями
параметров h > 0, ε > 0 и разбиением ∆ вида (4.1), управления u(·) ∈ U и p(·) ∈ U в исходной
и аппроксимирующей системах формируем в соответствии со следующим пошаговым прави-
лом. Пусть j ∈ 1, k и к моменту времени τj реализовались состояние x(τj) исходной системы
и история движения yτj(·) аппроксимирующей системы. Тогда на следующем шаге полагаем

u(t) = uj ∈ argmin
u∈U

〈

x(τj)− x0 −

N
∑

i=0

ki(τj)y(τj − ih), f(τj , u)
〉

, t ∈ [τj , τj+1), (4.9)

и определяем значения p(t), t ∈ [τj , τj+1), согласно (4.4). В (4.9) символ 〈·, ·〉 обозначает ска-
лярное произведение векторов.
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Утверждение 4. Пусть выполнено условие (4.8). Тогда для любого ζ > 0 найдется такое

h∗ > 0, при котором для каждого h ∈ (0, h∗] можно указать число ε∗ > 0 и функцию δ∗(ε) > 0,

ε ∈ (0, ε∗], такие, что, каковы бы ни были ε ∈ (0, ε∗] и разбиение ∆ вида (4.1), (4.3), управление

u(·), формируемое по процедуре управления с поводырем (4.4), (4.9), является ζ-оптимальным

в задаче (1.1).

Справедливость этого утверждения вытекает из утверждения 3 и [6, Theorem 1].

Таким образом, на основе оптимальной позиционной стратегии управления P
(h)
0 в реду-

цированной задаче (3.7) можно в исходной задаче (1.1) построить ζ-оптимальные управления
по принципу обратной связи. Кроме того, подчеркнем, что предложенная процедура управле-
ния с поводырем может быть естественным образом распространена на задачи управления в
условиях помех или противодействия.

З а м е ч а н и е 3. По аналогии с замечанием 1 для каждого j ∈ 1, k информацион-
ный образ w(h)(τj , yτj (·)) пары (τj, yτj (·)), определяемый согласно (4.5) и (4.6), можно найти
непосредственно:

w(h)(τj , yτj (·)) = x0 +Φ(h)(τj)y(τj)

+

ϑ
∫

τj

Φ
(h)

(τ)A(τ)

[(τ−t0)/h]
∑

i=[(τ−τj )/h]+1

ki(τ)y(τ − ih) dτ +

N
∑

i=[(ϑ−τj)/h]+1

ki(ϑ)y(ϑi),

где Φ(h)(·) — функция из (3.9), [t] — целая часть числа t > 0 и суммирование по убывающему
индексу приравнивается к нулю.

5. Пример

Рассмотрим случай, когда показатель качества (1.1c) имеет вид

γ(u(·)) = µ
(

K
(

x(ϑ | u(·)) − c
)

)

, u(·) ∈ U , (5.1)

где K ∈ R
d×n, d ∈ 1, n, c ∈ R

n и функция µ(s) ∈ R, s ∈ R
d, является нормой. Тогда для вели-

чины оптимального результата ρ
(h)
z и оптимальной позиционной стратегии управления P

(h)
0 в

соответствующей редуцированной задаче (3.7) будут справедливы (см., например, [23] и биб-
лиографию к этой статье) репрезентативные формулы

ρ(h)z = max
l∈G

(

〈l,Kx0〉+ ψ(h)
(t0, l)

)

, P
(h)
0 (t, z, ε) ∈ argmin

u∈U
〈l
(h)
0 (t, z, ε),Kg(h)(t, u)〉, (5.2)

где t ∈ [t0, ϑ], z ∈ R
n, ε > 0 и

l
(h)
0 (t, z, ε) ∈ argmax

l∈G

(

〈l,Kz〉+ ψ(h)
(t, l)−

√

(

ε+ (t− t0)ε
)

(1 + ‖l‖2)
)

,

ψ(h)
(t, l) =

ϑ
∫

t

min
u∈U

〈l,Kg(h)(τ, u)〉dτ − 〈l,Kc〉, G =
{

l ∈ R
d
: max
s∈Rd:µ(s)61

〈l, s〉 6 1
}

.

Применительно к исходной задаче об управлении системой дробного порядка (1.1a), (1.1b) на
минимум показателя качества (5.1), формулы (5.2) в согласии с утверждениями 2 и 4 позво-
ляют эффективно (см. замечания 1 и 3) вычислять величину оптимального результата ρ и
строить ζ-оптимальные управления по принципу обратной связи.
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0

1

2

x2

−2 −1 0 x1

x[0.7](t)

x[0.8](t)

x[0.9](t)

Траектории движений x[α](·) системы (5.3a), (5.3b) при действии процедуры управления с поводырем

(4.4), (4.9) при различных порядках дифференцирования α = 0.7, α = 0.8 и α = 0.9.

Приведем результаты моделирования для задачи оптимального управления системой

{

(CDαx1)(t) = 0.2 cos(πt)x1(t) + x2(t) + 0.5u1(t) + 0.3 sin(πt),

(CDαx2)(t) = −2x1(t)− 0.3x2(t) + u2(t),

x(t) = (x1(t), x2(t)) ∈ R
2, u21(t) + u22(t) 6 1, t ∈ [0, 1],

(5.3a)

при начальном условии
x(0) = x0 = (−2, 1) (5.3b)

на минимум показателя качества

γ(u(·)) =
√

x21(1 | u(·)) + x22(1 | u(·)), u(·) ∈ U . (5.3c)

Вычисления проводились для различных значений α = 0.7, α = 0.8 и α = 0.9 при выборе
параметра аппроксимации h = 0.01, параметра точности ε = 0.01 и равномерного разбиения ∆

вида (4.1) с шагом δ = 0.002. В каждом из случаев для формирования управления использова-
лась процедура управления с поводырем (4.4), (4.9). На рисунке выше изображены траектории
соответствующих движений x[α](·) системы (5.3a), (5.3b). Ниже приведены найденные значе-
ния ρ[α] величины оптимального результата в задаче (5.3) и реализовавшиеся значения γ[α]

показателя качества (5.3c):

ρ[0.7] ≈ 0.751, γ[0.7] ≈
√

(0.109)2 + (0.811)2 ≈ 0.818,

ρ[0.8] ≈ 1.019, γ[0.8] ≈
√

(0.162)2 + (1.036)2 ≈ 1.049,

ρ[0.9] ≈ 1.333, γ[0.9] ≈
√

(0.169)2 + (1.334)2 ≈ 1.345.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 26 № 1 2020

УДК 517.982.252+519.858+519.853.3

СТУПЕНЧАТО-АФФИННЫЕ ФУНКЦИИ, ПОЛУПРОСТРАНСТВА
И ОТДЕЛИМОСТЬ ВЫПУКЛЫХ МНОЖЕСТВ С ПРИЛОЖЕНИЯМИ

К ВЫПУКЛЫМ ЗАДАЧАМ ОПТИМИЗАЦИИ1

В.В. Гороховик

В статье приводится определение ступенчато-аффинных функций, определенных на вещественном
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Введение

Классические теоремы об отделимости выпуклых множеств гиперплоскостями играют клю-
чевую роль не только в выпуклом анализе, но и в других разделах математики и ее мно-
гочисленных приложениях, в частности, в теории оптимизации. Геометрически отделимость
двух подмножеств векторного пространства некоторой гиперплоскостью означает, что эти под-
множества принадлежат различным алгебраически замкнутым полупространствам, порожда-
емым этой гиперплоскостью. Вследствие двойственности, существующей между гиперплоско-
стями и аффинными функциями, свойство отделимости может быть записано в аналитиче-
ском виде. В конечномерных векторных пространствах для любых двух непересекающихся
выпуклых множеств существует отделяющая их гиперплоскость. В то же время в любом бес-
конечномерном векторном пространстве существуют непересекающиеся выпуклые множества,

1Работа выполнена в рамках Государственной программы научных исследований Республики Бела-
русь на 2016– 2020 годы “Конвергенция-2020” (проект 1.4.01).
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которые нельзя отделить никакой гиперплоскостью (см., например, [1, c.131]). По этой причине
в целом ряде задач анализа применение классических теорем об отделимости либо оказывает-
ся вовсе невозможным, либо обеспечивается некоторыми дополнительными предположениями
относительно данных задачи. Хорошо известно, что достаточным условием, обеспечивающим
существование отделяющей гиперплоскости для двух непересекающихся выпуклых подмно-
жеств бесконечномерного векторного пространства, является требование, чтобы хотя бы одно
из них имело непустую алгебраическую внутренность.

Другой особенностью классических теорем об отделимости является то, что они, вообще
говоря, необратимы: из отделимости множеств некоторой гиперплоскостью не следует то, что
эти множества не пересекаются. Для того чтобы обеспечить пустоту пересечения множеств,
требуется усиленный вариант отделимости, назовем его истинной отделимостью множеств ги-
перплоскостью (В. Кли [2] называет такой тип отделимости “nicely seperation”). Геометриче-
ски истинная отделимость характеризуется таким взаимным расположением двух множеств и
гиперплоскости, при котором одно из множеств лежит в алгебраически замкнутом полупро-
странстве, порожденным гиперплоскостью, а другое принадлежит дополняющему его алгебра-
ически открытому полупространству. Однако даже в конечномерных пространствах и, более
того, на плоскости существуют непересекающиеся выпуклые множества, которые не могут
быть истинно отделены никакой гиперплоскостью. Например, непересекающиеся выпуклые
множества A = {(x1, x2) ∈ R

2 | x1 < 0, x2 ≤ 0} и B = {(x1, x2) ∈ R
2 | x2 ≥ max{0,−x31} отде-

лимы гиперплоскостью H = {(x1, x2) ∈ R
2 | x2 = 0}, но их нельзя истинно отделить никакой

гиперплоскостью.

Таким образом, существует разрыв между необходимыми и достаточными условиями непе-
рескаемости выпуклых множеств, формулируемыми в терминах отделимости выпуклых мно-
жеств гиперплоскостями. Это обстоятельство находит отражение и в различных приложениях
классических теорем об отделимости, в частности в теории оптимизации. Продемонстрируем
это на примере задач выпуклого программирования.

Оптимальность допустимых решений в задачах выпуклого программирования может быть
охарактеризована геометрически как условие непересечения двух выпуклых множеств, связан-
ных с исследуемым допустимым решением. Применение классических теорем об отделимости
выпуклых множеств гиперплоскостями позволяет получить из этого геометрического крите-
рия как необходимые, так и достаточные условия оптимальности, между которыми, однако,
существует разрыв (в необходимом условии оптимальности гарантируется лишь неотрицатель-
ность множителя Лагранжа, соответствующего целевому функционалу, тогда как в достаточ-
ном условии требуется его положительность). Критерий оптимальности Куна — Таккера спра-
ведлив для решений лишь тех задач задач выпуклого программирования, которые удовлетво-
ряют дополнительному условию регулярности Слейтера. По существу, это условие выделяет
те задачи выпуклого программирования, в которых соответствующие выпуклые множества в
геометрическом критерии расположены так, что любая отделяющая их гиперплоскость явля-
ется и истинно отделяющей. Благодаря этому условие оптимальности, которое в общем случае
является лишь достаточным, становится и необходимым. Естественно, что достигается это за
счет существенного сужения класса рассматриваемых задач выпуклого программирования.

Подобная ситуация возникает и при исследовании выпуклых задач векторной оптимиза-
ции. Любая минимальная точка выпуклого подмножества упорядоченного векторного про-
странства доставляет минимум на этом множестве некоторому положительному линейному
функционалу. Однако не всякая точка, доставляющая минимум положительному линейному
функционалу, является минимальной относительно заданного на векторном пространстве упо-
рядочения. Для минимальности любой такой точки надо потребовать, чтобы минимизируемый
линейный функционал был сильно положительным.

В 1930-е гг. прошлого века Ш. Какутани [3] и Дж. Тьюки [4] независимо доказали, что
непрересекаемость двух выпуклых подмножеств векторного пространства эквивалентна их
отделимости полупространствами (из более доступных источников см. [5, c. 23]).
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Напомним, что полупространствами называются такие выпуклые множества, дополнения
которых также выпуклы.

Теорема (Какутани — Тьюки). Пусть A и B — выпуклые множества из векторного

пространства X. Для того чтобы A ∩ B = ∅, необходимо и достаточно, чтобы в X суще-

ствовало полупространство H ⊂ X такое, что A ⊂ H, а B ⊂ X \H.

Нетрудно видеть, что алгебраически замкнутые и алгебраически открытые полупростран-
ства, порождаемые гиперплоскостями, образуют собственное подсемейство в семействе всех
полупространств. В силу этого теорема Какутани — Тьюки является прямым обобщением
классических теорем об отделимости выпуклых множеств гиперплоскостями. Несмотря на
общность, теорема Какутани — Тьюки не нашла достаточно широкого применения в анализе.
Одна из возможных причин такого положения — отсутствие аналитического варианта этой
теоремы. Для того чтобы сформулировать теорему Какутани — Тьюки аналитически, факти-
чески, следует найти аналитическое представление произвольных полупространств. Решение
этой проблемы в конечномерных векторных пространствах было дано Х.-Э. Мартинец-Легазом
и И. Зингером [6] (см. ниже теорему 1).

Альтернативный подход, позволивший получить аналитическое представление полупро-
странств в бесконечномерных векторных пространствах, был развит в работах [7–13]. Для
этих целей был введен новый класс вещественнозначных функций, названных ступенчато-
аффинными, и было показано, что функции этого класса двойственны полупространствам,
причем для алгебраически замкнутых и алгебраически открытых полупространств эта двой-
ственность совпадает с известной двойственностью, существующей между аффинными функ-
циями и гиперплоскостями. Это позволило сформулировать и доказать аналитический вари-
ант теоремы Какутани — Тьюки об отделимости выпуклых множеств полупространствами в
произвольных вещественных векторных пространствах в виде теоремы об отделимости вы-
пуклых множеств ступенчато-аффинными функциями (см. ниже предложение 4). В качестве
приложений полученного аналитического варианта теоремы Какутани — Тьюки установлены
критерий минимальности решений выпуклых задач векторной оптимизации и критерий оп-
тимальности решений задач выпуклого программирования без каких-либо предположений о
регулярности задачи. Если же задача выпуклого программирования удовлетворяет условию
регулярности Слейтера, то установленный критерий совпадает с критерием Куна — Таккера.

Интерес к данной тематике по-прежнему сохраняется, о чем свидетельствуют появляю-
щиеся в печати работы (см., например, [14–16]). Так, в статье [14] в рамках конечномерных
пространств рассматриваются вопросы, связанные со специальным видом (open separation)
отделимости выпуклых множеств полупространствами, при этом авторы существенно исполь-
зуют более ранние результаты из [6]. В то же время анализ работ [15; 16], опубликованных
в весьма авторитетных международных журналах, показывает, что их авторам (и не только
им) не известны во многом окончательные результаты из [2; 6; 8–13; 17–20]. Как следствие,
представленные в [15] результаты, касающиеся геометрической структуры конических полу-
пространств в конечномерных пространствах, повторяют (без ссылок на первоисточники) уже
известные результаты из [6; 9; 17; 19; 20], а выводы из [16] о структуре бесконечномерных по-
лупространств вовсе содержит ошибочные утверждения (об этом несколько подробнее будет
сказано ниже).

Настоящая статья написана под влиянием работ [15;16] и имеет своей целью привлечь вни-
мание исследователей к данной тематике, известным в ней результатам и некоторым откры-
тым вопросам; при этом изложение ведется в бесконечномерных действительных векторных
пространствах.

Исследования по данной тематики, начатые автором в семидесятые годы прошлого века,
в значительной мере были стимулированы и неизменно поддерживались (тогда и позднее)
Александром Борисовичем Куржанским, за что автор искренне ему благодарен.
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1. Ступенчато-аффинные функции

Здесь и всюду далее X — вещественное векторное пространство, A(X) — векторное про-
странство, элементами которого являются аффинные функции, определенные на X. Ниже
будем использовать то, что A(X) = L(X) × R, где L(X) — векторное пространство линейных
функций на X. Если f ∈ A(X), то соответствующую ей пару из L(X) × R будем обозначать
через (lf , αf ), тогда f : x → lf (x) + αf .

Для любого семейства F ⊂ A(X), совершенно (линейно) упорядоченного2 некоторым от-
ношением 4F , и любого f ∈ F определим множества

Ef := {x ∈ X | f̄(x) = 0 для всех f̄ ∈ F таких, что f̄ 4F f, f̄ 6= f}

и
̂Ef := {x ∈ X | f̄(x) = 0 для всех f̄ ∈ F таких, что f̄ 4F f};

если f является наименьшим (первым) элементом в F , то положим Ef = X.

Нетрудно убедиться, что Ef и ̂Ef являются аффинными многообразиями в X.

О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что семейство F ⊂ A(X) образует кортеж аф-

финных функций на X, если

(а) F совершенно упорядочено некоторым отношением 4F ;

(б) для каждой функции f ∈ F соответствующее ей аффинное многообразие Ef является
непустым и f(Ef ) = R;

(в) для каждого x ∈ X либо подсемейство Fx := {f ∈ F | f(x) 6= 0} пусто, либо в Fx

существует наименьший (относительно 4F ) элемент fx.

Порядковый тип3 совершенно упорядоченного множества (F ,4F ) будем называть рангом

кортежа F .

Отметим, что для любого кортежа аффинных функций F ⊂ A(X) условие (б) эквивалент-
но условию

(б’) для каждой функции f ∈ F существует точка x ∈ X такая, что f = fx или, други-
ми словами, каждая функция f ∈ F является наименьшим элементом подсемейства Fx для
некоторого x ∈ X.

Кортеж аффинных функций F будем называть кортежем линейных функций, если каж-
дая функция f ∈ F является фактически линейной.

Из свойства (б) кортежа F следует, что lf 6= 0 для любой функции f ∈ F , т. е. кортеж
аффинных функций не содержит константных функций, а кортеж линейных функций не со-
держит нулевую функцию.

Кортеж аффинных функций F будем называть регулярным (сингулярным), если аффин-
ное подпространство

EF = {x ∈ X | f(x) = 0 f ∈ F}

является непустым (пустым).

2Бинарное отношение 4, определенное на множестве Z, называется отношением совершенного (или
линейного) порядка, если оно является полным отношением частичного порядка.

3Говорят, что совершенно упорядоченные множества (U,4U ) и (V,4V ) имеют один и тот же поряд-
ковый тип, если между ними может быть установлено взаимно однозначное соответствие, сохраняющее
порядок. Два совершенно упорядоченных множества, имеющих одинаковый порядковый тип, являются
равномощными. Более того, два конечных совершенно упорядоченных множества имеют один и тот же
порядковый тип, если и только если они равномощны, при этом их порядковый тип отождествляется
с числом их элементов. Бесконечные совершенно упорядоченные множества могут быть равномощ-
ными и иметь различный порядковый тип. Например, множество натуральных чисел N, множество
целых чисел Z и множество рациональных чисел Q имеют одну и ту же мощность ℵ0 и в то же время
порядковые типы всех трех множеств различны.
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Семейства линейных функций, удовлетворяющие условиям (а) и (в) впервые были введены
и рассматривались В.Кли [17; 18] в связи с аналитическим представлением семипространств
(максимальных выпуклых множеств, не содержащих заданную точку). Термин кортеж ли-
нейных функций для таких семейств был введен В.В. Гороховиком [7;8]. Кортежи аффинных
функций были впервые введены в [12; 13; 20]. Данное здесь определение кортежа аффинных
функций отличается от определения, приведенного ранее в [12; 13], дополнительным усло-
вием (б), что позволяет избежать в дальнейшем необходимости выделять из всех кортежей
несократимые кортежи.

Каждому кортежу аффинных функций F поставим в соответствие семейство линейных
функций

L(F) := {l ∈ L(X) | существует f ∈ F такой, что l = lf}.

Будем считать, что L(F) упорядочено так же, как и F , т. е. lf1 4L(F) lf2 ⇐⇒ f1 4F f2.

Покажем, что семейство L(F) является кортежем линейных функций. Действительно,
условие (а) из определения 1 выполнено, так как (L(F),4L(F)) — совершенно упорядоченное
семейство. Кроме того, векторное пространство Elf является параллельным непустому аф-
финному подпространству Ef и, следовательно, также является непустым, при этом lf (Elf ) =

f(Ef ) = R. Это доказывает справедливость условия (б) для семейства L(F). Для доказатель-
ства условия (в) предположим, что (L(F))x 6= ∅ для некоторого x ∈ X. Выберем произвольный

lf ∈ (L(F))x . Поскольку для любого a ∈ ̂Ef имеем lf ′(a) = −αf ′ для всех f ′ ∈ F , f ′ 4F f, то
lf ′(x) = lf ′(x+ a)− lf ′(a) = f ′(x+ a) для всех f ′ ∈ F , f ′ 4F f. Значит, f(x+ a) = lf (x) 6= 0 и,
следовательно, Fx+a 6= ∅, причем f ∈ Fx+a. Так как fx+a 4F f, то lfx+a

(x) = fx+a(x+ a) 6= 0,
что влечет lfx+a

∈ (L(F))x . Из равенства lf ′(x) = f ′(x + a) для f ′ 4F f следует также, что
lf ′(x) = 0 для всех f ′ 4F fx+a, f

′ 6= fx+a. Итак, lfx+a
является наименьшим элементом в

(L(F))x . Это завершает доказательство того, что L(F) есть кортеж линейных функций.

Всюду ниже будем называть L(F) кортежем линейных функций, соответствующим кор-

тежу аффинных функций F .

Из свойства (в) кортежа следует, что кортеж линейных функций, соответствующий лю-
бому кортежу аффинных функций, является линейно независимым семейством в векторном
пространстве L(X) и, следовательно, любой кортеж аффинных функций F на конечномерном
векторном пространстве конечен, причем число его элементов не превосходит коразмерности
аффинного пространства EF .

Любое вполне упорядоченное линейно независимое семейство линейных функций является
кортежем. В частности, любое конечное упорядоченное семейство линейных функций является
кортежем в том и только том случае, когда оно линейно независимо.

О п р е д е л е н и е 2 [12;13]. Вещественнозначную функцию u : X → R будем называть
ступенчато-аффинной (соответственно ступенчато-линейной), если существует кортеж аф-
финных функций (соответственно кортеж линейных функций) F такой, что u(x) = uF (x) для
всех x ∈ X, где

uF (x) =

{

0, если Fx = ∅,
fx(x), если Fx 6= ∅.

(1.1)

Ранг ступенчато-аффинной функции u : X → R будем считать равным рангу порождаю-
щего ее кортежа F , т. е. такого кортежа F , что u = uF .

Если кортеж аффинных функций F = {f1, f2, . . . , fm} конечен, то соотношение (1.1) может
быть записано следующим образом:

uF (x) =























f1(x), если f1(x) 6= 0,
f2(x), если f1(x) = 0, f2(x) 6= 0,
......... .......................................................................
fm−1(x), если f1(x) = . . . = fm−2(x) = 0, fm−1(x) 6= 0,
fm(x), если f1(x) = . . . = fm−1(x) = 0.

(1.2)
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Любая ненулевая линейная функция является ступенчато-линейной, тогда как аффинная
функция ступенчато-аффинна в том и только том случае, когда она не равна константе. Из
однородности линейных функций следует, что каждая ступенчато-линейная функция также
однородна.

Пусть X = R
n. Так как пространство L(Rn) линейных функций, определенных на R

n,
изоморфно R

n, то любой кортеж F = {l1, l2, . . . , lk} линейных функций из L(Rn) может быть
отождествлен с упорядоченным линейно независимым семейством векторов Λ = {λ1, . . . , λk} из
R
n, которое будем называть кортежем векторов в R

n. Если векторы, образующие кортеж Λ,
взаимно ортогональны, то такой кортеж векторов Λ будем называть ортогональным.

Предложение 1. Ненулевая функция w : Rn → R является ступенчато-линейной тогда

и только тогда, когда на R
n существует единственным образом определенный ортогональ-

ный кортеж векторов Λ = {λ1, . . . , λk}, 1 ≤ k ≤ n, такой, что

uF (x) =























〈λ1, x〉, если 〈λ1, x〉 6= 0,
〈λ2, x〉, если 〈λ1, x〉 = 0, 〈λ2, x〉 6= 0,
......... .......................................................................
〈λm−1, x〉, если 〈λ1, x〉 = . . . = 〈λm−2, x〉 = 0, 〈λm−1, x〉 6= 0,
〈λm, x〉, если 〈λ1, x〉 = . . . = 〈λm−1, x〉 = 0.

(1.3)

О п р е д е л е н и е 2. Ступенчато-аффинную функцию u : X → R будем называть регу-

лярной (соответственно сингулярной), если кортеж, который порождает ее является регуляр-
ным (соответственно сингулярным).

Заметим, что любая сингулярная ступенчато-аффинная функция отлична от нуля на всем
пространстве X. Из этого следует, что любая ступенчато-линейная функция, рассматриваемая
как ступенчато-аффинная, является регулярной. Более того, справедливо следующее утвер-
ждение.

Предложение 2. Ступенчато-аффинная функция u : X → R является регулярной то-

гда и только тогда, когда существуют ступенчато-линейная функция c : X → R и точка

a ∈ X такие, что

u(x) = c(x− a) для всех x ∈ X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u : X → R — регулярная ступенчато-аффинная функция
и пусть F — кортеж аффинных функций, порождающий u. Тогда аффинное многообразие
EF 6= ∅, при этом для каждого a ∈ EF и для каждого f ∈ F выполняется равенство f(a) =
lf (a) + αf = 0. Из этого следует, что f(x) = lf (x) + αf = lf (x − a) для всех x ∈ X и для всех
f ∈ F . Значит, (L(F))x−a = {lf ∈ L(X) | f ∈ Fx} и, следовательно, uF (x) = uL(F)(x − a) для
всех x ∈ X.

Обратное утверждение следует из того, что для любого кортежа линейных функций L и
любой точки a ∈ X семейство F = {x → l(x − a) | l ∈ L} является регулярным кортежем
аффинных функций. �

2. Полупространства

Подмножество H действительного векторного пространства X называется полупростран-

ством в X, если H и его дополнение X \ H являются выпуклыми подмножествами в X.
Выпуклые конусы, дополнения к которым также являются выпуклыми конусами, называются
коническими полупространствами.

Непосредственно из определения следует, что дополнение любого полупространства также
является полупространством. В частности, пустое множество ∅ и все пространство X являют-
ся взаимно дополняющими друг друга несобственными полупространствами. Полупростран-
ства, отличные от пустого множества и всего пространства X, будем называть собственными.
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Наиболее широко распространенную пару взаимно дополняющих собственных полупро-
странств образуют подмножества

H<(l, α) := {x ∈ X | l(x) < α} и H≥(l, α) := {x ∈ X | l(x) ≥ α},

где l : X 7→ R (l 6= 0) — ненулевой линейный функционал на X, а α ∈ R — вещественное число.
Другой известный пример взаимно дополняющих собственных полупространств задается

семипространством и его дополнением.
Напомним, что подмножество S ⊂ X называется семипространством, порожденным точ-

кой a ∈ X (или просто семипространством в точке a ∈ X), если S является максимальным
выпуклым множеством, не содержащим точку a.

Семипространства были введены П.К. Хаммером [21]. Им было показано, что совокупность
всех семипространств образует наименьшую базу выпуклости в X (каждое выпуклое множе-
ство из X есть пересечение некоторого семейства семипространств). В. Кли [17;18] изучил гео-
метрическую структуру семипространств и использовал полученные при этом результаты для
аналитического представления и классификации семипространств. М. Лассак и А. Прушински
[22;23] распространили класс семипространств, порожденных точками, до класса обобщенных
семипространств, порожденных аффинными многообразиями. В частности, введенное выше
полупространство H<(l, α) является обобщенным семипространством, порожденным гипер-
плоскостью H=(l, α) := {x ∈ X | l(x) = α}.

Ниже, говоря о полупространствах, будем иметь в виду собственные полупространства.
В конечномерных векторных пространствах геометрическая структура и аналитическое

представление полупространств были исследованы в работах [6;9;19;20]. Наиболее исчерпыва-
ющее исследование конечномерных полупространств было проведено Х.-Э. Мартинец-Легазом
и И. Зингером [6; 24]. В частности, ими была осуществлена классификация конечномерных
полупространств, основанная на их аналитическом представлении, при этом каждый класс
полупространств характеризуется двумя инвариантами — типом τ(H) и рангом r(H) полу-
пространства H.

Теорема 1 [6; 24]. Пусть X — конечномерное векторное пространство. Собственное под-

множество H ⊂ X является полупространством в X тогда и только тогда, когда найдутся

натуральное число m ∈ {1, 2, . . . ,dimX}, сюрьективный линейный оператор A : X 7→ R
m и

вектор α := {α1, α2, . . . , αm} ∈ R
m такие, что либо

H = {x ∈ X | Ax <L α}, (2.1)

либо

H = {x ∈ X | Ax ≤L α}. (2.2)

Здесь <L и ≤L обозначают соответственно отношение строгого лексикографического поряд-

ка и отношение лексикографического порядка на R
m.

Напомним, что для любых u = (u1, u2, . . . , um) и v = (v1, v2, . . . , vm) соотношения u <L v и
u ≤L v определяются следующим образом:

u <L v ⇐⇒ u 6= v и uk < vk для k = min{i ∈ {1, 2, . . . ,m} | ui 6= vi},

u ≤L v ⇐⇒ u = v или u <L v.

В классификации Мартинец-Легаза и Зингера тип τ(H) полупространства H отождествляет-
ся с типом неравенства в аналитическом представлении, заданном либо (2.1), либо (2.2), т. е.
τ(H) ∈ {<L, ≤L}, а ранг r(H) принимается равным рангу линейного оператора A : X 7→ R

m,
т. е. r(H) = m. Согласно классификации Х.-Э. Мартинец-Легаза и И. Зингера два полупро-
странства H1 и H2 принадлежат одному и тому же классу, если τ(H1) = τ(H2) и r(H1) = r(H2),
т. е. если они имеют один и тот же тип и ранг.
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В работах [10–13] понятие типа и ранга было распространено на бесконечномерные полу-
пространства.

Понятие типа полупространства основано на следующей порядковой характеристике по-
лупространств.

Предложение 3 [10; 13]. Подмножество H векторного пространства X является полу-

пространством в том и только том случае, когда пара подмножеств (X \H,H) образует

сечение пространства X относительно полного отношения предпорядка �H , определенного

на X условием

x �H y ⇐⇒ y − x ∈ 0
+H,

где 0+H := {h ∈ X | x+ th ∈ H для всех x ∈ H и t ≥ 0} — рецессивный конус множества H.

Нетрудно убедиться, что подмножество H ⊂ X является полупространством в X в том и
только том случае, когда его рецессивный конус 0+H является коническим полупространством
в X. Так как 0+H — выпуклый конус, то �H является отношением предпорядка4 на X, согла-
сованным с алгебраическими операциями пространства X, а из того, что X = 0+H ∪ (−0+H),
следует, что отношение �H является полным.

В [10;13] тип полупространства H ⊂ X отождествляется с типом порождаемого им сечения
(X \H,H) пространства X по отношению �H .

Напомним, что под сечением (A,B) множества V , упорядоченного полным отношением
предпорядка 4, понимается такое разбиение V на два непересекающиеся подмножества A и
B, что u 4 v, v 64 u для любых u ∈ A и v ∈ B. Подмножество A называется нижним классом
сечения (A,B), а подмножество B — верхним классом.

Известно (см., например, [25]), что в множествах, упорядоченных полным отношением
предпорядка, могут существовать четыре типа сечений: скачок (в нижнем классе сечения есть
наибольший элемент, а в верхнем классе есть наименьший), нижнее дедекиндово сечение (в
нижнем классе сечения есть наибольший элемент, а в верхнем классе нет наименьшего эле-
мента), верхнее дедекиндово сечение (в нижнем классе сечения нет наибольшего элемента, а в
верхнем классе есть наименьший элемент) и щель (в нижнем классе сечения нет наибольшего
элемента, а в верхнем классе нет наименьшего элемента).

В [10;13] показано, что среди сечений (X \H,H) векторного пространства X, порожденных
полупространствами H, а) не существует скачков; б) в любом векторном пространстве суще-
ствуют верхние и нижние дедекиндовы сечения; в) в конечномерных векторных пространствах
не существует сечений-щелей; г) в каждом бесконечномерном векторном пространстве суще-
ствуют полупространства, порождающие сечения-щели.

Полупространства, порождающие верхнее (соответственно нижнее) дедекиндово сечение,
названы заостренными (соответственно незаостренными) дедекиндовыми полупространства-
ми, а полупространства, порождающие сечения-щели, — недедекиндовыми полупространства-
ми.

Таким образом, в каждом бесконечномерном векторном пространстве существуют три ти-
па полупространств: два (заостренное и незаостренное) дедекиндовы и одно недедекиндово.

4Говорят, что отношение предпорядка (рефлексивное и транзитивное бинарное отношение) �, за-
данное на векторном пространстве X , согласовано с алгебраическими операциями пространства X ,
если

x � y =⇒ x+ z � y + z ∀ x, y, z ∈ X

и
x � y =⇒ λx � λy ∀ x, y ∈ X,λ > 0.

Если � — согласованное отношение предпорядка, то

x � y ⇐⇒ y − x ∈ P�,

где P� := {x ∈ X | 0 � x} — (выпуклый) конус положительных элементов отношения �.
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В то же время в конечномерных векторных пространствах существуют только два типа по-
лупространств: заостренное и незаостренное дедекиндовы. В классификации конечномерных
полупространств, принадлежащей Х.-Э. Мартинец-Легазу и И. Зингеру, заостренным деди-
киндовым полупространствам соответствует тип ≤L, а незостренным дедекиндовым полупро-
странствам — тип <L. Если H — заостренное (незаостренное) дедикиндово полупространство,
то его дополнение X \H является незаостренным (заостренным) дедекиндовым, если же H —
недедекиндово полупространство, то X \ H также недедекиндово полупространство. Любое
коническое полупространство является заостренным или незаостренным дедекиндовым полу-
пространством. Алгебраически замкнутое полупространство является заостренным дедекин-
довым, а алгебраически открытое полупространство — незаостренным дедекиндовым. Семей-
ство всех незаостренных дедекиндовых полупространств совпадает с семейством обобщенных
семипространств.

Перейдем к определению ранга бесконечномерных полупространств. Для этого воспользу-
емся тем, что, как это показано в [12;13], любое (конечномерное или бесконечномерное) полу-
пространство может быть задано аналитически при помощи ступенчато-аффинных функций.
Если быть более точным, то справедливы следующие утверждения.

Предложение 4. Пусть H — собственное подмножество векторного пространства X.

а) H является заостренным дедекиндовым полупространством в X тогда и только то-

гда, когда существует регулярная ступенчато-аффинная функция uH : X → R такая, что

H = {x ∈ X | uH(x) ≤ 0};

б) H является незаостренным дедекиндовым полупространством в X тогда и только

тогда, когда существует регулярная ступенчато-аффинная функция uH : X → R такая,

что

H = {x ∈ X | uH(x) < 0};

в) H является недедекиндовым полупространством в X тогда и только тогда, когда

существует сингулярная ступенчато-аффинная функция uH : X → R такая, что

H = {x ∈ X | uH(x) ≤ 0} = {x ∈ X | uH(x) < 0};

г) H является коническим заостренным (незаостренным) дедекиндовым полупростран-

ством в X тогда и только тогда, когда существует ступенчато-линейная функция wH :

X → R такая, что

H = {x ∈ X | wH(x) ≤ 0}

(H = {x ∈ X | wH(x) < 0}).

Равенство двух представлений H = {x ∈ X | uH(x) < 0} и H = {x ∈ X | uH(x) ≤ 0} для
недедекиндовых полупространств обусловлено тем, что сингулярные ступенчато-аффинные
функции отличны от нуля на всем пространстве X.

Как гиперплоскость может быть задана различными аффинными функциями, так и каж-
дое полупространство H может быть задано аналитически различными ступенчато-аффин-
ными функциями uH : X → R. Общим для всех ступенчато-аффинных функций, задающих
аналитическое представление одного и того же полупространства H, является то, что они
имеют один и тот же ранг. Это свойство приводит к следующему определению ранга полупро-
странства.

Ранг полупространства H отождествляется с рангом ступенчато-аффинной функции uH :

X → R, задающей аналитическое представление H.

Нетрудно видеть, что ранг алгебраически замкнутых и алгебраически открытых полупро-
странств равен единице.
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В конечномерных пространствах приведенное выше определение ранга полупространства
совпадает с определением ранга, данным в работах Х.-Э. Мартинец-Легаза и И. Зингера [6; 24].

Будем говорить, что два полупространства H1 и H2 принадлежат одному классу, если
они имеют один и тот же тип и их ранги равны.

Поскольку ступенчато-аффинные функции u и −u имеют один и тот же ранг, то ранги
полупространства H и дополняющего его полупространства X \ H также равны. Если H —
дедекиндово полупространство, то H и X \ H имеют различный тип и, следовательно, при-
надлежат различным классам, хотя имеют один и тот же ранг. Если же полупространство H
недедикиндово, то H и X \ H принадлежат одному классу, поскольку имеют один и тот же
тип и равные ранги.

З а м е ч а н и е 1. Согласованное отношение предпорядка �, определенное на векторном
пространстве X, является полным в том и только том случае, когда соответствующий ему ко-
нус положительных элементов P� есть заостренное коническое полупространство. Для согла-
сованных отношений совершенного порядка и только для них конус P� удовлетворяет, кроме
того, дополнительному условию P�∩ (−P�) = {0}. Характеризуя геометрическое строение ко-
нусов положительных элементов P�, соответствующих согласованным отношениям совершен-
ного порядка �, определеным в сепарабельном гильбертовом пространстве, авторы работы [16]
ошибочно полагают, что любой такой конус имеет непустую внутренность. На самом деле это
верно лишь для весьма частного вида таких конусов, наряду с которыми в сепарабельном
гильбертовом пространстве существуют такие заостренные конические полупространства P�

со свойством P� ∩ (−P�) = {0}, ранг которых равен порядковому типу любого счетного со-
вершенно упорядоченного множества, в частности существуют полупространства, ранг кото-
рых равен порядковому типу множества целых чисел. Естественно, что ошибочное исходное
положение приводит авторов работы [16] к ошибочным выводам о геометрическом строении
всего семейства конусов положительных элементов, соответствующих согласованным отноше-
ним совершенного порядка, определенным на сепарабельном гильбертовом пространстве (см.
теорему 3.5 из [16]).

3. Аналитические критерии отделимости выпуклых множеств

Основная цель настоящего раздела — получить эквивалентные теореме Какутани — Тьюки
аналитические критерии непересекаемости выпуклых множеств, используя при этом в каче-
стве аналитических средств, отделяющих непересекающиеся множества друг от друга, ступен-
чато-аффинные и ступенчато-линейные функции.

Начнем со следующего критерия отделимости выпуклых множеств полными согласован-
ными отношениями предпорядка.

Теорема 2. Для того чтобы выпуклые множества A и B вещественного векторного

пространства X не пересекались, необходимо и достаточно, чтобы на X существовало пол-

ное согласованное отношение предпорядка � такое, что

y ≺ x для всех x ∈ A и всех y ∈ B.

Здесь ≺— асимметричная часть �, т.е.

y ≺ x ⇐⇒ y � x, x 6� y.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность следует из асимметричности отношения ≺ .
Необходимость. Предположим, что A∩B = ∅. По теореме Какутани — Тьюки существует

полупространство H ⊂ X такое, что A ⊂ H и B ⊂ X \ H. Воспользуемся далее предложе-
нием 3, согласно которому подмножество H ⊂ X является полупространством в X тогда и
только тогда, когда пара (X \H,H) является сечением пространства X относительно полного
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согласованного отношения предпорядка �H . Из определения сечения получаем, что y ≺H x
для всех x ∈ H и всех y ∈ X \H, а поскольку A ⊂ H и B ⊂ X \H, то y ≺H x для всех x ∈ A
и y ∈ B. �

Далее нам понадобится следующее утверждение.

Предложение 5. Согласованное отношение предпорядка �, определенное на X, является

полным тогда и только тогда, когда существует ступенчато-линейная функция w : X → R

такая, что

x � y ⇐⇒ y − x ∈ P� ⇐⇒ w(y − x) ≥ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как уже указывалось в замечании 1, согласованное отноше-
ние предпорядка �, определенное на X, является полным тогда и только тогда, когда со-
ответствующий ему конус положительных элементов P� является коническим заостренным
дедикиндовым полупространством. В силу предложения 4 для P� в этом случае существует
ступенчато-линейная функция w : X → R такая, что P� = {z ∈ X | w(z) ≥ 0}. Следовательно,

x � y ⇐⇒ y − x ∈ P� ⇐⇒ w(y − x) ≥ 0. �

Используя предложение 4, получим в качестве следствия порядкового критерия из теоре-
мы 2 критерий отделимости выпуклых множеств ступенчато-линейными функциями.

Теорема 3. Для того чтобы выпуклые множества A и B вещественного векторного

пространства X не пересекались, необходимо и достаточно, чтобы существовала ступен-

чато-линейная функция w : X → R такая, что

w (x− y) > 0 для всех x ∈ A и всех y ∈ B.

Покажем далее, что для случая, когда множества A и B являются выпуклыми конусами в
X, теорема 3 может быть несколько уточнена и приведена к более удобной для приложений
форме, поскольку условия, которым в них подчинены отделяемые множества, в ней разделены.

Заметим, что если два выпуклых конуса не пересекаются, то, по крайней мере, один из них
не содержит нулевой точки и, следовательно, является асимметричным. Поэтому предположе-
ние об асимметричности одного из конусов в условиях следующей теоремы не ограничивает
на самом деле общности рассматриваемой ситуации.

Теорема 4. Пусть K1 и K2 — выпуклые конусы в векторном пространстве X, причем

конус K1 асимметричен. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

а) K1 ∩K2 = ∅;

б) существует коническое заостренное полупространство H такое, что K1 ∩ H = ∅,

K2 ⊂ H;

в) существует ступенчато-линейная функция w : X → R такая, что

w (x) > 0 для всех x ∈ K1, w (x) ≤ 0 для всех x ∈ K2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем последовательно импликации а) ⇒ б) ⇒ в) ⇒ а).
Обозначим символом C(K1) семейство, состоящее из таких выпуклых конусов K ⊂ X, кото-
рые не пересекаются с K1. Нетрудно убедиться, что семейство C(K1) индуктивно упорядочено
отношением включения. Следовательно, в силу леммы Цорна (см., например, [26, с. 40]) се-
мейство C(K1) обладает максимальными элементами, причем для любого K ∈ C(K1) в C(K1)

существует максимальный выпуклый конус, содержащий K. Так как K2 ∈ C(K1), то для него
тоже можно указать максимальный выпуклый конус C ∈ C(K1) такой, что K2 ⊂ C. Из условия
0 6∈ K1 и максимальности C следует, что 0 ∈ C. Поскольку K1 ∩C = ∅, то по теореме Какута-
ни — Тьюки в X существует полупространство H такое, что C ⊂ H и K1 ⊂ X \H. Рассмотрим
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коническую оболочку полупространства H, которую обозначим через coneH. Из выпукло-
сти H следует, что coneH есть выпуклый конус, причем C ⊂ H ⊂ coneH. Условие K1∩H = ∅

влечет за собой (поскольку K1 — асимметричный конус) соотношение K1 ∩ coneH = ∅ и,
следовательно, coneH ∈ C(K1). В силу максимальности C заключаем, что C = H = coneH.
Таким образом, C — заостренное коническое полупространство, удовлетворяющее условию б).
Импликация а) ⇒ б) доказана.

Чтобы доказать б) ⇒ в), достаточно воспользоваться утверждением г) предложения 4 и
тем, что 0 ∈ H.

Так как импликация в) ⇒ а) очевидна, то теорема доказана полностью. �

Сформулируем и докажем наконец общую теорему об отделимости выпуклых множеств
ступенчато-аффинными функциями.

Теорема 5. Для того чтобы выпуклые подмножества A и B вещественного векторного

пространства X не пересекались, необходимо и достаточно, чтобы существовала такая

ступенчато-аффинная функция u : X → R, что либо

u (x) > 0 для всех x ∈ A, u (y) ≤ 0 для всех y ∈ B, (3.1)

либо

u (x) ≥ 0 для всех x ∈ A, u (y) < 0 для всех y ∈ B. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. В силу теоремы Какутани — Тьюки, сформули-
рованной во введении, выпуклые множества A и B не пересекаются в том и только том случае,
когда в X существует полупространство H такое, что A ⊂ H и B ⊂ X \H. Из утверждений
предложения 4 следует существование такой cтупенчато-аффинной функции u : X → R, что
либо H = {x ∈ X | u (x) > 0}, либо H = {x ∈ X | u (x) ≥ 0}.

Так как A ⊂ H, а B ⊂ X \H, то легко видеть, что функция u : X → R удовлетворяет либо
условию (3.1), либо условию (3.2).

Достаточность. То, что из каждого условия (3.1) и (3.2) следует пустота пересечения
множеств A и B, проверяется непосредственно. �

4. Критерий оптимальности решений

в выпуклой задаче векторной оптимизации

В наиболее общем виде задача оптимизации может быть сформулирована следующим об-
разом.

Пусть заданы некоторое множество Q и отношение предпорядка �, определенное на Q.
Точка x0 ∈ Q называется �-минимальной в Q (минимальной в Q относительно �), если

в Q не существует точки x̄ ∈ Q такой, что x̄ ≺ x0 (здесь y ≺ x ⇐⇒ y � x, x 6� y).
Множество �-минимальных точек множества Q будем обозначать символом Min(Q |�).
Задача оптимизации, определенная парой (Q,�), состоит в нахождении для заданного

множества Q и определенного на нем отношения предпорядка � множества �-минимальных
элементов Min(Q |�).

Множество Q называется при этом множеством допустимых решений задачи оптимизa-
ции, отношение � — отношением предпочтения, а Min(Q |�) — множеством оптимальных

решений.
Если отношение предпочтения � обладает функцией полезности, т. е. если существует ве-

щественнозначная функция f : Q → R такая, что

x � y ⇐⇒ f (x) ≤ f (y) для любых x, y ∈ Q,

то x0 ∈ Min(Q |�) тогда и только тогда, когда

f (x0) = min
x∈Q

f (x).
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В этом случае задача оптимизации приобретает классический вид и заключается в мини-
мизации на Q вещественнозначной функции f .

Задача оптимизации (Q,�) называется задачей векторной оптимизации, если множество
Q — подмножество некоторого векторного пространства X, а отношение предпочтения � опре-
делено на всем X и является согласованным с алгебраическими операциями.

Нетрудно убедиться в справедливости следующего утверждения.

Предложение 6. Для того чтобы x0 ∈ Q было оптимальным решением в задаче век-

торной оптимизации (Q,�), необходимо и достаточно, чтобы

(Q− {x0}) ∩ (−P≺) = ∅, (4.1)

где P≺ := {x ∈ X | 0 ≺ x} — конус строго положительных векторов отношения �.

Задача векторной оптимизации (Q,�) называется выпуклой, если выпуклым является мно-
жество ̂Q := {x ∈ X | ∃y ∈ Q : y � x}.

Говорят, что однородная функция ϕ : X → R является сильно �-положительной, если

ϕ (x) > 0 для всех x ∈ X таких, что 0 ≺ x и ϕ (x) = 0 для всех x ∈ X таких, что x ∼ 0,

где x ∼ 0 ⇐⇒ 0 � x, x � 0.

Теорема 6. Для того чтобы x0 было оптимальным решением выпуклой задачи вектор-

ной оптимизации (Q,�), необходимо и достаточно, чтобы существовала сильно �-положи-

тельная ступенчато-линейная функция w : X → R такая, что

w (x− x0) ≥ 0 для всех x ∈ Q. (4.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Прежде всего отметим, что для выпуклых за-
дач векторной оптимизации критерий минимальности (4.1) эквивалентен условию

cone( ̂Q− {x0}) ∩ (−P≺) = ∅, (4.3)

где cone( ̂Q− {x0}) — коническая оболочка множества ̂Q− {x0}. Так как множество ̂Q выпук-
ло, то cone( ̂Q − {x0}) — выпуклый конус. Поскольку P≺ — асимметричный выпуклый конус,
то, применяя теорему 4, получим, что условие (4.3) равносильно существованию ступенчато-
линейной функции w : X → R такой, что

w (x) < 0 для всех x ∈ −P≺ (4.4)

и
w (x) ≥ 0 для всех x ∈ cone( ̂Q− {x0}). (4.5)

Поскольку 0 ∈ Q− {x0}, то P� := {x ∈ X | 0 � x} ⊂ cone( ̂Q− {x0}). Поэтому из (4.5) имеем

w (x) ≥ 0 для всех x ∈ P�. (4.6)

Условия (4.4) и (4.6) показывают, что ступенчато-линейная функция w : X → R сильно
�-положительна; кроме того, из условия (4.5) следует (4.2). Необходимость доказана.

Достаточность. Любая сильно �-положительная ступенчато-линейная функция w :

X → R удовлетворяет условиям (4.4) и (4.6), а условия (4.6) и (4.2) влекут за собой (4.5).
Следовательно, при выполнении условий достаточной части теоремы имеют место неравен-
ства (4.4) и (4.5), равносильные (4.3), а (4.3) в свою очередь эквивалентно (4.1). �

Кортеж линейных функций F ⊂ L(X) назовем сильно �-положительным, если соответ-
ствующая ему ступенчато-линейная функция wF является сильно �-положительной.
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Следствие. Пусть выпуклая задача векторной оптимизации (Q,�) такова, что

codimP∼ = m < ∞, где P∼ := {x ∈ X | x ∼ 0}. Тогда, для того чтобы x0 ∈ Min(Q,�),

необходимо и достаточно, чтобы на X существовал конечный сильно �-положительный

кортеж линейных функций F := {l1, l2, . . . , lk}, 1 ≤ k ≤ m, такой, что

li (x
0
) = min

x∈Qi

li (x), i = 1, 2, . . . , k, (4.7)

где Q1 = Q, Qi+1 := {z ∈ X | li (z) = min
x∈Qi

li (x)}, i = 1, 2, . . . , k − 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 6 x0 ∈ Min(Q,�) тогда и только тогда, когда
существует сильно �-положительная ступенчато-линейная функция w : X → R, удовлетворя-
ющая условию (4.2). Из условия сильной �-положительности функции w следует, что w (x) = 0

для всех x ∈ P∼, а поскольку codimP∼ = m < ∞, то из условий (б) и (в) из определения кор-
тежа аффинных (линейных) функций заключаем, что число элементов кортежа линейных
функций, соответствующего w, не превосходит m = codimP∼.

Итак, пусть F := {l1, l2, . . . , lk}, 1 ≤ k ≤ codimP∼ — кортеж линейных функций, кото-
рый соответствует ступенчато-линейной функции w : X → R. Так как функция w сильно
�-положительна, то кортеж F также сильно �-положителен. Используя представление функ-
ции w : X → R в виде (1.2), можно переписать условие (4.2) следующим образом:























l1 (x− x0) ≥ 0 для всех x ∈ Q,
l2 (x− x0) ≥ 0 для всех x ∈ Q, таких что l1(x− x0) = 0,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

lk (x− x0) ≥ 0 для всех x ∈ Q, таких что li(x− x0) = 0,
i = 1, . . . , k − 1.

Нетрудно видеть, что совокупность этих условий равносильна (4.7). �

5. Критерий оптимальности решений в (нерегулярных по Слейтеру)

задачах выпуклого программирования

Пусть X — вещественное векторное пространство, fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m, — веществен-
нозначные выпуклые функции, Q — выпуклое множество из X.

Задача выпуклого программирования или, кратко, задача (ВП), состоит в минимизации
функции f0 : X → R на множестве Ω := {x ∈ Q | fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m}.

Таким образом, задача (ВП), является задачей оптимизации, множество допустимых ре-
шений которой есть определенное выше множество Ω, а отношение предпочтения задается
выпуклой функцией полезности f0 : X → R (в классической теории оптимизации f0 называют
также целевой функцией).

Допустимое решение x0 ∈ Ω называется оптимальным в задаче (ВП), если

f0(x
0
) ≤ f0(x) для всех x ∈ Ω.

Введем некоторые обозначения. Пусть I := {1, 2, . . . ,m}. Для каждого x ∈ Ω определим
множество Ia(x) := {i ∈ I | fi(x) = 0}, называемое множеством индексов, соответствующих
ограничениям, активным в точке x, или просто множеством индексов активных ограничений
в точке x. Кроме того, определим для каждого x ∈ Ω векторное подпространство

E(x) := {y ∈ R
1+m | y0 = 0, yi = 0, i ∈ Ia(x)}.

Очевидно, что codimE(x) = |Ia(x)|+ 1, где |Ia(x)| — число элементов множества Ia(x).
Введем также отображение F : X → R

1+m, определив его условием F : x → F (x) :=

(f0(x), f1(x), . . . , fm(x)).
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Предложение 7. Допустимое решение x0 ∈ Ω является оптимальным в задаче (ВП)
тогда и только тогда, когда вектор F (x0) является �x0–минимальным в множестве F (Ω) =

{y ∈ R
1+m | y = F (x), x ∈ Ω}, где �x0 — согласованное отношение предпорядка на R

1+m, конус

положительных векторов которого есть

P�(x
0
) := {y ∈ R

1+m | y0 > 0, yi ≥ 0, i ∈ Ia(x
0
)} ∪ E(x0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть x0 ∈ Ω — оптимальное решение зада-
чи (ВП). Предположим вопреки утверждению предложения, что существует вектор x̄ ∈ Ω

такой, что F (x̄) ≺x0 F (x0). Исходя из определений отношения �x0 и множества Ia(x
0), полу-

чаем, что
f0(x̄) < f0(x

0
), fi(x̄) ≤ 0, i ∈ Ia(x

0
). (5.1)

Рассмотрим вектор xα = x0 +α(x̄− x0). В силу выпуклости множества Q и функций fi : X →

R, i = 0, 1, . . . ,m, имеем xα ∈ Q и fi(xα) = fi(αx̄ + (1 − α)x0) ≤ αfi(x̄) + (1 − α)fi(x
0) =

fi(x
0) +α(fi(x̄)− fi(x

0)) для всех α ∈ [0, 1] и всех i = 0, . . . ,m. Учитывая неравенства (5.1), из
предыдущих неравенств получаем

f0(xα) < f0(x
0
), fi(xα) ≤ 0, i ∈ Ia(x

0
) для всех α ∈ (0, 1]. (5.2)

Кроме того, так как fi(x
0) < 0 для всех i ∈ I \ Ia(x

0), то существует число α0 ∈ (0, 1] такое,
что fi(xα) ≤ fi(x

0) + α(fi(x̄)− fi(x
0)) ≤ 0 для всех i ∈ I \ Ia(x

0) и всех α ∈ [0, α0). Объединив
последние неравенства с (5.2), имеем

f0(xα) < f0(x
0
), fi(xα) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m, xα ∈ Q для всех α ∈ (0, α0).

Это, однако, противоречит оптимальности x0 в задаче (ВП). Необходимость доказана.

Достаточность. Условие �x0-минимальности вектора F (x0) в F (Ω) эквивалентно несов-
местности относительно x системы неравенств

f0(x) < f0(x
0
), fi(x) ≤ fi(x

0
) = 0, i ∈ Ia(x

0
), x ∈ Q.

Тем более несовместна относительно x система неравенств

f0(x) < f0(x
0
), fi(x) ≤ 0, i ∈ I, x ∈ Q,

что эквивалентно условию
f0(x) ≥ f0(x

0
) для всех x ∈ Ω.

Следовательно, x0 — оптимальное решение (ВП). �

Теорема 7. Допустимое решение x0 ∈ Ω является оптимальным решением задачи (ВП)

тогда и только тогда, когда существуют вектор λ = (λ1, λ2, . . . , λm) ∈ R
m и упорядоченное

разбиение {I1, I2, . . . , Ik}, 1 ≤ k ≤ |Ia(x
0)| + 1 множества индексов I = {1, 2, . . . ,m}, удовле-

творяющие

а) условию неотрицательности

λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, . . . , λm ≥ 0;

б) условию дополняющей нежесткости

λifi(x
0
) = 0, i = 1, 2, . . . ,m;

в) условиям минимума
∑

i∈Is

λifi(x
0
) = min

x∈Qs

∑

i∈Is

λifi(x), s = 1, 2, . . . , k − 1, (5.3)

f0(x
0
) +

∑

i∈Ik

λifi(x
0
) = min

x∈Qk

(

f0(x) +
∑

i∈Ik

λifi(x)
)

, (5.4)

где Q1 = Q, Qs+1 =

{

x ∈ Qs |
∑

i∈Is

λifi(x) = min
z∈Qs

∑

i∈Is

λifi(z)
}

, s = 1, 2, . . . , k − 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу предложения 7 допустимое решение x0 ∈ Ω оптималь-
но в задаче (ВП) тогда и только тогда, когда вектор F (x0) �x0-минимальный в множестве
F (Ω) := {y ∈ R

1+m | y = F (x), x ∈ Ω}. Используя выпуклость множества Q и функций
fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m, нетрудно убедиться в том, что множество ̂F (Q) := {z ∈ R

1+m |

∃y ∈ F (Q) такой, что y �x0 z} также выпукло. Следовательно, задача векторной оптимиза-
ции (F (Q),�x0) выпукла и к ней применим критерий минимальности, доказанный в теореме 1.
Согласно этому критерию вектор F (x0) является �x0-минимальным в множестве F (Q) тогда
и только тогда, когда существует сильно �x0-положительная ступенчато-линейная функция
w : R1+m → R такая, что

w (F (x)− F (x0)) ≥ 0 для всех x ∈ Q. (5.5)

Так как функция w : R1+m → R является сильно �x0-положительной, то E(x0) ⊂ E0 :=

{x ∈ X | w (x) = 0} и, следовательно, codimE0 ≤ codimE(x0) = |I(x0)|+1. Из этого замечания
и предложения 1 следует, что в R

1+m существует ортогональный сильно �x0-положительный
кортеж векторов Λ = {λ(1), λ(2), . . . , λ(k)} (1 ≤ k ≤ |Ia(x)|+ 1) такой, что ступенчато-линейная
функция w : R1+m → R представима с его помощью в виде (1.3). Используя это представление,
нетрудно показать, что (5.5) эквивалентно условиям

(λ(i), F (x0)) = min
x∈Qi

(λ(i), F (x)), i = 1, 2, . . . , k; (5.6)

где Q1 = Q, Qi+1 =
{

x ∈ Qi | (λ
(i), F (x)) = min

z∈Qi

(λ(i), F (z))
}

, i = 1, 2, . . . , k − 1.

C учетом конкретного вида конуса P�(x0) и ортогональности кортежа Λ = {λ(1), λ(2), . . . ,

λ(k)} непосредственно проверяется, что условие сильной �x0-положительности кортежа Λ эк-
вивалентно условиям

1) λ
(1)
0 = λ

(2)
0 = . . . = λ

(k−1)
0 = 0, λ

(k)
0 > 0;

2) существует разбиение {J1, J2, . . . , Jk} множества индексов Ia(x
0) такое, что

λ
(s)
i ≥ 0, i ∈ Js, λ

(s)
i = 0, i ∈ I \ Js; s = 1, 2, . . . , k.

Заметим, что число подмножеств в разбиении {J1, J2, . . . , Jk} множества индексов Ia(x
0)

равно рангу ступенчато-линейной функции w, удовлетворяющей условию (5.5).

Нетрудно видеть, что семейство {I1, I2, . . . , Ik}, где Is = Js для s = 1, 2, . . . , k − 1 и
Ik = Jk ∪ (I \ Ia(x

0)), является разбиением множества индексов I = {1, 2, . . . ,m}. Используя
векторы кортежа Λ = {λ(1), λ(2), . . . , λ(k)} образуем вектор λ = {λ1, λ2, . . . , λm} ∈ R

m такой,

что λi = λ
(s)
i для i ∈ Is, s = 1, 2, . . . , k− 1, и λi = λ

(k)
i /λ

(k)
0 для i ∈ Ik. Kортеж Λ удовлетворяет

указанным выше свойствам 1) и 2); отсюда следует, что вектор λ = {λ1, λ2, . . . , λm} удовлетво-
ряет условиям а) и б) теоремы, а из условий (5.6) выводим выполнение условий минимума (5.3)
и (5.4). Необходимость доказана.

Достаточность. Из условий а), б) и (5.3) следует, что множество допустимых точек Ω =

{x ∈ Q | fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m} принадлежит каждому Qs, s = 1, 2, . . . , k, и, в частности, Ω
принадлежит Qk. Учитывая это, из условия (5.4) и условий а), б) получаем, что

f0(x
0
) ≤ f0(x) +

∑

i∈Ik

λifi(x) ≤ f0(x)

для всех x ∈ Ω, а это и означает оптимальность x0 ∈ Ω в задаче (ВП). �

З а м е ч а н и е 2. Если для задачи (ВП) выполняется условие регулярности Слейтера,
что означает существование точки x̂ ∈ R

n такой, что fi(x̂) < 0 для всех i = 1, 2, . . . ,m, то в
доказательстве необходимой части теоремы 7 можно показать, что ранг ступенчато-линейной
функции w : R

1+m → R, удовлетворяющей условию (5.5), равен единице, т. е. фактически
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w(y) = l(y), y ∈ R
1+m, где l — линейная функция на R

1+m. Поскольку число k подмножеств в
разбиении множества индексов I на подмножества J1, . . . , Jk равно рангу функции w, то при
выполнении условий регулярности Слейтера разбиение в теореме 7 совпадает с самим I, при
этом условия а)–в) совпадают с критерием Куна — Таккера. Таким образом, доказанный в тео-
реме 7 критерий оптимальности решений задачи (ВП) является распространением критерия
Куна — Таккера на нерегулярные по Слейтеру задачи.

Заключение

В работе представлены аналитические критерии непересекаемости выпуклых подмножеств
вещественного векторного пространста, основанные на отделимости выпуклых множеств сту-
пенчато-линейными и ступенчато-аффинными функциями. Данные критерии являются, по
существу, аналитическими версиями критерия Какутани — Тьюки об отделимости выпуклых
множеств полупространствами. Интерес к данным критериям обусловлен их приложениями к
нерегулярным выпуклым задачам оптимизации, исследования которых невозможны при по-
мощи классических теорем об отделимости выпуклых множеств гиперплоскостями; некоторые
из таких приложений представлены в работе.

Существует ряд открытых вопросов, связанных с отделимостью выпуклых множеств по-
лупространствами или, эквивалентно, отделимостью ступенчато-аффинными функциями. В
частности, неясно, при каких дополнительных условиях непересекающиеся выпуклые множе-
ства отделимы именно дедекиндовым (недедекиндовым) полупространством (эквивалентно,
именно регулярной (сингулярной) ступенчато-аффинной функцией). Неизвестно также, как
определить по непересекающимся выпуклым множествам отделяющее их полупространство
наименьшего ранга и всегда ли существует такое полупространство.
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Введение

По данным Всемирной Организации Здравоохранения (ВОЗ), каждый год от рака умирает
около 7.6 миллионов человек, что составляет 13% в структуре общей смертности в мире. На
лечение раковых заболеваний тратятся миллиарды долларов. На сегодняшний день известно,
что рак — это не одна болезнь, а, по крайней мере, двести, причем каждая из них имеет свои
симптомы, методы диагностики и лечения. ВОЗ считает, что число случаев заболеваний раком
возрастет в ближайшие двадцать лет на 70%. Одним из характерных признаков рака является
быстрое образование аномальных клеток, прорастающих за пределы своих обычных границ и
способных проникать в близлежащие части тела и распространяться в другие органы.

Среди всевозможных раковых заболеваний особое место занимает рак крови, объединяю-
щий в себе раковые заболевания кроветворной (лейкемия), лимфатической (лимфома) систем
и плазмы крови (миелома). На сегодняшний день эти заболевания считаются неизлечимыми.

1Работа первых двух авторов выполнена при финансовой поддержке РФФИ и ДНТ в рамках науч-
ного проекта 18-51-45003 ИНД_a.
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Однако с помощью современных методов лечения зачастую удается добиться полной ремиссии,
избавить пациента от симптомов и улучшить качество его жизни. Такие заболевания удается
доводить до состояния, близкого к хронической форме; их можно лечить при каждом рециди-
ве. При этом значительный вклад здесь вносит математическое моделирование, позволяющее
описывать поведение клеток и органов до заболевания, при его развитии и лечении, обхо-
дясь без сложнейших и дорогостоящих наблюдений. При отыскании эффективных в том или
ином смысле стратегий лечения широко применяется математическая теория оптимального
управления.

Не приводя здесь полный обзор работ, связанных как с математическим моделированием
лейкемии, лимфомы и миеломы, так и с поиском эффективных стратегий их лечения на осно-
ве теории оптимального управления, мы бы хотели выделить работы [1–6], которые по ряду
причин важны для нас. Во-первых, в этих работах такие обзоры представлены. Во-вторых,
взаимодействие между здоровыми и раковыми клетками в них описывается с помощью обык-
новенных дифференциальных уравнений, использующих логистический закон и закон Гомпер-
ца. В-третьих, в них осуществляется поиск как оптимальных, так и альтернативных стратегий
лечения указанных заболеваний.

Для описания взаимодействия концентраций здоровых и раковых клеток при лейкемии,
лимфоме и миеломе также может быть использована и математическая модель конкуренции
Лотки–Вольтерры [7–9], которая тоже записывается с помощью обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Работа [10] демонстрирует применение теории оптимального управления в
такой модели. Настоящая работа является ее продолжением. В отличие от [10], в эту модель до-
бавлено дифференциальное уравнение, описывающее изменение концентрации химиотерапев-
тического препарата. Это уравнение содержит скалярное ограниченное управление, которое
задает интенсивность поступления такого препарата в организм. Эффективность применяе-
мого лечения описывается с помощью монотонной функции терапии. Для рассматриваемой
управляемой системы ставится задача минимизации терминального функционала, представ-
ляющего собой взвешенную разность концентраций раковых и здоровых клеток в конечный
момент времени заданного периода лечения. С использованием принципа максимума Понтря-
гина аналитически устанавливаются свойства оптимального управления. Выделены ситуации,
когда такое управление является релейной функцией на всем отрезке времени, а также ситу-
ации, когда наряду с релейными участками оно может содержать и особый участок с особым
режимом. Полученные свойства оптимального управления подтверждаются соответствующи-
ми численными расчетами, выполненными в среде BOCOP–2.0.5.

1. Постановка задачи минимизации

Будем использовать для описания взаимодействия между популяциями здоровых и рако-
вых клеток математическую модель конкуренции Лотки — Вольтерры [11, c. 121; 12, c. 43]

{

N ′
1(τ) = r1

(

1−K−1
1 N1(τ)− a12K

−1
2 N2(τ)

)

N1(τ),

N ′
2(τ) = r2

(

1−K−1
2 N2(τ)− a21K

−1
1 N1(τ)

)

N2(τ).
(1.1)

Как уже отмечалось ранее, эта модель удобна для математического описания таких раковых
заболеваний, как лейкемия, лимфома, миелома (рак крови). Здесь N1(τ) и N2(τ) — количе-
ство здоровых и раковых клеток в момент времени τ ≥ 0 соответственно. Величины r1, r2, K1,
K2, a12, a21 являются положительными параметрами системы (1.1): r1 и r2 суть внутренние
скорости роста, а K1 и K2 — максимальные размеры соответствующих популяций. Наконец,
a12 — скорость инактивации здоровых клеток раковыми и a21 — скорость инактивации рако-
вых клеток здоровыми. Анализ устойчивости положений равновесия системы (1.1) подробно
изложен в [11, c. 121; 12, c. 43].
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Уменьшим количество параметров рассматриваемой модели с шести до трех с помощью
следующего масштабирования и переобозначения фазовых переменных и параметров системы:

x = K−1
1 N1, y = K−1

2 N2, t = r2τ, r = r1r
−1
2 .

Тогда система (1.1) примет вид

{

x′(t) = r(1− x(t)− a12y(t))x(t),

y′(t) = (1− y(t)− a21x(t))y(t).
(1.2)

В этой системе мы считаем x(t) и y(t) концентрациями здоровых и раковых клеток в момент
времени t ≥ 0 соответственно. Величины r, a12, a21 являются положительными параметрами
системы (1.2): r есть внутренняя скорость роста здоровых клеток. Смысл a12 и a21 не ме-
няется. Именно, a12 — скорость инактивации здоровых клеток раковыми и a21 — скорость
инактивации раковых клеток здоровыми. Выбор значений параметров r, a12, a21 представляет
самостоятельную задачу и определяется конкретным видом ракового заболевания. Мы также
считаем, что в дальнейших рассуждениях справедливо неравенство

a12 · a21 6= 1. (1.3)

Добавим в уравнения системы (1.2) слагаемые, отражающие влияние химиотерапевтиче-
ского воздействия на здоровые и раковые клетки при лечении, убивающем раковые клетки. В
результате приходим к следующей системе:

{

x′(t) = r(1− x(t)− a12y(t))x(t)−m1g(z(t))x(t),

y′(t) = (1− y(t)− a21x(t))y(t) −m2g(z(t))y(t).
(1.4)

Здесь z(t) — концентрация химиотерапевтического препарата в момент времени t ≥ 0, а g(z) —
функция терапии, которая непосредственно задает влияние химиотерапевтического воздей-
ствия на здоровые и раковые клетки. Положительные величины m1 и m2 определяют уровни
смертности популяций соответственно здоровых и раковых клеток во время лечения. В даль-
нейших рассуждениях мы также считаем выполненным неравенство

m2 > m1, (1.5)

отражающее более сильное воздействие применяемого лечения на популяцию раковых клеток,
чем на популяцию здоровых клеток.

Будем предполагать, что g(z) — достаточно гладкая, монотонно возрастающая функция:
g(z) > 0 при z > 0 и g(0) = 0; g′(z) > 0 при z ≥ 0. Примерами таких функций являются
g(z) = z и g(z) = z(µ + z)−1, где µ — заданная положительная константа. Более подробно
такие функции терапии обсуждаются в [2; 3; 5].

Теперь добавим к системе (1.4) уравнение, описывающее изменение концентрации химио-
терапевтического препарата с течением времени:

z′(t) = −γz(t) + u(t), (1.6)

где u(t) — управление, характеризующее интенсивность поступления химиотерапевтического
средства в момент времени t ≥ 0, и γ — коэффициент диссипации. Пусть множество допусти-
мых управлений Ω(T ) образуют всевозможные измеримые по Лебегу функции u(t), которые
при почти всех t ≥ 0 удовлетворяют ограничениям

0 ≤ u(t) ≤M, (1.7)

где M — заданная положительная константа.
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Начальные условия для уравнений системы (1.4) и (1.6) имеют вид

x(0) = x0, y(0) = y0, z(0) = 0, (1.8)

где величины x0 и y0 удовлетворяют включениям

x0, y0 ∈ (0, 1). (1.9)

Пусть задан отрезок времени [0, T ], определяющий длительность периода лечения. Зада-
дим произвольное управление u(·) ∈ Ω(T ). Тогда, благодаря (1.8) решение z(t) уравнения (1.6)
определено на всем отрезке [0, T ] и выражается формулой

z(t) = e−γt

t
∫

0

eγsu(s) ds, t ∈ [0, T ]. (1.10)

Из ограничений (1.7) и формулы (1.10) вытекают неравенства

0 ≤ z(t) ≤ γ−1M(1− e−γt
) ≤ γ−1M, t ∈ [0, T ]. (1.11)

Теперь подставим функцию z(t) в уравнения системы (1.4). Привлекая соответствующие
начальные условия из (1.8), имеем решение (x(t), y(t)) этой системы, определенное на некото-
ром отрезке [0, T0]. Перепишем уравнения системы (1.4) как линейные однородные дифферен-
циальные уравнения вида

x′(t) = [r(1− x(t)− a12y(t))−m1g(z(t))] x(t) = P (t)x(t),

y′(t) = [(1− y(t)− a21x(t))−m2g(z(t))] y(t) = Q(t)y(t).

Учитывая соответствующие начальные условия из (1.8), мы видим, что справедливы равенства

x(t) = x0e

t
∫

0

P (s) ds
, y(t) = y0e

t
∫

0

Q(s) ds
, t ∈ [0, T0],

из которых немедленно следует положительность функций x(t) и y(t) всюду на отрезке [0, T0].
Благодаря этому свойству, а также вытекающей из (1.11) неотрицательности функции z(t)

находим дифференциальные неравенства

x′(t) ≤ r(1− x(t))x(t), y′(t) ≤ (1− y(t))y(t), (1.12)

являющиеся следствием соответствующих уравнений системы (1.4).
Далее мы будем рассматривать только первое неравенство. Рассуждения для второго нера-

венства проводятся аналогично. Перепишем первое неравенство в (1.12) в виде

x′(t)

x2(t)
≤

r

x(t)
− r, или

( ert

x(t)

)′
≥ rert.

Интегрируя это неравенство на отрезке [0, t] с соответствующим начальным условием из (1.8),
получаем неравенство

x(t) ≤
x0

x0 + (1− x0)e−rt
.

При t = 0 его правая часть равна x0. Согласно соответствующему включению из (1.9) правая
часть неравенства является монотонно возрастающей до значения 1 при t → +∞ функцией.
Поэтому x(t) ∈ (0, 1) при всех t ∈ [0, T0]. Следовательно, имеет место и включение y(t) ∈ (0, 1)
для всех t ∈ [0, T0]. С учетом [13, c. 26] эти включения гарантируют продолжимость решения
(x(t), y(t)) системы (1.4) на отрезок времени [0, T ] в случае T0 < T . Если T0 ≥ T , то такие
включения уже имеют место на отрезке [0, T ].

Таким образом, нами установлена справедливость следующей леммы.
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Лемма 1. Для любого управления u(·) ∈ Ω(T ) соответствующее решение (x(t), y(t), z(t))
уравнений системы (1.4) и (1.6) с начальными условиями (1.8) определено на всем отрез-

ке [0, T ] и удовлетворяет включению

(x(t), y(t), z(t)) ∈ Λ, t ∈ [0, T ],

где

Λ =

{

(x, y, z) : 0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 ≤ z ≤ γ−1M
}

.

Для уравнений системы (1.4) и (1.6) с начальными условиями (1.8) на множестве допусти-
мых управлений Ω(T ) рассмотрим задачу минимизации функционала

J(u(·)) = y(T )− αx(T ),

который представляет собой взвешенную разность концентраций раковых и здоровых клеток
в конечный момент времени T периода лечения [0, T ]. Здесь α есть положительный весо-
вой коэффициент. При этом если α > 1, то оказывается предпочтительнее максимизировать
концентрацию здоровых клеток x(T ); если же α < 1, то важной становится минимизация
концентрации раковых клеток y(T ).

В силу леммы 1 и теоремы 4 [14, гл. 4] в рассматриваемой задаче минимизации существует
оптимальное решение, состоящее:

— из оптимального управления u∗(t);
— из соответствующего оптимального решения (x∗(t), y∗(t), z∗(t)) уравнений системы (1.4)

и (1.6) с начальными условиями (1.8).

2. Принцип максимума Понтрягина

Для анализа оптимального решения, состоящего из управления u∗(t) и отвечающего ему
решения (x∗(t), y∗(t), z∗(t)), применим принцип максимума Понтрягина [15, гл. 6, теорема 1].

Сначала выпишем функцию Гамильтона — Понтрягина

H(x, y, z, u, ψ1, ψ2, ψ3) = (r(1−x−a12y)−m1g(z))xψ1+((1−y−a21x)−m2g(z))yψ2+(−γz+u)ψ3,

где ψ1, ψ2, ψ3 — сопряженные переменные.
Теперь вычислим требуемые частные производные функции H(x, y, z, u, ψ1, ψ2, ψ3)

H ′
x(x, y, z, u, ψ1, ψ2, ψ3) = (r(1− x− a12y)−m1g(z))ψ1 − rxψ1 − a21yψ2,

H ′
y(x, y, z, u, ψ1, ψ2, ψ3) = ((1− y − a21x)−m2g(z))ψ2 − ra12xψ1 − yψ2,

H ′
z(x, y, z, u, ψ1, ψ2, ψ3) = −g′(z)(m1xψ1 +m2yψ2)− γψ3,

H ′
u(x, y, z, u, ψ1, ψ2, ψ3) = ψ3.

Тогда в соответствии с принципом максимума Понтрягина существует вектор-функция
ψ(t) = (ψ1(t), ψ2(t), ψ3(t)) такая, что:

1) функция ψ(t) является решением сопряженной системы






























































ψ′
1(t) = −H ′

x(x∗(t), y∗(t), z∗(t), u∗(t), ψ1(t), ψ2(t), ψ3(t))
= −(r(1− x∗(t)− a12y∗(t))−m1g(z∗(t)))ψ1(t)
+ rx∗(t)ψ1(t) + a21y∗(t)ψ2(t),

ψ′
2(t) = −H ′

y(x∗(t), y∗(t), z∗(t), u∗(t), ψ1(t), ψ2(t), ψ3(t))

= −((1− y∗(t)− a21x∗(t))−m2g(z∗(t)))ψ2(t)
+ ra12x∗(t)ψ1(t) + y∗(t)ψ2(t),

ψ′
3(t) = −H ′

z(x∗(t), y∗(t), z∗(t), u∗(t), ψ1(t), ψ2(t), ψ3(t))
= g′(z∗(t))(m1x∗(t)ψ1(t) +m2y∗(t)ψ2(t)) + γψ3(t),

ψ1(T ) = α, ψ2(T ) = −1, ψ3(T ) = 0;

(2.1)
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2) управление u∗(t) максимизирует функцию Гамильтона — Понтрягина

H(x∗(t), y∗(t), z∗(t), u, ψ1(t), ψ2(t), ψ3(t))

по переменной u ∈ [0,M ] при почти всех t ∈ [0, T ], а потому оно удовлетворяет следующему
соотношению:

u∗(t) =











M, если Lu(t) > 0,

любое u ∈ [0,M ], если Lu(t) = 0,

0, если Lu(t) < 0,

(2.2)

где Lu(t) = ψ3(t) есть функция переключений, которая описывает поведение управления u∗(t)
согласно формуле (2.2).

Теперь преобразуем дифференциальные уравнения системы (2.1) вместе с отвечающими
им начальными условиями, введя в рассмотрение новые сопряженные переменные

φ1(t) = −x∗(t)ψ1(t), φ2(t) = −y∗(t)ψ2(t), φ3(t) = ψ3(t).

Выполняя необходимые вычисления, имеем новую сопряженную систему



















φ′1(t) = rx∗(t)φ1(t) + a21x∗(t)φ2(t),

φ′2(t) = ra12y∗(t)φ1(t) + y∗(t)φ2(t),

φ′3(t) = γφ3(t)− g′(z∗(t))(m1φ1(t) +m2φ2(t)),

φ1(T ) = −αx∗(T ), φ2(T ) = y∗(T ), φ3(T ) = 0.

(2.3)

При этом функция переключений Lu(t) будет определяться через новую переменную φ3(t)
формулой Lu(t) = φ3(t).

Учитывая этот факт, перепишем новую сопряженную систему (2.3) в виде



















φ′1(t) = rx∗(t)φ1(t) + a21x∗(t)φ2(t),

φ′2(t) = ra12y∗(t)φ1(t) + y∗(t)φ2(t),

L′
u(t) = γLu(t)− g′(z∗(t))(m1φ1(t) +m2φ2(t)),

φ1(T ) = −αx∗(T ), φ2(T ) = y∗(T ), Lu(T ) = 0.

(2.4)

Установим важное свойство новых сопряженных переменных φ1(t), φ2(t) с помощью сле-
дующей леммы.

Лемма 2. Сопряженные переменные φ1(t) и φ2(t) знакоопределены на отрезке [0, T ], т. е.

справедливы неравенства

φ1(t) < 0, φ2(t) > 0, t ∈ [0, T ]. (2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 1 и соответствующих начальных условий из (2.4)
вытекают неравенства

φ1(T ) < 0, φ2(T ) > 0. (2.6)

Далее, не существует такого значения t0 ∈ [0, T ), при котором одновременно выполнены
равенства φ1(t0) = 0, φ2(t0) = 0. В противном случае, поскольку первые два дифференциаль-
ных уравнения системы (2.4) образуют линейную однородную систему, то φ1(t) = 0 и φ2(t) = 0

при всех t ∈ [0, T ], что противоречит неравенствам (2.6). Также из анализа этих неравенств
мы заключаем, что возможны следующие два случая.

С л у ч а й 1. Пусть определено такое значение t1 ∈ [0, T ), что

φ1(t1) = 0, (2.7)
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и справедливы соотношения

φ1(t) < 0 при t ∈ (t1, T ], (2.8)

φ2(t) > 0 при t ∈ [t1 − ǫ1, T ] (2.9)

для некоторого малого ǫ1 > 0. Подставляя (2.7) в первое уравнение системы (2.4) и учитывая
при этом лемму 1 и неравенство (2.9), получаем φ′1(t1) = a21x∗(t1)φ2(t1) > 0, которое вместе с
равенством (2.7) означает, что функция φ1(t) при переходе через точку t1 меняет свой знак с
отрицательного на положительный, что противоречит (2.8). Значит, такой случай невозможен.

С л у ч а й 2. Пусть определено такое значение t2 ∈ [0, T ), что

φ2(t2) = 0, (2.10)

и выполнены соотношения

φ1(t) < 0 при t ∈ [t2 − ǫ2, T ], (2.11)

φ2(t) > 0 при t ∈ (t2, T ], (2.12)

где ǫ2 — малое положительное число. Подставляя (2.10) во второе уравнение системы (2.4)
и учитывая при этом лемму 1 и неравенство (2.11), находим φ′2(t2) = ra12y∗(t2)φ1(t2) < 0,
которое вместе с равенством (2.10) означает, что функция φ2(t) при переходе через точку t2
меняет свой знак с положительного на отрицательный, что противоречит (2.12). Поэтому и
такой случай также невозможен.

Невозможность cлучаев 1 и 2 позволяет нам сделать вывод, что переменные φ1(t) и φ2(t)
не обращаются в нуль всюду на отрезке [0, T ]. Тогда неравенства (2.6) приводят к выполнению
требуемых соотношений (2.5). Утверждение доказано.

Наконец, рассмотрим вместе формулу (2.2) и уравнения системы (2.4). Их анализ пока-
зывает, каким может быть поведение функции переключений Lu(t), а значит и отвечающего
ей оптимального управления u∗(t). Поскольку Lu(t) является непрерывно-дифференцируемой
функцией, то управление u∗(t) может иметь релейный вид и переключаться между значе-
ниями 0 и M . Это будет происходить, если при переходе через значения t, в которых функ-
ция Lu(t) обращается в нуль, имеет место смена знака этой функции. Такие значения t яв-
ляются переключениями оптимального управления u∗(t). Помимо участков релейного типа
управление u∗(t) может содержать также и особые участки, на которых имеют место особые
режимы (singular arcs) [16, гл. 2.8; 17, c. 393; 18]. Такое происходит, когда функция переклю-
чений Lu(t) обращается тождественно в нуль на некоторых интервалах отрезка [0, T ].

Следующий раздел как раз посвящен подробному изучению возможного существования
особого режима у оптимального управления u∗(t), а также выяснению особенностей релейного
управления u∗(t).

3. Свойства оптимального управления

Выделим из системы (2.4) дифференциальное уравнение для функции переключений Lu(t):

L′
u(t) = γLu(t)− g′(z∗(t))(m1φ1(t) +m2φ2(t)) (3.1)

с соответствующим начальным условием

Lu(T ) = 0. (3.2)

Продифференцируем это уравнение, используя первые два уравнения системы (2.4). В резуль-
тате получаем дифференциальное уравнение
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L′′
u(t) = γL′

u(t)− g′′(z∗(t))z
′
∗(t)(m1φ1(t) +m2φ2(t))

− g′(z∗(t))(r(m1x∗(t) + a12m2y∗(t))φ1(t) + (a21m1x∗(t) +m2y∗(t))φ2(t)). (3.3)

Далее сначала найдем из уравнения (3.1) выражение (m1φ1(t) +m2φ2(t)) и подставим во вто-
рое слагаемое уравнения (3.3). Затем выделим из (3.1) выражение g′(z∗(t))φ1(t) и подставим в
третье слагаемое этого уравнения. В итоге мы получим линейное неоднородное дифференци-
альное уравнение второго порядка для функции переключений Lu(t):

L′′
u(t)− (γ + b(t))L′

u(t) + γb(t)Lu(t) = d(t), t ∈ [0, T ], (3.4)

где
b(t) = (g′(z∗(t)))

−1g′′(z∗(t))z
′
∗(t) + rm−1

1 (m1x∗(t) + a12m2y∗(t)),

d(t) = m−1
1 g′(z∗(t))(m1(rm2 − a21m1)x∗(t) +m2(ra12m2 −m1)y∗(t))φ2(t).

Рассмотрим отвечающее уравнению (3.4) однородное дифференциальное уравнение

H ′′
(t)− (γ + b(t))H ′

(t) + γb(t)H(t) = 0, t ∈ [0, T ]. (3.5)

Легко видеть, что функция v(t) = eγt положительна и является решением этого уравнения.
Поэтому на отрезке [0, T ] справедлив критерий неосцилляции Валле — Пуссена [19, c. 53],
а значит, любое нетривиальное решение уравнения (3.5) имеет на этом отрезке не более од-
ного нуля (говорят, что такое уравнение является неосциллирующим). Тогда для его левой
части, а следовательно и для левой части уравнения (3.4), имеет место разложение Пойа —
Маммана [19, c. 45]:

ρ2(t)
d

dt

(

ρ1(t)
d

dt

(

ρ0(t)Lu(t)
)

)

= d(t), t ∈ [0, T ], (3.6)

где ρi(t), i = 0, 1, 2, являются положительными функциями, заданными формулами

ρ0(t) = eγ(T−t), ρ1(t) = e

T
∫

t

b(s)ds−γ(T−t)
, ρ2(t) = e

−
T
∫

t

b(s)ds
.

Теперь пусть для параметров r, a12, a21, m1, m2 выполнены либо неравенства

rm2 − a21m1 ≥ 0, ra12m2 −m1 ≥ 0, (3.7)

либо неравенства

rm2 − a21m1 ≤ 0, ra12m2 −m1 ≤ 0. (3.8)

Легко видеть, что благодаря (1.3) неравенства в (3.7) и (3.8) одновременно не обращаются в
равенства. Поэтому функция d(t) принимает на отрезке [0, T ] только положительные значения,
если справедливы неравенства (3.7), или только отрицательные значения, если имеют место
неравенства (3.8). Тогда, применяя в разложении (3.6) обобщенную теорему Ролля [19, c. 45],
мы заключаем, что функция переключений Lu(t) имеет на отрезке [0, T ] не более двух раз-
личных нулей. Значит, благодаря (3.2) эта функция имеет на полуинтервале [0, T ) не более
одного нуля.

Перепишем дифференциальное уравнение (3.4) в виде

(L′
u(t)− γLu(t))

′ − b(t)(L′
u(t)− γLu(t)) = d(t). (3.9)

После чего введем новую функцию переключений Gu(t) формулой Gu(t) = eγ(T−t)Lu(t). Легко
убедиться, что функции Lu(t) и Gu(t) при одних и тех же значениях t обращаются в нуль, а
также для одних и тех же значений t принимают положительные и отрицательные значения.
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Поэтому новая функция переключений Gu(t) задает оптимальное управление u∗(t) соотноше-
нием

u∗(t) =











M, если Gu(t) > 0,

любое u ∈ [0,M ], если Gu(t) = 0,

0, если Gu(t) < 0,

(3.10)

которое подобно (2.2).
Тогда перепишем уравнение (3.9) следующим образом:

G′′
u(t) + (γ − b(t))G′

u(t) = eγ(T−t)d(t). (3.11)

Пусть θ ∈ [0, T ) — нуль функции переключений Lu(t). Благодаря (3.2) функция Lu(t), а
значит, и функция Gu(t) имеют два различных нуля на отрезке [0, T ]. Тогда в силу обычной
теоремы Ролля между ними лежит нуль χ ∈ [0, T ] производной G′

u(t), т. е.

G′
u(χ) = 0, (3.12)

и в этой точке функция Gu(t) достигает либо локального минимума, либо локального макси-
мума. Учитывая (3.12) в уравнении (3.11), находим

G′′
u(χ) = eγ(T−χ)d(χ).

Следовательно, в точке χ при выполнении неравенств (3.7) функция переключений Gu(t) имеет
локальный минимум, а при выполнении неравенств (3.8) — локальный максимум.

В силу формулы (3.10) из проделанных рассуждений мы заключаем, что справедлива сле-
дующая лемма.

Лемма 3. Имеет место одно из следующих утверждений.

1. При выполнении неравенств (3.7) оптимальное управление u∗(t) является либо по-

стоянной функцией, принимающей значение 0 или M , либо кусочно-постоянной функцией с

одним переключением θ∗ ∈ (0, T ) вида

u∗(t) =

{

M, если 0 ≤ t ≤ θ∗,

0, если θ∗ < t ≤ T.
(3.13)

2. При выполнении неравенств (3.8) оптимальное управление u∗(t) является либо по-

стоянной функцией, принимающей значение 0 или M , либо кусочно-постоянной функцией с

одним переключением θ∗ ∈ (0, T ) вида

u∗(t) =

{

0, если 0 ≤ t ≤ θ∗,

M, если θ∗ < t ≤ T.
(3.14)

Пусть теперь для параметров r, a12, a21, m1, m2 справедливы неравенства, отличные
от (3.7) и (3.8). Именно мы считаем выполненными либо неравенства

rm2 − a21m1 > 0, ra12m2 −m1 < 0, (3.15)

либо неравенства
rm2 − a21m1 < 0, ra12m2 −m1 > 0. (3.16)

Тогда функция d(t) может обращаться в нуль и, например, иметь конечное число нулей на ин-
тервале (0, T ). Это приведет к росту числа нулей функции переключений Lu(t) и одновременно
к росту числа переключений соответствующего оптимального управления u∗(t). Заметим, что
обобщенная теорема Ролля, примененная опять к разложению (3.6), и равенство (3.2) при-
ведут к выводу о связи числа нулей функции Lu(t) на полуинтервале [0, T ) с числом нулей
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функции d(t) на интервале (0, T ). Именно если функция d(t) имеет k различных нулей на
(0, T ), то функция переключений Lu(t) будет иметь не более (k+2) различных нулей на [0, T ).

Другая ситуация для функции d(t) возникает, когда функция переключений Lu(t) тожде-
ственно обращается в нуль на некотором интервале отрезка [0, T ]. В такой ситуации оптималь-
ное управление u∗(t) может иметь особый режим на этом интервале, который тогда называется
особым участком [16, гл. 2.8; 17, c. 393; 18]. Рассмотрим эту ситуацию подробнее.

Пусть функция переключений Lu(t) равна тождественно нулю на некотором интервале
∆ ⊂ [0, T ]. Тогда первая производная L′

u(t) функции Lu(t) обращается в нуль всюду на этом
интервале. Из уравнения (3.1) и монотонности функции g(z) вытекает

m1φ1(t) +m2φ2(t) = 0, t ∈ ∆. (3.17)

Поэтому и вторая производная L′′
u(t) функции переключений Lu(t) также обращается в нуль

на интервале ∆. Значит, из уравнения (3.3) и монотонности функции g(z) мы можем вывести
равенство

r(m1x∗(t) + a12m2y∗(t))φ1(t) + (a21m1x∗(t) +m2y∗(t))φ2(t) = 0, t ∈ ∆. (3.18)

Рассмотрим при каждом t ∈ ∆ соотношения (3.17) и (3.18) как систему линейных алгебраи-
ческих уравнений, которая в силу леммы 2 имеет нетривиальное решение (φ1(t), φ2(t)). Тогда
определитель матрицы такой системы при всех t ∈ ∆ равен нулю. Это приводит к равенству

m1(rm2 − a21m1)x∗(t) +m2(ra12m2 −m1)y∗(t) = 0, t ∈ ∆, (3.19)

из которого немедленно следует, что функция d(t) обращается в нуль на интервале ∆.

З а м е ч а н и е 1. Равенство (3.19) можно получить, непосредственно подставляя равен-
ства

Lu(t) = 0, L′
u(t) = 0, L′′

u(t) = 0 (3.20)

в уравнение (3.4). Тогда функция d(t) также будет равна нулю, и из монотонности функ-
ции g(z) находим требуемое равенство.

З а м е ч а н и е 2. Формула (3.19) задает прямую

m1(rm2 − a21m1)x+m2(ra12m2 −m1)y = 0,

которая при выполнении неравенств (3.15) или неравенств (3.16) пересекает множество
{

(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1
}

.

Поэтому фазовые переменные x∗(t) и y∗(t) будут находиться на этой прямой, когда оптималь-
ное управление u∗(t) будет иметь особый режим на интервале ∆.

Анализируя уравнение (3.4), мы видим, что вторая производная L′′
u(t) функции Lu(t) не

имеет слагаемых, содержащих управление u∗(t). Значит, согласно [18, c. 40] порядок q возмож-
ного особого режима больше единицы и необходимо дальше продолжить процесс дифферен-
цирования функции переключений Lu(t).

Далее, вычислим третью производную L′′′
u (t) функции Lu(t). Для этого будем опять ис-

пользовать уравнение (3.4). Согласно равенствам (3.19) и (3.20) имеем

L′′′
u (t) = m−1

1 g′(z∗(t)) [m1(rm2 − a21m1)x∗(t) +m2(ra12m2 −m1)y∗(t)]
′ φ2(t), t ∈ ∆. (3.21)

Привлекая уравнения системы (1.4), выполним в формуле (3.21) требуемое дифференцирова-
ние. В результате приходим к соотношению

L′′′
u (t) = m−1

1 g′(z∗(t))
(

rm1(rm2 − a21m1)(1 − x∗(t)− a12y∗(t))x∗(t)

+m2(ra12m2 −m1)(1 − y∗(t)− a21x∗(t))y∗(t)

− g(z∗(t))
(

m2
1(rm2 − a21m1)x∗(t) +m2

2(ra12m2 −m1)y∗(t)
)

)

φ2(t). (3.22)
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Приравняем эту производную к нулю: L′′′
u (t) = 0, t ∈ ∆. Благодаря лемме 2 и монотонности

функции g(z) из (3.22) получаем выражение

g(z∗(t))
(

m2
1(rm2 − a21m1)x∗(t) +m2

2(ra12m2 −m1)y∗(t)
)

= rm1(rm2−a21m1)(1−x∗(t)−a12y∗(t))x∗(t)+m2(ra12m2−m1)(1−y∗(t)−a21x∗(t))y∗(t). (3.23)

Упростим его. Для этого подставим в (3.23) формулу

y∗(t) = −
m1(rm2 − a21m1)

m2(ra12m2 −m1)
x∗(t), (3.24)

вытекающую из (3.19). После несложных преобразований находим

(m2 −m1)g(z∗(t)) = (1− r) +

[

(r − a21) + (1− ra12)
m1(rm2 − a21m1)

m2(ra12m2 −m1)

]

x∗(t). (3.25)

Поскольку существуют ограничения на фазовые переменные x∗(t) и z∗(t), вытекающие из лем-
мы 1, а также ограничения на параметры r, a12, a21, m1, m2 в виде неравенств (1.5), (3.15)
и (3.16), то равенство (3.25) может оказаться либо противоречивым, либо нет. Тогда в пер-
вом случае исходное предположение о возможности обращения функции переключений Lu(t)
тождественно в нуль на интервале ∆ становится неверным. Особый режим у оптимально-
го управления u∗(t) будет отсутствовать. Это управление окажется релейной функцией на
всем отрезке [0, T ], принимающей значения 0 и M . Во втором случае в силу монотонности
функции g(z) формула (3.25) дает возможность определить фазовую переменную z∗(t) на ин-
тервале ∆.

Продолжим дифференцирование функции переключений Lu(t) и найдем ее четвертую про-
изводную L′′′′

u (t) с помощью формулы (3.22). Согласно (3.23) в результате дифференцирования
имеем

L′′′′
u (t) = m−1

1 g′(z∗(t))
[

h(x∗(t), y∗(t))

− g(z∗(t))
(

m2
1(rm2 − a21m1)x∗(t) +m2

2(ra12m2 −m1)y∗(t)
)

]′
φ2(t), t ∈ ∆, (3.26)

где
h(x∗(t), y∗(t)) = rm1(rm2 − a21m1)(1 − x∗(t)− a12y∗(t))x∗(t)

+m2(ra12m2 −m1)(1− y∗(t)− a21x∗(t))y∗(t).

Используя при дифференцировании выражения в квадратных скобках в формуле (3.26) урав-
нения системы (1.4) и (1.6), выводим желаемое соотношение

L′′′′
u (t) = m−1

1 g′(z∗(t))
(

−u∗(t)
(

m2
1(rm2 − a21m1)x∗(t) +m2

2(ra12m2 −m1)y∗(t)
)

+ p(x∗(t), y∗(t), z∗(t))
)

φ2(t), t ∈ ∆, (3.27)

где функция p(x∗(t), y∗(t), z∗(t)) содержит только слагаемые, в которых управление u∗(t) от-
сутствует.

Получив (3.27), проверим выполнение необходимого условия оптимальности особого ре-
жима (условие Келли — Коппа — Мойера) из [18, c. 40]. Для этого оценим множитель при
управлении u∗(t):

−
(

m2
1(rm2 − a21m1)x∗(t) +m2

2(ra12m2 −m1)y∗(t)
)

. (3.28)

Подставляя в него формулу (3.24) и затем преобразуя, находим

m1(m2 −m1)(rm2 − a21m1)x∗(t).
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Вследствие леммы 1 и неравенства (1.5) анализ этого выражения приводит к следующим
выводам:

1) при rm2 − a21m1 > 0, что означает выполнение неравенств (3.15), условие Келли —
Коппа — Мойера не выполнено. Значит, особого режима у оптимального управления u∗(t) не
существует. Оно является релейной функцией на всем отрезке [0, T ], принимающей значения
0 и M ;

2) при rm2−a21m1 < 0, что означает выполнение неравенств (3.16), условие Келли — Коп-
па — Мойера выполнено, и более того, в усиленной форме (имеет место строгое неравенство).
Тогда у оптимального управления u∗(t) может существовать особый режим.

Приравнивая четвертую производную L′′′′
u (t) из (3.27) к нулю и учитывая преобразование,

совершенное в (3.28), находим формулу особого режима для управления u∗(t):

using(t) =
p(xsing(t), ysing(t), zsing(t))

m1(m2 −m1)(rm2 − a21m1)xsing(t)
, t ∈ ∆.

Здесь xsing(t), ysing(t), zsing(t) — компоненты оптимального решения (x∗(t), y∗(t), z∗(t)) на осо-
бом режиме. Легко видеть, что такая формула задает управление using(t) в виде обратной
связи, т. е. в виде зависимости только от xsing(t), ysing(t), zsing(t). Естественно предполагать,
что это управление является допустимым всюду на интервале ∆. Также понятно, что если
управление using(t) оказывается недопустимым на этом интервале, то снова приходим к вы-
воду об отсутствии особого режима у оптимального управления u∗(t). Тогда управление u∗(t)
опять является релейной функцией на отрезке [0, T ], принимающей значения 0 и M .

Обсудим теперь расположение интервала ∆ на отрезке [0, T ]. Важен вопрос о том, может
ли этот интервал примыкать к концу T отрезка [0, T ]. Справедлива следующая лемма.

Лемма 4. Пусть имеет место неравенство

α 6= −
rm2 − a21m1

ra12m2 −m1
. (3.29)

Тогда интервал ∆, на котором оптимальное управление u∗(t) может иметь особый режим,

не примыкает к концу T отрезка [0, T ].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Пусть интервал ∆ примыкает к T .
Тогда из формулы (3.24) при t = T получаем

m2

m1
·
y∗(T )

x∗(T )
= −

rm2 − a21m1

ra12m2 −m1
. (3.30)

Из уравнения (3.1), взятого при t = T , и начального условия (3.2) вытекает соотношение

L′
u(T ) = −m−1

1 g′(z∗(T ))x∗(T )

[

−α+
m2

m1
·
y∗(T )

x∗(T )

]

.

Подставляя в него (3.30), имеем

L′
u(T ) = −m−1

1 g′(z∗(T ))x∗(T )

[

−α−
rm2 − a21m1

ra12m2 −m1

]

.

Благодаря монотонности функции g(z), лемме 1 и (3.29) мы приходим к противоречивому за-
ключению о том, что L′

u(T ) 6= 0. Значит наше предположение неверно. Утверждение доказано.
Будем предполагать в дальнейших рассуждениях, что неравенство (3.29) выполнено. То-

гда, как следует из леммы 4, к концу T отрезка [0, T ] примыкает интервал, на котором функция
переключений Lu(t) принимает либо только положительные, либо только отрицательные зна-
чения. Следовательно, далее важно обсудить вопрос о том, каким образом происходит соеди-
нение интервала ∆ (особого участка), на котором оптимальное управление u∗(t) может иметь
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особый режим, с неособыми участками, на которых это управление релейно. Именно считая,
что на интервале ∆ управление using(t) принимает значения только из интервала (0,M) и при-
влекая теорему А.3.3 [17], мы заключаем, что соединение между интервалом ∆ с заданным на
нем управлением using(t) и неособыми участками, где оптимальное управление u∗(t) является
релейной функцией и принимает значения 0 и M , возможно и данные соединения могут про-
исходить с обеих концов интервала ∆. Кроме того, такие неособые участки содержат счетное
число переключений управления u∗(t), которые накапливаются к соответствующим точкам
соединения особого и неособого участков. У этих точек соединения возникает такое явление,
как четтеринг [16, гл. 2.11; 17, c. 401; 18].

З а м е ч а н и е 3. Понятно, что оптимальное управление u∗(t), содержащее четтеринг,
не может являться эффективной стратегией лечения рассматриваемых заболеваний. Поэтому
в случае его возникновения могут быть использованы некоторые способы аппроксимации с
помощью кусочно-постоянных управлений, представленных в [17, гл. 6.3] и [20–23].

Таким образом, на основании проделанных рассуждений мы приходим к следующему вы-
воду.

Утверждение. Оптимальное управление u∗(t) может быть одного из следующих че-

тырех видов:
— постоянной функцией, принимающей значение 0 или M ;

— кусочно-постоянной функцией с одним переключением типа (3.13) или (3.14);
— релейной функцией с конечным числом переключений, принимающей значения 0 и M ;

— функцией, содержащей особый режим на особом участке, который при помощи чет-

теринга соединяется с неособыми, релейными участками.

4. Результаты численных расчетов

Теперь мы продемонстрируем результаты численных расчетов, выполненных с использо-
ванием среды BOCOP–2.0.5 [24]. Она представляет собой специальную среду, реализованную
в MATLAB, для решения задач оптимального управления с общими концевыми и фазовыми
ограничениями со свободным или фиксированным конечным временем. После дискретизации
по времени такие задачи аппроксимируются конечномерными задачами оптимизации, которые
затем решаются с помощью хорошо известного программного обеспечения IPOPT, использу-
ющего точно вычисленные производные благодаря ADOL-C. При этом IPOPT является про-
граммным пакетом с открытым исходным кодом для решения задач нелинейной оптимизации
большой размерности.

Рассматривая временной интервал в 30 и 50 дней, мы использовали временную сетку с 5000
узлами. Поскольку наша задача решалась прямым методом, а значит итерационно, мы требо-
вали на каждом шаге точность ε = 10−14. Кроме того, мы применяли правило дискретизации
Лобатто III C шестого порядка. Такие особенности более подробно описаны в [24].

На графиках ниже (см. рис. 1 и 2) показаны результаты для двух случаев наборов пара-
метров. Для каждого случая приведены оптимальное управление u∗(t), отвечающие ему оп-
тимальные траектории x∗(t) и y∗(t) и концентрация химиотерапевтического препарата z∗(t).
Заметим, что в представленных расчетах она также является функцией терапии (g(z) = z).
Ниже располагаются фазовые портреты для каждого случая.

Черные сплошные линии отражают оптимальные решения на выбранном отрезке времени
лечения [0, T ]. Для иллюстрации преимуществ лечения серыми пунктирными линиями приве-
дено решение неуправляемой системы (1.2), т. е. траектории при отсутствии лечения (u(t) ≡ 0).

На рис. 1 представлен случай, когда выражения (rm2−a21m1) и (ra12m2−m1) удовлетворя-
ют неравенствам (3.7). В этом случае, как следует из предшествующего анализа, оптимальное
управление u∗(t) имеет вид (3.13). Сравним оптимальные траектории и траектории, получен-
ные в результате отсутствия лечения. Нетрудно видеть, что оптимальное управление u∗(t)
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Рис. 1. Первый случай набора параметров. Начальные условия x(0) = 0.4, y(0) = 0.6. Коэффициенты

r = 0.8, a12 = 1.4, a21 = 1.3, m1 = 0.1, m2 = 0.2, γ = 0.4, α = 1.2, M = 1.5, T = 30. Значение

функционала J∗ = −1.19664

переводит траекторию системы из области притяжения устойчивого положения равновесия
на вертикальной оси (что соответствует вымиранию здоровых клеток) в область притяжения
устойчивого положения равновесия на горизонтальной оси (что соответствует вымиранию ра-
ковых клеток). В данном случае лечение приводит к полному выздоровлению пациента, “пе-
ретягивая” траекторию в выгодное для этого устойчивое положение равновесия.

На рис. 2 рассмотрим случай, когда выражения (rm2 − a21m1) и (ra12m2 −m1) удовлетво-
ряют неравенствам (3.16). В представленных расчетах оптимальное управление u∗(t) имеет
особый режим на особом участке, который при помощи четтеринга соединяется с неособыми,
релейными участками, что полностью согласуется с полученным теоретическим результатом.
Здесь так же, как и в предыдущем примере, оптимальное управление u∗(t) переводит траекто-
рию системы из области притяжения устойчивого положения равновесия на вертикальной оси
в область притяжения устойчивого положения равновесия на горизонтальной оси. Это озна-
чает, что лечение приводит к полному выздоровлению пациента, “перетягивая” траекторию в
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Рис. 2. Второй случай набора параметров. Начальные условия x(0) = 0.5, y(0) = 0.5. Коэффициенты

r = 0.6, a12 = 1.5, a21 = 1.3, m1 = 0.3, m2 = 0.5, γ = 0.2, α = 1.0, M = 1.0, T = 50. Значение

функционала J∗ = −0.222657

выгодное для этого устойчивое положение равновесия. Такой вывод подтверждают расчеты
для T = 100.
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Trends in Mathematics, vol. 11. Basel: Birkhäuser, 2019, pp. 35–43. doi: 10.1007/978-3-030-25261-8_6 .

11. Bratus’ A.S., Novozhilov A.S., Platonov A.P. Dinamicheskie sistemy i modeli biologii [Dynamic systems
and models in biology]. Moscow: Fizmatlit Publ., 2010, 400 p. ISBN: 978-5-9221-1192-8 .

12. Tarasevich Yu.Yu. Matematicheskoe i komp’yuternoe modelirovanie: Vvodnyi kurs [Mathematical and
computer modeling: Introductory course]. Moscow: Librokom Publ., 2013, 152 p.
ISBN: 978-5-397-03828-7 .

13. Hartman Ph. Ordinary differential equations. N Y: John Wiley & Sons, 1964, 612 p. Translated to
Russian under the title Obyknovennye differentsial’nye uravneniya. Moscow: Mir Publ., 1970, 720 p.



88 Н.Л. Григоренко, Е.Н.Хайлов, Э.В. Григорьева, А.Д.Клименкова

14. Lee E.B., Markus L. Foundations of optimal control theory. N.Y.; London; Sydney: John Wiley & Sons,
Inc., 1967, 576 p. ISBN: 9780471522638 .Translated to Russian under the title Osnovy teorii optimal’nogo

upravleniya, Moscow: Nauka Publ., 1972, 576 p.

15. Vasil’ev F.P. Metody optimizatsii [Optimization methods]. Moscow: Factorial Press, 2002, 824 p. ISBN:
5-88688-056-9 .

16. Schättler H., Ledzewicz U. Geometric optimal control: theory, methods and examples. N Y; Heidelberg;
Dordrecht; London: Springer, 2012, 640 p. ISBN: 978-1-4614-3834-2 .

17. Schättler H., Ledzewicz U. Optimal control for mathematical models of cancer therapies: an applications

of geometric methods. N Y; Heidelberg; Dordrecht; London: Springer, 2015, 496 p. doi: 10.1007/978-1-
4939-2972-6 .

18. Zelikin M.I., Borisov V.F. Theory of chattering control with applications to astronautics, robotics,
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ МНОЖЕСТВ ДОСТИЖИМОСТИ
НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ С ИЗОПЕРИМЕТРИЧЕСКИМИ

ОГРАНИЧЕНИЯМИ НА МАЛЫХ ВРЕМЕННЫХ ПРОМЕЖУТКАХ

М.И. Гусев

В данной работе изучается задача приближенного описания множеств достижимости на малых вре-

менных промежутках для аффинных по управлению систем с изопериметрическими ограничениями на

управление. Под изопериметрическим ограничением понимается интегральное ограничение типа нера-

венства с подынтегральной функцией, зависящей от управляющих параметров и фазовых переменных

системы. Ранее подобная задача рассматривалась в предположении, что подынтегральная функция за-

висит только от управляющих параметров, относительно которых является положительно определенной

квадратичной формой. В этом случае было показано, что при дополнительных предположениях об асимп-

тотике грамиана управляемости линеаризованной системы, такое множество достижимости оказывается

выпуклым и асимптотически близким по форме к эллипсоиду в пространстве состояний при достаточ-

но малой длине промежутка времени. Данный эллипсоид представляет собой множество достижимости

линеаризованной вдоль траектории, отвечающей нулевому управлению, системы. В настоящей работе

доказывается, что при небольшом усилении условий, накладываемых на грамиан управляемости, дан-

ный результат остается справедливым, если подынтегральная функция, задающая изопериметрическое

ограничение, имеет вид суммы положительно определенной квадратичной формы от управляющих пара-

метров и неотрицательной функции фазовых переменных. Данное асимптотическое представление имеет

место, в частности, для достаточно широкого класса аффинных по управлению систем второго порядка

при условии полной управляемости линеаризованной системы. Доказательство опирается на результаты

теории сильно выпуклых множеств и функций.

Ключевые слова: управляемая система, изопериметрические ограничения, множество достижимости,

асимптотика, грамиан управляемости.

M. I. Gusev. Asymptotic behavior of small-time reachable sets of nonlinear systems with

isoperimetric constraints.

We study the problem of an approximate description of reachable sets over small time intervals for affine-

control systems with isoperimetric control constraints. An isoperimetric constraint is understood as an integral

constraint of inequality type with the integrand depending on the control parameters and state variables of the

system. Previously, a similar problem was considered under the assumption that the integrand depends only on

the control parameters and is a positive definite quadratic form in these parameters. In this case, it was shown

that, under certain conditions imposed on the controllability Gramian of the linearized system, the reachable

set is convex and asymptotically close in shape to an ellipsoid in the state space for a sufficiently small length of

the time interval. This ellipsoid is the reachable set of the system linearized along the trajectory corresponding

to the null control. In this paper, it is proved that, under a slight strengthening of the conditions imposed on

the controllability Gramian, this result remains valid if the integrand defining the isoperimetric constraints has

the form of the sum of a positive definite quadratic form in the control parameters and a nonnegative function

of the state variables. This asymptotic representation holds, in particular, for a fairly wide class of second-order

systems affine in the control under the condition that the linearized system is completely controllable. The proof

is based on the results of the theory of strongly convex sets and functions.
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Введение

В данной работе исследуется задача описания множеств достижимости на малых времен-
ных промежутках для аффинных по управлению систем

ẋ(t) = f1(x(t)) + f2(x(t))u(t), x(0) = x0, (0.1)
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с изопериметрическими ограничениями на управление. Под изопериметрическим ограничени-
ем мы далее подразумеваем интегральное ограничение типа неравенства с подынтегральной
функцией, зависящей от управляющих параметров и фазовых переменных системы вида

J(u(·)) :=

t1
∫

0

(Q(x(t)) + u⊤(t)Ru(t))dt ≤ µ2, (0.2)

где R — симметричная положительно определенная матрица, Q(x) — неотрицательная функ-
ция, u, x — конечномерные векторы управляющих параметров и состояния системы, µ > 0 —
заданное число. Если управляемая системы линейна, начальное состояние системы фиксирова-
но и Q(x) — неотрицательно определенная квадратичная форма, то множество достижимости
есть эллипсоид в пространстве состояний. Это следует из результатов монографии [1], где
соответствующий факт доказан для информационных множеств в задаче наблюдения; част-
ным случаем последних являются множества достижимости. Параметры эллипсоида в данном
случае допускают конструктивное описание в виде решения задачи Коши для систем обыкно-
венных дифференциальных уравнений.

Для нелинейных управляемых систем множества достижимости в случае как геометриче-
ских, так и интегральных ограничений имеют более сложную структуру; они, как правило,
невыпуклы и их построение требует значительных вычислительных затрат. При изучении
свойств и вычислении множеств достижимости и траекторных трубок управляемых систем
используются теория уравнений и неравенств Гамильтона — Якоби и принцип сравнения [2],
методы эллипсоидальных и полиэдральных аппроксимаций [3–6], конечно-разностные и пик-
сельные методы [7; 8], методы, основанные на принципе максимума Понтрягина [9; 10]. Алго-
ритмы построения множеств достижимости для систем с интегральными ограничениями изу-
чались в работах [11; 12]. Свойства выпуклости множеств достижимости нелинейных систем
исследованы в [13;14].

В данной статье мы рассматриваем поведение множеств достижимости нелинейных си-
стем на малых промежутках времени. Геометрическая структура множеств достижимости на
промежутках времени малой длины имеет важное значение при решении задач локального
синтеза. Для систем с геометрическими ограничениями на управление данные вопросы были
предметом исследования в ряде работ (см., например, [15; 16]). Асимптотическое поведение
множеств достижимости линейных управляемых систем с интегральными ограничениями на
управление на малых промежутках времени изучалось в [17].

Асимптотика множеств достижимости нелинейных систем с интегральными ограничения-
ми была исследована в недавней работе (Гусев М.И., Осипов И.О. Асимптотическое поведение
множеств достижимости на малых временных промежутках // Тр. Ин-та математики и меха-
ники УрО РАН. 2019. Т. 25, № 3. С. 86–99) в предположении, что подынтегральная функция
в ограничении зависит только от управляющих параметров, относительно которых является
положительно определенной квадратичной формой, т. е. при Q(x) = 0. Здесь выяснялись усло-
вия, при которых множество достижимости исходной нелинейной системы выпукло и ведет
себя подобно множеству достижимости линеаризованной системы, когда длина промежутка
времени стремится к нулю. Эти условия определяются поведением грамиана управляемости
системы, линеаризованной вдоль траектории, которая отвечает нулевому управлению систе-
мы. Минимальное собственное число грамиана не должно стремиться к нулю слишком быстро;
в этом случае множество достижимости оказывается асимптотически эквивалентным эллип-
соиду в пространстве состояний при малой длине промежутка времени. Асимптотическая эк-
вивалентность множеств определялась при этом через оценки хаусдорфова расстояния между
множествами. В настоящей работе доказывается, что при небольшом усилении условий, на-
кладываемых на грамиан управляемости, асимптотическая эквивалентность множеств имеет
место для изопериметрического ограничения вида (0.2). Данные условия выполняются, в част-
ности, для достаточно широкого класса аффинных по управлению систем второго порядка при
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полной управляемости линеаризованной системы. Следуя [17], два выпуклых множества, за-
висящие от малого параметра, мы считаем асимптотически эквивалентными, если расстояние
Банаха — Мазура между этими множествами стремится к нулю при стремлении к нулю малого
параметра.

Схема доказательства в предлагаемой статье опирается на результаты [19]. Используя за-
мену времени, исходное множество достижимости можно заменить множеством достижимости
для управляемой системы на единичном интервале времени. При такой замене малый пара-
метр (длина временного интервала для исходной системы) появляется в уравнениях системы
и ограничениях. При этом ограничения на управление оказываются заданы сильно выпук-
лым множеством, принадлежащим шару малого радиуса в гильбертовом пространстве L2,
если величина малого параметра удовлетворяет неравенству (см., например, [13]), содержа-
щему минимальное собственное число грамиана управляемости. Множество достижимости
является образом данного множества при нелинейном отображении его в R

n, который при-
ближенно заменяется образом шара при линейной аппроксимации отображения. Дальнейшее
доказательство использует соотношение между расстояниями Хаусдорфа и Банаха — Мазура,
установленное в следующем ниже разделе.

1. Вспомогательные результаты

Пусть X,Y ⊂ R
n — выпуклые компактные множества; предполагаем, что нулевой вектор

является внутренней точкой каждого из этих множеств. Расстояние Банаха — Мазура ρ(X,Y )

между X и Y определяется равенством

ρ(X,Y ) := log(r(X,Y ) · r(Y,X)), r(X,Y ) = inf{t ≥ 1: tX ⊃ Y }.

Для выпуклых замкнутых множеств X,Y включение tX ⊃ Y имеет место тогда и только
тогда, когда

tδ(y|X) ≥ δ(y|Y ), ∀y ∈ R
n, ‖y‖ = 1,

где δ(y|X) — опорная функция множества X. Отсюда следует формула

r(X,Y ) = max

{

1, sup
‖y‖=1

δ(y|X)

δ(y|Y )

}

. (1.1)

Заметим, что в силу условия 0 ∈ intY выполняется неравенство δ(y|Y ) > 0 при ‖y‖ 6= 0.
Предположим далее, что рассматриваемые множества зависят от малого положительно-

го параметра, при этом X = X(ε), Y = Y (ε) — выпуклые компактные множества и нулевой
вектор является внутренней точкой каждого из этих множеств для 0 < ε ≤ ε0. Будем также
считать, что многозначные отображения X(ε), Y (ε) ограничены. Множества X(ε), Y (ε) назы-
ваются асимптотически эквивалентными [17], если ρ(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0.

Из формулы (1.1) вытекает следующее утверждение.

Лемма 1. Для того чтобы ρ(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0 необходимо и достаточно вы-

полнение условий

lim
ε→0

sup
‖y‖=1

δ(y|X(ε))

δ(y|Y (ε))
= 1, lim

ε→0
sup
‖y‖=1

δ(y|Y (ε))

δ(y|X(ε))
= 1. (1.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если выполнено условие (1.2), то из формулы (1.1) вытекает,
что r(X(ε), Y (ε)) → 1, r(Y (ε),X(ε)) → 1 и, следовательно, ρ(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0. Дока-
жем необходимость условий (1.2). Допустим, от противного, что данное условие не выполнено
и пусть, для определенности, нарушается первое из двух предельных соотношений в (1.2). То-
гда найдутся σ > 0 и последовательность εk → 0 такие, что для бесконечного числа членов
последовательности имеют место соотношения

sup
‖y‖=1

δ(y|X(εk))

δ(y|Y (εk))
≥ 1 + σ либо sup

‖y‖=1

δ(y|X(εk))

δ(y|Y (εk))
≤ 1− σ.
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В первом случае мы имеем r(X(εk), Y (εk)) ≥ 1+σ и, соответственно, ρ(X(εk), Y (εk)) ≥ log(1+

σ) > 0. Во втором получаем

δ(y|X(εk))

δ(y|Y (εk))
≤ 1− σ, ∀y, ‖y‖ = 1

и, значит,
δ(y|Y (εk))

δ(y|X(εk))
≥

1

1− σ
,

откуда следует, что

ρ(X(εk), Y (εk)) ≥ log(1 +
σ

1− σ
) > 0

для бесконечного числа членов последовательности εk. Последнее противоречит сходимости
ρ(X(εk), Y (εk)) к нулю.

Лемма доказана.

Из условия ρ(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0 выводим, что h(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0,
где h обозначает хаусдорфово расстояние между множествами. Действительно, из леммы 1
мы получаем, что в этом случае выполняется соотношение (1.2). Следовательно, для любого
σ > 0 найдется ε̄ такое, что неравенства

δ(y|X(ε))

δ(y|Y (ε))
≤ 1 + σ,

δ(y|Y (ε))

δ(y|X(ε))
≤ 1 + σ

выполняются для всех y ∈ R
n, ‖y‖ = 1, 0 < ε ≤ ε̄. Из данных неравенств следует оценка

h(X(ε), Y (ε)) = sup
‖y‖=1

|δ(y|X(ε)) − δ(y|Y (ε))| ≤ σmax

{

sup
‖y‖=1

δ(y|Y (ε)), sup
‖y‖=1

δ(y|X(ε))
}

,

которая означает, что h(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0.
Обратное утверждение неверно, что показывает следующий пример. Пусть X(ε) = {x ∈

R
2 : |x1| ≤ ε, |x2| ≤ ε}, Y (ε) = {x ∈ R

2 : x21+x22 ≤ ε2}. Тогда h(X(ε), Y (ε)) = (
√
2−1)ε → 0, при

этом ρ(X(ε), Y (ε)) = log
√
2 > 0. Тем не менее при дополнительном предположении о скорости

сходимости к нулю хаусдорфова расстояния между множествами в приведенной далее теореме
доказано, что ρ(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0.

Для A ⊂ R
n введем следующее обозначение: δmin(A) := inf‖y‖=1 δ(y|A).

Теорема 1. Для того чтобы ρ(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0 достаточно выполнения усло-

вий

lim
ε→0

h(X(ε), Y (ε)) = 0, lim
ε→0

h(X(ε), Y (ε))

δmin(Y (ε))
= 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим h(ε) = h(X(ε), Y (ε)), δ(ε) = δmin(Y (ε)). Из равенства
h(ε) = h(X(ε), Y (ε)) = sup‖y‖=1 |δ(y|X(ε)) − δ(y|Y (ε))| следуют неравенства

−h(ε) ≤ δ(y|X(ε)) − δ(y|Y (ε)) ≤ h(ε),

справедливые для всех y ∈ R
n, ‖y‖ = 1. Поделив эти неравенства на положительную величину

δ(y|Y (ε)), получим оценку

| sup
‖y‖=1

δ(y|X(ε))

δ(y|Y (ε))
− 1| ≤ sup

‖y‖=1

h(ε)

δ(y|Y (ε))
≤

h(ε)

δ(ε)
.

При делении неравенств на δ(y|X(ε)) выводим

| sup
‖y‖=1

δ(y|Y (ε))

δ(y|X(ε))
− 1| ≤ sup

‖y‖=1

h(ε)

δ(y|X(ε))
≤

h(ε)

δ(ε) − h(ε)
,
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учитывая, что при достаточно малых ε в силу условий теоремы δ(ε)−h(ε) > 0. Из полученных
неравенств имеем соотношения (1.2) и, значит, в силу леммы 1 ρ(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0.

Теорема доказана.

Заметим, что множества X,Y входят симметричным образом в определение ρ(X,Y ). По-
этому в формулировке теоремы можно δmin(Y (ε)) заменить на δmin(X(ε)).

2. Асимптотика множеств достижимости

на малых временных промежутках

Рассмотрим аффинную по управлению нелинейную управляемую систему вида (0.1) на
промежутке 0 ≤ t ≤ t1, x ∈ R

n , u ∈ R
r, функции f1 : R

n → R
n, f2 : R

n → R
n×r считаем непре-

рывными и непрерывно дифференцируемыми. Начальное состояние x0 фиксировано. Пусть
интегральные ограничения на управление и траекторию заданы неравенством (0.2), где R —
симметричная положительно определенная матрица, Q(x) — неотрицательная непрерывная
функция, µ — положительное число. Далее будем обозначать через L2 гильбертово простран-
ство интегрируемых с квадратом вектор-функций на отрезке [0, t1], скалярное произведение в
котором определено равенством

(u(·), v(·)) =

t1
∫

0

u⊤(t)Rv(t)dt;

B(0, µ) = {u(·) ∈ L2 : (u(·), u(·)) ≤ µ2} — шар радиуса µ > 0 с центром в нуле. Множество
управлений, удовлетворяющих ограничению (0.2), принадлежит B(0, µ). Будем предполагать,
что для некоторого t1 = t̄1 > 0 и для любого u(·) ∈ B(0, µ) существует и единственно реше-
ние x(t) системы (0.1), это решение определено на промежутке [0, t̄1] и все траектории систе-
мы (0.1), отвечающие управлениям из B(0, µ), принадлежат компактному множеству D ⊂ R

n.
Далее будем рассматривать значения t1, не превосходящие t̄1.

Обозначим через

G(t1) = {x ∈ R
n
: ∃u(·) ∈ L2 : J(u(·)) ≤ µ2, x = x(t1, u(·))}

множество достижимости системы (0.1) в заданный момент t1. Напомним, что J(u(·)) — ин-
тегральный функционал, задающий ограничения (0.2). Далее будем считать выполненным
следующее условие.

Предположение. Функции f1(x), f2(x), Q(x) имеют непрерывные производные по x, ко-

торые удовлетворяют условиям Липшица: для всех x1, x2 ∈ D
∥

∥

∥

∂f1
∂x

(x1)−
∂f1
∂x

(x2)
∥

∥

∥
≤ L3‖x1 − x2‖,

∥

∥

∥

∂f2
∂x

(x1)−
∂f2
∂x

(x2)
∥

∥

∥
≤ L4‖x1 − x2‖,

∥

∥

∥

∂Q

∂x
(x1)−

∂Q

∂x
(x2)

∥

∥

∥
≤ L5‖x1 − x2‖,

где Li ≥ 0, i = 3, 4, 5.

Мы изучаем асимптотику множеств достижимости G(t1) при фиксированном µ в предполо-
жении, что интервал [0, t1] является малым. С использованием замены времени задача описа-
ния множества достижимости на малом интервале может быть сведена к аналогичной задаче
на фиксированном интервале для системы, уравнения которой и интегральные ограничения
на управление зависят от малого параметра [19]. Малый параметр далее будем обозначать
через ε: t1 = ε.

Произведя замену времени t = ετ и положив y(τ) = x(ετ), v(τ) = εR1/2u(ετ), мы приходим
к уравнению

ẏ(τ) = εf1(y(τ)) + f2(y(τ))R
−1/2v(τ), 0 ≤ τ ≤ 1, y(0) = x0; (2.1)
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ограничения на управление v(·) при данной замене преобразуются в неравенство

1
∫

0

(ε2Q(y(τ)) + v⊤(τ)v(τ))dt ≤ (µ
√
ε)2. (2.2)

Здесь R1/2 — квадратный корень из положительно определенной матрицы R. Заметим, что
траектории системы (2.1), (2.2), как и ранее, принадлежат D. Множество достижимости систе-
мы (2.1), (2.2) в момент τ = 1, как нетрудно заметить, совпадает с множеством достижимости
исходной системы G(ε). Далее мы сохраним обозначение L2 для пространства вектор-функций
на [0, 1] со скалярным произведением

(u(·), v(·)) =

1
∫

0

u⊤(τ)v(τ)dτ,

а через B(a, µ) будем обозначать шар радиуса µ с центром в точке a в данном пространстве.
Будем далее также использовать обозначение µ(ε) = µ

√
ε.

Определим функционал ϕ(v(·)) : L2 → R равенством

ϕ(v(·)) =

1
∫

0

Q(y(t))dt,

где y(t) — решение системы (2.1). Из [19, лемма 2] следует, что ϕ(v(·)) имеет производную,
которая удовлетворяет условию Липшица с константой, обозначаемой далее через L2(ε), на
шаре B(0, µ(ε)) ⊂ L2.

Обозначим через Uε множество управлений для системы (2.1), удовлетворяющих неравен-
ству (2.2). С учетом введенных обозначений данное множество можно представить в виде

Uε = {v(·) ∈ L2 : ε
2ϕ(v(·)) + (v(·), v(·)) ≤ µ2

(ε)}.

При ε, удовлетворяющем неравенству εϕ(0) ≤ µ2, справедливо включение 0 ∈ Uε. Обозначим
α(ε) := h(Uε, B(0, µ(ε))) — хаусдорфово расстояние между множествами Uε и B(0, µ(ε)).

Лемма 2. Существует не зависящая от ε константа k > 0 такая, что для достаточно

малых ε выполняется неравенство

α(ε) ≤ kε3/2 (α(ε) ≤ kε2, если ϕ(0) = 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Далее считаем, что εϕ(0) ≤ µ2, ε ≤ t̄1, и, следовательно, Uε 6= ∅.
Поскольку Uε ⊂ B(0, µ(ε)), то достаточно доказать, что для любого v ∈ B(0, µ(ε)) найдется
v̄ ∈ Uε такой, что ‖v − v̄‖ ≤ kε3/2 (либо ‖v − v̄‖ ≤ kε2), где k > 0 не зависит от ε и v. Будем
искать v̄ в виде v̄ = (1− p)v, 0 ≤ p < 1. Число p должно удовлетворять неравенству

ε2ϕ((1 − p)v) + (1− p)2(v, v) ≤ µ2
(ε). (2.3)

По теореме о среднем ϕ((1 − p)v) − ϕ(0) = (1 − p)ϕ′(ξ)v, где вектор ξ принадлежит отрезку
[0, (1 − p)v] ⊂ B(0, µ(ε)). Из липшицевости ϕ′ на шаре B(0, µ(ε)) следует

‖ϕ′
(ξ)− ϕ′

(0)‖ ≤ L2(ε)(1 − p)‖v‖ ≤ L2(ε)µ(ε) ≤ m
√
ε,

где константа m не зависит от ε. Последнее неравенство здесь вытекает из ограниченности
функции L2(ε), можно положить, например, m = L2(t̄1)µ. Таким образом, при достаточно
малых ε

ϕ((1 − p)v) ≤ ϕ(0) +M(ε)‖v‖(1 − p),
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где

M(ε) =

{

2‖φ′(0)‖, если φ′(0) 6= 0,
m
√
ε, если φ′(0) = 0.

Используя полученное неравенство, оценим левую часть (2.3) сверху следующим числом

ε2(ϕ(0) +M(ε)‖v‖(1 − p)) + (1− p)2‖v‖2 ≤ ε2(ϕ(0) +M(ε)‖v‖) + (1− p)‖v‖2

≤ ε2(ϕ(0) +M(ε)µ(ε)) + (1− p)µ2
(ε).

С учетом последнего неравенства можно утверждать, что (2.3) будет выполнено, если поло-
жить

p =
ε2(ϕ(0) +M(ε)µ(ε))

µ2(ε)
= εϕ(0)/µ2

+M(ε)ε3/2/µ.

При достаточно малых ε при ϕ(0) 6= 0 выполняется неравенство p ≤ k1ε, где k1 = 2ϕ(0)/µ2,
следовательно,

‖v − v̄‖ = ‖v − (1− p)v‖ ≤ p‖v‖ ≤ k1εµ(ε) = k1µε
3/2.

Если ϕ(0) = 0, то p = M(ε)ε3/2/µ, и мы получаем

‖v − v̄‖ = ‖v − (1− p)v‖ ≤ p‖v‖ ≤ µ(ε)M(ε)ε3/2/µ ≤ kε2.

Заметим, что если выполняются одновременно равенства ϕ(0) = 0 и ϕ′(0) = 0, то α(ε) ≤ kε5/2.
Лемма доказана.

Из доказательства леммы следует включение

B(0, µε1/2 − kε3/2) ⊂ Uε ⊂ B(0, µε1/2). (2.4)

Рассмотрим семейство отображений Fε : L2[0, 1] → R
n определяемых равенством

Fε(v(·)) = yε(1, v(·)).

Здесь yε(t, v(·)) — соответствующее управлению v(·) решение системы (2.1). Тогда, в силу
того что yε(1, v(·)) = x(ε, u(·)) при соответствующей замене времени и управления, множество
достижимости G(ε) представимо в виде G(ε) = {Fε(v(·)) : v(·) ∈ Uε}.

Отображение Fε(v(·)) дифференцируемо, его производная определяется соотношением

F ′
ε(v(·))∆v(·) = ∆y(1).

Здесь ∆y(τ) — решение линеаризованной в окрестности y(τ, v(·)), v(·) системы

∆̇y(τ) = εA(τ)∆y(τ) +B(τ)∆v(τ), τ ∈ [0, 1], ∆y(0) = 0, (2.5)

где

A(τ) =
∂f1
∂x

(y(τ)) +
r

∑

i=1

∂f i
2

∂x
(y(τ))vi(τ), B(τ) = f2(y(τ))R

−1/2.

Отображение F ′
ε(v(·)) удовлетворяет условию Липшица с константой

L(ε) = L0 + L1ε(L0, L1 ≥ 0).

Если функция f2 в уравнении системы не зависят от состояния (f2(x) = f2 — постоянная
матрица), то L0 = 0 [20].

Наряду с множеством G(ε) будем далее рассматривать множество

Ĝ(ε) := {y ∈ R
n
: y = F ′

ε(0)v(·), v(·) ∈ B(0, µ(ε))} = F ′
ε(0)B(0, µ(ε)).
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Данное множество является множеством достижимости линеаризованной системы (2.5), отве-
чающей траектории системы (2.1), порожденной нулевым управлением. При этом ограничения
на управление ∆v(τ) заданы неравенством

1
∫

0

∆v⊤(τ)∆v(τ)dτ ≤ µ2
(ε) = (µ

√
ε)2.

Если сделать обратную замену времени τ = t/ε и обозначить ∆u(t) = 1/εR−1∆v(t/ε), то
нетрудно убедиться, что Ĝ(ε) — это множество достижимости, полученное при линеариза-
ции исходной системы (0.1) вдоль траектории x(t, x0, 0), если изопериметрическое ограниче-
ние (0.2) заменено на ограничение

ε
∫

0

∆u⊤(τ)R∆u(τ)dτ ≤ µ2.

Далее мы изучаем соотношение между множествами достижимости нелинейной систе-
мы G(ε) и ее линеаризации Ĝ(ε) при ε, стремящемся к нулю. Наша цель — получить доста-
точные условия, при которых данные множества являются асимптотически эквивалентными
с точностью до сдвига.

Обозначим через Wε грамиан управляемости линеаризованной системы (2.1), который
определяется равенством

Wε =

1
∫

0

Xε(1, ξ)B(ξ)B⊤
(ξ)X⊤

ε (1, ξ)dξ.

Здесь Xε(τ, ξ) — фундаментальная матрица решений однородной системы

Ẋε(τ, ξ) = εA(τ)Xε(τ, ξ), Xε(ξ, ξ) = I,

I — единичная матрица.
Известно (см., например, [19]), что симметричная, неотрицательно определенная матри-

ца Wε связана с оператором F ′
ε(0) равенством Wε = F ′

ε(0)F
′
ε(0)

∗, где F ′
ε(0)

∗ — сопряженный
оператор.

Заметим, что полная управляемость линеаризованной системы (2.5) на отрезке [0, 1] экви-
валентна невырожденности грамиана Wε. В этом случае оператор F ′

ε(0) является сюрьектив-
ным (F ′

ε(0)L2 = R
n) и множество достижимости Ĝ(ε) имеет вид

Ĝ(ε) = F ′
ε(0)B(0, µ(ε)) = µ(ε)F ′

ε(0)B(0, 1) = {x ∈ R
n
: x⊤W−1

ε x ≤ µ2
(ε)},

т. е. это множество есть эллипсоид в пространстве R
n. Для опорной функции множества Ĝ(ε)

и величины δmin(Ĝ(ε)) мы получаем выражения

δ(x|Ĝ(ε)) = µ(ε)
√

x⊤Wεx, δmin(Ĝ(ε)) = min
‖x‖=1

δ(x|Ĝ(ε)) = µ(ε)
√

ν(ε),

где ν(ε) — минимальное собственное число грамиана управляемости Wε. Заметим, что ν(ε) > 0

при ε > 0, если линеаризованная система (2.5) вполне управляема на отрезке [0, 1].

Теорема 2. Пусть линеаризованная система (2.5) вполне управляема на [0, 1] и выпол-

нены следующия условия:

µ2(ε)L2(ε)

ν(ε)
→ 0,

α(ε)

µ(ε)
√

ν(ε)
→ 0 при ε → 0, ε > 0. (2.6)

Тогда при достаточно малых ε множество G(ε)−Fε(0) выпукло и асимптотически эквива-

лентно множеству Ĝ(ε), т. е. ρ(G(ε) − Fε(0), Ĝ(ε)) → 0 при ε → 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего заметим, что из управляемости линеаризованной
системы следует, что Ĝ(ε) — невырожденный эллипсоид с центром в нуле. Значит, нулевой
вектор является внутренней точкой Ĝ(ε) при ε > 0.

Покажем, что нулевой вектор принадлежит внутренности G(ε)−Fε(0) при достаточно ма-
лых ε > 0. Действительно, из (2.4) вытекает, что B(0, µε1/2/2) ⊂ Uε при ε ≤ µ/2k, εϕ(0) ≤ µ2,
ε ≤ t̄1 . Выберем ε > 0, удовлетворяющее данным неравенствам. Рассмотрим отображение
gε(v) = Fε(v) − Fε(0). Очевидно, gε(0) = 0, g′ε(0) = F ′

ε(0) и, значит, g′ε(0)L2 = R
n. По теореме

Люстерника [21, с. 11] найдутся a > 0, ρ̄ > 0 такие, что для любого ρ ≤ ρ̄ имеет место включе-
ние gε(B(0, ρ)) ⊃ B(gε(0), aρ) = B(0, aρ). Следовательно, при ρ ≤ min{µε1/2/2, ρ̄} мы получаем
включение

gε(Uε) ⊃ gε(B(0, ρ)) ⊃ B(0, aρ),

означающее, что нуль — внутренняя точка G(ε)−Fε(0) = gε(Uε). Заметим, что мы используем
здесь одно и то же обозначение B(0, ρ) для шара в разных пространствах (L2 и R

n).
Введем множество Ḡ(ε) := F ′

ε(0)Uε и оценим хаусдорфово расстояние между Ḡ(ε) и G(ε).
Обозначим через L1(ε) константу Липшица для функционала ϕ(v) на шаре B(0, µ(ε)), и пусть
m̄(ε) = sup{‖ϕ′(v)‖ : v ∈ B(0, µ(ε))}. Тогда из результатов работы [19] имеем, что если выпол-
нены неравенства

ε2 ≤ min

{

1

L1(ε)
,
µ(ε)

m̄(ε)

}

, 16µ2
(ε)L2

(ε) ≤ ν(ε),

то множество Uε ⊂ L2 сильно выпукло и множество G(ε) выпукло. Из выпуклости множе-
ства Uε следует выпуклость Ḡ(ε). Так как µ(ε) = µ

√
ε, то первое из приведенных неравенств

всегда выполнено для достаточно малых ε. Если какой-то из знаменателей дробей в этом
неравенстве обращается в нуль, то вместо него можно подставить любую положительную кон-
станту. Второе неравенство выполняется для достаточно малых ε, это следует из условия (2.6).
Таким образом, существует ε̄ > 0 такое, что множества G(ε), Ḡ(ε) выпуклы при 0 < ε ≤ ε̄.
В дальнейшем мы предполагаем, что ε ≤ ε̄.

Пусть v = v(·) ∈ Uε, тогда

Fε(v)− Fε(0) = F ′
ε(0)v + r(ε, v),

где ‖r(ε, v)‖ ≤ L(ε)‖v‖ ≤ L(ε)µ2(ε). Отсюда получаем по схеме работы [18], что

h(G(ε) − Fε(0), Ḡ(ε)) ≤ L(ε)µ2
(ε). (2.7)

Далее, очевидно, что
h(Ĝ(ε), Ḡ(ε)) ≤ ‖F ′

ε(0)‖h(Uε, B(0, µ(ε))). (2.8)

Норма оператора F ′
ε(0) определяется следующим выражением:

‖F ′
ε(0)‖ = max

‖v‖≤1
‖F ′

ε(0)v‖ = max{‖x‖ : x ∈ F ′
ε(0)B(0, 1)} = max{‖x‖ : x⊤W−1

ε x ≤ 1}.

Решим задачу максимизации ‖x‖2 при ограничении, заданном квадратичным неравенством
x⊤W−1

ε x ≤ 1. Приравнивая нулю градиент функции Лагранжа ‖x‖2 − λx⊤W−1
ε x, где λ —

неотрицательный множитель Лагранжа, получим

W−1
ε x =

1

λ
x, ‖x‖2 = λ.

Отсюда следует, что
1

λ
— минимальное собственное число матрицы W−1

ε , и значит λ — макси-

мальное собственное число грамиана управляемости Wε, которое обозначим через η(ε). Таким
образом, ‖F ′

ε(0)‖ =
√

η(ε), где η(ε) — ограниченная на любом конечном отрезке функция.
Поэтому далее можно считать, что при 0 < ε ≤ ε̄ выполняется неравенство ‖F ′

ε(0)‖ ≤ k1 для
некоторой константы k1.
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В силу неравенств (2.7), (2.8) справедлива оценка

h(G(ε) − Fε(0), Ĝ(ε)) ≤ L(ε)µ2
(ε) + kh(Uε, B(0, µ(ε))) = L(ε)µ2

(ε) + k1α(ε),

из которой с учетом леммы 2 получаем, что h(G(ε) − Fε(0), Ĝ(ε)) → 0 при ε → 0. При этом в
силу условий теоремы имеем

h(G(ε) − Fε(0), Ĝ(ε))

δmin(Ĝ(ε))
≤

L(ε)µ2(ε) + k1α(ε)

µ(ε)
√

ν(ε)
→ 0

при ε → 0. Из леммы 1 следует утверждение теоремы.
Теорема доказана.

Если ϕ(0) = 0, то в силу леммы 2 α(ε) ≤ kε2. В этом случае условие α(ε)/(µ(ε)
√

ν(ε)) → 0

теоремы 2 будет выполнено, если ε3/ν(ε) → 0 при ε → 0. Величина L2(ε)µ2(ε) имеет порядок ε3,
если f2 не зависит от x; в этом случае требование L2(ε)µ2(ε)/ν(ε) → 0 также эквивалентно
условию ε3/ν(ε) → 0 при ε → 0. Если же f2 = f2(x), то L2(ε)µ2(ε) имеет, вообще говоря,
порядок ε.

Ранее аналог теоремы 2 доказан для случая, когда изопериметрические ограничения на
управление не зависят от траектории системы: Q(x) = 0, x ∈ R

n. Если Q(x(t, 0)) ≡ 0, то
ϕ(0) = 0. В данном случае добавление ограничений на траекторию системы не влияет на
качественный характер поведения множеств достижимости при малых ε.

Принимая во внимание асимптотику минимального собственного числа грамиана управ-
ляемости для линейных стационарных систем с малым параметром [20], получим

Следствие. Пусть управляемая система второго порядка имеет вид

ẋ(t) = f1(x(t)) + f2u(t), x(0) = x0, 0 ≤ t ≤ ε,

x ∈ R
2, u ∈ R, f2 — постоянная матрица размеров 2 × r. Пусть f1(x

0) = 0 и пара A :=

∂f1
∂x

(x0), f2 вполне управляема. Пусть Q(x0) = 0.

Тогда множество G(ε) − x0 выпукло при достаточно малых ε и асимптотически экви-

валентно Ĝ(ε).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Управление u(t) = 0, 0 ≤ t ≤ ε порождает траекторию x(t, 0) ≡
x0, 0 ≤ t ≤ ε. В этом случае Q(x(t, 0)) ≡ 0 и, следовательно, ϕ(0) = 0. Кроме того, имеют место
равенства Fε(0) = yε(1, 0) = x(ε, 0) = x0.

Если число управляющих параметров r ≥ 2 и матрица f2 имеет ранг 2, то ν(ε) ≥ k, где k —
положительное число. Если rankf2 = 1, то при достаточно малых ε имеет место неравенство
ν(ε) ≥ k1ε

2 для некоторого k1 > 0 [18]. В любом из этих случаев ε3/ν(ε) → 0 при ε → 0 и,
следовательно, ρ(G(ε) − x0, Ĝ(ε)) → 0.

З а м е ч а н и е. Для расстояния Банаха — Мазура справедливо очевидное равенство
ρ(sX, sY ) = ρ(X,Y ) для s > 0. Поэтому при выполнении условий теоремы 2 имеет место
соотношение limε→0 ρ(s(ε)(G(ε) − Fε(0)), s(ε)Ĝ(ε)) = 0 для любой функции s(ε) с положи-
тельными значениями. Масштабирующий множитель s(ε) можно выбирать из условия (см.,
например, [18])

δmax(s(ε)Ĝ(ε)) = max
‖x‖=1

δ(x|s(ε)Ĝ(ε)) = s(ε)µ(ε)
√

η(ε) = 1,

что позволяет избежать стягивания к нулю сравниваемых множеств. Равенство

s(ε)µ(ε)
√

η(ε) = 1,

как нетрудно заметить, означает, что наибольшая из полуосей эллипсоида s(ε)Ĝ(ε) равна еди-
нице.
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Заключение

В данной работе исследовано асимптотическое поведение множеств достижимости нели-
нейных управляемых систем на малых промежутках времени. Ограничения на управление и
траекторию заданы интегральным неравенством, в котором подынтегральная функция пред-
ставляет собой сумму дифференцируемой функции от состояния системы и квадратичной вы-
пуклой функции управляющих параметров. Получены достаточные условия, при выполнении
которых множество достижимости нелинейной системы является выпуклым и асимптотиче-
ски эквивалентным множеству достижимости линеаризованной вдоль траектории, отвечаю-
щей нулевому управлению, системы при достаточно малой длине промежутка. Эти достаточ-
ные условия зависят от поведения минимального собственного числа грамиана управляемости
линеаризованной системы, которая после замены времени описывается линейным дифферен-
циальным уравнением с малым параметром в правой части. Если подынтегральная функция
в ограничениях обращается в нуль на нулевом управлении, данные условия близки к ранее
полученным для случая квадратичных интегральных ограничений на управление. Асимпто-
тическая близость множеств ранее нами определялась через поведение хаусдорфова расстоя-
ния между ними, в этой статье мы определяем соответствующее понятие, используя метрику
Банаха — Мазура. Отдельный раздел статьи посвящен выяснению соотношения между ис-
пользуемыми конструкциями.
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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
ОПТИМАЛЬНОГО ГРАНИЧНОГО УПРАВЛЕНИЯ

С ДВУМЯ МАЛЫМИ СОПОДЧИНЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

А. Р.Данилин

Рассматривается задача оптимального граничного управления решениями уравнения эллиптического

типа в ограниченной области с гладкой границей с малым коэффициентом при операторе Лапласа и ма-

лым, соподчиненным с первым, коэффициентом при граничном условии и интегральными ограничениями

на управление.














Lε :=−ε2∆z + a(x)z = f(x), x ∈ Ω, z ∈ H1(Ω),

lε,βz := εβ
∂z

∂n
= g(x) + u(x), x ∈ Γ,

со следующим функционалом качества

J(u) := ‖z − zd‖
2 + ν−1|||u|||2 → inf, u ∈ U ,

где 0 < ε ≪ 1, β > 0, β ∈ Q, ν > 0, H1(Ω) — соболевское пространство функций, ∂z/∂n — производная

функции z в точке x ∈ Γ по направлению внешней (по отношению к области Ω) нормали,

a(·), f(·), zd(·) ∈ C∞(Ω), g(·) ∈ C∞(Γ), ∀x ∈ Ω a(x) > α2 > 0,

U = U1, Ur :={u(·) ∈ L2(Γ): |||u||| 6 r}.

Здесь через ‖ · ‖ обозначена норма в пространстве L2(Ω), а через ||| · ||| — норма в пространстве L2(Γ).
Получено полное асимптотическое разложение по степеням малого параметра решения рассматриваемой

задачи в случае, когда 0 < β < 3/2.

Ключевые слова: сингулярные задачи, оптимальное управление, краевые задачи для систем урав-

нений в частных производных, асимптотические разложения.

A. R.Danilin. Asymptotics of a solution to a problem of optimal boundary control with two

small cosubordinate parameters.

We consider a problem of optimal boundary control for solutions of an elliptic type equation in a bounded

domain with smooth boundary with a small coefficient at the Laplace operator, a small coefficient, cosubordinate

with the first, at the boundary condition, and integral constraints on the control:















Lε :=−ε2∆z + a(x)z = f(x), x ∈ Ω, z ∈ H1(Ω),

lε,βz := εβ
∂z

∂n
= g(x) + u(x), x ∈ Γ,

J(u) := ‖z − zd‖
2 + ν−1|||u|||2 → inf, u ∈ U ,

where 0 < ε ≪ 1, β > 0, β ∈ Q, ν > 0, H1(Ω) is the Sobolev function space, ∂z/∂n is the derivative of z at the

point x ∈ Γ in the direction of the outer (with respect to the domain Ω) normal,

a(·), f(·) ∈ C∞(Ω), g(·) ∈ C∞(Γ), ∀x ∈ Ω a(x) > α2 > 0,

U = U1, Ur :={u(·) ∈ L2(Γ): |||u||| 6 r}.

Here ‖·‖ and ||| · ||| are the norms in the spaces L2(Ω) and L2(Γ), respectively. We find the complete asymptotic

expansion of the solution of the problem in the powers of the small parameter in the case where 0 < β < 3/2.
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equations, asymptotic expansions.
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1. Постановка задачи

Пусть Ω ⊂ R
n (n = 2, 3) — ограниченная область с границей Γ := ∂Ω. Будем предполагать,

что Ω = Ω ∪ Γ есть многообразие с краем Γ класса C∞, расположенное по одну сторону от Γ.

Рассматривается следующая задача граничного оптимального управления [1, гл. 2, соот-
ношения (2.41), (2.9)]











Lε :=−ε2∆z + a(x)z = f(x), x ∈ Ω, z ∈ H1
(Ω),

lε,βz := εβ
∂z

∂n
= g(x) + u(x), x ∈ Γ,

(1.1)

J(u) := ‖z − zd‖
2
+ ν−1|||u|||2 → inf, u ∈ U , (1.2)

где 0 < ε ≪ 1, β > 0, β ∈ Q, ν > 0, H1(Ω) — соболевское пространство функций [2;3], ∂z/∂n —
производная функции z в точке x ∈ Γ по направлению внешней (по отношению к области Ω)
нормали,

a(·), f(·), zd(·) ∈ C∞
(Ω), g(·) ∈ C∞

(Γ), ∀x ∈ Ω a(x) > α2 > 0,

U = U1, Ur :=
{

u(·) ∈ L2(Γ): |||u||| 6 r
}

.
(1.3)

Здесь через ||| · ||| обозначена норма в пространстве L2(Γ). Скалярное произведение в L2(Γ)

будем обозначать через 〈·, ·〉. В пространстве L2(Ω) для нормы и скалярного произведения
используются обозначения ‖ · ‖ и (·, ·) соответственно.

Иcследование задач оптимального управления, определяемых уравнениями в частных про-
изводных, не теряет своей актуальности (см., например, [4–6] и библиографию в них).

В данной работе рассматривается обобщение задач из работ [7; 8] (β = 2) и [9] (β = 0).

Другие сингулярные задачи оптимального управления решениями эллиптических уравне-
ний рассматривались в [10; 11].

Умножив граничное условие в (1.1) на ε2−β , получим задачу стандартного вида (см. [1,
гл. 2, соотношение (2.41)]) с новыми g̃ = ε2−βg, ũ = ε2−βu, ˜U = ˜Uε2−β и ν̃ = νε4−2β . В силу
[1, гл. 2, соотношения (2.41), (2.36), (2.49)] и [7, лемма 1, соотношение (2.5)] найдется ˜λε такое,
что единственное оптимальное управление в получившейся задаче и соответствующее ему zε(·)
находятся как единственное решение следующей задачи:

ũε(·) = ˜λεpε

∣

∣

∣

Γ
,











Lεzε = f(x), Lεpε − zε = −zd(x), zε, pε ∈ H1(Ω),

ε2
∂zε
∂n

+ ˜λεpε(x) = g̃(x), ε2
∂pε
∂n

= 0, x ∈ Γ,
(1.4)

˜λε ∈ (0; ν̃] :
(

˜λε|||pε||| 6 ε2−β
)

∧
(

(ν̃ − ˜λε)(ε
2−β − ˜λε|||pε|||) = 0

)

. (1.5)

Обозначив λε := εβ−2
˜λε и вернувшись к исходным переменным, получим (1.4) и (1.5) в виде







Lεzε = f(x), Lεpε − zε = −zd(x), zε, pε ∈ H1(Ω),

lε,βzε + λεpε(x) = g(x), lε,βpε = 0, x ∈ Γ,
(1.6)

uε(·) = λεpε

∣

∣

∣

Γ
, λε ∈ (0; νε2−β

] : (λε|||pε||| 6 1) ∧
(

(νε2−β − λε) (1 − λε|||pε|||) = 0

)

. (1.7)
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Таким образом, оптимальное управление uε и состояние zε в задаче (1.1), (1.2) определя-
ются из решения задачи (1.6), (1.7).

В [11, теорема 1] показано, что задача вида







Lεz = f1(x), Lεp− z = f2(x), z, p ∈ H1(Ω),

lε,βz + λp(x) = g1(x), lε,βp = g2(x), x ∈ Γ,
(1.8)

при выполнении условий (1.3) и

f1(·), f2(·) ∈ C∞
(Ω), g1(·), g2(·) ∈ C∞

(Γ) (1.9)

разрешима единственным образом при любом ε > 0 и λ > 0 и справедливы соотношения
zε, pε ∈ C∞(Ω).

Цель работы — изучить поведение zε ,pε и λε при ε → 0 и построить асимптотическое
разложение zε, pε и λε при ε → 0 с точностью до любой степени параметра ε.

2. Априорные оценки и разрешимость краевых задач

Отметим, что решение краевой задачи (1.1) понимается в обобщенном смысле (см., напри-
мер, [1, гл. 1, § 3, п. 3.4]): для любого ϕ ∈ H1(Ω) справедливо равенство

ε2(∇zε,∇ϕ) + (a(·)zε, ϕ) − ε2−β〈g + uε, ϕ〉 = (f, ϕ). (2.1)

Как и в [7], для получения априорных оценок используются априорные оценки для эл-
липтических операторов [3, гл. 2, теорема 5.1; 12, гл. III, формула (1.11)] и частный случай
неравенства Эрлинга

|||u|||2 6 K
(

δ−1‖u‖2 + δ‖∇u‖2
)

, 0 < δ 6 δ0 (2.2)

(см., например, [13, гл. XIV, § 3, (3.3); 14, гл. I, § 6, (6.19)]). Отметим, что K в (2.2) зависит
от δ0.

В дальнейшем различные положительные константы, зависящие только от области Ω, ко-
эффициента a(·) и неизменяемых величин (например, δ0), часто будем обозначать одной и той
же буквой — K или C.

Лемма 1. Пусть выполнены условия (1.3) и (1.9), а z, p — решение задачи (1.8). Тогда

‖z‖2 + λε2−β |||p|||2 = (f1, p)− (f2, z) + ε2−β〈g1, p〉 − ε2−β〈g2, z〉. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (2.1) — определения обобщенного решения задачи (1.8) —
для z, p ∈ H1(Ω) справедливы равенства

ε2(∇z,∇p) + (a(·)z, p) + ε2−β〈λp − g1, p〉 = (f1, p),

ε2(∇p,∇z) + (a(·)p, z) − (z, z) − ε2−β〈g2, z〉 = (f2, z).

Вычитая из первого равенства второе, получим (2.3). �

Лемма 2. Пусть выполнено условие (1.3), f ∈ L2(Ω), q ∈ L2(Γ) и zε есть решение задачи

Lεzε = f(x), x ∈ Ω, zε ∈ H1
(Ω), lε,βzε = q(x), x ∈ Γ. (2.4)

Тогда существует K > 0 такое, что

max
{

‖zε‖, ε
1/2|||zε|||, ε‖∇zε‖

}

6 K(‖f‖+ ε3/2−β |||q|||) =: K ·D(f, q; ε, β). (2.5)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (2.1) и условий (1.3) для zε — решения задачи (2.4)
получим

ε2‖∇zε‖
2
+ α2‖zε‖

2
6 ‖zε‖ · ‖f‖+ ε2−β |||q||| · |||zε|||

(2.2)

6 ‖zε‖
(

‖f‖+Kδ−1ε2−β |||q|||
)

+ ‖∇zε‖Kδε2−β |||q|||.

Решая данное квадратичное неравенство относительно величин ‖zε‖ и ‖∇zε‖, имеем

‖zε‖ 6
‖f‖+Kδ−1ε2−β|||q|||

α2
+

Kδε2−β |||q|||

2αε
,

‖∇zε‖ 6
Kδε2−β |||q|||

ε2
+

‖f‖+Kδ−1ε2−β |||q|||

2αε
.

(2.6)

При δ = ε1/2 из (2.6) получим (2.5). �

Теорема 1. Пусть выполнены условия (1.3) и (1.9). Если z, p — решения задачи (1.8), то

существует K > 0 такое, что справедливы оценки

max{‖z‖, ε1/2|||z|||, ε‖∇z‖} 6 K(1 + λε1−β
) ˜D(f1, f2, g1, g2; ε, β),

max{‖p‖, ε1/2|||p|||, ε‖∇p‖} 6 K(1 + λε1−β
) ˜D(f1, f2, g1, g2; ε, β),

(2.7)

где ˜D(f1, f2, g1, g2; ε, β) := ‖f1‖+ ‖f2‖+ ε3/2−β
(

|||g1|||+ |||g2|||
)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Представим z и p в виде z = z1 + z2 и p = p1 + p2, где

Lεz1 = f1, Lεp1 = z1 + f2, lε,βz1 = g1, lε,βp1 = g2,

Lεz2 = 0, Lεp2 − z2 = 0, lε,βz2 + λp2 = −λp1, lε,βp2 = 0.

Для z1 и p1 согласно (2.5) справедливы неравенства

D(f1, g1; ε, β) 6 ˜D(f1, f2, g1, g2; ε, β)

и
D(f2 + z1, g2; ε, β) 6 ˜D(f1, f2, g1, g2; ε, β).

В силу (2.3) для z2 и p2 имеем

‖z2‖
2
+ λε2−β |||p2|||

2
= ε2−β〈−λp1, p2〉.

Отсюда λε2−β |||p2|||
2 6 λε2−β|||p1||| · |||p2|||, т. е. |||p2||| 6 |||p1|||.

Поэтому

D(0, λ(p1 + p2); ε, β) 6 2λε3/2−β |||p1||| 6 2λε3/2−βε−1/2
˜D(f1, f2, g1, g2; ε, β),

а D(z2, 0; ε, β) 6 ‖z2‖. Наконец, вследствие неравенства треугольника выводим оценки (2.7). �

Утверждение 1. Пусть a(·), f(·) и g(·) удовлетворяют условиям (1.3).
Если zε(·), pε(·) ∈ C∞(Ω) есть решение задачи (1.6), (1.7), то при ε → 0 справедливы

следующие асимптотические представления:

‖zε‖ = O(1) +O
(

ε3/2−β
)

, |||zε||| = O(ε−1/2
) +O

(

ε1−β
)

,

‖∇zε‖ = O(ε−1
) +O

(

ε1/2−β
)

, ‖pε‖ = O(1) +O
(

ε3/2−β
)

,

|||pε||| = O(ε−1/2
) +O

(

ε1−β
)

, ‖∇pε‖ = O(ε−1
) +O

(

ε1/2−β
)

.

(2.8)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу того что λε|||pε||| 6 1 для zε, имеем

D(f,−λpε + g; ε, β) 6 ‖f‖+ ε3/2−β
(|||pε|||+ 1) = O(1) +O

(

ε3/2−β
)

;

это согласно (2.5) доказывает асимптотические оценки для zε. Теперь для pε получим

D(zε − zd, 0; ε, β) 6 ‖zd‖+ ‖zε‖ = O(1) +O
(

ε3/2−β
)

;

это согласно (2.5) доказывает асимптотические оценки для pε. �

В силу (2.8) и того, что λε = O
(

ε2−β
)

(см. (1.7)), выводим λε|||pε||| = O
(

ε3/2−β
)

+O
(

ε3−2β
)

.

Тем самым если 3 > 2β, то λε|||pε||| = o(1) при ε → 0 и, следовательно, в силу (1.7)
λε = νε2−β.

В дальнейшем будем считать, что

3

2
> β, λε = νε2−β . (2.9)

В этом случае справедлива следующая теорема аппроксимации для zε и pε.

Теорема 2. Пусть функции f1,ε,m(·), f2,ε,m(·) ∈ C∞(Ω), g1,ε,m(·), g2,ε,m(·) ∈ C∞(Γ) и вы-

полнены условия (1.3) и (2.9). Если

max
{

‖fi,ε,m‖, |||gi,ε,m||| : i = 1, 2
}

= O(εm), ε → 0,

а zm, pm — решение задачи







Lεzm = f(x) + f1,ε,m(x), Lεpm + zm = −zd(x) + f2,ε,m(x), zm, pm ∈ H1
(Ω),

lε,βzm + νε2−βpm(x) = g(x) + g1,ε,m(x), lε,βpm = g2,ε,m(x), x ∈ Γ,
(2.10)

то для zε,m := zε − zm и pε,m := pε − pm, где zε, pε, — решение задачи (1.6), (2.9), справедливы

следующие асимптотические оценки:

max

{

‖zε,m‖, ε1/2|||zε,m|||, ε‖∇zε,m‖, ‖pε,m‖, ε1/2|||pε,m|||, ε‖∇pε,m‖
}

= O(εm), ε → 0. (2.11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функции zε,m и pε,m удовлетворяют системе вида (2.10) с пра-
выми частями порядка O(εm). В силу теоремы 1 с учетом соотношения (2.9) получим

˜D(f1,ε,m, f2,ε,m, g1,ε,m, g2,ε,m; ε, β) = O(εm) +O(εm) + ε3/2−β
(

O(εm) +O(εm)
)

= O(εm). �

Отметим, что вследствие гладкости коэффициентов всех разложений из априорных оценок
Шаудера (см., напрмер, [3, гл. 2, теорема 5.1]) и теормы вложения Соболева [2, гл. I, п. 8,
теорема 1] следует, что соотношения (2.11) справедливы и в равномерной норме.

3. Построение асимптотики

В силу теоремы 2 для построения асимптотического разложения решения рассматриваемой
задачи нужно построить его формальное асимптотическое решение (ф. а. р.) (см., например,
[15, с. 10]), которое осуществляется аналогично тому, как это делается в случае одного урав-
нения [16;17].

Внешнее разложение решения ищем в виде рядов

zout(x, ε) =

∞
∑

k=0

ε2kzk(x), pout(x, ε) =

∞
∑

k=0

ε2kpk(x), ε → 0. (3.1)
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Коэффициенты zk(x), pk(x) находятся из соответствующей рекуррентной системы



















z0(x) = −
f(x)

a(x)
, p0(x) =

z0(x)− zd(x)

a(x)
,

z2k(x) =
∆z2k−2

a(x)
, p2k =

∆p2k−2 + z2k
a(x)

, k > 1.

(3.2)

Все z2k(x), p2k(x) ∈ C∞(Ω), но не удовлетворяют граничным условиям.

Для того чтобы устранить невязку в граничных условиях, построим экспоненциально убы-
вающие функции в окрестности всей границы Γ, удовлетворяющие соответствующей однород-
ной системе.

С учетом гладкости Γ в ее малой окрестности можно ввести систему координат (s; τ), где
s — это координаты на Γ, а τ — расстояние от текущей точки x ∈ Ω до Γ.

Пограничный слой имеет ширину порядка ε, а поправочные функции (внутреннее разло-
жение) нужны не во всей области Ω, а лишь в ее малой окрестности. Поэтому после постро-
ения поправочные функции необходимо умножить на срезающую функцию η, т. е. функцию
c носителем в малой окрестности границы и равной тождественно 1 в некоторой меньшей
окрестности границы.

В пограничном слое перейдем к новым, растянутым, координатам (см., например, [15,
c. 31–34]) ξ = τε−1.

При этом оператор Lε перейдет в оператор

˜LεZ = −
∂2

∂ξ2
Z − εL1

∂

∂ξ
Z − ε2L2Z + ã(s, εξ)Z =: −

∂2

∂ξ2
Z + ã(s, εξ)Z + εMεZ. (3.3)

Здесь L1 и L2 — дифференциальные операторы 1-го и 2-го порядка, содержащие лишь диф-
ференцирование по переменной s, с гладкими коэффициентами от s и τ = εξ, а ã(s, τ) — это
функция a(x) в переменных s, τ .

Таким образом, однородная система для функций пограничного слоя в переменных s и ξ,
соответствующая системе из (1.4), имеет вид

{

˜L0,εZ :=−
∂2

∂ξ2
Z + ã(s, εξ)Z = −εMεZ, ˜L0,εP − Z = −εMεP. (3.4)

Для граничных условий, с учетом того что

∂

∂n
Z(s, τ/ε) = −

∂

∂τ
Z(s, τ/ε) = −ε−1 ∂

∂ξ
Z(s, ξ),

выводим следующие соотношения:























−εβ−1 ∂

∂ξ
Z(s, 0) + εβ

∂̃

∂n
zout(s, 0) + νε2−β

(

P (s, 0) + p̃out(s, 0)
)

as
= g̃(s),

−εβ−1 ∂

∂ξ
P (s, 0) + εβ

∂̃

∂n
pout(s, 0)

as
= 0.

(3.5)

Здесь волна над функцией, определенной в переменных x, означает выражение этой функции
в переменных s и τ .

Система (3.4) показывает, что если Z имеет порядок γ (т. е. Z = O(εγ)), то и P имеет тот
же порядок. В этом случае порядки слагаемых в (3.5) таковы: β − 1 + γ, β, 2− β + γ и 2− β.
Главное слагаемое должно иметь порядок 0. В силу условий (2.9) это β − 1 + γ. Тем самым
γ = 1− β. Последнее соотношение определяет вид разложения в пограничном слое.
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Пусть β = ñ/m̃ — несократимая дробь. Тогда

Zin(s, ξ, ε) = ε1−β

∞
∑

m=0

εm/m̃Zm(s, ξ), Pin(s, ξ, ε) = ε1−β

∞
∑

m=0

εm/m̃Pm(s, ξ). (3.6)

Подставляя ряды (3.6) в систему (3.4) и разлагая коэффициенты в уравнениях системы и
операторов ˜L0,ε и Mε, определенных в (3.3), в ряды Тейлора по переменной τ = εξ, получим
следующую систему:











˜L0Z0 :=−
∂2

∂ξ2
Z0 + ã0(s)Z0 = 0, ˜L0P0 + Z0 = 0,

˜L0Zm = Fm(s, ξ), ˜L0Pm + Zm = Gm(s, ξ), m > 0,

(3.7)

где Fm(s, ξ) и Gm(s, ξ) линейно выражаются через предыдущие функции Zk, Pk и их произ-
водные и полиномиально зависят от ξ и гладко от s, а функция

a(x) = ã(s, εξ) =

∞
∑

i=0

εiξiãi(s)

разложена в ряд по степеням малого параметра.
Подстановка соответствующих рядов в граничные условия приведет к следующим систе-

мам:


















−
∂

∂ξ
Z0(s, 0) = g̃(s), −

∂

∂ξ
P0(s, 0) = 0,

−
∂

∂ξ
Zm(s, 0) = g̃1,m(s), −

∂

∂ξ
Pm(s, 0) = g̃2,m(s), m > 1,

(3.8)

где функции gm(·), qm(·) определяются внешним разложением, функциями Zk, Pk при k < m,
при этом Zm и Pm должны экспоненциально убывать при ξ → +∞.

Таким образом, задачи для нахождения Zm и Pm имеют следующий вид:











˜L0Z = F, ˜L0P + Z = G,

−
∂

∂ξ
Z(s, 0) = g̃1(s), −

∂

∂ξ
P (s, 0) = g̃2(s).

(3.9)

Как хорошо известно, первое уравнение из (3.9) имеет нужное нам решение вида

Z(s, ξ) = C1(s)e
−
√

ã0(s)ξ + ̂Z(s, ξ), (3.10)

где C1(s) — функция, подлежащая определению, а ̂Z(s, ξ) — какое-нибудь частное решение
уравнения ˜L0Z = F . При этом если

F (s, ξ) = e−
√

ã0(s)ξQl(s, ξ),

где Ql(s, ξ) — полином степени l по ξ с коэффициентами, зависящими от s, то

̂Z(s, ξ) = e−
√

ã0(s)ξξQl,1(s, ξ).

Здесь Ql,1(s, ξ) — тоже полином степени l по ξ с коэффициентами, зависящими от s, однозначно
определяемый по Ql(s, ξ).

Теперь второе уравнение из (3.9) в силу (3.10) можем записать как

˜L0P = C1(s)e
−
√

ã0(s)ξ + ̂Z(s, ξ) +G(s, ξ),
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а любое, экспоненциально убывающее при ξ → +∞ решение этого уравнения определяется
формулой

P (s, ξ) = C2(s)e
−
√

ã0(s)ξ + C1(s)
ξ

2
√

ã0(s)
e−

√
ã0(s)ξ + ̂P (s, ξ), (3.11)

где ̂P (s, ξ) — какое-нибудь частное решение уравнения ˜L0P = ̂Z(s, ξ) +G(s, ξ).

Неизвестные функции C1(s) и C2(s) определятся из граничных условий задачи (3.9) — они
(в силу (3.10) и (3.11)) являются решением системы уравнений















−
∂

∂ξ
Z(s, 0) =

√

ã0(s)C1(s)−
∂

∂ξ
̂Z(s, 0) = g̃1(s),

−
∂

∂ξ
P (s, 0) =

√

ã0(s)C2(s)− C1(s)
1

2
√

ã0(s)
−

∂

∂ξ
̂P (s, 0) = g̃2(s),

из которой получим

C1(s) =

g̃1(s) +
∂

∂ξ
̂Z(s, 0)

√

ã0(s)
, C2(s) =

g̃2(s) +
∂

∂ξ
̂P (s, 0) +

C1(s)

2
√

ã0(s)
√

ã0(s)
.

Таким образом, задача (3.7), (3.8) при каждом m > 0 имеет единственное экспоненциально
убывающее решение решение {Zm, Pm}.

Теперь ряды

zit =

∞
∑

k=0

ε2kzk(x) + η(s, τ)ε1−β
∞
∑

m=0

εm/m̃Zm(s, ξ)

pit =
∞
∑

k=0

ε2kpk(x) + η(s, τ)ε1−β
∞
∑

m=0

εm/m̃Pm(s, ξ),

(3.12)

где x и τ, s связаны введенной системой координат, хорошо аппроксимируют всю задачу (1.6),
(2.9). Поэтому справедлива следующая основная теорема.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (1.3) и (2.9). Тогда ряды (3.12), коэффициенты ко-

торых для рядов (3.1) определяются по формулам (3.2), а для рядов (3.6) — как решения

задач (3.7), (3.8), суть равномерные (как в смысле пространства H1(Ω), так и в смысле про-

странства C(Ω)) асимптотические разложения при ε → 0 функций zε(x) и pε(x) — решения

задачи (1.6), (2.9).
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ТРАЕКТОРНОЕ УПРАВЛЕНИЕ НАБЛЮДЕНИЯМИ В 3D С БОРТА БПЛА
ПО УГЛОМЕРНОЙ ИНФОРМАЦИИ1

Д. Д.Емельянов, Е. Я.Рубинович

В 3D рассматривается задача управления траекторией беспилотного летательного аппарата (БПЛА).

Цель управления – повышение точности оценивания пространственных координат БПЛА по дискрет-

ным угловым измерениям положения некоторого неподвижного маяка в процессе наведения БПЛА на
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Введение

При выполнении автономных миссий беспилотными летательными аппаратами (БПЛА)
часто ставится навигационная задача определения на борту БПЛА собственных элементов
движения (координат и скоростей) на основе текущей информации от неподвижного радиома-
яка. Однако точность оценки этих элементов движения (ЭД) существенно зависит от траекто-
рии, по которой БПЛА, играя роль мобильного наблюдателя, движется в процессе наблюдения
(слежения), что связано с проблемой наблюдаемости [1].

В связи с этим естественно возникает проблема построения в реальном масштабе времени
рациональной (с точки зрения повышения точности оценки ЭД) траектории движения БПЛА.
Другими словами – задача траекторного управления наблюдениями с борта подвижного на-
блюдателя.

Целью данной работы является оптимизация описанного выше процесса слежения.
Фактически процесс слежения состоит из двух взаимосвязанных процессов: процесса сбо-

ра информации о цели (объекте наблюдения) и процесса обработки этой информации. Управ-
ление процессом сбора информации называется управлением наблюдениями, а сам процесс
обработки наблюдений называется фильтрацией.

Сложность построения оптимальных процедур сбора и обработки информации при движе-
нии в реальном времени напрямую связана с нелинейностью как уравнений движения системы
“наблюдатель-цель”, так и уравнений, описывающих угловые измерения (пеленг цели и угол
ее возвышения) [2; 3].

Для получения оценок ЭД могут быть использованы хорошо известные расширенные (ли-
неаризованные в окрестности текущей оценки) фильтры Калмана (EKF фильтры), методы

1Работа выполнена при частичной поддержке Программы 7 Президиума РАН.
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псевдоизмерений [4] или различные байесовские методы фильтрации: метод Монте-Карло [5]
или метод гауссовской суммы [6]. Последние методы могут быть легко распространены на слу-
чай нескольких датчиков [7]. Однако в [8] показано, что оценки ЭД, полученные с помощью
приведенных выше методов фильтрации, имеют примерно одинаковую точность.

Из-за габаритных и энергетических ограничений бортовые вычислители БПЛА, как прави-
ло, являются относительно малопроизводительными, что требует достаточно простых (рекур-
рентных) алгоритмов фильтрации, построенных, например, на основе расширенного (линеари-
зованного) фильтра Калмана. "Простота" таких алгоритмов и, в частности, ошибки линеари-
зации компенсируются лучшей информацией о цели, получаемой при оптимизации процесса
наблюдения. Численные эксперименты показывают, что линеаризованный фильтр Калмана с
траекторным управлением наблюдениями дает оценки ЭД не хуже, а иногда и лучше, чем
сложные нелинейные алгоритмы фильтрации при произвольном (не оптимальном) движении
наблюдателя [9].

В случае локализации неподвижной цели одна задача построения оптимальной траектории
БПЛА была исследована в [2].

Один субоптимальный метод построения траекторий БПЛА рассмотрен в [3], где управле-
ние БПЛА на фиксированном временном интервале [0, T ] строится в виде линейной комбина-
ции первых N базисных функций некоторого ортонормированного на [0, T ] базиса. В качестве
такого базиса предлагается система ортогональных многочленов Чебышева.

Такой подход позволяет свести задачу оптимального управления к задаче нахождения мак-
симума функций многих переменных (коэффициентов разложения по базису). Однако выбор
числа N в [3] не обсуждается, поэтому получить оценки потерь в значении функционала при
переходе к субоптимальному методу решения задачи не представляется возможным.

В [10] задача оптимального управления БПЛА ставится в терминах частично наблюдае-
мых марковских процессов принятия решений. В частности, рассматривается задача постро-
ения траектории БПЛА, осуществляющего наблюдения по азимуту и углу места в течение
фиксированного интервала наблюдения [0, T ] за движущейся целью. Cоответствующие зада-
чи оптимального управления Майера сформулированы и решены численно с использованием
принципа максимума Л.С. Понтрягина.

В настоящей статье рассматривается пространственная задача управления движущимся
наблюдателем, который оценивает вектор своих координат и строит свое управление на основе
дискретных измерений углового положения неподвижного маяка, расположенного в начале
координат.

Специфика задачи заключается в том, что наблюдатель (БПЛА) имеет оптическую систе-
му визирования с фиксированным фокусным расстоянием, которая в силу своих конструктив-
ных особенностей способна измерять тангенсы углов азимута и возвышения (а не сами углы!)
с некоторыми ошибками, которые мы будем считать независимыми и нормально распределен-
ными. Требуется построить управление наблюдателем, которое переводило бы его за заданное
время на некоторое конечное многообразие и одновременно повышало бы точность оценки
трехмерного координатного вектора наблюдателя с помощью EKF-фильтра.

При решении этой задачи используется подход, изложенный в [11], который обобщается на
случай пространственного движения наблюдателя. Близкая постановка рассматривалась в [9] с
иной динамикой наблюдателя, где измерению были доступны собственно угловые координаты
цели, а не их тангенсы.

1. Постановка задачи

1.1. Геометрия задачи

Рассмотрим пространственную задачу управления точечным объектом — наблюдате-
лем P — по угломерной информации. Для описания движения объекта P введем декартову
систему координат OXYZ (рис. 1).
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Рис. 1. К постановке задачи

В начальный момент времени t = τ0 наблюдатель P находится в точке с координатами
(x(τ0), y(τ0), z(τ0)). Дальнейшее его движение описывается следующей системой уравнений:

ẋ = V, ẏ = u1, ż = u2. (1.1)

Здесь

x = x(t), y = y(t), z = z(t) — компоненты радиус-вектора R(t) наблюдателя в систе-
ме OXYZ;

u = (u1(t), u2(t)) — двумерный вектор управления наблюдателя;

V — заданная постоянная скорость, V > 0.

Управляя скоростями u1(t) и u2(t) своего движения вдоль осей OY и OZ, наблюдатель
должен в заданный момент t = T попасть на ось OX. Особенностью динамики наблюдателя
является то, что его движение вдоль оси OX (со скоростью V ) не зависит от управления.

Предполагается, что точные координаты начальной точки (x(τ0), y(τ0), z(τ0)) не известны,
задана только их априорная оценка

Z = (Zx, Zy, Zz)

и известно, что x(τ0) < V (τ0−T ), т. е. наблюдатель P всегда находится слева от плоскости OYZ.

В процессе движения наблюдатель производит в дискретные моменты времени ti = τ0+ i∆
измерения ζi = ζ(ti) вида (тангенсы углов возвышения и азимута относительно неподвижного
маяка, расположенного в точке O начала координат)

ζ1i =
yi
xi

+ σ0 η1i, ζ2i =
zi
xi

+ σ0 η2i, i = 1, 2, . . . .

Здесь

ζi = (ζ1i, ζ2i) — двумерный вектор измерений;

xi = x(ti), yi = y(ti), zi = z(ti), ηi = (η1i, η2i) — последовательность независимых гауссов-
ских случайных векторов с нулевым средним и единичной ковариационной матрицей;

σ0 — среднеквадратическая ошибка измерений;

∆ — интервал между измерениями, ∆ ≪ T − τ0.

Задачей наблюдателя является построение оценки ̂R вектора R = (x, y, z) к моменту T по

данным наблюдений ζi. Для построения оценки ̂R = (̂x, ̂y, ̂z) наблюдатель применяет расши-
ренный фильтр Калмана (EKF-фильтр), алгоритм которого в рассматриваемом случае запи-
сывается следующим образом.
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1.2. EKF-фильтр

1) Одношаговая экстраполяция (i = 1, 2, . . . ):

˜xi = ̂xi−1 + V ∆, ˜yi =
̂yi−1 +

ti
∫

ti−1

u1(s) ds,

˜zi = ̂zi−1 +

ti
∫

ti−1

u2(s) ds, ˜γ(ti) = γ(ti−1),

где γ(·) — ковариационная матрица ошибок оценивания размера 3×3. Начальная оценка ̂R(t0)
и начальная ковариационная матрица γ(t0) фильтра Калмана имеют вид

̂x(t0) = Zx, ̂y(t0) = Zy,

̂z(t0) = Zz, γ(t0) = G,

где Z = (Zx, Zy, Zz) — вектор априорной оценки, G — заданная ковариационная матрица
ошибок априорного оценивания.

2) Матрица коэффициента усиления:

Ki =
˜γ(ti)H

T
i

(

Hi
˜γ(ti)H

T
i + σ20I2

)−1
.

Здесь символ T обозначает транспонирование, Ik — единичная матрица размера k × k, Hi =

H(˜Ri) — линеаризованная в окрестности прогнозируемой одношаговой оценки матрица на-
блюдений вида

H(˜R) =
1

x̃

[

−ϕ(˜R) 1 0

−ψ(˜R) 0 1

]

,

где введены обозначения: ˜R =
(

x̃, ỹ, z̃
)

,

ϕ(˜R) =
ỹ

x̃
, ψ(˜R) =

z̃

x̃
.

3) Оценка фильтрации и ковариационная матрица ошибок оценивания:

̂R(ti) = ˜R(ti) +Ki

[

ζ1i − ϕ
(

˜R(ti)
)

ζ2i − ψ
(

˜R(ti)
)

]

, γ(ti) = (I3 −KiHi)
˜γ(ti) .

Требуется построить управление u, которое переводит наблюдателя P в момент T на пря-
мую OX по траектории, обеспечивающей эффективную работу применяемого фильтра Кал-
мана. Критерием эффективности работы фильтра является точность оценивания компонент
вектора R к моменту T , которая характеризуется диагональными элементами ковариационной
матрицы γ(T ). Поэтому в качестве критерия предлагается следующий функционал:

J(T ) =
3

∑

j=1

βjγjj(T ), (1.2)

где βj , j = 1, 2, 3, — весовые коэффициенты, определяющие чувствительность критерия J к
точности оценивания отдельных компонент вектора R(T ).
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2. Вспомогательная задача оптимального управления

Заметим, что поставленная задача является нелинейной задачей стохастической оптими-
зации с критерием (1.2), зависящим от ковариационной матрицы γ(T ). Эта задача содержит в
себе следующую принципиальную трудность. Дело в том, что находясь в процессе движения
в произвольной точке (R(t), γ(t)), вычислить будущее значение матрицы γ(T ) не представ-
ляется возможным. В самом деле, как видно из уравнений расширенного фильтра Калмана,
элементы матрицы γ(T ) суть случайные величины, зависящие от всей реализации наблюде-
ний {ζi} от момента τ0 до момента T . Данная зависимость обусловлена тем, что в выражение
для линеаризованной матрицы наблюдений H(·) явно входят компоненты экстраполирован-

ного вектора ˜R, который, в свою очередь, зависит от вектора оценки ̂R и, следовательно, от
реализации наблюдений. В текущий же момент t реализация будущих наблюдений, очевидно,
неизвестна.

Создавшиеся проблемы снимет переход к так называемым условно-программным управле-
ниям наблюдателя. Суть такого подхода – в следующем. Примем текущий момент времени τ
за начальный t0, а текущую оценку вектора ̂R(τ) — за точное его значение, т. е. оценка ̂R(τ)
принимается за точно известную начальную позицию наблюдателя. Тогда траектория наблю-
дателя R(t) при t > τ находится путем интегрирования уравнений (1.1) с управлением u(t).
В случае частых наблюдений дальнейшую эволюцию ковариационной матрицы γ(t) при t > τ
можно аппроксимировать дифференциальным уравнением [12, теорема 10.3]

Γ̇(t) = −
1

σ2
Γ(t)HT

(R(t))H(R(t)) Γ(t), (2.1)

где Γ(τ) = γ(τ), σ = σ0
√

∆. В рамках такой аппроксимации значение матрицы γ (T ) бу-
дем считать известным и равным значению Γ (T ), которое находится путем интегрирования
уравнения (2.1) с начальным условием γ (τ) вдоль известной траектории R(t). Таким обра-
зом, уравнения (2.1) и (1.1) задают связь между терминальным значением матрицы γ (T ) и
управлением наблюдателя.

Найдем оптимальное управление u∗ (t), переводящее наблюдателя из точки R (τ) на ось OX
в момент T и минимизирующее терминальный критерий как функцию аппроксимированной
матрицы γ (T ).

Пусть эта вспомогательная задача оптимального управления решена и найдено оптималь-
ное управление из класса программных, т. е являющихся функциями времени, начального
момента τ , начальной позиции ̂R (τ) и начальной ковариационной матрицы γ(τ).

Далее в течение некоторого отрезка времени ∆τ наблюдатель движется по выработан-
ной программе, обрабатывая результаты наблюдений, после чего производится корректировка
программного управления, т. е. вычисление нового оптимального управления как функции вре-
мени, нового начального момента, новой начальной позиции и обновленной ковариационной
матрицы. Управление, получаемое описанным способом, и называется условно-программным.

Фактически в рамках данного подхода решение стохастической задачи траекторного управ-
ления наблюдениями сводится к решению вспомогательной задачи оптимального управления
с периодически обновляющимися начальными условиями и терминальным условием, означаю-
щим попадание наблюдателя на ось OX в момент T . Критерий оптимизации при этом должен
характеризовать качество оценивания компонент вектора R к моменту T .

Применим описанный подход для решения рассматриваемой задачи. В качестве критерия
оптимизации для вспомогательной задачи возьмем следующий функционал

J(T ) =

3
∑

j=1

βj Γjj(T ) +

T
∫

t0

(

u21(s) + u22(s)
)

ds, (2.2)
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где Γjj, j = 1, 2, 3 — диагональные элементы матрицы Γ, βj — положительные весовые ко-
эффициенты. Заметим, что критерий (2.2) отличается от критерия (1.2) дополнительно вве-
денной интегральной частью, которая предназначена для предотвращения появления реали-
заций условно-программного управления, требующих значительного расхода управляющего
воздействия, а также для регуляризации вспомогательной задачи при малых значениях весо-
вых коэффициентов. Из критерия (2.2), в частности, видно, что матричная переменная Γ(t),
подчиняющаяся уравнению (2.1), играет роль дополнительной фазовой переменной в вспомо-
гательной задаче оптимального управления.

Для дальнейших выкладок удобно в критерии (2.2) перейти от матрицы Γ(t) к обратной
матрице D(t) = Γ−1(t). Эволюция матрицы D(t) описывается уравнением

Ḋ(t) =
1

σ2
HT H с начальным условием D(t0) = γ−1

(t0).

Тогда математическая модель вспомогательной задачи оптимального управления наблю-
дателем P принимает следующий вид.

1. Дифференциальные уравнения динамики управляемой системы при t ∈ [t0, T ]

ẋ = V, ẏ = u1, ż = u2 ṙ = u21 + u22, (2.3)

Ḋ =
1

(σ x)2





ϕ2 + ψ2 −ϕ −ψ
−ϕ 1 0

−ψ 0 1



 , (2.4)

где D = D(t), ϕ = ϕ(R(t)), ψ = ψ(R(t)), x = x(t), y = y(t), z = z(t); r = r(t) — характеризует
расход управляющего воздействия к моменту t.

2. Начальные условия при t = t0

x(t0) = x0, y(t0) = y0, z(t0) = z0,

r(t0) = 0, D(t0) = γ−1(t0).
(2.5)

3. Терминальные условия при t = T

y(T ) = 0, z(T ) = 0. (2.6)

4. Критерий оптимизации

J(T ) =
3

∑

j=1

βj
(

D−1
(T )

)

jj
+ r(T ) −→ min . (2.7)

При решении задачи (2.3)–(2.7) рассмотрим вначале случай произвольных весовых коэф-
фициентов βj , j = 1, 2, 3, после чего на основании полученных результатов исследуем частный
случай β2 = 0, β3 = 0, при котором, как следует из вида функционала (2.7), нас интересует
точность оценивания только x-компоненты вектора R на момент T .

3. Решение вспомогательной задачи оптимального управления

Для решения задачи (2.3)–(2.7) применим необходимые условия оптимальности в форме
принципа максимума. В соответствии с этой методикой запишем функцию Гамильтона для
рассматриваемой задачи

H = λ1 V + λ2 u1 + λ3 u2 + λ4
(

u21 + u22
)

+
1

(σ x)2
(

λ5
(

ϕ2
+ ψ2

)

− (λ6 + λ7)ϕ− (λ8 + λ9)ψ + λ10 + λ11
)

,
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где λ = (λ1, . . . , λ11) — вектор сопряженных переменных (множителей Лагранжа), не обра-
щающихся в нуль одновременно. Здесь λ1, . . . , λ4 отвечают переменным (2.3), а λ5, . . . , λ11 —
переменным d11, d12, d21, d13, d31, d22, d33 соответственно, где dij, i, j = 1, 2, 3, — элементы мат-
рицы D(T ). Сопряженные переменные удовлетворяют следующей системе уравнений:

а) λ̇1 = s(x)
(

4λ5
(

ϕ2 + ψ2
)

− 3(λ6 + λ7)ϕ− 3(λ8 + λ9)ψ + 2(λ10 + λ11)
)

,

б) λ̇2 = s(x) (λ6 + λ7 − 2λ5ϕ) ,

в) λ̇3 = s(x) (λ8 + λ9 − 2λ5ψ) ,

г) λ̇i = 0, i = 4, . . . , 11,

(3.1)

где s(x) = (σ2 x3)−1. Из уравнений (3.1 г) следует, что

λi = const, i = 4, . . . , 11. (3.2)

В соответствии с принципом максимума в момент T имеет место условие трансверсальности

λ1δx+ λ2δy + λ3δz + (λ4 + 1)δr + (λ5 + κ11)δd11

+ (λ6 + κ12)δd12 + (λ7 + κ21)δd21 + (λ8 + κ13)δd13

+ (λ9 + κ31)δd31 + (λ10 + κ22)δd22 + (λ11 + κ33)δd33 = 0,

где κij — частные производные функционала (2.7) по элементам dij матрицы D(T ), i, j = 1, 2, 3.

Из (2.6) следует, что вариации δy и δz в момент T равны нулю, а остальные вариации, в
частности δr и δdij , произвольны. С учетом этого обстоятельства и равенств (3.2) находим

λ4 ≡ −1, λ5 ≡ −κ11, λ6 ≡ −κ12, λ7 ≡ −κ21,

λ8 ≡ −κ13, λ9 ≡ −κ31, λ10 ≡ −κ22, λ11 ≡ −κ33.
(3.3)

Дифференцирование функционала (2.7) по dij с учетом симметричности матрицы D(T ) дает

κ11 = −

3
∑

j=1

βj(D
−1

(T ))21j ,

κ12 ≡ κ21 = −β3
d12
m

− (D−1
(T ))12

3
∑

j=1

βj(D
−1

(T ))jj ,

κ13 ≡ κ31 = −β2
d13
m

− (D−1
(T ))13

3
∑

j=1

βj(D
−1

(T ))jj ,

где введено обозначение m = detD(T ).

Оптимальное управление u∗(t) = (u∗1(t), u
∗
2(t)) должно доставлять максимум гамильтониа-

ну H. Так как ограничения на компоненты u1, u2 отсутствуют, условия максимума H дают

∂H

∂u1
= λ2 + 2λ4 u1 = 0,

∂2H

∂u21
= 2λ4 ≡ −2 < 0,

∂H

∂u2
= λ3 + 2λ4 u2 = 0,

∂2H

∂u22
= 2λ4 ≡ −2 < 0.

С учетом тождества λ4 ≡ −1 оптимальные управления принимают вид

u∗1(t) =
λ2(t)

2
, u∗2(t) =

λ3(t)

2
. (3.4)
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Подставим оптимальные управления (3.4) в уравнения движения (2.3):

ẏ(t) =
λ2(t)

2
, ż(t) =

λ3(t)

2
.

Продифференцируем по времени правые и левые части данных соотношений и подставим в
правые части получившихся после дифференцирования уравнений выражения для λ̇2 и λ̇3 из
(3.1 б,в). С учетом условий (3.3) выводим

d2y

dt2
=

λ̇2
2

=
1

σ2x3

(

κ11
y

x
− κ12

)

,

d2z

dt2
=

λ̇3
2

=
1

σ2x3

(

κ11
z

x
− κ13

)

.

Сделаем в этих уравнениях замену аргумента и перейдем от времени t к координате x по
формуле, вытекающей из уравнения движения наблюдателя вдоль оси OX:

t =
x− x0
V

,
d

dx
=

1

V

d

dt
.

После замены аргумента получаем систему дифференциальных уравнений второго порядка,
которая определяет вид оптимальной траектории y(x), z(x). Имеем

y′′ = −ε2
y

x4
+ ε2

B1

x3
, z′′ = −ε2

z

x4
+ ε2

B2

x3
, (3.5)

где ′ обозначает дифференцирование по x, x = x0 + V (t− t0), а

ε2 = −
κ11

(σ V )2
, B1 =

κ12
κ11

, B2 =
κ13
κ11

. (3.6)

Общее решение системы (3.5) выглядит следующим образом:

y(x) = A1 x sin

( ε

x
+ f1

)

+B1 x, (3.7)

z(x) = A2 x sin

( ε

x
+ f2

)

+B2 x, (3.8)

где Ai, fi, i = 1, 2,— константы, которые находятся из краевых условий (2.5), (2.6) для функций
x(t), y(t), z(t). Эти условия дают

A1 sin

( ε

x0
+ f1

)

= ϕ0 −B1, A1 sin

( ε

a
+ f1

)

= −B1,

A2 sin

( ε

x0
+ f2

)

= ψ0 −B2, A2 sin

( ε

a
+ f2

)

= −B2,

где ϕ0 = ϕ(R(t0)), ψ0 = ψ(R(t0)), a = x(T ) = x0+V (T − t0). Решая данную систему уравнений
относительно Ai и fi, i = 1, 2, и подставляя результат в (3.7), (3.8), получаем

y(x) =
x

sin ξ

(

B1 sin

( ε

x
−

ε

x0

)

+ (ϕ0 −B1) sin

( ε

x
−
ε

a

))

+B1 x, (3.9)

z(x) =
x

sin ξ

(

B2 sin

( ε

x
−

ε

x0

)

+ (ψ0 −B2) sin

( ε

x
−
ε

a

))

+B2 x, (3.10)

где ξ = ε(x−1
0 − a−1). Заметим, что вид оптимальной траектории (3.9), (3.10) не меняется при

замене ε на −ε, поэтому без ограничения общности можно считать, что ε > 0. Характерный
вид траекторий, описываемых уравнениями (3.9), (3.10) показан на рис. 2.
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O X

Y

x0

y0

B

a

Рис. 2. Характерный вид траектории наблюдателя

Прямая OB, показанная пунктиром, имеет угловой коэффициент равный B1. Из рис. 2
видно, что на траектории (3.9), (3.10) движение наблюдателя представляет собой характерное
колебание относительно прямой OB, амплитуда которого убывает с уменьшением модуля x(t),
а частота — возрастает. При этом параметр ε имеет смысл начальной пространственной ча-
стоты колебаний.

Входящие в уравнения (3.9), (3.10) параметры ε, B1 и B2 задаются равенствами (3.6),
которые после подстановки значений производных κ11, κ12, κ13 принимают следующий вид

ε =

√

β1Γ2
11(T ) + β2Γ2

12(T ) + β3Γ2
13(T )

σV
, (3.11)

B1 =
Γ12(T ) (β1Γ11(T ) + β2Γ22(T )) + β3Γ13(T )Γ23(T )

β1Γ2
11(T ) + β2Γ2

12(T ) + β3Γ2
13(T )

, (3.12)

B2 =
Γ13(T ) (β1Γ11(T ) + β3Γ33(T )) + β2Γ12(T )Γ23(T )

β1Γ
2
11(T ) + β2Γ

2
12(T ) + β3Γ

2
13(T )

, (3.13)

где для краткости записи вместо элементов матрицы D(T ) подставлены соответствующие эле-
менты матрицы Γ(T ) = D−1(T ). Сама матрица D(T ) находится путем интегрирования урав-
нений (2.4) на оптимальной траектории, описываемой уравнениями (3.9), (3.10). Результаты
интегрирования имеют вид

d11 = d11(t0) + L (2Q(ξ) [B1(ϕ0 − 2B1) +B2(ψ0 − 2B2)]

+ 4C(ξ) [B1(ϕ0 −B1) +B2(ψ0 −B2)]

+ S(ξ)
[

(ϕ0 − 2B1)
2 + (ψ0 − 2B2)

2
]

+B2
1 +B2

2

)

,

d12 = d12(t0)− L (B1 +Q(ξ)(ϕ0 − 2B1)) ,

d13 = d13(t0)− L (B2 +Q(ξ)(ψ0 − 2B2)) ,

d22 = d22(t0) + L, d23 = d23(t0),

d33 = d33(t0) + L,

(3.14)

где введены обозначения

Q(ξ) =
1

ξ
tg
ξ

2
, L =

1

V σ2

(

1

x0
−

1

a

)

,

C(ξ) =
(1 + cos ξ)(ξ − sin ξ)

2ξ(1 − cos 2ξ)
, S(ξ) =

2ξ − sin 2ξ

2ξ(1 − cos 2ξ)
.

Таким образом, искомое решение вспомогательной задачи оптимального управле-
ния (2.3)–(2.7) задается уравнениями (3.9), (3.10) с константами ε, B1 и B2, которые нахо-
дятся из решения системы уравнений (3.11)–(3.14).
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Перейдем теперь к исследованию частного случая задачи (2.3)–(2.7), когда в критерии (2.7)
весовой коэффициент β1 отличен от нуля, а коэффициенты β2, β3 равны нулю.

3.1. Исследование частного случая вспомогательной задачи

Как отмечалось в разделе, посвященном постановке вспомогательной задачи оптимального
управления, мы полагаем β2 = 0, β3 = 0 в случае, когда требуется построить управление,
повышающее точность оценивания x-компоненты вектора R на момент T .

При β2 = 0, β3 = 0 уравнения (3.11)–(3.13) упрощаются и приводятся к следующему виду

а) B1 d22 +B2 d23 + d12 = 0,

б) B1 d23 +B2 d33 + d13 = 0,

в) σV ε
(

d11 −B2
1d22 − 2B1B2d23 −B2

2d33
)

=
√
β1.

(3.15)

Подставляя в (3.15 а,б) значения d12, d13, d22, d23 и d33 из равенств (3.14) и разрешая получив-
шуюся систему уравнений относительно B1 и B2, находим

B1(ξ) =
M12 + µ(ξ)

(

ϕ0 d
0
33 − ψ0 d

0
23 − 2d012

)

+ 2µ2(ξ)ϕ0

M11 + 2µ(ξ)
(

d022 + d033
)

+ 4µ2(ξ)
,

B2(ξ) =
M13 + µ(ξ)

(

ψ0 d
0
22 − ϕ0 d

0
23 − 2d013

)

+ 2µ2(ξ)ψ0

M11 + 2µ(ξ)
(

d022 + d033
)

+ 4µ2(ξ)
,

где введены обозначения d0ij = dij(t0), µ(ξ) = LQ(ξ) и

M12 = d023 d
0
13 − d012 d

0
33, M13 = d023 d

0
12 − d013 d

0
22,

M11 = d022 d
0
33 − (d023)

2.

Заметим, что выражения для B1(ξ), B2(ξ) можно представить в следующем виде:

B1(ξ) =
ϕ0

2
−W1(ξ), B2(ξ) =

ψ0

2
−W2(ξ). (3.16)

Здесь

W1(ξ) =
ϕ0M11/2−M12 + µ(ξ)

(

ϕ0 d
0
22 + ψ0 d

0
23 + 2d012

)

M11 + 2µ(ξ)
(

d022 + d033
)

+ 4µ2(ξ)
,

W2(ξ) =
ψ0M11/2 −M13 + µ(ξ)

(

ψ0 d
0
33 + ϕ0 d

0
23 + 2d013

)

M11 + 2µ(ξ)
(

d022 + d033
)

+ 4µ2(ξ)
.

После подстановки в (3.15 в) значений d11, d22, d23, d33 и равенств (3.16), уравнение (3.15 в)
приводится к виду

σL
√
β1

ξ
= d011 +B2

1(ξ)d
0
22 +B2

2(ξ)d
0
33 + 2B1(ξ)d

0
12 + 2B2(ξ)d

0
13 + 2B1(ξ)B2(ξ)d

0
23

+
L

ξ

{(

ϕ2
0

4
+
ψ2
0

4

)

ξ − sin ξ

1− cos ξ
+

(

W 2
1 (ξ) +W 2

2 (ξ)
) ξ + sin ξ

1 + cos ξ

}

, (3.17)

где ξ можно рассматривать как новое неизвестное, введенное вместо ε; при этом ξ > 0.

Предложение 1. Уравнение (3.17) всегда имеет решение.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через F1(ξ) левую часть уравнения (3.17), а через
F2(ξ) — правую часть этого уравнения и исследуем поведение функций F1(ξ) и F2(ξ) при ξ ≥ 0.

Графики функций F1(ξ) и F2(ξ) показаны на рис. 3.

Отметим основные свойства функции F2(ξ). Во-первых, функция F2(ξ) положительна при
ξ > 0. Действительно, первые шесть слагаемых в правой части уравнения (3.17) можно рас-
сматривать как функцию двух переменных — B1 и B2. Эта функция имеет вид

Φ(B1, B2) = d011 + 2B1d
0
12 + 2B2d

0
13 +B2

1d
0
22 + 2B1B2d

0
23 +B2

2d
0
33. (3.18)

В силу непрерывности функции Φ(B1, B2) по обоим аргументам, для доказательства того что
Φ(B1, B2) > 0, достаточно показать, что minΦ(B1, B2) > 0. Матрица q вторых производных
функции Φ имеет вид

q = 2

[

d022 d023

d023 d033

]

.

В силу положительной определенности матрицы D(t0) матрица q также положительно опре-
делена. Следовательно экстремум функции Φ(B1, B2) является минимумом. Дифференцируя
Φ(B1, B2) по B1 и B2, находим, что точка минимума (B∗

1 , B
∗
2) определяется уравнениями

d012 +B1d
0
22 +B2d

0
23 = 0, d013 +B2d

0
33 +B1d

0
23 = 0.

Отсюда

B∗
1 =

d023d
0
13 − d012d

0
33

d022d
0
33 − (d023)

2
, B∗

2 =
d023d

0
12 − d013d

0
22

d022d
0
33 − (d023)

2
.

Подставляя эти значения в (3.18), вычисляем минимум функции Φ(B1, B2)

Φ(B∗
1 , B

∗
2) =

detD(t0)

d022d
0
33 − (d023)

2
=

1

γ11(t0)
> 0.

Таким образом, функция Φ(B1, B2) положительна при всех значениях параметров B1, B2.
Далее, выражение в фигурных скобках в правой части уравнения (3.17) также положительно,
поскольку ξ > | sin ξ| при ξ > 0; следовательно функция F2(ξ) положительна при всех ξ > 0.

1
2

3

4
5

F1

F2

F1, F2

ξ1 ξ2 ξ4ξ5 ξ7 ξ82π 4π 6π

ξ

Рис. 3. Функции F1(ξ) и F2(ξ)
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Во-вторых, функция F2(ξ) имеет конечный положительный предел при ξ → +0, так как
существуют следующие пределы:

lim
ξ→+0

( ξ + sin ξ

ξ(1 + cos ξ)

)

= 1, lim
ξ→+0

µ(ξ) =
L

2
,

lim
ξ→+0

( ξ − sin ξ

ξ(1− cos ξ)

)

=
2

3
.

Кроме того, функция F2(ξ) стремится к +∞ при ξ → ξi, i = 1, 2, . . . , где

ξi =







2πn, n = 1, 2, . . . ,

корни уравнения
M11 + 2µ(ξ)(d022 + d033) + 4µ2(ξ) = 0,

Как показано на рис. 3, график функции F2(ξ) имеет в точках ξi, i = 1, 2, . . . , вертикальные
асимптоты, отмеченные пунктиром.

В свою очередь функция F1(ξ), будучи гиперболой, непрерывна и положительна при ξ > 0,
монотонно стремится к нулю при ξ → +∞ и стремится к +∞ при ξ → +0 (рис. 3).

Описав поведение функций F1(ξ), F2(ξ), перейдем к доказательству того, что уравне-
ние (3.17) всегда имеет решение. Рассмотрим функцию f(ξ) = F2(ξ) − F1(ξ) на интервале
(0, ξ1). В силу свойств F1(ξ), F2(ξ) функция f(ξ) стремится к −∞ при ξ → +0 и к +∞ при
ξ → ξ1. Следовательно по определению бесконечного предела, на интервале (0, ξ1) всегда най-
дутся две точки ω1, ω2, такие что f(ω1) < 0 и f(ω2) > 0. Тогда в силу непрерывности функ-
ции f(ξ) на отрезке [ω1, ω2] есть хотя бы одна точка ξ∗, в которой f(ξ∗) = 0, что эквивалентно
существованию хотя бы одного решения уравнения (3.17).

Предложение доказано.

Таким образом, уравнение (3.17) всегда имеет решение, хотя, возможно, и не единственное.
Например, на рис. 3 показан случай, когда существуют пять корней уравнения (3.17) (обо-
значены цифрами от 1 до 5). Неединственность решения означает, что необходимые условия
оптимальности, из которых и было получено уравнение (3.17), не позволяют однозначно опре-
делить параметры B1(ξ), B2(ξ) и ε(ξ) и, следовательно, траекторию, доставляющие минимум
функционалу (2.7) или эквивалентному ему функционалу (2.2). Чтобы устранить эту неодно-
значность и выбрать один из корней уравнения (3.17), рассмотрим значение критерия (2.2)
как функции J∗(ξ) на траектории (3.9), (3.10) при β2 = 0, β3 = 0. Имеем

J∗
(ξ) = JΓ(ξ) + JR(ξ),

где через JΓ, JR обозначены соответственно значения первого слагаемого (зависящего от Γ(T ))
и второго слагаемого функционала (2.2). График функции J∗(ξ) показан на рис. 4, где для
наглядности представлены также графики функций F1(ξ), F2(ξ) и обозначены точки их пере-
сечения, т. е. решения уравнения (3.17).

Как следует из (2.2), при β2 = 0, β3 = 0 величина JΓ(ξ) равна произведению весового коэф-
фициента β1 на значение элемента ковариационной матрицы Γ11(T ), отвечающего за точность
оценивания x-компоненты вектора R(T ). Непосредственные вычисления показывают, что на
траектории (3.9), (3.10) при β2 = 0, β3 = 0 функция JΓ(ξ) имеет вид

JΓ(ξ) =
ξ
√
β1
L

. (3.19)

Таким образом, на траектории (3.9), (3.10) величина JΓ(ξ) пропорциональна значению корня ξ
уравнения (3.17). Следовательно в рамках вспомогательной задачи оптимального управления
максимальная точность оценивания величины Rx(T ) достигается при движении по траекто-
рии, соответствующей минимальному корню ξ∗ уравнения (3.17).
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Рис. 4. Функция J∗(ξ)

Заметим, что слагаемое JR было добавлено в функционал (2.2) для регуляризации вспомо-
гательной задачи оптимального управления при малых значениях весовых коэффициентов, а
также для избежания значительного расхода управляющего воздействия на начальном участ-
ке условно-программной траектории при плохом знании компонент вектора R(t). При этом
главная цель управления наблюдателем состоит в повышении точности оценивания компо-
нент вектора R(T ), т. е. в минимизации первого слагаемого функционала (2.2). С учетом этих
замечаний выберем в качестве искомого значения ξ минимальный корень ξ∗, который, как
следует из (3.19), дает наименьшее по сравнению с остальными корнями уравнения (3.17)
значение первой части JΓ функционала (2.2).

Как было показано выше, минимальный корень ξ∗ уравнения (3.17) всегда существует и
локализован на интервале (0, ξ1), где ξ1 – минимальный корень уравнения

M11 + 2µ(ξ)(d022 + d033) + 4µ2(ξ) = 0.

Решая данное квадратное уравнение относительно µ, получаем

µ1,2 =
−d022 − d033 ±

√

(

d022 − d033
)2

+ 4(d023)
2

4
,

где знак “плюс” перед квадратным корнем соответствует решению µ1, а знак “минус” — ре-
шению µ2. В силу положительной определенности матрицы D(t0) оба корня — µ1 и µ2 —
отрицательны и µ2 < µ1. Искомое значение ξ1 будет минимальным ненулевым корнем уравне-
ний

µ(ξ) = µ1, µ(ξ) = µ2, где µ(ξ) =
L

ξ
tg
ξ

2
.

Такой корень дает уравнение с параметром µ2, поскольку функция tg(·) является возрастаю-
щей. Поскольку µ2 < 0, искомый минимальный корень ξ1 локализован на интервале (π, 2π).
Следовательно, значение минимального корня ξ∗ уравнения (3.17), локализованного на интер-
вале (0, ξ1), удовлетворяет неравенству

ξ∗ < 2π. (3.20)

Заметим, что величина ξ в уравнениях траектории (3.9), (3.10) характеризует количество коле-
баний, которые произойдут в процессе движения на отрезке [x0, a], т. е. чем больше величина ξ,
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тем большее число колебаний будет иметь место. Тогда из неравенства (3.20) следует, что на
оптимальной траектории, соответствующей минимальному корню ξ∗, пространственное коле-
бательное движение наблюдателя длится меньше одного периода.

Таким образом, для окончательного решения задачи (2.3)–(2.7) необходимо найти корень
уравнения (3.17) на интервале (0, ξ1). Для численного решения уравнения (3.17) авторами
успешно применялся метод Ньютона. В качестве начального приближения выбиралась точ-
ка ξ(0), расположенная слева от точки ξ1: ξ(0) = ξ1 − δξ. Малый положительный параметр δξ
подбирался так, чтобы выполнялось неравенство F2(ξ

(0)) − F1(ξ
(0)) > 0. Заметим, что при

больших значениях весового коэффициента β1 корень уравнения (3.17) расположен рядом с
точкой ξ1. Поэтому выбор в качестве начального приближения точки ξ(0) обеспечивает быст-
рую сходимость метода Ньютона, что было подтверждено при численном моделировании.

4. Условно-программный алгоритм управления наблюдателем

Сформулируем алгоритм условно-программного управления наблюдателем, используя ре-
шение вспомогательной задачи оптимального управления, полученное для частного случая ве-
совых коэффициентов в критерии (2.7). Будем считать, что обновление условно-программного
управления происходит в моменты времени tk = τ0 + k∆τ , k = 0, 1, . . . , где ∆τ — период об-
новления управления, кратный интервалу между наблюдениями. Пусть в момент tk имеются
оценка фильтра ̂R(tk) и ковариационная матрица ошибок оценивания фильтра γ(tk). Примем
момент tk за начальный момент t0 и решим вспомогательную задачу оптимального управления
(2.3)–(2.7) при β2 = 0, β3 = 0 со следующими начальными условиями

x0 = ̂Rx(tk), y0 = ̂Ry(tk),

z0 = ̂Rz(tk), D(t0) = γ−1(tk).
(4.1)

При решении вспомогательной задачи находится минимальный корень ξ∗ уравнения (3.17) и
вычисляются значения параметров ε(ξ∗), B1(ξ

∗) и B2(ξ
∗), определяющих оптимальную траек-

торию (3.9), (3.10) с x = x0 + V (t − t0). Затем в течение времени ∆τ наблюдатель движется
по этой расчетной траектории, после чего происходит обновление программного управления
путем решения задачи (2.3)–(2.7) с t0 = tk+1 и начальными условиями

x0 = ̂Rx(tk+1), y0 = ̂Ry(tk+1),

z0 = ̂Rz(tk+1), D(t0) = γ−1(tk+1).

Управление наблюдателем заканчивается при t = T .

Таким образом, условно-программное управление наблюдателя, построенное в соответ-
ствии с описанным алгоритмом, представляет собой совокупность участков программного дви-
жения на временных отрезках [tk, tk+1], k = 0, 1, . . . . На каждом из этих участков программное

управление соответствует траектории (3.9), (3.10) с x = ̂Rx(tk) + V (t − tk) и параметрами ε,
B1, B2, найденными из решения задачи (2.3)–(2.7) с начальными условиями (4.1). Реальная
траектория наблюдателя при t ∈ [tk, tk+1] описывается следующими уравнениями:

Rx(t) = Rx(tk) + V (t− tk),

Ry(t) = Ry(tk) + y
(

̂Rx(tk) + V (t− tk)
)

− ̂Ry(tk),

Rz(t) = Rz(tk) + z
(

̂Rx(tk) + V (t− tk)
)

− ̂Rz(tk),

где y(·), z(·) — оптимальная программная траектория (3.9), (3.10).

Рассмотрим вопрос выбора интервала времени ∆τ между обновлениями программного
управления при численной реализации предложенного алгоритма управления наблюдателем.
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Заметим, что в рассматриваемой задаче численное решение вспомогательной задачи оптималь-
ного управления требует в несколько раз большего машинного времени, чем один такт работы
алгоритма расширенного фильтра Калмана. По этой причине целесообразно решать задачу оп-
тимального управления не в каждый такт времени (т. е. не после каждого измерения), а через
несколько тактов работы алгоритма фильтрации. Целесообразность такого подхода оправдана
еще и тем, что при малой длительности интервала между измерениями оценки вектора R, по-
лучаемые на двух последовательных тактах работы фильтра, мало отличаются друг от друга,
и отвечающие этим оценкам оптимальные программные траектории наблюдателя будут прак-
тически совпадать. Исходя из этих соображений при проведении моделирования на ЭВМ, ре-
зультаты которого описываются ниже, обновление программного управления производилось
через 5 тактов работы алгоритма фильтрации, т. е. ∆τ = 5∆.

5. Результаты численного моделирования

Для проверки эффективности условно-программного управления наблюдателем, постро-
енного на основании решения вспомогательной задачи оптимального управления (2.3)–(2.7),
было проведено численное моделирование для частного случая β2 = 0, β3 = 0. В ходе модели-
рования исследовалось поведение расширенного фильтра Калмана при движении наблюдате-
ля по траектории, которая строилась в соответствии с алгоритмом, описанным в предыдущем
разделе.

Синтез условно-программного управления проводился для трех значений весового коэф-
фициента β1 при следующих начальных условиях

τ0 = 0 с, T = 80 с, ∆ = 0, 2 с,

∆τ = 1, 0 с, V = 100 м/c, σ0 = 0, 002.

Весовой коэффициент β1 принимал значения β1 = 10−5 с−1, β1 = 0, 1 с−1 и β1 = 10, 0 с−1.

Эффективность работы фильтра Калмана при движении по условно-программным траек-
ториям оценивалась при помощи статистического моделирования, суть которого заключалась
в следующем. Считалось, что компоненты вектора начального положения наблюдателя Rx(τ0),
Ry(τ0), Rz(τ0) — независимые гауссовские случайные величины со средними Zx, Zy, Zz и сред-
неквадратическими отклонениями (с.к.о.) Sx(τ0), Sy(τ0), Sz(τ0), численные значения которых
определялись как

Zx = −10000 м , Zy = 50 м , Zz = −100 м,

Sx(τ0) = 800 м , Sy(τ0) = 20 м , Sz(τ0) = 20 м .

Предполагалось, что ковариационная матрица ошибок априорного оценивания G имеет вид

G =







S2
x(τ0) 0 0

0 S2
y(τ0) 0

0 0 S2
z (τ0)






.

В ходе моделирования условно-программное управление строилось для 5000 реализаций
каждой из величин Rx(τ0), Ry(τ0), Rz(τ0) и при движении по каждой реализовавшейся траек-
тории в моменты обновления программного управления tk, k = 0, 1, . . . , вычислялись значения
ошибки e(t) оценивания x-компоненты вектора R(t):

e(tk) = ̂Rx(tk)−Rx(tk).
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Результаты численного моделирования

β1 E, м Sx(T ), м промах M(T ), м расход L(T ), м

1 10−6 −4, 4 142, 5 0, 95 ± 0, 67 150, 3 ± 30, 3

2 0, 1 3, 2 62, 6 0, 69 ± 0, 44 179, 4 ± 26, 6

3 10, 0 0, 97 21, 1 0, 59 ± 0, 34 537, 8 ± 140, 9

Кроме того, на каждой реализации вычислялись ошибка оценивания E = e(T ) в момент T
окончания процесса управления, значение расхода управляющего воздействия L(T ) и терми-
нальный промах M(T ). Последние две величины находились по формулам

L(t) =

t
∫

τ0

(|u1(s)|+ |u2(s)|) ds, M(T ) =
√

R2
y(T ) +R2

z(T ).

Затем по набору реализаций определялась эволюция с.к.о. Sx(t) ошибки оценивания компонен-
ты Rx(t), строился интегральный закон распределения случайной величины E, вычислялось
ее среднее значение E, а также среднее значение и с.к.о. величины L(T ).

Результаты статистического моделирования представлены в таблице выше и показаны на
рис. 5–8. На всех рисунках график 1 построен для значения весового коэффициента β1 =

10−6 с−1, график 2 — для β1 = 0, 1 с−1 и график 3 — для β1 = 10, 0 с−1. На рис. 5 приведен
вид интегрального закона распределения терминальной ошибки оценивания E, а на рис. 6
отражена эволюция с.к.о. ошибки оценивания x-компоненты вектора R(t). Рисунок 7 демон-
стрирует распределения величины L(T ), которые позволяют судить о расходе управляющего
воздействия к моменту T при различных значениях коэффициента β1.

На рис. 8 изображены типичные реализации условно-программных траекторий Rx(t), Ry(t),
Rz(t) для трех значений весового коэффициента β1. Выделена траектория наблюдателя, по-
строенная для β1 = 10, 0 с−1, и показана ее проекция на плоскость OXZ.

Анализ результатов моделирования позволяет сделать следующие выводы.

1. Управление, построенное на основании решения вспомогательной задачи оптимального
управления, при увеличении коэффициента β1 оказывает существенное влияние на точность
оценивания x-компоненты вектора R с помощью расширенного фильтра Калмана. При этом
выигрыш в точности оценивания величины Rx(T ) составляет один-два порядка по дисперсии.

2. Построенное управление при увеличении коэффициента β1 уменьшает терминальный
промах M(T ), обеспечивая более точное наведение.
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Рис. 5. Распределение терминальной ошибки оце-
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Рис. 8. Вид типичных реализаций условно-
программных траекторий

3. Увеличение коэффициента β1 приводит также к более быстрому убыванию с.к.о. Sx(t)
почти на всем отрезке управления. На отдельных реализациях это проявляется в ускорении
сходимости оценки расширенного фильтра Калмана к точному значению.

4. Как видно из рис. 7 и таблицы, платой за повышение точности оценивания при увели-
чении коэффициента β1 является рост расхода управляющего воздействия.

5. Для данных условий моделирования вид условно-программной траектории, функции
Sx(t) и распределения терминальной ошибки оценивания E качественно меняется лишь при
увеличении коэффициента β1 в 102−103 раз. Поэтому при построении управления, обеспечива-
ющего как эффективную работу фильтра, так и приемлемый расход управления, возможный
диапазон значений β1 достаточно широк и нет необходимости в точном подборе этого коэф-
фициента при настройке алгоритма условно-программного управления.

Заключение

1. Рассмотрена пространственная задача управления наблюдателем, который оценивает
вектор своих координат по дискретным угломерным наблюдениям при помощи расширенного
фильтра Калмана.

2. Решение задачи осуществлялось на классе условно-программных управлений, что поз-
волило свести задачу синтеза траектории наблюдателя к решению вспомогательной задачи
оптимального управления с критерием, обеспечивающим эффективную работу фильтра, и на-
чальными условиями, обновляющимися после каждого такта (или после нескольких тактов)
работы фильтра.

3. Получено аналитическое решение вспомогательной задачи оптимального управления,
найден вид оптимальной траектории наблюдателя, проведено исследование оптимального ре-
шения для частного случая задачи.

4. Сформулирован условно-программный алгоритм управления наблюдателем.

5. Эффективность построенного управления наблюдателем проверена при помощи стати-
стического моделирования. Анализ полученных результатов показал, что применение траек-
торного управления наблюдениями в рассматриваемой задаче повышает точность оценивания
координат на один-два порядка по дисперсии и ускоряет сходимость оценок расширенного
фильтра Калмана.
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ДИНАМИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ С ТРЕМЯ УЧАСТНИКАМИ

А. Ф.Клейменов

Уравнения движения управляемой системы в рассматриваемой двухшаговой задаче на фиксированном

промежутке времени содержат управления либо первого игрока, либо первого и второго игроков, либо

первого и третьего игроков, либо всех игроков одновременно. На первом шаге (этапе) управляемого про-

цесса (от начального момента до некоторого заданного момента) на систему действует управление только

первого игрока, который решает задачу оптимального управления с заданным терминальным функцио-

налом. В начале второго шага (этапа) процесса первый игрок решает, будут ли участвовать в процессе

управления на оставшемся промежутке времени другие игроки или нет. Если да, то участвующие игроки

разыгрывают неантагонистическую дифференциальную игру с заданными терминальными функциона-

лами игроков, причем это может быть игра двух или трех лиц. В игре в качестве решения принимается

равновесие по Нэшу, неулучшаемое по Парето. Если нет, то первый игрок продолжает решать задачу

оптимального управления до окончания процесса.
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Введение

Работа посвящена приложению теории позиционных дифференциальных игр [1; 2] к ана-
лизу одного класса гибридных неантагонистических игр [3–5] и является продолжением ста-
тьи [6], в которой рассматривалась гибридная задача управления с двумя участниками.

Управляемая система описывается обыкновенными дифференциальными уравнениями на
заданном отрезке времени. Максимальное число участников управляемого процесса (игроков)
равно трем (первый игрок P1, второй игрок P2 и третий игрок P3). Игроки действуют в
классе позиционных стратегий; движения, порожденные этими стратегиями, определяются
аналогично [7; 8].

На первом шаге (этапе) процесса (от начального момента до некоторого заданного мо-
мента) правая часть уравнений движения содержит управляющее воздействие только первого
игрока, который решает задачу оптимального управления на отрезке с заданным терминаль-
ным функционалом выигрыша.
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В начале второго шага (этапа) первый игрок решает, будет ли кто из остальных игро-
ков (второй и третий игроки с заданными терминальными функционалами выигрыша) также
участвовать в управляемом процессе на оставшемся промежутке времени или нет. Если да, то
участвующие игроки разыгрывают неантагонистическую дифференциальную игру двух или
трех лиц, в которой в качестве решения берется наилучшее по Парето нэшевское решение.
Если нет, то первый игрок по-прежнему решает задачу оптимального управления вплоть до
окончания процесса.

Задача состоит в нахождении наилучшей стратегии первого игрока, а также стратегий
второго и третьего игроков (в случае их участия в управляемом процессе).

1. Постановка задачи

На заданном отрезке времени [t0, ϑ] рассматривается следующая двухшаговая задача управ-
ления. Управляемая система описывается обыкновенными дифференциальными уравнениями.
Максимальное число участников управляемого процесса (игроков) равно трем (игрок P1, иг-
рок P2 и игрок P3). Игроки действуют в классе позиционных стратегий U = {u(t, x, ε), β1(ε)},
V = {v(t, x, ε), β2(ε)} и W = {w(t, x, ε), β3(ε)} соответственно (см. подробно [7, c. 16]). Здесь
первая компонента является произвольной функцией позиции (t, x) и положительного пара-
метра точности ε, принимающая значения в ограничивающем множестве. Функция

βi : (0,∞) → (0,∞)

непрерывная монотонная и удовлетворяет условию βi(ε) → 0 при ε → 0. Для фиксированного ε
величина βi(ε) является верхней границей шага разбиения отрезка [t0, ϑ], которое игрок Pi
применяет при формировании пошаговых движений.

Движения (пошаговые и предельные), порожденные этими стратегиями, определяются
аналогично [1; 2; 7].

На первом шаге (этапе) процесса от начального момента t0 до заданного момента T,
t0 < T < ϑ, правая часть уравнений движения содержит управляющее воздействие u толь-
ко игрока P1, который решает следующую задачу оптимального управления Γ1 с заданным
терминальным функционалом выигрыша I1:

ẋ = f [0]
(t, x, u), x ∈ R

n, u ∈ P 0 ⊂ R
p, t0 ≤ t ≤ T, x(t0) = x0, I1 = σ1(x(T )). (1.1)

Решение задачи оптимального управления Γ1 (1.1) обозначим через u = u◦(t); оно порождает
траекторию x = x◦(t), t0 ≤ t ≤ T .

В начале второго шага (этапа), т. е. в заданный момент времени T , игрок P1 должен ре-
шить, кто из остальных игроков также будет участвовать в управляемом процессе на остав-
шемся промежутке времени [T, ϑ]. Всего у игрока P1 имеется четыре варианта выбора: 1◦)

участвует игрок P2; 2◦) участвует игрок P3; 3◦) участвуют оба игрока P2 и P3; 4◦) никто из
игроков P2, P3 не участвует.

Примем, что игрок P2 располагает ресурсом управления v, v(t) ∈ Q0 ⊂ R
q, и имеет

заданный терминальный функционал выигрыша I2, а игрок P3 располагает ресурсом управ-
ления w, w(t) ∈ S0 ⊂ R

s, и имеет заданный терминальный функционал выигрыша I3. Пред-
полагаем также, что выигрыши игроков являются трансферабельными [3] и что за участие
в управляемом процессе на отрезке [T, ϑ] вновь вошедшие игроки выплачивают игроку P1

платеж в размере L > 0 единиц.
Если игрок P1 выбрал вариант 4◦), т. е. если никто из игроков P2, P3 не будет участ-

вовать в процессе, то на отрезке [T, ϑ] игрок P1 продолжает решать задачу оптимального
управления Γ1:

ẋ = f [0]
(t, x, u), u ∈ P 0, T ≤ t ≤ ϑ, x(T ) = x◦(T ), I1 = σ1(x(ϑ)). (1.2)



Гибридная двухшаговая задача динамического управления с тремя участниками 133

Выигрыш игрока P1, получаемый в конечной точке x(0)(ϑ) оптимальной траектории x(0)(·) в

задаче Γ1 (1.2), обозначим через I
(0)
1 .

Если игрок P1 выбрал вариант 1◦), то игроки P1 и P2 на отрезке [T, ϑ] разыгрывают
следующую неантагонистическую позиционную дифференциальную игру двух лиц Γ12:

ẋ = f [1]
(t, x, u, v), u ∈ P, v ∈ Q0, T ≤ t ≤ ϑ, x(T ) = x◦(T ), I1 = σ1(x(ϑ)), I2 = σ2(x(ϑ)), (1.3)

причем в этой игре игрок P1 распоряжается выбором управления u уже из другого множества
u ∈ P , а игрок P2 распоряжается выбором управления v ∈ Q0. При этом множество P ⊂ P 0

выбирается таким, что два множества — вектограмма уравнений динамики дифференциаль-
ной игры Γ12 (где u ∈ P, v ∈ Q0) и вектограмма уравнений динамики задачи оптимального
управления Γ1 (где u ∈ P 0) — совпадают. Полагаем, что игроки выбирают одно из P (NE)-
решений [7] игры Γ12 (1.3), порождающее траекторию x(1)(·). Обозначим значения выигрышей

на выбранном P (NE)-решении через I
(1)
1 — для игрока P1 и через I

(1)
2 — для игрока P2.

Аналогично если игрок P1 выбрал вариант 2◦), то P1 вместе с P3 на отрезке [T, ϑ] разыг-
рывает неантагонистическую позиционную дифференциальную игру двух лиц Γ13:

ẋ = f [2]
(t, x, u,w), u ∈ P, w ∈ S0, T ≤ t ≤ ϑ, x(T ) = x◦(T ), I1 = σ1(x(ϑ)), I3 = σ3(x(ϑ)). (1.4)

При этом множество P ⊂ P 0 выбирается таким, что два множества — вектограмма уравнений
динамики дифференциальной игры Γ13 (где u ∈ P, w ∈ S0) и вектограмма уравнений дина-
мики задачи оптимального управления Γ1 (где u ∈ P 0) — совпадают. Значения выигрышей
на траектории x(2)(·), порожденной выбранным P (NE)-решением игры Γ13 (1.4), обозначим

через I
(2)
1 — для игрока P1 и через I

(2)
3 — для игрока P3.

Предположение 1. Игрок P1 решает, что игрок Pi, i ∈ {2, 3}, участвует в управляемом
процессе на промежутке времени [T, ϑ] , если имеют место неравенства

I
(i−1)
1 + L > I

(0)
1 , (1.5)

I
(i−1)
i − L > I

(0)
i , (1.6)

где I
(0)
i — значение функционала Ii в точке x0(ϑ).

Неравенство (1.5) означает, что при участии игрока Pi в управляемом процессе игрок P1

получает выигрыш (с учетом полученного платежа в размере L) больший, чем в случае, если
это участие не состоится. Неравенство (1.6) означает, что игроку Pi тоже выгодно участвовать
в управляемом процессе, даже заплатив за участие игроку P1 платеж в размере L.

Итак, определены задачи оптимального управления Γ1 (1.1), (1.2) и неантагонистические
позиционные дифференциальные игры двух лиц Γ12 (1.3) и Γ13 (1.4). Предполагаем, что функ-
ции f [0](·, ·, ·) (1.1), (1.2), f [1](·, ·, ·, ·) (1.3), f [2](·, ·, ·, ·)(1.4) непрерывны по совокупности пере-
менных, липшицевы по x, удовлетворяют условию подлинейного роста по x, а также условию
седловой точки в маленькой игре [1], а функции σi(·), задающие терминальные выигрыши
игроков, непрерывны.

З а д а ч а 1.i, i ∈ {2, 3}. Найти P (NE)-решение игры Γ1i (1.3),(1.4) и число L > 0 такие,
что для порожденной этим решением траектории выполняются неравенства (1.5) и (1.6).

В общем случае задачи 1.i решений не имеют.
Наконец, если игрок P1 выбрал вариант 3◦), то игроки P1, P2 и P3 на отрезке [T, ϑ]

разыгрывают следующую неантагонистическую позиционную дифференциальную игру трех
лиц Γ123:

ẋ = f [3]
(t, x, u, v, w), u ∈ P, v ∈ Q ⊂ Q0, w ∈ S ⊂ S0, T ≤ t ≤ ϑ, x(T ) = x◦(T ),

I1 = σ1(x(T )), I2 = σ2(x(T )), I3 = σ3(x(T )); (1.7)
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причем в игре Γ123 игрок P1 распоряжается выбором управления из множества u ∈ P , иг-
рок P2 — выбором управления v ∈ Q, а игрок P3 — выбором управления w ∈ S. При этом
множество P ⊂ P 0 выбирается так, что два множества — вектограмма уравнений динамики
дифференциальной игры Γ123 (где u ∈ P, v ∈ Q, w ∈ S) и вектограмма уравнений динами-
ки задачи оптимального управления Γ1 (где u ∈ P 0) — совпадают. В игре Γ123 (1.7) игроки
выбирают одно из P (NE)-решений игры; выигрыши, получаемые в конечной точке x(3)(ϑ)

траектории x(3)(·), порожденной выбранным P (NE)-решением, обозначим через I
(3)
1 — для

игрока P1, через I
(3)
2 — для игрока P2 и через I

(3)
3 — для игрока P3.

Предположение 2. Игрок P1 решает, что игроки P2 и P3 участвуют в управляемом
процессе на промежутке времени [T, ϑ], если имеют место следующие неравенства:

I
(3)
1 + L > I

(0)
1 , (1.8)

I
(3)
2 + I

(3)
3 − L > I

(0)
2 + I

(0)
3 . (1.9)

Примем, что функция f [3](·, ·, ·, ·, ·) (1.7) непрерывна по совокупности переменных, липши-
цева по x, удовлетворяют условию подлинейного роста по x, а также условию седловой точки
в соответствующих маленьких играх [1].

З а д а ч а 2. Найти P (NE)-решение игры трех лиц Γ123 (1.7) и число L > 0 такие, что
для порожденной этим решением траектории выполняются неравенства (1.8) и (1.9).

В общем случае задача 2 также решений не имеет.

З а м е ч а н и е. Можно дать следуюшую интерпретацию действий игроков на втором
шаге (см. также работу [4]). Игрок P1 продает часть своих активов за цену L либо игроку P2

(вариант 1◦)), либо игроку P3 (вариант 2◦)), либо игрокам P2 и P3 (вариант 3◦)), если такая
продажа является взаимовыгодной (оба неравенства хотя бы в одной из систем — в систе-
ме (1.5), (1.6) или в системе (1.8), (1.9) — выполнены). Если продажа невыгодна (по крайней
мере, одно из неравенств как в системе (1.5), (1.6), так и в системе (1.8), (1.9) не выполнено),
то она не состоится (вариант 4◦)).

2. Вспомогательные антагонистические позиционные

дифференциальные игры

Выше было отмечено, что в возникающих в вариантах 1◦)–3◦) неантагонистических диф-
ференциальных играх двух или трех лиц используются P (NE)-решения этих игр. P (NE)-ре-
шения в играх двух лиц введены в [7, c. 28–29], где они были обозначены как P ∗-решения. Там
же выявлена структура NE-решений и P (NE)-решений в играх двух лиц. Обобщение понятия
P (NE)-решения на игру трех лиц можно найти в недавней работе автора (Альтруистический
и агрессивный типы поведения в неантагонистической позиционной дифференциальной игре
трех лиц // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2019. Т. 25, № 3. C. 108–117.)

Введем вспомогательные антагонистические позиционные дифференциальные игры Γ12
1 ,

Γ12
2 , Γ13

1 , Γ13
3 , Γ123

1 , Γ123
2 , Γ123

3 . Динамика игр Γ12
1 и Γ12

2 описывается уравнением (1.3). В игре
Γ12
i , i = 1, 2, игрок i максимизирует свой функционал Ii , а игрок (3− i) противодействует ему.

Аналогично динамика игр Γ13
1 и Γ13

3 описывается уравнением (1.4). В игре Γ13
i , i = 1, 3,

игрок i максимизирует свой функционал Ii , а игрок (4− i) противодействует ему.

Наконец, динамика игр Γ123
1 , Γ123

2 и Γ123
3 описывается уравнением (1.7). В игре Γ123

i , i =
1, 2, 3, игрок i максимизирует свой функционал Ii, а два других игрока совместно противо-
действуют ему. Из [1; 2] следует, что при сделанных предположениях относительно правых
частей уравнений движений и функционалов выигрыша игроков каждая из упомянутых се-
ми антагонистических игр имеет универсальную седловую точку и непрерывную функцию
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цены γ12i (t, x), γ13j (t, x), γ123k (t, x), i = 1, 2, j = 1, 3, k = 1, 2, 3. Свойство универсальности стра-
тегий означает, что они являются оптимальными не только для фиксированной начальной
позиции (t0, x0), но и для любой позиции (t∗, x∗), рассматриваемой в качестве начальной.

Заметим, что величина γi(t, x) представляет собою гарантированный выигрыш игрока i
в позиции (t, x) игры. Для каждой NE- и P (NE)-траектории x∗(t) имеет место следующее
свойство [7, c. 26]:

С в о й с т в о A. Точка t = ϑ является точкой максимума функции гарантированного
выигрыша игрока i, вычисленной вдоль этой траектории, т. е.

max
t∈[t0,ϑ]

γi(t, x
∗
(t)) = γi(ϑ, x

∗
(ϑ)), i = 1, 2, 3.

В следующем разделе рассмотрим один класс задач, в котором задачи 1 и 2 имеют решения.

3. Задача управления на плоскости с динамикой простых движений

Рассмотрим следующую двухшаговую задачу управления на плоскости с динамикой про-
стых движений и с тремя участниками.

На первом шаге решается задача оптимального управления Γ1 для игрока P1:

ẋ = u, x, u ∈ R
2, ‖ u ‖≤ 2µ, t0 ≤ t ≤ T, x(t0) = x0, I1 = σ1(x(T )). (3.1)

На втором шаге, т. е. на отрезке [T, ϑ], в зависимости от варианта выбора игроком решается
одна из следующих четырех задач:

4◦) задача оптимального управления Γ1 для игрока P1:

ẋ = u, ‖ u ‖≤ 2µ, T ≤ t ≤ ϑ, x(T ) = x◦(T ), I1 = σ1(x(ϑ)); (3.2)

1◦) неантагонистическая дифференциальная игра двух лиц Γ12:

ẋ = u+v, ‖ u ‖≤ µ, ‖ v ‖≤ µ, T ≤ t ≤ ϑ, x(T ) = x◦(T ), I1 = σ1(x(T )), I2 = σ2(x(T )); (3.3)

2◦) неантагонистическая дифференциальная игра двух лиц Γ13:

ẋ = u+ w, ‖ u ‖≤ µ, ‖ w ‖≤ µ, T ≤ t ≤ ϑ, x(T ) = x◦(T ), I1 = σ1(x(T )), I3 = σ3(x(T )); (3.4)

3◦) неантагонистическая дифференциальная игра трех лиц Γ123:

ẋ = u+ v + w, ‖ u ‖≤ µ, ‖ v ‖≤ 0.5µ, ‖ w ‖≤ 0.5µ, T ≤ t ≤ ϑ, x(T ) = x◦(T ), (3.5)

I1 = σ1(x(T )), I2 = σ2(x(T )), I3 = σ3(x(T )).

Зададим следующие функционалы выигрыша игроков P1, P2 и P3:

Ii = σi(x(ϑ)) = M − ‖x(ϑ)− a(i)‖, i = 1, 2, 3,

т. е. игрок Pi стремится привести точку x(ϑ) как можно ближе к целевой точке a(i).
Очевидно, что вектограммы уравнений динамики дифференциальных игр Γ12 (3.3),

Γ13 (3.4) и Γ123 (3.5) совпадают друг с другом, а также с вектограммой уравнений динамики
задачи оптимального управления Γ1 (3.2).

Зададим следующие начальные условия и значения параметров:

t0 = 0, x0 = (−2, 0), ϑ = 5.0, T = 1.0, µ = 0.5, a(1) = (12, 0),

a(2) = (−8.5, 8.5), a(3) = (8.5, 8.5), M = 20.
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Рис. 1. Опции 4◦), 1◦), 2◦).

На рис. 1 и рис. 2 большой круг с центром в точке x0 есть множество достижимости
G(ϑ, t0, x0), построенное для момента ϑ. Очевидно, что рассматриваемое на первом шаге ре-
шение задачи оптимального управления Γ1 (3.1) может быть представлено как u = u◦(t) =

(2, 0), 0 ≤ t ≤ 1. Оптимальной траекторией будет x = x◦(t) = (−2 + 2t, 0), 0 ≤ t ≤ 1; на рис. 1
и рис. 2 она изображена отрезком x0O.

Переходим ко второму шагу. Прежде всего отметим, что на рис. 1 и рис. 2 малый круг
с центром в точке O изображает множество достижимости G(ϑ, T, x◦(T )) из состояния O в
момент T = 1, построенное для момента ϑ = 5. На этом шаге решение задачи оптимального
управления Γ1 (3.2) (опция 4◦)) следующее: u = u0(t) = (2, 0), 1 ≤ t ≤ 5. Оптимальной
траекторией будет x = x0(t) = (2t, 0), 1 ≤ t ≤ 5; на рис. 1 она изображена пунктирной

линией Oe. В точке e выигрыши игроков составят величины I
(0)
1 = 16.0, I

(0)
2 = 1.4, I

(0)
3 = 11.6.

Переходем к нахождению P (NE)-решений игр (3.3)–(3.5); сначала выпишем формулы для
функций цены γ12i (t, x), γ13j (t, x), γ123k (t, x), i = 1, 2, j = 1, 3, k = 1, 2, 3:

γ12i (t, x) = 20− ‖x− a(i)‖, i = 1, 2, (3.6)

γ13j (t, x) = 20− ‖x− a(j)‖, j = 1, 3,

γ1231 (t, x) = 20− ‖x− a(1)‖,

γ123k (t, x) = 20− ‖x− a(k)‖ − (ϑ− t), k = 2, 3.

Нетрудно проверить, что в игре двух лиц Γ12 (3.3) (опция 1◦)) множество концов траекто-
рий, порожденных P (NE)-решений игры, составляет отрезок ab, где a и b – точки пересечения
отрезка a(1)a(2) с дугами окружностей ‖x−a(1)‖ = ‖Oa(1)‖ и ‖x−a(2)‖ = ‖Oa(2)‖ соответствен-
но. Эти окружности являются сечениями поверхностей уровня функций γ121 (t, x) и γ122 (t, x)
(3.6) плоскостями t = const.

Выбираем P (NE)-решение, приводящее в точку c = (1.7, 4.25) — середину отрезка ab.
Убеждаемся, что это решение порождено следующими стратегиями игроков P1 и P2:

U∗1
= {u∗1(t, x, ε), β∗1

1 (ε)}, V ∗1
= {v∗1(t, x, ε), β∗1

2 (ε)}, (3.7)

u∗1 (t, x, ε) =

{

(0.372, 0.929),
∥

∥x− x∗1(t)
∥

∥ < ε,
(0,−1),

∥

∥x− x∗1(t)
∥

∥ ≥ ε,

v∗1 (t, x, ε) = (0.372, 0.929),
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где

x∗1(t) =
(

(0.744(t − 1), 1.858(t − 1)), 1 ≤ t ≤ 3.288; (1.7, 4.25), 3.288 < t ≤ 5
)

,

β∗1
i (ε) = 0.1ε, i = 1, 2.

Порожденная выбранным P (NE)-решением траектория представляет собой отрезок Oc
(на рис. 1 выделен пунктирной линией). Выигрыши игроков P1 и P2 в точке c составляют

величины I
(1)
1 = 8.9, I

(1)
2 = 8.9. Подставляя эти значения в неравенства (1.5),(1.6), имеем

8.9 + L > 16, 8.9 − L > 1.4 или

7.1 < L < 7.5. (3.8)

Таким образом, получаем следующее утверждение.

Утверждение 1. Пара стратегий игроков P1 и P2 (U∗1, V ∗1) (3.7) и число L (3.8) до-

ставляют решение задачи 1.2.

Далее, в игре двух лиц Γ13 (3.4) (опция 2◦)) можно проверить, что точка d = (7.4, 3.04),
являющаяся граничной точкой множества достижимости G(ϑ, T, x◦(T )), будет концом траек-
тории, порожденной P (NE)-решением игры. Убеждаемся, что это решение порождено следу-
ющими стратегиями игроков P1 и P3:

U∗2
= {u∗2(t, x, ε), β∗2

1 (ε)}, W ∗2
= {w∗2

(t, x, ε), β∗2
3 (ε)}, (3.9)

u∗2 (t, x, ε) =

{

(0.925, 0.380),
∥

∥x− x∗2(t)
∥

∥ < ε,
(0,−1),

∥

∥x− x∗2(t)
∥

∥ ≥ ε,

w∗1
(t, x, ε) = (0.372, 0.929),

где x∗2(t) =
(

(1.850(t − 1), 0.760(t − 1)), 1 ≤ t ≤ 5
)

, β∗2
i (ε) = 0.1ε, i = 1, 2.

Эта траектория представляет собой отрезок Od (на рис. 1 выделен пунктирной линией).

Выигрыши игроков P1 и P3 в точке d составляют величины I
(2)
1 = 14.5, I

(2)
3 = 14.5. Подстав-

ляя эти значения в неравенства (1.5),(1.6), получаем 14.5 + L > 16, 14.5 − L > 11.6 или

1.5 < L < 2.9. (3.10)

Утверждение 2. Пара стратегий игроков P1 и P3 (U∗2,W ∗2) (3.9) и число L (3.10) до-

ставляют решение задачи 1.3.

a
(1)

a
(2)

x0

O

h

x1

x2

a
(3)

33

11

a

22

e

m

g

Рис. 2. Опция 3◦).



138 А.Ф.Клейменов

Переходим к игре трех лиц Γ123 (3.5)(опция 3◦)).

На рис. 2 линии 11, 22 и 33 суть дуги окружностей ‖x − a(1)‖ = ‖Oa(1)‖, ‖x − a(2)‖ =

‖Oa(2)‖+(ϑ−T ), ‖x−a(3)‖ = ‖Oa(3)‖+(ϑ−T ) соответственно. Эти окружности являются се-
чениями поверхностей уровня функций γ1231 (t, x) (3.19), γ1232 (t, x) и γ1233 (t, x) (3.20) плоскостью
t = T . Согласно cвойству A из разд. 2 множество, являющееся пересечением соответствующих
кругов, содержит концы траекторий, порожденных P (NE)-решениями игры. При этом тра-
ектории, заканчивающиеся в точках g = (6.3, 2.4), a = (0.9, 6.5) и h = (5.7, 5.7), порождены
P (NE)-решениями, наилучшими для игроков P1, P2 и P3 соответственно. Построим точку
m = (4.8, 3.8), являющуюся взвешенным средним точек g, a и h (с весами 0.5, 0.25 и 0.25,
соответственно). На рис. 2 P (NE)-траектория, приводящая в точку m, выделена пунктирной
линией Om. Убеждаемся, что эта траектория порождена следующими стратегиями игроков
P1, P2 и P3:

U∗3
= {u∗3(t, x, ε), β∗3

1 (ε)}, V ∗3
= {v∗3(t, x, ε), β∗3

2 (ε)}, W ∗3
= {w∗3

(t, x, ε), β∗3
3 (ε)}, (3.11)

u∗3 (t, x, ε) =

{

(0.621, 0.784),
∥

∥x− x∗3(t)
∥

∥ < ε,
(0,−1),

∥

∥x− x∗3(t)
∥

∥ ≥ ε,

v∗3 (t, x, ε) = (0.311, 0.392),

w∗
(t, x, ε) = (0.311, 0.392),

где

x∗3(t) =
(

(1.241(t − 1), 1.568(t − 1)), 1 ≤ t ≤ 4.061; (4.8, 3.8), 4.061 < t ≤ 5
)

,

β∗3
i (ε) = 0.1ε, i = 1, 2, 3.

Выигрыши игроков P1, P2 и P3 в точке m составляют величины I
(3)
1 = 11.9, I

(3)
2 = 5.9, I

(3)
3 =

14.1. Подставляя эти значения в неравенства (1.8),(1.9), получим 11.9+L > 16, 5.9+14.1−L >
1.4 + 11.6 или

4.1 < L < 7 (3.12)

Утверждение 3. Тройка стратегий игроков P1, P2 и P3 (U∗3, U∗3,W ∗3) (3.11) и чис-

ло L (3.12) доставляют решение задачи 2.

Заключение

В работе рассматривается двухшаговая задача динамического управления на фиксирован-
ном отрезке времени [t0, ϑ], динамика которой описывается обыкновенными дифференциаль-
ными уравнениями и формируется под воздействием управлений трех участников (игроков).
У каждого игрока имеется свой терминальный функционал выигрыша.

На первом шаге [t0, T ] в формировании управляющего воздействия участвует только пер-
вый игрок, который решает задачу оптимального управления с терминальным функционалом
выигрыша I1.

На оставшемся промежутке времени [T, ϑ] в соответствии с выбором первого игрока может
реализоваться один из следующих четырех вариантов: 1) разыгрывается неантагонистическая
дифференциальная игра первого и второго игроков с терминальными функционалами I1 и I2;
2) разыгрывается неантагонистическая дифференциальная игра первого и третьего игроков с
терминальными функционалами I1 и I3; 3) разыгрывается неантагонистическая дифференци-
альная игра первого, второго и третьего игроков с терминальными функционалами I1, I2 и I3;
4) продолжается решение задачи оптимального управления с терминальным функционалом
выигрыша I1. Предполагается, что в каждом из четырех вариантов вектограмма правой части
уравнений движения одна и та же. В вариантах 1)–3) игроки действуют в классе позиционных
стратегий. В качестве решений здесь принимаются P (NE)-решения игры двух или трех лиц.
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Выигрыши игроков считаются трансферабельными. За участие в управляемом процессе на
отрезке [T, ϑ] вновь вошедшие игроки выплачивают первому игроку платеж в размере L > 0

единиц. Ставятся задачи 1.i и 2.

Получено решение задач 1.i и 2 в примере с уравнениями простой динамики на плоскости и
фунционалами игроков, имеющих смысл минимума расстояния от целевой точки до конечной
точки на траектории (утверждения 1–3).
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Рассматриваются задачи достижимости и построения оценок множеств достижимости (МД) много-

шаговых систем с исходно линейной структурой и неопределенностями в начальных условиях, матрицах

и аддитивных воздействиях. Неопределенности стеснены заданными параллелепипедозначными, интер-

вальными и интегральными неквадратичными ограничениями соответственно. Ввиду неопределенности в

матрицах системы оказываются билинейного типа. МД рассматриваются не только в исходном простран-

стве R
n, но и в “расширенном” пространстве R

n+1, где последняя координата µ соответствует текущему

резерву аддитивного входного воздействия. Дано точное описание МД Z[k] в “расширенном” пространстве

с помощью многозначных рекуррентных соотношений. При этом используется представление множеств в
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Введение

Решение многих задач управления и оценивания в условиях неопределенности основывает-
ся на построении множеств достижимости (МД), их аналогов и трубок траекторий, описыва-
ющих динамику этих множеств [1–4]. Поскольку их точное построение является, как правило,
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непростой задачей, активно развиваются численные методы, в том числе полиэдральные [5] и
пиксельные [6], а также значительно менее трудоемкие методы, основанные на аппроксимации
множеств простыми областями, в частности, эллипсоидами [3; 7–9], зонотопами [10], паралле-
лотопами (параллелепипедами) [11–13] и боксами (интервальными векторами) [14] (здесь для
примера были упомянуты лишь некоторые из многочисленных публикаций; см. также ссылки
в них).

Работа посвящена построению и оцениванию МД многошаговых систем с исходно линейной
структурой и неопределенностями в начальных условиях, матрицах и аддитивных воздействи-
ях, причем последние стеснены интегральными ограничениями. Подход, предложенный в [13]
для линейных систем, развивается здесь на более сложный случай систем с билинейностью,
вызванной неопределенностью в матрицах, которая может приводить к возможной невыпук-
лости МД (см., например, [15–17]) и тем самым привносит в исследование дополнительные
трудности. При этом для построения оценок привлекаются также конструкции из [18]. Дано
подробное описание и обоснование соотношений, доставляющих точные представления МД,
и способов построения параметризованных семейств внешних и внутренних полиэдральных
оценок для них. При этом рассматриваются МД X [k] в исходном пространстве R

n и МД Z[k]
в “расширенном” пространстве R

n+1, где последняя координата µ соответствует текущему ре-
зерву аддитивного входного воздействия; указывается явная связь между этими множествами.
Для множеств Z[k] строятся оценки в виде политопов специального типа. Определенные сече-
ния таких оценок дают внешние параллелепипедозначные и внутренние параллелотопознач-
ные оценки для X [k]. Упомянем, что ранее в [19] были анонсированы алгоритмы построения
внешних оценок и приведен пример их нахождения.

Исследуемые системы можно рассматривать как дискретные аналоги импульсных систем.
В этом плане полезно отметить публикации, в которых исследованы свойства и аппроксима-
ции МД дифференциальных систем с интегральными ограничениями на управления из Lp

с p > 1 [6; 9] и для импульсных систем [4], для систем с геометрическими ограничениями и
билинейностью [16;17; 20] и для комбинации импульсных систем с билинейностью [15].

В работе используются следующие обозначения: R
n и R

n×m — линейные простран-
ства вещественных n-векторов и n×m-матриц соответственно; ⊤ — знак транспонирования;
(x, y) = x⊤y — скалярное произведение для x, y ∈ R

n; ‖x‖2 = (x⊤x)1/2 и ‖x‖∞ = max1≤i≤n |xi| —
разные нормы вектора x = (x1, . . . , xn)

⊤ ∈ R
n; ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)⊤ ∈ R

n — единичный
орт вдоль оси 0xi (единица стоит на i-м месте); e = (1, 1, . . . , 1)⊤; A = {aji} = {aj} — мат-

рица с элементами aji и со столбцами aj (верхним индексом нумеруются столбцы, нижним —
компоненты векторов); 0 — нулевая матрица (вектор) произвольной размерности; I — единич-
ная матрица; AbsA — матрица абсолютных величин элементов матрицы A = {aji} ∈ R

n×m:

AbsA = {|aji |}; diag π, diag {πi} — диагональная матрица с компонентами πi вектора π на

диагонали; detA — определитель матрицы A; ‖A‖ = max1≤i≤n

∑m
j=1 |a

j
i | — норма матрицы

A∈Rn×m, индуцированная нормой ‖x‖∞; coQ — выпуклая оболочка множества Q ⊂ R
n; ∂Q —

граница множества Q; ρ(l|Q) = sup{l⊤x|x ∈ Q} — опорная функция множества Q. Кроме
того, используем для краткости обозначения типа k = 1, . . . , n вместо k = 1, 2, . . . , n.

1. Постановка задачи

Рассматривается многошаговая система

x[j] = A[j]x[j−1] +B[j]u[j] + v[j], j = 1, . . . , N ; (1.1)

x[0] ∈ X0 ⊂ R
n
;

N
∑

j=1

‖u[j]‖∞ ≤ µ0; (1.2)

u[j] ∈ K[j] ⊆ R
nu , j = 1, . . . , N. (1.3)
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Здесь x[j] ∈ R
n — вектор состояния, v[j] ∈ R

n — известные воздействия, B[j] ∈ R
n×nu

(nu ≤ n). Начальное состояние x[0] и входные воздействия u[j] ∈ R
nu неизвестны, но стеснены

ограничениями (1.2), (1.3), где X0 — заданное выпуклое компактное множество, µ0 > 0, ‖u‖∞ =

max1≤i≤nu |ui|, K[j] ⊆ R
nu — заданные выпуклые замкнутые конусы. Матрицы A[j] ∈ R

n×n

точно не заданы, но удовлетворяют ограничениям интервального типа

A[j] ∈ A[j] = {A |Abs (A− Ã[j]) ≤ Â[j]}, j = 1, . . . , N. (1.4)

Матричные и векторные неравенства, а также операция max ниже понимаются покомпонентно.
Множеством достижимости (МД) X [k] системы (1.1)–(1.4) в момент k ∈ {1, . . . , N}

называем множество точек x ∈ R
n, для каждой из которых существуют x[0], u[·] и A[·], удо-

влетворяющие (1.2)–(1.4) и порождающие решение x[·] системы (1.1) такое, что x[k] = x.
Полезно рассматривать также множества достижимости Z[k] системы (1.1), (1.3)–(1.7):

µ[j] = µ[j−1]− ‖u[j]‖∞, j = 1, . . . , N ; (1.5)

µ[j] ≥ 0, j = 1, . . . , N ; (1.6)

z[0] = {x[0], µ[0]} ∈ Z0 (Z0 ⊂ R
n × [0, µ0]) (1.7)

в “расширенном” пространстве точек z = {x, µ} = (x⊤, µ)⊤ ∈ R
n+1, где µ соответствует теку-

щему резерву u и удовлетворяет фазовым ограничениям (1.6), которые накладываются вместо
интегральных ограничений на u из (1.2).

Множеством достижимости Z[k] = Z(k, 0,Z0) системы (1.1), (1.3)–(1.7) в момент k ∈

{1, . . . , N} называем множество точек z = {x, µ} ∈ R
n+1, для каждой из которых существуют

такие z[0] = {x[0], µ[0]}, u[·] и A[·], удовлетворяющие (1.3), (1.4), (1.7), что порождаемое ими в
силу (1.1), (1.5) решение z[·] = {x[·], µ[·]} будет удовлетворять условиям z[k] = z и (1.6).

Для выявления связи между МД Z[k] и МД X [k] далее обычно будем полагать, что

Z0 = X0 × [0, µ0] = {z = {x, µ}| x ∈ X0, µ ∈ [0, µ0]}. (1.8)

Многозначные функции X [k], k = 1, . . . , N , и Z[k], k = 1, . . . , N , известны как трубки

достижимости X [·] и Z[·].
Напомним определения объектов, которые будем использовать ниже.

Параллелепипедом P(p, P , π) ⊂ R
n называем множество P = P(p, P , π)

def
= {x | x = p +

∑n
i=1 p

iπiξi, ‖ξ‖∞ ≤ 1}, где p ∈ R
n; P = {pij} = {pi} ∈ R

n×n — неособая матрица (detP 6= 0) со

столбцами pi единичной длины (условие нормировки ‖pi‖2 = 1 может быть опущено с целью
упрощения формул); π ∈ R

n, π ≥ 0. Можно сказать, что p — центр параллелепипеда, P —
матрица ориентации, pi — направления, πi — величины его “полуосей”.

Параллелотопом P[p, P̄ ] ⊂ R
n называем множество P = P[p, P̄ ]

def
= {x | x = p + P̄ ζ,

‖ζ‖∞ ≤ 1}, где p ∈ R
n, а матрица P̄ = {p̄i} ∈ R

n×m, m ≤ n. Называем параллелотоп P

невырожденным, если m = n и det P̄ 6= 0.
Каждый параллелепипед P(p, P , π) — это параллелотоп P[p, P̄ ] с P̄ = P diag π; каждый

невырожденный параллелотоп — это параллелепипед с P = P̄ , π = e.
Далее, как правило, считаем выполненным следующее предположение.

Предположение 1. Множество X0 — это параллелепипед : X0 = P0 = P(p0, P0, π0) =

P[p0, P̄0] ⊂ R
n, а конусы K[j] таковы, что параллелепипедами являются множества

R[j]
def
= C ∩ K[j], C = P(0, I, e) ⊂ R

nu . (1.9)

Здесь C — единичный куб в R
nu с центром в нуле. При этом МД X [k] и Z[k], вообще говоря,

не являются параллелепипедами, а их точное построение оказывается непростой задачей.
Работа посвящена описанию МД X [k] и Z[k] и нахождению двусторонних полиэдральных

оценок P±[k] и Π
±[k] простой формы для X [k] и Z[k] и, следуя подходу из [3; 7], описанию
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целых семейств таких оценок. Введение данных семейств позволяет более точно оценить МД
в виде пересечения нескольких внешних оценок и объединения нескольких внутренних.

Для оценивания Z[k] используем класс политопов Π = Π ({Pb, 0}, {Pt, µt}) ⊂ R
n+1 специ-

ального типа [13], которые называем Π -политопами и которые определяются своими “ниж-
ним” и “верхним” µ-сечениями Pb и Pt посредством операции выпуклой оболочки, где выше-
упомянутые сечения — это либо параллелепипеды с одинаковыми матрицами ориентации, либо
одинаковые параллелотопы (в последнем случае назовем такой Π -политоп Π -цилиндром):

Π = Π ({Pb, 0}, {Pt, µt})
def
= co ({Pb, 0} ∪ {Pt, µt}), µt ≥ 0,

Pb = P (pb, P b, πb), Pt = P (pt, P t, πt), P b = P t = P

или Pb = Pt = P[pt, P̄ t].

(1.10)

Оценки Π
±[k] для Z[k] позволят найти оценки для X [k] в форме параллелотопов и парал-

лелепипедов: P−[k] ⊆ X [k] ⊆ P+[k], P−[k] = P[p−[k], P̄−[k]], P+[k] = P(p+[k], P+[k], π+[k]).
Иногда будем считать выполненным следующее предположение.

Предположение 2. Все матрицы Ã[j] из ограничения (1.4) — неособые, т. е. det Ã[j] 6=
0, j = 1, . . . , N .

2. Точное описание множеств достижимости X [k] и Z[K]

Рассуждения, аналогичные [8, с.18–19], показывают, что МД Z[k] обладают полугрупповым

свойством:
Z(k, 0,Z0) = Z(k, i,Z(i, 0,Z0)), ∀k, i : 0 ≤ i ≤ k ≤ N, (2.1)

где через Z(k, i,Zi) обозначено МД в момент k ∈ {i, . . . , N} системы (1.1), (1.3)–(1.7), рассмат-
риваемой при j = i, . . . , N с начальными условиями z[i] = {x[i], µ[i]} ∈ Zi.

Удобно искать МД Z[k] в виде объединения их µ-сечений X (µ, k):

Z[k] =
⋃

0≤µ≤µt[k]

{X (µ, k), µ}. (2.2)

Свойство (2.1) позволяет получить рекуррентные соотношения для Z[k], по форме на-
поминающие соотношения [13, (2.4)] для МД линейных систем, но пригодные для систем с
неопределенностями в матрицах (1.4). В этих соотношениях будут фигурировать ограничен-
ные множества типа

Z =

⋃

0≤µ≤µt

{X (µ), µ} ⊆ R
n+1 (2.3)

и следующие операции с множествами Z ⊆ R
n+1, представленными в виде (2.3):

Z+©v
def
=

⋃

0≤µ≤µt

{X (µ) + v, µ}, ∀v ∈ R
n
;

A⊗Z
def
=

⋃

0≤µ≤µt

{A ◦ X (µ), µ};

Z ⊎R
def
= Z̃ =

⋃

0≤µ≤µt

{X̃ (µ), µ}, X̃ (µ) =
⋃

µ≤ζ≤µt

(X (ζ) + (ζ − µ)R), ∀R ⊂ R
n.

(2.4)

Эти операции определяются с помощью операций с множествами в R
n: суммы Минковского

X 1+X 2 def
= {y| y = x1+x2, xk ∈ X k}, объединения множеств X 1∪X 2 и умножения множества

X на интервальную матрицу A = {A|A ≤ A ≤ A} = {A|Abs (A− Ã) ≤ Â}, где Ã = (A+A)/2,

Â = (A−A)/2: A◦X
def
= {y ∈ R

n| y = Ax, A ∈ A, x ∈ X}. Таким образом, первые две операции
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в (2.4) действуют на каждое сечение независимо, а последняя комбинирует операции суммы
Минковского и объединения по сечениям. Операции +© и ⊎ были введены ранее в [13].

Будем говорить, что сечения множества Z ⊆ R
n+1 вида (2.2) не возрастают, если

X (µ1) ⊇ X (µ2) для любых µ1, µ2, таких что 0 ≤ µ1 ≤ µ2 ≤ µt.
Все операции из (2.4) обладают тем полезным свойством, что сохраняют невозрастание

сечений — см. [13, лемма 2.1] и следующую лемму.

Лемма 1. Пусть множество Z имеет вид Z =
⋃

0≤µ≤µt{X (µ), µ} ⊆ R
n+1 и его сечения

не возрастают. Тогда сечения A⊗Z также не возрастают.

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно: если 0 ≤ µ1 ≤ µ2 ≤ µ0, то по условию X (µ1) ⊇ X (µ2),
откуда A ◦ X (µ1) = {Ax| A ∈ A, x ∈ X (µ1)} ⊇ {Ax| A ∈ A, x ∈ X (µ2)} = A ◦ X (µ2). �

Теорема 1. Пусть Z[k] — МД системы (1.1), (1.3)–(1.7) с начальным множеством Z0

типа (2.3) с µt = µ0, причем µ-сечения множества Z0 не возрастают. Тогда Z[k] определя-

ются следующими рекуррентными соотношениями:

Z[k] = (A[k]⊗Z[k−1]+©v[k]) ⊎B[k]R[k], k = 1, . . . , N ; Z[0] = Z0, (2.5)

и в (2.2) можно положить µt[k] = µ0, k = 1, . . . , N . При выполнении условия (1.8) оказыва-

ется, что X [k] =
⋃

{X (µ, k)| 0 ≤ µ ≤ µ0} = X (0, k), k = 1, . . . , N , т. е. МД X [k] системы

(1.1)–(1.4) совпадают с “нижними” сечениями множеств Z[k], соответствующими µ = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем индукцией по k, что МД Z[k] системы (1.1),
(1.3)–(1.7) с начальным множеством Z0 типа (2.3) с µt = µ0 удовлетворяют соотношениям

Z[k] = (A[k]⊗Z[k−1]+©v[k]) ⊎B[k](∂C ∩ K[k]), k = 1, . . . , N ; Z[0] = Z0. (2.6)

Пусть Z[k] — МД системы (1.1), (1.3)–(1.7), представленные в виде (2.2). Обозначим Z∗[k] =
⋃

0≤µ≤µ∗[k]{X
∗(µ, k), µ} = (A[k] ⊗ Z[k−1]+©v[k]) ⊎ B[k](∂C ∩ K[k]), µ∗[k] = µ0. Примем Z∗[0] =

Z[0] = Z0. Предположим, что доказали µt[k−1] = µ0 и Z∗[k−1] = Z[k−1], и докажем такие же
равенства для k, установив два противоположных включения.

Согласно определениям используемых операций и равенству Z∗[k−1] = Z[k−1] сечение
множества Z∗[k], соответствующее фиксированному µ, имеет вид

X ∗
(µ, k) =

⋃

µ≤ζ≤µt[k−1](=µ0)

(A[k] ◦ X (ζ, k−1) + v[k] + (ζ − µ)B[k](∂ C ∩ K[k])). (2.7)

Пусть z = {x, µ} ∈ Z[k]. Ввиду полугруппового свойства (2.1) при i = k−1 эта точка получена
из некоторой точки z[k−1] = {x[k−1], µ[k−1]} ∈ Z[k−1] в силу системы (1.1), (1.3)–(1.6), т. е.
найдутся такие A[k] ∈ A[k] и u[k] ∈ K[k], что x = A[k]x[k−1] + B[k]u[k] + v[k], µ = µ[k−1] −

‖u[k]‖∞, и, значит, −µ + µ[k−1] = ‖u[k]‖∞ ≥ 0. При этом u[k] удовлетворяет u[k] ∈ (µ[k−1] −

µ)∂ C ∩ K[k] = (µ[k−1] − µ)(∂ C ∩ K[k]), поскольку K[k] — конус. Итак, нашлись A[k] ∈ A[k]
и ζ = µ[k−1], где µ ≤ ζ = µ[k−1] ≤ µt[k−1] = µ0, так что, действительно, вышеупомянутую
точку x можно представить в виде одной из точек множества X ∗(µ, k). Получили Z[k] ⊆ Z∗[k].

Обратно, пусть z = {x, µ} ∈ Z∗[k], т. е. в силу (2.7) найдутся A[k] ∈ A[k], x[k−1] ∈ X (ζ, k−1)

и u∗[k], удовлетворяющее u∗[k] ∈ (ζ−µ)∂ C и u∗[k] ∈ K[k], такие что x = A[k]x[k−1]+B[k]u∗[k]+
v[k], µ ≤ ζ ≤ µt[k−1] = µ0. Включение u∗[k] ∈ (ζ − µ)∂ C означает, что ‖u∗[k]‖∞ = ζ − µ, т. е.
µ = ζ − ‖u∗[k]‖∞. Таким образом, можем считать, что точку z = {x, µ} ∈ Z∗[k] получили из
точки {x[k−1], µ[k−1]} ∈ Z[k−1] с µ[k−1] = ζ ∈ [µ, µt[k−1]] с соблюдением всех условий (1.1),
(1.3)–(1.6), т. е. Z∗[k] ⊆ Z[k]. Желаемое равенство Z[k] = Z∗[k] доказано.

Из (2.6) и определения операций (2.4) следует, что все µt[k] = µt[0] = µ0.
Невозрастание сечений Z[k] выводим из свойств операций, участвующих в (2.6) (см. лем-

му 1 и [13, лемма 2.1]). Отсюда же, с учетом того что K[k] — конусы, ввиду [13, лемма 2.2]
вытекает эквивалентность соотношений (2.5) и (2.6).
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Осталось проверить утверждения про множества X [k].

Пусть x ∈ X [k]. Тогда существуют x[0], A[·] и u[·], удовлетворяющие (1.1)–(1.4) и порожда-
ющие траекторию x[·] с x[k] = x. Введем для нее соответствующую функцию µ[·] по правилу
(1.5) с µ[0] = µ0. Тогда µ[k] = µ0 −

∑k
j=1 ‖u[j]‖∞ ≥ 0, где выполнение условий µ[j] ≥ 0,

j = 1, . . . , k (т. е. фазовых ограничений (1.6)) обеспечивается интегральным ограничением из
(1.2). Получаем {x[k], µ[k]} ∈ Z[k] и, ввиду представлений (2.2), x[k] ∈ X (µ[k], k). Отсюда
x[k] ∈

⋃

0≤µ≤µ0
X (µ, k) ⊆ X (0, k) (последнее — с учетом невозрастания сечений Z[k]).

Пусть, наоборот, x ∈ X (µ, k) при некотором µ ∈ [0, µ0]. Значит, имеется траектория
{x[·], µ[·]} системы (1.1), (1.3)–(1.7) такая, что µ = µ[k], x = x[k] ∈ X (µ[k], k), причем для соот-
ветствующего u[·] получаем в силу (1.5) и (1.6), что

∑k
j=1 ‖u[j]‖∞ = µ[0]−µ[k] ≤ µ[0] ≤ µ0. По-

лагая u[j] = 0 для j > k, условие на u[·] из (1.2) можно считать выполненным. Согласно опре-
делению множества Z[k] и начальному условию (1.8) имеем x[0] ∈ X0. Поскольку выполнены
все условия (1.1)–(1.4), получаем x = x[k] ∈ X [k]. Следовательно, доказали, что X (µ, k) ⊆ X [k],
и, в связи с произвольностью µ ∈ [0, µ0], что X (0, k) ⊆ X [k] и

⋃

0≤µ≤µ0
X (µ, k) ⊆ X [k]. �

Заметим, что множества Z[k] и X [k] могут быть невыпуклы ввиду присутствия операций
⊗ и ◦ преобразования множеств с помощью интервальных матриц (см. [18]).

3. Элементарные оценки

При построении оценок Π
±[k] для Z[k] и P±[k] для X [k] мы используем свойства операций с

множествами, упомянутых в разд. 2, и элементарные полиэдральные оценки для результатов
таких операций. В [13; 18] указаны способы построения ряда элементарных оценок. Кратко
напомним их.

Опорные функции параллелепипеда и параллелотопа вычисляются по следующим форму-
лам: ρ(l|P(p, P, π)) = l⊤p+ (Abs (l⊤P ))π, ρ(l|P[p, P̄ ]) = l⊤p+ (Abs (l⊤P̄ ))e.

В ряде случаев полезно использовать эквивалентное представление параллелепипеда P =

P(p, P , π): P = P (P, γ(−), γ(+)) = {x | γ(−) ≤ P−1x ≤ γ(+)}, где γ
(±)
i = ±ρ(±(P−1)⊤ei|P ), i =

1, . . . , n, и имеются следующие связи между параметрами, определяющими параллелепипед:
γ(±) = P−1p± π; p = P (γ(−) + γ(+))/2, π = (γ(+) − γ(−))/2.

Афинное преобразование параллелотопа — это параллелотоп: AP[p, P̄ ]+a = P[Ap+a,AP̄ ]

для A ∈ R
n×r, p ∈ R

r, P̄ ∈ R
r×r, a ∈ R

n; AP(p, P , π) = P(Ap,AP, π), если detA 6= 0.

Рассмотрим способы построения элементарных внешних оценок и начнем с оценок в R
n.

Определяем P как внешнюю (внутреннюю) оценку множества Q ⊂ R
n, если Q ⊆ P

(P ⊆ Q). Оценку называют тугой (в направлении l) [3, с. 91], если ρ(±l|P ) = ρ(±l|Q). На-
зываем параллелепипед P (p+, P+, π+) внешней касающейся оценкой для Q и обозначаем ее
как P

+
P+(Q), если она является тугой в направлении n следующих векторов (определяющих

нормали к граням параллелепипеда): li = (P+)−1⊤ei, i = 1, . . . , n.

Касающаяся оценка P
+
P+(Q) для Q с заданной матрицей ориентации P+ строится на основе

значений опорной функции для Q: P+
P+(Q) = P (P+, γ+(−), γ+(+)), γ

+(±)
i = ±ρ(±(P+)−1⊤ei|Q).

Матрицы P+ выступают как параметр, определяющий семейство оценок.

Касающиеся оценки для суммы двух параллелепипедов находятся по явной формуле:
P

+
P+(

∑2
k=1P(pk, P k, πk)) = P(

∑2
k=1 p

k, P+,
∑2

k=1(Abs ((P
+)−1P k))πk), а для параллелотопов

P
+
P+(

∑2
k=1P[pk, P̄ k]) = P[

∑2
k=1 p

k, P+diag (
∑2

k=1(Abs ((P
+)−1P̄ k)) e)] .

Оценки P
+
P+(P

1∪P2) для объединения параллелотопов Pk = P[pk, P̄ k] определяются фор-

мулой, вытекающей из соотношения ρ(l| P1 ∪ P2) = max1≤k≤2 ρ(l| P
k):

P
+
P+(P

1∪P2
) = P (P+, γ+(−), γ+(+)

), γ+(±)
= ± max

1≤k≤2
{±(P+

)
−1pk+(Abs ((P+

)
−1P̄ k

))e}. (3.1)

Для нахождения оценки P
+
P+(Q) для Q = A ◦ P , где A — интервальная матрица, P —
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параллелепипед, применимо любое из двух следующих выражений для опорной функции [18]:

ρ(l|Q) = max
x∈E(P)

{l⊤Ãx+ (Abs l)⊤Â(Absx)}, ρ(l|Q) = max
A∈E(A)

{l⊤Ap + (Abs (l⊤AP ))π}, (3.2)

где E(P) и E(A) обозначают множества всех вершин P и A, (т. е. множество точек p +
∑m

i=1 p
iπiξi с ξi ∈ {−1, 1} и множество матриц с элементами aji ∈ {aji , a

j
i}).

Перейдем к построению элементарных внешних оценок в R
n+1 в виде Π -политопов.

Лемма 2. Пусть Z = co (Zb ∪ Zt), где Zb = {X b, 0}, Zt = {X t, µt}, а X b и X t выпуклы.

Тогда Z =
⋃

0≤α≤1(αZ
t+(1−α)Zb) =

⋃

0≤µ≤µt{X (µ), µ}, где X (µ) = αX t+(1−α)X b, α = µ/µt.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если z ∈ αZt+(1−α)Zb при α ∈ [0, 1], то, очевидно, z ∈ Z.
Пусть, наоборот, z ∈ Z, т. е. z =

∑m
i=1 λiz

i +
∑l

i=m+1 λiz
i, где все λi ≥ 0;

∑l
i=1 λi = 1; zi ∈ Zt,

i = 1, . . . ,m; zi ∈ Zb, i = m+1, . . . , l. Положим α =
∑m

i=1 λi. Если α 6= 0 и α 6= 1, то получим

z = αzt+(1−α)zb, где zt =
∑m

i=1 λiz
i/(

∑m
i=1 λi) ∈ Zt, zb =

∑l
i=m+1 λiz

i/(
∑l

i=m+1 λi) ∈ Zb.

Если α = 1, то
∑l

i=m+1 λi = 0 и z =
∑m

i=1 λiz
i ∈ Zt, Аналогично z ∈ Zb при α = 0. �

Из [13, следствие 3.1] вытекают следующие, более детальные, представления Π -политопа.

Следствие 1. Для Π -политопа (1.10) с параллелепипедозначными сечениями имеем

Π =
⋃

0≤µ≤µt

{P (µ), µ}, P (µ) = P (p(µ), P, π(µ)) = P (P, γ(−)(µ), γ(+)(µ)),

p(µ) = αpt + (1−α)pb, π(µ) = απt + (1−α)πb, γ(±)(µ) = αγ(+)t + (1−α)γ(+)b, α = µ/µt;

ρ(l|P (µ)) = αρ(l|Pt) + (1− α)ρ(l|Pb), α = µ/µt, ∀ l ∈ R
n,

где использованы обозначения для представлений P i = P (P, γ(−)i, γ(+)i), i = b, t.

Для ограниченного множества Z ⊂ R
n вида (2.3) и фиксированной неособой матрицы

P+ ∈ R
n×n можно построить Π -политоп Π

+ вида

Π
+
= Π

+
P+(Z)

def
= Π ({P+b, 0}, {P+t, µ+t}), P+b

= P
+
P+(X

b
), P+t

= P
+
P+(X

t
), µ+t

= µt,
(3.3)

где X i = X (µi), i = b, t, — соответствующие µ-сечения Z, а P
+
P+(X

i) — внешние касающиеся
оценки для них. При этом Π

+ не обязательно оказывается внешней оценкой для Z.
Называем Π -политоп внешней касающейся оценкой для Z ⊂ R

n+1, если Z ⊆ Π и все
µ-сечения политопа Π являются касающимися оценками для µ-сечений множества Z.

Лемма 3. Пусть Z = co (Zb ∪ Zt) ограничено и выполнены условия леммы 2. Тогда Π -

политоп вида (3.3) является внешней касающейся оценкой для Z при любой матрице ориен-

тации P+. При этом если X b ⊇ X t, то µ-сечения Z и Π
+ не возрастают.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 2, свойств опорных функций и следствия 1 имеем
для µ-сечений X (µ) и P+(µ) множеств Z и Π

+ для любого l ∈ R
n: ρ(l|X (µ)) = αρ(l|X t) +

(1−α)ρ(l|X b) ≤ αρ(l|P+t) + (1−α)ρ(l|P+b) = ρ(l|P+(µ)), т. е. Z ⊆ Π
+. Обозначим значения

опорной функции произвольного множества X ⊂ R
n на векторах ±(P+)−1⊤ei через ρ±i (X ).

Тогда в силу того что P+b и P+t — касающиеся оценки для X b и X t, получаем ρ±i (X (µ)) =

αρ±i (X
t) + (1−α)ρ±i (X

b) = αρ±i (P
+t) + (1−α)ρ±i (P

+b) = ρ±i (P
+(µ)), т. е. Π

+ — касающаяся
оценка для Z. Из вышеприведенных выражений видно, что ρ(l|X (µ)) и ρ(l|P+(µ)) являются
линейными функциями по µ (т.к. α = µ/µt). При этом если X b ⊇ X t, то производная по µ

неположительна:
d

dµ
ρ(l|X (µ)) = (1/µt

)(ρ(l|X t
)− ρ(l|X b

)) ≤ 0, т. е. функция не возрастает при

любом l и выпуклые µ-сечения Z не возрастают. Аналогичное заключение делаем относительно
невозрастания сечений Π

+, поскольку здесь все определяется только значениями ρ±i (P
+(µ)),

i = 1, . . . , n, а
d

dµ
ρ±i (P

+
(µ)) = (1/µt

)(ρ±i (X
t
)− ρ±i (X

b
)) ≤ 0. �
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Лемма 4. Пусть Z = co (Zb ∪ Zt) =
⋃

0≤µ≤µt{X (µ), µ}, где Zb={X b, 0}, Zt={X t, µt},

множества X b и X t выпуклы, и пусть R ⊂ R
n — произвольное выпуклое множество. Тогда

множество Z̃ = Z ⊎R из (2.4), множество Ẑ
def
=

⋃

0≤µ≤µt{X̂ (µ), µ}, X̂ (µ) = co (X (µ)∪ (X t +

(µt−µ)R)) и множество Ž
def
= co (Žb∪Žt) = co ({co (X b∪(X t+µtR)), 0}∪{X t , µt}) совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим, что Ẑ ⊆ Z̃, Ž ⊆ Z̃. Очевидно, X (µ) ∪ (X t + (µt −

µ)R) ⊆ X̃ (µ). Поскольку Z̃ при наших предположениях выпукло (см. [13, лемма 2.3]), имеем
X̂ (µ) = co (X (µ)∪ (X t +(µt −µ)R)) ⊆ co X̃ (µ) = X̃ (µ), откуда Ẑ ⊆ Z̃. С учетом выпуклости Ž

и совпадения верхних и нижних µ-сечений Ž и Ẑ получаем Ž = co Ž ⊆ co Ẑ ⊆ co Z̃ = Z̃.
Проверим, что Z̃ ⊆ Ẑ. Пусть x ∈ X̃ (µ), т. е. найдутся такие ζ ∈ [µ, µt], x0 ∈ X (ζ), x1 ∈ R,

что x = x0 + (ζ − µ)x1. В силу леммы 2 найдутся x2 ∈ X t и x3 ∈ X b такие, что можем
записать x = (ζ/µt)x2 + ((µt− ζ)/µt)x3 +(ζ −µ)x1. Обозначим α = (ζ −µ)/(µt −µ). Очевидно,
α ∈ [0, 1]. Элементарными выкладками проверяется, что можно представить x в виде x = x̃,
где x̃ = (1 − α)x̃3 + αx̃2, x̃3 = (µ/µt)x2 + ((µt − µ)/µt)x3, x̃2 = x2 + (µt − µ)x1. Но, очевидно,
x̃2 ∈ X t+(µt−µ)R, а x̃3 ∈ X (µ) в силу леммы 2. Поэтому x ∈ co (X (µ)∪(X t+(µt−µ)R)) = X̂ (µ).

Убедимся, что Z̃ ⊆ Ž. Пусть z = {x, µ} ∈ Z̃, т. е. µ ∈ [0, µt], а x ∈ X̃ (µ) = X̂ (µ) (использо-
вали уже доказанное равенство Z̃ = Ẑ). Значит, найдутся такие xµ ∈ X (µ), x1,t ∈ X t, xR ∈ R

и β ∈ [0, 1], что x = βxµ + (1− β)(x1,t + (µt −µ)xR). В силу леммы 2 точка zµ = {xµ, µ} может
быть представлена в таком виде, что xµ = αx2,t+(1−α)x2,b, µ = αµt, где x2,t ∈ X t, x2,b ∈ X b,
α ∈ [0, 1]. Тогда получается, что x = β(αx2,t + (1 − α)x2,b) + (1 − β)(x1,t + µt(1 − α)xR) =

(1−β)(1−α)(x1,t +µtxR)+β(1−α)x2,b +α(βx2,t +(1−β)x1,t) (добавили и вычли (1−β)αx1,t

и перегруппировали члены). Вводя новые обозначения, имеем x = (1 − α)x̌b + αx3,t, где
x̌b = βx2,b + (1 − β)(x1,t + µtxR) ∈ X̌ b = co (X b ∪ (X t + µtR)), x3,t = βx2,t + (1 − β)x1,t ∈ X t.
Учитывая, что α = µ/µt, получаем z = {x, µ} ∈ co ({co (X b ∪ (X t+µtR)), 0}∪{X t , µt}) = Ž . �

Утверждение 1. Пусть Z = co ({X b, 0}∪{X t, µt}), µt ≥ 0, Z̃ = Z⊎R, и множества X b,

X t,R ⊂ R
n ограничены и выпуклы. Тогда Π -политоп Π

+ = Π
+
P+(Z̃), построенный для Z̃ по

формулам (3.3), является внешней касающейся оценкой для Z ⊎R при любой неособой мат-

рице ориентации P+ и имеем P+t = P
+
P+(X

t), µ+t = µt, P+b = P
+
P+(X

b ∪ (X t + µtR)). Если

вдобавок X b ⊇ X t либо 0 ∈ R, то сечения множеств Z̃ и Π
+
P+(Z̃) будут невозрастающими.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказанное в лемме 4 равенство Z̃ = Ž дает указанную выше
формулу для P+b и с учетом леммы 3 обеспечивает, что Π

+ является внешней касающейся
оценкой для Z̃. Невозрастание сечений следует из второй части леммы 3 ввиду включений
X̃ t ⊆ X̃ b, вытекающих из наложенных условий, поскольку при X b ⊇ X t имеем X̃ t = X t ⊆

X b ⊆ co (X b ∪ (X t + µtR)) = X̃ b, а при 0 ∈ R, очевидно, X̃ t = X t ⊆ X t + µtR ⊆ X̃ b. �

Применяя следствие 1, формулы для опорной функции параллелепипеда и (3.1), получаем

Следствие 2. Пусть Π — это Π -политоп (1.10) с параллелепипедозначными сечениями,

B ∈ R
n×m и R = P(r,R, ρ) — параллелепипед в R

m. Тогда внешней касающейся оценкой для

Π ⊎ BR с произвольной матрицей ориентации P+ является политоп Π
+ = Π

+
P+(Π ⊎BR),

построенный по правилу (3.3), причем его сечения определяются формулами

P+(µ) = P (P+, γ+(−)(µ), γ+(+)(µ)), 0 ≤ µ ≤ µt,

γ
+(±)
i (µ) =







α(Dpt ± Cπt)i+(1−α)(Dpb ± Cπb)i, если (Dpb ± Cπb)i(
≥

≤
)(Dpt ± Cπt+µth(±))i,

(Dpt ±Cπt)i+(µt−µ)h
(±)
i в противных случаях, i = 1, . . . , n,

где α = µ/µt, D = (P+)−1, C = Abs (DP ), h(±) = d± f , d = DBr, f = Abs (DBR)ρ.

З а м е ч а н и е 1. Формулы для внешней оценки Π
+=Π

+
P+(Π ⊎BR) из следствия 2 выте-

кают также из [13, лемма 3.3]. Однако лемма 4 может быть полезна при построении не только
полиэдральных оценок (как в утверждениях 1 и 4), но и других, например эллипсоидальных.
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Утверждение 2. Пусть Z = A ⊗ Π , где A — интервальная матрица, Π — это Π -

политоп (1.10) с параллелепипедозначными сечениями, и пусть P+ — произвольная неособая

матрица. Тогда внешняя для Z оценка может быть найдена по правилу Π
+ = Π

+
P+(A⊗Π )

из (3.3) :

Π
+ = Π

+
P+(A⊗ Π ) = Π ({P+b, 0}, {P+t , µ+t}), µ+t = µt,

P+i = P
+
P+(A ◦ P i) = P (P+, γ+(−)i, γ+(+)i), i = b, t,

где векторы γ+(±)i, i = b, t, находятся с использованием любой из следующих двух формул,

которые следует понимать покомпонентно:

γ+(±)i = ±maxx∈E(P i){±(P+)−1Ãx+ (Abs (P+)−1)Â(Absx)};

γ+(±)i = ±maxA∈E(A){±(P+)−1Api + (Abs ((P+)−1AP ))πi}.
(3.4)

Если вдобавок Pb ⊇ Pt, то µ-сечения Π -политопа Π
+ будут невозрастающими.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Формулы (3.4) вытекают из (3.2) при l = ±((P+)−1)⊤ei.

Ввиду следствия 1 для проверки включения Z ⊆ Π
+ достаточно установить, что при лю-

бом µ ∈ [0, µt] имеем P̃(µ)
def
= P

+
P+(A◦P (µ)) ⊆ P+(µ) (т.к. A◦P (µ) ⊆ P̃(µ)) или, с учетом пред-

ставлений P̃(µ) = P (P+, γ̃(−)(µ), γ̃(+)(µ)), P+(µ) = P (P+, γ+(−)(µ), γ+(+)(µ)), что γ̃(+)(µ) ≤

γ+(+)(µ) и γ̃(−)(µ) ≥ γ+(−)(µ) при любом µ ∈ [0, µt]. Убедимся в выполнении первого неравен-
ства. Для вычисления γ̃(±)(µ) и γ+(±)(µ) будет удобно использовать вторую из формул (3.2). С
учетом следствия 1 имеем γ̃(±)(µ) = ±maxA∈E(A){±(P+)−1Ap(µ) + (Abs ((P+)−1AP ))π(µ)} =

±maxA∈E(A){±(P+)−1A(αpt + (1−α)pb) + (Abs ((P+)−1AP ))(απt + (1−α)πb)}, α = µ/µt. Вво-
дя обозначения f i(A) = (P+)−1Api + (Abs ((P+)−1AP ))πi, i = b, t, и используя очевид-
ные соотношения для функций типа maxx∈X (f

1(x) + f2(x)) ≤ maxx∈X f1(x) + maxx∈X f2(x);
maxx∈X (αf

1(x)) = αmaxx∈X f1(x), ∀α ≥ 0, а также неравенства 0 ≤ α = µ/µt ≤ 1 при
µ ∈ [0, µt], получаем γ̃(+)(µ) = maxA∈E(A){αf

t(A) + (1 − α)fb(A)} ≤ αmaxA∈E(A) f
t(A) + (1 −

α)maxA∈E(A) f
b(A). Но в силу следствия 1 и второй из формул (3.4) правая часть последнего

неравенства совпадает с γ+(+)(µ). Неравенство γ̃(+)(µ) ≤ γ+(+)(µ) доказано. Второе неравен-
ство γ̃(−)(µ) ≥ γ+(−)(µ) проверяется аналогично.

Невозрастание сечений Π
+ следует из второй части леммы 3 (в которой взято Z=Π

+)
ввиду включения P+b ⊇ P+t, вытекающего из леммы 1 и определения касающейся оценки. �

З а м е ч а н и е 2. Как видно из доказательства утверждения 2, внешние оценки
Π

+
P+(A⊗Π ) не обязаны быть касающимися для A⊗Π (в отличие от P

+
P+(A◦P ) и Π

+
P+(Π ⊎R)).

Рассмотрим способы построения внутренних оценок и опять начнем с оценок в R
n.

Введем множество матриц Gr×n = {Γ={γβα}∈Rr×n | ‖Γ‖≤1}, где ‖Γ‖ = max1≤α≤r

∑n
β=1 |γ

β
α|.

Пусть Pk = P[pk, P̄ k], k = 1, 2, P̄ 1 ∈ R
n×n, P̄ 2 ∈ R

n×r. Внутренние параллелотопозначные

оценки для Q = P1 + P2 могут быть найдены в виде P
−
Γ1,Γ2(Q)

def
= P[p1+p2, P̄ 1Γ1+P̄ 2Γ2],

где Γ1, Γ2 — произвольные матрицы, удовлетворяющие условиям Γ1 ∈ Gn×n, Γ2 ∈ Gr×n (см.
лемму 3.1 в ссылке [14] из работы [13]).

Семейство внутренних для Q = A◦P оценок, включающее введенные ранее в [18;21], дает
следующее утверждение.

Утверждение 3. Пусть P = P[p, P̄ ], где P̄ ∈ R
n×n, и A —интервальная матрица.

Пусть Γ1,Γ2 — произвольные матрицы, удовлетворяющие Γ1,Γ2 ∈ Gn×n, J = {j1, . . . , jn} —

произвольная перестановка чисел {1, . . . , n}, а параллелотоп P− определяется формулами

P− = P
−
J,Γ1,Γ2(A ◦ P )

def
= P[Ãp, ÃP̄Γ1 + (diag ν)Γ2],

νi = âjii ηji , i = 1, . . . , n, η = max{0,Abs p−Abs (P̄Γ1) e}.
(3.5)
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Тогда P− ⊆ A◦P . Если det Ã 6= 0, det P̄ 6= 0, а Γ1 и Γ2 взяты в виде Γ1 = Γ, Γ2 = (diag β) ÃP̄Γ,

где βi = (ei
⊤
Abs (ÃP̄Γ) e)−1, i = 1, . . . , n, а матрица Γ ∈ Gn×n является неособой (det Γ 6= 0),

то P− оказывается невырожденным параллелелепипедом, совпадающим с [18, (5)].

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится по схеме из [21, утверждение 1] и [18, теорема 1] с
необходимыми модификациями. �

Несложно привести пример того, что введение независимого параметра Γ2 позволяет при
некоторых предположениях построить невырожденный P− вида (3.5) при вырожденном P .

Внутренние элементарные оценки для множеств в R
n+1 будем строить в виде Π -цилиндров.

Утверждение 4. Пусть Π = Π ({Pb, 0}, {Pt , µt}) — это Π -цилиндр с одинаковыми па-

раллелотопозначными сечениями Pb = Pt = P[pt, P̄ t], а P = P[p, P̄ ] — параллелотоп с P̄ ∈

R
n×r, такой что 0 ∈ P . Тогда внутренней оценкой для Π ⊎P служит любой Π -цилиндр вида

Π
− = Π

−
h,Γ1,Γ2(Π ⊎ P)

def
= Π ({P−b, 0}, {P−t , µ−t}),

µ−t = µt − h, P−b = P−t = P
−
Γ1,Γ2(P

t + hP ) = P[pt + hp, P̄ tΓ1 + hP̄Γ2],
(3.6)

соответствующий допустимым значениям параметров h ∈ [0, µt], Γ1 ∈ Gn×n и Γ2 ∈ Gr×n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя лемму 4 к Π -цилиндру Π =
⋃

0≤µ≤µt{P (µ), µ} с Pb =

Pt, получаем следующие равенства и включения для µ-сечений X̂ (µ) множества Π ⊎ P = Ẑ :
X̂ (µ) = co (P(µ)∪ (P(µt)+(µt−µ)P)) = co (Pt∪ (Pt+(µt−µ)P)) = Pt+(µt−µ)P ⊇ Pt+hP ⊇

P[pt+hp, P̄ tΓ1+hP̄Γ2]. Здесь были последовательно учтены условия Pb = Pt, 0 ∈ P , µ ≤ µt−h
и использована указанная выше внутренняя оценка для Pt + hP. �

Утверждение 5. Пусть Π = Π ({Pb, 0}, {Pt , µt}) — это Π -цилиндр с Pb = Pt, а A —

интервальная матрица. Тогда внутренней оценкой для A⊗ Π служит любой Π -цилиндр

Π
− = Π

−
J,Γ1,Γ2(A⊗ Π )

def
= Π ({P−b, 0}, {P−t , µ−t}), µ−t = µt, P−b = P−t = P

−
J,Γ1,Γ2(A ◦ Pt),

(3.7)
где фигурирует внутренняя оценка для A ◦ Pt из утверждения 3, а J и Γ1,Γ2 ∈ Gn×n —

произвольные значения описанных там допустимых параметров.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из утверждения 3 и равенства всех µ-сечений Π . �

З а м е ч а н и е 3. Оценки (3.5) обладают тем свойством, что в случае P ∋ 0 получается
ν = η = 0, т. е. фактически не используется то, что матрица A — интервальная. В таком случае
может быть полезнее использовать так называемые простые оценки P

−
A(A ◦ P ) из [18] вида

P
−
A(A◦P ) = AP = P[Ap,AP̄ ], где A ∈ A, и вместо (3.7) строить внутренние оценки для A⊗Π

в виде Π -цилиндров вида

Π
−
= Π

−
A(A⊗Π )

def
= Π ({P−b, 0}, {P−t , µ−t}), µ−t

= µt,P−b
= P−t

= P
−
A(A◦Pt

) = P[Apt, AP̄ t
],

(3.8)
где параметром служит A ∈ A. Напомним, что максимальные по объему простые оценки
P

−
A(A◦P ) могут быть найдены среди оценок, соответствующих вершинам интервальной мат-

рицы A, а именно maxA∈A vol (AP) = maxA∈E(A) vol (AP) = maxA∈E(A) |detA| · volP [18].

4. Полиэдральные оценки множеств достижимости Z[k] и X [k]

Базируясь на введенных элементарных оценках, опишем способы построения полиэдраль-
ных оценок множеств достижимости. Начнем с внешних оценок, предложенных в [19].
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Теорема 2. Пусть Z[k] — множества достижимости системы (1.1), (1.3)–(1.8) и вы-

полнено предположение 1. Пусть Π -политопы Π
+[k] находятся из следующих соотношений:

Π
1+[k] = Π

+
P+[k]

(A[k] ⊗ Π
+[k−1])+©v[k], k = 1, . . . , N ; Π

+[0] = P0 × [0, µ0];

Π
+[k] = Π

+
P+[k]

(Π 1+[k] ⊎B[k]R[k]), k = 1, . . . , N,
(4.1)

которые конкретизируются с помощью формул из утверждения 2 и следствия 2. Тогда поли-

топы Π
+[k] являются внешними оценками для Z[k] (Z[k] ⊆ Π

+[k], k = 1, . . . , N) при любых

неособых матрицах ориентации P+[k] ∈ R
n×n, k = 1, . . . , N . При этом сечения политопов

Π
+[k] и Π

1+[k] не возрастают.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость теоремы вытекает из теоремы 1, утверждений 1
и 2 и монотонности по включению задействованных операций с множествами. �

Следствие 3. Пусть X [k] — множества достижимости системы (1.1)–(1.4) и выпол-

нено предположение 1. Пусть параллелепипеды P+[k] находятся из следующих соотношений:

P0+[k] = P
+
P+[k]

(A[k] ◦ P0+[k−1]) + v[k], k = 1, . . . , N ; P0+[0] = P0;

P+[k] = P
+
P+[k]

((A[k] ◦ P+[k−1] + v[k]) ∪ (P0+[k] + µ0B[k]R[k]))

= P
+
P+[k](P

+
P+[k](A[k] ◦ P+[k−1] + v[k]) ∪ P

+
P+[k](P

0+[k] + µ0B[k]R[k])),

k = 1, . . . , N ; P+[0] = P0.

(4.2)

Тогда они являются внешними оценками для X [k]: X [k] ⊆ P+[k], k = 1, . . . , N , каковы бы ни

были неособые матрицы ориентации P+[k], k = 1, . . . , N .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Включения X [k] ⊆ P+[k] следуют из теорем 1 и 2, поскольку
соотношения (4.2) фактически описывают динамику верхних и нижних сечений политопов из
(4.1): P0+[k] = P+t[k], P+[k] = P+b[k]. При этом второе равенство в выражении для P+[k] в
(4.2) вытекает из равенств типа P

+
P+(P

+
P+(X

1) ∪ X 2) = P
+
P+(X

1 ∪ X 2), которые проверяются
с помощью аппарата опорных функций. �

З а м е ч а н и е 4. Соотношения (4.1) и (4.2) описывают параметризованные семейства
полиэдральных трубок в R

n+1 и R
n соответственно, где параметром служит последователь-

ность матриц ориентации P+[·]. При выполнении предположения 2 матрицы P+[k] могут быть
найдены по аналогии с [13] из соотношений P+[k] = Ã[k]P+[k−1], k = 1, . . . , N ; P+[0] = P , где
P — произвольная неособая матрица; теперь она будет параметром семейства (более узкого).
При этом в случае Â[j] ≡ 0 оценки из (4.1) совпадут с оценками из [13, теорема 4.2] и будут
касающимися для МД Z[k], а параллелепипеды P+[k] из (4.2) будут касающимися оценками
для МД X [k]. Выбор постоянных матриц ориентации P+[k] ≡ P может привести к гораздо
более грубым оценкам ввиду известного в интервальном анализе “эффекта обертывания”.

Обратимся теперь к построению внутренних оценок.
Введем семейство трубок Π

−[·], удовлетворяющих соотношениям

Π
1−[k] = Π

−
J [k],Γ1[k],Γ2[k]

(A[k]⊗ Π
−[k−1]) +©v[k], k = 1, . . . , N ;

Π
−[k] = Π

−
h[k],Γ3[k],Γ4[k]

(Π 1−[k] ⊎B[k]R[k]), k = 1, . . . , N ;

Π
−[0] = P0 × [0, µ0] = Π ({P0, 0},{P0, µ0}),

(4.3)

где параметры J [·],Γ1[·],Γ2[·], h[·],Γ3[·],Γ4[·] отвечают условиям

h[j] ≥ 0, j=1, . . . , N,
N
∑

j=1

h[j] ≤ µ0; Γ
1
[j],Γ2

[j],Γ3
[j] ∈ Gn×n, Γ4

[j] ∈ Gnu×n, j=1, . . . , N, (4.4)

J [j] — произвольные перестановки чисел {1, . . . , n}; называем такие значения допустимыми.
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Теорема 3. Пусть Z[k] — множества достижимости системы (1.1), (1.3)–(1.8) и

выполнено предположение 1. Пусть Π -цилиндры Π
−[k] находятся из соотношений (4.3),

которые конкретизируются с помощью формул (3.7), (3.5), (3.6). Тогда Π
−[k] являют-

ся внутренними оценками для Z[k] при произвольных допустимых значениях параметров

J [·],Γ1[·],Γ2[·], h[·],Γ3[·],Γ4[·]: Π
−[k] ⊆ Z[k], k = 1, . . . , N .

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству теоремы 2 с опорой на утвержде-
ния 4 и 5. Выполнение требуемого в утверждении 4 условия 0 ∈ R[k] следует из (1.9). Условия
на h[·] из (4.4) обеспечивают ввиду (3.6), что µ−t[k] ≥ 0, k = 1, . . . , N . �

Следствие 4. Пусть X [k] — множества достижимости системы (1.1)–(1.4) и выпол-

нено предположение 1. Пусть параллелотопы P−[k] находятся из соотношений

P0−[k] = P
−
J [k],Γ1[k],Γ2[k]

(A[k] ◦ P−[k−1]) + v[k], k = 1, . . . , N ;

P−[k] = P
−
Γ3[k],Γ4[k]

(P0−[k] + h[k]B[k]R[k]), k = 1, . . . , N ; P−[0] = P0,
(4.5)

при таких же допустимых значениях параметров J [·],Γ1[·],Γ2[·], h[·],Γ3[·],Γ4[·], как и в тео-

реме 3. Тогда они являются внутренними оценками для X [k]: P−[k] ⊆ X [k], k = 1, . . . , N .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Включения P−[k] ⊆ X [k] вытекают из теорем 1 и 3, поскольку
соотношения (4.5) фактически описывают динамику µ-сечений цилиндров из (4.3): P−[k] =
P−t[k] = P−b[k] (а P0−[k] совпадают с µ-сечениями цилиндров Π

1−[k]).
Можно дать и другое доказательство следствия 4. Действительно, несложно видеть, что

если рассмотреть МД X [k;h[·]] системы (1.1), (1.3), (1.4) с x[0] ∈ X0 и ограничениями на u[·]
вида u[j] ⊆ h[j]R[j], j = 1, . . . , N , то при условиях на h[·] из (4.4) будем иметь X [k;h[·]] ⊆ X [k],
k = 1, . . . , N . Поэтому далее достаточно использовать конструкции для построения внутренних
оценок МД X [k;h[·]] систем с геометрическими ограничениями и элементарные внутренние
оценки в R

n, описанные в разд. 3. �

З а м е ч а н и е 5. Соотношения (4.3) и (4.5) описывают параметризованные семейства
полиэдральных трубок в R

n+1 и R
n соответственно, где параметрами служат функции h[·],

J [·], Γi[·], i = 1, 2, 3, 4. Если при каких-то k ∈ {1, . . . , N} оказывается, что P−t[k] ∋ 0, то ввиду
замечания 3 может быть полезно при таких k вместо формул для Π

1−[k] из (4.3) использовать
формулы

Π
1−

[k] = Π
−
A[k](A[k]⊗Π

−
[k−1]) +©v[k]

типа (3.8) и, аналогично, вместо формул для P0−[k] из (4.5) использовать формулы

P0−
[k] = P

−
A[k](A[k] ◦ P−

[k−1]) + v[k],

где матрицы A[k] ∈ A[k] играют роль параметра оценки.

Заключение

Исследована задача достижимости для многошаговых систем с исходно линейной струк-
турой и неопределенностями в начальных условиях, матрицах и аддитивных воздействиях,
причем последние стеснены интегральными ограничениями. Представлены соотношения, обес-
печивающие точное описание множеств достижимости, и предложены способы построения па-
раметризованных семейств внешних и внутренних полиэдральных оценок для них. При этом
рассматриваются не только МД X [k] в исходном пространстве, но и МД Z[k] в “расширен-
ном” пространстве, обладающие важным полугрупповым свойством. Для множеств Z[k] стро-
ятся внешние и внутренние оценки в виде политопов специального типа, которые называем
Π -политопами и Π -цилиндрами. Определенные сечения таких оценок дают внешние парал-
лелепипедозначные и внутренние параллелотопозначные оценки для X [k]. Хотя такие оценки
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могут оказаться несколько грубыми, их можно легко вычислить по явным формулам из си-
стем рекуррентных соотношений, и они могут быть довольно информативными, в то время
как точное построение МД достаточно затруднительно. Введение семейств оценок позволя-
ет более точно оценить МД в виде пересечения нескольких внешних оценок и объединения
нескольких внутренних. В [19] приведен пример построения внешних оценок для двумерной
системы. Примеры численного построения описываемых в статье двусторонних оценок с ис-
пользованием компьютерной графики для того случая и для систем большей размерности
будут представлены в отдельной публикации. Отметим также, что ввиду полугруппового свой-
ства предложенные оценки для Z[k] могут быть модифицированы с целью получения оценок
для МД систем с фазовыми ограничениями и для информационных множеств [2; 3; 7].
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321 p. ISBN: 978-0-8176-3699-9 .

8. Chernousko F.L. State estimation for dynamic systems. Boca Raton: CRC Press, 1994, 304 р. ISBN:
0-8493-4458-1 . Original Russian text published in Chernous’ko F.L. Otsenivanie fazovogo sostoyaniya

dinamicheskikh sistem. Metod ellipsoidov. Moscow: Nauka Publ., 1988, 319 p.

9. Ananyev B.I., Gusev M.I., Filippova T.F. Upravlenie i otsenivanie sostoyanii dinamicheskikh sistem s

neopredelennost’yu [Control and estimation of states of dynamic systems with uncertainty]. Novosibirsk:
Izdatelstvo SO RAN, 2018, 193 p. ISBN: 978-5-7692-1624-4 .

10. Le V.T.H., Stoica C., Alamo T., Camacho E.F., Dumur D. Zonotopes: From guaranteed state-estimation

to control. Croydon: Wiley-ISTE, 2013. 150 p. doi: 10.1002/9781118761588 .

11. Sharma U., Thangavel S., Gottu Mukkula A.R., Paulen R. Effective recursive parallelotopic bounding
for robust output-feedback control. IFAC-PapersOnLine, 2018, vol. 51, no. 15, pp. 1032–1037.
doi: 10.1016/j.ifacol.2018.09.058 .

12. Dreossi T., Dang T., Piazza C. Reachability computation for polynomial dynamical systems. Formal

Methods in System Design, 2017, vol. 50, no. 1, pp. 1–38. doi: 10.1007/s10703-016-0266-3 .

13. Kostousova E.K. Outer polyhedral estimates of reachable sets in the “extended” phase space for linear
discrete systems with integral bounds on controls. Vychisl. Tekhnol., 2004, vol. 9, no. 5, pp. 54–72 (in
Russian).

14. Tang W., Wang Z., Shen Y. Interval Estimation methods for discrete-time linear time-invariant systems.
Systems and Control Letters, 2019, vol. 123, pp. 69–74. doi: 10.1016/j.sysconle.2018.11.001 .

15. Filippova T.F., Matviychuk O.G. Estimates of reachable sets of control systems with bilinear-quadratic
nonlinearities. Ural Math. J., 2015, vol. 1, no. 1, pp. 45–54. doi: 10.15826/umj.2015.1.004 .



О полиэдральном оценивании множеств достижимости 155

16. Mazurenko S.S. Partial differential equation for evolution of star-shaped reachability domains of
differential inclusions. Set-Valued Var. Anal., 2016, vol. 24, no. 2, pp. 333–354.
doi: 10.1007/s11228-015-0345-4 .

17. Sinyakov V.V. Method for computing exterior and interior approximations to the reachability sets of
bilinear differential systems. Differential Equations. 2015, vol. 51, no. 8, pp. 1097–1111.
doi: 10.1134/S0012266115080145 .

18. Kostousova E.K. On polyhedral estimates for reachable sets of discrete-time systems with bilinear
uncertainty. Automation and Remote Control, 2011, vol. 72, no. 9, pp. 1841–1851.
doi: 10.1134/S0005117911090062 .

19. Kostousova E.K. State estimates of bilinear discrete-time systems with integral constraints through
polyhedral techniques. IFAC-PapersOnLine, 2018, vol. 51, no. 32, pp. 245–250.
doi: 10.1016/j.ifacol.2018.11.389 .

20. Chernousko F.L., Rokityanskii D.Ya. Ellipsoidal bounds on reachable sets of dynamical systems with
matrices subjected to uncertain perturbations. J. Optimiz. Theory Appl., 2000, vol. 104, no. 1, pp. 1–19.
doi: 10.1023/A:1004687620019 .

21. Kostousova E.K. On polyhedral estimates for reachable sets of differential systems with bilinear
uncertainty. Trudy Instituta Matematiki i Mekhaniki UrO RAN, 2012, vol. 18, no. 4, pp. 195–210 (in
Russian).

Received November 13, 2019
Revised January 22, 2020

Accepted January 27, 2020

Elena Kirillovna Kostousova, Dr. Phys.-Math. Sci., Krasovskii Institute of Mathematics and
Mechanics of the Ural Branch of the Russian Academy of Sciences, Yekaterinburg, 620108 Russia,
e-mail: kek@imm.uran.ru .

Cite this article as: E.K.Kostousova. On polyhedral estimation of reachable sets in the “extended”
space for discrete-time systems with uncertain matrices and integral constraints, Trudy Instituta

Matematiki i Mekhaniki URO RAN, 2020, vol. 26, no. 1, pp. 141–155 .



ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 26 № 1 2020

УДК 517.977

ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ РЕКОНСТРУКЦИИ ВОЗМУЩЕНИЯ
НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ

В.И.Максимов

Рассматривается задача реконструкции неизвестного возмущения системы нелинейных обыкновенных

дифференциальных уравнений, которая имеет две особенности. Во-первых, предполагается, что измеря-

ются (с ошибкой) в дискретные, достаточно частые, моменты времени фазовые координаты заданной

динамической системы. Во-вторых, относительно неизвестного возмущения, действующего на систему,

известно лишь то, что оно является элементом пространства функций, суммируемых с квадратом ев-

клидовой нормы, т. е. может быть неограниченным. Указанные предположения ведут к невозможности

точного восстановления. Учитывая данную особенность, мы конструируем устойчивый к информацион-

ным помехам и погрешностям вычислений алгоритм решения рассматриваемой задачи, который основан

на сочетании элементов теории некорректных задач с известным в теории позиционных дифференциаль-

ных игр методом экстремального сдвига.

Ключевые слова: линейные управляемые системы, динамическое восстановление.

V. I.Maksimov. On an algorithm for the reconstruction of a perturbation in a nonlinear system.

A problem of reconstruction of an unknown perturbation in a system of nonlinear ordinary differential

equations is considered. The methods of solution of such problems are well known. In this paper we study a

problem with two peculiarities. First, it is assumed that the phase coordinates of the dynamical system are

measured (with error) at discrete sufficiently frequent times. Second, the only information known about the

perturbation acting on the system is that its Euclidean norm is square integrable; i.e., the perturbation can be

unbounded. Since the exact reconstruction is impossible under these assumptions, we design a solution algorithm

that is stable under information noise and computation errors. The algorithm is based on the combination of

elements of the theory of ill-posed problems with the extremal shift method known in the theory of positional

differential games.

Keywords: linear control systems, dynamic reconstruction.

MSC: 49N45, 93B52

DOI: 10.21538/0134-4889-2020-26-1-156-166

1. Введение. Постановка задачи

Рассматривается нелинейная система дифференциальных уравнений

ẏ(t) = f(t, x(t), y(t), u(t)), t ∈ T = [0, ϑ], (1.1)

с начальным условием

y(0) = y0.

Здесь 0 < ϑ < +∞, x ∈ R
n, y ∈ R

N , u ∈ R
r, f(t, x, y, u) = f1(t, x, y)+Bu, f1 — липшицева функ-

ция с константой Липшица L, u — возмущение, B — стационарная матрица соответствующей
размерности, x(·) ∈ L∞(T ;Rn) — некоторая функция. Предполагается, что на систему (1.1)
действует неизвестное возмущение u(·) ∈ L2(T ;R

r). В дискретные, достаточно частые, момен-
ты времени τi ∈ ∆ = {τi}

m
i=0 (τ0 = 0, τm = ϑ, τi+1 = τi + δ) измеряется фазовое состояние

системы (1.1) y(τi) = y(τi; y0, x(·), u(·)). Состояния y(τi), i ∈ [0 : m− 1] измеряются с ошибкой.
Результаты измерений — векторы ξhi ∈ R

N — удовлетворяют неравенствам

|y(τi)− ξhi |N ≤ h. (1.2)
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Предполагается, что функция x(·) известна неточно. Именно вместо функции x(·) известна
функция φν(·) ∈ L∞(T ;Rn) со свойством

|x(t)− φν(t)|n ≤ ν при п.в. t ∈ T. (1.3)

Здесь h ∈ (0, 1) и ν = ν(h) — уровни погрешности измерения, символ | · |n означает евкли-
дову норму в пространстве R

n. Требуется указать алгоритм приближенного восстановления
неизвестного возмущения по результатам неточных измерений y(τi). Таким образом, рассмат-
ривается задача, состоящая в построении алгоритма, который по текущим измерениям вели-
чин y(τi) в “реальном времени” формирует (по принципу обратной связи) некоторую функцию
uh = uh(·), являющуюся приближением (в метрике пространства L2(T ;R

r)) некоторого возму-
щения, порождающего решение y(·) уравнения (1.1).

Сформулированная выше задача является задачей динамического восстановления (рекон-
струкции). Можно выделить два подхода к восстановлению недоступной прямому наблюдению
информации о системе. Один связан с теорией оценивания управляемых систем, нацеленной на
синтез максимальной текущей информации о состояниях системы. Такая информация обыч-
но представляется в виде так называемых информационных множеств, объединяющих все
состояния системы, не противоречащие текущей истории наблюдений [1–3]. Другой подход
был развит в исследованиях [4–11]. Он основан на комбинации методов теории позиционного
управления [12] и некорректных задач [13; 14]. Если возмущение u(·) стеснено мгновенными
ограничениями, обсуждаемая задача может быть решена на основе конструкций работ [5; 6].

В данной статье мы рассмотрим случай отсутствия мгновенных ограничений. Вследствие
этого будем считать, что неизвестное возмущение может быть неограниченным, являясь функ-
цией суммируемой с квадратом евклидовой нормы. Другие задачи динамического восстанов-
ления, методы решения которых основаны на соответствующих модификациях метода экстре-
мального сдвига, обсуждались, например, в работах [7–11]. При этом в [7; 8] рассматривался
случай измерения “всех” координат. Случаю измерения части фазовых координат посвяще-
ны работы [9] (линейная система обыкновенных дифференциальных уравнений), [10] (система
с последействием), [11] (система с распределенными параметрами). Следует отметить, что
обсуждаемый в настоящей статье подход к решению задач реконструкции отличается от стан-
дартных подходов, среди которых можно отметить, например, подходы основанные на стоха-
стических методах [16; 17], методах параметризации [17], методах двухступенчатой оптимиза-
ции [19] и другие.

2. Метод решения задачи

Перейдем к описанию метода решения рассматриваемой задачи. Как было отмечено вы-
ше, метод основан на конструкциях теории управления с обратной связью. При этом задача
динамической реконструкции заменяется задачей позиционного управления некоторой подхо-
дящим образом подобранной динамической системой.

Пусть для каждого h ∈ (0, 1) фиксировано семейство ∆h разбиений отрезка T контроль-
ными моментами времени τh,i:

∆h = {τh,i}
mh

i=0, τh,0 = 0, τh,mh
= ϑ, τh,i+1 = τh,i + δ(h), δ(h) ∈ (0, 1). (2.1)

Введем вспомогательную систему, описываемую векторным дифференциальным уравнением

ẇh
(t) = f1(τi, φ

ν
(t), ξhi ) +Buhi при п.в. t ∈ [τi, τi+1) (i ∈ [0 : mh − 1]) (2.2)

с начальным состоянием wh(0) = ξh0 . Закон U(·, ·) : RN × R
N 7→ R

r формирования управле-
ния uh(·) этой системой конструируется таким образом, что при соответствующем согласова-
нии ряда параметров кусочно-постоянная функция uh(·) вида

uh(t) = uhi = U(ξhi , w
h
(τi)) при п.в. t ∈ [τi, τi+1) (i ∈ [0 : mh − 1]) (2.3)
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аппроксимирует неизвестный вход.
Следует отметить, что одно и то же решение системы (1.1) может вызываться не един-

ственным возмущением. Пусть U(x(·), y(·)) — множество всех возмущений из L2(T ;R
r), по-

рождающих решение y(·) системы (1.1), т. е.

U(x(·), y(·)) = {ũ(·) ∈ L2(T ;R
r
) : ẏ(t)− f1(t, x(t), y(t)) = Bũ(t) при п.в. t ∈ T}.

Символом u∗(·) обозначим минимальное по L2(T ;R
r)-норме возмущение из U(x(·), y(·)), по-

рождающее решение y(·) системы (1.1), т. е.

u∗(·) = arg min
u(·)∈U(x(·),y(·))

|u(·)|L2(T ;Rr).

Нетрудно видеть, что такое возмущение существует и единственно. Следуя принятому в теории
некорректных задач подходу [13; 14] мы будем восстанавливать u∗(·).

3. Алгоритм решения

Укажем алгоритм решения рассматриваемой задачи. Возьмем некоторые семейство ∆h

(2.1), а также функцию α(h) : (0, 1) → (0, 1).
До начала работы алгоритма фиксируем величины h ∈ (0, 1), ν = ν(h), α = α(h) и разбие-

ние ∆h = {τh,i}
mh

i=0 вида (2.1). Работу алгоритма разобьем на однотипные шаги. В течение i-го
шага, осуществляемого на промежутке времени δi = [τi, τi+1), τi = τh,i, выполняются следую-
щие операции. Сначала, в момент τi, вычисляется вектор uhi по формуле (2.3), в которой

U(ξhi , w
h
(τi)) = Uα(ξ

h
i , w

h
(τi)) = −α−1B′

(wh
(τi)− ξhi ). (3.1)

Здесь штрих означает транспонирование. Затем на вход системы (2.2) подается управление
uh(t) вида (2.3), (3.1). Под действием этого управления решение системы (2.2) переходит из
состояния wh(τi) в состояние wh(τi+1). Работа алгоритма заканчивается в момент ϑ.

Оказывается, что при определенном согласовании величин h, δ(h), ν(h), α(h) функция uh(·)
является аппроксимацией u(·). Прежде чем перейти к доказательству этого факта, приведем
две леммы, которые понадобятся в дальнейшем.

З а м е ч а н и е 1. Для случая, когда правая часть системы (1.1) не зависит от функ-
ции x(·), т. е. f = f1(t, y)+Bu, в работе [7] указан алгоритм решения рассматриваемой задачи.
При этом в качестве модели бралась система

ẇh
(t) = f1(τi, ξ

h
i ) +Buhi + vhi , t ∈ δi,

в которой управления uhi и vhi вычислялись по формулам

uhi = α(h)−1B′
(ξhi − wh

(τi)), vhi = cδ(h)α−2
(h)(ξhi − wh

(τi)),

где c — некоторая положительная константа. Там же было показано, что при соответствующем
согласовании параметров h, α(h) и δ(h) имеет место сходимость uh(·) к u∗(·) в L2(T ;R

r). При
доказательстве этой сходимости существенную роль играла функция vh(·).

В настоящей работе, в отличие от [7], мы, во-первых, рассмотрим правую часть f , зави-
сящую от некоторой функции x(·). Во-вторых, мы покажем, что в модели можно полагать
vh(t) = 0, t ∈ T .

Лемма 1 [6, с. 29]. Пусть x1(·) ∈ L∞(T∗;R
n), y1(·) ∈ W (T∗;R

n), T∗ = [a, b], −∞ < a <
b < +∞,

∣

∣

∣

∣

t
∫

a

x1(τ) dτ

∣

∣

∣

∣

n

≤ ε, |y1(t)|n ≤ K ∀ t ∈ T∗.
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Тогда при всех t ∈ T∗ верно неравенство

∣

∣

∣

∣

t
∫

a

(x1(τ), y1(τ)) dτ

∣

∣

∣

∣

≤ ε(K + var(T∗; y1(·))).

Здесь символ var(T∗; y1(·)) означает вариацию функции y1(·) на отрезке T∗, символ (·, ·) —
скалярное произведение в соответствующем конечномерном евклидовом пространстве, сим-
вол | · | — модуль числа, а символ W (T∗;R

n) — множество функций y(·) : T∗ → R
n с ограни-

ченной вариацией.
Заметим, что встречающиеся в настоящей работе постоянные Cj , kj , k

(j) зависят от струк-
туры системы (1.1) и не зависят от h, α, δ, ν.

Лемма 2. Пусть α(h) → 0, δ(h)α−2(h) → 0 при h → 0. Тогда можно указать такое

h1 ∈ (0, 1), что при всех h ∈ (0, h1), t ∈ T для некоторых положительных C1–C3 справедливы

неравенства

ε∗(t) ≤ C1ρ1(α, δ, h, ν), (3.2)

ϑ
∫

0

|uh(τ)|2r dτ ≤ (1 + C2αδ
−2

)

ϑ
∫

0

|u(τ)|2r dτ + C3ρ(α, δ, h, ν)α
−1 , (3.3)

где ε∗(t) = 0.5|wh(t) − y(t)|2N , ρ1(α, δ, h, ν) = ρ(α, δ, h, ν) + α + δ + δ2ν2, ρ(α, δ, h, ν) = α2δ +
h2δ−1 + h+ α2ν2δ−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим изменение величины ε∗(t) при t ∈ T . Для t ∈ δi =
[τi, τi+1), i ∈ [0 : m− 1] имеем

ε∗(t) = 0.5

∣

∣

∣

∣

wh
(τi)− y(τi) +

t
∫

τi

(f i(τ) +Bi
(τ)) dτ

∣

∣

∣

∣

2

N

,

где m = mh, τi = τh,i,

f i(t) = f1(τi, φ
ν
(t), ξhi )− f1(t, x(t), y(t)), Bi

(t) = B(uhi − u(t)) при п.в. t ∈ δi.

В таком случае при t ∈ δi справедливо равенство

ε∗(t) = ε∗(τi) +

5
∑

j=1

ν
(j)
i (t).

Здесь

ν
(1)
i (t) =

(

wh(τi)− y(τi),

t
∫

τi

f i(τ) dτ

)

, ν
(2)
i (t) = 0.5

∣

∣

∣

∣

t
∫

τi

f i(τ) dτ

∣

∣

∣

∣

2

N

,

ν
(3)
i (t) =

(

wh(τi)− y(τi),

t
∫

τi

Bi
(τ) dτ

)

,

ν
(4)
i (t) =

(

t
∫

τi

f i(τ) dτ,

t
∫

τi

Bi
(τ) dτ

)

, ν
(5)
i (t) = 0.5

∣

∣

∣

∣

t
∫

τi

Bi
(τ) dτ

∣

∣

∣

∣

2

N

, t ∈ δi.

Всюду в доказательстве этой леммы α = α(h), ν = ν(h), δ = δ(h). Нетрудно видеть, что при
всех i верны неравенства (см. (3.1))

|uhi |r =
∣

∣

∣

B′(ξhi − wh(τi))

α

∣

∣

∣

r
≤
b∗
α
Qi, (3.4)
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где Qi = h + (2ε∗(τi))
1/2, b∗ — евклидова норма матрицы B. Заметим, что при t ∈ [τi, τi+1]

верна оценка

|f i(t)|N ≤ L
(

δ + h+ ν + |y(t)− y(τi)|N
)

≤ LQ
(i)
t . (3.5)

Здесь

Q
(i)
t = δ + h+ ν +

t
∫

τi

|ẏ(τ)|N dτ.

В свою очередь из соотношения (3.5) следует неравенство

ν
(1)
i (t) ≤ L(2ε∗(τi))

1/2δQ
(i)
t ≤

δ2

4α2
ε∗(τi) + k1α

2
(Q

(i)
t )

2, t ∈ δi. (3.6)

Обозначим Uip(t) =

∫ t

τi

|u(τ)|pr dτ, p = 1, 2. Имеем

ν
(2)
i (t) ≤ k2δ

2
(Q

(i)
t )

2, t ∈ δi. (3.7)

Также верно неравенство (см. (3.4))

∣

∣

∣

∣

t
∫

τi

Bi
(τ) dτ

∣

∣

∣

∣

N

≤ b∗(Ui1(t) + δ|uhi |N ) ≤ b∗(b∗δα
−1Qi + Ui1(t)), t ∈ δi. (3.8)

В силу (3.4) и (3.8) имеет место соотношение

ν
(3)
i (t) ≤

t
∫

τi

(wh
(τi)− ξhi , B

i
(τ)) dτ + hb∗{b∗δα

−1
(h+ (2ε∗(τi))

1/2
) + Ui1(t)} (3.9)

≤

t
∫

τi

(wh
(τi)− ξhi , B

i
(τ)) dτ + k3

{(

1 +
δ

α

)

h2 + hUi1(t)
}

+
δ2

4α2
ε∗(τi).

Нетрудно видеть, что при t ∈ [τi, τi+1] верны неравенства

ν
(4)
i (t) ≤ k4

{δ2

α
Q

(i)
t (h+ ε

1/2
∗ (τi)) + δQ

(i)
t Ui1(t)

}

≤
δ2

4α2
ε∗(τi) + k5

{

δ2(Q
(i)
t )

2
+
δ2

α2
h2 + δUi2(t)

}

, (3.10)

ν
(5)
i (t) ≤ 0.5b2∗

(

Ui1(t) + δb∗
Qi

α

)2
≤ 4b4∗

δ2

α2
ε∗(τi) + k6

{

h2
δ2

α2
+ δUi2(t)

}

. (3.11)

Объединяя соотношения (3.6), (3.7), (3.9)–(3.11) и учитывая условие δ(h)α−2(h) → 0 при h→ 0,
при t ∈ [τi, τi+1] получаем

ε∗(t) ≤ ε∗(τi) +
(

1 + 4b4∗
δ2

α2

)

ε∗(τi) + k7
{

δUi2(t) + (α2
+ δ2)(Q

(i)
t )

2
+ h2 + hUi1(t)

}

. (3.12)

Далее, имеем

(α2
+ δ2)

m−1
∑

i=0

(Q(i)
τi+1

)
2 ≤ k8α

2
m−1
∑

i=0

(h2 + δ2 + ν2 + δQi,τi+1
) ≤ k9{α

2δ + α2
(h2 + ν2)δ−1}. (3.13)
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Здесь Qi,t =

∫ t

τi

|ẏ(τ)|2N dτ , t ∈ [τi, τi+1]. Введем величину

µ(t) = 2ε∗(t) + α

t
∫

0

{|uh(τ)|2r − |u(τ)|2r} dτ.

Воспользовавшись правилом определения управления uh(·), из (3.12) получаем

µ(t) ≤ µ(τi) + 1

(

1 + 4b4∗
δ2

α2

)

ε∗(τi) + k7

{

δUi2(t) + (α2
+ δ2)(Q

(i)
t )

2
+ h2 + hUi1(t)

}

. (3.14)

Пусть

γ∗(t) = 2ε∗(t) + α

t
∫

0

|uh(τ)|2r dτ.

Из (3.14), учитывая неравенство (1 + δα−1)δα−1 ≤ const, выводим при t ∈ [τi, τi+1] оценку

γ∗(t) ≤
(

1 + 4b4∗
δ2

α2

)

γ∗(τi) + (α+ k10δ)Ui2(t) + k11

{

(α2
+ δ2)(Q

(i)
t )

2
+ h2 + hUi1(t)

}

. (3.15)

В силу (3.13) из (3.15) стандартным образом (см., например, [12]) следует

γ∗(τi+1) ≤
[

γ∗(0) + (α+ k10δ)U
(i+1)

+ k12ρ
]

exp

{

4b4∗
δ

α2
τi+1

}

, i ∈ [0 : m− 1].

Здесь ρ = ρ(α, δ, h, ν), U (i+1) =

∫ τi+1

0
|u(τ)|2r dτ. Далее, из последнего неравенства, учитывая

тот факт, что γ∗(0) ≤ h2 (см. (1.2) при i = 0), получаем

γ∗(τi) ≤
[

(k13ρ+ (α + k10δ)U
(i)
]

exp

{

4b4∗δ

α2
τi

}

. (3.16)

В силу условия δ(h)α−2(h) → 0 при h → 0 найдется такое число h∗ ∈ (0, 1), что при всех
h ∈ (0, h∗) справедливо неравенство

exp{4b4∗ϑδα
−2} ≤ 1 + k14δα

−2. (3.17)

В таком случае, учитывая (3.17), из (3.16) выводим оценку, справедливую при всех h ∈ (0, h∗),
i ∈ [0 : m]

2ε∗(τi) ≤ γ∗(τi) ≤ k15ρ+ (α+ k10δ)(1 + k14δα
−2

)U (i). (3.18)

В свою очередь, из (3.18) имеем

τi
∫

0

|uh(τ)|2r dτ ≤ (1 + k10δα
−1

)(1 + k14δα
−2

)U (i)
+ k15ρα

−1

≤
(

1 + k16
δ

α2

)

U (i)
+ k15ρα

−1, i ∈ [0 : m], h ∈ (0, h∗). (3.19)

Положив i = m, получим неравенство (3.3). Проверим неравенство (3.2). При t ∈ [τi, τi+1]

верна оценка

(2ε∗(t))
1/2 ≤ (2ε∗(τi))

1/2
+ It,i +

∣

∣

∣

∣

t
∫

τi

B{uhi − u(τ)} dτ

∣

∣

∣

∣

N

, (3.20)
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где (см. (3.5))

It,i =

t
∫

τi

|f1(τ, x(τ), y(τ)) − f1(τi, φ
ν
(τ), ξhi )|n dτ ≤ δL

(

h+ δ + ν +

t
∫

τi

|ẏ(τ)|N dτ

)

. (3.21)

Поэтому из (3.20), воспользовавшись неравенством (3.21), а также неравенством

max
i∈[0:m−1]

τi+1
∫

τi

|Bu(t)|Ndt ≤ k17δ
1/2,

получаем (2ε∗(t))
1/2 ≤ (2ε∗(τi))

1/2 + k18{δν + δ|uhi |r + δ1/2}. Таким образом,

2ε∗(t) ≤ k19{ε∗(τi) + δ + δ2|uhi |
2
r + δ2ν2}, t ∈ [τi, τi+1]. (3.22)

Далее, в силу (3.4) имеем

δ2|uhi |
2
r ≤ 2b2∗δ

2α−2
(h2 + 2ε∗(τi)) ≤ k20(h

2
+ ε∗(τi)). (3.23)

Значит, ввиду (3.22), (3.23) при t ∈ [τi, τi+1] справедливо неравенство

2ε∗(t) ≤ k21{ε∗(τi) + δ + δ2ν2}.

Отсюда и из (3.18) получаем

2ε∗(t) ≤ k22

(

ρ+ δ + δ2ν2 + (α+ k10δ)(1 + k14δα
−2

)

t
∫

0

|u(τ)|2r dτ

)

≤ k23ρ1(α, δ, h, ν), t ∈ T.

Неравенство (3.2) следует из последнего неравенства. Лемма доказана.

С помощью леммы 2 стандартным образом (см., например, [6]) может быть доказана

Теорема 1. Пусть выполнены условия леммы 2. Пусть также

ρ1(α(h), δ(h), h, ν(h)) → 0, ν(h) → 0,

ρ(α(h), δ(h), h, ν(h))α−1
(h) → 0 при h→ 0.

Тогда имеет место сходимость uh(·) → u∗(·) при h → 0.

4. Оценка скорости сходимости алгоритма

При некоторых дополнительных условиях может быть выписана оценка скорости сходи-
мости алгоритма.

Лемма 3. Пусть u(·) — функция ограниченной вариации, N ≥ r, rankB = r. Пусть

также выполнены условия леммы 2. Тогда можно указать константу C4 > 0 такую, что

при всех h ∈ (0, h1) верно неравенство

ϑ
∫

0

|uh(τ)− u(τ)|2r dτ ≤ C4ρ0(α, δ, h, ν) + C3ρ(α, δ, h, ν)α
−1 .

где ρ0(α, δ, h, ν) = α1/2 + δ1/2 + hδ−1/2 + ανδ−1/4 + νδ, константа C3 та же, что и в (3.3).



Об одном алгоритме реконструкции 163

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая липшицевость функции f1, а также лемму 2, заклю-
чаем, что для любых t1, t2 ∈ T , t1 < t2 справедливо неравенство

∣

∣

∣

∣

t2
∫

t1

B(uh(t)− u(t)) dt

∣

∣

∣

∣

N

=

∣

∣

∣

∣

t2
∫

t1

[

ẇh
(τ)− ẏ(τ)− f1(τ, φ

ν
(τ), ξh(τ)) + f1(τ, x(τ), y(τ))

]

dτ

∣

∣

∣

∣

N

≤ |µh(t2)− µh(t1)|N + k(1)
(

t2
∫

t1

[

|ξh(τ)− y(τ)|N + |φν(τ)− x(τ)|n
]

dτ + δ

)

≤ |µh(t2)− µh(t1)|N + k(2)
t2
∫

t1

(|µh(τ)|N + h+ δ + ν) dτ,

где µh(t) = wh(t) − y(t), ξh(τ) = ξhi при п.в. τ ∈ [τi, τi+1). Кроме того, в силу леммы 3

(см., (3.2)) имеем |µh(t)|N = (2ε∗(t))
1/2 ≤ C

1/2
1 ρ

1/2
1 (α, δ, h, ν). Отсюда выводим

∣

∣

∣

∣

t2
∫

t1

(uh(t)− u(t))dt

∣

∣

∣

∣

r

≤ k(3)
∣

∣

∣

∣

t2
∫

t1

B(uh(t)− u(t)) dt

∣

∣

∣

∣

N

≤ k(4){ρ
1/2
1 (α, δ, h, ν) + h+ δ + ν} (4.1)

≤ k(5)ρ0(α, δ, h, ν).

Снова воспользовавшись леммой 2 (см. (3.3)), получаем

ϑ
∫

0

|uh(τ)− u(τ)|2rdτ =

ϑ
∫

0

|uh(τ)|2rdτ − 2

ϑ
∫

0

(uh(τ), u(τ))dτ +

ϑ
∫

0

|u(τ)|2rdτ

≤ (2 + C2αδ
−2

)

ϑ
∫

0

|u(τ)|2rdτ − 2

ϑ
∫

0

(uh(τ), u(τ))dτ + C3ρ(α, δ, h, ν)α
−1

= 2

ϑ
∫

0

(u(τ)− uh(τ), u(τ)) dτ + C2αδ
−2

ϑ
∫

0

|u(τ)|2r dτ + C3ρ(α, δ, h, ν)α
−1 , t ∈ T.

В силу леммы 1, учитывая (4.1), имеем supt∈T

∣

∣

∣

∫ t

0
(u(τ) − uh(τ), u(τ)) dτ

∣

∣

∣
≤ k(6)ρ0(α, δ, h, ν).

Таким образом, при всех h ∈ (0, h1), t ∈ T верно неравенство

ϑ
∫

0

|uh(τ)− u(τ)|2rdτ ≤ 2k(6)ρ0(α, δ, h, ν) + C3ρ(α, δ, h, ν)α
−1 . (4.2)

Отсюда следует утверждение леммы. Лемма доказана.

Нетрудно проверить, что справедлива следующая лемма.

Лемма 4. Пусть выполнены условия леммы 2. Пусть также χ ∈ (0, 1/2). Если δ(h) =

h, α(h) = h1/2−χ(h), то можно указать такое число h2 ∈ (0, h1), что при всех h ∈ (0, h2) для

некоторых положительных C5 − C7 справедливы неравенства

ρ(α(h), δ(h), h, ν(h))α−1
(h) ≤ C5h

1/2−χ,

ρ1(α(h), δ(h), h, ν(h)) ≤ C6h
1/2−χ, ρ0(α(h), δ(h), h, ν(h)) ≤ C

1/4−χ/2
7 .



164 В.И.Максимов

В таком случае из лемм 2 и 4 вытекает

Следствие. Пусть выполнены условия леммы 4. Тогда существует C8 > 0 такое, что
имеет место неравенство

ϑ
∫

0

|uh(t)− u(t)|2rdt ≤ C8h
1/4−χ/2.

5. Пример

Пусть в системе (1.1) x(t) = ż(t). При этом функция z(·) неизвестна. Известны лишь ее
свойства: ż(0) = 0, z̈(·) ∈ L2(T ;R

n). В моменты τi измеряются ее значения с ошибкой h, т. е.
вычисляются векторы ψh

i ∈ R
n такие, что |ψh

i − z(τi)|n ≤ h. Задача состоит в восстановлении
возмущения u(·), порождающего решение y(·) системы (1.1) по измерениям z(τi) и y(τi).

Для решения задачи можно воспользоваться описанным выше алгоритмом, восстанавливая
u∗(·) — минимальный в L2(T ;R

r) элемент множества

U(y(·), z(·)) = {u(·) ∈ L2(T ;R
r
) : ẏ(t) = f1(t, y(t), ż(t)) +Bu(t) при п.в. t ∈ T}.

Вместе с функцией α = α(h) фиксируем функцию α1 = α1(h) : (0, 1) → (0, 1). Наряду с
моделью (2.2) введем еще одну вспомогательную систему следующего вида:

ẇh
1 (t) = uh1(t), t ∈ T.

Начальное состояние этой системы wh
1 (0) = 0. Управление uh1(·) будем вычислять по правилу

uh1(t) = uhi = −
wh
1 (τi)− ψh

i

α1(h)
, t ∈ [τi, τi+1).

Из результатов [15] (см. теорему 5) следует справедливость неравенства

sup
t∈T

|uh1(t)− ż(t)|n ≤ ν(h), (5.1)

где ν(h) = C9{α1(h) + (h + δ(h))α−1
1 (h)}. В таком случае можно считать (ν = ν(h)) φν(t) =

uh1(t), t ∈ T. Тогда в силу теоремы 1, если выполнены следующие условия согласования пара-
метров

α(h) → 0, α1(h) → 0, h2δ−1
(h) → 0, α2

(h)α2
1(h)δ

−1
(h) → 0, (5.2)

α2
(h)(h2 + δ2(h))α−1

1 (h) → 0 при h→ 0,

имеет место сходимость uh(·) → u∗(·) в L2(T ;R
r) при h→ 0. В свою очередь, соотношения (5.2)

выполнены, например, если

δ(h) = C10h, α(h) = C11h
µ

(µ = const ∈ (0, 1)), α1(h) = C12h
1/4.

При этом ν(h) ≤ C13h
1/2, α2(h)ν2(h)δ(h) ≤ C14h

2µ. Заметим, что в данном примере величи-
на z(t) измеряется в дискретные моменты времени. Однако, роль φν(·) играет функция uh1(·),
которая по величинам ψh

i определяется для всех t ∈ T .
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УДК 517.977

О МАКСИМАЛЬНОМ ГАРАНТИРОВАННОМ ВЫИГРЫШЕ
В НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧАХ КОНФЛИКТНОГО УПРАВЛЕНИЯ

МНОГОШАГОВЫМИ ПРОЦЕССАМИ

М.С.Никольский

В статье рассматриваются многошаговые конфликтно управляемые процессы с двумя управляющими

субъектами. Продолжительность процесса фиксирована и нет ограничения на правый конец дискретной

траектории. Первый игрок стремится к максимизации терминального функционала, причем информация

о будущем поведении второго игрока отсутствует. В статье изучается важное понятие максимального

гарантированного выигрыша первого игрока с помощью идей беллмановского метода динамического про-

граммирования. В теореме 1 при широких предположениях относительно изучаемого конфликтно управ-

ляемого процесса с помощью метода динамического программирования получена формула для искомого

максимального гарантированного выигрыша. В теореме 2 получены достаточные условия, обеспечиваю-

щие липшицевость соответствующих функций беллмановского типа. Для иллюстрации рассмотрено два

примера.

Ключевые слова: многошаговые управляемые процессы, конфликт, динамическое программирование.

M.S. Nikol’skii. On the maximal guaranteed payoff in some problems of conflict control of

multistep processes.

We consider multistep conflict-controlled processes with two controlling partners. The duration of the process

is fixed, and there are no constraints on the right end of the discrete trajectory. The first player aims to

maximize the terminal functional without information about the future behavior of the second player. We

study the important notion of maximal guaranteed payoff of the first player using the ideas of Bellman’s

dynamic programming method. Based on this method, a formula for the maximal guaranteed payoff is derived

in Theorem 1 under broad assumptions on the conflict-controlled process. In Theorem 2, we obtain sufficient

conditions under which the corresponding functions of Bellman type are Lipschitz. Two examples are considered.

Keywords: discrete controlled processes, conflict, dynamical programming.
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Введение

Теория многошаговых управляемых процессов является важным разделом современной
математической теории управления. Имеются определенные связи и аналоги этой теории
с теорией оптимального управления непрерывными динамическими системами. Многошаговые
управляемые процессы с успехом используются, например, при моделировании экономических
процессов, развивающихся во времени, так как в экономике текущее время часто квантуется
по периодам день, неделя и так далее. Помимо управляемых многошаговых процессов в теории
управления интересным и актуальным объектом изучения являются конфликтно управляемые
многошаговые процессы. Они оказываются полезными, в частности, при изучении управляе-
мых многошаговых процессов при наличии разного рода возмущений, поведение которых не
предсказуемо.

Отметим, что современная теория дифференциальных игр тесно связана с теорией кон-
фликтно управляемых многошаговых процессов.

Многошаговые конфликтно управляемые процессы (см., например, [1–3]) представляют
значительный интерес при моделировании конфликтных процессов, развивающихся во вре-
мени. При их изучении оказываются полезными общие концепции теории игр и теории мно-
гошаговых управляемых процессов. Следует также отметить глубокие связи между теорией
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многошаговых конфликтно управляемых процессов и теорией дифференциальных игр (см.,
например, [1; 2; 4]).

В статье изучается важное понятие максимального гарантированного выигрыша с точки
зрения первого игрока в играх двух лиц, описываемых конфликтно управляемым многошаго-
вым процессом. В теореме 1 при широких предположениях с помощью метода динамическо-
го программирования, восходящего к работам Р. Беллмана, получена формула для искомого
максимального гарантированного результата. В теореме 2 найдены конструктивные достаточ-
ные условия, при которых соответствующие функции беллмановского типа, участвующие в
построении максимального гарантированного результата, удовлетворяют условию Липшица.
Этот результат полезен при приближенных вычислениях искомого максимального гарантиро-
ванного результата.

1. Условимся символом R
k (k > 1) обозначать арифметическое евклидово пространство,

элементами которого являются упорядоченные столбцы из k чисел, со стандартным скаляр-
ным произведением 〈·, ·〉. Для y ∈ R

k под символом |y| будем понимать стандартную длину
вектора y.

Далее рассматривается многошаговый конфликтно управляемый процесс (см., например,
[1–3]) вида

xt+1 = f(xt, ut, vt), (1)

где t = 0, . . . , N−1 (N > 1), xt ∈ R
n, ut ∈ P ⊂ R

p, P — компакт в R
p; vt ∈ Q ⊂ R

q, Q — компакт
в R

q; f(x, u, v) — n-мерная векторная функция, определенная и непрерывная по совокупности
переменных на R

n × P ×Q.

Для конфликтно управляемого процесса (1) фиксировано начальное условие

x(0) = x0. (2)

Процесс движения вектора xt (см. (1), (2)) рассматривается с точки зрения первого игрока,
распоряжающегося выбором вектора u ∈ P , причем он стремится к максимизации терминаль-
ного функционала ϕ(xN ), где функция ϕ(x) определена и непрерывна на R

n. Предполагается,
что первый игрок знает функции f(x, u, v), ϕ(x) и в каждый момент t = 0, . . . , N − 1 знает
текущий фазовый вектор xt. На основании доступной ему информации он старается выбрать
функции ut(x) ∈ P (t = 0, . . . , N − 1, x ∈ R

n) так, чтобы обеспечить как можно большее
значение критерия ϕ(xN ). Предполагается далее, что второй игрок знает функцию f(x, u, v)
и в каждый момент t = 0, . . . , N − 1 знает текущий фазовый вектор xt. В качестве страте-
гий второго игрока выступают всевозможные функции vt(x) ∈ Q (t = 0, . . . , N − 1, x ∈ R

n).
О целях второго игрока никаких специальных предположений не делается.

Отметим, что об аналитических свойствах функций ut(x), vt(x) по переменным (t, x) также
никаких специальных предположений не делается.

Заметим, что для конфликтно управляемого процесса (1), (2) при произвольных допусти-
мых стратегиях

U = {u0(x), . . . , uN−1(x)}, V = {v0(x), . . . , vN−1(x)}

на выходе мы получаем однозначно определенный вектор xN (U, V ) и, следовательно, значение
функции выигрыша первого игрока ϕ(xN (U, V )).

Качество (гарантированный выигрыш) произвольной допустимой стратегии U естественно
оценить величиной

α(U) = inf
V

ϕ(xN (U, V )). (3)

Здесь V — произвольная допустимая стратегия второго игрока. Предельные возможности
первого игрока можно оценить величиной (максимальный гарантированный выигрыш)

β = sup
U

α(U), (4)
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где U — произвольная допустимая стратегия первого игрока. Подчеркнем, что из непрерыв-
ности функции f(x, u, v) на R

n × P ×Q при любых парах стратегий (U, V ) игроков получаем
равномерную оценку

|xN (U, V )| 6 c1,

где c1 — некоторая неотрицательная константа. Следовательно, в силу непрерывности ϕ(x)
на R

n имеем равномерную оценку при любых допустимых стратегиях U , V вида

|ϕ(xN (U, V ))| 6 c2,

где c2 — некоторая неотрицательная константа. Из непрерывности ϕ(x) и сказанного вытекает,
что величины α(U), β (см. (3), (4)) являются конечными.

Проблема вычисления величины β представляет большой интерес для теории многошаго-
вых конфликтно управляемых процессов. Этой проблеме посвящен п. 2.

2. Нам понадобятся следующие леммы.

Лемма 1. Пусть скалярная функция g(x, u, v) определена и непрерывна на R
n × P × Q,

где P — компакт из R
p, Q — компакт из R

q. Тогда функция

h(x, u) = min
v∈Q

g(x, u, v) (5)

непрерывна на R
n × P .

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1 при наложенных условиях следует из равномерной непре-
рывности функции, непрерывной на компакте. �

Лемма 2. В условиях леммы 1 функция

k(x) = max
u∈P

h(x, u) (6)

определена и непрерывна на R
n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Лемма 2 вытекает из леммы 1 и свойств рассматриваемых функ-
ций. �

Для нахождения величины β, определенной формулой (4), рассмотрим последовательность
скалярных функций беллмановского типа на R

n:

LN (x) = ϕ(x),

Lt(x) = max
u∈P

min
v∈Q

(Lt+1(f(x, u, v))), (7)

где t = N − 1, . . . , 0. Отметим, что согласно леммам 1, 2 функции LN−1(x), . . . , L0(x) при
сделанных предположениях о f(x, u, v), ϕ(x) определены и непрерывны на всем R

n.
Обозначим при x ∈ R

n через ũt(x) (t = 0, . . . , N − 1) один из максимизаторов по u ∈ P
функции min

v∈Q
(Lt+1(f(x, u, v))), а через ṽt(x) (t = 0, . . . , N − 1) — один из минимизаторов по

v ∈ Q функции Lt+1(f(x, ũt(x), v)). Наборы функций ũt(x), ṽt(x), t = 0, . . . , N − 1, образуют
стратегии Ũ , Ṽ .

Теорема 1. Для конфликтно управляемого процесса (1), (2) имеют место следующие

равенства

β = L0(x0), β = α(Ũ ),

где β, L0(x0) и α(U) определены в (3), (4) и (7).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства равенства β = L0(x0) можно использовать
схему доказательства соответствующего утверждения в [3, с. 140–141]. При этом оказывается,
что

ϕ(xN (Ũ , V )) > L0(x0) (8)
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для любой допустимой стратегии V , причем

ϕ(xN (Ũ , Ṽ )) = L0(x0) (9)

и, далее,
ϕ(xN (U, V̂ (U))) 6 L0(x0) (10)

для любой допустимой стратегии U . Здесь стратегия

V̂ (U) = (v̂0(x), . . . , v̂N−1(x))

при t = 0, . . . , N − 1 определяется как один из минимизаторов функции Lt+1(f(x, ut(x), v)
по v ∈ Q, где x ∈ R

n. Из равенства β = L0(x0) и соотношений (8)–(10) вытекает равенство
β = α(Ũ ). �

3. Приведем два примера вычисления величины β.

П р и м е р 1. Пусть многошаговый конфликтно управляемый процесс (1) имеет вид

xt+1 = Axt +But + Cvt,

где xt ∈ R
n, ut ∈ P ⊂ R

p (p > 1), v ∈ Q ⊂ R
q (q > 1), t = 0, . . . , N − 1 (N > 1), причем P

и Q — компакты, A, B, C — матрицы размерности n × n, n × p, n × q соответственно. Пусть
функция ϕ(x) имеет вид ϕ(x) = 〈a, x〉, где a ∈ R

n — фиксированный вектор. Отметим, что для
произвольных допустимых стратегий U , V справедлива формула

xN (U, V ) = ANx0 +AN−1
(Bu0(x0) + Cv0(x0)) + . . .

. . .+ (BuN−1(xN−1) + CvN−1(xN−1)), (11)

которая доказывается по индукции. Несложные рассуждения позволяют последовательно вы-
числить функции Lt(x), t = N−1, . . . , 0 вида (7), при ϕ(x) = 〈a, x〉 и в результате (с учетом (11))
получаем

L0(x) = 〈a,ANx〉+ (max
u∈P

〈a,AN−1Bu〉+min
v∈Q

〈a,AN−1Cv〉) + . . .

. . .+ (max
u∈P

〈a,Bu〉+min
v∈Q

〈a,Cv〉),

т. е. L0(x) = 〈a,ANx〉+ γ, где γ — некоторая эффективно вычислимая константа.

П р и м е р 2. Пусть конфликтно управляемый процесс (1) имеет вид

xt+1 = utxt + vt,

где xt ∈ R
1, ut ∈ P = [−1, 1], vt ∈ Q = [−µ, µ] (µ > 0), N = 2. Пусть функция ϕ(x) = x. В этом

примере
L2(x) = x, L1(x) = |x| − µ,

L0(x) = max
u∈P

min
v∈Q

(|ux+ v| − µ). (12)

Нетрудно видеть, что при |x| > µ L0(x) = |x| − 2µ, а при |x| 6 µ L0(x) = −µ.

4. В этом пункте мы кратко остановимся на проблеме вычисления функций Lt(x), t =

N−1, . . . , 0, при N > 1 (7). В п. 2 мы уже отмечали, что при сделанных ранее предположениях
функции LN (x), LN−1(x), . . . , L0(x) определены и непрерывны на R

n. Это обстоятельство от-
крывает определенные возможности при приближенных вычислениях этих функций сеточным
методом. Оказывается, что при некотором усилении требований на функции ϕ(x), f(x, u, v)
можно гарантировать липшицевость функций LN (x), LN−1(x), . . . , L0(x) на R

n (см. далее тео-
рему 2). Для доказательства теоремы 2 нам понадобятся дополнительные вспомогательные
утверждения.
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Лемма 3. Пусть скалярная функция g(x, u, v) определена и непрерывна на R
n×P ×Q, где

P , Q — компакты из R
p, Rq соответственно. Пусть функция g(x, u, v) липшицева по x ∈ R

n

равномерно относительно u ∈ P , v ∈ Q, т. е. существует такая константа l > 0, что при

произвольных x′, x′′ ∈ R
n и произвольных u ∈ P , v ∈ Q имеет место неравенство

|g(x′, u, v) − g(x′′, u, v)| 6 l|x′ − x′′|. (13)

Тогда функция h(x, u), определенная в (5), является непрерывной на R
n×P и липшицевой по

x ∈ R
n равномерно относительно u ∈ P с константой l.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Непрерывность функции h(x, u) на R
n × P была установлена

в лемме 1. Пусть x′, x′′ — произвольные векторы из R
n и u — произвольный вектор из P .

Имеем
h(x′, u)− h(x′′, u) = g(x′, u, v(x′, u))− g(x′′, u, v(x′′, u)), (14)

где v(x′, u) — один из минимизаторов функции g(x′, u, v) по v ∈ Q и v(x′′, u) — один из мини-
мизаторов функции g(x′′, u, v) по v ∈ Q. Из (13), (14) вытекают неравенства

h(x′, u)− h(x′′, u) 6 g(x′, u, v(x′′, u))− g(x′′, u, v(x′′, u)) 6 l|x′ − x′′|. (15)

Аналогичным образом получаем оценку

h(x′′, u)− h(x′, u) 6 l|x′ − x′′|. (16)

Из (15), (16) следует утверждение леммы 3 с липшицевой константой l. �

Лемма 4. Пусть выполнены условия леммы 3. Тогда функция k(x), определенная в (6),

удовлетворяет на R
n условию Липшица с константой l.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Непрерывность функции k(x) на R
n вытекает из леммы 1. Пусть

x′, x′′ — произвольные векторы из R
n. Имеем

k(x′)− k(x′′) = h(x′, u(x′))− h(x′′, u(x′′)), (17)

где u(x′) — один из максимизаторов функции h(x′, u) по u ∈ P , u(x′′) — один из максимизаторов
функции h(x′′, u) по u ∈ P . Из (6), (17) следуют соотношения

k(x′)− k(x′′) 6 h(x′, u(x′))− h(x′′, u(x′)) 6 l|x′ − x′′|. (18)

Аналогично получаем соотношение

k(x′′)− k(x′) 6 l|x′ − x′′|. (19)

Из (18), (19) вытекает искомая липшицевость k(x) на R
1 с константой l. �

Нетрудно доказать следующее утверждение.

Лемма 5. Пусть скалярная функция m(x) удовлетворяет условию Липшица на R
n с кон-

стантой l1 > 0. Пусть векторная функция f(x, u, v) из (1) непрерывна на R
n×P×Q и удовле-

творяет условию Липшица по x ∈ R
n равномерно относительно пары (u, v), где u ∈ P , v ∈ Q,

с константой l2 > 0. Тогда суперпозиция функций m(f(x, u, v)) непрерывна на R
n × P × Q

и удовлетворяет условию Липшица по x ∈ R
n равномерно по (u, v), где u ∈ P , v ∈ Q, с кон-

стантой l1l2.

Лемма 6. Пусть скалярная функция m(x) и векторная функция f(x, u, v) удовлетворяют

условиям леммы 5. Тогда функция

p(x) = max
u∈P

min
v∈Q

m(f(x, u, v))

удовлетворяет на R
n условию Липшица с константой l1l2.
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Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 6 при сделанных предположениях производится очевид-
ным образом с помощью лемм 3–5. �

Справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть скалярная функция ϕ(x) удовлетворяет на R
n условию Липшица,

а векторная функция f(x, u, v) непрерывна на R
n × P × Q и удовлетворяет там условию

Липшица по x ∈ R
n равномерно относительно пары (u, v), где u ∈ P , v ∈ Q. Тогда функции

L0(x), L1(x), . . ., LN (x) (см. (7)) удовлетворяют условию Липшица на R
n.

Д о к а з а т е л ь с т в о Используя формулы (7) и лемму 6, нетрудно обосновать липши-
цевость функции LN−1(x) на R

n. При N > 1 липшицевость функций LN−2(x),. . ., L0(x) на R
n

доказывается последовательно с помощью формул (7) и математической индукции. �
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН
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УДК 517.977

ПОСТРОЕНИЕ МНОЖЕСТВА ВЫЖИВАЕМОСТИ
В ЗАДАЧЕ ХИМИОТЕРАПИИ ЗЛОКАЧЕСТВЕННОЙ ОПУХОЛИ,

РАСТУЩЕЙ ПО ЗАКОНУ ГОМПЕРЦА1

Н. Г. Новоселова, Н.Н. Субботина

Рассматривается задача химиотерапии злокачественной опухоли, растущей по закону Гомперца. Мате-

матическая модель имеет вид системы, состоящей из двух обыкновенных дифференциальных уравнений.

Исследуется задача оптимального управления (оптимальной терапии), целью которой является миними-

зация злокачественных клеток в организме в заданный финальный момент времени T . В работе анали-

тически построено множество выживаемости этой задачи, т.е. множество начальных состояний модели

(объема опухоли и количества лекарства в организме), для которых оптимальное управление гарантирует

динамику злокачественной опухоли вплоть до момента времени T в объеме, не превышающем предельный

объем, совместимый с жизнью.
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The problem of chemotherapy of a malignant tumor growing according to the Gompertz law is considered.

The mathematical model is a system of two ordinary differential equations. We study a problem of optimal

control (optimal therapy) aiming at the minimization of the malignant cells in the body at a given terminal

time T . The viability set of this problem, i.e., the set of initial states of the model (the volume of the tumor and

the amount of the drug in the body) for which an optimal control guarantees that the dynamics of the system

up to the time T is compatible with life in terms of the volume of the tumor, is constructed analytically.
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Введение

Теория оптимального управления имеет более чем полувековую историю (см. пионер-
ские работы [1–3]) и обширнейшую библиографию. Исследования [4–6] законов оптимального
управления, наблюдения, оценивания для управляемых систем в условиях неопределенности
внесли существенный вклад в развитие этой теории.

Построение в пространстве фазовых состояний управляемой системы множества разреши-
мости задачи оптимального управления с заданным целевым множеством всегда было одним
из приоритетных направлений развития теории оптимального управления и дифференциаль-
ных игр (см., например, работы [7–10] и библиографию к ним). Для управляемых систем с
нелинейной динамикой построение множества разрешимости задачи оптимального управления
удается осуществить, как правило, лишь численно. В данной работе демонстрируется пример
аналитического построения множества разрешимости задачи оптимального управления для
управляемых систем с нелинейной динамикой. Таких нетривиальных примеров известно мало.
Однако аналитика очень полезна, поскольку дает возможность наглядно объяснить ключевые
элементы конструкции решения задач оптимального управления. Кроме того, множество раз-
решимости в задаче химиотерапии, рассматриваемой далее, удовлетворяет фазовым ограни-
чениям, описывающим предельный объем злокачественной опухоли, совместимый с жизнью.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 20-01-00362).
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В данной работе исследуется модель химиотерапии злокачественной опухоли для случая,
когда опухоль растет по закону Гомперца [11; 12]. Модель представлена в виде системы из
двух нелинейных обыкновенных уравнений. Предполагается, что функция терапии, описыва-
ющая воздействие лекарства на клетки опухоли, имеет два максимума, в отличае от случая,
рассматриваемого в работе [11], когда немонотонная функция терапии имеет один максимум.
Целью терапии является минимизация клеток опухоли в фиксированный конечный момент
времени.

В работе [12] для данной модели химиотерапии были построены оптимальная позиционная
стратегия химиотерапии и функция цены. Полученные конструкции функции цены и опти-
мального управления опираются на результаты работ [13; 14].

Целью данной работы является построение множества выживаемости задачи химиотера-
пии для модели злокачественной опухоли, растущей по закону Гомперца. Множество выживае-
мости в рассматриваемой задаче химиотерапии — это множество начальных состояний модели
(начального объема опухоли и количества лекарства в организме), для которых оптимальное
управление гарантирует динамику злокачественной опухоли вплоть до конечного момента вре-
мени T в объеме, не превышающем предельный объем, совместимый с жизнью.

1. Общий вид математической модели

Обозначим:

m — число злокачественных клеток;

h — количество химиотерапевтического средства, способного убивать клетки опухоли;

f(h) — функция терапии, описывающая воздействие лекарства на клетки опухоли;

u(t) — количество химиотерапевтического средства, вводимого в опухоль в единицу вре-
мени (управление).

Процесс взаимодействия клеток опухоли и химиотерапевтического средства описывается
следующей известной моделью [11;12], где время изменяется в пределах t ∈ [0, T ]:















dm

dt
= g(m)− γmf(h), m(t0) = m0, γ − const > 0,

dh

dt
= −αh+ u(t), h(t0) = h0, α− const > 0;

(1.1)

здесь g(m) = rm− θm · ln(m) — закон Гомперца; r, θ − const > 0.

Рассмотрим в качестве допустимых управлений измеримые функции u(·) : [t0, T ] 7→ [0, Q],
где Q — максимальное количество химиотерапевтического средства, вводимого в опухоль в
единицу времени.

Нетрудно увидеть, что при сделанных предположениях решения системы (1.1) продолжи-
мы до момента времени T .

Предполагается, что количество химиотерапевтического средства, вводимого в опухоль в
единицу времени, ограничено:

0 ≤ u(t) ≤ Q.

Также принимаются следующие ограничения:

0 ≤ t0 ≤ t ≤ T, 0 < m0 < M, 0 ≤ h0 ≤ L,

где M — максимальное количество злокачественных клеток в организме, совместимое с жиз-
нью; L — максимальное допустимое количество химиотерапевтического средства в организме.
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2. Функция терапии

Рассмотрим немонотонную, непрерывно дифференцируемую, положительную функцию те-
рапии f(h), такую что ее производная f ′(h) = df(h)/dh имеет три различных действительных
корня: 0 < ĥ1 < ĥ2 < ĥ3 ≤ L, f ′(ĥi) = 0.

Предполагаем, что функция терапии f(h) обладает следующими свойствами:

A1. Если h < ĥ1, то f ′(h) > 0, и если h > ĥ3, то f ′(h) < 0.

A2. 0 < αĥi < Q, i = 1, 2, 3.

A3. f(ĥ1) = f(ĥ3).

Пусть в рассматриваемой задаче выполняются условия A1–A3. Далее будем исследовать
ситуацию, когда

{f ′
(h) < 0, h ∈ (ĥ1, ĥ2)}

⋃

{f ′(h) > 0, h ∈ (ĥ2, ĥ3)}. (2.1)

Из условия (2.1) и A1 следует, что корни ĥ1 и ĥ3 — точки максимума, а корень ĥ2 — точка
минимума для функции терапии f(h).

Обоснованием исследования немонотонной функции терапии такого вида служит возмож-
ность успешного лечения с помощью двух модификаций-поколений однотипного лекарства.

3. Постановка задачи об оптимальной терапии

Задача оптимального управления состоит в построении допустимого управления, миними-
зирующего терминальную функцию платы в конечный момент времени T :

σ(m(T )) = m2
(T ; t0,m0, h0, u(·)) → min

u(·)
, (3.1)

где m(t) = m(t; t0,m0, h0, u(·)); t ∈ [t0, T ] — решение системы (1.1) с начальными условия-
ми (t0,m0, h0), выработанное под воздействием допустимого управления u(t).

Система (1.1) интегрируется аналитически, поэтому решение m(t) имеет следующий вид:

m(t) = me−θ(t−t0)

0 exp

(r

θ

(

1− e−θ(t−t0)
)

)

exp

(

− γ

t
∫

t0

e−θ(t−τ)f(h(τ))dτ

)

, (3.2)

где h(t) = h(t; t0, h0, u(·)) — решение второго уравнения системы (1.1).

4. Функция цены V al и оптимальный синтез

Введем функцию цены [13; 14] в рассматриваемой задаче (1.1), (3.1), которая каждому
начальному состоянию системы (t0, h0,m0) ∈ [0, T ]× [0, L]× [0,M ] ставит в соответствие опти-
мальный результат V al(t0, h0,m0) согласно (3.1). Имеем

V al(t0, h0,m0) = m2e−θ(T−t0)

0 exp

(

2
r

θ
(1− e−θ(T−t0))

)

exp
(

−2γV (t0, h0)
)

, (4.1)

где V (t0, h0) — оптимальный результат в следующей редуцированной задаче оптимального
управления:

dh

dt
= −αh+ u(t), h(t0) = h0,

Jt0,h0
(u(·)) =

T
∫

t0

e−θ(T−τ)f(h(t; t0, h0, u(·)))dt → sup
u(·)

, (4.2)
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(t0, h0) 7→ V (t0, h0) = sup
u(·)

Jt0,h0
(u(·)).

Функция цены V (t, h) конструируется с помощью склеивания нескольких функций ϕi [12]:

V (t, h) =











































ϕ1, (t, h) ∈ G1,

ϕ2, (t, h) ∈ G2,

ϕ3, (t, h) ∈ Π1,

ϕ4, (t, h) ∈ Π2,

ϕ5, (t, h) ∈ Π3,

ϕ6, (t, h) ∈ Π4,

где

G1 = {(t, h) : t ∈ [0, T ], h = ĥ1}; G2 = {(t, h) : t ∈ [0, T ], h = ĥ3};

Π1 = [0, T ]× [0, ĥ1); Π2 = [0, T ] × (ĥ3, L];

Π3 = [0, T ] × (ĥ1, x(t)]; Π4 = [0, T ] × (x(t), ĥ3).

Здесь график функции x(t) — это линия Γ = {(t, x(t)) : t ∈ [0, T ], x(T ) = ĥ2}, образованная
точками, в которых ϕ5(t, x(t)) = ϕ6(t, x(t)).

Функции ϕi, i = 1, 6, строятся с помощью метода характеристик Коши [13; 14] для вспо-
могательных линейных уравнений Гамильтона — Якоби с краевыми условиями специального
вида.

В работе [12] было доказано, что оптимальный синтез в задаче (1.1), (3.1) имеет вид

u0(t, h) =































αĥ1, (t, h) ∈ G1,

αĥ3, (t, h) ∈ G2,
Q, (t, h) ∈ Π1,
0, (t, h) ∈ Π2,
0, (t, h) ∈ Π3,
Q, (t, h) ∈ Π4 \ Γ.

5. Множество разрешимости

Рассмотрим следующее множество W в задаче (1.1), (3.1):

W =
{

(t0, h0,m0) ∈ [0, T ]× [0, L]× [0,M ] : V al(t0, h0,m0) ∈ [0,M2
]
}

. (5.1)

Это множество состоит из таких точек (t0, h0,m0), что, стартуя из них при t = t0 под дей-
ствием оптимального процесса лечения u0(t), получаем для оптимальных траекторий m0(t) =
m(t; t0, h0,m0, u

0(·))) справедливость следующего утверждения:

σ(m0
(T )) ≤ M2,

где M — критический уровень, т. е. предельное количество злокачественных клеток в организ-
ме, совместимое с жизнью.

Для определения значения критического уровня M найдем точки равновесия первого урав-
нения системы (1.1) при максимальном воздействии лекарства. Рассмотрим уравнение

dm

dt
= rm− θm · ln(m)− γmF ; (5.2)

здесь F = f(ĥ1) = f(ĥ3) = maxh∈[0,L] f(h).
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Найдем корни правой части уравнения (5.2). Исключая тривиальный нулевой корень, ко-
торый создает ситуацию неустойчивого равновесия, получим следующую точку устойчивого
равновесия:

m̃ = e
r−γF

θ ; (5.3)

полагаем для данной модели M = m̃ (5.3).

Для построения множества W исследуем точки из разных областей. Рассмотрим сначала
точки

(t0,m0, ĥ1) ∈ [0, T ]× [0,M ] × [0, L],

тогда получим

∀m0 ∈ [0,M ], t0 ∈ [0, T ] (t0,m0, ĥ1) ∈ W, так как m0
(t; t0,M, ĥ1) ≡ M ∀t ∈ [t0, T ].

Если h0 = h∗ < ĥ1, (t0, h0) ∈ Π1 или h0 = h∗ > ĥ1, (t0, h0) ∈ Π3, то

(t0,m0, h
∗
) ∈ W ⇔ ∃ t1 ∈ (t0, T ] : h

0
(t1; t0, h

∗
) = ĥ1 и m0

(t1; t0,m0, h
∗
) ≤ M ;

иначе m0(T ; t0,m0, h
∗) ≤ M , где при h0 = h∗ < ĥ1

m(t) = me−θ(t−t0)

0 exp

(r

θ
(1− e−θ(t−t0))

)

exp

(

− γ

t
∫

t0

e−θ(t−τ)f
((

ĥ1 −
Q

α

)

eα(t−τ)
+

Q

α

)

dτ

)

,

а при h0 = h∗ > ĥ1

m(t) = me−θ(t−t0)

0 exp

(r

θ
(1− e−θ(t−t0))

)

exp

(

− γ

t
∫

t0

e−θ(t−τ)f(ĥ1e
α(t−τ)

)dτ

)

.

Аналогичным образом рассмотрим точки (t0,m0, ĥ3) ∈ [0, T ]× [0,M ] × [0, L], тогда имеем

∀m0 ∈ [0,M ], t0 ∈ [0, T ] (t0,m0, ĥ3) ∈ W, так как m0
(t; t0,M, ĥ3) ≡ M ∀t ∈ [t0, T ].

Если h0 = h∗ > ĥ3, (t0, h0) ∈ Π2 или h0 = h∗ < ĥ3, (t0, h0) ∈ Π4, то

(t0,m0, h
∗
) ∈ W ⇔ ∃ t2 : h0(t2; t0, h

∗
) = ĥ3 и m0

(t2; t0,m0, h
∗
) ≤ M ;

иначе m0(T ; t0,m0, h
∗) ≤ M , где при h0 = h∗ < ĥ3

m(t) = me−θ(t−t0)

0 exp

(r

θ
(1− e−θ(t−t0))

)

exp

(

− γ

t
∫

t0

e−θ(t−τ)f
((

ĥ3 −
Q

α

)

eα(t−τ)
+

Q

α

)

dτ

)

,

а при h0 = h∗ > ĥ3

m(t) = me−θ(t−t0)

0 exp

(r

θ
(1− e−θ(t−t0))

)

exp

(

− γ

t
∫

t0

e−θ(t−τ)f(ĥ3e
α(t−τ)

)dτ

)

.

Таким образом, мы построили множество разрешимости W в задаче (1.1), (3.1), где целе-
вым множеством является множество {t = T} × [0, L] × [0,M ].

Покажем, что построенное множество W является максимальным множеством выживае-
мости для задачи (1.1), (3.1) и справедлива следующая теорема.
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Теорема. Выполняются следующие утверждения.

1. Для любых точек (t0, h0,m0) ∈ W справедливо неравенство m0 ≤ M .

2. Множество W вида (5.1) является слабо инвариантным относительно дифференци-

ального включения ẇ ∈ Y (w), где

w = (t, h,m) 7→ Y (w) =
(

1, g(m)− γmf(h), −αh+ [0, Q]
)⊤

. (5.4)

3. Для любой точки w = (t0, h0,m0) /∈ W и для любой измеримой функции u(·) : [t0, T ] 7→
[0, Q] существует такой момент времени t∗ ∈ (t0, T ), что выполняется неравенство

m(t∗; t0, h0,m0, u(·)) > M.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Возьмем точку (t0, h0,m0) ∈ W и, считая, что m0(T ) =

m0(T ; t0, h0,m0, u
0(·)) ≤ M , выразим m0 из формулы (3.2):

m0
(T ) = me−θ(T−t0)

0 exp

(r

θ
(1− e−θ(T−t0))

)

exp
(

− γV (t0, h0)
)

=⇒ lnm0
(T ) = e−θ(T−t0) lnm0 +

r

θ
(1− e−θ(T−t0))− γV (t0, h0)

=⇒ lnm0 ≤ eθ(T−t0)
[

lnM −
r

θ
(1− e−θ(T−t0)) + γV (t0, h0)

]

.

Согласно (5.3) и определению оптимального результата V (t0, h0) в редуцированной задаче (4.2)
имеем

M = e
r−γF

θ , V (t0, h0) ≤ V (t0, ĥ1 = ĥ3), V (t0, ĥ1 = ĥ3) =
F

θ
(1− e−θ(T−t0)).

Tогда, подставляя эти оценки в предыдущее неравенство, выводим

lnm0 ≤ eθ(T−t0)
[

γ
(F

θ
(1− e−θ(T−t0))−

F

θ

)

+
r

θ
e−θ(T−t0)

]

.

Добавим и вычтем в правой части неравенства
r

θ
и занесем слагаемое с отрицательным знаком

под квадратную скобку, тогда после всех сокращений получаем

lnm0 ≤ eθ(T−t0)
[

− γ
(F

θ
e−θ(T−t0)

)]

+
r

θ

=⇒ lnm0 ≤
r − γF

θ

=⇒ m0 ≤ e
r−γF

θ = M.

В итоге, мы получили, что для любых точек (t0, h0,m0) ∈ W справедливо, что m0 ≤ M .

2. Из построения множества разрешимости W следует, что все траектории m0(t; t0, h0,
m0, u

0(·)), которые стартуют из внутренних точек (t0, h0,m0) множества W , остаются внутри
этого множества при всех t ∈ [t0, T ].

Действительно, если такая траектория пришла в точку (t∗, h∗,m∗), лежащую на границе
множества W , то в силу принципа оптимальности справедливо равенство

m0
(T ; t0, h0,m0, u

0
(·)) = m0

(T ; t, h0(t),m0
(t), u0(·))

для всех t ∈ [t0, T ], в частности для t = t∗, h
0(t∗) = h∗,m

0(t∗) = m∗. Следовательно,

V al(t∗, h∗,m∗) = V al(t, h0(t),m0
(t)) ≤ M2
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для всех t ∈ [t∗, T ], т. е. множество W является слабо инвариантным относительно включе-
ния (5.4).

Применяя рассуждения и оценки, аналогичные приведенным при доказательстве п. 1 дан-
ной теоремы, получим, что

m0
(t) ≤ e

r−γF
θ = M.

3. Возьмем точку (t̄, h̄, m̄) /∈ W , тогда в соответствии с формулой (4.1) значение функции
цены V al(t̄, h̄, m̄) при оптимальном управлении u0(t) будет больше, чем M2, т. е.

m0
(T ; t̄, h̄, m̄, u0(·)) > M.

В этом случае в силу непрерывности траектории m0(·; t̄, h̄, m̄, u0(·)) существует такой мо-
мент времени t∗ ∈ [t̄, T ), что

m0
(t∗; t̄, h̄, m̄, u0(·)) > M.

Для любой точки (t0, h0,m0) /∈ W и для любой измеримой функции u(·) : [t0, T ] 7→ [0, Q]

согласно определению оптимального результата V al(t0, h0,m0) справедливо

σ(m(T ; t0, h0,m0, u(t))) > V al(t0, h0,m0) > M2.

Аналогично предыдущему пункту из непрерывности траектории m(·; t0, h0,m0, u(·)) получаем,
что

m(t∗; t0, h0,m0, u(·)) > M при t∗ < T.

То есть количество злокачественных клеток превышает уровень, совместимый с жизнью, в
момент t∗, наступающий раньше заданного конечного момента времени T .

Теорема доказана.
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ДЛЯ МАШИНЫ ДУБИНСА

В.С. Пацко, А. А.Федотов

Рассматривается трехмерное множество достижимости “в момент” для управляемого объекта “маши-

на Дубинса” (другое название – unicycle). Изучается случай, когда повороты возможны в обе стороны.

Для такого случая в предыдущих статьях авторов на основе принципа максимума Понтрягина выде-

лены шесть типов кусочно-постоянных программных управлений, которыми можно ограничиться при

изучении границы множества достижимости G(tf ) в заданный момент времени tf . Такие управления

были использованы для численного построения множества достижимости и его визуализации. Однако

аналитического описания границы множества G(tf ) не было получено. Данная работа посвящена выво-

ду формул для двумерных сечений множества G(tf ) по угловой координате, которые, вообще говоря, не

являются выпуклыми. Проанализирована структура указанных сечений. При записи динамики в норми-

рованных координатах аналитическое описание получено в предположении tf ≤ 2π. Для этого случая

сформулирована теорема о необходимых и достаточных условиях перевода движения на границу мно-

жества G(tf ). Случай tf > 2π пока не охвачен аналитическим описанием из-за усложнения структуры

сечений, в частности за счет потери односвязности множества G(tf ) для некоторых значений tf .
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A three-dimensional reachable set at an instant is considered for the controlled object “Dubins car” (also

known as unicycle). We study the case when turns to both sides are possible. For this case, the authors earlier

specified, based on the Pontryagin maximum principle, six types of piecewise constant open-loop controls; one

can restrict oneself to these controls when studying the boundary of the reachable set G(tf ) at a given time tf .

These controls were used for the numerical construction of the reachable set and for its visualization. However, no

analytic description of the boundary of the set G(tf ) was obtained. In the present paper, we derive formulas for

the generally nonconvex two-dimensional sections of the set G(tf ) with respect to the angular coordinate. The

structure of the sections is analyzed. For the dynamics in the normalized coordinates, an analytic description is

obtained under the assumption that tf ≤ 2π. For this case, a theorem is formulated on necessary and sufficient

conditions for transferring a motion to the boundary of G(tf ). The case tf > 2π is not covered by the analytic

description because of the more complex structure of the sections, in particular, due to the loss of connectivity
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Введение

Математическая “машина Дубинса” — это модель управляемого движения, в которой две
фазовые переменные x, y являются координатами точечного геометрического положения на
плоскости, третья переменная ϕ есть угол, составляемый вектором скорости c положительным
направлением оси x. Величина линейной скорости считается постоянной и равной 1. Скалярное
управление имеет смысл угловой скорости поворота и стеснено ограничением u ∈ [u1, u2]. Вели-
чина 1/|u| представляет собой мгновенный радиус поворота. Данная модель, ее часто называют
также “unicycle”, широко используется при рассмотрении движений самолета в горизонтальной
плоскости и при упрощенном описании движения наземных управляемых колесных “тележек”
(см., например, [1]).
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При исследовании различных задач управления, связанных с машиной Дубинса, полезным
является эффективное описание границы трехмерных множеств достижимости “в момент” и
“к моменту”. Множество достижимости в момент tf (к моменту tf ) есть совокупность всех
фазовых состояний, в каждое из которых можно перевести систему при помощи некоторо-
го допустимого программного управления точно в момент tf (соответственно, в некоторый
момент из промежутка [t0, tf ]).

Статья посвящена аналитическому описанию множества достижимости G(tf ) в момент tf
в предположении

−1 ≤ u1 < 0 < u2 = 1, tf ≤ 2π. (0.1)

Соотношения u2 = 1, u1 ≥ −1 не являются существенными: геометрические переменные и
время всегда можно пронормировать так, чтобы величина линейной скорости была равна 1 и
выполнялись либо условия u2 = 1, u1 ≥ −1, либо условия u1 = −1, u2 ≤ 1. В статье выбран
первый вариант. Неравенства u1 < 0 < u2 означают, что управляемый объект может поворачи-
вать в обе стороны. В случае u1 = −1, u2 = 1 есть симметрия “правого” и “левого” поворотов.
Если −1 < u1 < 0 < u2 = 1, то поворот возможен в обе стороны, но симметрия наруше-
на. Ограничение tf ≤ 2π связано с тем, что при tf > 2π описание множества достижимости
существенно усложняется. В частности, существует промежуток времени, на котором оно не
является односвязным [2]. Поэтому случай tf > 2π (в предположении u2 = 1) целесообразно
исследовать отдельно.

Аналитическое описание множества достижимости G(tf ) при tf ≤ 2π дается в виде формул
для кривых, образующих границу его двумерных (вообще говоря, невыпуклых) сечений по
угловой координате ϕ. Их вид зависит от момента tf и значения ϕ.

В случае одностороннего поворота, когда u1 = 0 и u2 = 1, или строго одностороннего по-
ворота, когда 0 < u1 < u2 = 1, аналитическое описание ϕ-сечений получено в статьях авторов
“Множество достижимости в момент для машины Дубинса в случае одностороннего поворота”
(Тр.Ин-та математики и механики УрО РАН. 2018. Т. 24, №1. С. 143–155) и “Структура мно-
жества достижимости для машины Дубинса со строго односторонним поворотом” (Тр.Ин-та
математики и механики УрО РАН. 2019. Т. 25, №3. С. 171–187). При исследовании этих случаев
есть свои сложности, но ϕ-сечения являются выпуклыми.

Представленные в данной статье результаты базируются на утверждениях из статей [2;3],
в которых на основе принципа максимума Понтрягина [4; 5] доказаны утверждения о шести
типах кусочно-постоянного программного управления, вполне достаточных для изучения гра-
ницы множества G(tf ) в случае −1 ≤ u1 < 0 < u2 = 1. Следует отметить, что выделенные
типы совпадают c вариантами, полученными Л.Дубинсом в работе [6] для задачи, которая
при формулировке в терминах математической теории управления эквивалентна задаче быст-
родействия при заданных трехмерных начальном и конечном состояниях.

Статья организована следующим образом.

В разд. 1 дается постановка задачи и приводятся сведения из работ [2; 3], используемые
при дальнейшем изложении.

В разд. 2 анализируются некоторые экстремальные движения, которые приходят в мо-
мент tf на заданное ϕ-сечение при ϕ > 0; выводятся формулы параметрического представле-
ния соответствующих кривых в ϕ-сечении.

В разд. 3 показывается, что граница ϕ-сечения составляется именно из таких кривых.

В разд. 4 уже без подробных выкладок описывается отличие границы ϕ-сечений при ϕ < 0

в сравнении со случаем ϕ > 0.

Короткий разд. 5 посвящен ϕ-сечению при ϕ = 0.

В конце статьи сформулирована теорема о необходимых и достаточных условиях перевода
движения на границу множества достижимости G(tf ) при tf ≤ 2π.
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1. Постановка задачи. Типы экстремальных движений

Рассмотрим управляемую систему размерности 3 по фазовой переменной:

ẋ = cosϕ, ẏ = sinϕ, ϕ̇ = u,

u ∈ [u1, u2], −1 ≤ u1 < 0 < u2 = 1.
(1.1)

Здесь x, y — координаты геометрического положения на плоскости, u — скалярное управле-
ние. Ограничение u1 на управление u является параметром задачи. Ограничение u2 считаем
зафиксированным и равным 1. Но, чтобы избежать путаницы в понимании формул, будем
наряду с u1 писать и u2. Условимся для определенности, что положительное (отрицательное)
значение угла ϕ отсчитывается от положительного направления оси x против часовой стрелки
(по часовой стрелке). В качестве начального состояния в момент t0 = 0 принимаем x0 = 0,
y0 = 0, ϕ(0) = 0. Величину угла ϕ в момент t подсчитываем в виде интеграла

t
∫

0

u(τ)dτ

от реализовавшегося на промежутке [0, t] программного управления. В качестве допустимых
программных управлений принимаем измеримые функции времени, удовлетворяющие огра-
ничению на управление u.

Множество достижимости G(tf ) определим как совокупность всех фазовых состояний си-
стемы (1.1), которые можно получить в момент tf при переборе всех допустимых измеримых
программных управлений на промежутке [0, tf ].

Выбор измеримых управлений в качестве допустимых обусловлен желанием применить
теорему о замкнутости множества достижимости G(tf ) в рамках постановки задачи. Выписы-
вая далее принцип максимума Понтрягина (ПМП) для программных управлений, ведущих на
границу множества достижимости, устанавливаем, что в любую точку на его границе ведет
некоторое кусочно-постоянное управление. Соответствующие выкладки приведены в [2; 3].

Более того, в [2;3] доказаны утверждения, из которых следует, что при оговоренных огра-
ничениях на u в любую точку на границе множества G(tf ) можно попасть при помощи управ-
ления, принимающего значения в трехэлементном множестве {u1, 0, u2} и имеющего не более
двух моментов переключения. Были выделены шесть типов управлений, которыми можно
ограничиться при исследовании границы. В случае tf ≤ 2π ими исчерпываются управления,
ведущие на границу.

Перечислим эти шесть типов. Управление типа U1 принимает значение u = u2 на некото-
ром первом интервале [0, t1) времени, значение u = 0 на некотором втором интервале [t1, t2) и
значение u = u2 на третьем промежутке [t2, tf ]. Если один или два из указанных промежутков
отсутствуют, то полученное управление также относим к типу U1.

Типы U2–U6 определяются аналогично. Опишем их более кратко, указывая лишь значения
управления на каждом из трех промежутков:

U2 : u1, 0, u2; U3 : u2, 0, u1; U4 : u1, 0, u1; U5 : u2, u1, u2; U6 : u1, u2, u1.

Для управлений U5 и U6 в [2; 3] сформулировано дополнительное требование: диапазон
изменения угла ϕ на среднем участке не должен быть меньше суммы диапазонов изменения
угла ϕ на первом и третьем участках:

|ϕ(t2)− ϕ(t1)| ≥ |ϕ(t1)− ϕ(t0) + ϕ(tf )− ϕ(t2)|. (1.2)

В (1.2) учтено, что на первом и третьем участках знаки управлений как в U5, так и в U6

совпадают. В симметричном случае, когда u1 = −1 и u2 = 1, неравенство (1.2) эквивалентно
неравенству

t2 − t1 ≥ (t1 − t0) + (tf − t2).
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В работах [2; 3] показано, что при нарушении неравенства (1.2) программное управление ти-
па U5 или U6 ведет в точку, лежащую строго внутри множества достижимости G(tf ).

Поскольку управления U1–U6 удовлетворяют ПМП, мы называем их и соответствующие
движения экстремальными. Для управлений U5 и U6 будем предполагать выполненным нера-
венство (1.2).

Символом Gϕ(tf ) обозначим ϕ-сечение множества G(tf ):

Gϕ(tf ) = {(x, y) : (x, y, ϕ) ∈ G(tf )}.

Цель работы — получить аналитическое описание ϕ-сечений.

Совокупность возможных значений ϕ системы (1.1) в момент tf определяется ограничени-
ем [u1, u2] на управление u и представляет собой отрезок [tf ·u1, tf ·u2]. Для крайних значений
ϕ имеем одноточечные ϕ-сечения, которые реализуются на управлениях u(t)≡u1 и u(t)≡u2 = 1.

В дальнейшем считаем, что ϕ ∈ (tf ·u1, tf ·u2). Движения, приходящие на границу такого
ϕ-сечения, удовлетворяют ПМП и должны иметь не менее одного переключения. Используем
это для классификации управлений и соответствующих точек на границе ϕ-сечения.

В следующих разделах будут последовательно рассмотрены три варианта значений ϕ:

1) 0 < ϕ < tf ·u2, 2) tf ·u1 < ϕ < 0, 3) ϕ = 0.

Подробное аналитическое описание множеств G(tf ) будет представлено лишь для первого
случая. Второй и третий случаи разбираются аналогично. Для них приводятся только окон-
чательные формулы.

2. Экстремальные движения в случае 0 < ϕ < tf ·u2

Для построения границы множества достижимости используем управления U1–U6. Управ-
ления типа U4 не могут участвовать в построении границы ϕ-сечений в случае ϕ > 0, посколь-
ку при действии таких управлений получаем ϕ(tf )≤ 0. Отсечем также вариант с управлениями
типа U5, поскольку при условии ϕ(tf ) > 0 они ведут строго внутрь множества достижимости
из-за нарушения неравенства (1.2).

Таким образом, при описании границы ϕ-сечений в разбираемом случае ограничимся че-
тырьмя типами управлений U1, U2, U3, U6.

Считаем заданным момент tf > 0. Зафиксируем некоторое значение ϕ между 0 и tf ·u2.
Пусть t1, t2 — моменты окончания первого и второго участков управления (моменты пере-
ключения). Имеем

0 < ϕ < tf ·u2 = const, 0 = t0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ tf = const ≤ 2π. (2.1)

Введем укороченные обозначения ϕ1 = ϕ(t1), ϕ2 = ϕ(t2).

Выпишем значения величин ϕ1, ϕ2 для рассматриваемых четырех типов управлений. По-
лучаем:

U1 : ϕ1 = t1·u2, ϕ2 = ϕ1;

U2 : ϕ1 = t1·u1, ϕ2 = ϕ1;

U3 : ϕ1 = t1·u2, ϕ2 = ϕ1;

U6 : ϕ1 = t1·u1, ϕ2 = ϕ1 + (t2 − t1)·u2.

(2.2)

Далее для каждого из указанных четырех типов выведем аналитические соотношения,
определяющие фазовые состояния (x(tf ), y(tf ), ϕ(tf ) )

T системы (1.1) в момент tf . Обозна-

чим их через (x
Ui
, y

Ui
, ϕ

Ui
)
T, i = 1, 2, 3, 6.
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2.1. Движения в силу управлений U1

Рассматриваем последовательность управлений u2, 0, u2 . Имеем

ϕ
U1

= (t1 + tf − t2)u2. (2.3)

Интегрируем первые два уравнения системы (1.1) на промежутке [0, tf ] . Получаем выражение
для координат геометрического положения в момент tf :

(

x
U1

y
U1

)

=
1

u2

(

sinϕ1

1− cosϕ1

)

+ (t2 − t1)

(

cosϕ1

sinϕ1

)

+
1

u2

(

sinϕ
U1

− sinϕ1

cosϕ1 − cosϕ
U1

)

=
1

u2

(

sinϕ
U1

1− cosϕ
U1

)

+ (t2 − t1)

(

cosϕ1

sinϕ1

)

. (2.4)

Положим ϕ
U1

= ϕ и выразим разность t2 − t1 из (2.3) :

t2 − t1 = tf −
ϕ

u2
= const. (2.5)

Из (2.1), (2.5) находим диапазон возможных значений t1. Треугольник на рис. 1, выделен-

ный точечной заливкой, соответствует соотношениям (2.1), а прямая t1 = t2 −
(

tf −
ϕ

u2

)

—

условию (2.5). Видно, что допустимые значения t1 изменяются от 0 до
ϕ

u2
.

Семейство точек (2.4) рассматриваем как однопараметрическую кривую на плоскости x, y
с параметром s1 = ϕ1 = t1·u2:

(

x
U1
(s1)

y
U1
(s1)

)

=
1

u2

(

sinϕ

1− cosϕ

)

+

(

tf −
ϕ

u2

)

(

cos s1

sin s1

)

, s1 ∈ [sb1, s
e
1] = [0, ϕ]. (2.6)

Кривая (2.6) представляет собой дугу окружности радиуса tf −
ϕ

u2
с центром в точке

1

u2

(

sinϕ
1− cosϕ

)

.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Пояснение к определению диапазона значений t1 для управлений U1
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2.2. Движения в силу управлений U2

По аналогии с управлениями типа U1 интегрируем систему (1.1) для последовательности
управлений u1, 0, u2 . Соотношения, описывающие фазовое состояние в момент tf , имеют вид

ϕ
U2

= t1·u1 + (tf − t2)u2, (2.7)

(

x
U2

y
U2

)

=
1

u1

(

sinϕ1

1− cosϕ1

)

+ (t2 − t1)

(

cosϕ1

sinϕ1

)

+
1

u2

(

sinϕ
U2

− sinϕ1

cosϕ1 − cosϕ
U2

)

=

(

sinϕ
U2

1− cosϕ
U2

)

+ (t2 − t1)

(

cosϕ1

sinϕ1

)

+

(

1

u1
−

1

u2

)

(

sinϕ1

1− cosϕ1

)

. (2.8)

Положим ϕ
U2

= ϕ. Выразим t2 из (2.7) :

t2 = tf −
ϕ− t1·u1

u2
. (2.9)

Возможные значения t1 и t2, удовлетворяющие соотношениям (2.1) и (2.7), показаны на
рис. 2 в виде зачерненного треугольника. Пересечение прямой (2.9) с данным треугольником
позволяет найти диапазон изменения t1 при помощи неравенств

0 ≤ t1 ≤
tf ·u2 − ϕ

u2 − u1
.

Таким образом, семейство точек (2.8) представляет собой однопараметрическую кривую
на плоскости x, y, которую с использованием (2.8) и (2.9) можно записать, взяв в качестве
параметра величину s2 = ϕ1 = t1·u1:

(

x
U2
(s2)

y
U2
(s2)

)

=
1

u2

(

sinϕ

1− cosϕ

)

+

(

tf −
ϕ− s2
u2

−
s2
u1

)(

cos s2

sin s2

)

+

(

1

u1
−

1

u2

)

(

sin s2

1− cos s2

)

,

(2.10)

s2 ∈
[

sb2, s
e
2

]

=

[ u1 (tf ·u2 − ϕ)

u2 − u1
, 0

]

.

Отметим, что кривая (2.8) уже не является дугой окружности.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2. Определение диапазона значений t1 для управлений U2
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2.3. Движения в силу управлений U3

Рассмотрим последовательность управлений u2, 0, u1 на промежутке [0, tf ] . Фазовое со-
стояние системы (1.1) в момент tf записывается как

ϕ
U3

= t1·u2 + (tf − t2)u1, (2.11)

(

x
U3

y
U3

)

=
1

u2

(

sinϕ1

1− cosϕ1

)

+ (t2 − t1)

(

cosϕ1

sinϕ1

)

+
1

u1

(

sinϕ
U3

− sinϕ1

cosϕ1 − cosϕ
U3

)

=
1

u1

(

sinϕ
U3

1− cosϕ
U3

)

+ (t2 − t1)

(

cosϕ1

sinϕ1

)

+

(

1

u2
−

1

u1

)

(

sinϕ1

1− cosϕ1

)

. (2.12)

Положим ϕ
U3

= ϕ и выразим t2 из (2.11) :

t2 = tf −
ϕ− t1·u2

u1
. (2.13)

Возможные значения t1 и t2, удовлетворяющие соотношениям (2.1) и (2.11), показаны на
рис. 3 в виде зачерненного треугольника. Пересечение прямой (2.13) с данным треугольником
дает неравенства

ϕ

u2
≤ t1 ≤

ϕ− tf ·u1
u2 − u1

.

Исходя из (2.8), (2.9), запишем семейство точек (2.12) в виде однопараметрической кривой
на плоскости x, y по параметру s3 = ϕ1 = t1·u2:

(

x
U3
(s3)

y
U3
(s3)

)

=
1

u1

(

sinϕ

1− cosϕ

)

+

(

tf −
ϕ− s3
u1

−
s3
u2

)

(

cos s3

sin s3

)

+

(

1

u2
−

1

u1

)

(

sin s3

1− cos s3

)

,

(2.14)

s3 ∈
[

sb3, s
e
3

]

=

[

ϕ,
u2 (ϕ− tf ·u1)

u2 − u1

]

.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3. Определение диапазона значений t1 для управлений U3
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2.4. Движения в силу управлений U6

Интегрируем систему (1.1) для последовательности управлений u1, u2, u1 на промежут-
ке [0, tf ] :

ϕ
U6

= t1·u1 + (t2 − t1)u2 + (tf − t2)u1, (2.15)
(

x
U6

y
U6

)

=
1

u1

(

sinϕ1

1− cosϕ1

)

+
1

u2

(

sinϕ2 − sinϕ1

cosϕ1 − cosϕ2

)

+
1

u1

(

sinϕ
U6

− sinϕ2

cosϕ2 − cosϕ
U6

)

=
1

u1

(

sinϕ
U6

1− cosϕ
U6

)

+

(

1

u1
−

1

u2

)

(

sinϕ1 − sin (ϕ1 + (t2 − t1)u2)

cos (ϕ1 + (t2 − t1)u2)− cosϕ1

)

=
1

u1

(

sinϕ
U6

1− cosϕ
U6

)

+ 2 sin

(

(t2 − t1)

2
u2

)(

1

u2
−

1

u1

)







cos

(

ϕ1 +
(t2 − t1)

2
u2

)

sin

(

ϕ1 +
(t2 − t1)

2
u2

)






. (2.16)

Положим ϕ
U6

= ϕ > 0 и выразим разность t2 − t1 из (2.15) :

t2 − t1 =
ϕ− tf ·u1
u2 − u1

= const. (2.17)

Возможные значения t1 и t2 показаны на рис. 4 в виде пересечения зачерненного треуголь-
ника, соответствующего неравенствам (2.1), с прямой (2.17). Получаемый диапазон значе-
ний t1 записывается при помощи неравенств

0 ≤ t1 ≤
tf ·u2 − ϕ

u2 − u1
.

Семейство точек (2.16) будем рассматривать как однопараметрическую кривую на плос-
кости x, y по параметру s6 = −ϕ1 = −t1·u1 :

(

x
U6
(s6)

y
U6
(s6)

)

=
1

u1

(

sinϕ
1− cosϕ

)

+ 2 sin

(u2(ϕ− tf ·u1)

2(u2 − u1)

)(

1

u2
−

1

u1

)









cos

(u2(ϕ− tf ·u1)

2(u2 − u1)
− s6

)

sin

(u2(ϕ− tf ·u1)

2(u2 − u1)
− s6

)









,

(2.18)

s6 ∈
[

sb6, s
e
6

]

=

[

0,
u1 (ϕ− tf ·u2)

u2 − u1

]

.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4. Определение диапазона значений t1 для управлений U6
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Полученная кривая (x
U6
(s6), yU6

(s6))
T представляет собой дугу окружности радиуса

2 sin

(u2 (ϕ− tf ·u1)

2 (u2 − u1)

)(

1

u2
−

1

u1

)

с центром в точке
1

u1

(

sinϕ
1− cosϕ

)

. Поскольку u2 = 1, u1 ∈ [−1, 0 ) и tf ≤ 2π, то угловой

раствор дуги не превышает π.

3. Описание границы ϕ-сечений в случае 0 < ϕ < tf ·u2

3.1. Вспомогательная система координат XOY

Для зафиксированных значений tf и ϕ введем вспомогательную систему координат XOY

(см. рис. 5). Начало отсчета XOY поместим в точку O =
1

u2

(

sinϕ
1− cosϕ

)

, являющуюся центром

окружности, часть которой образует дугу (2.6). Ось X проведем так, чтобы она делила ду-
гу (2.6) пополам. Для этого ось X повернем относительно оси x на угол ϕ/2 против часовой
стрелки. Ось Y развернем на 90◦ против часовой стрелки относительно оси X. Пересчет из
исходной системы координат xoy в новую систему координат XOY осуществляется по формуле

(

X

Y

)

=

(

cos (ϕ/2) sin (ϕ/2)

− sin (ϕ/2) cos (ϕ/2)

)((

x

y

)

−
1

u2

(

sinϕ

1− cosϕ

))

. (3.1)

Видим, что начало координат исходной системы переходит в точку на оси X новой системы с
отрицательной координатой по этой оси. Таким образом, ось X проходит через начало отсчета
исходной системы координат, как показано на рис. 5.

Далее дуги (2.6), (2.10), (2.14), (2.18), образованные в силу управлений U1, U2, U3, U6,
будем рассматривать в системе координат XOY и обозначим их, соответственно, через A1, A2,
A3, A6. Используя (3.1), запишем параметрическое представление указанных дуг в системе
координат XOY :

A1(s1) =

(

X
U1
(s1)

Y
U1
(s1)

)

=

(

tf −
ϕ

u2

)







cos
(

s1 −
ϕ

2

)

sin
(

s1 −
ϕ

2

)






, (3.2)

A2(s2) =
(

tf −
ϕ− s2
u2

−
s2
u1

)







cos
(

s2 −
ϕ

2

)

sin
(

s2 −
ϕ

2

)






+ 2 sin

(s2
2

)(

1

u1
−

1

u2

)







cos
(s2
2

−
ϕ

2

)

sin
(s2
2

−
ϕ

2

)






, (3.3)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5. Вспомогательная система координат XOY
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A3(s3) =

(

tf −
ϕ− s3
u1

−
s3
u2

)







cos
(

s3 −
ϕ

2

)

sin
(

s3 −
ϕ

2

)






+ 2 sin

(s3
2

−
ϕ

2

)(

1

u2
−

1

u1

)







cos
(s3
2

)

sin
(s3
2

)






, (3.4)

A6(s6) = 2

(

1

u1
−

1

u2

)











(

sin
(ϕ

2

)

0

)

− sin

(u2(ϕ− tf ·u1)

2(u2 − u1)

)











cos

(u1 (ϕ− tf ·u2)

2 (u2 − u1)
− s6

)

sin

(u1(ϕ− tf ·u2)

2(u2 − u1)
− s6

)





















. (3.5)

Каждая из четырех дуг A1, A2, A3, A6 задается посредством соответствующих парамет-
ров s1 ∈

[

sb1, s
e
1

]

, s2 ∈
[

sb2, s
e
2

]

, s3 ∈
[

sb3, s
e
3

]

, s6 ∈
[

sb6, s
e
6

]

.

3.2. Замкнутая кривая Aϕ(tf)

Границу ϕ-сечения множества достижимости G(tf ) обозначим через ∂Gϕ(tf ).

Пусть Aϕ(tf ) — объединение дуг A1, A2, A3, A6. Формально имеем ∂Gϕ(tf ) ⊂ Aϕ(tf ).
Наша цель — установить, что ∂Gϕ(tf ) = Aϕ(tf ) при условии tf ≤ 2π.

Совокупность Aϕ(tf ) рассмотрим в последовательности A1, A3, A6, A2. Данные дуги
попарно состыкованы в крайних точках. Это следует из формул (3.2) – (3.5) при подстановке
в них крайних значений диапазонов параметров s1, s3, s6, s2, указанных в разд. 2. А именно
при помощи тригонометрических преобразований проверяем соотношения

A1(se1) = A3(sb3), A3(se3) = A6(sb6), A6(se6) = A2(sb2), A2(se2) = A1(sb1). (3.6)

В целом получаем, что кривая Aϕ(tf ) является замкнутой кусочно-гладкой кривой на плос-
кости X,Y . При этом количество изломов не превышает четырех (по числу точек стыковки
дуг). Далее установим ряд свойств данной кривой, из которых следует отсутствие самопере-
сечений. Последнее и будет означать совпадение кривой Aϕ(tf ) с границей ϕ-сечения.

3.3. Свойства дуг A1, A6

Кривые A1 и A6 представляют собой дуги окружностей, которые в системе координат
XOY описываются формулами (3.2), (3.5).

Дуга A1 симметрична относительно оси X по построению. Для дуги A6 рассмотрим
крайние точки. Нетрудно заметить, что выполнены соотношения XA6(s

b
6) = XA6(s

e
6)

и YA6(s
b
6) = −YA6(s

e
6). Центр образующей дугу A6 окружности находится на оси X. Рас-

твор дуги не превышает π, как было отмечено в подразд. 2.4. Следовательно, дуга A6 также
симметрична относительно оси X.

Обозначим RA1(s1) =

√

(

XA1(s1)
)2

+
(

YA1(s1)
)2

, RA6(s6) =

√

(

XA6(s6)
)2

+
(

YA6(s6)
)2

.
Установим, что дуги A1 и A6 не имеют общих точек. Дуга A1 является частью окружности

радиуса RA1(s1) =
(

tf −
ϕ

u2

)

= const. Оценим RA6(s6). Для этого потребуются неравенства

0 <
u1 (ϕ− tf ·u2)

2 (u2 − u1)
=

(

1−
u2

(u2 − u1)

)(tf ·u2 − ϕ

2

)

<
π

2
, 0 <

u2 (ϕ− tf ·u1)

2 (u2 − u1)
< π. (3.7)

Их справедливость следует из предположений (0.1) и (2.1).

Обозначим θ =
u1 (ϕ− tf ·u2)

(u2 − u1)
. Имеем θ + ϕ =

u2 (ϕ− tf ·u1)

(u2 − u1)
. Это позволяет записать усло-

вия (3.7) более компактно:

0 <
θ

2
<

π

2
, 0 <

θ + ϕ

2
< π. (3.8)
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Повторно применяя соотношения 0 < ϕ < tf ·u2 = const ≤ 2π, записанные в (2.1), получаем
неравенства

0 < sin

(ϕ

2

)

, 0 < cos

(θ

2

)

, 0 < sin

(θ + ϕ

2

)

. (3.9)

Используя (3.5), имеем

RA6(s6) = 2

(

1

u2
−

1

u1

)

√

sin
2
(ϕ

2

)

− 2 sin

(ϕ

2

)

sin

(θ + ϕ

2

)

cos

(θ

2
− s6

)

+ sin
2
(θ + ϕ

2

)

.

Учитывая диапазон 0 ≤ s6 ≤ θ изменения параметра s6 и первое неравенство в (3.8), полу-
чаем

−
π

2
< −

θ

2
≤

θ

2
− s6 ≤

θ

2
<

π

2
.

Поэтому

cos

(θ

2
− s6

)

≥ cos

(θ

2

)

.

Далее с использованием соотношений (3.9) приходим к оценке сверху для RA6(s6), не завися-
щей от значений параметра s6:

RA6(s6) ≤ 2

(

1

u2
−

1

u1

)

√

sin
2
(ϕ

2

)

− 2 sin

(ϕ

2

)

sin

(θ + ϕ

2

)

cos

(θ

2

)

+ sin
2
(θ + ϕ

2

)

.

Раскрывая sin

(θ + ϕ

2

)

, после тригонометрических преобразований получим

RA6(s6) ≤ 2

(

1

u2
−

1

u1

)

√

sin
2
(ϕ

2

)

− sin
2
(ϕ

2

)

cos2
(θ

2

)

+ cos2
(ϕ

2

)

sin
2
(θ

2

)

= 2

(

1

u2
−

1

u1

)

√

sin
2
(θ

2

)

= 2

(

1

u2
−

1

u1

)

sin

(θ

2

)

.

Последнее равенство справедливо в силу (3.8). С учетом ограничений (0.1) имеем

2

(

1

u2
−

1

u1

)

sin

(θ

2

)

< 2

(

1

u2
−

1

u1

)(θ

2

)

= 2

(

1

u2
−

1

u1

)u1(ϕ− tf ·u2)

2 (u2 − u1)

)

= tf −
ϕ

u2
= RA1(s1).

Таким образом, RA6(s6) < RA1(s1) при любых допустимых значениях параметров s6 и s1.
Стало быть, у дуг A1 и A6 нет общих точек.

3.4. Свойства дуг A2, A3

С учетом обозначений подразд. 3.3 диапазоны изменения параметров s2 и s3 для дуг A2,
A3 могут быть записаны в виде

s2 ∈ [−θ, 0 ] , s3 ∈ [ϕ, ϕ+ θ ] . (3.10)

Введем взаимно-однозначное соответствие между точками дуг A2 и A3, полагая s3(s2) =

ϕ − s2. Покажем, что точки A2(s2) и A3(s3(s2)) взаимно симметричны относительно оси X.
Действительно, подставляя в (3.4) указанную связь между s3 и s2, после сравнения с (3.3)
получаем XA2(s2) = XA3(s3(s2)), YA2(s2) = −YA3(s3(s2)).

Таким образом, установлено свойство взаимной симметрии дуг A2 и A3 относительно
оси X. Отсюда согласно свойствам кривых A1, A6 следует общее свойство симметрии всей
кривой Aϕ(tf ) относительно этой оси.
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Рассмотрим характер изменения величины RA2(s2) =
√

(XA2(s2))
2
+ (YA2(s2))

2 вдоль ду-

ги A2. Используя (3.3) и определение величины θ, найдем производную по s2 от (RA2(s2))
2:

(

(

RA2(s2)
)2
)′

s2
=

(

(

tf −
ϕ− s2
u2

−
s2
u1

)2
+ 2

(

1

u1
−

1

u2

)2
(1− cos s2)

+ 2

(

tf −
ϕ− s2
u2

−
s2
u1

)(

1

u1
−

1

u2

)

sin s2

)′

s2

= 2

(

tf −
ϕ− s2
u2

−
s2
u1

)(

1

u2
−

1

u1

)

(1− cos s2) = 2

(

tf −
ϕ

u2

)(

1 +
s2
θ

)(

1

u2
−

1

u1

)

(1− cos s2).

Параметр s2 в соответствии с (3.10) изменяется в диапазоне [−θ, 0 ]. Для всех значений
s2 ∈ (−θ, 0 ) в силу (2.1) и (3.8) справедливо неравенство

(

(RA2(s2))
2
)′

s2
> 0.

Данное неравенство обуславливает монотонность RA2(s2) вдоль всей дуги A2. Отсюда можно
сделать следующие выводы: дуга A2 является гладкой и не имеет самопересечений; в соот-
ветствии с (3.6) дуга A2 пересекает дуги A1, A6 только в крайних точках при крайних
значениях s2.

Дуга A3 обладает такими же свойствами в силу симметрии.
С учетом взаимной симметрии дуг A2 и A3 относительно оси X отсутствие пересечения

дуг A2 и A3 эквивалентно постоянству знака координаты Y на одной из них. Покажем, что
YA2(s2) < 0 для дуги A2. Воспользуемся (3.3):

YA2(s2) =
(

tf −
ϕ− s2
u2

−
s2
u1

)

sin

(

s2 −
ϕ

2

)

+ 2 sin

(s2
2

)(

1

u1
−

1

u2

)

sin

(s2
2

−
ϕ

2

)

. (3.11)

Выведем вспомогательное неравенство

−π < s2 −
ϕ

2
< 0. (3.12)

Справедливость правой части неравенства следует из (0.1), (2.1) и (3.10). Для доказательства
левого неравенства возьмем минимальное допустимое значение s2 = −θ. Имеем

(

s2 −
ϕ

2

)

≥
(

− θ −
ϕ

2

)

=
u1(tfu2 − ϕ)

u2 − u1
−

ϕ

2
= tf

( u1u2
u2 − u1

)

− ϕ
( u2 + u1
2(u2 − u1)

)

> 2π
( u1u2
u2 − u1

−
u2 + u1

2(u2 − u1)

)

= 2π
(

2u1u2 − u2 − u1
2(u2 − u1)

)

= −π.

Второе неравенство выполнено в силу (0.1) и (2.1). В последнем равенстве учтено, что u2 = 1 .

Таким образом, sin

(

s2 −
ϕ

2

)

< 0 и справедлива следующая оценка для первого слагаемого

в (3.11):
(

tf −
ϕ− s2
u2

−
s2
u1

)

sin

(

s2 −
ϕ

2

)

=

(

tf −
ϕ

u2

)(

1 +
s2
θ

)

sin

(

s2 −
ϕ

2

)

< 0.

Из (3.12) согласно (3.10) выводим, что −π <
(s2
2

−
ϕ

2

)

< 0. Поэтому sin

(s2
2

−
ϕ

2

)

< 0.

Используя (3.8) и (3.10), имеем sin

(s2
2

)

< 0. Исходя из соотношения
(

1

u1
−

1

u2

)

< 0 получаем

оценку второго слагаемого в (3.11):

2 sin

(s2
2

)(

1

u1
−

1

u2

)

sin

(s2
2

−
ϕ

2

)

< 0.

Таким образом, установлено, что YA2(s2) < 0. В силу симметрии YA3(s3) > 0. Стало быть,
дуги A2 и A3 не пересекаются между собой.
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3.5. Совпадение кривой Aϕ(tf ) с границей ϕ-сечения множества G(tf )

В подразд. 3.3 было установлено, что дуги окружностей A1 и A6 не пересекаются друг с
другом. В подразд. 3.4 показано, что дуги A2 и A3 симметричны друг другу относительно
оси X, не имеют самопересечений и не пересекаются между собой. Каждая из них пересекается
с дугами A1 и A6 только в крайних точках. Поэтому кривая Aϕ(tf ) не имеет самопересечений.
Более того, кривая Aϕ(tf ) в целом симметрична относительно оси X. В исходных координатах
это означает симметрию относительно прямой

sin

(ϕ

2

)

x− cos

(ϕ

2

)

y = 0. (3.13)

Вычислим производные (A1(s1))
′

s1
, (A2(s2))

′

s2
в смежной для дуг A1, A2 точке A1(sb1) =

A2(se2). Поскольку se2 = sb1 = 0, получаем

(

A1(sb1 + 0)
)′

s1
=

(

tf −
ϕ

u2

)





sin
(ϕ

2

)

cos
(ϕ

2

)



 =
(

A2(se2 − 0)
)′

s2
.

Cовпадение касательных векторов означает гладкость стыковки дуг A1 и A2. С учетом сим-
метрии кривой Aϕ(tf ) имеем также гладкость стыковки дуг A1 и A3.

Таким образом, описаны геометрические свойства кривой Aϕ(tf ). На рис. 6 показаны при-
меры кривой Aϕ(tf ).

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Граница множества Gϕ(tf ) совпадает с кривой Aϕ(tf ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По построению все точки ϕ-сечения Gϕ(tf ), получаемые в силу
управлений, удовлетворяющих ПМП и условию (1.2), образуют кривую Aϕ(tf ). Учитывая,
что точки границы G(tf ) также удовлетворяют ПМП и условию (1.2), имеем ∂Gϕ(tf )⊂Aϕ(tf ).
Кривая Aϕ(tf ) не имеет самопересечений и является замкнутой.

По теореме Жордана кривая Aϕ(tf ) делит плоскость на две связные части. Одна из них
ограничена кривой Aϕ(tf ) (пусть это будет множество C), вторая является неограниченной
(пусть это будет множество D). Предположим, что на кривой Aϕ(tf ) есть точка, которая ле-
жит во внутренности замкнутого и ограниченного множества Gϕ(tf ). Рассмотрим в Gϕ(tf )
точку, наиболее удаленную от множества C. Эта точка принадлежит D и одновременно при-
надлежит ∂Gϕ(tf ), что невозможно.

Стало быть, ∂Gϕ(tf ) = Aϕ(tf ). �
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Рис. 6. Расчетные образцы трех ϕ-сечений множества достижимости для u1 = −0.5, u2 = 1, tf = 2π
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4. Экстремальные движения и описание ϕ-сечений при tf ·u1 < ϕ < 0

Описание границы ϕ-сечений при tf ·u1 < ϕ < 0 аналогично случаю, когда 0 < ϕ < tf ·u2.
Рассматриваем управления U1–U6. Управления типа U1 не могут участвовать в построении
границы ϕ-сечения в связи с тем, что при действии таких управлений получаем ϕ(tf ) ≥ 0.
Отсечем также вариант с управлениями типа U6, поскольку такие управления при ϕ(tf ) < 0

ведут строго внутрь множества достижимости, ибо нарушается неравенство (1.2).
Таким образом, при описании границы ϕ-сечений в исследуемом случае ограничимся че-

тырьмя типами управлений: U2, U3, U4, U5.
Задаем момент tf > 0. Фиксируем некоторое значение ϕ из интервала (tf ·u1, 0). Указан-

ные управления порождают однопараметрические семейства решений по аналогии с разд. 2.
Получаемые кривые (дуги) на плоскости x, y обозначим как A2(s2), A3(s3), A4(s4), A5(s5).

Формулы интегрирования для управлений типа U2 и U3 остаются прежними и определя-
ются соотношениями (2.10) и (2.14). Диапазоны изменения параметров s2 и s3 просчитываются
заново для условия ϕ < 0 и принимают вид

s2 ∈
[u1 (tf ·u2 − ϕ)

u2 − u1
, ϕ

]

, s3 ∈
[

0,
u2 (ϕ− tf ·u1)

u2 − u1

]

. (4.1)

Для управлений типа U4 и U5 формулы интегрирования в координатах x, y и соответству-
ющие диапазоны допустимых значений параметров s4 и s5 записываются в виде

(

x
U4
(s4)

y
U4
(s4)

)

=
1

u1

(

sinϕ

1− cosϕ

)

+

(

tf −
ϕ

u1

)

(

cos s4

sin s4

)

, s4 ∈ [ϕ, 0] ,

(

x
U5
(s5)

y
U5
(s5)

)

=
1

u2

(

sinϕ

1− cosϕ

)

+ 2 sin

(u1(ϕ− tf ·u2)

2(u1 − u2)

)(

1

u1
−

1

u2

)









cos

(u1(ϕ− tf ·u2)

2(u1 − u2)
− s5

)

sin

(u1(ϕ− tf ·u2)

2(u1 − u2)
− s5

)









,

s5 ∈
[u2(tf ·u1 − ϕ)

u2 − u1
, 0

]

.

Кривые A4, A5 являются дугами окружностей. Их центры лежат на прямой, проходящей
через начало координат вдоль вектора ( cos (ϕ/2), sin (ϕ/2) )T. Объединение дуг A2, A3, A4,
A5, как и в разд. 3, обозначим через Aϕ(tf ). Дуги, образующие кривую Aϕ(tf ), циклически со-
единены в следующей последовательности: A4, A3, A5, A2. А именно A4(se4) = A3(sb3), A3(se3) =
A5(sb5), A5(se5) = A2(sb2), A2(se2) = A4(sb4).

Замкнутая кривая Aϕ(tf ) является кусочно-гладкой, не имеет самопересечений и симмет-
рична относительно прямой (3.13). Справедливо утверждение, аналогичное теореме 1, т. е.
∂Gϕ(tf ) = Aϕ(tf ).

5. Случай ϕ-сечений при ϕ = 0

Данный случай является смежным для случаев, разобранных в разд. 3 и 4. Среди кусочно-
постоянных управлений типа U1, U4 только управление u(t)≡0 приводит в ϕ-сечение множе-
ства G(tf ) при ϕ = 0. Но такое постоянное управление охватывается типами U2 и U3. Поэтому
при описании границы достаточно использовать следующие четыре типа управлений: U2, U3,
U5, U6.

Формулы интегрирования для управлений U2 и U3 определяются соотношениями (2.10)
и (2.14). Диапазоны изменения параметров s2 и s3 принимают вид

s2 ∈
[u1·tf ·u2
u2 − u1

, 0

]

, s3 ∈
[

0,
−u2·tf ·u1
u2 − u1

]
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и могут быть получены как из соотношений (2.10), (2.14) при ϕ → + 0, так и из соотноше-
ний (4.1) при ϕ →− 0.

Дуги A5 и A6, соответствующие при ϕ = 0 управлениям U5 и U6, совпадают. Для фор-
мирования кривой Aϕ(tf ) возьмем, например, дугу A6. Определим замкнутую кривую Aϕ(tf )
как совокупность трех дуг с обходом в последовательности A2, A3, A6. Данная кривая пред-
ставляет собой границу ϕ-сечения множества G(tf ) при ϕ = 0, является кусочно-гладкой, не
имеет самопересечений и симметрична относительно оси x. Доказательство указанных свойств
аналогично изложеному в разд. 3.

6. Необходимые и достаточные условия перевода на границу

Главная цель данной работы — аналитическое описание ϕ-сечений множества достижимо-
сти G(tf ) в случае tf ≤ 2π. При этом существенным образом использованы кусочно-постоянные
управления из совокупности U1–U6 с дополнительным условием (1.2) для управлений U5, U6.
Установлено, что если среди таких управлений есть управления, которые при заданном ϕ ве-
дут движения в соответствующее ϕ-сечение, то они порождают в этом ϕ-сечении замкнутую
кривую, совпадающую с границей сечения. То есть они ведут на границу множества достижи-
мости. В доказательстве этого факта предположение tf ≤ 2π является существенным. В то
же время в работах [2;3] доказано, что при любом tf в любую точку на границе множества до-
стижимости ведет кусочно-постоянное управление, принадлежащее совокупности U1–U6 с до-
полнительным условием (1.2). Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть tf ≤ 2π. Для того чтобы кусочно-постоянное управление вело на гра-

ницу множества достижимости G(tf ) необходимо и достаточно, чтобы оно принадлежало

совокупности управлений U1–U6 с дополнительным условием (1.2).

Заключение

В рамках управляемой модели “машина Дубинса” рассмотрен случай, когда движение про-
исходит на плоскости и поворот возможен в обе стороны, хотя наименьшие радиусы поворота
могут быть различными. Получено аналитическое описание границы сечений по угловой ко-
ординате ϕ трехмерного множества достижимости G(tf ) в момент tf ≤ 2π. Для двух крайних
(минимального и максимального) значений ϕ соответствующее сечение является точкой. Для
других ϕ граница ϕ-сечения представляет собой замкнутую кусочно-гладкую кривую Aϕ(tf )
без самопересечений (что означает односвязность самого ϕ-сечения). При ϕ 6=0 кривая Aϕ(tf )
состоит из четырех дуг, три из которых имеют гладкое сопряжение. При ϕ = 0 кривая Aϕ(tf )
составляется из трех дуг, две из них имеют гладкое сопряжение. Кривая Aϕ(tf ) симметрична
относительно прямой (3.13).

Для случая tf > 2π описание ϕ-сечений существенно усложняется и пока не получено.
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ВЕРОЯТНОСТНЫЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ УСЛОВНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

Г. А.Тимофеева

Традиционный подход к решению задач оптимизации со случайными параметрами состоит в нахожде-

нии детерминированного решения, удовлетворяющего тому или иному критерию: оптимизации среднего

ожидаемого значения целевой функции, оптимизации вероятности достижения определенного уровня или

оптимизации квантили. В данной обзорной работе рассматривается решение задачи стохастической опти-

мизации в форме случайного вектора (или случайного множества). Это относительно новый класс задач,

который называют вероятностными задачами оптимизации. Отмечается, что применение вероятностных

решений в задачах со случайными параметрами обосновано в тех случаях, когда лиц, принимающих

решения, много. В числе прочих задачи вероятностной оптимизации возникают при анализе многокри-

териальных задач; в этом случае весовые коэффициенты важности критериев рассматриваются как слу-

чайный вектор. В статье представлены важные примеры экономико-математических моделей — задач

оптимизации с большим числом принимающих решение лиц: задача об оптимальном выборе на основе

функции предпочтения потребителей; задача о выборе маршрута на основе оптимизации обобщенной сто-

имости поездки; задача о портфеле ценных бумаг с учетом распределения склонности инвесторов к риску.

Приведены математические формулировки этих задач в форме задач вероятностной оптимизации. Изу-

чаются некоторые свойства построенных моделей, в том числе анализируется математическое ожидание

вероятностного решения задачи оптимизации.
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G.A. Timofeeva. Probabilistic solutions of conditional optimization problems.

Optimization problems with random parameters are studied. The traditional approach to their solution

consists in finding a deterministic solution satisfying a certain criterion: optimization of the expected value

of the objective function, optimization of the probability of attaining a certain level, or optimization of the

quantile. In this review paper, we consider a solution of a stochastic optimization problem in the form of a

random vector (or a random set). This is a relatively new class of problems, which is called “probabilistic

optimization problems.” It is noted that the application of probabilistic solutions in problems with random

parameters is justified in the cases of multiple decision makers. Probabilistic optimization problems arise, for

example, in the analysis of multicriteria problems; in this case, the weight coefficients of the importance of

criteria are regarded as a random vector. We consider important examples of economic–mathematical models,

which are optimization problems with a large number of decision makers: the problem of optimal choice based on

the consumer’s preference function, the route selection problem based on the optimization of the generalized cost

of the trip, and the securities portfolio problem with a distribution of the investors’ risk tolerance. Mathematical

statements of these problems are given in the form of problems of probabilistic optimization. Some properties

of the constructed models are studied; in particular, the expected value of the probabilistic solution of an

optimization problem is analyzed.
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Введение

Исследованию задач стохастической оптимизации посвящено значительное число работ; в
настоящее время это сформировавшая область математики [1]. Под задачей стохастической
оптимизации понимается задача оптимизации, целевая функция или ограничения в которой
зависят от случайных параметров. Традиционно под решением задачи оптимизации понима-
ется детерминированное решение, удовлетворяющее тем или иным вероятностным критериям,
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таким как оптимизирующее среднее значение, вероятность достижения определенного уровня
целевой функции и оптимизирующее квантиль целевой функции. Однако в ряде прикладных
задач (в том числе экономических) имеет смысл обратиться к вероятностному решению зада-
чи оптимизации со случайными параметрами. Термин “вероятностное решение” используется
в работах О.А. Поповой [2;3], в которых сформулирована постановка задачи вероятностной оп-
тимизации и рассмотрен вопрос о нахождении плотности распределения вероятностного реше-
ния для простейшей задачи. К решению вспомогательных задач вероятностной оптимизации
(random optimization) прибегают при моделировании сложных систем методом Монте-Кар-
ло [4] или при рандомизации неопределенности [5;6] и, как правило, эти задачи не исследуют
отдельно.

Предлагаемая модель — вероятностное решение задачи оптимизации со случайными па-
раметрами — имеет широкое применение в условиях, когда оптимальный вариант выбирается
многократно, многими агентами и относительно независимо. Ярким примером такой задачи
является задача рационального выбора при заданном распределении доходов потребителей.

Среди задач со случайным параметром отметим класс моделей, которые возникают при
изучении задач оптимизации с несколькими критериями. Многокритериальные задачи опти-
мизации исследуются в различных постановках: это задачи дискретного выбора из множества
альтернатив [7], задачи выбора оптимального решения в R

n, многокритериальные задачи с
неопределенностью [8], задачи выбора оптимального (в смысле нескольких критериев) управ-
ления динамической системой [9]. К числу важных приемов решения задачи с несколькими
критериями относятся использование линейной свертки критериев и переход к параметриче-
ской задаче оптимизации с одним критерием [7;8]. Значимость критериев является субъектив-
ным векторным параметром; он зависит от лица, принимающего решение (ЛПР). В случае,
когда лиц, принимающих решение, много, этот вектор может рассматриваться как случайный,
а задача выбора оптимального решения — как задача вероятностной оптимизации с целевой
функцией, зависящей от случайного вектора.

Вероятностный подход к моделированию предпочтений пассажиров был предложен в ста-
тье [10] для описания предпочтений пассажиров при выборе типа транспорта и прогнозирова-
ния изменения пассажиропотоков при введении нового маршрута. Предлагается распростра-
нить вероятностный подход на широкий круг многокритериальных задач, в которых выбор
решения производится многими ЛПР. Рассмотрена модель выбора портфеля ценных бумаг
со случайной склонностью инвестора к риску. В последнем случае критериями выступают
средняя доходность и риск (среднее квадратичное отклонение) доходности портфеля.

В статье приведен обзор основных критериев выбора детерминированных решений в зада-
чах стохастической оптимизации, обоснована актуальность исследования вероятностных ре-
шений задач оптимизации со случайными параметрами, показано, что такие решения имеют
широкое применение при анализе различных экономических моделей, в том числе модели
рационального выбора, модели предпочтений пассажиров, модели портфеля ценных бумаг.
Исследованы некоторые свойства вероятностных решений для соответствующих задач стоха-
стической оптимизации.

1. Постановки задач стохастической оптимизации

Под задачей стохастической оптимизации обычно понимаются задачи оптимизации, в ко-
торых целевая функция и(ли) ограничения зависят от случайных параметров. Хотя в к этому
типу задач относятся также многошаговые стохастические задачи выбора решений, задачи
дискретного выбора и оптимизации на марковских цепях и некоторые другие (см. обзор [11]),
в данной статье мы ограничимся анализом одношаговой задачи оптимизации в конечномер-
ном пространстве при наличии ограничений. Будем рассматривать два основных типа задач
стохастической оптимизации:

1) с целевой функцией, зависящей от случайного параметра;
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2) с ограничениями, зависящими от случайного параметра.
Некоторые авторы изучают также задачи, содержащие случайные параметры и в целевой

функции, и в ограничениях, но в большинстве работ многие прикладные задачи относятся к
задачам стохастической оптимизации первого либо второго типов.

Задача первого типа имеет вид

{

f(x, ξ) → min,
x ∈ X.

(1.1)

Здесь и далее ξ = {ξ1, . . . , ξm} — случайный вектор со значениями в B, f(x, b) — непрерывная
функция X × B 7→ R

1, X ⊂ R
n — замкнутое множество, B ⊂ R

m — замкнутое связное
множество.

Задача второго типа записывается в форме







f(x) → min,
gj(x, ξj) ≤ 0, j = 1,m,
x ∈ X.

(1.2)

Здесь f(x), g1(x, b), . . . , gm(x, b) — непрерывные функции.
С математической точки зрения постановки задач (1.1) и (1.2) не являются корректны-

ми, пока не указано, в каком смысле понимается их решение. Изучение задач стохастической
оптимизации начиналось с анализа задач типа (1.1), где в качестве критерия выбирается ма-
тематическое ожидание целевой функции:

{

Ef(x, ξ) → min,
x ∈ X.

(1.3)

Полученная задача является классической задачей оптимизации в конечномерном простран-
стве. Ее исследование облегчает тот факт, что взятие математического ожидания сохраняет
свойство выпуклости по x целевой функции и при непрерывном распределении случайного
вектора, F (x) = Ef(x, ξ) является более гладкой функцией, чем исходная [12].

С учетом того что функцию F (x), как правило, не удается записать аналитически, для чис-
ленного решения задачи (1.3) были разработаны алгоритмы стохастического программирова-
ния, такие как метод стохастического градиента, метод случайного поиска, метод квазигради-
ента для условной оптимизации и др., в которых используются значения лишь функции f(x, ξ)
или ее градиента. Первоначально метод стохастического градиента предложен в работе [13];
исследование сходимости и развитие численных методов стохастического программирования
активно проводились в 1960-80-х гг. (см. [12;14] и др.) и продолжаются до настоящего времени
[15;16].

Начиная с 1990-х гг. акцент в исследовании задач стохастической оптимизации смещается
в сторону использования вероятностного и квантильного критериев выбора решения. В случае
линейной целевой функции задача оптимизация квантили связана с двухкритериальной зада-
чей оптимизации, т. е. максимизацией математического ожидания и минимизацией дисперсии.
Такой подход широко применяется при исследовании задачи о портфеле ценных бумаг [17;18].
Однако оказалось, что задачи оптимизации вероятностного и квантильного критериев имеют
специальные свойства и требуют отдельного глубокого теоретического исследования.

Сформулируем задачу выбора оптимального решения по вероятностному критерию в за-
даче стохастической оптимизации (1.1). Зафиксируем некоторый уровень значений целевой
функции d и будем максимизировать вероятность непревышения этого уровня:

{

P{f(x, ξ) ≤ d} → max,
x ∈ X.

(1.4)

Обозначим ее решение через X̂d, а максимальное значение функции вероятности через p̂(d).



Вероятностные решения задач условной оптимизации 201

При использовании квантильного критерия фиксируют уровень вероятности β (обычно
близкий к единице, например 0.95) и максимизируют квантиль целевой функции этого уров-
ня qβ(x):







qβ(x) → min,
qβ(x) = {min q : P{f(x, ξ) ≤ q} ≥ β},
x ∈ X.

(1.5)

Решение задачи (1.5) обозначим через X̃β, а оптимальное значение целевой функции че-
рез q̃(β).

Так как выбор желаемого уровня d для значений целевой функции в задаче (1.4) и уровня
вероятности β в задаче квантильной оптимизации (1.5) зависит от исследователя, то эти задачи
можно рассматривать как задачи с параметрами. Изучалась взаимосвязь оптимальных реше-
ний и оптимальных значений целевых функций p̂(d) и q̃(β) в задачах (1.4) и (1.5), получены
условия, при выполнении которых эти функции непрерывны и взаимно обратны, проанализи-
рованы свойства функций вероятности и квантили и методы их аппроксимации [19].

Исследование задач стохастической оптимизации второго типа развивалось параллельно,
обзор основных результатов этого направления приведен в [20]. Наиболее распространенный
способ решения задачи стохастической оптимизации второго типа — это переход к задаче с
вероятностными ограничениями:

{

min f(x),
P{gj(x, ξ) ≤ 0, j = 1,m} ≥ β.

(1.6)

Доказано следующее утверждение [1]: если функции gj(x, b) вогнутые по x, b, а функция
распределения вектора ξ квазивыпукла, то функция вероятности P (x) = P{gj(x, ξ) ≤ 0, j =

1,m} квазивогнута.
Из квазивогнутости функции P (x) вытекает, что ограничение в задаче (1.6) задает выпук-

лое множество.
Среди задач с вероятностными ограничениями наиболее исследованными являются задачи

стохастического линейного программирования:
{

min cTx,
P{Ax ≤ ξ} ≥ β.

(1.7)

В работах [21–23] и других изучались вопросы вычисления и аппроксимации функции F (x) =
P{Ax ≤ ξ} в случае непрерывного, в том числе нормального, распределения случайных воз-
мущений ξ, применения численных методов и имитационного моделирования для решения
задачи (1.7).

2. Вероятностные решения в задачах стохастической оптимизации

Перейдем к анализу вероятностных решений задач стохастической оптимизации. Введем
базовые определения. Рассмотрим вспомогательную задачу оптимизации в R

n, в которой це-
левая функция зависит от параметра b ∈ R

m:

min
x∈X

f(x, b). (2.1)

Будем предполагать, что X — компактное множество, X ⊂ R
n, а функция f(x, b) определена

и непрерывна на X × R
m. Множество решений для фиксированного b ∈ R

m обозначим через

X(b) = Argmin
x∈X

f(x, b).

В данных условиях минимум в задаче (2.1) достигается, множество X(b) является не пустым
компактом для всех b, в частности оно может состоять из одной точки.
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Далее считаем, что параметр b носит случайный характер, т. е. b = ξ, где ξ — случайный
вектор. Получим задачу вероятностной оптимизации

min
x∈X

f(x, ξ),

ее решение определим как X(ξ), где

X(ξ) = Argmin
x∈X

f(x, ξ).

В рассматриваемых условиях вероятностное решение X(ξ) является случайным компактным
множеством в смысле [24]. Во многих прикладных задачах решение задачи оптимизации при
допустимых значениях параметра определяется однозначно, в этом случае можно исследовать
распределение случайного вектора X(ξ).

Вторым типом задач вероятностной оптимизации являются задачи с вероятностными огра-
ничениями, например задачи со случайными параметрами в правых частях ограничений типа
неравенство (или равенство):

{

min
x∈X

f(x),

gj(x) ≤ bj, j = 1,m,
(2.2)

где правые части ограничений b = {b1, . . . , bm} = ξ являются случайным вектором.
Предполагаем, что f(x), g1(x), . . . , gm(x) — непрерывные функции, X ⊂ R

n — компакт-
ное множество. Решение X(b) задачи (2.2) существует, вообще говоря, не при всех b ∈ R

m,
так как множество допустимых значений может быть пустым при некоторых значениях па-
раметра. Обозначим через B ⊂ R

m множество значений параметра b, для которых решение
задачи (2.2) не пусто. Если случайный вектор ξ принимает значения из B, то получаем задачу
вероятностной оптимизации, множество решений которой X(ξ) — случайное множество.

Как уже упоминалось, рассматривать вероятностное решение задачи оптимизации имеет
смысл, когда решение принимается независимо значительным числом лиц. Приведем пример
такой задачи. Сформулируем известную задачу рационального выбора [25] как задачу веро-
ятностной оптимизации со случайным ограничением.

Пусть f(x) : Rn 7→ (0;+∞) — функция полезности благ, p = {p1, . . . , pn} — вектор цен,
p ∈ K+,

K+
= {x ∈ R

n
: xi > 0, i = 1, n},

параметр b – доход потребителя (ЛПР). Задача об оптимальном выборе при бюджетном огра-
ничении имеет вид











f(x) → max
x

,

pTx ≤ b,
x ≥ 0.

(2.3)

Неравенство x ≥ 0 здесь и далее означает, что все координаты вектора x неотрицательны.

Предположение 1. Будем считать, что функция полезности f(x) удовлетворяет стан-

дартным предположениям:
1) функция f(x) непрерывна и дважды дифференцируема на множестве K+;

2) все частные производные первого порядка f ′
xi
(x) положительны внутри K+;

3) матрица Гессе (вторых производных ) является отрицательно определенной внут-

ри K+.

Эти условия обеспечивают монотонное возрастание функции полезности по каждой из
переменных и вогнутость функции внутри K+ [25].

При выполнении условий предположения 1 решение задачи (2.3) X(b) существует и един-
ственно, X(b) ∈ K+ для любых положительных b ∈ (0,+∞). Решением задачи (2.3) при
фиксированных ценах p будет распределение потребления благ потребителя с доходом b.
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Обозначим через X∗ объединение всех возможных решений при различных значениях па-
раметра:

X∗
=

⋃

b>0

X(b).

Отметим, что X(b) непрерывно зависит от параметра b. В прикладных макроэкономических
исследованиях часто используются функции полезности, обладающие свойством α-однород-
ности:

f(kx) = kαf(x) для всех k > 0. (2.4)

В теории рационального потребления решение x∗ , X(1) задачи при b = 1 называет-
ся репрезентативным потребителем, решение задачи при произвольном b > 0 имеет вид [26]
X(b) = bx∗.

В этом случае объединение множества решений X∗ представляет луч

X∗
= {kX(1), k > 0}.

Если функция полезности не однородна, то множество решений представляет кривую, рас-
положенную в K+.

Рассмотрим теперь модель, в которой доход (случайно выбранного) потребителя описыва-
ется случайной величиной b = ξ, распределение ξ можно оценить на основании статистических
данных.

Имеют место следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть для функции f(x) выполняются условия предположения 1, а ξ — слу-

чайная величина, принимающая значение из интервала (0;+∞), тогда отображение X =

X(ξ), где X(b) — решение задачи оптимизации (2.3) при ξ = b, является случайным векто-

ром, принимающим значения из множества X∗.

Утверждение следует из существования и единственности решения задачи (2.3) при вы-
полнении условий предположения 1, а также из непрерывной зависимости решения задачи
оптимизации от параметра b.

Утверждение 1. Пусть выполняются следующие условия:
1) ξ — случайная величина, принимающая лишь положительные значения, и ее матема-

тическое ожидание и дисперсия существуют и равны соответственно

E(ξ) = b̄, σ2
(ξ) = s2;

2) функция f(x) — положительно однородная функция с коэффициентом α > 0, т.е.

выполняется условие (2.4).
Тогда моменты распределения вероятностного решение задачи (2.3) определяются как

E(X(ξ)) = X(E(ξ)) = b̄x∗, Cov(X(ξ)) = s2x∗ (x∗)T .

Утверждение следует из равенства X(ξ) = ξx∗ в случае α-однородной функции полезно-
сти f(x).

Как известно [25; 27], реально функция полезности преимущественно неоднородна. При
неоднородной функции полезности множество X∗ невыпукло, операция усреднения выводит
точку за границы этого множества и E(X(ξ)) 6= X(E(ξ)). В этом случае усредненные дан-
ные о расходах на те или иные группы товаров не дают оснований для прогноза расходов,
единый “репрезентативный потребитель” не существует. В макроэкономике такую ситуацию
моделируют с использованием нескольких репрезентативных потребителей. Другим подходом
является использование предлагаемой модели, основанной на вероятностном решении задачи
рационального потребления.
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С прикладной точки зрения важен вопрос о том, как изменится распределение потребления
при изменении распределения доходов, т. е. при изменении функции распределения случайной
величины ξ. При более детальном анализе рынка можно учесть тот факт, что цены на большин-
ство ресурсов не фиксированы, более корректно их считать также случайными величинами,
имеющими некоторый разброс вокруг средних значений. Анализ распределения оптимальных
решений задачи рационального потребления со случайными ценами выходит за рамки данного
исследования.

3. Вероятностные решения задач многокритериальной оптимизации

Вероятностные решения естественно возникают в задачах с несколькими критериями. Если
лиц, принимающих решение, много, то выбор отдельного лица можно считать зависящим от
случайного вектора θ, описывающего индивидуальные предпочтения ЛПР. Приведем общую
постановку задачи.

Рассмотрим задачу многокритериальной оптимизации — задачу оптимального выбора x
из множества альтернатив X, максимизирующего m критериев:











f1(x) → max
x∈X

,

. . .
fm(x) → max

x∈X
.

(3.1)

Здесь X ⊂ R
n, функции fj(x) : X 7→ R

1. Через X∗ будем обозначать множество Парето-
оптимальных решений задачи (3.1).

Обратимся к задаче вероятностной оптимизации, связанной с многокритериальной зада-
чей. Пусть θ = θ(ω) = {θ1, . . . , θm} — вектор случайных параметров, принимающих неотрица-
тельные значения и отражающих важность критериев для случайно выбранного ЛПР. Введем
целевую функцию для случайного ЛПР как

F (x, θ) = θ1f1(x) + . . . + θmfm(x).

Получим задачу вероятностной оптимизации со случайным критерием:

F (x, θ) → max
x∈X

. (3.2)

Обозначим ее решение через X(θ). Как известно [8], для любого b ∈ R
m
+ = {b ∈ R

m : bj > 0, j =
1,m} решение X(b) задачи (3.2) при θ = b принадлежит множеству Парето-оптимальных
решений, т. е. X(b) ⊂ X∗.

З а м е ч а н и е. Если критериальные функции fj(x) нормированы, т. е. принимают зна-
чения из интервала [0; 1], то θi являются весовыми коэффициентами и вектор случайных па-
раметров θ принимает значения из симплекса

B = {b ∈ R
m

: b1 + . . .+ bm = 1, bj ≥ 0, j = 1,m}.

Приведем пример задачи дискретной вероятностной оптимизации, в которой множество
возможных решений X состоит из набора альтернатив.

3.1. Выбор маршрута пассажиром

Пусть у потребителя (пассажира) есть выбор между n возможными альтернативами (марш-
рутами). Определим множество альтернатив как A0 = {e1, . . . . . . , en}, где ei — базисные век-
торы в R

n. Обозначим через ci стоимости проезда i-м маршрутом, ti — время проезда. Предпо-
лагается, что совпадающих значений параметров нет, т. е. точки {ci, ti}, i = 1, n, на плоскости
критериев различны.
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Задача о выборе маршрута рассматривается как задача минимизации двух критериев: вре-
мени перевозки T (x) и ее стоимости C(x). Под вектором x ∈ A0 будем понимать индикатор
выбора маршрута (элемента множества альтернатив), т. е. x = ei при выборе i-го маршрута,
T (x) = t1x1 + . . . + tnxn, C(x) = c1x1 + . . . + cnxn.

Для математического описания вероятностного характера предпочтений пассажиров ис-
следуем следующую модель. В качестве критерия будем использовать “обобщенную цену пе-
ревозки”, которая представляет сумму двух критериев:

f(x; θ) = C(x) + θT (x),

где θ ≥ 0 — индивидуальная “ценность” единицы затраченного времени. Этот параметр счита-
ется зависящим от “случайно выбранного” пассажира, т. е. случайным. Получаем следующую
задачу вероятностной оптимизации, зависящую от случайного параметра θ ∈ [0,∞):

{

x1 + . . . + xn = 1, xi ∈ {0; 1}

f(x; θ) = C(x) + θT (x) → min
x

.
(3.3)

Вероятностное решение этой задачи обозначим через X0(θ).

Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 2 [28]. Если случайная величина θ имеет непрерывное распределение на

интервале [t1, t2] ⊆ [0,+∞), то решение задачи (3.3) X0(θ) состоит из единственной точки

с вероятностью 1.

В статье [10] были получены соотношения для вероятностей альтернатив

q
(j)
i = Pr{X0(θ) = ei}.

Рассмотрим важный вопрос: как изменится распределение решения задачи оптимизации,
т. е. вероятности выбора того или иного решения, если множество альтернатив расширится?
Пусть A1 = A0∪en+1, где en+1 — новый маршрут (альтернатива), а распределение случайного
параметра θ не изменилось. Обозначим решение задачи оптимизации для нового множества
альтернатив через X1(θ). Предпочтения случайно выбранного пассажира до и после введе-
ния нового маршрута описываются случайным вектором {X0(θ),X1(θ)}, где Xi — зависимые
между собой дискретные случайные величины, принимающие значения Xi ∈ Ai, i = 0, 1.

Получена следующая теорема о свойствах решений задачи вероятностной оптимизации.

Теорема 2 [28, теорема 1]. Переходные вероятности

pik = Pr{X1(θ) = ei|X0(θ) = ej} = 0 для всех i = 1, n, k = 1, n, k 6= i.

По заданному распределению θ можно рассчитать переходные вероятности pi,n+1. Суще-
ственный интерес имеет вопрос о восстановлении распределения θ по заданным вероятностям

альтернатив q
(j)
i , j = 0, 1, исследование которого начато в [28].

3.2. Портфель ценных бумаг

Задача о выборе портфеля ценных бумаг (ПЦБ) является классическим примером зада-
чи стохастической оптимизации, т. е. задачи о выборе детерминированного решения в задаче
оптимизации со случайными параметрами [18].

Пусть имеется n активов, доходность которых в фиксированный период описывается как
случайный вектор ξ, x = {x1, . . . , xn} — вложения в n рисковых активов, r — безрисковая
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процентная ставка, x0 — доля вложений в безрисковый актив, W — капитал, который инве-
стируется. Задача о ПЦБ может рассматриваться в следующих постановках, связанных друг
с другом [5; 17; 18; 29]:

◦ бикритериальная задача максимизации ожидаемой доходности и минимизации риска,
описываемого средним квадратичным отклонением;

◦ задача минимизации риска при фиксированном уровне доходности;
◦ задача максимизации квантили, т.е. дохода, гарантированного с заданной вероятностью.
Обозначим через m = {m1, . . . ,mn} = E(ξ) ∈ R

n вектор математических ожиданий вектора
случайных доходностей активов, а через V = cov(ξ) ковариационную матрицу. Здесь и далее
предполагать, что матрица V невырождена.

Ожидаемая доходность портфеля описывается функцией

f1(x) = E(xT ξ + rx0) = r + (m− rl)Tx,

где l = {1, . . . , 1}T ∈ R
n, вложение в безрисковый актив составляет x0 = 1− lTx.

Риск инвестиций описывается средним квадратичным отклонением доходности портфеля
или задача минимизации риска сводится к задаче минимума дисперсии доходности портфеля

f2(x) = σ2
(xT ξ) = xTV x.

Так как решение задачи о выборе ПЦБ пропорционально объему вкладываемого капитала, то
далее без ограничения общности будем полагать W = 1.

Запишем задачу выбора портфеля с заданным уровнем доходности d, d ≥ r:










xTV x → min
x

,

r + (m− rl)Tx ≥ d,
lTx ≤ 1.

(3.4)

Утверждение 3 [18]. В случае невырожденной матрицы ковариации V оптимальные ре-

шения задачи (3.4) пропорциональны эффективному рыночному портфелю x∗ и для любого

d ≥ r имеют вид

X(d) =
d− r

f2(x∗)
x∗, x∗ = V −1

(m− rl). (3.5)

Рассмотрим задачу вероятностной оптимизации, связанную с исходной постановкой. Уро-
вень желаемой доходности d отражает склонность инвестора к риску (чем он выше, тем больше
риск) и зависит от конкретного (случайно выбранного) инвестора. Таким образом, планиру-
емая доходность инвестиционного портфеля может рассматриваться как случайная величина
d = µ, где µ — случайная величина, распределенная на [r,+∞). Отметим, что случайными
являются и склонность к риску µ, и объем вкладываемого капитала W , причем эти величины
статистически взаимосвязаны. В данной статье эта взаимосвязь не исследуется.

Будем рассматривать распределение параметра µ на некотором интервале

[m1,m2] ⊂ [r; +∞).

Получим задачу оптимизации квадратичного критерия со случайным линейным ограничени-
ем (3.4).

Для каждого значения d случайной величины µ решение задачи X(d) определяется одно-
значно соотношениями (3.5), поэтому X(µ) есть случайный вектор.

Утверждение 4. Пусть µ — случайная величина, принимающая значения из [r,+∞), ее

математическое ожидание E(µ) = µ̄ и среднее квадратичное отклонение σ(µ) существуют,

тогда вероятностное решение задачи (3.4) X(µ) удовлетворяет условиям

E(X(µ)) = X(µ̄), (3.6)

cov(X(µ)) =
σ2(µ)

f2
2 (x

∗)
x∗ (x∗)T .
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Утверждение 4 непосредственно следует из формулы (3.5), которая отражает линейную
зависимость решения задачи условной оптимизации от параметра. Отметим, что (3.6) — это
формулировка известного свойства рыночных портфелей [18] в терминах свойств вероятност-
ных решений задачи стохастической оптимизации.

Рассмотрим ту же задачу со случайным параметром при наличии естественных ограни-
чений неотрицательности, которым, как правило, должны удовлетворять инвестиции. При
фиксированном значении параметра µ = d задача имеет вид



















f2(x) = xTV x → min
x

,

f1(x) = r + (m− rl)Tx ≥ d,
x ≥ 0,
lTx ≤ 1.

(3.7)

Обозначим через X1(d) решение задачи (3.7) при заданном d ≥ r.
Из определения недоминируемого решения следует, что любое оптимальное по Парето ре-

шение x∗ в задаче с двумя критериями


















f2(x) = xTV x → min
x

,

f1(x) = r + (m− rl)Tx → max
x

,

x ≥ 0,
lTx ≤ 1,

(3.8)

является решением задачи параметрической задачи оптимизации (3.7) при некотором d, при-
чем на этом решении параметрическое ограничение является активным (подробное обоснова-
ние приведено в [30], теорема 1), т. е. выполняется равенство

r + (m− rl)Tx∗ = d.

Утверждение 5. Множество X∗
1 оптимальных по Парето решений в задаче с двумя

критериями (3.8) совпадает с объединением

X∗
1 =

⋃

d∈[r;m+]

X1(d),

где m+ = max{m1, . . . ,mn} и представляет из себя ломаную, состоящую из конечного числа

отрезков.

Отметим, что m+ является максимальным значением параметрического ограничения (це-
левой функции f1(x)) на множестве допустимых значений

{

m+ = max
x

f1(x),

lTx ≤ 1, x ≥ 0,

а r = f1(x−), где x− = {0, 0, 0} — решение задачи минимизации выпуклой квадратичной
функции

{

min
x

f2(x),

lTx ≤ 1, x ≥ 0.

Запишем стандартные необходимые условия оптимальности в задаче выпуклого програм-
мирования (3.7) (см. например, [12]). Учитываем, что ограничение r+(m− rl)Tx = d является
активным (выполняется как равенство на множестве недоминируемых решений):



























2V x− z1(m− rl) + z0l −
∑

j∈J
yjej = 0,

(m− rl)Tx = d, z1 ≥ 0,
lTx− 1 = 0, z0 ≥ 0 или lTx ≤ 1, z0 = 0,
xj ≥ 0, yj = 0, j /∈ J,
xj = 0, yj ≥ 0, j ∈ J.

(3.9)
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Система (3.9) содержит 2n+2 линейных уравнения, из которых можно найти векторы x ∈ R
n,

y ∈ R
n, z = {z0, z1}. Пусть для некоторого набора активных индексов J и значения парамет-

ра d = d1 существует решение системы уравнений и неравенств (3.9). Правые части уравнений
зависят от параметра d линейно, следовательно, для этого набора активных индексов решение
задачи параметрической оптимизации x∗(d), y∗(d), z∗(d) в окрестности точки d1 зависит от па-
раметра линейно и составляет отрезок (возможно, вырожденный в точку). Так как возможных
наборов активных индексов конечное число, то множество эффективных состоит из конечного
числа отрезков и, возможно, отдельных точек.

В работе [30] (следствие 1 и свойство 2) для случая линейных ограничений общего вида и
квадратичной целевой функции доказано, что множество эффективных решений представляет
непрерывную ломаную, состоящую из конечного числа отрезков.

Рассмотрим распределение оптимальных портфелей X1(µ) предполагая, что параметр за-
дан как d = µ и является случайной величиной. Свойство сохранения среднего значения для
задачи (3.7) со случайным параметром не выполняется в отличие от задачи без условий неот-
рицательности:

E(X1(µ)) 6= X1(µ̄), µ̄ = E(µ).

Более того, в этом случае среднее значение оптимальных портфелей (“рыночный портфель”)
не принадлежит множеству эффективных решений: E(X1(µ)) /∈ X∗

1 .

В качестве примера исследуем задачу вероятностной оптимизации (3.7) для трех активов
и равномерного распределения параметра d = µ на интервале [r;m+]. Пусть

r = 1, m = {1.5, 2, 2.2}, V =





0.1 0 0

0 0.2 0

0 0 0.4



 .

С помощью алгоритма построения множества Парето-оптимальных решений в линейно-
квадратичной задаче, предложенного в [30], получено следующее решение задачи. Множе-
ство X∗

1 представляет собой ломаную, соединяющую точки {X(m), m = 0, . . . , 3}; каждая
точка является решением задачи параметрической оптимизации (3.7) при соответствующем
значении d. Ниже приведены значения параметра и координаты и значение критериальной
функции для каждой вершины:

d0 = 1, X(0) = {0, 0, 0},

d1 = 1.853, X(1) = {0.385, 0.385, 0.230},

d2 = 2.083, X(2) = {0, 0.585, 0.415},

d3 = 2.2, X(3) = {0, 0, 1}.

Решение X(0) соответствует вложению всего капитала в безрисковый актив, ребро X(0)X(1)

состоит из портфелей, которые пропорциональны эффективному рыночному портфелю x∗ и
вычисляются по формуле (3.5), X(3) — наиболее рисковое вложение (с учетом ограничений
неотрицательности); весь капитал вкладывается в 3-й актив, который характеризуется макси-
мальной ожидаемой доходностью и максимальным риском.

Случайный вектор X1(µ) распределен непрерывно на ломаной X∗
1 = [X(0)X(1)X(2)X(3)].

Расчеты показывают, что E(X1(µ)) = {0.173, 0.257, 0.214} = X̄ , для точки X̄ не выполняются
условия Парето-оптимальности, и, следовательно, E(X1(µ)) /∈ X∗

1 .
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 26 № 1 2020

УДК 517.977

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ВКЛЮЧЕНИЯ В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ
С СОСТАВНОЙ ПРАВОЙ ЧАСТЬЮ

А.А. Толстоногов

В сепарабельном банаховом пространстве рассматривается дифференциальное включение, правая

часть которого является суммой двух многозначных отображений. Первое отображение имеет своими

значениями замкнутые, ограниченные, не обязательно выпуклые множества. Оно измеримо по времен-

ной переменной, является липшицевым по фазовой переменной и удовлетворяет традиционному усло-

вию роста. Второе многозначное отображение в качестве своих значений имеет замкнутые, выпуклые,

не обязательно ограниченные множества. Предполагается, что это отображение имеет по фазовой пере-

менной замкнутый график. Остальные предположения относятся к пересечению второго отображения и

многозначного отображения, определенного условиями роста. Считается, что пересечение многозначных

отображений имеет измеримый селектор и обладает определенными свойствами компактности. Доказана

теорема существования решений таких включений. Доказательство базируется на принадлежащей автору

теореме о непрерывных селекторах, проходящих через неподвижные точки многозначных отображений,

зависящих от параметра, с замкнутыми, невыпуклыми, разложимыми значениями и классической теоре-

ме Ки Фана о неподвижной точке. Полученные результаты являются новыми.

Ключевые слова: разложимое множество, неподвижная точка, непрерывный селектор, слабая норма,

интеграл Аумана.

A. A.Tolstonogov. Differential inclusions in a Banach space with composite right-hand side.

A differential inclusion whose right-hand side is the sum of two multivalued mappings is considered in a

separable Banach space. The values of one mapping are closed, bounded, not necessarily convex sets. This

mapping is measurable in the time variable, is Lipschitz in the state variable, and satisfies the traditional

growth condition. The values of the second mapping are closed, convex, not necessarily bounded sets. This

mapping is assumed to have a closed graph in the state variable. The remaining assumptions concern the

intersection of the second mapping and the multivalued mapping defined by the growth conditions. We suppose

that the intersection of the multivalued mappings has a measurable selection and possesses certain compactness

properties. An existence theorem is proved for solutions of such inclusions. The proof is based on a theorem

proved by the author on continuous selections passing through fixed points of multivalued mappings depending

on a parameter with closed, nonconvex, decomposable values and on Ky Fan’s famous fixed-point theorem. The

obtained results are new.
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1. Введение

Пусть T = [0, a], a > 0, — отрезок числовой полупрямой R+ = [0,+∞) с мерой Лебега и с
σ-алгеброй Σ измеримых по Лебегу множеств из T , X — сепарабельное банахово пространство
с нормой ‖ · ‖ и с нулевым элементом Θ, B — открытый единичный шар с центром в Θ, B̄ —
его замыкание. Через d(x,D) мы обозначаем расстояние от точки x до множества D ⊂ X и

‖D‖ = sup{‖x‖; x ∈ D}.

Обозначим через L1(T,X) пространство интегрируемых по Бохнеру функций из T в X, а
через A1,1(T,X) — пространство всех абсолютно непрерывных функций x : T → X, которые
имеют производные ẋ(·) ∈ L1(T,X) [1].

Метрику Хаусдорфа на пространстве всех непустых, замкнутых, ограниченных множеств
из X мы обозначаем как haus(·, ·).
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Целью работы является доказательство существования решения дифференциального вклю-
чения

ẋ ∈ U(t, x) + V (t, x), x(0) = x0, (1.1)

где U, V : T ×X → X — многозначные отображения.
Под решением включения (1.1) понимается тройка (x(u, v)(·), u(·), v(·)),

x(u, v)(·) ∈ A1,1
(T,X), x(u, v)(0) = x0, u(·) ∈ L1

(T,X), v(·) ∈ L1
(T,X),

удовлетворяющая почти всюду
ẋ(u, v)(t) = u(t) + v(t), (1.2)

u(t) ∈ U(t, x(u, v)(t)), (1.3)

v(t) ∈ V (t, x(u, v)(t)). (1.4)

Сделаем следующие предположения.

Г и п о т е з ы H(U). Многозначное отображение U : T ×X → X с непустыми, замкнуты-
ми, не обязательно выпуклыми, значениями обладает следующими свойствами:

1) при всех x ∈ X отображение t → U(t, x) измеримо;
2) имеют место неравенства

haus(U(t, x), U(t, y)) ≤ k(t)‖x− y‖ п.в., (1.5)

x, y ∈ X, k(·) ∈ L1(T,R+),

‖U(t, x)‖ = sup{‖u‖; u ∈ U(t, x)} ≤ m1(t) + n1(t)‖x‖ п.в., x ∈ X, (1.6)

m1(·), n1(·) ∈ L1(T,R+).

Г и п о т е з ы H(V ). Многозначное отображение V : T ×X → X с непустыми, выпуклы-
ми, замкнутыми значениями обладает следующими свойствами:

1) выполняется неравенство

d(Θ, V (t, x)) < m2(t) + n2(t)‖x‖ п.в., (1.7)

m2(·), n2(·) ∈ L1(T,R+);

2) при каждом x ∈ X отображение

t → V (t, x) ∩ (m2(t) + n2(t)‖x‖)B̄

имеет измеримый селектор, а отображение x → V (t, x) имеет замкнутый график для почти
каждого t ∈ T ;

3) для каждого ограниченного множества D ⊂ X множество

V (t,D) ∩ (m2(t) + n2(t)‖D‖)B̄

относительно компактно при почти всех t ∈ T , где V (t,D) = {∪V (t, x); x ∈ D}.
Так как в (1.7) неравенство строгое, то для почти каждого t множество

V (t, x) ∩ (m2(t) + n2(t)‖x‖)B̄, x ∈ X,

не пусто. Поэтому гипотеза H(V ) 2) носит содержательный характер.

Основной результат работы составляет теорема.

Теорема 1. Пусть выполняются гипотезы H(U) и H(V ). Тогда дифференциальное вклю-

чение (1.1) имеет решение.
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Отметим, что дифференциальное включение (1.1) с правой частью составного типа изуча-
ется впервые.

Если V (t, x) ≡ Θ, t ∈ T, x ∈ X, то как следствие мы получаем теорему существования ре-
шения дифференциального включения с невыпуклозначной липшицевой правой частью. Наи-
более общие из известных результатов в этом направлении получены в работе [2].

Если U(t, x) ≡ Θ, t ∈ T, x ∈ X, то мы получаем теорему существования решения диффе-
ренциального включения, значениями правой части которого являются замкнутые, выпуклые
множества.

Как следует из неравенства (1.7), значениями отображения V (t, x) могут быть неограни-
ченные множества.

Во всех известных результатах (см. [3] и др.), относящихся к такому включению, наряду с
другими предположениями считается, что значениями отображения V (t, x) являются выпук-
лые компактные множества, а отображение x → V (t, x) полунепрерывно сверху. Поскольку
в конечномерном пространстве из неравенства (1.7) гипотеза H(V ) 3) следует автоматически,
то даже в этом случае при U(t, x) ≡ Θ, t ∈ T, x ∈ X теорему 1 можно считать новой.

2. Основные обозначения, определения и вспомогательные результаты

Пусть Y — метрическое пространство, cY — семейство всех непустых замкнутых множеств
из Y , cbY — семейство всех ограниченных множеств из cY с метрикой Хаусдорфа hausY (·, ·).
Для топологического векторного пространства Z через ω-Z мы будем обозначать простран-
ство Z, наделенное слабой топологией. Если D ⊂ Z, то ω-D означает, что D наделено то-
пологией, индуцированной топологией пространства ω-Z. Под coD мы понимаем замкнутую
выпуклую оболочку множества D ⊂ Z.

Пусть W — топологическое пространство. Многозначное отображение F : W → Y назы-
вается полунепрерывным снизу, если для любого открытого множества E ⊂ Y множество
F−1(E) = {w ∈ W ; F (w) ∩ E 6= ∅} открыто.

Многозначное отображение F : W → Y называется полунепрерывным сверху, если для
любого открытого множества E ⊂ Y множество F+(E) = {w ∈ W ; F (w) ⊂ E} открыто.

Отметим, что если W — метрическое пространство, то определение полунепрерывности
снизу эквивалентно следующему: для любых w ∈ W , y ∈ F (w) и любой последовательности
wn ∈ W,n ≥ 1, wn → w существует последовательность yn ∈ F (wn), n ≥ 1, сходящаяся к y.

Если Y — компактное метрическое пространство, W — метрическое пространство и F :

W → Y — многозначное отображение с замкнутыми значениями, то полунепрерывность сверху
эквивалентна замкнутости графика отображения F .

Многозначное отображение F : T → cX называется измеримым [4], если множество
F−1(E) = {t ∈ T ; F (t) ∩ E 6= ∅} является измеримым для любого замкнутого множества
E ⊂ X.

Множество K измеримых отображений из T в X называется разложимым, если для любых
u, v ∈ K, E ∈ Σ элемент χ(E)u+ χ(T\E)v принадлежит множеству K, где χ(E) — характери-
стическая функция множества E.

На пространстве L1(T,X), наряду со слабой топологией, рассмотрим топологию, порож-
денную так называемой “слабой” нормой [5]:

∣

∣ ‖f‖L1

∣

∣ = max
t∈T

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

f(s)ds

∥

∥

∥

∥

, f(·) ∈ L1
(T,X). (2.1)

Пространство L1(T,X) с нормой (2.1) обозначается через |ω|-L1(T,X).

Как обычно, C(T,X) — это пространство всех непрерывных отображений из T в X с
топологией равномерной сходимости на T .
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Измеримое многозначное отображение Γ : T → cbX назовем интегрально ограниченным,
если существует функция m(·) ∈ L1(T,R+) такая, что

‖Γ(t)‖ = sup{‖u‖; u ∈ Γ(t)} ≤ m(t) п.в.

Пространство всех измеримых, интегрально ограниченных отображений Γ : T → cbX бу-
дем обозначать через L1(T, cbX), а под dcbL1(T,X) мы понимаем совокупность всех замкну-
тых, ограниченных, разложимых множеств из L1(T,X).

Если Γ(·) ∈ L1(T, cbX) , то SΓ — совокупность всех интегрируемых селекторов отображения
t → Γ(t), которое, как хорошо известно, является элементом пространства dcbL1(T,X).

Теорема 2. Пусть множество K ⊂ L1(T,X) обладает следующими свойствами:
1) для почти каждого t ∈ T множество {f(t); f(·) ∈ K} ⊂ X относительно компактно;
2) существует функция m(·) ∈ L1(T,R+) такая, что ‖f(t)‖ ≤ m(t) п.в. для любого

f(·) ∈ K.

Тогда на множестве K топологии пространств ω-L1(T,X) и |ω|-L1(T,X) совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть S ⊂ K — счетное плотное подмножество и Γ : T → X —
многозначное отображение, определенное по правилу

Γ(t) = {∪f(t); f(·) ∈ S}, t ∈ T,

где черта вверху означает замыкание в X. Тогда Γ(·) ∈ L1(T, cbX) и для любого f(·) ∈ K

справедливо включение f(t) ∈ Γ(t) п.в.
Рассмотрим линейный оператор L : L1(T,X) → C(T,X)

L(f)(t) =

t
∫

0

f(τ)dτ, t ∈ T,

который является непрерывным из ω-L1(T,X) в ω-C(T,X).
Пусть ScoΓ — множество интегрируемых селекторов многозначного отображения t → coΓ(t),

которое является измеримым, интегрально ограниченным с выпуклыми компактными зна-
чениями. Поэтому множество ScoΓ есть выпуклое компактное подмножество пространства
ω-L1(T,X), а множество L(ScoΓ) — выпуклое компактное подмножество пространст-

ва ω-C(T,X). Пусть (A)

∫ t

0
coΓ(s)ds, t ∈ T, — интеграл Аумана от многозначного отображе-

ния coΓ(t), который существует, и его значениями являются выпуклые компактные множества
в пространстве X [3]. Из определения интеграла Аумана следует, что

L(f)(t) ∈ (A)

t
∫

0

coΓ(s)ds, t ∈ T, f(·) ∈ ScoΓ. (2.2)

Из включения (2.2), компактности множеств (A)

∫ t

0
coΓ(s)ds, t ∈ T, интегральной ограни-

ченности отображения t → coΓ(t), замкнутости множества L(ScoΓ) в пространстве C(T,X) и
теоремы Арцела — Асколи вытекает, что множество L(coScoΓ) есть выпуклый компакт в про-
странстве C(T,X). Тогда сужение отображения L на множество ScoΓ является непрерывной
биекцией компакта ω-ScoΓ на компакт L(ω-ScoΓ) в пространстве C(T,X), т.е. гомеоморфизмом.
Воспользовавшись (2.1) и определением нормы на пространстве C(T,X), мы получим, что на
множестве ScoΓ топологии пространств ω-L1(T,X) и |ω|-L1(T,X) совпадают. Так как K ⊂ ScoΓ,
то теорема доказана. �

Функцию x : T → X назовем кусочно-постоянной и непрерывной справа, если существу-
ет разбиение 0 = t0 < t1 < . . . tn = a отрезка T такое, что на каждом из полуинтервалов
[ti−1, ti), 1 ≤ i ≤ n, функция x(t) постоянна.
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Теорема 3. Для любой непрерывной функции x : T → X многозначные отображения

t → U(t, x(t)),

t → V (t, x(t)) ∩ (m2(t) + n2(t)‖x(t)‖)B (2.3)

имеют интегрируемые селекторы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из гипотез H(U) 1), 2) следует, что многозначное отображение
t → U(t, x(t)) является измеримым с замкнутыми значениями. Поэтому существует измери-
мый селектор [4] этого отображения, который согласно гипотезе H(U) 3) является элементом
пространства L1(T,X).

Докажем существование интегрируемого селектора у отображения (2.3). Пусть

F (t, x) = V (t, x) ∩ (m2(t) + n2(t)‖x(t)‖)B. (2.4)

Из гипотез H(V ) следует, что значениями отображения F (t, x) являются выпуклые компакт-
ные множества и отображение t → F (t, x) имеет измеримый селектор.

Пусть x(·) ∈ C(T,X). Воспользовавшись теоремой 1.5 и следствием 1.2 работы [6], мы
получаем, что существует последовательность xn(·), n ≥ 1, кусочно постоянных, непрерывных
справа функций, сходящаяся равномерно к x(·), и множество ∪∞

n=1{xn(t); t ∈ T} относительно
компактно в X.

Тогда для каждой функции xn(·), n ≥ 1, существует измеримая функция fn : T → X такая,
что

fn(t) ∈ F (t, xn(t)) п.в. (2.5)

Поскольку множество ∪∞
n=1{xn(t); t ∈ T} ⊂ X относительно компактно, то существует ком-

пактное множество C ⊂ X такое, что

x(t) ∪ {∪xn(t);n ≥ 1} ⊂ C, t ∈ T.

Из гипотезы H(V ) 3) вытекает, что значениями многозначного отображения t → coV (t, C) при
почти каждом t ∈ T являются выпуклые компактные множества и

F (t, x) ⊂ coV (t, C), п.в., x ∈ C, (2.6)

fn(t) ∈ coF (t, C) ⊂ (m2(t) + n2(t)‖C‖)B п.в. (2.7)

Из (2.6) и гипотезы H(V ) 2) выводим, что сужение отображения x → F (t, x), t ∈ T, на мно-
жество C полунепрерывно сверху при почти каждом t ∈ T. Согласно (2.7) последователь-
ность fn(·), n ≥ 1, является относительно компактным подмножеством пространства
ω-L1(T,X). Так как пространство L1(T,X) сепарабельно, то любой компакт в пространстве
ω-L1(T,X) метризуем. Поэтому из последовательности fn(·), n ≥ 1, можно выбрать подпо-
следовательность fnk

(·), k ≥ 1, сходящуюся в пространстве ω-L1(T,X) к некоторой функции
f(·) ∈ L1(T,X).

Чтобы избежать новых обозначений, не нарушая общности, будем считать, что последо-
вательность fn(·), n ≥ 1, сама сходится в пространстве ω-L1(T,X) к f(·). Тогда из (2.5), по-
лунепрерывности сверху на C отображения x → F (t, x) и леммы Мазура о слабо сходящихся
последовательностях мы получим

f(t) ∈ ∩n≥1co{∪k≥nF (t, xk(t))} ⊂ F (t, x(t)) п.в. (2.8)

Следовательно, f(t) — интегрируемый селектор отображения (2.4). Теорема доказана. �

Лемма 1. Пусть Γi(·) ∈ L1(T, cbX), i = 1, 2. Тогда

hausL1(SΓ1
, SΓ2

) ≤

∫

T

haus(Γ1(t),Γ2(t))dt. (2.9)



Дифференциальные включения в банаховом пространстве 217

Д о к а з а т е л ь с т в о. Лемма 1 вытекает из утверждения 4.2 в [7]. �

Пусть r(t), t ∈ T — решение дифференциального уравнения

ṙ(t) = m(t) + n(t)r(t), r(0) = r0, m(·), n(·) ∈ L1
(T,R+

). (2.10)

Лемма 2. Если функция x(·) ∈ C(T,X) удовлетворяет неравенству

‖x(t)‖ ≤ r0 +

t
∫

0

(m(τ) + n(τ)‖x(τ)‖)dτ, t ∈ T,

то

‖x(t)‖ ≤ r(t), t ∈ T.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Лемма непосредственно вытекает из свойств дифференциаль-
ных неравенств (см., например, теорему I.1.7 в [3]). �

3. Многозначный оператор Немыцкого

Рассмотрим дифференциальное уравнение

ẋ(t) = u(t) + v(t), x(0) = x0, (3.1)

u(·), v(·) ∈ L1
(T,X).

Обозначим через x(u; v) решение уравнения (3.1), которое имеет вид

x(u; v)(t) = x0 +

t
∫

0

u(s)ds+

t
∫

0

v(s)ds. (3.2)

Обозначим через T (u; v) оператор, который любым u(·), v(·) ∈ L1(T,X) ставит в соответ-
ствие единственное решение x(u; v) уравнения (3.1), т. е.

x(u; v)(t) = T (u; v)(t). (3.3)

Лемма 3. Оператор T (u; v) является непрерывным отображением

из L1
(T,X)× |ω|-L1

(T,X) в C(T,X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Лемма с очевидностью вытекает из (3.2), (2.1) и определения
нормы в пространстве L1(T,X). �

Пусть u(·), v(·) ∈ L1(T,X). Рассмотрим многозначное отображение t → U(t,T (u; v)(t)).
Из гипотез H(U) следует, что отображение t → U(t,T (u; v)(t)) есть элемент пространства
L1(T, cbX).

Поэтому множество

Φ(u; v) = {f(·) ∈ L1
(T,X); f(t) ∈ U(t,T (u; v)(t)) п.в.} (3.4)

является элементом пространства dcbL1(T,X). Тем самым будет определено многозначное
отображение Φ : L1(T,X) × L1(T,X) → dcbL1(T,X), которое называется многозначным опе-
ратором Немыцкого.

На пространстве L1(T,X) рассмотрим числовую функцию

P (x) =

∫

T

ρ(t, x(t))dt, (3.5)
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где

ρ(t, x(t)) =

(

exp

(

− 2

t
∫

0

k(τ)dτ

))

‖x(t)‖, t ∈ T. (3.6)

Здесь функция k(·) взята из неравенства (1.5).
Очевидно, что функция P (x) определяет норму, эквивалентную норме ‖x‖L1 пространства

L1(T,X).
Расстояние по Хаусдорфу между множествами из пространства cbL1(T,X), наделенного

нормой P (x), будем обозначать через hausP (·, ·).

Теорема 4. Оператор Немыцкого Φ : L1(T,X)×L1(T,X) → cbL1(T,X) обладает следую-

щими свойствами:

hausL1(Φ(u1; v1),Φ(u2; v2)) ≤ L
(

‖u1 − u2‖L1 +
∣

∣ ‖v1 − v2‖L1

∣

∣

)

, (3.7)

где

L =

∫

T

k(t)dt; (3.8)

hausP (Φ(u1; v),Φ(u2; v)) ≤
1

2
P (u1 − u2), (3.9)

v ∈ L1(T,X), ui ∈ L1(T,X), i = 1, 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (1.5), (2.9), (3.2), (3.3) мы получаем

hausL1(Φ(u1; v1),Φ(u2; v2)) ≤

∫

T

k(τ)‖T (u1; v1)− T (u2; v2)(τ)‖dτ

≤

∫

T

k(τ)
(

‖u1 − u2‖L1 +
∣

∣ ‖v1 − v2‖L1

∣

∣

)

dτ. (3.10)

Теперь неравенство (3.7) вытекает из (3.10), (3.8) и (2.1).
Докажем неравенство (3.9). Из (1.5), (3.1), (3.3) выводим

haus
(

U(t,T (u1; v)(t)), U(t,T (u2; v)(t))
)

≤ k(t)

t
∫

0

‖u1(s)− u2(s)‖ds, t ∈ T. (3.11)

Воспользовавшись неравенством (3.11) и (3.4)–(3.6), имеем

hausP (Φ(u1; v),Φ(u2; v)) ≤

∫

T

(

exp

(

− 2

t
∫

0

k(τ)dτ

))

k(t)

(

t
∫

0

‖u1(s)− u2(s)‖ds

)

dt. (3.12)

Проинтегрировав правую часть (3.12) по частям, мы придем к неравенству

hausP (Φ(u1; v),Φ(u2; v)) ≤
1

2

(
∫

T

(

exp

(

− 2

t
∫

0

k(τ)dτ

))

‖u1(t)− u2(t)‖dt

)

. (3.13)

Теперь неравенство (3.9) вытекает из (3.13), (3.5), (3.6). Теорема доказана. �

Для фиксированного v(·) ∈ L1(T,X) обозначим через (FixΦ)(v) множество неподвижных
точек оператора Φ(u; v).
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Теорема 5. Пусть выполняются гипотезы H(U). Тогда:
а) для любого v ∈ L1(T,X) множество (FixΦ)(v) не пусто;
б) существует непрерывная функция u : |ω|-L1(T,X) → L1(T,X) такая, что

u(v) ∈ (Fixφ)(v), v ∈ L1
(T,X),

т. е.

u(v) ∈ Φ(u(v); v), v ∈ L1
(T,X). (3.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства (3.7) вытекает, что при фиксированном u ∈

L1(T,X) отображение v → Φ(u; v) является полунепрерывным снизу из |ω|-L1(T,X) в L1(T,X)

с замкнутыми, ограниченными, разложимыми значениями. Так как пространство |ω|-L1(T,X)

есть сепарабельное метрическое пространством, то теорема 5 следует из теоремы 3.1 [8] и
неравенства (3.9), если v рассматривать как параметр. �

4. Априорные оценки

Пусть
m(t) = m1(t) +m2(t), n(t) = n1(t) + n2(t), (4.1)

где mi(·), ni(·), i = 1, 2, — функции из неравенств (1.6), (1.7) и r(t), r(0) = ‖x0‖ — решение
уравнения (2.10).

Обозначим
SU = {u ∈ L1

(T,X); ‖u(t)‖ ≤ m1(t) + n1(t)r(t) п.в.}, (4.2)

SV = {v ∈ L1
(T,X); ‖v(t)‖ ≤ m2(t) + n2(t)r(t) п.в.}. (4.3)

Пусть x(u; v)(t), x(u; v)(0) = x0 — решение уравнения (3.1) и

T (SU , SV )(t) = {x(u; v)(t);u ∈ SU , v ∈ SV }, t ∈ T. (4.4)

Воспользовавшись (4.1)–(4.4), (3.2), мы получим

‖T (SU , SV )(t)‖ ≤ r(t), t ∈ T. (4.5)

Согласно гипотезе H(V ) 3) множество V (t, r(a)B) ∩ (m2(t) + n2(t)‖r(a)‖)B, t ∈ T, относи-
тельно компактно при почти каждом t ∈ T . Так как решение r(t), r(0) = ‖x0‖ уравнения (2.10)
является неубывающей функцией, то в соответствии с (4.5) имеем T (SU , SV )(t) ⊂ r(a)B, t ∈ T.

Поэтому множество V (t,T (SU , SV )(t))∩(m2(t)+n2(t)‖T (SU , SV )(t)‖)B будет относительно
компактным при почти всех t ∈ T.

Положим

W (t) = V (t,T (SU , SV )(t)) ∩ (m2(t) + n2(t)‖T (SU , SV )(t)‖)B, t ∈ T. (4.6)

Тогда многозначное отображение t → coW (t) при почти каждом t ∈ T имеет своими зна-
чениями выпуклые компактные множества. С учетом (4.5), (4.6)

‖coW (t)‖ ≤ m2(t) + n2(t)r(t). (4.7)

Пусть
ScoW = {v ∈ L1

(T,X); v(t) ∈ coW (t) п.в.}. (4.8)

Из леммы 2 вытекает, что многозначное отображение

t → V (t,T (SU , SV )(t)) ∩
(

m2(t) + n2(t)‖T (SU , SV )(t)‖
)

B, u ∈ SU , v ∈ SV

имеет интегрируемые селекторы.
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Тогда множество ScoW (t) обладает следующими свойствами:

а) ScoW есть непустое выпуклое компактное подмножеством пространства ω-L1(T,X);

б) для любого v ∈ ScoW имеет место неравенство ‖v(t)‖ ≤ m2(t) + n2(t)r(t) п.в.;

в) множество ScoW (t) = {v(t); v ∈ ScoW } ⊂ X при почти всех t ∈ T — компакт.

Свойства множества ScoW вытекают из (4.6), (4.7) и компактности значений отображения
t → coW (t).

Согласно теореме 5 и (3.14) существует непрерывная функция u : |ω|-L1(T,X) → L1(T,X)

такая, что u(v) ∈ Φ(u(v); v), v ∈ L1(T,X). Воспользовавшись (3.4), мы получим, что

u(v)(t) ∈ U(t,T (u(v); v)(t)) п.в., v ∈ L1
(T,X). (4.9)

Лемма 4. Имеют место включения

ScoW ⊂ SV , u(ScoW ) ⊂ SU . (4.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое включение вытекает из (4.7), (4.3). Пусть v̂ ∈ ScoW .
Тогда из (1.6), (3.2), (4.8), (4.9) имеем

‖x(u(v̂); v̂)(t)‖ ≤ ‖x0‖+

t
∫

0

(m1(τ) + n1(τ) ‖x(u(v̂); v̂)(τ)‖)dτ

+

t
∫

0

(m2(τ) + n2(τ)r(t))dτ, t ∈ T. (4.11)

Рассмотрим дифференциальное уравнение

ṙ1(t) = (m1(t) +m2(t) + n2(t)r(t)) + n1(t)r1(t), r(0) = r0. (4.12)

Из леммы 2 и (4.11), (4.12) вытекает, что

‖x(u(v̂); v̂)(t)‖ ≤ r1(t), v̂ ∈ ScoW .

Воспользовавшись (4.1), мы получаем, что решение уравнения (4.12) совпадает с решением r(t)
уравнения (2.10). Поэтому,

‖x(u(v̂), v̂)(t)‖ ≤ r(t), v̂ ∈ ScoW . (4.13)

Тогда из (4.9), (4.13) и (1.6) следует

‖u(v̂)(t)‖ ≤ m1(t) + +n1(t)r(t), v̂ ∈ ScoW .

Таким образом, согласно (4.2) имеет место второе включение в (4.10). Лемма доказана. �

5. Доказательство теоремы 1

Рассмотрим оператор T (u(v); v) из ScoW в C(T,X). Из свойств а)–в) множества ScoW ,
указанных в предыдущем разделе, и теоремы 2 вытекает, что на множестве ScoW топологии
пространств |ω|-L1(T,X) и ω-L1(T,X) совпадают. Поэтому отображение u(v) будет непрерыв-
ным из ω-ScoW в L1(T,X). Воспользовавшись леммой 3, мы получим, что оператор T (u(v); v)
является непрерывным отображением из ω-ScoW в C(T,X).

Пусть
F (t, x) = V (t, x) ∩ (m2(t) + n2(t)‖x‖)B (5.1)



Дифференциальные включения в банаховом пространстве 221

и

SF (T (u(v); v)) = {f ∈ L1
(T,X); f(t) ∈ F (t,T (u(v); v)(t)) п.в.}, v ∈ ScoW . (5.2)

Из теоремы 3 и гипотез H(V ) следует, что SF (T (u(v); v)) является непустым, выпуклым, ком-
пактным подмножеством пространства ω-L1(T,X). Согласно (4.10), (4.6), (5.1) и (5.2) имеет
место включение

SF (T (u(v); v)) ⊂ ScoW , v ∈ ScoW . (5.3)

Тем самым будет определено многозначное отображение v → SF (T (u(v); v)) с непустыми,
выпуклыми, слабо компактными значениями из выпуклого, компактного, метризуемого мно-
жества ω-ScoW в ω-ScoW .

Для удобства обозначим

SF (v) = SF (T (u(v); v)). (5.4)

Пусть последовательность vn ∈ ω-ScoW , n ≥ 1, слабо сходится к v ∈ ω-ScoW . Тогда после-
довательность T (u(vn); vn), n ≥ 1, сходится к T (u(v); v) в пространстве C(T,X). Воспользо-
вавшись включением (5.3), по аналогии с доказательством теоремы 3 (см. (2.8)) мы получим

∩∞
n=1co{∪

∞
k≥nF (t,T (u(vk); vk)(t))} ⊂ F (t,T (u(v); v)(t)) п.в. (5.5)

Если последовательность fn ∈ SF (vn), n ≥ 1, слабо сходится к f , то согласно (5.5) f ∈

SF (v). Следовательно, отображение v → SF (v), v ∈ ω-ScoW имеет слабо замкнутый график. Из
компактности, метризуемости множества ω-ScoW и включения (5.3) вытекает, что отображение
v → SF (v), v ∈ ω-ScoW является полунепрерывным сверху из ω-ScoW в ω-ScoW с выпуклыми
компактными значениями. Согласно теореме 1 Ки Фана [9] существует неподвижная точка v∗
отображения v → SF (v), т. е.

v∗ ∈ SF (v∗). (5.6)

Положим u∗ = u(v∗), x(u∗; v∗) = T (u(v∗); v∗). Тогда из (5.6), (5.4), (5.2), (5.1), (4.9), (3.1) мы
получим

ẋ(u∗; v∗)(t) = u∗(t) + v∗(t),

u∗(t) ∈ U(t, x(u∗; v∗)(t)) п.в.,

v∗(t) ∈ V (t, x(u∗; v∗)(t)) п.в.

Таким образом, в соответствии с (1.2), (1.3), (1.4) тройка (x(u∗, v∗)(·), u∗(·), v∗(·)) является
решением включения (1.1). Теорема доказана. �
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НА БЕСКОНЕЧНОМ ОТРЕЗКЕ ВРЕМЕНИ1

П.А. Точилин

Работа посвящена приближенному решению задачи оптимального управления нелинейной системой
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Введение

Данная статья посвящена разработке методов приближенного построения управления в
форме обратной связи в задаче управления системой дифференциальных уравнений, нели-
нейных по фазовым переменным, на бесконечном отрезке времени. Необходимо перевести
траекторию системы за конечное (заранее неизвестное) время в целевое множество так, чтобы
при этом минимизировать заданный интегральный функционал за счет выбора управлений в
форме обратной связи с известными жесткими, поточечными ограничениями. Основная идея

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 19–01–00613а, 16–29–04191офи_м).
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состоит в сочетании методов теории динамического программирования (и в частности, прин-

ципа сравнения, [1;2]) с аппаратом кусочно-аффинных функций цены и управления, заданных
на совокупностях симплексов в фазовом пространстве [3; 4].

Задача синтеза управлений может быть решена за счет использования уравнения Гамиль-

тона—Якоби—Беллмана (ГЯБ) [2; 5] для вспомогательной функции цены с заданными кра-
евыми условиями (в точках целевого множества). В общем случае такую функцию необходи-
мо искать в классе обобщенных решений указанного уравнения [6; 7]. При этом все точки, в
которых указанная функция принимает конечные значения, формируют множество разре-

шимости [8], содержащее все стартовые позиции, из которых гарантированно можно решить
задачу синтеза управлений для достижения целевого множества за конечное, заранее неиз-
вестное время. В данной работе функцию цены предлагается оценивать сверху при помощи
кусочно-аффинных функций специального вида. Это позволяет получить внутренние оценки
искомого множества разрешимости, верхние оценки минимального значения интегрального
функционала в различных позициях, а также соответствующий кусочно-аффинный синтез
управлений.

Ранее в работе [4] была предпринята попытка использования кусочно-аффинных функ-
ций управления для решения задачи о переводе автономной системы из заданного начального
множества в целевое на бесконечном интервале времени. Однако предложенный алгоритм не
позволял проводить оптимизацию вдоль траекторий системы. В данной статье предлагается
альтернативный подход, ориентированный именно на решение задачи оптимального управле-
ния.

Предложенный в данной работе метод предполагает построение кусочно-аффинной ап-
проксимации исходной нелинейной системы дифференциальных уравнений на заданном раз-
биении области фазового пространства на симплексы. Такой подход иногда называют “гибри-
дизацией” [9]. Далее на основе принципа сравнения для уравнения ГЯБ построена кусочно-
аффинная функция цены для полученной системы с переключениями [10;11]. Основной слож-
ностью здесь является выбор адекватной схемы пересчета значений функции цены в верши-
нах симплексов одновременно с построением соответствующего управления в форме обратной
связи, которое должно быть допустимым, т. е. порождающим траектории исходной системы
продолжаемые на некотором отрезке времени (по крайней мере до момента достижения траек-
торией целевого множества). Указанные проблемы в работе решены двумя разными методами.
Сначала приведено описание алгоритма построения непрерывной кусочно-аффинной функции
цены и соответствующего ей непрерывного кусочно-аффинного управления. Далее получен-
ные результаты обобщены на случай, когда функции цены и управления могут иметь конечные
разрывы на границах соседних симплексов.

Работа алгоритмов, основанных на предложенных схемах приближенного построения функ-
ции цены и синтеза управлений, продемонстрирована на примере задачи управления колесным
роботом на плоскости.

1. Постановка задачи

1.1. Математическая модель

В пространстве R
nx, nx ∈ N, рассмотрим некоторое компактное множество Ω, а также

совокупность систем обыкновенных дифференциальных уравнений

ẋ = f(x) + g(x)u, x = x(t) ∈ Ω, t ∈ [t0,+∞). (1.1)

Здесь f(x) ∈ R
nx является дважды непрерывно дифференцируемой по переменной x ∈ Ω,

g(x) ∈ R
nx×nu — непрерывно дифференцируема по x ∈ Ω, u = u(x) ∈ R

nu — позиционное
управление, на возможные значения которого наложены “жесткие” поточечные ограничения:
u(x) ∈ P. Множество P ⊂ R

nu является выпуклым компактом.
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Обозначим через Uf класс допустимых позиционных управлений [2], содержащий много-
значные отображения u = u(x) ⊆ P, при подстановке любого из которых в уравнения (1.1)
должно быть получено дифференциальное включение, имеющее решения при любом началь-
ном векторе фазовых переменных x0 ∈ Ω. Решение x(t) может быть определено и за пределами
множества Ω, но далее будем рассматривать только такие траектории, для которых x(t) ∈ Ω

∀t ≥ t0.
Под решением системы (1.1), замкнутой управлением в форме обратной связи u(x) ∈ Uf ,

понимается абсолютно непрерывная функция x(t), удовлетворяющая заданному начальному
условию x(t0) = x0 и для почти всех t ∈ (t0,+∞) — соответствующему дифференциально-
му включению, полученному из (1.1). Например, указанное условие будет выполнено, если
потребовать [12], чтобы многозначные отображения u(x) принимали выпуклые, компактные
значения и были полунепрерывны сверху по x ∈ Ω.

1.2. Задача оптимального управления на бесконечном отрезке времени

Зафиксируем некоторое компактное множество X1 ⊂ Ω, содержащее целевые состояния
системы. Также рассмотрим функционал

J(u(·)) =

τ∗
∫

t0

(

f̃(x(τ, t0, x0)|u) + (g̃(x(τ, t0, x0)|u))
T u(x(τ, t0, x0)|u)

)

dτ + ϕ(x(τ∗, t0, x0)|u), (1.2)

определенный на некоторой траектории x(t, t0, x0)|u при некотором однозначном допустимом
позиционном управлении u(·). Здесь τ∗ ≥ t0 — момент первого попадания траектории системы
в целевое множество X1, функция f̃(x) ∈ R является дважды, а функция g̃(x) ∈ R

nu — едино-
жды непрерывно дифференцируемой по x ∈ Ω. Кроме того, будем далее считать выполненным
следующее

Предположение 1. Функции f̃(x), g̃(x), ϕ(x) таковы, что

f̃(x) + (g̃(x))Tu > 0 ∀x ∈ Ω, ∀u ∈ P; ϕ(x) ≥ 0 ∀x ∈ X1.

З а д а ч а. Построить закон управления u∗ = u∗(·) ∈ Uf , а также множество X0 ⊂ Ω такое,
что при любых x0 ∈ X0 у системы (1.1) существует траектория x(t, t0, x0)|u∗ , для которой

x(τ, t0, x0)u∗ ∈ Ω ∀τ ≥ t0, (1.3)

x(τ∗, t0, x0)u∗ ∈ X1 при некотором τ∗ ≥ t0. (1.4)

Кроме того, управление u∗ должно минимизировать функционал (1.2) на множестве всех
u ∈ Uf , удовлетворяющих (1.3), (1.4).

Заметим, что искомое множество X0 должно содержать в качестве подмножества X1, при-
чем имеет смысл рассматривать максимальные по включению множества X0, удовлетворяю-
щие указанным выше требованиям.

Поставленная задача может быть решена методом динамического программирования. Для
этого рассмотрим функцию цены

V (x) = inf
u(·)∈Uf

max
x(·)

{

τ∗
∫

t0

(

f̃(x(τ)) + (g̃(x(τ)))T u(x(τ))
)

dτ + ϕ(x(τ∗)) : x(t0) = x

}

,

где x(·) — всевозможные траектории, выпущенные из начальной позиции {t0, x} при фикси-
рованном управлении u(·). В точках дифференцируемости функция V (x) удовлетворяет урав-
нению Гамильтона— Якоби— Беллмана (ГЯБ) [5]

min
u∈P

{

V ′
(x; f(x) + g(x)u) + f̃(x) + (g̃(x))T u

}

= 0 (1.5)



226 П.А.Точилин

с краевым условием

V (x) = ϕ(x) ∀x ∈ X1.

Здесь V ′(x; l) — производная функции V (x) в точке x по направлению l ∈ R
nx .

В общем случае функция V (x) может не быть дифференцируемой, а решение уравне-
ния (1.5) следует понимать в обобщенном смысле [5–7].

В данной работе уравнение (1.5) не предполагается решать точно. Вместо этого основная
цель — поиск приближенного его решения на основе принципа сравнения и за счет использо-
вания специального класса кусочно-аффинных функций цены. Для искомой оценки функции
цены будем далее применять обозначение W (x).

2. Линеаризация систем дифференциальных уравнений на симплексах

Построим некоторое разбиение области Ω на симплексы [13] Ω(i), i = 1, . . . ,M , пересекаю-
щиеся друг с другом только по граничным точкам. Пусть, кроме того, Ω ⊇ ∪M

i=1Ω
(i). Каждая

грань симплекса Ω(i), являющаяся выпуклой оболочкой nx его вершин, есть либо часть гра-
ницы самого множества Ω, либо грань соседнего симплекса Ω(j), j 6= i. Занумеруем все вер-
шины симплексов g1, . . . , gS , где S — количество уникальных вершин. Здесь и далее верхний
индекс (i) обозначает соответствие рассматриваемого понятия (множество, функция, вектор,
матрица) области Ω(i).

Зафиксируем некоторый симплекс Ω(i), и пусть g
(i)
1 , . . . , g

(i)
nx+1 — его вершины (наличие

верхнего индекса (i) говорит о том, что для вершин используется локальная нумерация ниж-
ними индексами, а не глобальная (от 1 до S), по вершинам всех симплексов). Составим из

векторов-столбцов g
(i)
1 , . . . , g

(i)
nx+1 матрицу G(i). Для каждой точки x ∈ Ω(i) найдется един-

ственный вектор α(i)(x) = (α
(i)
1 , . . . , α

(i)
nx+1)

T барицентрических координат такой, что

nx+1
∑

k=1

α
(i)
k = 1, α

(i)
k > 0 ∀k, G(i)α(i)

(x) = x.

Дополним вектор x до x̃ =

(

x
1

)

, и пусть ˜G(i) =

(

g
(i)
1 . . . g

(i)
nx+1

1 . . . 1

)

∈ R
(nx+1)×(nx+1).

Тогда указанные выше соотношения можно переписать в краткой форме: ˜G(i)α(i)(x) = x̃.
Из определения симплекса следует, что det ( ˜G(i)) 6= 0 и α(i)(x) = ( ˜G(i))−1x̃ имеет все неотри-
цательные компоненты тогда и только тогда, когда x ∈ Ω(i). Пусть ( ˜G(i))−1 =

(

H(i) h(i)
)

.

В этом случае α(i)(x) = H(i)x+ h(i).

В дальнейшем для переходов между глобальной нумерацией вершин симплексов и локаль-
ной (в рамках определенного симплекса) будем использовать следующее обозначение: пусть

σ(i, k) — это такой номер от 1 до nx + 1, что g
(i)
σ(i,k)

= gk, i = 1, . . . ,M , k = 1, . . . , S.

При x ∈ Ω(i) для функции f(x) + g(x)u из (1.1) справедливо следующее представление:

f(x) + g(x)u = F (i)α(i)
(x) +B(i)u+R(i)

(x) = A(i)x+B(i)u+ f (i)
+R(i)

(x),

где

F (i)
= (f(g

(i)
1 ), . . . , f(g

(i)
nx+1)) ∈ R

nx×(nx+1), A(i)
= F (i)H(i) ∈ R

nx×nx ,

B(i)
=

1

nx + 1

nx+1
∑

k=1

g(g
(i)
k ), f (i)

= F (i)h(i) ∈ R
nx ,

R(i)(x) — погрешность локальной линеаризации.
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Разложим функцию fs(x), s = 1, . . . , nx (т. е. s-ю компоненту вектор-функции) по формуле
Тейлора до членов 2-го порядка включительно с центром в точке x ∈ Ω(i), взяв итоговое

значение в вершине g
(i)
k указанного симплекса

fs(g
(i)
k ) = fs(x) +

(∂fs
∂x

(x)
)T

(g
(i)
k − x) + (g

(i)
k − x)T

∂2
fs

∂x2
(ξk)(g

(i)
k − x), ξk = ξk(s, x, g

(i)
k ) ∈ Ω

(i).

Сложим полученные соотношения при различных k = 1, . . . , nx + 1, домножив их на соответ-
ствующие величины αk(x)

2:

(

F (i)α(i)
(x)
)

s
=

nx+1
∑

k=1

αk(x)fs(g
(i)
k ) = fs(x) +

nx+1
∑

k=1

αk(x)(g
(i)
k − x)T

∂2
fs

∂x2
(ξk)(g

(i)
k − x).

Легко видеть, что

∣

∣

∣

nx+1
∑

k=1

αk(x)(g
(i)
k − x)T

∂2
fs

∂x2
(ξk)(g

(i)
k − x)

∣

∣

∣
≤ M (i)

s = max
ξ∈Ω(i)

ρmax

(∂2
fs

∂x2
(ξ)
)

· d(i) ∀x ∈ Ω
(i),

где ρmax(R) — максимальное значение абсолютной величины собственного значения симмет-
ричной матрицы R,

d(i) = max

{ nx+1
∑

k=1

αk

∥

∥

∥

nx+1
∑

r=1

αr(g
(i)
r − g

(i)
k )

∥

∥

∥

2
: αk ∈ [0, 1] ∀k,

nx+1
∑

k=1

αk = 1

}

.

Разложим теперь функцию gsp(x) (элемент матрицы g(x), стоящий в s-й строке и p-м
столбце) по формуле Тейлора до членов 1-го порядка включительно

gsp(g
(i)
k ) = gsp(x) +

(∂gsp
∂x

(ζk)
)T

(g
(i)
k − x), ζk = ζk(s, p, x, g

(i)
k ) ∈ Ω

(i).

Тогда

B(i)
sp = gsp(x) +

1

nx + 1

nx+1
∑

k=1

(∂gsp
∂x

(ζk)
)T

(g
(i)
k − x),

∣

∣

∣

1

nx + 1

nx+1
∑

k=1

(∂gsp
∂x

(ζk)
)T

(g
(i)
k − x)

∣

∣

∣
≤ N (i)

sp = max
x∈Ω(i)

∥

∥

∥

∂gsp
∂x

(x)
∥

∥

∥
r(i),

r(i) =
1

nx + 1
max

{

nx+1
∑

k=1

‖g
(i)
k − g

(i)
j ‖ : j = 1, . . . , nx + 1

}

.

Пусть, кроме того,

N (i)
s = max

{

nu
∑

p=1

|up|N
(i)
sp : u ∈ P

}

.

Таким образом, получена оценка для s-й компоненты погрешности линеаризации

|R(i)
s (x)| 6 R

(i)
s = M (i)

s +N (i)
s при x ∈ Ω

(i),

R(i)
(x) ∈ Q(i)

= [−R
(i)
1 ,R

(i)
1 ]× . . .× [−R

(i)
nx
,R(i)

nx
]. (2.1)

2Здесь использовано соотношение
∑nx+1

k=1
αk(x)

(

∂fs
∂x

(x)
)T

(g
(i)

k − x) =
(

∂fs
∂x

(x)
)T

(
∑nx+1

k=1
αk(x)g

(i)

k −

x) =
(

∂fs
∂x

(x)
)T

(x− x) = 0.
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Теперь положим

R(i)
=

(

nx
∑

s=1

(

R
(i)
s

)2
)1/2

> ‖R(i)
(x)‖, R(i),∗

= max
s=1,...,nx

|R(i)
s |.

Аналогично линеаризуем функцию, стоящую под интегралом в (1.2):

f̃(x) + (g̃(x))T u = ˜A(i)x+ ˜B(i)u+ ˜f (i)
+ ˜R(i)

(x).

Здесь

˜A(i)
= (f̃(g

(i)
1 ), . . . , f̃(g

(i)
nx+1))H

(i) ∈ R
1×nx , ˜B(i)

=
1

nx + 1

nx+1
∑

k=1

(

g̃(g
(i)
k )
)T

∈ R
1×nu ,

˜f (i)
= (f̃ (g

(i)
1 ), . . . , f̃(g

(i)
nx+1))h

(i) ∈ R, | ˜R(i)
(x)| 6 ˜R

(i)
= ˜M (i)

+ ˜N (i) при x ∈ Ω
(i),

˜M (i)
= max

ξ∈Ω(i)
ρmax

( ∂2
f̃

∂x2
(ξ)
)

d(i), ˜N (i)
p = max

x∈Ω(i)

∥

∥

∥

∂g̃p(x)

∂x

∥

∥

∥
r(i), ˜N (i)

= max
u∈P

{

nu
∑

p=1

|up| ˜N
(i)
p

}

.

В дальнейшем также будет использовано линейное приближение функции ϕ(x), x ∈ X1.
Пусть X1 ⊇ Ω(j1) ∪ . . . ∪ Ω(jm) для некоторых j1, . . . , jm ∈ {1, . . . ,M}, I1 = {j1, . . . , jm}. Тогда

ϕ(x) =

nx+1
∑

k=1

αk(x)ϕ(g
(i)
k )−

nx+1
∑

k=1

αk(x)(g
(i)
k − x)T

∂2ϕ

∂x2
(ηk)(g

(i)
k − x) ∀x ∈ Ω

(i), i ∈ I1, (2.2)

где ∀x ∈ Ω(i)

∣

∣

∣
(g

(i)
k − x)T

∂2ϕ

∂x2
(ηk)(g

(i)
k − x)

∣

∣

∣
≤ K

(i)
k = max

ξ∈Ω(i)
ρmax

(∂2ϕ

∂x2
(η)
)

· max
j=1,...,nx+1

‖g
(i)
k − g

(i)
j ‖2. (2.3)

3. Непрерывная кусочно-аффинная функция цены

На множестве симплексов Ω(i), i = 1, . . . ,M , рассмотрим кусочно-аффинную функцию
цены следующего вида:

W (x) =
nx+1
∑

k=1

α
(i)
k (x)w

(i)
k , если x ∈ Ω

(i). (3.1)

Здесь w
(i)
k = W (g

(i)
k ) — значение функции в соответствующей вершине g

(i)
k рассматриваемого

симплекса. Предположим, что для нескольких разных симплексов Ω(i1),. . . ,Ω(ir), имеющих об-

щую вершину gk, соответствующие значения функции W (x) в этой вершине w
(i1)
σ(i1,k)

,. . . ,w
(ir)
σ(ir ,k)

совпадают между собой; обозначим их через wk. При таком условии функция W (x) непрерыв-
на. Она однозначно задается совокупностью величин w1, . . . , wS . Пусть

w(i)
= (w

(i)
1 , . . . , w

(i)
nx+1)

T ∈ R
nx+1.

Тогда выражение (3.1) можно переписать таким образом:

W (x) = (w(i)
)
T
(H(i)x+ h(i)), если x ∈ Ω

(i). (3.2)

Функция W (x) дифференцируема по любому направлению. Однако производные по направ-
лениям могут иметь разрывы при переходе точки x через границы соседних симплексов.
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Зафиксируем некоторый симплекс Ω(i). Рассмотрим выражение в фигурных скобках в (1.5)
при условии, что x ∈ int Ω(i) и вместо функции цены V (x) использована ее оценка W (x),
заданная согласно (3.1), (3.2):

W ′
(x; f(x) + g(x)u) + f̃(x) + (g̃(x))T u

= (w(i)
)
TH(i)

(

A(i)x+B(i)u+ f (i)
+R(i)

(x)
)

+ ˜A(i)x+ ˜B(i)u+ ˜f (i)
+ ˜R(i)

(x). (3.3)

Рассмотрим многозначное кусочно-аффинное управление следующего вида:

U(x) =
{

Y (i)
(H(i)x+ h(i)) : y

(i)
k ∈ Y

(i)
k , k = 1, . . . , nx + 1

}

при x ∈ Ω
(i), (3.4)

где Y (i) ∈ R
nu×(nx+1) — матрица, составленная из столбцов y

(i)
1 , . . . , y

(i)
nx+1 — значений управ-

ления в вершинах симплекса Ω(i), множества Y
(i)
k ⊆ P являются выпуклыми компактами. В

силу выпуклости множества P справедливо включение U(x) ⊆ P ∀x ∈ Ω. Предположим, что

для любых симплексов Ω(i1),. . . ,Ω(ir), имеющих общую вершину gk, Y
(i1)
σ(i1,k)

= . . . = Y
(ir)
σ(ir ,k)

.

Тогда непрерывное по x управление U(x) однозначно определяется совокупностью множеств
Y1, . . . ,YS , сопоставленных вершинам симплексов.

Рассмотрим некоторые свойства функции цены вида (3.1) для системы, замкнутой управ-
лением вида (3.4). В дальнейшем через ρ(l|X ) будем обозначать величину опорной функции
ко множеству X в направлении, задаваемом вектором l.

Лемма. Пусть множества Y1, . . . ,YS ∈ P и значения непрерывной кусочно-аффинной

функции цены w1, . . . , wS в вершинах симплексов заданы таким образом, что для некоторого

i ∈ {1, . . . ,M} выполнено неравенство

max
k=1,...,nx+1

{

(w(i)
)
TH(i)

f(g
(i)
k ) + ρ

(

(H(i)B(i)
)
Tw(i)

+ ( ˜B(i)
)
T
∣

∣Y
(i)
k

)

+ f̃(g
(i)
k ) : g

(i)
k — вершина Ω

(i)
}

+ nx||H
(i)||∞R(i),∗

nx+1
∑

k=1

w
(i)
k + ˜R

(i) ≤ 0 (3.5)

и w
(i)
k ≥ 0 ∀k = 1, . . . , nx + 1. Тогда для управления U = U(x) вида (3.4) справедливо неравен-

ство

max
u∈U(x)

{

W ′
(x; f(x) + g(x)u) + f̃(x) + (g̃(x))T u

}

≤ 0. (3.6)

Более того, функция W (x) строго убывает вдоль соответствующей траектории систе-

мы (1.1) — по меньшей мере пока x(t) ∈ Ω(i).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что3

|(w(i)
)
TH(i)R(i)

(x)| 6 ‖w(i)‖1 · ‖H
(i)R(i)

(x)‖∞ 6 ‖w(i)‖1 · nx‖H
(i)‖∞R(i),∗

=

(

nx+1
∑

k=1

w
(i)
k

)

nx‖H
(i)‖∞R(i),∗,

где w
(i)
k — неотрицательные компоненты вектора w(i), ‖H(i)‖∞ = max

s1,s2
|H

(i)
s1s2 |. Следовательно,

согласно (3.3) для (3.6) достаточно выполнения условия

(w(i))TH(i)
(

A(i)x+B(i)Y (i)(H(i)x+ h(i)) + f (i)
)

+ ˜A(i)x+ ˜B(i)Y (i)(H(i)x+ h(i))

+ ˜f (i) + nx‖H
(i)‖∞R(i),∗

∑nx+1
k=1 w

(i)
k + ˜R

(i) ≤ 0 ∀x ∈ Ω(i), ∀Y (i) : y(i) ∈ Y(i). (3.7)

3Здесь ‖x‖1 =

n
∑

i=1

|xi|, ‖x‖∞ = max
i=1,...,n

|xi| для произвольного x ∈ R
n.
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В (3.7) функция в левой части аффинная по x, а потому при фиксированном Y (i) (3.7) экви-
валентно

max
k=1,...,nx+1

{

(w(i)
)
TH(i)

f(g
(i)
k ) +

〈

(H(i)B(i)
)
Tw(i), y

(i)
k

〉

+ f̃(g
(i)
k ) +

〈

( ˜B(i)
)
T , y

(i)
k

〉

:

g
(i)
k — вершина Ω

(i)
}

+ nx‖H
(i)‖∞R(i),∗

nx+1
∑

k=1

w
(i)
k + ˜R

(i) ≤ 0 ∀y
(i)
k ∈ Y

(i)
k . (3.8)

Взяв максимум выражения из левой части (3.8) по y
(i)
k , получим (3.5). Отсюда (3.6) является

следствием (3.5).

Убывание (в строгом смысле) функции цены вдоль траектории системы теперь вытекает
из предположения 1: ∀u ∈ U(x)

W ′
(x; f(x)+g(x)u) ≤ −(f̃(x)+(g̃(x))T u) ≤ max

{

−(f̃ (x)+(g̃(x))T u) : x ∈ Ω
(i), u ∈ P

}

< 0. (3.9)

4. Достаточные условия решения задачи управления

Теорема 1. Пусть I0 ⊆ {1, . . . ,M}, причем I1 ⊂ I0. Зафиксируем выпуклые компактные

множества Y1, . . . ,YS ⊆ P и неотрицательные величины w1, . . . , wS ∈ R такие, что:

1) для каждого i ∈ I0 \ I1 выполняется неравенство (3.5);

2) wk ≥ ϕ(gk) +K
(i)
k > 0 ∀k, ∀i ∈ I1: gk — вершина Ω(i).

Пусть

Wmax = min

{

wk : gk — вершина Ω
(i) при некотором i ∈ I0;

либо ∃i∗ /∈ I0 : gk — вершина Ω
(i∗), либо gk ∈ ∂Ω

}

, (4.1)

X0 =

⋃

{

Ω
(i)
∣

∣ i ∈ I0; wk 6 Wmax ∀k : gk — вершина Ω
(i)
}

6= ∅. (4.2)

Тогда для любого x0 ∈ X0 задача перевода траектории x(t, t0, x0) в целевое множество X1

за конечное время является разрешимой, причем соответствующее позиционное управление

может быть найдено в виде (3.4). Более того, W (x0) — верхняя оценка функции цены V (x0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольную начальную позицию x(t0) = x0 ∈ X0.
Управление (3.4) является непрерывным по x многозначным отображением с выпуклыми, ком-
пактными значениями, а потому оно допустимо. У замкнутой им системы (1.1) существует
траектория x(t) = x(t, t0, x0), t ≥ t0, продолжаемая по крайней до момента выхода из мно-
жества X0. Пусть u(x(t)) — соответствующая однозначная ветвь многозначного отображения
U(x(t)) : u(x(t)) = Y (i)(H(i)x(t) + h(i)).

Из условия 1) теоремы 1 и леммы следует, что вдоль построенной траектории системы
непрерывная кусочно-аффинная функция W (x), определенная формулой (3.1), убывает по
крайней мере пока x(t) ∈ Ω(i(t)) для некоторых i(t) ∈ I0\I1. Но согласно (4.1), (4.2) справедливо
W (x(t)) 6 Wmax, а значит x(t) ∈ X0 ∀t > t0.

Поскольку W (x0) > 0, а в каждом из симплексов Ω(i), i ∈ I0 \ I1, полная производная
функции W (x) строго отделена от нуля некоторой константой (см. (3.9)), то за конечное время
значение W (x(t)) должно достигнуть нулевого значения. То есть найдется такое t∗ ≥ t0, что
x(t∗) ∈ Ω(i∗) ⊆ X1 для некоторого i∗ ∈ I1.

Отрезок [t0, t
∗] можно представить в виде [t0 = τ1, τ2] ∪ [τ2, τ3] ∪ . . . ∪ [τk−1, τk = t∗], где

на каждом из отрезков [τj , τj+1] траектория x(t) находится в одном (для данного отрезка)
симплексе Ω(i1) либо движется по общей границе фиксированной совокупности соседних сим-
плексов Ω(i1) ∩ . . . ∩ Ω(im) (здесь i1, . . . , im зависят от j). На каждом из интервалов (τj, τj+1)
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производная непрерывной функции W (x) вдоль построенной траектории системы является
непрерывной функцией. Проинтегрировав ее, получим неравенство

W (x(τj+1))−W (x(τj)) ≤ −

τj+1
∫

τj

(

f̃(x(τ)) + (g̃(x(τ)))T u(x(τ))
)

dτ, j = 1, . . . , k − 1.

Из условия 2) теоремы, а также из (2.2), (2.3) следует, что W (x(t∗)) ≥ ϕ(x(t∗)). Объединяя
полученные неравенства, получим

ϕ(x(t∗)) ≤ W (t∗) ≤ W (x0)−

t∗
∫

t0

(

f̃(x(τ)) + (g̃(x(τ)))Tu(x(τ))
)

dτ,

откуда имеем, что W (x0) ≥ J(u(·)) ≥ V (x0). �

5. Алгоритм построения кусочно-аффинной функции цены

Целью описываемого в данном разделе алгоритма является определение значений вели-
чин w1, . . . , wS ∈ R, множеств Y1, . . . ,YS ⊆ P, а также множества индексов I0, для которых
выполнялась бы теорема 1. При этом достаточно определить wk, Yk только для тех индексов
k = 1, . . . , S, каждому из которых соответствует gk — вершина хотя бы одного из симплексов
Ω(j), j ∈ I0.

Ниже на каждой итерации работы основного алгоритма будет использовано некоторое
(произвольное) правило выбора индекса k∗ из заданного конечного набора {k1, . . . , kr}, r ≥ 1.
Каждый конкретный алгоритм такого выбора (будем обозначать его через k∗ = F({k1, . . . , kr}))
позволит в качестве результата получить, вообще говоря, свою функцию цены W (x). В данной
работе не будем конкретизировать такого рода алгоритм, предполагая, что он задан и фикси-
рован (например, используется случайный выбор с одинаковыми вероятностями элементарных
исходов).

Каждой вершине gk сопоставим вспомогательную величину σk ∈ {−1, 0, 1}. Здесь σk = 0

соответствует тому факту, что вершина gk еще не была обработана алгоритмом, а σk = 1 —
тому факту, что gk была обработана, причем для нее уже определены значения функции
цены wk и множества управляющих параметров Yk с необходимыми свойствами; σk = −1

соответствует обработанной вершине, для которой подходящие wk, Yk построить не удалось.

А л г о р и т м 1: Построение непрерывных функций цены и управления.

1) Для каждой вершины gk, k = 1, . . . , S, являющейся вершиной Ω(j), j ∈ I1, положим

wk = ϕ(gk) + max{K
(i)
σ(i,k) : i ∈ I1, gk ∈ Ω(i)}, Yk = P, σk = 1. Для всех остальных вершин gk

пусть σk = 0.
2) Определим величину Wmax:

Wmax = min

{

ws : σs = 1; либо ∃i∗ : gs — вершина Ω
(i∗) и ∃s∗ :

gs∗ — вершина Ω
(i∗), σs∗ 6= 1, либо gs ∈ ∂Ω

}

.

3) Определим множество индексов

K =

{

k∗ ∈ {1, . . . , S} : σk∗ = 0, ∃j = 1, . . . ,M : gk∗ — вершина Ω
(j),

причем ∀k 6= k∗ : gk — вершина Ω
(j) ⇒ σk = 1

}

.

4) Если K = ∅, то переходим к п. 11).
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5) Если K 6= ∅, то пусть k∗ = F(K). Вершине gk∗ соответствуют некоторые содержащие ее
симплексы Ω(i1), . . . ,Ω(im), m > 1, все остальные вершины gk 6= gk∗ которых уже были ранее
обработаны (т. е. для каждой из них σk = 1).

6) Определим величину функции цены wk∗ . Для каждого симплекса Ω(is), s = 1, . . . ,m,
рассмотрим неравенство (3.5) при i = is относительно неизвестных wk∗ и yk∗ ∈ Yk∗ ⊆ P.
У вектора w(is) известны все компоненты, кроме wk∗ . Неравенство (3.5) может быть переписано
в виде эквивалентной системы неравенств следующего вида:






wk∗(a
T
s yk∗ + bσ(is,k∗),s) < cTs yk∗ + dσ(is ,k∗),s,

wk∗(a
T
s y

(is)
k + bk,s) < cTs y

(is)
k + dk,s, k = 1, . . . , nx + 1, k 6= σ(is, k

∗) ∀y
(is)
k ∈ Y

(is)
k ,

где коэффициенты as ∈ R
nu , bk,s ∈ R, cs ∈ R

nu , dk,s ∈ R могут быть найдены из (3.5):

as — столбец матрицы (H(is)B(is))
T с номером σ(is, k

∗
), (5.3)

bk,s = (H(is)f(g
(is)
k ))σ(is ,k∗) + nx‖H

(is)‖∞R(is),∗, (5.4)

cs = −

(

∑

p 6=σ(is,k∗)

w(is)
p ·

{

столбец (H(is)B(is))
T с номером p

}

+ ( ˜B(i)
)
T

)

, (5.5)

dk,s = −

(

∑

p 6=σ(is,k∗)

w(is)
p

(

(H(is)f(g
(is)
k ))p + nx‖H

(is)‖∞R(is),∗
)

+ f̃(g
(is)
k ) + ˜R

(is)

)

. (5.6)

Пусть4

P̃ =
{

u ∈ P : aTs u+ bσ(is ,k∗),s 6 −ε ∀s = 1, . . . ,m
}

.

Кроме того, для каждого r = 1, . . . , S, для которого gr — вершина хотя бы одного из симплексов
Ω(i1), . . . ,Ω(im) и r 6= k∗, пусть

Ỹr =
{

u ∈ Yr : a
T
s u+ bσ(is ,r),s 6 −ε ∀s = 1, . . . ,m : gr ∈ Ω

(is)
}

.

7) Если для хотя бы одного r Ỹr = ∅ либо P̃ = ∅, то положим σk∗ = −1. Алгоритм
переходит к п. 3).

8) Если условия предыдущего пункта не выполнены, то положим σk∗ = 1,

wk∗ = min
u∈P̃

min
yr∈Ỹr

max
s=1,...,m

max

{

cTs u+ dσ(is ,k∗),s

aTs u+ bσ(is,k∗),s
,

max

{cTs y
(is)
k + dk,s

aTs y
(is)
k + bk,s

: k = 1, . . . , nx + 1, k 6= σ(is, k
∗
)

}

}

. (5.7)

Пусть также P∗, Y∗
r — множества минимизаторов в (5.7). Положим Yk∗ = P∗, а также скоррек-

тируем управление в ранее обработанных вершинах: Yr = Y∗
r , ∀r = 1, . . . , S, где gr — вершина

хотя бы одного из симплексов Ω(i1), . . . ,Ω(im), r 6= k∗.
9) Подсчитаем вспомогательную величину

W+
max = min

{

ws : σs = 1; либо ∃i∗ : gs — вершина Ω
(i∗) и ∃s∗ :

gs∗ — вершина Ω
(i∗), σs∗ 6= 1, либо gs ∈ ∂Ω

}

.

Если W+
max < Wmax, то дополнительно положим wk∗ = Wmax. В противном случае величина

wk∗ не изменяется, но положим Wmax = W+
max.

4Здесь ε > 0 — некоторое фиксированное малое число.
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10) Алгоритм переходит к п. 3) (обработке следующей вершины).
11) Алгоритм завершает работу. Итогом является набор величин wk, множеств Yk для тех

вершин, для которых σk = 1, а также величина Wmax, соответствующая (4.1). Множество X0

теперь определим согласно (4.2), учитывая только те симплексы Ω(i), для которых каждой
вершине gk сопоставлена величина σk = 1.

Заметим, что для построенных X0, W (x), Yk выполняются все условия теоремы 1. �

Приведенный выше метод пересчета величин Wmax и wk в п. 9) необходим для того, чтобы у
полученной кусочно-аффинной функции цены не появлялись локальные минимумы, отличные
от точек множества X1, которые будут затем отброшены при использовании конструкций из
(4.1), (4.2). Таким образом, удается увеличить множество X0 и избавиться от заведомо лишних
расчетов.

6. Разрывная кусочно-аффинная функция цены

Результаты предыдущих разделов можно обобщить на случай функций цены и управле-
ний, которые могут иметь разрывы на границах симплексов Ω(i). Это позволит получить более
гибкий механизм построения функций цены и управления, а также расширить область разре-
шимости задачи X0 с использованием таких функций.

Предположим, что в каждом симплексе Ω(i) величины w
(i)
σ(i,k) и множества Y

(i)
σ(i,k), соот-

ветствующие фиксированной вершине gk, могут различаться при разных i. Пусть i1, . . . , im —
номера всех симплексов, содержащих вершину gk. Разрывная кусочно-аффинная функция це-
ны по-прежнему может быть определена из (3.1).

Для двух соседних симплексов Ω(i∗) и Ω(i∗∗), имеющих общую грань Hi∗,i∗∗, которая яв-
ляется (nx − 1)-мерным симплексом, будем говорить, что Ω(i∗) недостижим из Ω(i∗∗), если
выполняется условие5

min
s

{

(ni∗,i∗∗)
T
(A(i∗∗)gs + f (i∗∗)

)− ρ(−(B(i∗∗)
)
Tni∗,i∗∗|P) − ρ(−ni∗,i∗∗ |Q

(i∗∗)
) :

gs — вершина Hi∗,i∗∗

}

> 0, (6.1)

где ni∗,i∗∗ — единичная нормаль к Hi∗,i∗∗ , указывающая в сторону Ω(i∗∗). Если условие (6.1) не
выполняется, то будем считать, что Ω(i∗) достижим из Ω(i∗∗).

Для каждой вершины gk, для каждой пары симплексов Ω(i∗) и Ω(i∗∗), содержащих эту вер-
шину, i1 ≤ i∗ < i∗∗ ≤ im, будем говорить, что симплекс Ω(i∗) достижим из Ω(i∗∗), если найдутся
такие различные значения ij1 , . . . , ijs , 2 ≤ s ≤ m, что ij1 = i∗, ijs = i∗∗, Ω(ijl ) достижим из

Ω
(ijl+1

) для любого l = 1, . . . , s − 1. В противном случае будем считать, что Ω(i∗) недостижим
из Ω(i∗∗). Для любого i ∈ {i1, . . . , im} пусть

I(i, k) =
{

j ∈ {i1, . . . , im} : j 6= i, gk ∈ Ω
(i1) ∩ . . . ∩ Ω

(im), Ω(j) достижим из Ω
(i)
}

∪ {i}.

Приведенное выше определение недостижимости является достаточным, но не необходимым
условием того, что траектория не может попасть из одного симплекса в другой, соседний. Заме-
тим, что введенное свойство достижимости одного симплекса из другого при фиксированном
номере вершины k обладает свойствами транзитивности и рефлексивности.

Используя введенные обозначения, теперь можно обобщить результат теоремы 1 на случай
разрывных функций цены и управлений:

Теорема 2. Пусть I0 ⊆ {1, . . . ,M}, I1 ⊂ I0. Рассмотрим совокупность компактных

множеств Y
(i)
σ(i,k) ⊆ P ⊂ R

nu и неотрицательных величин w
(i)
σ(i,k), k = 1, . . . , S, i = 1, . . . ,M .

Пусть выполнены следующие условия:

5Множества Q(i), i = 1, . . . ,M , определены в (2.1).



234 П.А.Точилин

1) для каждого i ∈ I0 \ I1 выполняется неравенство (3.5);

2) w
(i)
σ(i,k) ≥ ϕ(gk) +K

(i)
σ(i,k) > 0 ∀k, ∀i ∈ I1 : gk — вершина Ω(i);

3) для любого k, любых i∗, i∗∗ таких, что gk ∈ Ω(i∗) ∩ Ω(i∗∗), i∗ ∈ I(i∗∗, k), i∗∗ ∈ I(i∗, k),

Y
(i∗)
σ(i∗,k) = Y

(i∗∗)
σ(i∗∗,k);

4) для любых i∗, i∗∗ ∈ {1, . . . ,M}, gk ∈ Ω(i∗)∩Ω(i∗∗) если i∗∗ ∈ I(i∗, k), то w
(i∗)
σ(i∗ ,k) ≥ w

(i∗∗)
σ(i∗∗,k).

Пусть

Wmax = min
i,k

{

w
(i)
σ(i,k) : gk — вершина Ω

(i) при некотором i ∈ I0;

либо ∃i∗ /∈ I0 : gk — вершина Ω
(i∗), либо gk ∈ ∂Ω

}

, (6.2)

X0 =

⋃

{

Ω
(i)
∣

∣ i ∈ I0; w
(i)
σ(i,k) 6 Wmax ∀k : gk — вершина Ω

(i)
}

6= ∅. (6.3)

Тогда ∀x0 ∈ X0 задача перевода траектории x(t, t0, x0) в целевое множество X1 за конеч-

ное время разрешима, причем соответствующее позиционное разрывное кусочно-аффинное

управление может быть найдено в виде (3.4). W (x0) — верхняя оценка функции цены V (x0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Схема доказательства аналогична случаю с непрерывной функ-
цией цены. Обозначим лишь существенные отличия, в которых проявляются возможные раз-
рывы функции цены и управления на границах соседних симплексов. А именно условие 3)
теоремы гарантирует, что построенное кусочно-аффинное управление не будет иметь разрывы
на (nx− 1)-мерных гранях соседних симплексов в том случае, если траектории системы могут
пересекать эту грань в обоих направлениях либо двигаться вдоль нее. Это позволяет избежать
проблем с продолжаемостью траекторий замкнутой системы и гарантирует допустимость по-
строенного управления. На любой траектории на конечном отрезке времени происходит лишь
конечное число разрывов функций цены и управления.

Условие 4) гарантирует невозрастание функции цены при прохождении траектории через
границу соседних симплексов. Это в совокупности с рассуждениями из доказательства теоре-
мы 1 гарантирует невозрастание W (x) вдоль любой рассматриваемой траектории вплоть до
попадания ее в X1. �

Рассмотрим теперь алгоритм построения функций цены и управления, являющийся обоб-
щением приведенного выше алгоритма для случая непрерывной функции цены. В данном
случае будут использованы аналогичные вспомогательные величины σk, k = 1, . . . , S, а также
отображение F для выбора очередной обрабатываемой вершины на каждом текущем шаге.

А л г о р и т м 2: Построение разрывных функций цены и управления.

1) Для любых gk, k = 1, . . . , S, i ∈ I1 таких, что gk ∈ Ω(i), положим

w
(i)
σ(i,k) = ϕ(gk) + max

j,s

{

K(j)
s : j ∈ I1 ∩ I(i, k), 1 ≤ s ≤ nx + 1, g(j)s = gk

}

,

Y
(i)
σ(i,k) = P, σk = 1. Для всех остальных вершин gk пусть σk = 0.

2) Определим величину Wmax:

Wmax = min
k,i

{

w
(i)
σ(i,k) : gk ∈ Ω

(i), σs = 1 ∀s : gs ∈ Ω
(i)
; либо ∃i∗ : gk — вершина Ω

(i∗) и ∃k∗ :

gk∗ — вершина Ω
(i∗), σk∗ 6= 1, либо gk ∈ ∂Ω

}

.

3) Определим множество индексов

K =

{

k ∈ {1, . . . , S} : σk = 0, ∃j = 1, . . . ,M : gk — вершина Ω
(j),

причем ∀k∗ 6= k : gk∗ — вершина Ω
(j) ⇒ σk∗ = 1

}

.
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4) Если K = ∅, то переходим к п. 12).

5) Если K 6= ∅, то пусть k∗ = F(K). Вершине gk∗ соответствуют некоторые содержащие
ее симплексы Ω(i1), . . . ,Ω(im), m > 1, для которых все остальные вершины gk 6= gk∗ , уже были
ранее обработаны (т. е. для каждой из них σk = 1).

6) Для каждого i = i1, . . . , im, для каждого k ∈ {1, . . . , S}: gk ∈ Ω(i), σk = 1 (т. е. для
каждой ранее обработанной вершины симплекса с единственной необработанной вершиной)
определим:

6a) величину w
(i)
σ(i,k), используя условия на возможные разрывы функции цены на гра-

ницах симплексов (см. условие 4) в теореме 2):

w
(i)
σ(i,k) = max

{

Wmax,max
j

{

w
(j)
σ(j,k) : j ∈ I(i, k), σs = 1 ∀s = 1, . . . , S : gs ∈ Ω

(j)
}

}

;

6b) ограничения на управления Y
(i)
σ(i,k), удовлетворяющие условию 3) из теоремы 2:

Y
(i)
σ(i,k) =







Y
(j)
σ(j,k), если ∃j ∈ I(i, k) : i ∈ I(j, k), σs = 1 ∀s = 1, . . . , S : gs ∈ Ω(j),

P, иначе.

7) Определим величины w
(i)
σ(i,k∗), i = i1, . . . , im. Для каждого симплекса Ω(is), s = 1, . . . ,m,

рассмотрим неравенство (3.5) при i = is относительно неизвестных

w
(i)
σ(i,k∗) и y

(i)
σ(i,k∗) ∈ Y

(i)
σ(i,k∗) ⊆ P :







w
(i)
σ(i,k∗)(a

T
s y

(i)
σ(i,k∗) + bσ(is ,k∗),s) < cTs y

(i)
σ(i,k∗) + dσ(is,k∗),s,

w
(i)
σ(i,k∗)(a

T
s y

(is)
r + br,s) < cTs y

(is)
r + dr,s, 1 ≤ r ≤ nx + 1, r 6= σ(is, k

∗) ∀y
(is)
r ∈ Y

(is)
r .

где коэффициенты as ∈ R
nu , br,s ∈ R, cs ∈ R

nu, dr,s ∈ R могут быть найдены из (5.3)–(5.6).

Пусть ∀i = i1, . . . , im

P̃(i)
=

{

u ∈ P : aTs u+ bσ(is ,k∗),s 6 −ε ∀s = 1, . . . ,m : i ∈ I(is, k
∗
), is ∈ I(i, k∗)

}

,

и для каждого r = 1, . . . , S, для которого gr — вершина хотя бы одного из симплексов Ω(i1), . . . ,
Ω(im), r 6= k∗, пусть

Ỹ(i)
r =

{

u ∈ Y(is)
r : aTs u+ bσ(is ,r),s 6 −ε ∀s = 1, . . . ,m : i ∈ I(is, k

∗
), is ∈ I(i, k∗)

}

.

8) Если существует i = i1, . . . , im такое, что хотя бы для одного r Ỹ
(i)
r = ∅ либо P̃(i) = ∅,

то положим σk∗ = −1. Алгоритм переходит к п. 3).

9) Если условия предыдущего пункта не выполнены, то положим σk∗ = 1, и ∀i = i1, . . . , im

w
(i)
σ(i,k∗) = min

u∈P̃(i)

min

yr∈Ỹ
(i)
r

max
s=1,...,m

{

max

{

cTs u+ dσ(is ,k∗),s

aTs u+ bσ(is ,k∗),s
,

max

{cTs y
(is)
k + dk,s

aTs y
(is)
k + bk,s

: k = 1, . . . , nx + 1, k 6= σ(is, k
∗
)

}

}

: is ∈ I(i, k∗)

}

. (6.4)

Пусть также P(i),∗, Y
(i),∗
r — множества минимизаторов в (6.4). Заметим, что ∀i, j ∈ {i1, . . . , im},

для которых i ∈ I(j, k∗), j ∈ I(i, k∗), справедливы равенства: w
(i)
σ(i,k∗) = w

(j)
σ(j,k∗), P

(i),∗ = P(j),∗,

Y
(i),∗
r = Y

(j),∗
r ∀r : gr ∈ Ω(i) ∩ Ω(j).
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Положим Y
(i)
k∗ = P(i),∗, ∀i = i1, . . . , im. Также скорректируем управление в ранее обработан-

ных вершинах: ∀r = 1, . . . , S, где gr — вершина хотя бы одного из симплексов Ω(i1), . . . ,Ω(im),
r 6= k∗,

Y(i)
r = Y(i),∗

r ∀i = i1, . . . , im : gr ∈ Ω
(i)
;

Y(i)
r = Y(j)

r ∀i, j : gr ∈ Ω
(i) ∩ Ω

(j), i ∈ I(j, r), j ∈ I(i, r), j ∈ {i1, . . . , im}, i /∈ {i1, . . . , im}.

10) Подсчитаем вспомогательную величину

W+
max = min

k,i

{

w
(i)
σ(i,k) : gk ∈ Ω

(i), σs = 1 ∀s : gs ∈ Ω
(i)
;либо ∃i∗ : gk — вершина Ω

(i∗) и ∃k∗ :

gk∗ — вершина Ω
(i∗), σk∗ 6= 1, либо gk ∈ ∂Ω

}

.

Если W+
max < Wmax, то дополнительно положим w

(i)
σ(i,k∗) = max{w

(i)
σ(i,k∗),Wmax}, ∀i = i1, . . . , im.

В противном случае величины w
(i)
σ(i,k∗) не изменяются, Wmax = W+

max.

11) Алгоритм переходит к п. 3) (обработке следующей вершины).

12) Алгоритм завершает работу. Итогом является набор величин w
(i)
σ(i,k), множеств Y

(i)
σ(i,k)

для тех вершин, для которых σk = 1, а также величина Wmax, соответствующая (6.2). Множе-
ство X0 теперь определим согласно (6.3).

Для построенных множеств X0 и Y
(i)
σ(i,k), а также функции W (x) выполняются все условия

теоремы 2. �

7. Пример

В качестве иллюстрации описанных в предыдущих разделах методов рассмотрим задачу
управления для математической модели движения колесного робота на плоскости, содержащей
следующие дифференциальные уравнения:







ẋ1 = u1 cos(x3),
ẋ2 = u1 sin(x3),
ẋ3 = u2.

Здесь (x1, x2) — положение объекта на плоскости, x3 — угол его ориентации. На управляющие
параметры наложены следующие ограничения: |u1| ≤ u1,max, u2 ∈ [0, u2,max]. Рассмотрим

Рис. 1. Множество разрешимости в случае Рис. 2. Множество разрешимости в случае

непрерывной функции цены разрывной функции цены
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задачу перевода объекта в целевое множество X1 = {(x1, x2, x3)
T : x21 + x22 + x23 ≤ δ}, δ > 0, за

наименьшее время. То есть f(x) = 0, f̃(x) = 1, g̃(x) = 0, ϕ(x) = 0,

g(x) =





cos(x3) 0

sin(x3) 0

0 1



 .

На рис. 1 и 2 представлены оценки множеств разрешимости X0 для задачи управления, по-
строенные соответственно при помощи непрерывных и разрывных кусочно-аффинных функ-
ций цены. При этом δ = 0.1, u1,max = 1, u2,max = 2 и была использована сетка из M = 2004

симплексов с S = 508 вершинами.

Заключение

Рассмотренные в предыдущих разделах достаточные условия разрешимости задачи управ-
ления на бесконечном временном горизонте с интегральным функционалом, а также соответ-
ствующие им алгоритмы позволяют получать приближенные решения в достаточно простой с
точки зрения вычислений форме. Однако остается еще нерешенным вопрос о том, как именно
следует определить правило выбора F , от которого зависят конкретная аппроксимация мно-
жества разрешимости и соответствующее управление. Кроме того, на данный момент остает-
ся открытым вопрос о том, можно ли за счет объединения предложенных здесь оценок для
разных правил F получать сколь угодно точные аппроксимации множества разрешимости
и оценки минимума интегрального функционала. Решению этих проблем будут посвящены
дальнейшие исследования автора по теме данной работы.
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445 p.

3. Habets L.C.G.J.M., Collins P.J., van Schuppen J.H. Reachability and control synthesis for
piecewise-affine hybrid systems on simplices // IEEE Trans Automatic Control. 2006. Vol. 51, no. 6.
P. 938–948. doi: 10.1109/TAC.2006.876952 .

4. Girard A., Martin S. Synthesis of constrained nonlinear systems using hybridization and robust
controllers on simplices // IEEE Trans Automatic Control. 2012. Vol. 57, no. 4. P. 1046–1051.
doi: 10.1109/TAC.2011.2168874 .

5. Bardi M., Capuzzo-Dolcetta I. Optimal control and viscosity solutions of Hamilton–Jacobi–Bellman
equations. Boston: Birkhäuser, 2008. 570 p.
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Введение

В работе рассматривается нелинейная управляемая система в конечномерном евклидовом
пространстве, управления которой стеснены геометрическими ограничениями. На систему на-
ложены достаточно общие условия. Одна из наиболее актуальных тем в теории управления
динамическими системами посвящена изучению их множеств достижимости, а также вопросам
и задачам, относящимся к конструированию и оценкам этих множеств [1–3]. С этой темати-
кой сопряжена тематика разнообразных задач о наведении динамических систем на целевые
множества и игровых задачах управления [4; 5].

В работе изучается вопрос о конструировании и оценках множеств достижимости и тру-
бок траекторий управляемых систем. История этого вопроса насчитывает не одно десятилетие.
При этом параллельно развивались как теория, описывающая эволюцию множеств достижи-
мости, так и методы конструирования и оценки этих множеств. Для некоторых достаточно
представительных классов систем с различными типами ограничений на управления предло-
жены эффективные методы и алгоритмы конструирования множеств достижимости и трубок
траекторий управляемых систем. Параллельно развивалась теория и предлагались схемы для
приближенного вычисления множеств достижимости дифференциальных включений (см., на-
пример, [6]). К наиболее продвинутым в упомянутых направлениях методам относятся мето-
ды, базирующиеся на эллипсоидальном оценивании [7;8]. Отметим, в частности, относящуюся

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научных проектов №18-01-
00264 и 18-01-00221.
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непосредственно к тематике настоящей работы статью [9], в которой были изучены диффе-
ренциальные уравнения, описывающие эволюцию эллипсоидов, аппроксимирующих снаружи
и изнутри множества достижимости управляемых систем, линейных по фазовой переменной.
Изучение множеств достижимости управляемых систем и дифференциальных включений не
ограничивается, однако, лишь вопросами, связанными с конструированием и оценкой этих
множеств. Очень важным для построения оптимальных управлений в задачах оптимально-
го управления является изучение структуры этих множеств и их границы, а также изучение
свойств их граничных точек. Так, экстремальные свойства граничных точек множеств дости-
жимости нелинейных систем с интегральными ограничениями на управления и алгоритмы
построения этих множеств, использующие принцип максимума Понтрягина, изучались в [10].

Еще одна весомая группа методов основана на дискретизации времени (см., например, [11])
и использовании полиэдральных представлений [12] и, в том числе, пиксельных представле-
ний аппроксимирующих множеств [13;14]. К работам, упомянутым в последней группе, близки
работа [15], в которой получена внешняя оценка множества достижимости нелинейной мно-
гошаговой динамической системы, и работа [16], посвященная решению задачи о сближении
нелинейных управляемых систем с целевым компактным множеством в фазовом пространстве.

В настоящей статье для нелинейной управляемой системы достаточно общего вида в ко-
нечномерном евклидовом пространстве и с геометрическими ограничениями на управления
изучаются вопросы, относящиеся к конструированию нижних и верхних (по включению) ап-
проксимаций множеств достижимости управляемой системы. При получении оценок рассогла-
сования нижних аппроксимаций и (идеального) множества достижимости применена важная
оценка Л.С.Понтрягина геометрической разности выпуклого полноразмерного компакта в R

m

и замкнутого шара достаточно малого радиуса, полученная им в [5] при изучении линейных
дифференциальных игр.

1. Управляемая система на конечном промежутке времени

На промежутке времени [t0, θ], t0 < θ < ∞, задана управляемая система

dx

dt
= f(t, x, u), (1.1)

u = u(t) ∈ P ;

здесь t — время, x — фазовый вектор системы из R
m, u — вектор управляющих воздействий,

P ∈ comp(Rr) — метрическое пространство в евклидовом пространстве R
r с хаусдорфовой

метрикой.

Выполнены следующие условия на систему (1.1).

А. Вектор-функция f(t, x, u) определена и непрерывна на [t0, θ] × R
m × P , и для любого

компакта D ⊂ [t0, θ]× R
m найдется такая постоянная L = LD ∈ (0,∞), что

‖f(t, x(1), u)− f(t, x(2), u)‖ ≤ L‖x(1) − x(2)‖, (t, x(i)) ∈ D, i = 1, 2, u ∈ P ;

здесь ‖f‖ — норма вектора f в пространстве R
m.

B. Существует такая постоянная κ ∈ (0,∞), что

‖f(t, x, u)‖ ≤ κ(1 + ‖x‖), (t, x, u) ∈ [t0, θ]× R
m × P.

C. Для любой точки (t, x) ∈ [t0, θ] × R
m справедливо dimF (t, x) = m; здесь F (t, x) =

coF(t, x), F(t, x) = {f(t, x, u) : u ∈ P}, dimF — топологическая размерность множества F ,
coF — выпуклая оболочка множества F в R

m.
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Управляемой системе (1.1) поставим в соответствие дифференциальное включение (д.в.)
на [t0, θ]

dx

dt
= F (t, x). (1.2)

Из условия А следует, что для любого компакта D ⊂ [t0, θ]× R
m справедливо

K = KD = max {‖f(t, x, u)‖ : (t, x, u) ∈ D × P} < ∞

и функция

ω∗
D(ρ) = max

(t∗,x∗)∈D,
(t∗,x∗)∈D

{‖f(t∗, x∗, u)− f(t∗, x∗, u)‖ : |t∗ − t∗|+ ‖x∗ − x∗‖ ≤ ρ, u ∈ P} , ρ ∈ (0,∞),

удовлетворяет соотношению ω∗
D(ρ) ↓ 0 при ρ ↓ 0.

Введем обозначения для различных множеств достижимости (м.д.) системы (1.1) и
д.в. (1.2) (пусть t0 ≤ t∗ < t∗ ≤ θ, x∗ ∈ R

m, X∗ ⊂ R
m):

X(t∗, t∗, x∗) — м.д. системы (1.1) в момент t∗, где x(t∗) = x∗ — начальная точка;
X(t∗, t∗,X∗) — м.д. системы (1.1) в момент t∗, где X∗ — начальное множество;
Y (t∗, t∗, x∗) — м.д. д.в. (1.2) в момент t∗, где x(t∗) = x∗ — начальная точка;
Y (t∗, t∗,X∗) — м.д. д.в. (1.2) в момент t∗, где X∗ — начальное множество.
В случае X∗ ∈ comp(Rm) справедливо Y (t∗, t∗,X∗) = cl X(t∗, t∗,X∗); здесь cl X — замыка-

ние множества X в R
m.

Полагаем, что наряду с системой (1.1) задано стартовое множество X0 ∈ comp(Rm) для
системы (1.1) (для д.в. (1.2)), соответствующее моменту t0.

Из условий А, B вытекает, что существует такой достаточно большой шар Ω = B(0;R0),
R0 ∈ (0,∞), где цилиндрическая область D = [t0, θ]× Ω удовлетворяет соотношению

Y (t, t0,X0)ε∗ ⊂ D, t ∈ [t0, θ];

здесь B(z; r) = {b ∈ R
m : ‖b− z‖ ≤ r} (z ∈ R

m : r ∈ (0,∞)), ε∗ ∈ (0,∞), Yε — замкнутая
ε-окрестность множества Y в R

m.
Именно эта область D используется далее в наших рассуждениях; с ней мы связываем

постоянные L = LD,K = KD и функцию ω∗(ρ) = ω∗
D(ρ), ρ ∈ (0,∞).

В настоящей работе рассмотрим вопросы, относящиеся к конструированию нижних и верх-
них (по включению) аппроксимаций м.д. Y (t, t0,X0), t ∈ [t0, θ] д.в. (1.2), поскольку их точное
вычисление, как правило, не представляется возможным. Также обсудим вопросы, относящи-
еся к получению оценки хаусдорфова рассогласования (расстояния) между нижними и верх-
ними аппроксимациями множеств Y (t, t0,X0), t ∈ [t0, θ], X0 ∈ comp(Rm).

Предварительно сформулируем утверждение, которым воспользуемся при оценке рассо-
гласования между нижними и верхними аппроксимациями множеств Y (t, t0,X0), t ∈ [t0, θ].

Для этого введем вспомогательные понятия.
Пусть F ∈ comp(Rm) — выпуклое множество с dimF = m и ε ∈ (0,∞).
Под вписанным в компакт F замкнутым шаром в R

m понимаем шар максимального ради-
уса, содержащийся в F .

Радиус rF вписанного в F шара определяется равенством rF = max
w∈F,
r>0

{r : B(w; r) ⊂ F}.

Коэффициентом вытянутости множества F назовем число γF =
dF
rF

, где dF — диаметр

множества F , rF — радиус замкнутого шара в R
m, вписанного в F .

Полагая ε ∈ (0, rF ), введем множества

Fε = F +B(0; ε) = {f ∈ R
m
: ρ(f ;F ) ≤ ε} ,

F−ε = F −̇B(0; ε) = {f ∈ F : B(f ; ε) ⊂ F} ;
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здесь F + B(0; ε) — сумма Минковского множеств F и B(0; ε), F −̇ B(0; ε) — разность Мин-
ковского (геометрическая разность) множеств F и B(0; ε) (см. [5, с. 314]).

Заметим, что Fε и F−ε — выпуклые компакты в R
m.

Вопрос о хаусдорфовом отклонении выпуклого компакта в R
m от геометрической разности

этого компакта и шара в R
m рассматривался ранее Л.С.Понтрягиным в статье [5, с. 314] при

изучении линейных дифференциальных игр. В ней Л.С.Понтрягин получил оценку сверху
упомянутой геометрической разности. В данной работе мы применим эту оценку при изу-
чении нелинейной управляемой системы на конечном промежутке времени. Она вплетена в
утверждение, которым воспользуемся в последующем при выводе оценок сверху хаусдорфо-
ва рассогласования между нижними и верхними аппроксимациями множеств достижимости
Y (t, t0,X0), t ∈ [t0, θ], X0 ∈ comp(Rm).

Утверждение. Пусть выпуклые компакты F и Φ в R
m и число ε таковы, что ε ∈ (0,∞),

dimF = m и d(F,Φ) ≤ ε. Тогда

h(F,F−ε) ≤ γF ε, F−ε ⊂ Φ ⊂ Fε;

здесь h(F∗, F
∗) = max

f∗∈F∗

min
f∗∈F ∗

‖f∗ − f∗‖, d(F∗, F
∗) = max

(

h(F∗, F
∗), h(F ∗, F∗)

)

— хаусдорфово

расстояние между компактами F∗ и F ∗ в R
m.

Обратимся теперь к многозначному отображению (t, x) 7→ F (t, x), (t, x) ∈ D.
В силу условия A это отображение непрерывно (в метрике Хаусдорфа) на компакте D

и, кроме того, согласно условию C, выполняется rF (t,x) > 0, (t, x) ∈ D. Отсюда вытекает,
что скалярное отображение (t, x) 7→ rF (t,x) > 0 непрерывно (в метрике Хаусдорфа) на D и,
следовательно,

min
(t,x)∈D

rF (t,x) = r∗ > 0.

Это означает, что для любой точки (t, x) ∈ D найдется шар B
(

z(t, x); r∗
)

в R
m такой, что

B
(

z(t, x); r∗
)

⊂ F (t, x).

Учитывая также непрерывность (в метрике Хаусдорфа) скалярного отображения (t, x) 7→
dF (t,x) на D, получаем

max
(t,x)∈D

dF (t,x) = d∗ < ∞.

В результате выводим, что функция (t, x) 7→ γF (t,x) ограничена сверху на D, а именно

max
(t,x)∈D

γF (t,x) ≤ γ∗ =
d∗
r∗

< ∞.

Пусть (t∗, x∗) ∈ D, t0 ≤ t∗ < t∗ ≤ θ, δ = t∗ − t∗ > 0 и x(t), x(t∗) = x∗, — решение д.в. (1.2)
на промежутке [t∗, t

∗].
Для решения x(t) при t ∈ [t∗, t

∗] справедливо неравенство

ω∗
(

|t− t∗|+ ‖x(t)− x∗‖
)

≤ ω∗

(

|t− t∗|+

∥

∥

∥

∥

t
∫

t∗

f(τ)dτ

∥

∥

∥

∥

)

≤ ω∗
(

(1 +K)δ
)

= ϕ(δ); (1.3)

здесь
dx(t)

dt
∈ F (t, x(t)) п.в. на [t∗, t

∗].

Из (1.3) с учетом условия A получаем для решения x(t), t ∈ [t∗, t
∗], д.в. (1.2)

d(F (t, x(t)), F (t∗ , x∗)) ≤ ϕ(δ), t ∈ [t∗, t
∗
]. (1.4)

В дополнение к условию δ = t∗ − t∗ > 0 полагаем δ > 0 настолько малым, что ϕ(δ) < r∗.
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Полагаем при (t∗, x∗) ∈ D, (t∗,X∗) ⊂ D и указанном δ > 0:

F (t∗, x∗)−ϕ(δ) = F (t∗, x∗) −̇B(0;ϕ(δ));

F (t∗, x∗)ϕ(δ) = F (t∗, x∗) +B(0;ϕ(δ));

˜Y (t∗, t∗, x∗) = x∗ + δF (t∗, x∗);
˜Y (t∗, t∗,X∗) =

⋃

x∗∈X∗

˜Y (t∗, t∗, x∗);

˜Y −(t∗, t∗, x∗) = ˜Y (t∗, t∗, x∗) −̇B(0;ω(δ)) = x∗ + δF (t∗, x∗)−ϕ(δ);

˜Y −(t∗, t∗,X∗) =
⋃

x∗∈X∗

˜Y −(t∗, t∗, x∗);

˜Y +(t∗, t∗, x∗) = ˜Y (t∗, t∗, x∗) +B(0;ω(δ)) = x∗ + δF (t∗, x∗)ϕ(δ);

˜Y +(t∗, t∗,X∗) =
⋃

x∗∈X∗

˜Y +(t∗, t∗, x∗); здесь ω(δ) = δ · ϕ(δ), δ ∈ (0,∞).

При условиях, наложенных на δ > 0, множества ˜Y −(t∗, t∗, x∗), ˜Y −(t∗, t∗,X∗) непусты и тем
более непусты множества ˜Y (t∗, t∗, x∗), ˜Y (t∗, t∗,X∗), ˜Y +(t∗, t∗, x∗), ˜Y +(t∗, t∗,X∗).

Принимая во внимание (1.4) и утверждение, сформулированное выше, и считая, что в этой
лемме F = F (t∗, x∗), Φ = F (t, x(t)), ε = ϕ(δ), имеем

F (t∗, x∗)−ϕ(δ) ⊂ F (t, x(t)) ⊂ F (t∗, x∗)ϕ(δ). (1.5)

Из (1.5) следуют включения

˜Y −
(t∗, t∗, x∗) ⊂ Y (t∗, t∗, x∗) ⊂ ˜Y +

(t∗, t∗, x∗),

˜Y −
(t∗, t∗, x∗) ⊂ ˜Y (t∗, t∗, x∗) ⊂ ˜Y +

(t∗, t∗, x∗).
(1.6)

Из включений (1.6) следуют включения

˜Y −
(t∗, t∗,X∗) ⊂ Y (t∗, t∗,X∗) ⊂ ˜Y +

(t∗, t∗,X∗),

˜Y −
(t∗, t∗,X∗) ⊂ ˜Y (t∗, t∗,X∗) ⊂ ˜Y +

(t∗, t∗,X∗).
(1.7)

2. Нижние и верхние аппроксимации множеств достижимости

Y (ti, t0, X0), ti ∈ Γ д.в. (1.2) и оценка их рассогласования

В этом разделе введем нижние и верхние аппроксимации множества достижимости д.в.
(1.2), отвечающие моментам конечного разбиения Γ промежутка [t0, θ] и получим оценку свер-
ху рассогласования (в хаусдорфовой метрике) между этими аппроксимациями.

Итак, введем разбиение Γ = {t0, t1, . . . , ti, . . . , tN = θ} промежутка [t0, θ] и множества в R
m,

определяемое следующими рекуррентными соотношениями:
˜Y −(t0) = ˜Y (t0) = ˜Y +(t0) = Y (t0) = X0;

Y (ti) = Y (ti, ti−1, Y (ti−1));

˜Y −(ti) = ˜Y −(ti, ti−1, ˜Y
−(ti−1));

˜Y +(ti) = ˜Y +(ti, ti−1, ˜Y
+(ti−1));

˜Y (ti) = ˜Y (ti, ti−1, ˜Y (ti−1)); i = 1, N − 1.

Предполагаем, что диаметр ∆ = ∆(Γ) = ∆i = ti−1 − ti, i = 1, N − 1 разбиения Γ удовле-
творяет неравенству ϕ(∆) < r∗.

При этом предположении будет выполнено условие ˜Y −(ti) 6= ∅, i = 1, N − 1. Тем более
будут непусты множества Y (ti), ˜Y (ti), ˜Y

+(ti), i = 1, N − 1.

Справедлива следующая теорема относительно оценки величины d
(

˜Y − (ti) , ˜Y
+ (ti)

)

рас-

согласования между нижними и верхними аппроксимациями ˜Y − (ti) , ˜Y
+ (ti) , ti ∈ Γ множеств

достижимости Y (ti) .
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Теорема. Пусть X0 ∈ comp(Rm) — стартовое множество для системы (1.1), отвечаю-

щее моменту t0, Γ = {t0, t1, . . . , ti, . . . , tN = ϑ} — разбиение промежутка [t0, ϑ] с диаметром

∆ = max
i=0,N−1

(ti+1 − ti).

Тогда нижние и верхние аппроксимации ˜Y − (ti) , ˜Y
+ (ti) множеств достижимости Y (ti) ,

ti ∈ Γ, удовлетворяют соотношению

d
(

˜Y −
(ti) , ˜Y

+
(ti)

)

≤ eL(ti−t0)(ϑ− t0)(γ∗ + 1)ϕ(∆);

здесь числа L, γ∗ и функция ϕ(δ), δ > 0, определены в разд. 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим начальный промежуток [t0, t1] разбиения Γ и от-
вечающие его конечному моменту t1 множества Y (t1), ˜Y

−(t1), ˜Y
+(t1). Принимая во внима-

ние (1.7), получаем ˜Y −(t1) ⊂ Y (t1) ⊂ ˜Y +(t1).
Оценим сверху расстояние d(Y −(t1), Y

+(t1)) между нижней и верхней аппроксимациями
множества Y (t1).

Для этого сначала оценим сверху величину d
(

˜Y −
(

t1, t0, x
(0)

)

, ˜Y +
(

t1, t0, x
(0)

))

для каждой

точки x(0) ∈ X0. Справедливо неравенство

d
(

˜Y −
(

t1, t0, x
(0)

)

, ˜Y +
(

t1, t0, x
(0)

))

≤ d
(

˜Y −
(

t1, t0, x
(0)

)

, ˜Y
(

t1, t0, x
(0)

))

+ d
(

˜Y
(

t1, t0, x
(0)

)

, ˜Y +
(

t1, t0, x
(0)

))

.

Первое слагаемое в правой части этого неравенства представимо в виде

d
(

˜Y −
(

t1, t0, x
(0)

)

, ˜Y
(

t1, t0, x
(0)

))

= d
(

x(0) +∆F
(

t0, x
(0)

)

−ϕ(∆)
, x(0)

+∆F
(

t0, x
(0)

))

= ∆d
(

F
(

t0, x
(0)

)

−ϕ(∆)
, F

(

t0, x
(0)

))

.

Принимая во внимание условие C и утверждение, сформулированное выше, получаем

∆d
(

F
(

t0, x
(0)

)

−ϕ(∆)
, F

(

t0, x
(0)

))

≤ γ∗ϕ(∆).

Следовательно, справедлива оценка

d
(

˜Y −
(

t1, t0, x
(0)

)

, ˜Y
(

t1, t0, x
(0)

))

≤ γ∗ω(∆). (2.1)

Также справедлива оценка

d
(

˜Y
(

t1, t0, x
(0)

)

, ˜Y +
(

t1, t0, x
(0)

))

≤ ω(∆). (2.2)

Из (2.1) и (2.2) имеем

d
(

˜Y −
(

t1, t0, x
(0)

)

, ˜Y +
(

t1, t0, x
(0)

))

≤ (γ∗ + 1)ω(∆), (t0, x
(0)

) ∈ D, x(0) ∈ X0. (2.3)

Из (2.3) получаем
d
(

˜Y −
(

t1
)

, ˜Y +
(

t1)
)

≤ (γ∗ + 1)ω(∆0). (2.4)

Рассмотрим следующий промежуток [t1, t2] разбиения Γ. Справедливы включения

˜Y −
(t2) = ˜Y −

(t2, t1, ˜Y
−
(t1)) ⊂ ˜Y −

(t2, t1, Y (t1)) ⊂ Y (t2, t1, Y (t1))

⊂ Y (t2, t1, ˜Y
+
(t1)) ⊂ ˜Y +

(t2, t1, ˜Y
+
(t1)) = ˜Y +

(t2).

В итоге имеем включение ˜Y −(t2) ⊂ Y (t2) ⊂ ˜Y +(t2).
Оценим сверху рассогласование d

(

˜Y −
(

t2
)

, ˜Y +
(

t2)
)

= h
(

˜Y +
(

t2
)

, ˜Y −
(

t2)
)

между нижней и

верхней аппроксимациями множества Y (t2). Для этого выберем произвольную точку x(1) ∈
˜Y −(t1) и оценим сверху величину

d
(

˜Y −
(

t2, t1, x
(1)

)

, ˜Y +
(

t2, t1, x
(1)

))

= h
(

˜Y +
(

t2, t1, x
(1)

)

, ˜Y −
(

t2, t1, x
(1)

))

.
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˜Y +(t1)

˜Y −(t1)

w(1)

x(1)

˜Y +(t2, t1, w
(1))

˜

Y
−
(t2, t1, x

(1)
)

˜Y +(t2, t1, x
(1))

R
m

Нижняя и верхняя аппроксимации множества достижимости ˜Y
(

t2, t1, x
(1)

)

.

Для x(1) справедлива оценка, аналогичная (2.3): d
(

˜Y −
(

t2, t1, x
(1)

)

, ˜Y +
(

t2, t1, x
(1)

))

≤

(γ∗ + 1)ω(∆). Отсюда следует

d
(

˜Y −
(

t2, t1, ˜Y
−
(t1)

)

, ˜Y +
(

t2, t1, ˜Y
−
(t1)

))

= sup

x(1)∈˜Y −(t1)

inf
w(1)∈˜Y −(t1)

h
(

˜Y +
(

t2, t1, x
(1)

)

, ˜Y −
(

t2, t1, w
(1)

))

≤ sup

x(1)∈˜Y −(t1)

h
(

˜Y +
(

t2, t1, x
(1)

)

, ˜Y −
(

t2, t1, x
(1)

))

≤ (γ∗ + 1)ω(∆). (2.5)

Рассмотрим теперь произвольную точку w(1) ∈ ˜Y +(t1) и ближайшую в ˜Y −(t1) к ней точ-
ку x(1) (см. рисунок). Для этих точек справедливо

d
(

˜Y +
(

t2, t1, w
(1)

)

, ˜Y +
(

t2, t1, x
(1)

))

≤ eL∆1‖w(1) − x(1)‖ = eL∆1ρ(w(1), ˜Y −
(t1))

≤ eL∆1h
(

˜Y +
(

t1
)

, ˜Y −
(

t1)
)

= eL∆1d
(

˜Y −
(

t1
)

, ˜Y +
(

t1)
)

.

Имеет место оценка
d
(

˜Y +
(

t2, t1, w
(1)

)

, ˜Y +
(

t2, t1, ˜Y
−
(t1)

))

≤ d
(

˜Y +
(

t2, t1, w
(1)

)

, ˜Y +
(

t2, t1, x
(1)

))

≤ eL∆1d
(

˜Y −
(

t1
)

, ˜Y +
(

t1)
)

,

из которой следует

d
(

˜Y +
(t2), ˜Y

+
(

t2, t1, ˜Y
−
(t1)

))

= sup

w(1)∈˜Y +(t1)

d
(

˜Y +
(

t2, t1, w
(1)

)

, ˜Y +
(

t2, t1, ˜Y
−
(t1)

))

≤ eL∆1d
(

˜Y −
(

t1
)

, ˜Y +
(

t1)
)

. (2.6)

Отметим, что неравенство (2.5) может быть записано в виде

d
(

˜Y +
(

t2, t1, ˜Y
−
(t1)

)

, ˜Y −
(t2)

)

≤ (γ∗ + 1)ω(∆). (2.7)

Учитывая (2.6) и (2.7), получаем

d
(

˜Y −
(

t2
)

, ˜Y +
(

t2
))

≤ eL∆1d
(

˜Y −
(

t1
)

, ˜Y +
(

t1
))

+ (γ∗ + 1)ω(∆1). (2.8)

Продолжая последовательно перебирать промежутки [ti, ti+1], i = 2, . . . , N − 1, и оцени-
вать хаусдорфовы расстояния d

(

˜Y −
(

ti
)

, ˜Y +
(

ti)
)

через предыдущие расстояния d
(

˜Y −
(

ti−1

)

,
˜Y +

(

ti−1)
)

, получаем оценки, аналогичные (2.8):

d
(

˜Y −
(

ti
)

, ˜Y +
(

ti
))

≤ eL∆i−1d
(

˜Y −
(

ti−1

)

, ˜Y +
(

ti−1

))

+ (γ∗ + 1)ω(∆i−1), i = 2, N − 1. (2.9)
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Из оценок (2.4) и (2.9) выводим оценку

d
(

˜Y −
(

ti
)

, ˜Y +
(

ti
))

≤ eL(ti−t0)
∑

k=1,i−1

(γ∗ + 1)ω(∆k)

= eL(ti−t0)(ti − t0)(γ∗ + 1)ϕ(∆), i = 2, N − 1. (2.10)

Огрубляя оценки (2.10), получаем

d
(

˜Y −
(

ti
)

, ˜Y +
(

ti
))

≤ eL(ti−t0)(θ − t0)(γ∗ + 1)ϕ(∆). (2.11)

Из (2.11) вытекает предельное соотношение

lim
∆=∆(Γ)↓0

max
i=0,N

d
(

˜Y −
(

ti
)

, ˜Y +
(

ti
)

)

= 0.

Теорема доказана.

3. К вычислению характеристик, участвующих в оценке множеств

достижимости некоторых управляемых систем

В этом разделе рассматриваются конкретные нелинейные по (t, x) и линейные по u управ-
ляемые системы в пространстве R

2 и показывается, как для этих систем можно вычислить
некоторые характеристические элементы (числовые величины и функции), присутствующие
в нижних и верхних оценках множеств достижимости этих систем.

На промежутке времени [t0, θ], t0 < θ < ∞, рассмотрим управляемую систему

dx

dt
= s(t, x) +B(t, x)u, (3.1)

u = u(t) ∈ P, (3.2)

(t, x) ∈ [t0, θ]× R
2
;

здесь t — время, x =

(

x1
x2

)

— фазовый вектор системы из R
2, u — вектор управления, P —

выпуклый компакт в R
2.

Предполагаем, что система (3.1) удовлетворяет следующим условиям.

А. Вектор-функция s(t, x) ограничена и непрерывно-дифференцируема на [t0, θ]× R
2.

B. Матрица-функция B(t, x) =
(

bij(t, x)
)

(i, j = 1, 2) с нормой

‖B(t, x)‖ =

(

∑

i,j=1,2

b2ij(t, x)

)1/2

обладает непрерывно-дифференцируемыми коэффициентами bij(t, x) на [t0, θ]×R
2, и при этом

имеет место min
(t,x)∈D

|det (B(t, x)) | > 0 на любом компакте D из [t0, θ]× R
2.

Из А, B следует, что правая часть системы (3.1) — вектор-функция f(t, x, u) = s(t, x) +
B(t, x)u — удовлетворяет условиям

a)
K = KD = max{‖f(t, x, u)‖ : (t, x, u) ∈ D × P}

≤ max{‖s(t, x)‖ + ‖B(t, x)‖hP : (t, x) ∈ D} ≤ Ks
D +KB

D hP ,

где
Ks

D = max{‖s(t, x)‖ : (t, x) ∈ D} ∈ (0,∞),
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KB
D = max{‖B(t, x)‖ : (t, x) ∈ D} ∈ (0,∞), hP = max

u∈P
‖u‖;

b)

‖f(t, x(1))− f(t, x(2))‖ ≤ L‖x(1) − x(2)‖, (t, x(1)), (t, x(2)) ∈ D, u ∈ P.

Здесь постоянная L ∈ (0,∞) определена равенством L = Ls + LB hP , L
s и LB — постоянные

Липшица по переменной x на компакте D соответственно вектор-функции s(t, x) и матрицы-

функции B(t, x), причем LB =

(

∑

i,j=1,2

k2ij

)1/2

числа kij ∈ (0,∞) — постоянные Липшица по x

скалярных функций bij(t, x) на D.

Еще один важный характеристический элемент в наших оценках множеств достижимо-
сти — модуль непрерывности по (t, x) правой части f(t, x, u) системы (3.1) — вычисляется по
формуле

ω∗
D(δ) = max

{

‖f(t∗, x∗, u)− f(t∗, x∗, u)‖ : |t′ − t′′|+ ‖x∗ − x∗‖ ≤ δ, (t∗, x∗), (t
∗, x∗) ∈ D,u ∈ P

}

.

Рассмотрим также выпуклые компакты

F (t, x) = {f(t, x, u) : u ∈ P} = {s(t, x) +B(t, x)u : u ∈ P}

в пространстве R
2, удовлетворяющие следующему условию.

C. Множества F (t, x), (t, x) ∈ D, обладают свойствами

a∗) множества F (t, x), (t, x) ∈ D, равноограничены снизу в том смысле, что

∃ ρ ∈ (0,∞) : ∀ (t, x) ∈ D ∃ B(z(t, x); ρ) ⊂ F (t, x);

b∗) коэффициенты вытянутости γF (t,x), (t, x) ∈ D равноограничены сверху в том смысле,
что

∃ γ ∈ (0,∞) : sup
(t,x)∈D

γF (t,x) ≤ γ.

Здесь γF (t,x) =
dF (t,x)

rF (t,x)
, dF (t,x) и rF (t,x) соответственно диаметр множества F (t, x) и радиус

вписанного шара в F (t, x).

Приступим теперь к вычислению характеристических элементов правой части управля-
емой системы (3.1) в зависимости от вида компакта P из (3.2). Рассмотрим два варианта
ограничений на P .

Вариант 1. Пусть u = u(t) ∈ P = {(u1, u2) : |u1| ≤ 1, |u2| ≤ 1} — единичный квадрат в

плоскости R
2 с центром в точке O =

(

0

0

)

.

Обозначим вершины квадрата P через A =

(

1

1

)

, B =

(

−1

1

)

, C =

(

−1

−1

)

,D =

(

1

−1

)

.

При любом фиксированном (t∗, x∗) ∈ D отображение u 7→ B(t∗, x∗)u линейно по u, откуда
следует, что множество G(t∗ ,x∗) = {B(t∗, x∗)u : u ∈ P} — параллелограмм в R

2. Справедливы

равенства B(t∗, x∗) · 0 =

(

0

0

)

и B(t∗, x∗) · (−u) = −B(t∗, x∗)u.

Пусть точки A∗, B∗, C∗,D∗ определяются соотношениями

A∗
= B(t∗, x∗)A =

(

b11(t
∗, x∗) + b12(t

∗, x∗)
b21(t

∗, x∗) + b22(t
∗, x∗)

)

;

B∗
= B(t∗, x∗)B =

(

−b11(t
∗, x∗) + b12(t

∗, x∗)
−b21(t

∗, x∗) + b22(t
∗, x∗)

)

;
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C∗
= −A∗

=

(

−b11(t
∗, x∗)− b12(t

∗, x∗)
−b21(t

∗, x∗)− b22(t
∗, x∗)

)

; D∗
= −B∗

=

(

b11(t
∗, x∗)− b12(t

∗, x∗)
b21(t

∗, x∗)− b22(t
∗, x∗)

)

.

Диаметр множества F (t∗, x∗) равен диаметру множества G(t∗, x∗), при этом диаметр па-
раллелограмма G(t∗, x∗) равен длине максимальной из его диагоналей, т. е.

dG(t∗,x∗) = 2max

{∥

∥

∥

∥

(

b11(t
∗, x∗) + b12(t

∗, x∗)
b21(t

∗, x∗) + b22(t
∗, x∗)

)∥

∥

∥

∥

,

∥

∥

∥

∥

(

b11(t
∗, x∗)− b12(t

∗, x∗)
b21(t

∗, x∗)− b22(t
∗, x∗)

)∥

∥

∥

∥

}

. (3.3)

Уравнения прямых ΠA∗,B∗ и ΠA∗,D∗ в плоскости R
2, проходящих соответственно через пары

точек A∗, B∗ и A∗,D∗, имеют вид

ΠA∗,B∗ : b21(t
∗, x∗)u1 − b11(t

∗, x∗)u2 + |det (B(t∗, x∗)) | = 0; (3.4)

ΠA∗,D∗ : b22(t
∗, x∗)u1 − b12(t

∗, x∗)u2 − |det (B(t∗, x∗)) | = 0. (3.5)

Из равенств (3.4), (3.5) определяем расстояния от точки O до прямых ΠA∗,B∗ и ΠA∗,D∗ :

ρ (O; ΠA∗,B∗) =
|det (B(t∗, x∗)) |

√

b211(t
∗, x∗) + b221(t

∗, x∗)
; ρ (O; ΠA∗,D∗) =

|det (B(t∗, x∗)) |
√

b212(t
∗, x∗) + b222(t

∗, x∗)
.

Справедливо равенство для радиусов кругов, вписанных в множества F (t∗, x∗) и G(t∗, x∗):

r(t∗,x∗) = rG(t∗,x∗) = min {ρ (O; ΠA∗,B∗) , ρ (O; ΠA∗,D∗)} . (3.6)

Тогда коэффициент вытянутости γF (t∗,x∗) множества F (t∗, x∗) удовлетворяет соотношени-
ям

γF (t∗,x∗) = γG(t∗,x∗),

γF (t∗,x∗) ≤ dG(t∗,x∗)

(

∑

i,j=1,2

b2ij(t, x)
)1/2

|det (B(t∗, x∗)) |
= dG(t∗,x∗)

‖B(t∗, x∗)‖

|det (B(t∗, x∗)) |
≤

2
√
2‖B(t∗, x∗)‖2

|det (B(t∗, x∗)) |
.

Тем самым задача о вычислении константы, ограничивающей сверху коэффициенты вы-
тянутости множеств F (t, x) на компакте D ⊂ [t0, θ]× R

2, свелась к задаче о вычислении мак-

симума функции
‖B(t, x)‖2

|det (B(t, x)) |
на компакте D ⊂ [t0, θ]× R

2. �

Вариант 2. Пусть P = {u = (u1, u2) : u
2
1 + u22 ≤ 1} — замкнутый круг в R

2 с центром в

точке O =

(

0

0

)

.

При любой фиксированной точке (t∗, x∗) ∈ D отображение u 7→ B(t∗, x∗)u линейно по u, от-
куда следует, что множество G(t∗ ,x∗) = {B(t∗, x∗)u : u ∈ P} — эллипс в R

2. Как и в предыдущем

примере, B(t∗, x∗)(O) =

(

0

0

)

и B(t∗, x∗)(−u) = −B(t∗, x∗)u.

Радиус вписанного в G(t∗ ,x∗) шара и диаметр эллипса G(t∗,x∗) соответственно равны длинам
малой полуоси и большой оси эллипса. Иными словами, для их вычисления требуется найти

min
u∈P

‖B(t∗, x∗)u‖ и max
u∈P

‖B(t∗, x∗)u‖.

Очевидно, что указанные выше экстремумы функции H(u) = ‖B(t∗, x∗)u‖ достигаются на
границе шара P , т. е. на сфере S = {u = (u1, u2) : u

2
1 + u22 = 1}. Также в тех же точках на

сфере S достигаются экстремумы функции H2(u) на P . В силу осесимметричности эллипса
достаточно искать экстремумы функции H(u) при u1 ≥ 0.
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Введем функцию Лагранжа L(u1, u2, λ) = H2(u1, u2)+λ(u21+u22−1). Необходимые условия
для нахождения точек экстремума в нашей задаче выглядят так:















2b11(b11u1 + b12u2) + 2b21(b21u1 + b22u2) + 2λu1 = 0;

2b12(b11u1 + b12u2) + 2b22(b21u1 + b22u2) + 2λu2 = 0;

λ(u21 + u22 − 1) = 0;

λ 6= 0.

(3.7)

Перепишем систему (3.7) в виде







b11(b11u1 + b12u2) + b21(b21u1 + b22u2) = −λu1;
b12(b11u1 + b12u2) + b22(b21u1 + b22u2) = −λu2;

u21 + u22 = 1.
(3.8)

Из (3.8) следует, что любая точка упомянутого экстремума u = (u1, u2) отлична от (0, 0).
Перемножив первые два уравнения системы (3.8), получим равенство

−λu2
(

b11(b11u1+b12u2)+b21(b21u1+b22u2)
)

= −λu1
(

b12(b11u1+b12u2)+b22(b21u1+b22u2)
)

. (3.9)

Поделив обе части уравнения (3.9) на λ и приведя подобные, получим

(b11b12 + b21b22)u
2
1 + (b211 + b221 − b212 − b222)u1u2 − (b11b12 + b21b22)u

2
2 = 0. (3.10)

Введем для упрощения обозначения a1 = b11b12+b21b22, a2 = b211+b221−b212−b222, в которых
уравнение (3.10) запишется в виде

a1(u
2
1 − u22) + a2u1u2 = 0. (3.11)

Сначала рассмотрим случай a1 6= 0. Тогда из (3.11) следует, что u2 6= 0. Поделив обе части
равенства (3.11) на u22 и введя замену v = u1/u2, имеем

a1v
2
+ a2v − 1− a1 = 0,

откуда

v1 =
−a2 +

√

4a21 + a22
2a1

, v2 =
−a2 −

√

4a21 + a22
2a1

.

Из обратной замены и условия u21 + u22 = 1 определяем точки экстремума

U1 =

(

u1
u2

)

=









v1
√

v21 + 1

1
√

v21 + 1









, U2 =

(

u1
u2

)

=









−
v2

√

v22 + 1

−
1

√

v22 + 1









.

Непосредственной подстановкой получаем

H2
(U1) =

1

2
‖B‖2 +

√

4a21 + a22
2

, H2
(U2) =

1

2
‖B‖2 −

√

4a21 + a22
2

,

из чего следует, что

rG(t∗,x∗) = min
u∈P

H(u) =

√

1

2
‖B‖2 −

√

4a21 + a22
2

; (3.12)

dG(t∗,x∗) = 2max
u∈P

H(u) = 2

√

1

2
‖B‖2 +

√

4a21 + a22
2

; (3.13)
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γG(t∗,x∗) =
dG(t∗,x∗)

rG(t∗,x∗)
= 2

√

‖B‖2 +
√

4a21 + a22
‖B‖2 −

√

4a21 + a22
(3.14)

в случае a1 6= 0.
Теперь рассмотрим случай a1 = 0. Тогда система (3.8) запишется в виде







(b211 + b221)u1 = −λu1;
(b212 + b222)u2 = −λu2;

u21 + u22 = 1.

Если a2 6= 0, то b211+b221 6= b212+b222. Поскольку хотя бы одно из выражений b211+b221, b
2
12+b222

не равно λ, то либо u1 = 0, либо u2 = 0.
Точками экстремума в этом случае будут

U1 =

(

u1
u2

)

=

(

1

0

)

, U2 =

(

u1
u2

)

=

(

0

1

)

,

откуда
H2

(U1) = b211 + b221, H2
(U2) = b212 + b222.

Отметим, что здесь формулы для вычисления величин rG(t∗,x∗), dG(t∗ ,x∗), γG(t∗,x∗) будут та-
кими же, как и при a1 6= 0.

В случае a1 = a2 = 0 множество G(t∗, x∗) превратится в круг, и формулы (3.12)–(3.14)
останутся верными, причем в этом случае γG(t∗,x∗) = 2.

Остается упомянуть, что аналогично предыдущему примеру rF (t∗,x∗) = rG(t∗,x∗), dF (t∗,x∗) =

dG(t∗,x∗), γF (t∗,x∗) = γG(t∗,x∗), а исходная задача свелась к нахождению максимума функции
γF (t,x) на компакте D, явно выраженной через переменные t, x. �

Теперь перейдем к рассмотрению управляемых систем с конкретной матрицей B(t, x).

П р и м е р. Пусть на множестве D = [3; 4] ×
[π

6
;
π

4

]2
определена управляемая система

dx

dt
= f(t, x) +B(t, x)u;

u = u(t) ∈ P ;

(t, x) ∈ D ⊂ R
3,

в которой x =

(

x1
x2

)

— фазовый вектор системы, B(t, x) =

(
√
2 sin (t+ x1) sin t√
2 cos (t+ x1) cos t

)

, f(t, x) = 0.

Очевидно, что функция f(t, x) удовлетворяет условию A.
Вычислим определитель матрицы B = B(t, x).

det(B) =
√
2 sin (t+ x1) cos t−

√
2 cos (t+ x1) sin t =

√
2 sinx1.

При x1 ∈
[π

6
;
π

4

]

величина sinx1 принимает значения из отрезка
[

1

2
;

√
2

2

]

, поэтому det(B) > 0,

из чего следует выполнение условия B.

Рассмотрим случай, когда u = u(t) ∈ P = {(u1, u2) : |u1| ≤ 1, |u2| ≤ 1} — единичный

квадрат с центром в точке O =

(

0

0

)

.

Проверим выполнение условия C. Из формулы (3.6) следует

rF (t,x) = min

{

|det (B(t, x)) |
√

b211(t, x) + b221(t, x)
,

|det (B(t, x)) |
√

b212(t, x) + b222(t, x)

}

= min

{
√
2

2
√

2 sin
2
(t+ x1) + 2 cos2(t+ x1)

,

√
2

2

√

sin
2 t+ cos2 t

}

=
1

2
.
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В результате видно, что коэффициент вытянутости γF (t,x) зависит лишь от диаметра dF (t,x);
в силу формулы (3.3) имеем

γF (t,x) = 2dF (t,x) = 4max

{
∥

∥

∥

∥

(

b11(t, x) + b12(t, x)
b21(t, x) + b22(t, x)

)
∥

∥

∥

∥

,

∥

∥

∥

∥

(

b11(t, x)− b12(t, x)
b21(t, x)− b22(t, x)

)
∥

∥

∥

∥

}

= 4max

{
∥

∥

∥

∥

(
√
2 sin(t+ x1) + sin(t)√
2 cos(t+ x1) + cos(t)

)
∥

∥

∥

∥

,

∥

∥

∥

∥

(
√
2 sin(t+ x1)− sin(t)√
2 cos(t+ x1)− cos(t)

)
∥

∥

∥

∥

}

= 4max

{
√

3 + 2
√
2 cos x1,

√

3− 2
√
2 cos x1

}

.

При x1 ∈
[π

6
;
π

4

]

величина cos x1 принимает значения из отрезка
[

√
2

2
;

√
3

2

]

. Исходя из
этого, выводим

max

√

3 + 2
√
2 cos x1 =

√

3 + 2
√
2 ·

√
3

2
=

√

3 +
√
6,

max

√

3− 2
√
2 cos x1 =

√

3− 2
√
2 ·

√
2

2
= 1.

В итоге γF (t,x) = 4

√

3 +
√
6.

Теперь рассмотрим случай u = u(t) ∈ P = {(u1, u2)u
2
1+u22 ≤ 1} — замкнутый шар с центром

в точке O =

(

0

0

)

.

Проверим выполнение условия C. Для этого вычислим норму матрицы B.

‖B‖ =

√

2 sin
2
(t+ x1) + 2 cos2 (t+ x1) + sin

2 t+ cos2 t =
√
3.

Используя обозначения из варианта 2, получаем

a1 =
√
2 sin (t+ x1) sin t+

√
2 cos (t+ x1) cos t =

√
2 cos x1,

a2 = 2 sin
2
(t+ x1) + 2 cos

2
(t+ x1)− sin

2 t− cos
2 t = 1.

Из рассмотрения этого же примера известно, что

rF (t,x) =

√

1

2
‖B‖2 −

√

4a21 + a22
2

=

√

3

2
−

√
8 cos2 x1 + 1

2
. (3.15)

Равенство (3.15) обращается в ноль только в случае cos2 x1 = 1. Как было показано ранее, при

x1 ∈
[π

6
;
π

4

]

такого быть не может.

Следовательно, rF (t,x) 6= 0 на компакте D. Однако, на этом же компакте функция rF (t,x)

достигает своего минимального значения ρ > 0, а значит выполняется условие C.a∗).
Условие C.b∗) выполнено в силу ограниченности множества D.
Теперь вычислим коэффициент вытянутости γF (t,x). Из варианта 2 имеем

γF (t,x) = 2

√

‖B‖2 +
√

4a21 + a22
‖B‖2 −

√

4a21 + a22
= 2

√

3 +
√

4a21 + 1

3−
√

4a21 + 1
= 2

√

6

3−
√

4a21 + 1
− 1, (3.16)

из чего следует, что максимум γF (t,x) достигается при максимуме a21.

Максимальное значение a21(t, x) = 2 cos2 x1 на отрезке
[π

6
;
π

4

]

достигается при x1 =
π

4
,

откуда max
(t,x)∈D

a21(t, x) = 1.
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Подставляя максимальное значение a21 в равенство (3.16), получаем

γF (t,x) = 2

√

6

3−
√
5
− 1 = 3 +

√
5.

Приступим к вычислению константы Липшица правой части системы (3.1). Для нашего
примера условие липшицевости будет выглядеть следующим образом:

‖B(t, x(1))u−B(t, x(2))u‖ ≤ K‖u‖ · ‖x(1) − x(2)‖ = KdP ‖x
(1) − x(2)‖,

где dP — диаметр множества P .
Найдем константы Липшица коэффициентов матрицы B. Функции sin t, cos t не зависят

от x, поэтому их константы липшицевости равны нулю.
Функций

√
2 sin (t+ x1),

√
2 cos (t+ x1) дифференцируемы по x1, значит их константы Лип-

шица вычисляются как супремум модуля их производной по x1 на множестве D.

При (t, x1) ∈ [3; 4]×
[π

6
;
π

4

]

аргумент t+ x1 принимает значения из отрезка
[

3 +
π

6
; 4 +

π

4

]

,

причем 3 +
π

6
<

3π

2
< 4 +

π

4
. Следовательно,

sup
(t,x)∈D

∣

∣

∣

∣

∂

∂x1

(√
2 cos (t+ x1)

)

∣

∣

∣

∣

= sup
(t,x)∈D

∣

∣

∣

√
2 sin (t+ x1)

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

√
2 sin (t+ x1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣ t=4,
x1=

3π
2
−4

=
√
2.

На отрезке
[

3 +
π

6
; 4 +

π

4

]

функция cos (t+ x1) монотонно возрастает. Поэтому максимум

модуля этой функции достигается в одном из концов отрезка. Из того, что 4 +
π

4
<

7π

4
и

5π

4
< 3 +

π

6
, имеем

∣

∣

∣
cos

(

4 +
π

4

)∣

∣

∣
<

∣

∣

∣

∣

cos
7π

4

∣

∣

∣

∣

=

√
2

2
=

∣

∣

∣

∣

cos
5π

4

∣

∣

∣

∣

<
∣

∣

∣
cos

(

3 +
π

6

)∣

∣

∣
.

В результате

sup
(t,x)∈D

∣

∣

∣

∣

∂

∂x1

(√
2 sin (t+ x1)

)

∣

∣

∣

∣

= sup
(t,x)∈D

∣

∣

∣

√
2 cos (t+ x1)

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

√
2 cos (t+ x1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣ t=3,
x1=

π
6

=
√
2

∣

∣

∣
cos

(

3 +
π

6

)∣

∣

∣
=

√
2 cos

(

3−
5π

6

)

.

Таким образом,

‖B(t, x(1))u−B(t, x(2))u‖ ≤ K · dP ‖x
(1) − x(2)‖ =

√

2 + 2 cos2
(

3−
5π

6

)

· dP ‖x
(1) − x(2)‖.

В случае, когда P = {(u1, u2) : |u1| ≤ 1, |u2| ≤ 1}, dP = 2
√
2 и константа Липшица равна

√

16 + 16 cos2
(

3−
5π

6

)

; а в случае, когда P = {(u1, u2) : u
2
1 + u22 ≤ 1}, dP = 2 и константа

Липшица равна

√

8 + 8 cos2
(

3−
5π

6

)

.

И наконец, вычислим модуль непрерывности ω∗
D(δ).

Зафиксируем некоторое δ ≥ 0. Пусть точки (t′, x′), (t′′, x′′) таковы, что |t′−t′′|+‖x′−x′′‖ ≤ δ.
Пусть также ‖x′ − x′′‖ = mδ при некотором 0 ≤ m ≤ 1.

‖B(t′, x′)−B(t′′, x′′)‖2 = 2(sin (t′ + x′1)− sin (t′′ + x′′1))
2
+ 2(cos (t′ + x′1)− cos (t′′ + x′′1))

2
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+ (sinx′1 − sinx′′1)
2
+ (cos x′1 − cos x′′1)

2
= 6− 4 cos (t′ − t′′ + x′1 − x′′1)− 2 cos (x′1 − x′′1). (3.17)

Заметим, что max
(t′,x′)∈D,

(t′′,x′′)∈D

{

|t′ − t′′ + x′1 − x′′1|
}

= 1 +
π

12
<

π

2
. Из этого следует, что значения

косинусов в формуле (3.17) положительны, и поэтому

‖B(t′, x′)−B(t′′, x′′)‖2 ≤ 6− 4 cos δ − 2 cos (mδ).

Пусть δ ≥ 1 +
π

12
, тогда

‖B(t′, x′)−B(t′′, x′′)‖2 ≤ 6− 4 cos

(

1 +
π

12

)

− 2 cos
π

12
.

Пусть 0 ≤ δ < 1 +
π

12
. Найдем значение m, при котором величина 6− 4 cos δ − 2 cos (mδ) —

максимальна. При указанном выборе параметра δ значение cos (mδ) монотонно убывает с ро-
стом m. Таким образом,

‖B(t′, x′)−B(t′′, x′′)‖2 ≤ 6− 4 cos δ − 2 cos δ = 6− 6 cos δ.

В результате имеем

ω∗
D(δ) = max

(t′,x′)∈D,

(t′′,x′′)∈D

{

‖F (t′, x′)− F (t′′, x′′)‖ : |t′ − t′′|+ ‖x′ − x′′‖ ≤ δ
}

= max
(t′,x′)∈D,
(t′′,x′′)∈D

{

‖B(t′, x′)u−B(t′′, x′′)u‖ : |t′ − t′′|+ ‖x′ − x′′‖ ≤ δ
}

= max
(t′,x′)∈D,
(t′′,x′′)∈D

{

‖B(t′, x′)−B(t′′, x′′)‖ : |t′ − t′′|+ ‖x′ − x′′‖ ≤ δ
}

· dP

=







√

6− 4 cos

(

1 +
π

12

)

− 2 cos
π

12
· dP , δ ≥ 1 +

π

12√
6− 6 cos δ · dP , 0 ≤ δ < 1 +

π

12
,

где dP — диаметр множества P .

Заключение

В работе изучена задача о приближенном конструировании множеств достижимости нели-
нейных управляемых систем в конечномерных евклидовых пространствах. При не слишком
ограничительных условиях на управляемую систему введены и рассмотрены нижние и верх-
ние (по включению) аппроксимации множеств достижимости управляемой системы. Основу
конструирования этих аппроксимаций составляет идеология ломаных Эйлера. С применением
оценки Л.С.Понтрягина хаусдорфова отклонения выпуклого компакта в R

m от геометриче-
ской разности этого компакта и шара достаточно малого радиуса получены оценки отклонения
нижних и верхних аппроксимаций множеств достижимости от (идеальных) множеств дости-
жимости управляемой системы.
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ГРАДИЕНТНЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ТИПОВ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ1

А.В.Фоминых, В.В.Карелин, Л. Н.Полякова

В статье рассматриваются некоторые классы задач с дифференциальными включениями, для которых

разработан эффективный алгоритм их решения, базирующийся на градиентном методе. В первой части

статьи описывается алгоритм решения дифференциальных включений со свободным или с закреплен-

ным правым концом и с выпуклым непрерывным многозначным отображением, допускающим опорную

функцию с непрерывной производной по фазовым координатам. Данный алгоритм состоит в сведении рас-

сматриваемой задачи к задаче минимизации некоторого функционала в функциональном пространстве.

Для этого функционала получен градиент Гато, найдены необходимые, а в некоторых случаях и достаточ-

ные условия минимума. Далее к этому функционалу применяется метод градиентного спуска. Во второй

части статьи разработанный подход демонстрируется на решении трех основных классов дифференциаль-

ных включений, в частности 1) дифференциального включения, получающегося из управляемой системы

с переменной областью управления, зависящей от фазовых координат, 2) дифференциального включе-

ния, содержащего в правой части прямую сумму, объединение или пересечение выпуклых множеств, 3)

линейной интервальной системы ОДУ, рассматриваемой как дифференциальное включение.

Ключевые слова: дифференциальное включение, градиент Гато, опорная функция, метод градиентного

спуска, линейные интервальные системы, переменная область управления.
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differential inclusions.

We discuss some classes of problems with differential inclusions, for which an efficient algorithm based on

the gradient method is developed. The first part of the paper describes an algorithm for solving differential

inclusions with a free or a fixed right end and a convex continuous multivalued mapping that admits a support

function with a continuous derivative with respect to the phase coordinates. This algorithm reduces the problem

under consideration to the problem of minimizing a certain functional in a function space. For this functional,

the Gâteaux gradient is obtained and necessary and, in some cases, sufficient minimum conditions are found.

Further, the gradient descent method is applied to the functional. In the second part of the paper, the developed

approach is illustrated by solving three main classes of differential inclusions: (1) a differential inclusion obtained

from a control system with a variable control domain depending on the phase coordinates, (2) a differential

inclusion containing the direct sum, union, or intersection of convex sets in the right-hand side, (3) a linear

interval system of ODEs considered as a differential inclusion.
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system, variable control domain.
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Введение

В управляемых системах дифференциальные включения возникают естественным обра-
зом, если систему ОДУ ẋ(t) = f(x, u, t), u ∈ U (с заданными краевыми условиями или
без них), переписать в виде включения ẋ ∈ F (x, t) (с теми же краевыми условиями), где
F (x, t) = {f(x, u, t) | u ∈ U}, U — некоторое множество управлений. В дальнейшем условия на
правые части системы и структура множества управлений будут уточнены. Задачи с исходной
системой и полученным включением оказываются эквивалентными при естественных пред-
положениях [1]. Однако дифференциальное включение является значительно более общим
объектом, нежели объект, возникающий из указанных систем управления. В виде диффе-
ренциальных включений могут быть записаны дифференциальные неравенства, управляемые

1Работа выполнена при поддержке РНФ (проект 18-71-00006).
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системы с фазовыми ограничениями, интервальные системы дифференциальных уравнений и
др. Прикладная полезность таких объектов не вызывает сомнений [2–4], поэтому представляет
интерес разработка эффективных методов исследования моделей, описываемых дифференци-
альными включениями. Особенно полезным такой подход оказывается при описании систем
с неполной информацией, систем с разрывными правыми частями, а также интервальных
динамических систем.

Данная статья является продолжением исследований [5;6], в которых на основе градиент-
ного метода в функциональном пространстве разрабатывался алгоритм решения дифференци-
альных включений со свободным или с закрепленным правым концом и с выпуклым непрерыв-
ным многозначным отображением, допускающим опорную функцию с непрерывной производ-
ной по фазовым координатам. Несмотря на то что такие включения являются лишь частным
случаем намного более общего класса дифференциальных включений с менее ограничитель-
ными требования на правую часть, рассматриваемая проблема весьма широка и позволяет
исследовать достаточно богатый и разнообразный набор классов задач. Так, например, слу-
чай переменной (имеется в виду переменная как по времени, так и по фазовым координатам)
области управления U(x, t) в приведенной выше управляемой системе приводит к такой же
по форме задаче с дифференциальными включениями (в предположении сохранения указан-
ных ограничений на опорную функцию множества, стоящего в правой части включения). Уже
это замечание показывает, что постановка задачи об отыскании решений дифференциального
включения существенно обобщает постановку задачи об отыскании оптимальных процессов в
управляемых объектах с постоянной или переменной лишь по времени областью управления.
Интересно также качественно выделить и другие классы задач, не являющиеся классически-
ми с позиции теории управления, но описываемые на языке дифференциальных включений и
достаточно эффективно решаемые с помощью разрабатываемого подхода. Это дифференци-
альные включения, содержащие в правой части прямую сумму, объединение или пересечение
выпуклых множеств, а также линейные интервальные системы ОДУ.

В статьях [7–14] (и в литературе, указанной в их ссылках) для численного решения диффе-
ренциальных включений применяются аналоги известных методов решения ОДУ, такие как
схемы Эйлера и Рунге — Кутты, методы конечных разностей и т. п. Все из перечисленных
работ, кроме последней, исследуют лишь задачу со свободным правым концом (задачу Коши
для включений). Заметим, что в отличие от подавляющего большинства методов оптималь-
ного управления и решения дифференциальных включений, которые являются дискретными,
разрабатываемый алгоритм непрерывен. Этот подход может быть в каких-то случаях менее
эффективным с вычислительной точки зрения, чем его дискретные аналоги, но теоретически
интересен и оригинален тем, что не основан на какой бы то ни было дискретизации исходной
задачи.

В первой части статьи для общей постановки кратко описывается алгоритм, построенный
в работах [5; 6]. Во второй части его работа демонстрируется на трех качественно различных
классах задач с дифференциальными включениями.

1. Постановка задачи

Рассмотрим дифференциальное включение

ẋ ∈ F (x, t) (1.1)

с начальной точкой

x(0) = x0 (1.2)

и конечным условием

x(T ) = xT . (1.3)



258 А.В.Фоминых, В.В.Карелин, Л.Н.Полякова

В формуле (1.1) F (x, t) — заданное непрерывное многозначное отображение при t ∈ [0, T ],
x(t) — n-мерная непрерывная вектор-функция фазовых координат с кусочно-непрерывной
и ограниченной на [0, T ] производной, T > 0 — заданный конечный момент времени. Будем
полагать, что каждому моменту времени t ∈ [0, T ] и каждой фазовой точке x ∈ R

n отображение
F (x, t) ставит в соответствие некоторый выпуклый компакт из R

n. Предположим также, что
опорная функция множества F (x, t) дифференцируема по x и ее производная по x непрерывна
по совокупности переменных (x, ψ, t) на множестве R

n × S × [0, T ], где S — единичная сфера
в R

n с центром в начале координат. В формулах (1.2), (1.3) x0, xT ∈ R
n — заданные векторы.

Требуется найти вектор-функцию x∗ ∈ Cn[0, T ], которая удовлетворяет дифференциаль-
ному включению (1.1) и переводит объект из заданного начального состояния (1.2) в заданное
конечное положение (1.3). Предполагаем, что такое решение существует.

Здесь Cn[0, T ] — пространство n-мерных непрерывных на [0, T ] вектор-функций с производ-
ной из пространства Pn[0, T ]; Pn[0, T ] — пространство кусочно-непрерывных и ограниченных
на [0, T ] n-мерных вектор-функций. Далее в статье также потребуется пространство L2

n[0, T ]
суммируемых на [0, T ] с квадратом n-мерных вектор-функций.

Если t0 ∈ [0, T ) — точка разрыва вектор-функции ẋ, то для определенности полагаем,
что ẋ(t0) — правосторонняя производная вектор-функции ẋ в точке t0; ẋ(T ) — левосторонняя
производная вектор-функции ẋ в точке T .

Для произвольного множества F ⊂ R
n опишем опорную функцию вектора ψ ∈ R

n соотно-
шением c(F,ψ) = sup

f∈F
〈f, ψ〉, где 〈a, b〉 — скалярное произведение векторов a, b ∈ R

n.

З а м е ч а н и е 1. Вместо траекторий из пространства Cn[0, T ] можно рассматривать
абсолютно непрерывные на отрезке [0, T ] траектории с измеримыми и почти всюду ограничен-
ными на [0, T ] производными (которые должны удовлетворять дифференциальному включе-
нию почти везде на [0, T ]). Выбор пространства решений в статье объясняется возможностью
их практического построения.

З а м е ч а н и е 2. Из дальнейшего будет видно, что разрабатываемый алгоритм позво-
ляет решать как поставленную задачу (1.1)–(1.3), так и более простую задачу Коши (1.1), (1.2)
(если отсутствует условие на правом конце). Поэтому заметим, что при сделанных предположе-
ниях существует [1] даже непрерывно дифференцируемое (классическое) решение задачи Ко-
ши (1.1), (1.2). Кроме того, как правило, задача (1.1), (1.2) имеет бесконечное число решений.
Как было только что отмечено, этот набор решений содержит непрерывно дифференцируемое
решение. Однако применяемый в статье метод не гарантирует, что будет получено непрерыв-
но дифференцируемое решение. Возможно, будет получено лишь кусочно-дифференцируемое
решение (из пространства Pn[0, T ]) (см. пример 2 в разд. 6).

2. Сведение к вариационной задаче

Далее для краткости будем иногда писать F вместо F (x, t). Поскольку ∀t ∈ [0, T ] и ∀x ∈ R
n

F (x, t) представляет собой выпуклый компакт в R
n, то включение (1.1) можно переписать

иначе [15]:
〈ẋ(t), ψ〉 6 c(F (x(t), t), ψ) ∀ψ ∈ S, ∀t ∈ [0, T ].

Обозначим z(t) = ẋ(t), z ∈ Pn[0, T ], тогда с учетом (1.2) будет

x(t) = x0 +

t
∫

0

z(τ)dτ.

Положим
ℓ(ψ, z, t) = 〈z(t), ψ〉 − c(F (x(t), t), ψ), (2.4)

h(z, t) = max
ψ∈S

max{0, ℓ(ψ, z, t)}
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и составим функционал

ϕ(z) =
1

2

T
∫

0

h2(z, t)dt. (2.5)

Рассмотрим множество

Ω = {z ∈ Pn[0, T ] | ϕ(z) = 0}.

Нетрудно убедиться, что для функционала (2.5) справедливы соотношения

{

ϕ(z) = 0 (z ∈ Ω), если 〈ẋ(t), ψ〉 6 c(F (x(t), t), ψ) ∀ψ ∈ S, ∀t ∈ [0, T ],

ϕ(z) > 0 (z /∈ Ω) в противном случае,

т. е. включение (1.1) имеет место тогда и только тогда, когда ϕ(z) = 0.

Введем функционал

χ(z) =
1

2

(

x0 +

T
∫

0

z(t)dt− xT

)2

. (2.6)

Видно, что условие на левом конце (1.2) выполнено автоматически в силу определения
функции z(t), а условие на правом конце (1.3) выполнено тогда и только тогда, когда χ(z) = 0.

Построим функционал

I(z) = ϕ(z) + χ(z). (2.7)

Обозначим через z∗ точку глобального минимума функционала (2.7). Видно, что нахож-
дение решения исходной задачи

x∗(t) = x0 +

t
∫

0

z∗(τ)dτ

свелось к минимизации функционала (2.7) на пространстве Pn[0, T ].

Структура функционала I(z) естественна, поскольку число h(z, t) при каждом фиксиро-
ванном t ∈ [0, T ] есть евклидово расстояние от точки z(t) до множества F (x(t), t), функци-
онал (2.5) — это половина квадрата отклонения в L2

n[0, T ]-норме траектории z(t) от множе-
ства F (x, t), а функционал (2.6) — половина квадрата евклидова расстояния точки x(T ) от
заданной точки xT . Таким образом, целью является минимизация суммы этих расстояний.

3. Необходимые условия минимума

В работе [6] доказывается дифференцируемость по Гато функционала I(z). Доказатель-
ство проводится с помощью выписывания классических вариаций функционалов ϕ(z) и χ(z)
и опирается на теорему Лебега о мажорируемой сходимости, а также на такие известные фак-
ты, как аддитивность опорной функции по первому аргументу и теорема Лагранжа о среднем
значении. Приведем соответствующую теорему.

Теорема 1 [6, теорема 1]. Если опорная функция c(F,ψ) множества F (x, t) дифференци-

руема по x и ее производная по x непрерывна, то функционал I(z) дифференцируем по Гато

и его градиент в точке z находится по формуле

∇I(z) = h(z, t)ψ∗
(z, t)−

T
∫

t

h(z, τ)
∂c(F (x(τ), τ), ψ∗(z, τ))

∂x
dτ + x0 +

T
∫

0

z(t)dt− xT . (3.1)
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Заметим, что для дифференцируемости по Гато существенным фактором является непре-
рывность производной опорной функции множества из правой части дифференциального
включения по фазовым переменным. Для дифференцируемости по Гато также существенна
единственность вектора ψ∗(z, t), а именно: в силу структуры функционала (2.4) легко заме-
тить, что в случае ℓ(ψ, z, t) > 0 максимум выражения max{0, ℓ(ψ, z, t)} = ℓ(ψ, z, t) достигается
на единственном элементе ψ∗(z, t) ∈ S. Подробное, хотя и несложное, обоснование этого факта
также см. в [6].

Очевидно, что необходимым и достаточным условием минимума функционала I(z) явля-
ется равенство I(z∗) = 0. Однако для построения численных методов требуется более кон-
структивное условие минимума: необходимо (см. [16]), чтобы градиент Гато обращался в ноль
на решении z∗ исходной задачи:

Теорема 2. Пусть опорная функция c(F,ψ) множества F (x, t) дифференцируема по x и

ее производная по x непрерывна. Для того чтобы точка z∗ доставляла минимум функцио-

налу I(z) необходимо выполнение следующего условия:

0n = h(z∗, t)ψ∗
(z∗, t)−

T
∫

t

h(z∗, τ)
∂c(F (x∗(τ), τ), ψ∗(z∗, τ))

∂x
dτ + x0 +

T
∫

0

z∗(t)dt− xT , (3.2)

где 0n — нулевой элемент пространства Pn[0, T ].

З а м е ч а н и е 3. Если рассматривается только задача Коши (1.1), (1.2), то функцио-
нал χ(z) для учета условия на правом конце отсутствует. Тогда в формулах (3.1) и (3.2) про-
падают вторые строчки, соответствующие градиенту Гато функционала χ(z). Кроме того, из
единственности нулевого решения однородного интегрального уравнения Вольтерры второго
рода заключаем, что условие (3.2) (в котором отсутствует вторая строчка) является в данном
случае не только необходимым, но и достаточным условием (глобального) минимума.

4. Метод наискорейшего спуска

Опишем метод наискорейшего спуска [17] для поиска стационарных точек функциона-
ла I(z). Фиксируем произвольную точку z1 ∈ Pn[0, T ]. Пусть уже построена точка zk ∈ Pn[0, T ].
Если выполнено условие минимума (3.2), то точка zk является стационарной точкой функцио-
нала I(z) и процесс прекращается. В противном случае положим zk+1 = zk − γk∇I(zk), где

вектор-функция xk(t) = x0 +

∫ t

0
zk(τ)dτ , а величина γk есть решение следующей задачи одно-

мерной минимизации:
min
γ>0

I
(

zk − γ∇I(zk)
)

= I
(

zk − γk∇I(zk)
)

. (4.1)

В силу (4.1) I(zk+1) 6 I(zk). Если последовательность {zk} конечна, то последняя ее точка
является стационарной точкой функционала I(z) по построению.

Предположим, что функционал ∇I(z) равномерно непрерывен и ограничен в шаре про-
странства L2

n[0, T ] с центром в начале координат и радиуса r′ > sup
z∈Z1

‖z‖L2
n[0,T ]

(множество

Лебега Z1 = {z ∈ Pn[0, T ] | I(z) 6 I(z1)} считаем ограниченным по норме L2
n[0, T ]). Если

последовательность {zk} бесконечна, то метод сходится [18] в следующем смысле:

∣

∣

∣

∣∇I(zk)
∣

∣

∣

∣

L2
n[0,T ]

→ 0 при k → ∞.

З а м е ч а н и е 4. Заметим, что задача (1.1)–(1.3) является в общем случае некорректно
поставленной, поскольку, как уже отмечалось, в ней, как правило, будет бесчисленное мно-
жество решений. Известно, что некорректно поставленные оптимизационные задачи могут
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приводить к некоторым проблемам сходимости численных методов. Однако в данной статье
исследование сходимости метода ограничивается лишь приведением условий, при которых
имеет место “слабая сходимость” (в смысле стремления к нулю нормы градиента Гато мини-
мизируемого функционала). Вопросы сходимости, конечно, требуют дополнительного более
подробного изучения, однако с практической точки зрения в данном случае имеется удоб-
ный критерий проверки решения: на решении построенный функционал должен обращаться в
ноль. Если в найденной в ходе работы метода стационарной точке z′ имеем I(z′) 6= 0, то есте-
ственной для подобных оптимизационных методов рекомендацией является запуск алгоритма
из другой начальной точки.

5. Примеры решения некоторых типов дифференциальных включений

5.1. Линейные интервальные системы ОДУ

Рассмотрим линейную нестационарную интервальную систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений

ẋ = A(t)x+ g(t), t ∈ [0, T ], (5.1)

где

A =









[a11 a11], [a12 a12], . . . , [a1n a1n],
[a21 a21], [a22 a22], . . . , [a2n a2n],

· · ·

[an1 an1], [an2 an2], . . . , [ann ann]









, g =









[g
1
(t) g1(t)],

[g
2
(t) g2(t)],

· · ·

[g
n
(t) gn(t)]









, (5.2)

с краевыми условиями

x(0) = x0, x(T ) = xT . (5.3)

В формуле (5.1) T — заданный конечный момент времени, x ∈ Cn[0, T ], ẋ = z ∈ Pn[0, T ].
В формуле (5.2) aij(t) и aij(t), aij(t) 6 aij(t) ∀t ∈ [0, T ], i, j = 1, n, — заданные непрерывные
функции, g

i
(t) и gi(t), gi(t) 6 gi(t) ∀t ∈ [0, T ], i = 1, n, — также заданные непрерывные функ-

ции. В дальнейшем для краткости будем писать aij, aij, gi, gi вместо aij(t), aij(t), gi(t), gi(t)

соответственно, i, j = 1, n, t ∈ [0, T ]. В формуле (5.3) x0, xT ∈ R
n — заданные векторы. Под

решением задачи (5.1), (5.3) здесь будем понимать такую вектор-функцию x∗ ∈ Cn[0, T ], ко-
торая удовлетворяет системе (5.1) и краевым условиям (5.3). Это определение согласуется с
определением, данным выше для общей задачи (1.1)–(1.3). Предполагаем, что такое решение
существует.

Перепишем систему (5.1) в форме дифференциального включения

ẋ ∈ F (x, t), F (x, t) = A(t)x+ g(t), t ∈ [0, T ]. (5.4)

Очевидно, F (x, t) является выпуклым компактным множеством из R
n для каждого момента

времени t ∈ [0, T ] и для каждой фазовой точки x ∈ R
n. Нетрудно также видеть, что отоб-

ражение F (x, t) непрерывно. Таким образом, пришли к рассматриваемой в статье постановке
задачи.

В данном случае можно в общем виде выписать опорную функцию множества (5.4) и ее
производную по фазовым координатам, которые требуются в формуле (3.1). Обозначим

ci(x) =
n
∑

j=1

aij + aij

2
xj +

g
i
+ gi

2
, i = 1, n,

и

ri(x) =
n
∑

j=1

aij − aij
2

|xj |+
gi − g

i

2
, i = 1, n.
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Тогда опорная функция имеет вид

c(F (x, t), ψ) =

n
∑

i=1

ci(x)ψi +

n
∑

i=1

ri(x)|ψi| ∀ψ ∈ S.

Получаем для каждого ψ ∈ S (если xi(t) 6= 0, i = 1, n)

∂c(F (x, t), ψ)

∂xi
=

n
∑

j=1

aji + aji

2
ψj + sign xi

n
∑

j=1

aji − aji
2

|ψj |.

Видно, что производная по фазовым координатам x опорной функции множества (5.4) непре-
рывна при x 6= 0.

Предположим, что координата xi(t), i = 1, n, t ∈ [0, T ], обращается в ноль только не более
чем в счетное число моментов времени tij ∈ [0, T ], i = 1, n. Обозначим такое множество тра-
екторий как X[0, T ]. Поскольку опорная функция множества F (x, t) в данном классе диффе-
ренциальных включений будет обладать непрерывной производной по фазовым координатам
лишь при x 6= 0, то теоремы 1, 2 остаются верными только в точках x ∈ X[0, T ] и x∗ ∈ X[0, T ]
соответственно. Итак, предположим, что решение x∗ принадлежит множеству X[0, T ]. Одна-
ко заметим, что сделанное предположение, по-видимому, не является обременительным, по-
скольку его нарушение означает, что существует такая “координата” xi, i ∈ {1, . . . , n}, которая
остается в нулевом положении (и имеет нулевую “скорость”) на некотором подмножестве ин-
тервала [0, T ] ненулевой меры. Такая ситуация не выглядит естественной для управляемых
систем на конечном интервале [0, T ]. Как было только что отмечено, чтобы применить ме-
тод наискорейшего спуска корректно, нужно считать, что на каждой итерации xk ∈ X[0, T ],
k = 1, 2, . . . . Приведем пример реализации алгоритма.

П р и м е р 1. Рассмотрим интервальную систему

ẋ1 = −x1 + [t, 2t]x2,

ẋ2 = x1 − 2x2 + [−t2, 0], (5.5)

где t ∈ [0, 1]. Заданы краевые условия

x(0) = (2, 3)′, x(1) = (1.5, 1)′. (5.6)

В этом примере

c(F,ψ) = (−x1 + 1.5tx2)ψ1 + (x1 − 2x2 − 0.5t2)ψ2 + 0.5t|x2||ψ1|+ 0.5t2|ψ2|.

За начальное приближение была выбрана точка z1 = (1, 1)′, а тогда x1 = (2 + t, 3 + t)′. Было
проделано 7 итераций в соответствии с предложенным алгоритмом. В результате на интерва-
ле [0, 1] была получена точка

x∗(t) := x7(t) =

(

2− 1.0002t3 + 2.4732t2 − 1.9937t − 0.0253t4 + 0.0425t5 + 0.0014t6 + 0.0022t7

3− 1.1473t3 + 3.003t2 − 4.0125t + 0.2522t4 − 0.1034t5 + 0.0125t6 − 0.0044t7

)

(она выписана с точностью вплоть до 4-го знака после запятой), и имеем
∣

∣

∣

∣∇I(z∗)
∣

∣

∣

∣

L2
n[0,1]

6 10
−5, I(z∗) 6 2× 10

−5.

Можно проверить, что на 7-й итерации функция z∗1(t) + x∗1(t) лежит “практически” “между”
функциями tx∗2(t) и 2tx∗2(t), а функция z∗2(t)− x∗1(t)+ 2x∗2(t) находится “практически” “между”
функциями −t2 и 0 в каждый момент времени t ∈ [0, 1]; мы видим, что получено приближен-
ное решение интервальной системы (5.5) (слова “практически” означают здесь что полученное
значение функционала I(z∗) отличается от требуемого нулевого значения не более, чем на ве-
личину порядка 2×10−5). Легко убедиться (вычислив x7(0) и x7(1)), что краевые условия (5.6)
для траектории x∗(t) также удовлетворены.
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5.2. Управляемые системы

Вернемся к управляемым системам, переписывание которых на языке дифференциальных
включений и послужило, по существу, поводом к возникновению изначально интереса к этому
математическому объекту. Заметим, что если рассмотреть управляемые системы на конечном
промежутке времени [0, T ] (с заданным начальным условием и свободным или закрепленным
правым концом), описываемые системой ОДУ ẋ = f(x, u, t), где в правой части стоит непре-
рывно дифференцируемая функция f(x, u, t) (по переменной t достаточно предположить лишь
кусочную непрерывность и ограниченность), а управление принадлежит некоторому выпук-
лому компакту U(t) при каждом t, то соответствующие задачи управления можно решать
предложенным методом как дифференциальное включение с многозначным отображением
F (x, t) = {f(x, u, t) | u ∈ U(t)}, t ∈ [0, T ], лишь бы его опорная функция удовлетворяла тре-
бованиям, наложенным на нее в постановке задачи. (При этом считаем, что фазовые траекто-
рии, их производные и управления принадлежат тем же классам функций, что и в постановке
задаче с дифференциальными включениями, то есть классам Cn[0, T ], Pn[0, T ] и Pm[0, T ] со-
ответственно.)

Рассмотрим ту же ситуацию, что и в предыдущем абзаце, но считаем теперь, что область
управления зависит не только от времени, но и от фазовых координат; тогда имеем много-
значное отображение F (x, t) = {f(x, u, t) | u ∈ U(x, t)}, t ∈ [0, T ]. Несмотря на то что с позиции
теории управления переменная (по фазовым переменным) область управления U(x, t) суще-
ственно усложнит задачу, с точки зрения дифференциальных включений получаем такую же
по форме постановку задачи, что и в случае не зависящей от x области управления. Конечно,
чтобы применить предложенный в данной статье алгоритм для решения полученной задачи,
нужно предположить, что наложенные в постановке задачи условия на опорную функцию мно-
жества, стоящего в правой части дифференциального включения, остаются в такой ситуации
выполненными. Приведем соответствующий пример.

П р и м е р 2. Рассмотрим дифференциальное включение

ẋ ∈ F (x, t), F (x, t) = [0.5x2t, 1.5x2t], t ∈ [0, 1], (5.7)

и краевые условия

x(0) = 1, x(1) = 1.5. (5.8)

В этом примере c(F,ψ) = x2t(ψ+0.5|ψ|),
∂c

∂x
= 2xt(ψ + 0.5|ψ|). За начальное приближение

была взята точка z1 = 1, а тогда x1 = 1 + t. Применяя алгоритм статьи, на 3-й итерации

2

1

1

3

1.5x
2
t

0.5x
2
t

0.2 0.44 0.6

z

t

Рис. 1. Решение примера 2
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получаем точку (она выписана с точностью вплоть до 4-го знака после запятой), которая
является решением данного примера:

x∗(t) := x3(t) =







1 + 0.0554t4 + 0.2001t3 + 0.2793t2, t ∈ [0, 0.44],

0.5918t3 − 0.30123t2 + 0.2289t + 0.9809, t ∈ [0.44, 1],

На рис. 1 изображена функция z(t) (на 3-й итерации). Поскольку функция z(t) лежит “меж-
ду” функциями 0.5x2(t)t и 1.5x2(t)t в каждый момент t ∈ [0, 1], видно, что включение (5.7)
удовлетворено. Краевые условия (5.8) также имеют место, в чем легко убедиться, вычислив
x3(0) и x3(1). Итак, в примере ограничения удовлетворены точно, поэтому I(z∗) = 0. �

Как уже было отмечено, дифференциальные включения часто оказываются полезными при
описании разрывных систем. В связи с этим откажемся теперь от предположения непрерыв-
ной дифференцируемости и даже просто непрерывности правой части f(x, u, t) по фазовым
переменным x. Несмотря на то что функция f(x, u, t) теперь не является непрерывной по x,
оказывается, что для многозначного отображения F (x, t) = {f(x, u, t) | u ∈ U(x, t)} опорная
функция c(F (x, t), ψ) может обладать непрерывной производной по фазовым координатам, как
это и предполагается в постановке задачи. Представляется, что в общем случае разрывные си-
стемы устроены достаточно сложно, чтобы заранее можно было сказать о структуре исходной
разрывной системы ОДУ, для которой указанный только что случай имел место. Этот во-
прос еще требует тщательного исследования и представляется перспективным с точки зрения
исследования некоторых классов задач с разрывными системами. Однако нетрудно привести
пример, когда это действительно так, и тогда предлагаемый в статье подход позволяет строить
конкретные решения подобных задач.

П р и м е р 3. Рассмотрим систему

ẋ1 = ω(x2)u1,

ẋ2 = ω(x2)u2

с краевыми условиями
x(0) = x0, x(T ) = xT .

При этом t ∈ [0, T ], u ∈ B (единичный шар в R
n с центром в начале координат, в данном

примере n = 2), а функция ω(x2) устроена следующим образом:

{

ω(x2) = −1, если x2 < 0,

ω(x2) = 1, если x2 > 0.

Таким образом, правая часть системы оказывается разрывной по фазовым переменным.
Несмотря на это, получающееся при переписывании данной системы дифференциальное

включение оказывается очень простым:

ẋ ∈ F (x, t), F (x, t) = B, t ∈ [0, T ], (5.9)

x(0) = x0, x(T ) = xT . (5.10)

Опорная функция c(F,ψ) = ||ψ|| = 1, и
∂c

∂x
= 0, поэтому при решении задачи (5.9), (5.10) с

использованием алгоритма статьи получаемые формулы будут иметь очень простой вид. �

Как известно [19], при адекватном описании процессов, задаваемых системами с разрыв-
ными правыми частями, возникает необходимость обобщения принятого в классической тео-
рии ОДУ определения решения. Приведем один из классических вариантов такого опреде-
ления [19], а также пример, который укладывается в постановку задачи данной статьи. На
конечном интервале t ∈ [0, T ] рассмотрим систему ẋ = f(x, u1(x, t), . . . , ur(x, t), t), в которой
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вектор-функция f(x, u1, . . . , ur, t) непрерывна по совокупности аргументов, а вектор-функции
ui(x, t), i = 1, r, разрывны соответственно на множествах Mi, i = 1, r. В каждой точке (x, t)
разрыва вектор-функции ui(x, t), i = 1, r, должно быть задано замкнутое множество Ui(x, t),
i = 1, r, — множество возможных значений аргумента ui, i = 1, r, функции f(x, u1, . . . , ur, t). В
физических системах множества Ui(x, t), i = 1, r обычно отвечают за различные блоки. Обо-
значим F (x, t) = f(x, u1, . . . , ur, t) — множество значений функции f(x, u1, . . . , ur, t) при фик-
сированных x, t ∈ [0, T ], а u1, . . . , ur пробегают соответственно множества U1(x, t), . . . , Ur(x, t).
Решениями исходного дифференциального уравнения с разрывной правой частью называются
решения этого дифференциального включения. Заявленный пример имеет следующий вид.

П р и м е р 4. На заданном конечном промежутке [0, T ] система описывается дифферен-
циальным уравнением

ẋ1 = x1 + sign x1,

ẋ2 = −x1 + x2 + sign x1

с краевыми условиями

x(0) = x0, x(T ) = xT .

При этом считается, что в реальной физической системе функция u1(x, t) := sign x1 реали-
зуется при помощи реле и при x1 = 0 (то есть при x ∈ M1) может принимать любое значение
из множества U1(x, t) := [−1, 1]. Предположим, что начальная точка x0 не находится на по-
верхности разрыва M1. Вне множества M1 правая часть исходной системы есть однозначная
функция, поэтому решение может быть найдено стандартными методами ОДУ. Пусть в неко-
торый момент времени t1 ∈ (0, 1) решение этой системы попадает на поверхность разрыва M1.
В реально реализуемых физических системах естественна ситуация, когда решение, попав на
поверхность разрыва в некоторый момент времени, будет оставаться на ней до конца всего
рассматриваемого промежутка [19]. Поэтому, если имеется условие на конечное положение
объекта, то его в такой ситуации естественно считать принадлежащим поверхности разрыва:
xT = (0, x2T ), где значение x2T задано. На множестве M1 решение исходной системы по только
что введенному определению есть решение дифференциального включения

ẋ ∈ F (x, t), F (x, t) = (0, x2 + [−1, 1])′, t ∈ [t1, 1] (5.11)

с краевыми условиями

x(t1) = (0, x2t1), x(T ) = (0, x2T ), (5.12)

где значение x2t1 однозначно определяется из решения исходной системы до попадания на
поверхность разрыва. Заметим, что решение этого включения автоматически удовлетворяет
условию x1 = 0. Таким образом, получили задачу (5.11), (5.12), которая укладывается в по-
становку задачи данной статьи.

5.3. Дифференциальные включения, содержащие в правой части сумму,

пересечение или объединение выпуклых множеств

Рассмотрим случай, когда правая часть дифференциального включения представляет со-
бой сумму нескольких выпуклых множеств. Для простоты изложения опишем случай только
с двумя множествами. Исследуем систему ẋ ∈ F (x, t) = F1(x, t) + F2(x, t), где многозначные
отображения F1(x, t), F2(x, t) удовлетворяют тем же требованиям, что и многозначное отобра-
жение F (x, t) в постановке задачи статьи. Как обычно, считаем, что заданы начальное условие
и, возможно, условие на правом конце. Пользуясь простой формулой для опорной функции
суммы двух выпуклых компактов, имеем c(F (x, t), ψ) = c(F1(x, t), ψ)+ c(F2(x, t), ψ). Приведем
пример решения такой системы.
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u1(t)
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{u1(t), u2(t), t ∈ [0, 1]}

Рис. 2. Решение примера 5

П р и м е р 5. Имеется дифференциальное включение

ẋ ∈ F (x), F (x) =

(

−x2
x1

)

+B +Q, t ∈ [0, 1], (5.13)

где Q — единичный квадрат в R
n с центром в начале координат

Q = {x ∈ R
n | |xi| 6 1 ∀i = 1, n},

в данном примере n = 2. Заданы краевые условия

x(0) = (0, 1)′, (−1.25,−1.5)′ . (5.14)

В этом случае

c(F,ψ) = −x2ψ1 + x1ψ2 +

√

ψ2
1 + ψ2

2 + |ψ1|+ |ψ2|,
∂c

∂x
= (ψ2,−ψ1)

′.

Возьмем начальную точку z1 = (0,−2)′, а тогда x1 = (0, 1 − 2t)′. Применение метода, предло-
женного в статье, привело к следующему решению:

x∗(t) := x5(t) =

(

0.1965t4 − 0.6125t3 + 1.9355t2 − 2.7695t

−0.1979t4 + 1.1887t3 − 2.1015t2 − 1.3893t + 1

)

(решение выписано с точностью вплоть до 4-го знака после запятой). Видно, что краевые
условия (5.14) удовлетворены (при t = 0 очевидно получаем заданную начальную точку, легко
также убедиться, что x5(1) = (−1.25,−1.5)′). На рис. 2 сплошная линия есть параметрическая
кривая

{

u1(t) = z∗1(t) + x∗2(t), u2(t) = z∗2(t)− x∗1(t), t ∈ [0, 1]
}

. Пунктирная линия ограничивает
допустимую область B+Q расположения этой кривой, отсюда видно, что дифференциальное
включение (5.13) выполняется. Таким образом, здесь решение удовлетворяет ограничениям
точно, поэтому I(z∗) = 0. �

Пусть теперь вместо суммы имеем пересечение нескольких выпуклых множеств. Для про-
стоты изложения опишем случай только с двумя множествами. Исследуемая система имеет
тогда вид ẋ ∈ F (x, t) = F1(x, t)∩F2(x, t), где опять многозначные отображения F1(x, t), F2(x, t)
удовлетворяют заданным требованиям. Здесь также можно искать опорную функцию этого
множества по известным формулам, однако вместо ее нахождения поступим несколько иначе,
а именно рассмотрим задачу минимизации функционала

I(z) = ϕ1(z) + ϕ2(z) + χ(z),
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где χ(z) — функционал (2.6), а функционалы ϕ1(z) и ϕ2(z) строятся аналогично функциона-
лу ϕ(z) в постановке задачи. Имеем при i = 1, 2

ℓi(ψ, z, t) = 〈z(t), ψ〉 − c(Fi(x, t), ψ),

hi(z, t) = max
ψ∈S

max{0, ℓi(ψ, z, t)},

ϕi(z) =
1

2

T
∫

0

h2i (z, t)dt.

Очевидно, что x∗ — решение изучаемого в данном случае дифференциального включения
тогда и только тогда, когда I(z∗) = 0. Приведем пример решения подобной задачи.

П р и м е р 6. Рассмотрим дифференциальное включение

ẋ ∈ F (x), F (x) = B ∩ E(x), t ∈ [0, 1], (5.15)

где E(x) — эллипс, который зависит от фазовой координаты x1:

E(x) =
{

(x, y) ∈ R
2
∣

∣

(x− 2)2

x21 + 3
+ y2 6 1

}

.

Заданы краевые условия

x(0) = (0, 0)′, (0.75, 0.5)′ . (5.16)

В данном случае

c(F1, ψ) =
√

ψ2
1 + ψ2

2 = 1, c(F2, ψ) =
√

(x21 + 3)ψ2
1 + ψ2

2 + 2ψ1,

∂c(F1, ψ)

∂x
= (0, 0)′,

∂c(F2, ψ)

∂x
=

( x1ψ
2
1

√

(x21 + 3)ψ2
1 + ψ2

2

, 0
)′
.

За начальное приближение взята точка z1 = (1, 1)′, а тогда x1 = (t, t)′. Метод статьи позволяет
прийти к следующему решению:

x∗(t) := x3(t) =

(

0.7553t + 0.0002t5 + 0.0013t4 − 0.0078t3 + 0.0009t2

0.5043t + 0.00006t5 + 0.00006t4 + 0.0048t3 − 0.0092t2

)

1

1

z(0)

z(0.5)

z(1)

B
E(x(0))

E(x(0.5))

E(x(1))

Рис. 3. Решение примера 6
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(решение выписано с точностью вплоть до 4-го знака после запятой). Видно, что краевые
условия (5.16) удовлетворены (при t = 0 очевидно имеем заданную начальную точку, легко
также убедиться, что x3(1) = (0.75, 0.5)′). На рис. 3 изображены точки z(t) и допустимая
область B∩E(x(t)) расположения этих точек при некоторых значениях t ∈ [0, 1], отсюда видно,
что дифференциальное включение (5.15) выполняется для этих значений t ∈ [0, 1] (нетрудно
проверить, что это верно и для всех остальных значений t ∈ [0, 1]). В данном примере решение
удовлетворяет ограничениям точно, поэтому имеем I(z∗) = 0. �

Наконец, обратимся к случаю, когда в правой части дифференциального включения име-
ется объединение нескольких выпуклых множеств. Наметим путь решения такой задачи. Для
простоты изложения опишем случай только с двумя множествами. Рассматриваемая система
имеет вид ẋ ∈ F (x, t) = F1(x, t)∪F2(x, t), где опять многозначные отображения F1(x, t), F2(x, t)
удовлетворяют заданным требованиям. Несмотря на то что каждое из этих множеств пред-
полагается выпуклым, понятно, что их объединение уже не будет выпуклым в общем случае.
Поэтому необходимо видоизменить конструкцию функционала I(z), если по-прежнему требу-
ется, чтобы I(z∗) достигал (глобального) минимума в точке z∗ тогда и только тогда, когда
x∗ — решение рассматриваемой в этом случае задачи. Построим соответствующие функции
следующим образом при i = 1, 2:

ℓi(ψ, z, t) = 〈z(t), ψ〉 − c(Fi(x, t), ψ),

hi(z, t) = max
ψ∈S

ℓi(ψ, z, t),

h(z, t) = max{0,min{h1(z, t), h2(z, t)}},

ϕ(z) =
1

2

T
∫

0

h2(z, t)dt,

I(z) = ϕ(z) + χ(z).

Понятно, что при каждом фиксированном t ∈ [0, T ] точка z принадлежит хотя бы одному
из множеств F1(x, t), F2(x, t) тогда и только тогда, когда min{h1(z, t), h2(z, t)} 6 0, поэтому
требуемая эквивалентность исходной задачи и минимизации функционала I(z) достигнута.
Однако построенный функционал I(z) уже не будет дифференцируемым по Гато (хотя он
является дифференцируемым по Гато в точке (глобального) минимума и градиент Гато равен
в ней нулю).

Проведем стандартную дискретизацию функционала I(z) с заменой производной z(t) в
каждой точке на конечные разности и докажем, что при каждом фиксированном t ∈ [0, T ]
полученная функция (конечно-разностный аналог функционала I(z)) будет квазидифферен-
цируемой [20], что позволит применить для ее минимизации известные алгоритмы недиффе-
ренцируемой оптимизации, например метод квазидифференциального спуска.

Напомним определение квазидифференциала в конечномерном случае. Пусть имеется неко-
торое непустое множество Σ ⊂ R

n. Функция ξ : Σ → R называется квазидифференцируемой
на множестве Σ, если для каждого ς ∈ Σ существуют такие выпуклые компактные множества,
субдифференциал ∂ξ(ς) ⊂ R

n и супердифференциал ∂ξ(ς) ⊂ R
n, что для каждого допусти-

мого приращения ∆ς ∈ R
n (т. е. co{ς, ς + ∆ς} ∈ Σ) соответствующее приращение функции ξ

представимо по формуле

ξ(ς +∆ς) = ξ(ς) + max
σ1∈∂ξ(ς)

〈σ1,∆ς〉+ min
σ2∈∂ξ(ς)

〈σ2,∆ς〉+ o(∆ς, ς),

где o(α∆ς, ς)/α → 0, если α→ 0.
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Пара Dξ(ς) = [∂ξ(ς), ∂ξ(ς)] называется квазидифференциалом функции ξ в точке ς. Извест-
но [21], что необходимым условием минимума в точке ς∗ квазидифференцируемой на R

n функ-
ции является включение −∂ξ(ς∗) ⊂ ∂ξ(ς∗). Это условие конструктивно и используется при
построении различных численных методов [20].

Для упрощения выкладок рассмотрим случай n = 1. Пусть отрезок [0, T ] разбит на N
равных частей ∆t точками ti, i = 0, N , t0 = 0, . . . , tN = T . Положим x := (x1, . . . , xN ). Возьмем
на каждом отрезке значение подынтегральной функции, равным ее значению на правом конце
этого отрезка.

Вместо соотношений (1.1)–(1.3) имеем конечно-разностный аналог

xi − xi−1

∆t
∈ F1(xi, ti) ∪ F2(xi, ti), x0 = x(0), xN = xT , i = 1, N. (5.17)

Вместо функционала ϕ(z) — функцию

ϕ(x) =
1

2
∆t

N
∑

i=1

ϕ(xi, xi−1), (5.18)

ϕ(xi, xi−1) := max

{

0,min

{

max
ψ∈S

(

〈xi − xi−1

∆t
, ψ
〉

− c(F1(xi, ti), ψ)

)

, (5.19)

max
ψ∈S

(

〈xi − xi−1

∆t
, ψ
〉

− c(F2(xi, ti), ψ)

)

}}2
, i = 1, N.

Вместо функционала χ(z) — следующую функцию:

χ(x) =
1

2

(

x0 +
N
∑

i=1

(xi − xi−1)− xT

)2
. (5.20)

Составим
I(x) = ϕ(x) + χ(x). (5.21)

В формулах (5.17), (5.18), (5.20) i = 0, N , а значение производной zi := z(ti) заменено

конечной разностью
xi − xi−1

∆t
, i = 1, N . Итак, конечно-разностный аналог исходной задачи в

случае n = 1 имеет вид минимизировать функцию (5.21) в пространстве R
N .

Зафиксируем точку (xi, xi−1), i = 1, N , и исследуем два случая.
Очевидно, что если

xi − xi−1

∆t
∈ F1(xi, ti) ∪ F2(xi, ti),

то функция ϕ(xi, xi−1) дифференцируема в точке (xi, xi−1) и ее градиент в этой точке равен
нулю.

Рассмотрим случай
xi − xi−1

∆t
/∈ F1(xi, ti) ∪ F2(xi, ti). Примем

ϕ1(xi, xi−1) :=

〈xi − xi−1

∆t
, ψ∗

1(xi, xi−1, ti)
〉

− c(F1(xi, ti), ψ
∗
1(xi, xi−1, ti)),

ϕ2(xi, xi−1) :=

〈xi − xi−1

∆t
, ψ∗

2(xi, xi−1, ti)
〉

− c(F2(xi, ti), ψ
∗
2(xi, xi−1, ti)).

Напомним, что числа ψ∗
1(xi, xi−1, ti) и ψ∗

2(xi, xi−1, ti) (точки максимума соответствующих “внут-
ренних функций” выражения (5.19)), которые обозначим для краткости через ψ∗

1(ti) и ψ∗
2(ti)

соответственно, определены в рассматриваемом случае однозначно. Найдем квазидифферен-
циал функции ϕ(xi, xi−1) в точке (xi, xi−1), пользуясь правилами квазидифференциального
исчисления и формулой для производной функции максимума по направлениям [20]. Сфор-
мулируем полученный результат в виде следующего утверждения, состоящего из трех частей.
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Утверждение. 1. Пусть в точке (xi, xi−1) выполняется равенство

ϕ1(xi, xi−1) = ϕ2(xi, xi−1).

Тогда

Dϕ(xi, xi−1) =

[

(

0

0

)

,Kco

{(

ψ∗

1(ti)
∆t −

∂c(F1(xi,ti),ψ
∗

1 (ti))
∂xi

−
ψ∗

1
(ti)
∆t

)

,

(

ψ∗

2 (ti)
∆t −

∂c(F2(xi,ti),ψ
∗

2(ti))
∂xi

−
ψ∗

2
(ti)
∆t

)}]

,

K = 2min{ϕ1(xi, xi−1), ϕ2(xi, xi−1)}.

2. Пусть в точке (xi, xi−1) выполняется неравенство

ϕ1(xi, xi−1) < ϕ2(xi, xi−1).

Тогда

Dϕ(xi, xi−1) =

[

(

0

0

)

,K1

(

ψ∗

1 (ti)
∆t −

∂c(F1(xi,ti),ψ
∗

1(ti))
∂xi

−
ψ∗

1(ti)
∆t

)]

,

K1 = 2ϕ1(xi, xi−1).

3. Пусть в точке (xi, xi−1) выполняется неравенство

ϕ2(xi, xi−1) < ϕ1(xi, xi−1).

Тогда

Dϕ(xi, xi−1) =

[

(

0

0

)

,K2

(

ψ∗

2
(ti)
∆t −

∂c(F2(xi,ti),ψ∗

2
(ti))

∂xi

−
ψ∗

2
(ti)
∆t

)]

, K2 = 2ϕ2(xi, xi−1).

Вычисляя градиент функции (5.20) и пользуясь формулой (5.18), теперь уже нетрудно
выписать квазидифференциал функции I(x) в точке x. При n > 1 вычисления проводятся
аналогично.

З а м е ч а н и е 5. В задаче Коши функция (5.20) отсутствует, поэтому имеем задачу
минимизации функции (5.18) специального вида. Такие функции часто называют аддитив-
ными, и для них разработаны эффективные алгоритмы нахождения глобального минимума,
например алгоритм “киевский веник” [22] или метод локальных вариаций [23], которые не
накладывают на функцию требования дифференцируемости.

З а м е ч а н и е 6. Приведенные рассуждения, конечно, не претендуют еще на алгоритм
решения задачи в рассматриваемом случае. Требуются обоснование проведенной дискретиза-
ции, применение к построенной конечномерной задаче методов негладкой оптимизации, оценка
их эффективности и т. п. Однако эти исследования не являются целью настоящей статьи. Опи-
сан лишь общих подход к решению задачи в случае, когда правая часть дифференциального
включения есть объединение выпуклых множеств.

Заключение

В данной статье описан метод решения дифференциальных включений (со свободным или
закрепленным правым концом) с выпуклым непрерывным многозначным отображением, до-
пускающим непрерывную производную опорной функции по фазовым координатам. Этот ме-
тод базируется на сведении исходной задачи к минимизации некоторого функционала в про-
странстве кусочно-непрерывных функций с дальнейшим применением к нему градиентного
метода. Рассмотрены некоторые классы задач, которые не являются классическими с точки
зрения теории управления (интервальные системы, системы с переменной по фазовым коор-
динатам областью управления, системы с суммой, пересечением или объединением выпуклых
множеств в правой части), однако сводимые к дифференциальным включениям, удовлетворя-
ющим названным требованиям и, следовательно, допускающим их исследование с помощью
разрабатываемого в статье метода.
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УЛЬТРАФИЛЬТРЫ И МАКСИМАЛЬНЫЕ СЦЕПЛЕННЫЕ СИСТЕМЫ1

А.Г.Ченцов

Исследуется структура ультрафильтров (у/ф) широко понимаемого измеримого пространства (ИП), а

также максимальных сцепленных систем (МСС), определяемых на данном ИП. Рассматриваются битопо-

логические пространства (БТП) у/ф и МСС, получаемые в обоих случаях посредством оснащения тополо-

гиями волмэновского и стоуновского типов; БТП у/ф может рассматриваться как подпространство БТП,

точками которого являются МСС. Для абстрактной задачи о достижимости с ограничениями асимпто-

тического характера (ОАХ) у/ф могут использоваться в качестве обобщенных элементов в конструкциях

расширений; для последних указана новая реализация, касающаяся применения при построении ОАХ

сцепленных семейств подмножеств пространства обычных решений. Анализируется естественное обобще-

ние обычной “сцепленности”, когда постулируется непустота пересечения множеств подсемейств исходного

семейства, определяющего ИП, с мощностью, не превышающей заданное натуральное число. Для этого

случая устанавливаются соотношения, связывающие у/ф и МСС, понимаемые в упомянутом обобщенном

смысле.

Ключевые слова: битопологическое пространство, максимальная сцепленная система, топология, уль-

трафильтр.

A.G.Chentsov. Ultrafilters and maximal linked systems.

The structure of ultrafilters of a broadly understood measurable space and of maximal linked systems defined

on this space is studied. Bitopological spaces of ultrafilters and maximal linked spaces obtained in both cases

by equipping the space with topologies of Wallman and Stone types are considered; the bitopological space

of ultrafilters can be considered as a subspace of the bitopological space whose points are maximal linked

systems. For an abstract attainability problem with constraints of asymptotic nature, ultrafilters can be used

as generalized elements in extension constructions; for the latter case, we present a new implementation that

involves the application of linked families of subsets of the set of ordinary solutions in the construction of

constraints of asymptotic nature. A natural generalization of the usual “linkedness” is considered, when it is

postulated that the intersection of sets of subfamilies of the original family defining the measurable space of

cardinality not exceeding a given positive integer is nonempty. For this case, we establish relations connecting

ultrafilters and maximal linked systems considered in the specified generalized sense.

Keywords: bitopological space, maximal linked system, topology, ultrafilter.
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Введение

Рассматриваются элементы конструкций расширений абстрактных задач о достижимости,
реализуемые в классе ультрафильтров (у/ф) широко понимаемых измеримых пространств
(ИП), а также свойства, связывающие у/ф и максимальные сцепленные системы (МСС). Са-
ми ИП определяются как непустые множества с оснащением в виде π-систем [1, c. 14] их
подмножеств (п/м) с “нулем” и “единицей”. Для каждой такой π-системы определяется па-
ра сравнимых топологий (на множестве у/ф), связываемых на идейном уровне со схемами

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 18-01-00410).
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Волмэна и Стоуна (каждая из упомянутых схем реализовывалась, конечно, ранее в специ-
альных случаях π-систем упомянутого типа; будем для краткости именовать эти топологии
далее волмэновской и стоуновской). Реализуется битопологическое пространство (БТП), точ-
ками которого являются у/ф (в связи с теорией и применениями БТП см. монографию [2]).
При одном естественном условии отделимости π-системы точки исходного ИП порождают так
называемые тривиальные у/ф; тем самым осуществляется погружение исходного множества в
БТП у/ф. При этом слабейшая из топологий данного БТП — топология волмэновского типа —
превращает множество у/ф в компактное T1-пространство (по поводу T1- и T2-отделимости см.
[3, разд. 1.3]). Важно отметить, что (при вышеупомянутом условии отделимости π-системы)
погружение исходного множества реализует п/м множества всех у/ф данной π-системы, всю-
ду плотное в смысле обеих топологий, участвующих в построении данного БТП (см. [4]). Это
свойство позволяет рассматривать у/ф отделимой π-системы как обобщенные элементы (ОЭ)
по отношению к точкам исходного множества. Данная возможность оказалась полезной в аб-
страктных задачах о достижимости в топологических пространствах (ТП) при ограничениях
асимптотического характера (ОАХ) (см. [5–7] и др.). Существенно и то обстоятельство, что, в
отличие от у/ф семейства всех п/м (бесконечного) множества, широко используемых в общей
топологии (см. [8]), у/ф так определяемых (широко понимаемых) ИП в целом ряде практиче-
ски интересных случаев допускают исчерпывающее описание (см. [9; 10]). Это обстоятельство
позволяет применять у/ф в конструкциях расширений абстрактных задач о достижимости с
ОАХ и, в ряде случаев (см. [11;12]) получать ощутимое продвижение в их исследовании (заме-
тим, что в [11;12] роль у/ф оказалась весьма существенной в вопросах, связанных с описанием
специального класса конечно-аддитивных мер, используемых (в [11;12]) в качестве ОЭ).

Упомянутые обстоятельства мотивируют специальное исследование самих у/ф (см. в этой
связи [13; 14] и др.). В частности, определенный интерес представляет “внешнее” описание
БТП с точками в виде у/ф, а точнее, рассмотрение данного БТП как своеобразного подпро-
странства некоторого объемлющего БТП. Такое объемлющее БТП было указано в [15; 16].
Его точками являются максимальные сцепленные системы (МСС) исходной π-системы (точ-
нее, максимальные сцепленные подсемейства данной π-системы), а топологии (на множестве
МСС) соответствуют идейно схемам Волмэна и Стоуна. Подход [15; 16] является (по сути)
обобщением конструкции суперрасширения [17, гл. VII, §4] и связан с реализацией важного
свойства суперкомпактности (см. [18–20] и др.; систематическое изложение см. в [17, гл. VII,
§4]). При построении суперрасширения исходного ТП использовалась (см. [17–20]) топология
волмэновского типа. В [21] было реализовано представление суперрасширения в виде БТП, а
построения [15;16] можно рассматривать как естественное развитие конструкций [21]. Так или
иначе посредством этих построений реализуется “внешнее” описание БТП с точками в виде
у/ф.

Свойство суперкомпактности, которым обладает пространство МСС с волмэновской топо-
логией, не является (см. [22, разд. 5.11]) наследственным, а потому его распространение на
пространство у/ф (каждый у/ф является МСС) вызывает определенные затруднения. Тем не
менее для некоторых типов π-систем это оказывается (см. [4]) возможным (заметим, что всякое
суперкомпактное ТП компактно). Дальнейшее развитие конструкций [4] дано в [23], где ука-
заны классы широко понимаемых ИП, для которых пространство у/ф образует суперкомпакт,
т. е. суперкомпактное T2-пространство. В этих случаях мы получаем новое топологическое
свойство пространства у/ф.

В настоящем исследовании мы обращаемся к подходу, предусматривающему применение
у/ф в качестве ОЭ, т. е. к построению расширений в классе у/ф.

1. Определения и обозначения общего характера

Используется стандартная теоретико-множественная символика (кванторы, связки и др.);

∅ — пустое множество,
△
= — равенство по определению. Семейством называем всякое множе-
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ство, все элементы которого сами являются множествами. Принимаем аксиому выбора. Для
любых двух объектов x и y через {x; y} обозначаем (единственное) множество, содержащее
в качестве своих элементов x, y и не содержащее никаких других элементов. Если z — про-

извольный объект, то {z} △
= {z; z} есть синглетон, содержащий z, т. е. z ∈ {z}. Если же u и

v — объекты, то (см. [24, c. 67]) (u, v)
△
= {{u}; {u; v}} есть упорядоченная пара (УП) с первым

элементом u и вторым элементом v. Для любой УП h через pr1(h) и pr2(h) обозначаем соответ-
ственно первый и второй элементы h, однозначно определяемые условием h = (pr1(h), pr2(h)).

Для любых трех объектов u, v и w полагаем, что {u; v;w} △
= {u; v} ∪ {w}. Если X — мно-

жество, то через P(X) и P ′(X) обозначаем соответственно семейства всех и всех непустых

подмножеств (п/м) X, P ′(X)
△
= P(X) \ {∅}; под Fin(X) понимаем семейство всех конечных

множеств из P ′(X), т. е. семейство всех непустых конечных п/м X.
Если A и B — множества, то через BA обозначаем (см. [24, гл. II, §6]) множество всех

отображений из A в B; выражения f ∈ BA и f : A → B тождественны (как обычно, при
f ∈ BA и a ∈ A в виде f(a) ∈ B имеем значение f в точке a). Если A и B — множества, f ∈ BA

и C ∈ P(A), то f1(C)
△
= {f(x) : x ∈ C} ∈ P(B) есть образ C при действии f ; прообразы п/м B

далее обозначаются традиционно.

Если M — множество и M ∈ P ′(P(M)), то CM[M]
△
= {M \M : M ∈ M} ∈ P ′(P(M)) есть

семейство, двойственное к M. Кроме того, каждому непустому семейству A и множеству B

сопоставляется след A|B
△
= {A∩B : A ∈ A} ∈ P ′(P(B)) семейства A на B. Для произвольного

непустого семейства X используем семейства {∪}(X), {∩}(X), {∪}♯(X) и {∩}♯(X), определяе-
мые в [16, разд. 2] (семейства всех объединений подсемейств X, всех пересечений непустых
подсемейств X, конечных объединений и конечных пересечений множеств из X).

Как обычно, R — вещественная прямая, N
△
= {1; 2; . . .} ∈ P ′(R); 1, n

△
= {k ∈ N | k 6 n} при

n ∈ N. Полагаем, что натуральные числа — элементы N — не являются множествами, и для
всяких множества H и числа n ∈ N вместо H1,n используем более традиционное Hn (что, с
учетом вышеупомянутой оговорки в отношении N, не приводит к двусмысленности), получая
множество всех кортежей (hi)i∈1,n, hj ∈ H ∀j ∈ 1, n.

Специальные семейства; π-системы и их частные случаи. До конца настоящего
раздела фиксируем непустое множество I и полагаем, что

π[I]
△
= {I ∈ P ′

(P(I)) | (∅ ∈ I)&(I ∈ I)&(A ∩B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I)}; (1.1)

(1.1) есть семейство всех π-систем п/м I с “нулем” и “единицей”. Отметим некоторые подсе-
мейства (1.1):

π♯
∗[I]

△
=
{

L ∈ π[I] | ∀L1 ∈ L ∀L2 ∈ L ∀L3 ∈ L
(

(L1 ∩ L2 ̸=∅)&(L2 ∩ L3 ̸=∅)&(L1 ∩ L3 ̸=∅)
)

=⇒ (L1 ∩ L2 ∩ L3 ̸= ∅)
}

, (1.2)

π̃0
[I]

△
=
{

L ∈ π[I] | ∀L ∈ L ∀x ∈ I \ L ∃Λ ∈ L : (x ∈ Λ)&(Λ ∩ L = ∅)
}

(1.3)

(в (1.3) определено семейство всех отделимых π-систем; π-системы из семейства (1.2) играют
(см. [23]) важную роль в вопросах, связанных с суперкомпактностью пространств у/ф). При
L ∈ π[I], A ∈ P(I) и n ∈ N имеем

∆n(A,L) △
=

{

(Li)i∈1,n ∈ Ln
∣

∣

(

A =

n
∪

i=1

Li

)

&(Lp ∩ Lq = ∅ ∀p ∈ 1, n ∀q ∈ 1, n \ {p})
}

(1.4)

(элементы (1.4) — упорядоченные конечные разбиения A множествами из L). В виде

Π[I]
△
= {L ∈ π[I] | ∀L ∈ L ∃n ∈ N : ∆n(I \ L,L) ̸= ∅} ∈ P ′

(π[I]) (1.5)
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имеем семейство всех полуалгебр (см. [25, гл. I]) п/м I. Полагаем также Π
♯
∗[I]

△
= Π[I] ∩ π♯

∗[I]. В
виде

(LAT)0[I]
△
= {I ∈ π[I] | A ∪B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I} (1.6)

имеем семейство всех решеток п/м I с “нулем” и “единицей” (сами же π-системы являются в
силу (1.1) полурешетками п/м I). Ясно, что

(alg)[I]
△
= {A ∈ π[I] | I \A ∈ A ∀A ∈ A} ∈ P ′

((LAT)0[I]), (1.7)

(top)[I]
△
=

{

τ ∈ π[I]
∣

∣

∪

G∈G
G ∈ τ ∀G ∈ P ′

(τ)
}

∈ P ′
((LAT)0[I]), (1.8)

(clos)[I]
△
= {CI[τ ] : τ ∈ (top)[I]} ∈ P ′

((LAT)0[I]). (1.9)

Итак, введены соответственно семейства, элементами которых являются алгебры п/м I,
топологии на I и семейства замкнутых множеств, отвечающих топологиям на I. Заметим, что
(1.2), (1.3), (1.5)–(1.9) определяют подсемейства (1.1). Таким образом, π-системы определяют
очень общий класс семейств п/м I, объединяющий многие конкретные и широко используе-
мые варианты подсемейств P(I). При этом полуалгебры п/м I не являются, вообще говоря,
решетками п/м I, но являются (см. (1.5)) π-системами.

Базы и предбазы топологий. Если J ∈ P ′(P(I)), то в виде

(COV)[I | J ]
△
=

{

I ∈ P ′
(J )

∣

∣ I =

∪

I∈I
I
}

имеем семейство всех покрытий I множествами из J .
Если τ ∈ (top)[I] и A ∈ P(I), то через cl(A, τ) обозначаем замыкание множества A в ТП

(I, τ). В дальнейшем (BAS)[I], (cl− BAS)[I], (p−BAS)[I] и (p−BAS)cl[I] понимаются в смысле
[23, разд. 2] (семейства открытых и замкнутых баз и предбаз; имеются в виду базы и предбазы,
порождающие каждая некоторую открытую или замкнутую (см. [26, с. 98]) топологию на I).
При этом, конечно, ({∪}(B) ∈ (top)[I] ∀B ∈ (BAS)[I])&({∩}(B̃) ∈ (clos)[I] ∀B̃ ∈ (cl− BAS)[I]).
Если τ ∈ (top)[I], то (τ − BAS)0[I], (cl− BAS)0[I; τ ], (p − BAS)0[I; τ ] и (p − BAS)0cl[I; τ ] так-
же понимаются далее в смысле [23, разд. 2] (семейства открытых и замкнутых баз и предбаз
конкретного ТП (I, τ)). Следуя [23, (2.15)], введем семейство ((SC) − p − BAS)[I] всех супер-
компактных открытых предбаз топологий на I. Если же τ ∈ (top)[I], то ((SC)−p−BAS)0[I; τ ]
понимается в смысле [23, (2.16)]: ((SC)−p−BAS)0[I; τ ] = ((SC)−p−BAS)[I]∩ (p−BAS)0[I; τ ].
Тогда (см. [23, (2.14), (2.17)]) в виде

((SC)− top)[I]
△
= {τ ∈ (top)[I] | ((SC)− p− BAS)0[I; τ ] ̸= ∅}

получаем семейство всех топологий на I, превращающих I в суперкомпактное ТП (см. [17, гл.
VII, §4; 18]). Суперкомактные T2-пространства именуются суперкомпактами (см. [22, c. 64]).
Если J ∈ P ′(P(I)), то

(Cen)[J ]
△
=

{

C ∈ P ′
(J )

∣

∣

∩

C∈K
C ̸= ∅ ∀K ∈ Fin(C)

}

. (1.10)

Центрированные семейства, базы фильтров. В настоящем пункте фиксируем I ∈
π[I], имея в виде (I, I) широко понимаемое ИП. Полагаем далее, что

β0
[I] △

= {J ∈ P ′
(I) | (∅ /∈ J )&(∀J1 ∈ J ∀J2 ∈ J ∃J3 ∈ J : J3 ⊂ J1 ∩ J2)}, (1.11)

получая семейство всех баз фильтров (БФ) ИП (I, I). Кроме того, согласно (1.10)

(Cen)[I] =
{

Z ∈ P ′
(I)

∣

∣

∩

Z∈K
Z ̸= ∅ ∀K ∈ Fin(Z)

}

; (1.12)
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в (1.12) имеем семейство всех центрированных подсемейств π-системы I. Из (1.11) и (1.12)
легко следует, что

β0
[I] ⊂ (Cen)[I]. (1.13)

В свою очередь (1.13) дополняется очевидным свойством

{∩}♯(Z) ∈ β0
[I] ∀Z ∈ (Cen)[I]. (1.14)

Свойства (1.11)–(1.14) будут дополнены положениями, касающимися сцепленности.

2. Сцепленные семейства

Фиксируем в дальнейшем непустое множество E, обозначая через P ′(P(E)) семейство всех
непустых подсемейств P(E). Фиксируем до конца настоящего раздела L ∈ P ′(P(E)), получая
непустое семейство п/м E. В качестве

⟨L − link⟩[E]
△
= {E ∈ P ′

(L) | Σ1 ∩ Σ2 ̸= ∅ ∀Σ1 ∈ E ∀Σ2 ∈ E} (2.1)

имеем семейство всех сцепленных подсемейств L. Известное (см. [17–20;22]) свойство сцеплен-
ности отражено в (2.1). Тогда

⟨L − link⟩0[E]
△
= {E ∈ ⟨L − link⟩[E] | ∀S ∈ ⟨L − link⟩[E] (E ⊂ S) ⇒ (E = S)} (2.2)

есть семейство всех максимальных сцепленных подсемейств L или всех максимальных сцеп-
ленных систем (МСС) в L. Из (2.1), (2.2) легко следует, что

⟨L − link⟩0[E] = {E ∈ ⟨L − link⟩[E] | ∀L ∈ L (L ∩ Σ ̸= ∅ ∀Σ ∈ E) ⇒ (L ∈ E)}. (2.3)

Предложение 2.1. Каждое сцепленное подсемейство L мажорируется некоторой МСС
в L, т. е. ∀E ∈ ⟨L − link⟩[E] ∃S ∈ ⟨L − link⟩0[E] : E ⊂ S.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть E ∈ ⟨L − link⟩[E] и

Ω
△
= {Ẽ ∈ ⟨L − link⟩[E] | E ⊂ Ẽ}. (2.4)

Из (2.4) следует, что Ω ̸= ∅, так как E ∈ Ω. Под ⊑ △
= {z ∈ Ω × Ω | pr1(z) ⊂ pr2(z)} понимаем

обычную упорядоченность по включению: (A ⊑ B) ⇐⇒ (A ⊂ B) при A ∈ Ω и B ∈ Ω.

В виде (⊑ −MAX)[Ω]
△
= {X ∈ Ω | ∀Y ∈ Ω (X ⊂ Y) ⇒ (X = Y)} имеем множество всех ⊑ —

максимальных элементов Ω. Пусть L — непустое линейно упорядоченное (в смысле (Ω,⊑))
подсемейство Ω, а Y есть объединение всех семейств из L; ясно, что Y ∈ P ′(L). С учетом
линейной упорядоченности L и (2.4) устанавливается сцепленность Y, а точнее, свойство Y ∈
⟨L−link⟩[E]. Как следствие Y ∈ Ω; более того, Y есть мажоранта L в смысле (Ω,⊑). Поскольку
L выбиралось произвольно, установлено, что каждое линейно упорядоченное подсемейство Ω

обладает мажорантой и по лемме Цорна (⊑ −MAX)[Ω] ̸= ∅. Пусть W ∈ (⊑ −MAX)[Ω]. В
частности, W ∈ ⟨L−link⟩[E] (см. (2.4)). Пусть M ∈ ⟨L−link⟩[E] таково, что W ⊂ M. Поскольку
E ⊂ W ⊂ M, то M ∈ Ω (см. (2.4)) и, как следствие максимальности W, имеем равенство
W = M. Поскольку выбор M был произвольным, W ∈ ⟨L − link⟩0[E] : E ⊂ W . �

Заметим, что {L} ∈ ⟨L − link⟩[E] ∀L ∈ L \ {∅}. Тогда из предложения 2.1 следует, что
(L \ {∅} ̸= ∅) =⇒ (⟨L − link⟩0[E] ̸= ∅). Отметим, что в качестве L может использоваться
π-система п/м E. Данный случай представляется наиболее интересным, и мы его рассмотрим
специально в связи с фильтрами и у/ф.
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3. Фильтры и ультрафильтры π-систем

В пределах настоящего раздела фиксируем π-систему L ∈ π[E], где E ̸= ∅. Отметим
одно очевидное свойство, привлекая определения двух предыдущих разделов. Итак, β0[L] ⊂
⟨L − link⟩[E]; следовательно, БФ сцеплены. Данное свойство дополняет (1.14). В виде

F
∗(L) △

=
{

F ∈ P ′(L) | (∅ /∈ F)&(A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F)

&(∀F ∈ F ∀L ∈ L (F ⊂ L) =⇒ (L ∈ F))
}

(3.1)

имеем семейство всех фильтров (широко понимаемого) ИП (E,L). Ясно, что {L ∈ L | ∃B ∈
B : B ⊂ L} ∈ F

∗(L) при B ∈ β0[L] (стандартная операция с применением БФ). Далее,

F
∗
0(L)

△
= {U ∈ F

∗(L) | ∀F ∈ F
∗(L) (U ⊂ F) =⇒ (U = F)}

= {U ∈ F
∗(L) | ∀L ∈ L (L ∩ U ̸= ∅ ∀U ∈ U) ⇒ (L ∈ U)}

= {U ∈ (Cen)[L] | ∀Ũ ∈ (Cen)[L] (U ⊂ Ũ) ⇒ (U = Ũ)} (3.2)

есть семейство всех у/ф ИП (E,L). Из (3.2) видно, что данные у/ф суть максимальные цен-
трированные подсемейства L — и только они. Подобно предложению 2.1 проверяется, что

∀F ∈ F
∗
(L) ∃U ∈ F

∗
0(L) : F ⊂ U . (3.3)

Вместе с тем (L − triv)[x]
△
= {L ∈ L | x ∈ L} ∈ F

∗(L) ∀x ∈ E. В этом случае (см. (3.3))
F
∗
0(L) ̸= ∅ и

((L − triv)[x] ∈ F
∗
0(L) ∀x ∈ E) ⇐⇒ (L ∈ π̃0

[E]) (3.4)

(см. [27, (5.9)]). В (3.4) указаны необходимые и достаточные условия максимальности триви-

альных фильтров. Напомним, что (см. [16, разд. 3]) ΦL(L)
△
= {U ∈ F

∗
0(L) | L ∈ U} при L ∈ L.

Тогда

(UF)[E;L] △
= {ΦL(L) : L ∈ L} ∈ π[F∗

0(L)]

и, в частности, (UF)[E;L] ∈ (BAS)[F∗
0(L)]. Топология (стоуновского типа)

T
∗
L[E]

△
= {∪}((UF)[E;L]) ∈ (top)[F

∗
0(L)] (3.5)

превращает F
∗
0(L) в нульмерное (см. [3, разд. 6.2]) T2-пространство

(F
∗
0(L),T∗

L[E]) (3.6)

(если L ∈ (alg)[E], то (3.6) — нульмерный компакт, т. е. нульмерное компактное T2-простран-
ство), в котором все множества из (UF)[E;L] открыто-замкнуты (см. [16, (3.3)]). Другая схема
оснащения F

∗
0(L) связана с множествами

F
♮
C
[L | H]

△
= {U ∈ F

∗
0(L) | ∃U ∈ U : U ⊂ H} ∀H ∈ P(E).

При этом, как легко видеть (см. [16, (3.3)]),

F♮
C
[L] △

= {F♮
C
[L | Λ]: Λ ∈ CE [L]} = CF

∗
0
(L)[(UF)[E;L]] ∈ (cl− BAS)0[F

∗
0(L);T∗

L[E]].

С другой стороны, F♮
C
[L] ∈ (p− BAS)[F∗

0(L)] (см. [23, (3.9)]) определяет следующую топологию
волмэновского типа:

T
0
L⟨E⟩ △

= {∪}({∩}♯(F♮
C
[L])) ∈ (top)[F

∗
0(L)]. (3.7)
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Топология (3.7) превращает F
∗
0(L) в компактное T1-пространство

(F
∗
0(L),T0

L⟨E⟩). (3.8)

Топологии (3.5) и (3.7) сравнимы (см. [16, разд. 7]): T0
L⟨E⟩ ⊂ T

∗
L[E]. В виде

(F
∗
0(L),T0

L⟨E⟩,T∗
L[E]) (3.9)

имеем БТП (в связи с исследованием БТП отметим монографию [2]). В [4;15;16] указаны кон-
кретные условия на L, при которых БТП (3.9) является вырожденным (когда топологии (3.5),
(3.7) совпадают) и, напротив, невырожденным. Однако и в весьма общем случае L ∈ π̃0[E]

оказывается (см. [4, предложение 7.1]), что ТП (3.6) и (3.8) в определенном смысле “близ-
ки”. Данная “близость” касается вопросов, связанных с погружением E в F

∗
0(L). Обратимся к

упомянутым положениям работы [4], полагая до конца настоящего раздела, что L ∈ π̃0[L], и
учитывая (3.4): в нашем случае (L − triv)[x] ∈ F

∗
0(L) ∀x ∈ E. Тогда согласно [4, предложе-

ние 7.1]

cl({(L − triv)[x] : x ∈ L},T0
L⟨E⟩)

= cl({(L − triv)[x] : x ∈ L},T∗
L[E]) = ΦL(L) ∀L ∈ L. (3.10)

Из (3.10) вытекает тот факт, что E погружается в F
∗
0(L) в виде множества, всюду плотного

как в ТП (3.6), так и в смысле ТП (3.8). Грубо говоря, имеем “плотное погружение” в смысле
БТП (3.9). Заметим, что в [4, теорема 7.1] указано применение (3.10) для построения ОЭ,
допустимых в смысле соблюдения ОАХ в абстрактной задаче о достижимости. При E ∈ P ′(L)

F
∗
0(L | E) △

= {U ∈ F
∗
0(L) | E ⊂ U} =

∩

Σ∈E
ΦL(Σ). (3.11)

Множество (3.11) используется ниже при построении расширений в классе у/ф; последние
играют роль ОЭ в абстрактной задаче о достижимости.

4. Сцепленность и свойство суперкомпактности

В отношении E и L сохраняем предположения разд. 3 (E ̸= ∅ и L ∈ π[E]). При этих
условиях используем (2.1)–(2.3), учитывая свойство [23, (4.2)]:

F
∗
0(L) = {U ∈ ⟨L − link⟩0[E] | A ∩B ∈ U ∀A ∈ U ∀B ∈ U}. (4.1)

Заметим, что (см. (3.3), (3.4), (4.1)) ⟨L − link⟩0[E] ̸= ∅. Следуя [23, (4.3)], полагаем, что

(⟨L − link⟩0[E|L] △
= {E ∈ ⟨L − link⟩0[E] | L ∈ E} ∀L ∈ L)

&(⟨L − link⟩0op[E|H]
△
= {E ∈ ⟨L − link⟩0[E] | ∃Σ ∈ E : Σ ⊂ H} ∀H ∈ P(E)). (4.2)

С использованием множеств (4.2) конструируются (см. [16, (4.9)]) непустые семейства Ĉ0
op[E;L]

и Ĉ∗
0[E;L] п/м ⟨L − link⟩0[E]; данные семейства находятся в двойственности (см. [16, (4.10)]).

При этом (см. [16, разд. 4]) Ĉ0
op[E;L] ∈ (p− BAS)[⟨L − link⟩0[E]] порождает суперкомпактную

(см. [23, (4.6)]) топологию

T0⟨E|L⟩ △
= {∪}({∩}♯(Ĉ0

op[E;L])) ∈ ((SC)− top)[⟨L − link⟩0[E]] (4.3)

волмэновского типа, причем (см. [23, (4.7)])

Ĉ0
op[E;L] ∈ ((SC)− p− BAS)0[⟨L − link⟩0[E];T0⟨E|L⟩] (4.4)
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(в связи с (4.3), (4.4) см. разд. 1). Относительно Ĉ∗
0[E;L] напомним [16, предложение 5.1]. В

виде

(⟨L − link⟩0[E];T0⟨E|L⟩) (4.5)

имеем (см. [23, разд. 4]) суперкомпактное T1-пространство, для которого (3.8) является под-
пространством, так как (см. (4.3), (4.5), [23, (4.10)])

T
0
L⟨E⟩ = T0⟨E|L⟩|F∗

0
(L). (4.6)

Кроме того (см. [16, разд. 6]), Ĉ∗
0[E;L] ∈ (p− BAS)[⟨L − link⟩0[E]], а топология

T∗⟨E|L⟩ △
= {∪}({∩}♯(Ĉ∗

0[E;L])) ∈ top[⟨L − link⟩0[E]]

превращает (см. [16, предложения 6.4]) ⟨L − link⟩0[E] в нульмерное T2-пространство

(⟨L − link⟩0[E],T∗⟨E|L⟩); (4.7)

ТП (3.6) является подпространством (4.7), поскольку (см. [23, (4.12)])

T
∗
L[E] = T∗⟨E|L⟩|F∗

0
(L). (4.8)

Наконец (см. [16, предложения 7.1]) имеем T0⟨E|L⟩ ⊂ T∗⟨E|L⟩, а тогда триплет

(⟨L − link⟩0[E],T0⟨E|L⟩,T∗⟨E|L⟩) (4.9)

есть БТП. В силу (4.6), (4.8) БТП (3.9) можно рассматривать как подпространство (4.9).

До конца настоящего раздела полагаем, если не оговорено противное, что L ∈ π♯
∗[E]. Тогда

согласно [23, (5.3)]

F
∗
0(L) = ⟨L − link⟩0[E]. (4.10)

В этом случае (см. (4.6), (4.8), (4.10)) имеем совпадение БТП (3.9) и (4.9), так как

(T
0
L⟨E⟩ = T0⟨E|L⟩)&(T

∗
L[E] = T∗⟨E|L⟩). (4.11)

З а м е ч а н и е. В [23] указаны содержательные примеры реализации свойства L ∈ π♯
∗[E].

В частности, при их построении могут использоваться конструкции на основе декартовых
произведений. Характерные случаи реализации (4.10), (4.11) касаются при этом ситуации,
когда L есть полуалгебра множеств.

Предложение 4.1. Справедливо равенство (Cen)[L] = ⟨L − link⟩[E].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M ∈ ⟨L − link⟩[E]. Тогда в силу предложения 2.1 имеем
для некоторой МСС U ∈ ⟨L − link⟩0[E] свойство M ⊂ U . С учетом (4.10) можно утверждать,
что U ∈ F

∗
0(L), в том числе, U ∈ F

∗(L). Согласно (3.1) получаем рассуждением по индукции,
что

m
∩

k=1

Uk ∈ U ∀m ∈ N ∀(Uk)k∈1,m ∈ Um.

В частности, при n ∈ N и (Mi)i∈1,n ∈ Mn пересечение всех множеств Mi, i ∈ 1, n, содержится
в U , а потому (см. (3.1)) непусто. Поскольку M ∈ P ′(L) в силу (2.1), имеем, что M ∈ (Cen)[L]
(см. (2.13)). Итак, ⟨L − link⟩[E] ⊂ (Cen)[L]. Противоположное вложение очевидно (см. (1.12),
(2.1)). �

Предложение 4.2. Если E ∈ ⟨L − link⟩[E], то
∩

Σ∈E
ΦL(Σ) ̸= ∅.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем E ∈ ⟨L − link⟩[E], получая вследствие предложения

4.1 свойство E ∈ (Cen)[L]. Рассмотрим семейство N
△
= {ΦL(Σ): Σ ∈ E} ∈ P ′(P(F∗

0(L))). Легко
видеть, что N ∈ ⟨(UF)[E;L]−link⟩[F∗

0(L)]. Учтем (4.10), (4.11). При этом (см. [16, (6.6)]) в нашем
случае (UF)[E;L] = Ĉ∗

0[E;L]. Теперь используем [16, предложение 5.1]: исходя из сцепленности
N и [16, (5.1)] получаем, что пересечение всех множеств из N непусто, откуда и вытекает
требуемое утверждение. �

Предложение 4.3. Вернемся к общему случаю L ∈ π[E]. Эквивалентны следующие ус-
ловия: 1) L ∈ π♯

∗[E]; 2) (Cen)[L] = ⟨L − link⟩[E].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Импликация 1) ⇒ 2) следует из предложения 4.1. Пусть истинно
2), т. е. (Cen)[L] и ⟨L − link⟩[E] совпадают. Выберем произвольно L1 ∈ L, L2 ∈ L и L3 ∈ L со

свойствами (L1∩L2 ̸= ∅)&(L2∩L3 ̸= ∅)&(L1∩L3 ̸= ∅). Тогда L
△
= {L1;L2;L3} ∈ ⟨L− link⟩[E],

а потому L ∈ (Cen)[L] и, следовательно L1 ∩ L2 ∩ L3 ̸= ∅. Получили свойство истинности
требуемой импликации

((L1 ∩ L2 ̸= ∅)&(L2 ∩ L3 ̸= ∅)&(L1 ∩ L3 ̸= ∅)) ⇒ (L1 ∩ L2 ∩ L3 ̸= ∅).

Поскольку выбор L1, L2, L3 был произвольным, имеем в силу (1.2) свойство L ∈ π♯
∗[E]. Итак,

2) ⇒ 1). �

5. Связь с конструкциями расширений

В настоящем разделе рассмотрим некоторые применения (3.10), фиксируя L ∈ Π[E]. Итак,
пусть (E,L) есть ИП с полуалгеброй множеств. Тогда (см. [28, разд. 4]) ТП (3.6) — это непустой
нульмерный компакт со свойством (3.10).

Пусть (H, τ), H ̸= ∅, является T2-пространством (фиксированным в настоящем разделе)
и f ∈ H

E . Рассматриваем f как своеобразное целевое отображение. Обратимся к вопросам,
связанным с представлением множеств cl(f1(L), τ), где L ∈ L. Условимся о следующем общем
соглашении: если X и Y — непустые множества, τ1 ∈ (top)[X] и τ2 ∈ (top)[Y ], то

C(X, τ1, Y, τ2)
△
= {g ∈ Y X | g−1

(G) ∈ τ1 ∀G ∈ τ2}

(множество всех отображений из X в Y , непрерывных в смысле топологий τ1 и τ2). Отметим,
что (см. (1.5), (3.4)) определен оператор

ζ
△
= ((L − triv)[x])x∈E ∈ F

∗
0(L)E .

При этом ζ1(A) = {(L − triv)[x] : x ∈ A} ∈ P(F∗
0(L)) ∀A ∈ P(E).

Предложение 5.1. Пусть g ∈ C(F∗
0(L),T∗

L[E],H, τ) и при этом f = g ◦ ζ, тогда

g1(ΦL(L)) = cl(f
1
(L), τ) ∀L ∈ L.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку ТП (3.6) компактно, а (H, τ) есть T2-пространство,
то (см. [3, 3.1.12]) отображение g замкнуто, а потому (см. [29, (2.8.4)])

g1(cl(M,T∗
L[E])) = cl(g1(M), τ) ∀M ∈ P(F

∗
0(L)). (5.1)

Пусть L ∈ L. Тогда по выбору g имеем равенство f
1(L) = g1(ζ1(L)). С учетом (5.1) по-

лучаем цепочку равенств g1(cl(ζ1(L),T∗
L[E])) = cl(g1(ζ1(L)), τ) = cl(f1(L), τ). В силу (3.10)

cl(ζ1(L),T∗
L[E]) = ΦL(L), а потому g1(ΦL(L)) = cl(f1(L), τ). Так как выбор L был произволь-

ным, требуемое свойство установлено. �
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Заметим, что предложение 5.1 допускает естественное обобщение, использующее [30, пред-
ложение 1], а именно: при g ∈ C(F∗

0(L),T∗
L[E],H, τ) истинна импликация

(f = g ◦ ζ) =⇒ (g1({U ∈ F
∗
0(L) | A ∩B ̸= ∅ ∀B ∈ U}) = cl(f

1
(A), τ) ∀A ∈ P(E)). (5.2)

В связи с (5.2) и предложением 5.1 отметим некоторые положения [5], связанные с расширени-
ем задачи о достижимости с ОАХ. Используя [5, определение 5.1], применим (as)[E;Y ; τ̃ ; f ; E ]
работы [5] при E ∈ P ′(P(E)) и следующих вариантах (Y, τ̃ , f) : 1) (Y, τ̃) = (F∗

0(L),T∗
L[E]) и

f = ζ; 2) (Y, τ̃) = (H, τ) и f = f . В связи с вариантом 1) отметим, что у/ф ИП (E,L) иг-
рают роль ОЭ, а у/ф, являющиеся точками (as)[E;F∗

0(L); T
∗
L[E]; ζ; E ], суть допустимые (в

смысле ОАХ E) ОЭ. В случае 2) имеем множество притяжения (МП), “заменяющее” обычное
множество достижимости (случай, когда E — синглетон).

Напомним о компактности ТП (3.8). По аналогии с предложением 5.1 получаем при g ∈
C(F∗

0(L),T0
L⟨E⟩,H, τ), что

(f = g ◦ ζ) =⇒ (g1(ΦL(L)) = cl(f
1
(L), τ) ∀L ∈ L); (5.3)

разумеется, мы учитываем (3.10) (полезно отметить, что (5.3) имеет место и в более общем
случае L ∈ π̃0[E] по свойствам ТП (3.8)).

Напомним также, что набор (K, t, p, q), где (K, t) — компактное ТП, p ∈ KE , q ∈ C(K, t,
H, τ) и f = q◦p, в [7] был назван компактификатором. Используя компактификатор (K, t, p, q),
можно представить (as)[E;H; τ ; f ; E ], где E ∈ P ′(P(E)), в виде

(as)[E;H; τ ; f ; E ] = q1((as)[E;K; t; p; E ]). (5.4)

При условиях на отображение g, сформулированных в предложении 5.1, мы в виде (F∗
0(L),

T
∗
L[E], ζ, g) имеем компактификатор, а потому реализуется соответствующий вариант (5.4),

обеспечивающий представление основного МП в T2-пространстве (H, τ) как непрерывный об-
раз вспомогательного МП; последнее есть множество всех допустимых ОЭ. Рассмотрим один
вариант компактификатора, имея целью конкретизацию представлений на основе (5.2) и пред-
ложения 5.1. В этой связи обратимся сначала к множеству Flim[E;L;H; τ ], определяемому в
[30, (5.1)] в терминах сходимости образов у/ф из F

∗
0(L). Если

f ∈ Flim[E;L;H; τ ], (5.5)

то получено отображение φlim[f ] ∈ H
F
∗
0
(L) (см. [30, §5]), реализующее при U ∈ F

∗
0(L) в виде

φlim[f ](U) обобщенный предел БФ f
1[U ] ∈ β0[P(H)] в ТП (H, τ); предел БФ устанавливается

при этом в соответствии с известной схемой [8, гл.I]. Заметим, что (см. [30, (5.6)]) f = φlim[f ] ◦
ζ (учитываем, что Π[E] ⊂ π̃0[E] в силу (1.5)). Полагаем до конца настоящего раздела, что
(H, τ) — это регулярное ТП, т. е. T1- и T3-пространство одновременно. Тогда (см. [30, (5.5)])

φlim[f ] ∈ C(F
∗
0(L),T∗

L[E],H, τ); (5.6)

(F∗
0(L),T∗

L[E], ζ, φlim[f ]) есть компактификатор. Из (5.6) и предложения 5.1 вытекает, что

φlim[f ]
1
(ΦL(L)) = cl(f

1
(L), τ) ∀L ∈ L. (5.7)

В свою очередь из (5.2) и (5.6) выводим более общее свойство:

φlim[f ]
1
({U ∈ F

∗
0(L) | A ∩B ̸= ∅ ∀B ∈ U}) = cl(f

1
(A), τ) ∀A ∈ P(E). (5.8)

Здесь напомним с учетом (5.5) и компактности ТП (3.6), что согласно [30, предложение 7] при
E ∈ P ′(L)

(as)[E;H; τ ; f ; E ] = φlim[f ]
1
(F

∗
0(L | E)), (5.9)
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где (см. [30, §2]) F
∗
0(L | E) = {U ∈ F

∗
0(L) | E ⊂ U} (напомним также [30, теорема 1] в связи

с представлением МП для случая, когда E является произвольным непустым направленным
семейством п/м E). Наряду с МП, реализуемым в (5.9), представляет интерес пересечение всех
множеств cl(f1(L), τ), L ∈ E . В случае, когда E ∈ P ′(L) — направленное семейство (имеется в
виду свойство ∀Σ1 ∈ E ∀Σ2 ∈ E ∃Σ3 ∈ E : Σ3 ⊂ Σ1 ∩ Σ2), упомянутое пересечение совпадает с
МП (5.9) (см. [27, (3.7)]). Отметим относительно представления упомянутого множества-пере-
сечения в общем случае, что согласно (5.7)

∩

Σ∈E
cl(f

1
(Σ), τ) =

∩

Σ∈E
φlim[f ]

1
(ΦL(Σ)) ∀E ∈ P ′

(L). (5.10)

В свою очередь из (5.8) выводим обобщение (5.10):

∩

Σ∈E
cl(f

1
(Σ), τ) =

∩

Σ∈E
φlim[f ]

1
({U ∈ F

∗
0(L) | Σ ∩B ̸= ∅ ∀B ∈ U}) ∀E ∈ P ′

(P(E)) (5.11)

(в связи с (5.11) полезно напомнить построения [27, разд. 7] и [30, предложение 3]). Заметим,
что при E ∈ P ′(P(E)) элементы пересечения всех множеств cl(f1(Σ), τ), Σ ∈ E , имеют сле-
дующий смысл: они универсально реализуемы (в пределе) при стандартных ограничениях в
виде каждого множества из E . А именно каждый такой универсально реализуемый элемент H

допускает сколь угодно точное (в смысле топологии τ) приближение элементами f(x), x ∈ Σ,
при любом выборе Σ ∈ E . В частности, такие элементы могут представлять интерес в усло-
виях неопределенности относительно конкретной реализации Σ. В этом плане представляется
полезным изучение условий существования универсально реализуемых элементов H. Мы огра-
ничимся рассмотрением этих условий для случая E ⊂ L.

Напомним, что согласно предложению 4.1

(L ∈ Π
♯
∗[E]) =⇒ ((Cen)[L] = ⟨L − link⟩[E]). (5.12)

С учетом (5.12) полагаем до конца настоящего раздела, что

L ∈ Π
♯
∗[E]. (5.13)

Тогда получаем из (5.12), (5.13) равенство (Cen)[L] = ⟨L − link⟩[E], а потому в соответствии с
(1.14)

{∩}♯(E) ∈ β0
[L] ∀E ∈ ⟨L − link⟩[E]. (5.14)

Как следствие имеем из [27, (3.7)] равенство

(as)[E;H; τ ; f ; E ] =
∩

Σ∈{∩}♯(E)

cl(f
1
(Σ), τ) ∀E ∈ ⟨L − link⟩[E]. (5.15)

Из (5.10) и (5.15) вытекает с очевидностью, что

(as)[E;H; τ ; f ; E ] ⊂
∩

Σ∈E
φlim[f ]

1
(ΦL(Σ)) ∀E ∈ ⟨L − link⟩[E]. (5.16)

Предложение 5.2. Если E ∈ ⟨L − link⟩[E], то (as)[E;H; τ ; f ; E ] ̸= ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем свойство E ∈ (Cen)[L], а тогда исходя из (5.14) {∩}♯(E) ∈
β0[L] (свойство БФ: см. (1.11)). Имеем равенство (5.15). Воспользуемся (5.7), учитывая оче-
видное в силу (3.1), (3.2) равенство F

∗
0(L | E) = F

∗
0(L | {∩}♯(E)). По основному свойству БФ

полагаем теперь, что (см. [30, (2.7)]) F △
= {L ∈ L | ∃Σ ∈ {∩}♯(E) : Σ ⊂ L} ∈ F

∗(L), причем
E ⊂ {∩}♯(E) ⊂ F . Согласно (3.3) получаем для некоторого у/ф L ∈ F

∗
0(L) вложение F ⊂ L. По-

этому E ⊂ L и, следовательно, L ∈ F
∗
0(L | E). Но тогда (см. (5.9)) φlim[f ](L) ∈ (as)[E;H; τ ; f ; E ].

Требуемое свойство (as)[E;H; τ ; f ; E ] ̸= ∅ установлено. �
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Из (5.16) и предложения 5.2 вытекает, что (при условии (5.13))
∩

Σ∈E
φlim[f ]

1
(ΦL(Σ)) =

∩

Σ∈E
cl(f

1
(Σ), τ) ̸= ∅ ∀E ∈ ⟨L − link⟩[E]. (5.17)

Заметим, что с точки зрения (5.17) и предложения 5.2 наиболее существенными среди условий
представляются (5.5) и (5.13). В связи с (5.5) отметим построения [27, разд. 8], связанные
с ярусными отображениями, ограничиваясь сейчас для простоты частным случаем ярусных
вещественнозначных функций.

Итак, пусть до конца настоящего раздела H = R
Γ, где Γ — непустое множество. Через

τR обозначаем обычную | · |-топологию R, получая, в частности, регулярное ТП (R, τR). Тогда
топология ⊗Γ(τR) тихоновской степени (R, τR) (при использовании Γ в качестве индексного
множества) превращает H в регулярное ТП (см. [3, 2.3.11]) (RΓ,⊗Γ(τR)) = (H,⊗Γ(τR)). Если

f ∈ H
E и γ ∈ Γ, то (см. [27, разд. 8]) f(·)(γ) △

= (f(x)(γ))x∈E ∈ R
E (γ-компонента f).

Введем в рассмотрение множество B(E,L) ∈ P ′(RE), определяемое в [29, (4.3.11)]. Элемен-
ты B(E,L) — равномерные пределы ступенчатых в смысле ИП (E,L) вещественнозначных

функций на E и только они. Функции из B(E,L) именуем ярусными. Тогда B⊗(E,L | Γ) △
=

{f ∈ H
E | f(·)(γ) ∈ B(E,L) ∀γ ∈ Γ} есть множество всех отображений из H

E с ярусными
компонентами. До конца раздела полагаем, что τ = ⊗Γ(τR). В этом случае (см. [27, разд. 8])

B⊗(E,L | Γ) ⊂ Flim[E;L;H; τ ]. (5.18)

Поэтому при f ∈ B⊗(E,L | Γ) имеем (см. (5.15), (5.18)) свойство (5.17) (в связи с (5.13) отме-
тим, что в [23] приведены содержательные примеры реализации данного свойства). Укажем
естественный вариант такого отображения f , фиксируя оператор

γ 7→ fγ : Γ → B(E,L). (5.19)

Тогда полагаем, что f определяется в виде следующего отображения:

x 7→ (fγ(x))γ∈Γ : E → H. (5.20)

Ясно, что в нашем случае f(·)(γ) = fγ ∀γ ∈ Γ. Поэтому (см. (5.19)) реализуется требуемое
свойство f ∈ B⊗(E,L | Γ), обеспечивающее в силу (5.18) справедливость (5.17). Представление
(5.19), (5.20) естественно для конструкций конечно-аддитивной теории меры, которые находят
(см. [11;12]) применение при построении расширений задач о достижимости с ограничениями
импульсного характера.

6. Некоторые обобщения: n-сцепленность (n ∈ N)

Рассмотрим далее естественное развитие конструкций разд. 2. Имеется в виду кратная
сцепленность семейств п/м E. Фиксируем в настоящем разделе семейство L ∈ P ′(P(E)) и
полагаем, что при m ∈ N

⟨L − link⟩[E | m]
△
=

{

E ∈ P ′
(L)

∣

∣

m
∩

i=1

Σi ̸= ∅ ∀(Σi)i∈1,m ∈ Em
}

. (6.1)

Свойство, используемое в (6.1), именуем m-сцепленностью соответствующего подсемейства L.
Ясно, что ⟨L − link⟩[E | 1] = {E ∈ P ′(L) | Σ ̸= ∅ ∀Σ ∈ E} и

⟨L − link⟩[E | 2] = ⟨L − link⟩[E] (6.2)

(см. (2.1), (6.1)). Итак, в (6.1) мы имеем (см. (6.2)) обобщение “обычной” сцепленности. Из
(6.1) легко следует, что

⟨L − link⟩[E | m+ 1] ⊂ ⟨L − link⟩[E | m] ∀m ∈ N. (6.3)
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Кроме того, как легко видеть (см. (1.10), (6.1)),

(Cen)[L] =
∩

n∈N
⟨L − link⟩[E | n]. (6.4)

Из (6.3) и (6.4) следует факт монотонной сходимости последовательности семейств (⟨L −
link⟩[E | k])k∈N к (Cen)[L]. Введем в рассмотрение максимальные кратные сцепленные под-
семейства L: при m ∈ N полагаем

⟨L − link⟩0[E | m]

△
=
{

E ∈ ⟨L − link⟩[E | m]
∣

∣ ∀S ∈ ⟨L − link⟩[E | m] (E ⊂ S) =⇒ (E = S)
}

. (6.5)

Подобно (2.3) непосредственно проверяется, что

⟨L − link⟩0[E |m+ 1] =

{

E ∈ ⟨L − link⟩[E |m+ 1]

∣

∣

∣
∀L ∈ L

(

L ∩
( m
∩

i=1
Σi

)

̸= ∅ ∀(Σi)i∈1,m ∈ Em
)

=⇒ (L ∈ E)
}

∀m ∈ N (6.6)

(в (6.6) используем “сдвиг” кратности на единицу, что будет удобно в свете последующих
построений). По аналогии с предложением 2.1 устанавливается, что

∀m ∈ N ∀E ∈ ⟨L − link⟩[E | m] ∃S ∈ ⟨L − link⟩0[E | m] : E ⊂ S. (6.7)

Ясно также, что при L ∈ L \ {∅} и m ∈ N непременно {L} ∈ ⟨L − link⟩[E | m]. С учетом
(6.7) получаем, что при L \ {∅} ̸= ∅ имеет место свойство ⟨L − link⟩0[E | m] ̸= ∅ ∀m ∈ N.
Отметим простое следствие, касающееся покрытий: если L ∈ (COV)[E | H], где H ∈ P ′(P(E)),
то ⟨L − link⟩0[E | m] ̸= ∅ ∀m ∈ N. Из (6.1) непосредственно устанавливаем, что

(E ∈ L) =⇒ (E ∪ {E} ∈ ⟨L − link⟩[E | m] ∀m ∈ N ∀E ∈ ⟨L − link⟩[E | m]).

Как следствие получаем очевидное свойство:

(E ∈ L) =⇒ (E ∈ E ∀m ∈ N ∀E ∈ ⟨L − link⟩0[E | m]). (6.8)

Из (6.8) выводим полезное добавление к построениям разд. 2: если E ∈ L, то E ∈ E ∀E ∈
⟨L − link⟩0[E]. В этой связи напомним очевидное следствие свойства (6.2):

⟨L − link⟩0[E | 2] = ⟨L − link⟩0[E]. (6.9)

Далее, из (6.3), (6.5) и (6.7) вытекает, что

∀m ∈ N ∀E ∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] ∃Ẽ ∈ ⟨L − link⟩0[E | m] : E ⊂ Ẽ . (6.10)

Из (6.10) получаем естественное свойство вписанности (напомним, что для всякого множества
T и семейств T1 ∈ P(P(T )), T2 ∈ P(P(T ))

(T1 4 T2)
def⇐⇒ (∀T2 ∈ T2 ∃T1 ∈ T1 : T2 ⊂ T1);

символ 4 означает вписанность T2 в T1): при m ∈ N семейство ⟨L − link⟩0[E | m + 1] вписано
в ⟨L − link⟩0[E | m]: ⟨L − link⟩0[E | m] 4 ⟨L − link⟩0[E | m+ 1].
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7. Свойство n-сцепленности подсемейств π-системы (n ∈ N)

В настоящем разделе очень общие конструкции на основе (6.1), (6.5) рассматриваются в
случае L ∈ π[E] с целью последующего исследования свойств у/ф π-системы L. Напомним в
этой связи о возможном применении у/ф в качестве ОЭ при решении абстрактных задач о до-
стижимости в условиях ОАХ. Итак, фиксируем L ∈ π[E], получая свойство ⟨L− link⟩0[E | n] ̸=
∅ ∀n ∈ N. Из определений следует, что (см. (3.1), (6.1))

F
∗
(L) ⊂ ⟨L − link⟩[E | m] ∀m ∈ N. (7.1)

Предложение 7.1. Если m ∈ N, то F
∗
0(L) ⊂ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вводим m ∈ N. Тогда имеем (6.6). Пусть V ∈ F
∗
0(L). В силу

(3.1), (3.2) семейство V замкнуто относительно конечных пересечений. Из (7.1) получаем, что
V ∈ ⟨L − link⟩[E | m+ 1]. Пусть Λ ∈ L таково, что

Λ ∩
(

m
∩

i=1

Σi

)

̸= ∅ ∀(Σi)i∈1,m ∈ Vm. (7.2)

Фиксируем Ṽ ∈ V и полагаем, что Vj
△
= Ṽ ∀j ∈ 1,m. Тогда из (7.2) следует, что Λ ∩ Ṽ ̸= ∅.

Поскольку выбор Ṽ был произвольным, доказано, что Λ ∩ V ̸= ∅ ∀V ∈ V. С учетом (3.2)
получаем, что Λ ∈ V. Установлена импликация

(Λ ∩
(

m
∩

i=1

Σi

)

̸= ∅ ∀(Σi)i∈1,m ∈ Vm
) =⇒ (Λ ∈ V). (7.3)

Поскольку выбор Λ был произвольным, из (6.6) и (7.3) вытекает, что V ∈ ⟨L− link⟩0[E | m+1].
Требуемое свойство доказано. �

В связи с предложением 7.1 отметим, что ⟨L− link⟩0[E | 1] = {L\{∅}} (тем самым поясня-
ется роль “сдвига” на единицу в формулировке последнего утверждения). Напомним свойство
вписанности (6.10), а также то, что E ∈ E ∀m ∈ N ∀E ∈ ⟨L − link⟩0[E | m]. Кроме того, из
определений легко следует (см. (6.1), (6.5)), что ∀m ∈ N ∀E ∈ ⟨L− link⟩0[E | m] ∀Σ ∈ E ∀L ∈ L

(Σ ⊂ L) =⇒ (L ∈ E). (7.4)

Теорема 7.1. Если m ∈ N, то

F
∗
0(L) = {E ∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] | Σ1 ∩ Σ2 ∈ E ∀Σ1 ∈ E ∀Σ2 ∈ E}. (7.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через Ω семейство в правой части (7.5). Тогда из
(3.1), (3.2) и предложения 7.1 вытекает, что F

∗
0(L) ⊂ Ω. Пусть V ∈ Ω. Тогда семейство V ∈ ⟨L−

link⟩0[E | m+1] замкнуто относительно конечных пересечений. С учетом (m+1)-сцепленности
V можно утверждать, что ∅ /∈ V . В соответствии с (7.4) имеем, кроме того, свойство ∀V ∈
V ∀L ∈ L

(V ⊂ L) =⇒ (L ∈ V).

Таким образом, V ∈ F
∗(L) (см. (3.1)). Максимальность V легко следует из (6.5) и (7.1). Итак,

V ∈ F
∗
0(L), чем и завершается проверка вложения Ω ⊂ F

∗
0(L). Теорема доказана. �

Итак, мы получили естественное обобщение (4.1).
Отметим, что согласно (6.1) и (6.5) определено пересечение всех семейств ⟨L−link⟩0[E |m+

1], m ∈ N ; при этом получается подсемейство P ′(L).

Теорема 7.2. Справедливо равенство

F
∗
0(L) =

∩

m∈N
⟨L − link⟩0[E | m+ 1]. (7.6)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом (6.3) и (6.5) проверяется очевидное равенство

∩

m∈N
⟨L − link⟩[E | m] =

∩

m∈N
⟨L − link⟩[E | m+ 1],

а отсюда (см. (6.4), (6.5)) имеет место вложение

∩

m∈N
⟨L − link⟩0[E | m+ 1] ⊂ (Cen)[L]. (7.7)

Пусть V — элемент семейства в правой части (7.6). В этом случае (см. (7.7)) V ∈ (Cen)[L]
и, как следствие, в силу (1.11) {∩}♯(V) ∈ β0[L]. Тогда (см. (3.2), (3.3)) для некоторого у/ф
W ∈ F

∗
0(L)

V ⊂ {∩}♯(V) ⊂ W (7.8)

(используем построения [5, §5]). Пусть n ∈ N. Согласно предложению 7.1 W ∈ ⟨L−link⟩0[E | n+
1] и, в частности, W ∈ ⟨L − link⟩[E | n+ 1]. Поскольку V ∈ ⟨L − link⟩0[E | n+ 1], то (см. (6.5),
(7.8)) V = W, а потому V ∈ F

∗
0(L). Итак,

∩

m∈N
⟨L − link⟩0[E | m+ 1] ⊂ F

∗
0(L).

Противоположное вложение извлекается из предложения 7.1, чем и завершается проверка (7.6).
�

Итак, последовательность ⟨L− link⟩0[E | m+1], m ∈ N, всегда реализует F
∗
0(L) “в пределе”

(см. (7.6)). Представляют интерес случаи, когда F
∗
0(L) = ⟨L− link⟩0[E | m+1], где m ∈ N. Этот

вопрос рассматривается в следующем разделе.

8. Условия n-сцепленной реализации ультрафильтров

В настоящем разделе мы сравниваем множества F
∗
0(L) и ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] при m ∈ N.

Речь пойдет о положениях, подобных (4.10) и предложению 4.1. Напомним, что L ∈ π[E].

Предложение 8.1. Если m ∈ N и E ∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] \ F∗
0(L), то

∃(Σi)i∈1,m+2 ∈ Em+2
:

m+2
∩

i=1

Σi = ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем m и E в соответствии с условиями. В силу теоре-
мы 7.1 имеем для некоторых M1 ∈ E и M2 ∈ E свойство

M1 ∩M2 ∈ L \ E . (8.1)

Тогда согласно (6.6) и (8.1) выводим для некоторого картежа (Λi)i∈1,m ∈ Em свойство

(M1 ∩M2) ∩
(

m
∩

i=1

Λi

)

= ∅. (8.2)

Полагаем теперь, что (Λ̃i)i∈1,m+2 ∈ Em+2 определяется условиями

(Λ̃j
△
= Λj ∀j ∈ 1,m)&(Λ̃m+1

△
= M1)&(Λ̃m+2

△
= M2).

В силу (8.2) пересечение всех множеств Λ̃i, i ∈ 1,m+ 2, пусто. �
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Получаем в качестве очевидного следствия (см. также (3.1), (3.2)), что при m ∈ N

⟨L − link⟩0[E | m+ 1] \ F∗
0(L)

=

{

E ∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1]
∣

∣ ∃(Σi)i∈1,m+2 ∈ Em+2 :

m+2
∩

i=1
Σi = ∅

}

. (8.3)

Из (8.3), в свою очередь, вытекает следующее представление: если m ∈ N, то

F
∗
0(L) =

{

E ∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1]
∣

∣

m+2
∩

i=1

Σi ̸= ∅ ∀(Σi)i∈1,m+2 ∈ Em+2
}

. (8.4)

Совсем кратко отметим ряд простых следствий (8.4). Так, при m ∈ N

F
∗
0(L) = ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] ∩ ⟨L − link⟩[E | m+ 2]

= ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] ∩ ⟨L − link⟩0[E | m+ 2] (8.5)

((8.5) согласуется с теоремой 7.2 и, по сути, уточняет эту теорему). Из (8.5) вытекает, что при
m ∈ N

(E /∈ ⟨L − link⟩[E | m+ 2] ∀E ∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] \ F∗
0(L))

&(Ẽ /∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] ∀Ẽ ∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 2] \ F∗
0(L)).

Последнее свойство означает, в частности, что максимальные (m + 1)-сцепленные системы,
не являющиеся у/ф, (в отличие от последних) являются “короткоживущими” (утрачивают
кратную сцепленность при увеличении параметра сцепленности на единицу).

Предложение 8.2. Если m ∈ N, то
(

∃(Σi)i∈1,m+2 ∈ Lm+2
: ({Σi : i ∈ 1,m+ 2} ∈ ⟨L − link⟩[E | m+ 1])&

(

m+2
∩

i=1

Σi = ∅

))

⇐⇒ (⟨L − link⟩0[E | m+ 1] \ F∗
0(L) ̸= ∅). (8.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть истинно свойство в левой части (8.6). С учетом этого
выберем (Di)i∈1,m+2 ∈ Lm+2 так, что

(D △
= {Di : i ∈ 1,m+ 2} ∈ ⟨L − link⟩[E | m+ 1])&

(

m+2
∩

i=1

Di = ∅

)

. (8.7)

Тогда (см. (6.7), (8.7)) для некоторого W ∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] имеем D ⊂ W . При этом
(Di)i∈1,m+2 ∈ Wm+2. Поэтому согласно (8.3) и (8.7) W ∈ ⟨L − link⟩0[E | m + 1] \ F

∗
0(L). Тем

самым установлена импликация
(

∃(Σi)i∈1,m+2 ∈ Lm+2 : ({Σi : i ∈ 1,m+ 2} ∈ ⟨L − link⟩[E | m+ 1])&

(m+2
∩

i=1
Σi = ∅

))

=⇒ (⟨L − link⟩0[E | m+ 1] \ F∗
0(L) ̸= ∅).

Противоположная импликация легко следует из предложения 8.1 с учетом (6.1), (6.5). �

В свою очередь из предложения 8.2 вытекает, что ∀m ∈ N

(⟨L − link⟩0[E | m+ 1] = F
∗
0(L))

⇐⇒
(

∀ (Li)i∈1,m+2 ∈ Lm+2 ({Li : i ∈ 1,m+ 2} ∈ ⟨L − link⟩[E | m+ 1])

=⇒
(m+2
∩

i=1
Li ̸= ∅

))

. (8.8)

В связи с (8.8) напомним (4.10). Точнее, согласно [23, (5.3)]

(L ∈ π♮
∗[E]) ⇐⇒ (⟨L − link⟩0[E] = F

∗
0(L)). (8.9)

С учетом (1.2) и (6.9) получаем в виде (8.8) нужное обобщение свойства (8.9).
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Введение. Проблема восстановления роста экономики России

Процесс эволюции российской экономики за прошедшие три десятилетия можно разде-
лить на три основных этапа: трансформационный спад (1990-1998 гг.), восстановительный рост
(1998–2008 гг.), период стагнации (с 2008 по настоящее время). Первый этап (трансформаци-
онный спад) сопровождался либерализацией цен и утратой контроля государства над внешней
торговлей. Одновременно происходило повышение эффективности экономики за счет вытесне-
ния из технологических цепочек неэффективных производств и замещения соответствующих
производственных факторов импортными аналогами, что упростило в целом структуру про-
изводства и привело к снижению мультипликатора в производстве с 2 до 1.3. В результате
сформировались четыре комплекса отраслей, различающихся степенью участия в экспортно-
импортных отношениях. Эти комплексы характеризуют структуру российской экономики и в

1Работа выполнена при поддержке РНФ (проект 16-11-10246).
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настоящее время. Первый комплекс — экспортно-ориентированные отрасли (нефтегазовая про-
мышленность, металлургия, нефтехимия и т. п.). Вследствие конкурентоспособности произво-
димой продукции данный комплекс успешно встроился в мировые экономические отношения,
является донором российского бюджета и обеспечивает значительную часть валютных поступ-
лений в страну. Второй комплекс — отрасли, продукция которых конкурирует на внутреннем
рынке с импортными аналогами (обрабатывающая промышленность, машиностроение, легкая
промышленность). Второй комплекс сформировался в советский период в условиях закрытой
экономики и до сих пор для него характерен технологически отсталый уровень по сравнению с
зарубежными конкурентами. В третий и четвертый комплексы входят инфраструктурные от-
расли, предоставляющие в основном услуги. Эти комплексы не имеют экспортного потенциала
и не конкурируют с импортом. Третий комплекс составляют естественные монополии — элек-
троэнергетика, транспорт, связь. Четвертый комплекс — децентрализованные отрасли сфе-
ры услуг, для которых актуальна проблема теневых отношений (услуги ЖКХ, торговля и
т. п.). Успешное развитие первого комплекса, который является капиталоемким, но не трудо-
емким, на фоне неэффективности и вытеснения импортом продукции второго сектора привело
к расслоению населения по уровню доходов, снижению совокупного потребительского спро-
са и деградации человеческого капитала. На этапе восстановительного роста усилилась роль
государственного управления через налоги и субсидии, но неоднородность экономики сохра-
нилась. Взаимодействие секторов на макроуровне происходит через государственный бюджет,
где первый сектор является донором и формирует доходную часть бюджета страны, а функци-
онирование остальных поддерживается за счет госзаказов, финансируемых из бюджета. В вос-
становительный период начался процесс импортовытеснения и мультипликатор вырос до 1.8.
Экономический подъем обеспечивался бюджетным финансированием перспективных направ-
лений, имеющих высокую доходность. При этом на фоне роста капиталоемких производств
сохранились технологическая многоукладность и стагнация трудоемких производств, что при-
вело к дальнейшей деградации человеческого капитала, снижению стимулов к его развитию
и дальнейшему расслоению общества по доходам и имуществу. На третьем этапе эволюции
российской экономики, который начался в 2008 гг. и продолжается по настоящее время, про-
изошло замедление темпа роста экономики. По данным Всемирного Банка, экономика России
за период 2008–2016 гг. выросла на 3.6%, в то время как мировая экономика — на 20.3%. Та-
кое состояние стагнации связано со снижением эффективности государственных инвестиций
из-за высоких транзакционных издержек, вызванных неразвитостью инфраструктуры и недо-
статочным для восстановления роста объемом рыночных инвестиций. Причиной отсутствия
рыночных инвестиций является институциональная ловушка, в которой оказалась отечествен-
ная экономика. Эта ловушка связана с несовершенством рынка капитала, которое выражается
в значительной разнице процентных ставок по депозитам и кредитам. Монопольное положение
системы российских коммерческих банков приводит к тому, что, имея значительные объемы
свободных ликвидных средств, банки не вкладывают их в инвестиционные проекты в реальном
секторе экономики. Необходимость выхода из режима стагнации побуждает государственные
органы применять кейнсианские схемы восстановления роста и реализовывать крупные на-
циональные проекты по реформированию российской экономики. Однако реализация таких
проектов сопряжена с существенными рисками. Увеличение государственных расходов может
привести к росту инфляции и неэффективности кейнсианских стимулов роста.

Например, схожий этап стагнации наблюдался в советской экономике периода “застоя”,
который также требовал принятия новых управленческих решений для повышения эффек-
тивности производства. Экономическими последствиями не до конца просчитанной политики
“ускорения” и перестройки второй половины 80-х годов, которая была направлена на повыше-
ние эффективности отечественной экономики, явились финансовая разбалансированность эко-
номики и гиперинфляция. Поэтому одобрение вариантов программ экономического развития
должно проходить на основе подробного анализа с учетом возможных косвенных последствий
их реализации. В настоящее время существует методология такого анализа. С ее помощью
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анализировался опыт эволюции отечественной экономики в 1980–90-е гг. [1; 2]. Для исполь-
зования этой методологии необходимо перевести на язык математических моделей ключевые
проблемы современного этапа эволюции российской экономики. Настоящая работа является
продолжением работы [3]. В ней на основе модели Кантора — Липмана построены дефлято-
ры, с помощью которых оцениваются новые инвестиционные проекты и финансовое состояние
инвестора, обсуждаются асимптотические свойства дефляторов и проблемы экономического
роста в России.

1. Модель Кантора — Липмана инвестиций

на несовершенном рынке капитала

Инвестиции в реальном секторе экономики являются ограниченно ликвидными, т. е. ин-
вестиционный проект должен быть доведен до конца, в противном случае он неликвиден.
При этом инвестиционная схема такого проекта (порядок получения и соотношение необходи-
мых вложений и получаемых выплат) фиксирована. Эти ограничения на проекты необходи-
мо учитывать при описании инвестиционной деятельности. Инвестиционный проект в реаль-
ном секторе экономики характеризуется распределенными по времени денежными потоками
~a = (a0, a1, . . . , an), где ai — величина денежного потока в i-й период времени от начала реа-
лизации проекта, i = 1, . . . , n. Положительные значения ai соответствуют доходам от реали-
зации проекта, полученным в i-й период времени, а отрицательные значения — вложениям в
инвестиционный проект. Для сравнения инвестиционных проектов нужно сопоставлять рас-
пределенные по времени денежные потоки. В теории корпоративных финансов в этих целях
используется показатель приведенной чистой прибыли NPV (net present value). Если платежи
(и любая другая финансовая деятельность) осуществляются через некоторые равные проме-
жутки времени, то NPV проекта с вектором потоков платежей ~a вычисляется по формуле

NPV (~a, r) = a0 + a1e
−r

+ . . .+ ake
−rk.

Здесь r — показатель доходности общедоступного для инвестора альтернативного способа
вложения денег, который используется в расчете в качестве дефлятора, приводящего распреде-
ленные по времени денежные потоки к периоду начала инвестиционного проекта. Оценивая ин-
вестиционный проект, коммерческие структуры руководствуются следующим принципом. По-
ложительность показателя NPV означает, что проект следует поддержать, отрицательность —
что проект нерентабелен с коммерческой точки зрения. Если компоненты у векторов потоков
платежей ~a имеют разные знаки, то сравнение соответствующих им инвестиционных потоков
по критерию NPV зависит от дефлятора r. Из этого естественным образом вытекает вопрос:
какую величину нужно взять в качестве доходности альтернативного источника вложений?
Очевидно, что величина дефлятора должна быть заключена между процентными ставками
по депозитам и кредитам. Если разница между этими процентными ставками незначительна,
то выбор дефлятора из этого интервала не влияет на принятие решения о поддержке основ-
ной массы инвестиционных проектов. Однако если эта разница значительна, как в современ-
ной российской экономике, то инвестиционный процесс происходит в условиях несовершенного
рынка капитала. Наблюдающееся в экономиках догоняющего типа значительное превышение
процентных ставок по кредитам над процентными ставками по депозитам приводит к тому, что
рентабельность проекта оказывается критически зависящей от дефляторов денежных потоков.
Эти дефляторы, с одной стороны, отражают экономическую инфраструктуру, а с другой —
индивидуализированы и зависят от предпринимательских качеств инвестора.

В работе рассматривается вопрос о переводе проблемы оценки рентабельности инвестици-
онного проекта в условиях несовершенного рынка капитала на язык математических моделей.
Для изучения экономической среды, в которой реализуется инвестиционный проект, предложе-
но использовать модель Кантора — Липмана. Она позволяет оценить доходность пула доступ-
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ных инвестору тиражируемых инвестиционных проектов, моделирующих экономическую сре-
ду, в которой будет реализовываться анализируемый инвестиционный проект (см. подробнее
[4–11]). Предположим, что для инвестора в любой период времени в любом объеме доступны
M типов инвестиционных проектов. Проект m-го типа задается вектором финансовых потоков
~am = (am0 , am1 , . . . , amn ). Здесь n + 1 — наибольшая продолжительность среди всех проектов2,
а m = 1, . . . ,M . Для того чтобы эти проекты можно было считать общедоступным альтерна-
тивным источником вложений, они должны быть стационарными (доступными в неизменном
виде в любой момент времени) и тиражируемыми. Проект называется тиражируемым, если он
может быть начат в любой период времени с произвольной интенсивностью u > 0 (вектор фи-
нансовых потоков такого проекта будет выглядеть как u~a = (ua0, ua1, . . . , uak)). Если проект
начат с интенсивностью u = 0, то вектор его финансовых потоков нулевой, т. е. на деле проект
не используется. Будем предполагать, что среди них имеется проект сохранения денег, кото-
рый задается вектором (−1, 1, 0, . . . , 0). Проект депонирования денег на один период времени
под процентную ставку rd описывается вектором финансовых потоков (−1, 1 + rd, 0, . . . , 0), а
проект заимствования денег на один период времени под процентную ставку rk — вектором
(1,−1 − rk, 0, . . . , 0).

Целью инвестора в модели Кантора — Липмана предполагается максимизация дохода к
периоду времени T , в который вся инвестиционная деятельность должна быть завершена.
Возможности инвестора в период времени t характеризуются остатком его расчетного счета
s0(t), который изменяется в процессе реализации инвестиционной стратегии

{um(t) |m = 1, . . . ,M ; t = 0, . . . , T − n}.

Здесь um(t) — интенсивность проекта m-го типа, начатого в период времени t. Динамика
остатков расчетного счета описывается уравнением

s0(t+ 1) = s0(t) +
M
∑

m=1

n
∑

k=0

amk um(t− k).

Возможности инвестора входят в доступный ему пул проектов; иными словами, должно
выполняться условие самофинансирования:

s0(t) +
M
∑

m=1

am0 um(t) > 0, t = 1, . . . , T.

Обозначим через sk(t) финансовое состояние инвестора в период t + k при условии, что
начиная с периода t используется только проект сохранения денег. Тогда вектор

~S(t) = (s0(t), . . . , sn−1(t))

описывает результат финансовой стратегии инвестора. Обозначим через um(t) интенсивность
проектов m-го типа, начатых в период времени t. Тогда ~S(t + 1) = D~S(t) + B~u(t). Здесь
~u(t) = (u1(t), . . . , um(t)) — вектор интенсивностей инвестиционных проектов, начатых в период
времени t, D = (dij)i,j=0,...,n — матрица n× n такая, что

di,j =











1, если j = i+ 1, i = 0, . . . , n− 2;

1, если i = j = n− 1;

0 иначе,

B = (bim)
m=1,...,M
i=1,...,n — матрица n×M такая, что bim =

∑i
j=0 a

m
j .

2Если какой-то проект длится меньше, чем n периодов времени, то дополним соответствующий
вектор нулями.
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Целью инвестиционной стратегии является максимизация дохода в период времени не позд-
нее T , т. е. оптимальная стратегия инвестиций определяется из решения задачи:

e−rτh
(

~S(τ − n+ 1)

)

→ max
06τ6T

(1)

~S(t+ 1) = D~S(t) +B~u(t), t = 0, . . . , τ − n; (2)

s0(t) +

M
∑

m=1

am0 um(t) > 0, t = 0, . . . , τ − n; (3)

~u(t) > 0, t = 0, . . . , τ − n; (4)

~S(0) = ~ξ, (5)

где h(~S) =

{

sn−1, если ~S = (s0, . . . , sn−1) ∈ R
n
+;

−∞ иначе.

Обозначим через WT (
~ξ, r) оптимальное значение функционала в задаче оптимиза-

ции (1)–(5). Функция WT (
~ξ, r) оценивает начальное финансовое состояние инвестора при де-

фляторе r. Отметим, что построить функцию WT (
~ξ, r) можно, итерируя оператор Беллмана:

WT+1(
~ξ, r) = max

{

WT (
~ξ, r), e−r

sup

{

WT (D~ξ +B~u)Big| ~u > 0, ξ0 +

M
∑

m=1

am0 um > 0

}

}

,

W0(
~ξ, r) = h(~ξ).

Множество LT =
{

~ξ
∣

∣WT (
~ξ, r) > 0

}

не зависит от значения дефлятора r > 0 и является

выпуклым конусом. Заметим, что LT ⊆ LT+1 при T = 0, 1, . . . Выпуклый конус L∞ =
⋃+∞

T=0 LT

будем называть конусом ликвидных состояний.
Инвестиционная функция пула проектов определяется на промежутке [0,+∞) по формуле

F (r) = max
16m6M

n
∑

j=0

amj e−rj.

Будем предполагать, что выполнены условия прибыльности пула инвестиционных проектов
и отсутствия арбитража. То есть что F (0) > 0 и существует r̃ > 0 такое, что F (r̃) < 0 (см.
подробнее [5; 6]). Тогда инвестиционная функция F (r) имеет положительные корни.

Теорема 1 (см. [3, теорема 2]). Пусть ρ — наименьший корень инвестиционной функции

F (r). Тогда при любых значениях ~ξ ∈ R
n
+, r > 0 существует конечный или бесконечный предел

lim
T→+∞

WT (
~ξ, r) = W∞(~ξ, r)

и выполнены следующие предположения:
1. Если r < ρ, то W∞(~ξ, r) = +∞ при ~ξ ∈ R

n
+\{0};

2. Если r > ρ, то W∞(~ξ, r) = 0 при ~ξ ∈ R
n
+;

3. Если 0 < W∞(~ξ, r) < +∞ при ~ξ ∈ R
n
+\{0}, то r = ρ.

2. Оценка новых инвестиционных проектов

Рассмотрим уникальный пакет проектов, который может начаться в период времени τ , где
0 6 τ 6 T − n. Пусть пакет состоит из K инвестиционных проектов, которые описываются
вектором финансовых потоков ~αk =

(

αk
0 , . . . , α

k
n

)

, где k = 1, . . . ,K, и могут осуществлять-
ся с интенсивностью vk, где 0 6 vk 6 1, k = 1, . . . ,K. Будем считать, что целью инвестора
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является максимизация дохода от инвестиций к периоду времени T . Будем описывать пред-
принимательскую среду с помощью задачи оптимизации (1)–(5). Предположим, что в период
времени τ возможности инвестора расширяются. Опишем расширение возможностей с помо-
щью следующей задачи оптимизации:

e−ρTh(~S(T − n+ 1)) → max; (6)

~S(t+ 1) = D~S(t) +B~u(t), t ∈ {0, . . . , τ − 1, τ + 1, . . . , T − n}; (7)

~S(τ + 1) = D~S(τ) +B~u(τ) +
K
∑

k=1

vk(τ)~β
k
; (8)

s0(t) +

M
∑

m=1

am0 um(t) > 0, t ∈ {0, . . . , τ − 1, τ + 1, . . . , T − n}; (9)

s0(τ) +
M
∑

m=1

am0 um(τ) +
K
∑

k=1

αk
0vk(τ) > 0; (10)

~u(t) > 0, t = 0, . . . , T − n; (11)

0 6 vk(τ) 6 1, k = 1, . . . ,K; (12)

~S(0) = ~ξ. (13)

Здесь ~βk =
(

βk
1 , . . . , β

k
n

)

, где βk
j =

∑j
i=0 α

k
i , j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,K. Оптимальное значение

функционала в задаче (6)–(13) не меньше, чем в задаче (1)–(5). Если оптимальное значение
функционала в задаче (6)–(13) равно оптимальному значению функционала в задаче (1)–(5),
то будем называть пакет новых инвестиционных проектов неэффективным.

Предложение 1. Предположим, что начальное финансовое состояние инвестора лик-

видно к периоду времени T , т. е. ~ξ ∈ Lt. Тогда следующая двойственная задача к зада-

че (1)–(5):

n−2
∑

j=0

(p(j)− p(j + 1))ξj + p(n− 1)ξn−1 → min; (14)

n
∑

j=0

amj p(t+ j) 6 0, m = 1, . . . ,M, t = 0, . . . , T − n; (15)

p(t+ 1) 6 p(t), t = 0, . . . , T − 1; (16)

p(T ) > e−ρT (17)

— имеет решение, и оптимальные значения функционалов в задачах (1)–(5) и (14)–(17) рав-

ны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим ~e1 = (1, 0, . . . , 0) ∈ R
n, ~en = (0, . . . , 0, 1) ∈ R

n.
С помощью теоремы Фенхеля (см. [12, с. 46]) построим двойственную задачу к задаче вы-
пуклого программирования (1)–(5). Для этого представим задачу (1)–(5) в эквивалентном
виде:

inf
~s
(f(~s) + δA(~s)) ,

где f(~s) = −e−ρTh(~s), а δA(~s) — индикаторная функция множества

A =

{

~S(T − n+ 1) | ∃(~S(1), . . . , ~S(T − n+ 1)), (~u(0), . . . , ~u(T − n)),

удовлетворяющие (2)−(5), где τ = T
}

.
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Вычисляя сопряженную к f(~s) функцию, получаем, что

f∗
(−~λ) = lim

~s>0

(

e−ρT sn−1 −
(

~λ~s
)

)

=

{

0, если ~λ ∈ R
n
+, λn−1 > e−ρT

;

+∞ иначе.
(18)

Здесь ~s = (s0, . . . , sn−1), ~λ = (λ0, . . . , λn−1),
(

~λ~s
)

— скалярное произведение векторов ~λ и
~s. Сопряженная функция к функции δA(~s) является опорной функцией множества A, и ее
значения совпадают со значениями функционала в задаче линейного программирования:

(~λ, ~S(T − n+ 1)) → max;

~S(t+ 1) = D~S(t) +B~u(t), t = 0, . . . , T − n;

s0(t) +

M
∑

m=1

am0 um(t) > 0, t = 0, . . . , T − n;

~u(t) > 0, t = 0, . . . , T − n;

~S(0) = ~ξ.

Обозначим ~γ =
(

a10, . . . , a
m
0

)

. Составим функцию Лагранжа для этой задачи линейного
программирования:

L
(

~S(1), . . . , ~S(T − n+ 1), ~u(0), . . . , ~u(T − n), ~q(0), . . . , ~q(T − n), r(0), . . . , r(T − n)
)

= ~λ~S(T − n+ 1) + ~q(0)
(

D~ξ +B~u(t)− ~S(1)
)

+

T−n
∑

t=1

~q(t)
(

D~S(t) +B~u(t)− ~S(t+ 1)
)

+ r(0)
(

ξ0 +

M
∑

m=1

um(0)am0

)

+

T−n
∑

t=1

r(t)
(

s0(t) +

M
∑

m=1

um(t)am0

)

=
(

D∗~q(0), ~ξ
)

+ r(0)ξ0

+

T−n
∑

t=1

~S(t)
(

D∗~q(t)− ~q(t− 1) + r(t)~e0
)

+ ~S(T − n+ 1)(~λ − ~q(T − n)) +
T−n
∑

t=0

~u(t)
(

B∗~q(t) + r(t)~γ
)

.

Выразим опорную функцию множества A с помощью двойственной задачи:
(

D∗~q(0), ~ξ
)

+ r(0)ξ0 → min; (19)

~q(t− 1) = D∗~q(t) + r(t)~e0, t = 1, . . . , T − n; (20)

B∗~q(t) + r(t)~γ 6 0, t = 0, . . . , T − n; (21)

~q(T − n) = ~λ; (22)

r(t) > 0, t = 0, . . . , T − n. (23)

Из уравнения (20) следует, что

q0(t− 1) = r(t), q1(t− 1) = q0(t), . . . , qn−2(t− 1) = qn−3(t), qn−1(t− 1) = qn−2(t) + qn−1(t). (24)

Из (24) имеем, что r(t) = (~q(t− 1), ~e0). Двойственной к задаче (1)–(5) является задача
inf(f∗(−~λ) + δ∗A(

~λ)). Подставляя в нее выражение (18) для сопряженной функции f∗(−~λ) и
представление (19)–(23) опорной функции множества A, получаем задачу линейного програм-
мирования:

(

D∗~q(0), ~ξ
)

+ r(0)ξ0 → min;

~q(t− 1) = D∗~q(t) + r(t)~e0, t = 1, . . . , T −m;

B∗~q(t) + r(t)~γ 6 0, t = 0, . . . , T − n;

~q(T − n) > 0; (~q(T − n), ~en) > e−ρT
;

r(t) > 0, t = 0, . . . , T − n.
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Введем новые переменные:

p(T − n+ i+ 1) =

n−1
∑

j=i

qj(T − n), i = 0, . . . , n− 1;

p(t+ 1) =

n−1
∑

j=0

qj(t), t = 0, . . . , T − n− 1;

p(0) = r(0) + p(1).

Из (20) следует, что

p(t) =

n−1
∑

j=0

qj(t− 1) = r(t) +

n−2
∑

j=1

qj(t− 1) + qn−1(t) + qn−2(t) = r(t) +

n−1
∑

j=0

qj(t) = r(t) + p(t+ 1),

n
∑

j=1

bmj qj−1(t) + r(t)am0

=

n
∑

j=1

j
∑

i=0

ami qj−1(t) + r(t)am0 = am0

(

r(t) +

n−1
∑

j=0

qj(t)
)

+

n
∑

i=1

(

ami

n−1
∑

j=1−1

qj(t)
)

= am0 (r(t) + p(t+ 1)) +

n
∑

i=1

ami

(

qn−2(t+ 1) + qn−1(t+ 1) +

n−i−1
∑

j=0

qj(t+ i− 1)

)

= am0 p(t) +
n
∑

i=1

ami

(

qn−i(t+ i− 1) +

i−1
∑

j=1

qn−2(t+ 1 + j) + qn−1(t+ i) +
n−i−1
∑

j=0

qj(t+ i− 1)

)

= am0 p(t) +
n
∑

i=1

ami

(

qn−1(t+ i) + qn−2(t+ i) +
(

i−2
∑

j=1

qn−i+j(t+ i− 1)

)

+

n−i
∑

j=0

qj(t+ i− 1)

)

=

n
∑

i=0

ami p(t+ i), t = 0, . . . , T − n.

Поскольку

qn−1(0) = p(1)−

n−2
∑

j=0

qj(0) = p(1)−

n−2
∑

j=0

q0(j) = p(1)−

n−1
∑

j=1

r(j) = p(1)−

n−1
∑

j=1

(p(j)− p(j+1)) = p(n),

получаем, что

(

D∗~q(0), ~ξ
)

+ r(0)ξ0 = r(0)ξ0 +
n−2
∑

j=0

qj(0)ξj+1 + qn−1(0)ξn−1 =

n−1
∑

i=0

r(i)ξi + qn−1(0)ξn−1

=

n−1
∑

i=0

(p(i) − p(i− 1))ξi + p(n)ξn−1 =

n−2
∑

i=0

(p(i) − p(i− 1))ξi + p(n− 1)ξn−1.

Таким образом, для ликвидных к периоду времени T финансовых состояний инвестора ~ξ
задача линейного программирования (14)–(17) является двойственной к задаче (1)–(5). Утвер-
ждение предложения 1 следует из теоремы двойственности Фенхеля (см. [12, с. 46]).
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Теорема 2. Предположим, что начальное финансовое состояние инвестора ликвидное к

периоду времени T , т. е. ~ξ ∈ Lt. Для того чтобы пакет новых инвестиционных проектов
{

~αk | k = 1, . . . ,K
}

был неэффективен в период времени τ , необходимо и достаточно, чтобы

существовало решение задачи линейного программирования (14)–(17) такое, что выполня-

ются неравенства
n
∑

j=0

αk
j p(τ + j) 6 0, k = 1, . . . ,K. (25)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Двойственная задача к задаче оптимизации (6)–(13) имеет вид

n−2
∑

j=0

(p(j) − p(j + 1))ξj + p(n− 1)ξn−1 +

K
∑

k=1

θk → min; (26)

n
∑

j=0

amj p(t+ j) 6 0, m = 1, . . . ,M, t = 0, . . . , T − n; (27)

n
∑

j=0

αk
j p(τ + j)− θk 6 0, θk > 0, k = 1, . . . ,K; (28)

p(t+ 1) 6 p(t), t = 0, . . . , T − 1; (29)

p(T ) > e−ρT . (30)

По теореме двойственности оптимальные значения функционалов в задаче (6)–(13) и зада-
че (26)–(30) равны. Поэтому оптимальное значение функционала в задаче (26)–(30) не меньше,
чем оптимальное значение функционала в задаче (14)–(17). Подчеркнем также, что ограниче-
ния (15)–(17) совпадают с ограничениями (27),(29),(30).

Если решение задачи (14)–(17) удовлетворяет неравенствам (25), то, доопределяя θk = 0,
k = 1, . . . ,K, получаем решение задачи (26)–(30). При этом оптимальное значение функцио-
нала в задаче (26)–(30) равно оптимальному значению функционала в задаче (14)–(17). Сле-
довательно, по теореме двойственности равны оптимальные значения функционалов в задаче
(1)–(5) и задаче (6)–(13), т. е. пакет новых инвестиционных проектов неэффективен.

Если пакет новых инвестиционных проектов неэффективен, оптимальные значения функ-
ционалов в задаче (1)–(5) и задаче (6)–(13) равны. Тогда по теореме двойственности оптималь-
ное значение функционала в задаче (26)–(30) равно оптимальному значению функционала в
задаче (14)–(17). Если при этом на решении задачи (26)–(30)

∑K
k=1 θk > 0, то на этом решении

n−2
∑

j=0

(p(j) − p(j + 1))ξj + p(n− 1)ξn−1

меньше оптимального значения функционала в задаче (14)–(17), что противоречит оптималь-
ности решения задачи (14)–(17). Значит,

∑K
k=1 θk = 0, откуда следует, что θk = 0, k =

1, . . . ,K, а переменные {p(t)|t = 0, . . . , T} из решения задачи (26)–(30) образуют решение
задачи (14)–(17) и удовлетворяют неравенствам (25).

Теорема 2 доказана.
Предложение 1 и теорема 2 утверждают, что при оценке финансового состояния инвестора

и оценке эффективности новых проектов в качестве дефляторов финансовых потоков следу-
ет использовать соответствующие компоненты решения {p(t)|t = 0, . . . , T} задачи линейного
программирования (14)–(17). Подчеркнем, что в задаче (14)–(17) не используется какая-либо
информация о новых инвестиционных проектах. Таким образом, дефляторы определяются
независимо от информации о пуле новых инвестиционных проектов. Из теоремы 2 следует,
что если задача линейного программирования (14)–(17) имеет неединственное решение, то
неэффективные по отдельности инвестиционные проекты могут образовывать эффективный
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пул. Это наблюдение позволяет выразить на языке математических моделей содержание пред-
принимательской деятельности.

Обозначим через VT (
~ξ) функцию Беллмана для задачи (1)–(5). Функция VT (

~ξ) является во-
гнутой, положительно однородной функцией, принимающей положительные значения внутри
конуса LT , и удовлетворяет уравнению Беллмана

VT+1(
~ξ) = e−ρ

sup

{

VT (D~ξ +B~u)
∣

∣

∣
~u > 0, ξ0 +

M
∑

m=1

am0 um > 0

}

, V0(
~ξ) = h(~ξ). (31)

Решая на каждом шаге экстремальную задачу (31), можно построить синтез оптимального
управления ~uT (~ξ) и вычислить функцию Беллмана на следующем шаге:

VT+1(
~ξ) = e−ρVT (D~ξ +B~uT (~ξ)

)

.

Синтез оптимального управления позволяет построить динамическую траекторию финансо-
вых состояний ~St+1 = D~St +B~uT−t

(

~St

)

, ~S0 =
~ξ, t = 0, . . . , T − 1.

Из (14)–(17) следует, что дефляторы (p(0)− p(1), . . . , p(n− 2)− p(n− 1), p(n− 1)) ∈ ∂Vt(
~ξ).

Предложение 2. Пусть { ~̂S(t) | t = 0, . . . , T − n + 1}, {~̂u(t) | t = 0, . . . , T − n} — решение

задачи (1)–(5), а {p̂(t) | t = 0, . . . , T} — решение задачи (14)–(17). Тогда

(

p̂(t)−p(t+1), . . . , p̂(t+n−2)−p̂(t+n−1), p̂(t+n−1)
)

∈ e−ρt∂VT−t(
~̂S(t)), t = 0, . . . , T−n+1. (32)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем 0 6 τ 6 T − n. Пусть ~̂S(τ) = (ŝ0(τ), . . . , ŝn−1(τ)).
Рассмотрим вспомогательную задачу

e−ρTh(~S(T − n+ 1)) → max; (1
′

)

~S(t+ 1) = D~S(t) +B~u(t), t = τ, . . . , T − n; (2
′

)

s0(t) +

M
∑

m=1

am0 um(t) > 0, t = τ, . . . , T − n; (3
′

)

~u(t) > 0, t = τ, . . . , T − n; (4
′

)

~S(τ) = ~̂S(τ). (5
′

)

Учитывая специфику функционала (1
′

), задачу (1
′

)–(5
′

) можно преобразовать в задачу
линейного программирования, двойственная задача к которой имеет вид

n−2
∑

j=0

(p(τ + j)− p(τ + j + 1))ŝj(τ) + p(τ + n− 1)ŝn−1 → min (14
′

)

n
∑

j=0

amj p(t+ j) 6 0, m = 1, . . . ,M, t = τ, . . . , T − n; (15
′

)

p(t+ 1) 6 p(t), t = τ, . . . , T − 1; (16
′

)

p(T ) > e−ρT . (17
′

)

Решения
{

~̂S(t) | t = 0, . . . , T −n+1
}

,
{

~̂u(t) | t = 0, . . . , T −n
}

,
{

p̂(t) | t = 0, . . . , T
}

удовлетво-
ряют ограничениям (1)–(5), (14)–(17) и соответствующим условиям дополняющей нежестко-
сти. Ограничения (2

′

)–(5
′

), (15
′

)–(17
′

) и соответствующие им условия дополняющей нежестко-
сти содержатся среди ограничений (2)–(5), (15)–(17) и соответствующих им условий дополня-

ющей нежесткости. Поэтому набор { ~̂S(t)|t = 0, . . . , T − n+ 1}, {~̂u(t)|t = 0, . . . , T − n} является
решением задачи (1

′

)–(5
′

), а набор {p̂(t)|t = 0, . . . , T} — решением задачи (14
′

)–(17
′

). В силу

принципа Беллмана Vt(
~ξ) = e−ρτVT−τ (

~̂S(τ)), откуда следует (32).
Предложение 2 доказано.
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Заключение

Отметим, что магистральные свойства оптимальных решений задач (1)–(5) и (14)–(17)
(см. подробнее [3]) оправдывают использование в качестве дефлятора при оценке финансо-
вого состояния и вычислении NPV новых инвестиционных проектов e−ρ, где ρ — минималь-
ный положительный корень инвестиционной функции F (r) = max16m6M

∑n
j=0 a

m
j e−rj пула

тиражируемых инвестиционных проектов ~am = (am0 , am1 , . . . , amn ), m = 1, . . . ,M , описывающих
предпринимательскую среду.

Воспользуемся описанием предпринимательской среды с помощью модели Кантора — Ли-
пмана для анализа проблем модернизации российской экономики и восстановления экономи-
ческого роста. В модернизации нуждаются, прежде всего, трудоемкие отрасли отечественной
экономики. В период 1999–2007 гг. восстановление экономического роста в этом комплексе от-
раслей позволило повысить их способность конкурировать с импортом, стимулировало разви-
тие человеческого капитала и увеличило потребительский спрос. Проиллюстрируем изменения
экономических условий, которые привели к стагнации, с помощью рисунков. В верхней части
рис. 1 сплошной линией изображена инвестиционная функция F (r) комплекса трудоемких от-
раслей. Эта функция имеет три корня: r1 < r2 < r3. В период восстановительного роста за
счет поддержки государственного бюджета реализовывались высокодоходные инфраструктур-
ные проекты. Инвестиционная функция этих проектов, изображенная в нижней части рис. 1,
имеет корень r0, который превышает r3. Условием поддержки проекта за счет государствен-
ного бюджета являлось привлечение софинансирования. Софинансирование предоставлялось
коммерческими структурами в форме кредитов под процент rk. Чтобы заемщик кредита рас-
платился с долгами по кредиту, доходность проекта r0 должна превышать процент по креди-
там rk. Источником денежных средств у коммерческих структур являлось аккумулирование
сбережений населения и свободных денежных средств в трудоемком комплексе отраслей под
процент rd. Чтобы коммерческие структуры имели прибыль, процент по депозитам rd должен
быть меньше процента по кредитам rk. Таким образом, в пул доступных инвесторам в трудо-
емком комплексе отраслей добавился депозитный проект. Если rd > r2, то депозитный проект
позволяет инвесторам размещать свободные денежные средства под процент rd. В верхней
части рис. 1 изображена пунктиром.инвестиционная функция депозитного проекта в случае,
когда rd > r2.

Именно этот случай реализовался на этапе восстановительного роста 1999–2007 гг. Отме-
тим, что поточечный максимум двух инвестиционных функций имеет минимальный положи-
тельный корень r3. Высокие темпы роста, соответствующие доходности r3, вызвали увеличение

Проект депонирования

Инвестиционная функция

проектов трудоемких отраслей

Проект кредитованияПроект отрасли-драйвера

Рис. 1. Режим экономического роста
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Проект депонирования

Инвестиционная функция

проектов трудоемких отраслей

Проект отрасли-драйвера

Проект кредитования

Рис. 2. Режим стагнации

спроса на услуги инфраструктурных отраслей, которое привело к увеличению транзакцион-
ных издержек и снижению доходности проектов с поддержкой государственного бюджета r0.
Уменьшение r0 индуцирует снижение процентных ставок rk и rd, поскольку между ними долж-
но выполняться соотношение r0 > rk > rd. Когда процент по депозитам rd стал меньше, чем r2,
экономические условия у инвесторов в трудоемком комплексе отраслей изменились. Эти изме-
нения отражены на рис. 2. Доходность их инвестиций снизилась до значения r1. Депозитный
проект под процент rd стал для них конкурировать с инвестициями в трудоемком комплексе
отраслей. В результате экономика оказалась в режиме стагнации, в котором коммерческие
банки имеют значительные ликвидные средства. Лишь незначительная часть этих средств
инвестируется в реальный сектор экономики. Кейнсианская стратегия восстановления эконо-
мического роста рекомендует в этой ситуации направить средства государственного бюджета
на повышение доходности r0 проектов с государственной поддержкой в расчете, что вслед за
этим увеличатся процентные ставки rk и rd, а режим стагнации, проиллюстрированный на
рис. 2, сменится восстановлением экономического роста на рис. 1. По-видимому, такая страте-
гия выбрана российским руководством, выделяющим значительные средства на реализацию
национальных проектов. Этот сценарий восстановления экономического роста предполагает
детальный анализ на языке математических моделей, позволяющий учесть влияние моно-
польного положения коммерческих банков, которых устраивает их сложившееся комфортное
положение в условиях большой разницы между процентными ставками по кредитам и депози-
там и у которых имеются значительные свободные ликвидные средства, чтобы не увеличивать
процентную ставку rd.
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