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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 25 № 4 2019

УДК 517.518+517.982

О СОПРЯЖЕННОСТИ ПРОСТРАНСТВА МУЛЬТИПЛИКАТОРОВ1

В.В.Арестов

А. Фига-Таламанка доказал (1965), что пространство Mr = Mr(G) линейных ограниченных опера-
торов в пространстве Lr , 1 ≤ r ≤ ∞, на локально компактной группе G, инвариантных относительно
сдвига (точнее, операции группы), является сопряженным пространством для конструктивно описанного
им пространства Ar = Ar(G). В данной статье для пространства мультипликаторов Mr = Mr(Rm) лебе-
гова пространства Lr(Rm), 1 ≤ r < ∞, предъявлено банахово функциональное пространство Fr = Fr(Rm)
с двумя свойствами. Пространство Mr является для Fr сопряженным: F ∗

r = Mr ; доказано, что на самом
деле Fr совпадает с Ar = Ar(Rm). Пространство Fr описано в других терминах в сравнении с Ar . Про-
странство Fr возникло и используется автором начиная с 1980 года в исследованиях задачи Стечкина
о наилучшем приближении операторов дифференцирования линейными ограниченными операторами в
пространствах Lγ(Rm), 1 ≤ γ ≤ ∞.

Ключевые слова: преддуальное пространство для пространства мультипликаторов.

V. V.Arestov. On the conjugacy of the space of multipliers.

A. Figà Talamanca proved (1965) that the space Mr = Mr(G) of bounded linear operators in the space Lr,
1 ≤ r ≤ ∞, on a locally compact group G that are translation invariant (more exactly, invariant under the group
operation) is the conjugate space for a space Ar = Ar(G), which he described constructively. In the present
paper, for the space Mr = Mr(Rm) of multipliers of the Lebesgue space Lr(Rm), 1 ≤ r < ∞, we present a
Banach function space Fr = Fr(Rm) with two properties. The space Mr is conjugate to Fr: F ∗

r
= Mr; actually,

it is proved that Fr coincides with Ar = Ar(Rm). The space Fr is described in different terms as compared
to Ar . This space appeared and has been used by the author since 1975 in the studies of Stechkin’s problem
on the best approximation of differentiation operators by bounded linear operators in the spaces Lγ(Rm),
1 ≤ γ ≤ ∞.

Keywords: predual space for the space of multipliers.

MSC: 47B38, 54C35

DOI: 10.21538/0134-4889-2019-25-4-5-14

1. Основные обозначения

Пусть R
m, m ≥ 1, есть m-мерное евклидово пространство со скалярным произведением

tη =
∑m

j=1 tjηj точек t = (t1, t2, . . . , tm), η = (η1, η2, . . . , ηm) ∈ R
m и нормой |t| =

√
tt. В данной

статье используются стандартные обозначения классических функциональных комплексных
пространств Лебега на пространстве R

m, m ≥ 1. При 1 ≤ γ <∞ через Lγ = Lγ(R
m) обознача-

ется пространство измеримых на R
m функций f, у которых функция |f |γ суммируема на R

m;
это пространство наделено нормой

‖f‖γ = ‖f‖Lγ
=

(∫
|f(t)|γdt

)1/γ

;

здесь и ниже в интегралах по R
m множество интегрирования не указано. Пространство L1

часто обозначается через L. Символами L∞ = L∞(Rm) обозначается пространство измеримых
существенно ограниченных функций на R

m; оно наделено нормой

‖f‖∞ = ‖f‖L∞
= ess sup{|f(t)| : t ∈ R

m}.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 18-01-00336) и Программы повышения кон-
курентоспособности УрФУ (постановление № 211 Правительства РФ от 16.03.2013, контракт
№ 02.A03.21.0006 от 27.08.2013).
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Это пространство содержит пространство C = C(Rm) непрерывных ограниченных функ-
ций на R

m, наделенное равномерной нормой ‖f‖C = sup{|f(t)| : t ∈ R
m}. В свою очередь

C = C(Rm) содержит подпространство C0 = C0(R
m) функций, имеющих нулевой предел на

бесконечности. Далее в большинстве ситуаций под L∞ будет пониматься пространство C0; эти
ситуации будут оговариваться особо.

Обозначим через V = V (Rm) пространство (комплексных) ограниченных борелевских мер
на R

m. Норма в пространстве V есть полная вариация
∨
µ =

∨
Rm µ меры µ ∈ V. Будучи

наделенным этой нормой, пространство V является банаховым.

Перечисленные пространства функций и их нормы инвариантны относительно группы
сдвигов τ = {τh, h ∈ R

m}, определенных формулой (τhf)(t) = f(t−h), t ∈ R
m, и родственного

семейства операторов σ = {σh, h ∈ R
m}, заданных формулой (σhf)(t) = f(h − t), t ∈ R

m.
Операторы этих двух семейств связаны соотношением σh = τhσ0, где σ0 — оператор смены
знака аргумента функции: (σ0f)(t) = f(−t), t ∈ R

m.

Прямое и обратное преобразования Фурье функций, по крайней мере, из пространства L,
определим соответственно формулами

f̂ (t) =

∫
e−2πtηif(η) dη, f

∧

(t) =

∫
e2πtηif(η) dη = (σ0f̂ )(t).

Свойства преобразования Фурье можно найти, к примеру, в [12, гл. I, §§ 1, 2].

Пусть S = S (Rm) есть (топологическое векторное) пространство быстро убывающих
бесконечно дифференцируемых функций на R

m. Точнее, S = S (Rm) есть пространство
бесконечно дифференцируемых функций f таких, что для любых мультииндексов α =
(α1, α2, . . . , αm), β = (β1, β2, . . . , βm) ∈ Z

m
+ ограничена величина

ρα,β(f) = sup{|xα(Dβf)(x)| : x ∈ R
m}; (1.1)

здесь xα = xα1
1 xα2

2 · · · xαm

m , x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ R
m,

Dβf =
∂f |β|

∂xβ1
1 ∂x

β2
2 . . . ∂xβm

m

, |β| = β1 + β2 + · · ·+ βm.

Структура топологического векторного пространства на S = S (Rm) определяется системой
функционалов (норм) (1.1). Пусть S ′ = S ′(Rm) — соответствующее двойственное простран-
ство непрерывных функционалов на S , называемых обобщенными функциями или распреде-
лениями (см., например, [12, гл. I, § 3; 10, гл. 6]). Значение функционала θ ∈ S ′ на функции
φ ∈ S будем обозначать через 〈θ, φ〉.

Пространство S ′ содержит множество L = L (Rm) функций f, измеримых, локально
суммируемых на R

m и удовлетворяющих условию

∫
(1 + |t|)d|f(t)|dt <∞

с некоторым d = d(f) ∈ R; функции f ∈ L называют медленно растущими (классическими)
функциями. Функции f ∈ L сопоставляется функционал f ∈ S ′ по формуле

〈f, φ〉 =

∫
f(t)φ(t)dt, φ ∈ S .

Пространство S ′ замкнуто относительно важных классических операций. Для функцио-
нала θ ∈ S ′ производной Dβ, β = (β1, β2, . . . , βm), называют функционал Dβθ ∈ S ′, опреде-
ленный соотношением

〈Dβθ, φ〉 = (−1)|β|〈θ,Dβφ〉, φ ∈ S .
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Преобразование Фурье функционала θ ∈ S ′ есть функционал θ̂ ∈ S ′, действующий по фор-
муле

〈θ̂ , φ〉 = 〈θ, φ̂〉, φ ∈ S .

В пространстве S ′ определяется оператор сдвига по следующему правилу: для θ ∈ S ′ и
h ∈ R

m элемент τhθ есть функционал, который действует по формуле

〈τhθ, φ〉 = 〈θ, τ−hφ〉, φ ∈ S .

Сверткой θ ∗ φ элемента θ ∈ S ′ и функции φ ∈ S называют функцию (θ ∗ φ)(x) = 〈θ, σxφ〉;
если θ есть классическая функция из множества L , то имеем

(θ ∗ φ)(x) =

∫
θ(η)φ(x− η)dη.

Свертка θ ∗ φ элементов θ ∈ S ′ и φ ∈ S есть бесконечно дифференцируемая функция; она
сама и любая ее производная Dβ(θ ∗ φ) принадлежат пространству L . Для свертки имеет
место равенство [12, гл. I, § 3, (3.12) и теорема 3.13]

〈θ ∗ φ, ψ〉 = 〈θ, (σ0φ) ∗ ψ〉, θ ∈ S
′, φ, ψ ∈ S . (1.2)

2. Пространство мультипликаторов

Пусть B(Lr) есть множество всех линейных ограниченных операторов в пространстве Lr;
при r = ∞ под B(L∞) здесь понимается пространство линейных ограниченных операторов
из C0 = C0(R

m) в C = C(Rm). Обозначим через T (Lr) множество операторов T ∈ B(Lr),
инвариантных относительно группы сдвигов на Lr.

Оператор T ∈ T (Lr), по крайней мере, на множестве S , имеет вид свертки Tf = θ ∗ f с
некоторым элементом θ = θ(T ) ∈ S ′ (см., например, [12, гл. I, теорема 3.16; 8, теорема 1.2]).
Такие обобщенные функции θ называют мультипликаторами пространства Lr. Множество
мультипликаторов Mr, наделенное нормой ‖θ(T )‖Mr

= ‖T‖Lr→Lr
, является банаховым про-

странством. Свойствам мультипликаторов посвящена обширная литература (см., в частности,
монографии [8; 9; 12]).

Отметим некоторые известные факты относительно пространств мультипликаторов Mr

при 1 ≤ r ≤ ∞ (см., например, [12, гл. 1, § 3; 8, гл. I; 9, гл. 4]). Для пары сопряженных показа-
телей r, r′ пространства мультипликаторов совпадают вместе с равенством норм элементов:

Mr′ =Mr и ‖θ‖M
r′
= ‖θ‖Mr

, θ ∈Mr.

Отсюда и из интерполяционной теоремы Рисса о выпуклости (см., например, [6, гл. VI, § 10,
теорема 11] или [12, гл. V, § 1, теорема 1.16]) следует, что если параметр ρ заключен между r
и r′, то имеет место вложение

Mr ⊂Mρ, причем ‖θ‖Mρ
≤ ‖θ‖Mr

, θ ∈Mr. (2.1)

Как следствие при всех r, 1 ≤ r ≤ ∞,

M∞ ⊂Mr ⊂M2

с соответствующими неравенствами для норм мультипликаторов.

Точное описание пространства Mr известно только при r = 2 и r = ∞ (r = 1) (см.,
например, [12, гл. 1, § 3; 8, гл. I; 9, гл. 4]). А именно,

M2 = L∞

∧

= {θ ∈ S
′ : θ̂ ∈ L∞}, причем ‖θ‖M2 = ‖θ

∧

‖L∞
, θ ∈M2. (2.2)
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M∞ =M1 = V, причем ‖θ‖M∞
=

∨
θ, θ ∈ V. (2.3)

А. Фига-Таламанка [7] доказал (1965), что пространство T (Lr(G)) линейных ограниченных
операторов в пространстве Lr, 1 ≤ r ≤ ∞, на локально компактной группе G, инвариантных
относительно сдвига (точнее, операции группы), является сопряженным пространством для
конструктивно описанного им пространства Ar = Ar(G). Точнее, в [7] доказано, что простран-
ство T (Lr(G)) изометрически изоморфно двойственному пространству для пространства Ar

функций на G, являющихся суммами функциональных рядов

h =

∞∑

ν=1

fν ∗ gν : fν ∈ Lr, gν ∈ Lr′ ,

∞∑

ν=1

‖fν‖Lr
‖gν‖L

r′
<∞. (2.4)

Норма элемента (функции) h ∈ Ar определяется формулой

‖h‖Ar
= inf

{ ∞∑

ν=1

‖fν‖Lr
‖gν‖L

r′
, h =

∞∑

ν=1

fν ∗ gν

}
. (2.5)

Элементу T ∈ T (Lr(G)) сопоставляется на Ar функционал ϕT (h) =
∑∞

ν=1(Tfν ∗ gν)(0).
Относительно пары банаховых пространств X, Y со свойством, в соответствии с кото-

рым Y является сопряженным для X, т. е. X∗ = Y, говорят, что пространство X является
преддуальным для пространства Y. В этой терминологии результат работы [7] означает, что
пространство Ar является преддуальным для постранства T (Lr(G)).

Приведенный результат работы [7] справедлив, в частности, для пространства T (Lr(R
m))

линейных ограниченных операторов в пространстве Lr(R
m), инвариантных относительно

группы сдвигов τ или, что эквивалентно, для пространства мультипликаторов Mr =Mr(R
m).

В статье автора [1] при исследовании задачи Стечкина [11] о наилучшем приближении
в пространствах Лебега Lγ(R

m) операторов дифференцирования и, в более общем случае,
неограниченных операторов, инвариантных относительно сдвига, линейными ограниченными
операторами, было построено и применено функциональное пространство, которое в данной
работе ниже обозначено через Fr; эта тема была развита в [2] и более полно изложена в [3, § 6].
В перечисленных работах использовалось вложение Mr ⊂ F ∗

r . Конструкции пространств Fr

и Ar = Ar(R
m) различные. Однако, как оказалось, эти два пространства совпадают. Цель

данной статьи как раз и состоит в доказательстве этого утверждения.
Ниже в теореме 1 будет доказано, что Fr является преддуальным пространством для Mr,

т. е. Mr = F ∗
r . Затем в теореме 2 уже с использованием этого факта будет доказано, что на

самом деле пространства Fr и Ar(R
m) совпадают.

3. Преддуальное пространство для пространства мультипликаторов Mr

При 1 ≤ r ≤ ∞ определим на множестве S функционал

‖φ‖(r) = sup{|〈θ, φ〉| : θ ∈Mr, ‖θ‖Mr
≤ 1}, φ ∈ S , (3.1)

который, как нетрудно понять, является на S нормой; пространство S с этой нормой обозна-
чим через S(r). Из (2.2), (2.3) и (2.1) следует, что

‖φ‖(2) = ‖ φ̂ ‖L ≥ ‖φ‖(r) ≥ ‖φ‖(∞) = ‖φ‖C0 , φ ∈ S . (3.2)

Убедимся, что при всех 1 ≤ r ≤ ∞ для нормы (3.1) свертки выполняется неравенство

‖φ ∗ ψ‖(r) ≤ ‖φ‖Lr
‖ψ‖L

r′
, φ, ψ ∈ S . (3.3)

Свертка φ ∗ ψ функций φ и ψ из S принадлежит S , поэтому левая часть (3.3) определена
корректно. Для функционала θ ∈ Mr и функций φ,ψ ∈ S согласно (1.2) имеем 〈θ ∗ φ,ψ〉 =
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〈θ, σ0φ ∗ ψ〉, а следовательно, |〈θ, φ ∗ ψ〉| = |〈θ ∗ σ0φ,ψ〉 ≤ ‖θ ∗ σ0φ‖r ‖ψ‖r′ ≤ ‖θ‖Mr
‖φ‖r ‖ψ‖r′ .

Отсюда и из определения (3.1) следует свойство (3.3).

Обозначим через Fr = Fr(R
m) пополнение S относительно нормы (3.1). В процитирован-

ных выше работах [1;2] возникло несколько экстремальных задач в пространствах Fr. Ряд этих
задач был изучен автором в работах [1; 2; 4; 5] и в недавней статье (В.В.Арестов. Наилучшее
равномерное приближение оператора дифференцирования ограниченными в пространстве L2

операторами // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2018. Т. 24, № 4. P. 34–56.)

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 1. При 1 ≤ r ≤ ∞ пространства Fr обладают следующими свойствами.

1. Пространство Fr вложено в пространство C0:

Fr ⊂ C0 и ‖f‖C0 ≤ ‖f‖Fr
, f ∈ Fr. (3.4)

2. Для сопряженных показателей r и r′ пространства совпадают: Fr = Fr′ .

3. Для конкретных значений параметра r = 2 и r = ∞ (r = 1) пространства Fr имеют

следующую структуру :

F2 = L

∧

= {f ∈ C0 : f̂ ∈ L}, ‖f‖F2 = ‖f̂ ‖L, f ∈ F2. (3.5)

F∞ = C0, ‖f‖F∞
= ‖f‖C0 , f ∈ F∞. (3.6)

4. При 2 ≤ r ≤ ∞ пространство Fr по r не убывает, а точнее, если 2 ≤ r1 ≤ r2 ≤ ∞, то

Fr1 ⊂ Fr2 и ‖f‖Fr2
≤ ‖f‖Fr1

, f ∈ Fr1 ,

в частности, при 1 ≤ r ≤ ∞

F2 ⊂ Fr и ‖f‖Fr
≤ ‖f‖F2 = ‖f̂ ‖L, f ∈ F2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем исходить из конструкции пополнения Fr пространст-
ва S(r) по Кантору (см. например, [6, гл. II, § 5]). А именно, пусть Fr есть линейное про-
странство фундаментальных последовательностей функций из S(r) с почленными операция-
ми. Две последовательности из Fr считаются эквивалентными, если их (почленная) разность
сходится к нулю. Пространство Fr есть фактор-пространство пространства Fr по этому от-
ношению эквивалентности. Таким образом, элементами f пространства Fr являются классы
эквивалентных фундаментальных последовательностей {φn} ⊂ S(r). Для фундаментальной
последовательности {φn} ⊂ S(r) последовательность норм {‖φn‖S(r)

} сходится, и для эк-
вивалентных последовательностей, составляющих f, этот предел один и тот же; полагают
‖f‖Fr

= limn→∞ ‖φn‖(r).

В силу (3.2) последовательность {φn} ⊂ S(r), фундаментальная в S(r), будет фундамен-
тальной и в C0. В силу полноты C0 эта последовательность сходится в C0 к некоторой функции
f ∈ C0. При этом эквивалентные последовательности из S(r) имеют в C0 один и тот же пре-
дел. Следовательно, пространство Fr можно отождествить с подмножеством пространства C0

таких пределов. В этом смысле Fr ⊂ C0. Далее, для норм членов фундаментальной после-
довательности {φn} ⊂ S(r) выполняются неравенства ‖φn‖C0 ≤ ‖φn‖S(r)

. Поэтому такое же
неравенство будет выполняться и для пределов норм. Тем самым доказано свойство (3.4).

Все оставшиеся утверждения леммы нетрудно получить из соответствующих перечислен-
ных выше свойств пространств Mr. Лемму 1 можно считать доказанной. �

В дальнейшем будет использоваться ядро Гаусса

Gα(t) = e−πα2|t|2 (3.7)
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с параметром α > 0; эта функция принадлежит S . Для преобразования Фурье ядра Гаусса
справедлива формула (см., например, [12, гл. I, § 1, теорема 1.13])

Ĝα(t) = α−m/2e−π|t|2/α2
; (3.8)

эту формулу можно переписать в виде Ĝα = α−m/2Gα−1 . Для функции (3.8) справедливо
равенство ∫

Ĝα(t)dt = Gα(0) = 1.

Имеем ‖Gα‖(∞) = ‖Gα‖C0 = 1, ‖Gα‖(2) = ‖Ĝα‖L = 1, а потому ‖Gα‖(r) = 1, 1 ≤ r ≤ ∞.

Следующая техническая лемма будет использоваться несколько раз в дальнейшем.

Лемма 2. При всех 1 ≤ r ≤ ∞ свертка φ ∗ gα функции φ ∈ S и преобразования Фурье

gα = Ĝα ядра Гаусса при α→ +0 сходится в S(r) к функции φ:

‖φ ∗ gα − φ‖(r) → 0, α→ +0. (3.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу свойства (3.2) утверждение (3.9) достаточно проверить
при r = 2. Имеем

‖φ ∗ gα − φ‖(2) =

∫
|φ̂(t)|(1 −Gα(t))dt. (3.10)

Из определения (3.7) ядра Гаусса видно, что 0 < Gα(t) ≤ 1, t ∈ R
m, и Gα(t) → 1 при α→ +0

поточечно на R
m. Применяя теорему Лебега о мажорантной сходимости [6, гл. III, § 6, след-

ствие 16], заключаем, что величина (3.10) сходится к нулю при α→ +0; как следствие, имеет
место (3.9). Лемма 2 доказана. �

Отметим, что в доказательствах двух приведенных ниже теорем используются соображе-
ния работы [7].

Теорема 1. При всех 1 ≤ r ≤ ∞ пространство Mr является сопряженным для про-

странства Fr.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно, что L∗ = L∞ и C∗
0 = V (см., например, [6, гл. IV]).

Отсюда и из соотношений (2.2), (3.5), (2.3) и (3.6) заключаем, что утверждение теоремы 1
справедливо при r = ∞ (r = 1) и r = 2. Из дальнейших рассуждений исключим лишь значения
r = 1 и r = ∞; итак, будем предполагать, что 1 < r < ∞. Пространство S(r) плотно в
пространстве Fr, и следовательно, F ∗

r = S ∗
(r). Поэтому достаточно доказать, что

S
∗
(r) =Mr. (3.11)

Точнее, нужно доказать равенство множеств и равенство норм элементов в этих множествах.
Определение (3.1) влечет, что для любого θ ∈Mr справедливо неравенство

|〈θ, φ〉| ≤ ‖θ‖Mr
‖φ‖(r), φ ∈Mr. (3.12)

Следовательно, имеют место вложение Mr ⊂ S ∗
(r) и неравенство ‖θ‖S ∗

(r)
≤ ‖θ‖Mr

для норм

элементов θ ∈Mr.
Докажем обратное вложение S ∗

(r) ⊂Mr. Для упрощения рассуждений воспользуемся обо-
значением Sρ, 1 ≤ ρ < ∞, для пространства S с нормой пространства Lρ; важно, что Sρ
плотно в Lρ.

Пусть ϑ есть линейный ограниченный функционал на S(r), т. е. ϑ ∈ S ∗
(r)(= F ∗

r ). Значение

функционала ϑ на функции φ ∈ S будем записывать в виде ϑ[φ]. Для значения ϑ[(σ0φ) ∗ ψ]
функционала ϑ на свертке (σ0φ) ∗ ψ для функций φ,ψ ∈ S , применяя неравенство (3.3),
получаем

|ϑ[(σ0φ) ∗ ψ]| ≤ ‖ϑ‖F ∗
r
‖(σ0φ) ∗ ψ‖(r) ≤ ‖ϑ‖F ∗

r
‖φ‖Lr

‖ψ‖L
r′
. (3.13)
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Зафиксируем функцию φ. Тогда ϑ[(σ0φ) ∗ ψ] есть линейный функционал по ψ ∈ S . Более
того, из (3.13) следует, что этот функционал является линейным ограниченным на Sr′ и норма
этого функционала не превосходит величины ‖ϑ‖F ∗

r
‖φ‖Lr

. Поскольку пространство Sr′ плотно
в пространстве Lr′ , то существует, причем единственная, функция u ∈ Lr с нормой ‖u‖Lr

≤

‖ϑ‖F ∗

r
‖φ‖Lr

такая, что

ϑ[(σ0φ) ∗ ψ] =

∫
u(x)ψ(x)dx, ψ ∈ S . (3.14)

Функция u однозначно определяется функцией φ; рассмотрим оператор T : φ → u = Tφ.
Справедлива оценка ‖Tφ‖r ≤ ‖ϑ‖F ∗

r
‖φ‖Lr

, φ ∈ S . Для любых функций φ1, φ2, ψ ∈ S и любых
констант c1, c2 имеем

∫
(T (c1φ1 + c2φ2)(x)− c1T (φ1)(x)− c2T (φ2)(x))ψ(x)dx

= ϑ[(c1σ0φ1 + c2σ0φ2) ∗ ψ]− c1ϑ[σ0φ1 ∗ ψ]− c2ϑ[σ0φ2 ∗ ψ] = 0.

В силу произвольности функции ψ заключаем, что T (c1φ1 + c2φ2) = c1Tφ1 + c2Tφ2. Таким
образом, T — линейный ограниченный оператор из Sr в Lr и, более того, ‖T‖Sr→Lr

≤ ‖ϑ‖F ∗

r
.

Наконец, убедимся, что оператор T инвариантен относительно сдвига на S , т. е. для любой
функции φ ∈ S и для любого h ∈ R

m имеет место равенство

Tτhφ = τhTφ. (3.15)

В самом деле, для φ,ψ ∈ S и h ∈ R
m имеем (σ0τh)φ = (τ−hσ0)φ. С помощью этого равенства

получаем (σ0τhφ) ∗ ψ = ((τ−hσ0)φ) ∗ ψ = (σ0φ) ∗ (τ−hψ). Поэтому
∫

(Tτhφ)(x)ψ(x)dx = ϑ[(σ0(τhφ)) ∗ ψ] = ϑ[(σ0φ) ∗ (τ−hψ] =

∫
(Tφ)(x)ψ(x + h)dx

=

∫
(Tφ)(x− h)ψ(x)dx =

∫
(τh(Tφ))(x)ψ(x)dx

и окончательно ∫
(Tτhφ)(x)ψ(x)dx =

∫
(τhTφ)(x)ψ(x)dx.

Последнее равенство как раз и влечет свойство (3.15).
Оператор T продолжается по непрерывности до оператора в пространстве Lr; обозначим

продолжение тем же символом T. Оператор T в Lr линейный, ограниченный с ‖T‖ ≤ ‖ϑ‖F ∗

r

и инвариантный относительно сдвига. Следовательно, на S он является сверткой Tφ = θ ∗ φ,
φ ∈ S , с некоторым элементом θ ∈Mr.

Наконец, проверим, что
ϑ[φ] = 〈θ, φ〉, φ ∈ S . (3.16)

В терминах элемента θ формула (3.14) имеет вид

ϑ[(σ0φ) ∗ ψ] = 〈θ ∗ φ,ψ〉, φ, ψ ∈ S .

Согласно этой формуле для функции φ ∈ S и преобразования Фурье gα(t) = Ĝα(t) =
α−m/2e−πt2/α2

ядра Гаусса (3.7) имеем

ϑ[φ ∗ gα] = 〈θ ∗ σ0φ, gα〉. (3.17)

Перейдем в соотношении (3.17) к пределу при α → +0. Свойство (3.9) леммы 2 влечет,
что limα→+0 ϑ[φ ∗ gα] = ϑ[φ]. Функция θ ∗ σ0φ непрерывная медленно растущая, т. е. принад-

лежит множеству L . Семейство функций gα = Ĝα при α → +0 является δ-образным, и, как
следствие,

lim
α→+0

〈θ ∗ σ0φ, gα〉 = (θ ∗ σ0φ)(0) = 〈θ, σ0σ0φ〉 = 〈θ, φ〉.
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Таким образом, соотношение (3.17) в пределе при α→ 0 превращается в (3.16).
Наряду с равенством функционалов (3.16) имеет место и равенство норм

‖ϑ‖F ∗

r
= ‖θ‖Mr

. (3.18)

Действительно, полученное ранее неравенство ‖T‖ ≤ ‖ϑ‖F ∗
r

в данной ситуации означает, что
‖θ‖Mr

≤ ‖ϑ‖F ∗
r
. С другой стороны, из (3.16) и (3.12) следует неравенство

|ϑ[φ]| = |〈θ, φ〉| ≤ ‖θ‖Mr
‖φ‖(r), φ ∈ S .

А это влечет ‖ϑ‖F ∗

r
≤ ‖θ‖Mr

. Следовательно, действительно имеет место (3.18).
Представление (3.16) функционалов ϑ ∈ S ∗

(r) означает, что имеет место вложение

S ∗
(r) ⊂Mr, а значит, и равенство множеств (3.11). При этом имеет место и равенство норм

элементов множеств в (3.11). Теорема 1 доказана полностью. �

Теорема 2. При всех 1 ≤ r ≤ ∞ пространства Fr(R
m) и Ar(R

m) совпадают:

Fr(R
m) = Ar(R

m). (3.19)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим сразу, что поскольку оба пространства в (3.19) имеют
одно и то же сопряженное, то нормы общих элементов этих пространств совпадают.

Убедимся вначале, что имеет место вложение

Fr ⊂ Ar. (3.20)

Свертка φ ∗ ψ функций φ,ψ ∈ S принадлежит как S , так и Ar. Как следствие леммы 2
множество S ∗ S плотно в пространстве S(r). Следовательно, S(r) ⊂ Ar. Поскольку S(r)

плотно в Fr, то имеет место и вложение (3.20).
Проверим теперь обратное вложение

Ar ⊂ Fr. (3.21)

Линейная оболочка множества S ∗S плотна в Ar. В самом деле, пусть h ∈ Ar и (2.4) — одно
из представлений функции h. С помощью двух конечных множеств функций {φ}Nν=1 и {ψ}Nν=1

из S образуем функцию

w =

N∑

ν=1

φν ∗ ψν .

Рассмотрим разность

h− w = SN +RN , SN =
N∑

ν=1

(fν ∗ gν − φν ∗ ψν), RN =
∞∑

ν=N+1

fν ∗ gν .

Функцию SN запишем в виде

SN =
N∑

ν=1

((fν − φν) ∗ gν + φν ∗ (gν − ψν)) .

Согласно определению (2.5) нормы в Ar имеем

‖h− w‖Ar
≤ sN + rN ,

sN =
N∑

ν=1

(
‖fν − φν‖Lr

‖gν‖L
r′
+ ‖φν‖Lr

‖gν − ψν‖L
r′

)
, rN =

∞∑

ν=N+1

‖fν‖Lr
‖gν‖L

r′
.

Зададим ε > 0. Выберем вначале N столь большим, чтобы rN < ε/2. Множество S плотно
в пространствах Lr и Lr′ . Поэтому функции {φ}Nν=1 и {ψ}Nν=1 можно выбрать так, чтобы
sN < ε/2. В этом случае будем иметь ‖h − w‖Ar

< ε. Таким образом, линейная оболочка S

множества S ∗ S действительно плотна в Ar.
Поскольку S ⊂ S , то имеет место вложение (3.21). Вложения (3.20) и (3.21) влекут равен-

ство (3.19). Теорема 2 доказана. �



О сопряженности пространства мультипликаторов 13

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Арестов В.В. Приближение операторов типа свертки линейными ограниченными операторами //
Тр. МИАН. 1980. Т. 145. С. 3–19.

2. Арестов В.В. Наилучшее приближение неограниченных операторов, инвариантных относительно
сдвига, линейными ограниченными операторами // Тр. МИАН. 1992. Т. 198. С. 3–20.

3. Арестов В.В. Приближение неограниченных операторов ограниченными и родственные экстре-
мальные задачи // Успехи мат. наук. 1996. Т. 51, вып. 6. С. 89–124. doi: 10.4213/rm1019 .

4. Arestov V.V. On the best approximation of the differentiation operator // Ural Math. J. 2015. Vol. 1,
no. 1. P. 20–29. doi: 10.15826/umj.2015.1.002 .

5. Arestov V.V. Best approximation of a differentiation operator on the set of smooth functions with
exactly or approximately given Fourier transform // Mathematical Optimization Theory and Operations
Research (MOTOR 2019) / eds. M. Khachay, Y. Kochetov, P. Pardalos. Cham: Springer, 2019.
P. 434-448. (Lecture Notes in Computer Science; vol. 11548). doi: 10.1007/978-3-030-22629-9_30 .

6. Данфорд Н., Шварц Дж.Т. Линейные операторы. Общая теория. М.: Едиториал УРСС, 2004.
896 с.
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ЛИНЕЙНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ

ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

НА КЛАССАХ ГЛАДКИХ ФУНКЦИЙ НА m-МЕРНОМ ТОРЕ. II1

Д. Б.Базарханов

В предлагаемой работе формулируется и обсуждается задача оптимального восстановления значений
псевдодифференциальных операторов Ta на m-мерном торе T

m с символами a из классов Ψ̃τm

ǫ θ
[υ;k, l], на

распределениях f из классов Bs m

p q(T
m) типа Никольского — Бесова и Ls m

p q(T
m) типа Лизоркина —Трибеля

по конечной спектральной информации о символе оператора и о распределении (конечные наборы коэф-
фициентов Фурье символа оператора и распределения). Доказывается, что оптимальным (или, по крайней
мере, линейным оптимальным) по порядку методом восстановления в этой задаче для ряда соотношений
между параметрами класса символов, класса распределений и объемлющего пространства является метод
ΥΛ(γ,N), построенный и изученный в части I данной работы автора (2018); при этом величина (линейно-
го) оптимального восстановления имеет точный порядок соответствующего поперечника Фурье классов
Bs−τ m

p q (Tm) и Ls−τ m

p q (Tm) соответственно (теорема 1). Попутно утверждение теоремы 1 части I доказыва-

ется при "естественных" условиях на дифференциальные параметры τ классов символов Ψ̃τm

ǫ θ
[υ;k, l] и

s пространств Bs m

p q
(Tm) типа Никольского —Бесова и Ls m

p q
(Tm) типа Лизоркина —Трибеля; кроме того,

устанавливается, что оценки сверху из теоремы 1 на самом деле являются точными в смысле порядка
(см. теорему 3).

Ключевые слова: псевдодифференциальный оператор на m-мерном торе, класс символов (типа произ-
ведения), пространство распределений типа Никольского — Бесова / Лизоркина — Трибеля, оптимальное
восстановление класса операторов, оценки погрешности оптимального восстановления, поперечник Фурье.

D. B.Bazarkhanov. Linear recovery of pseudodifferential operators on classes of smooth func-

tions on an m-dimensional torus. II.

We formulate and discuss a problem of optimal recovery of values Taf of pseudodifferential operators Ta on an
m-dimensional torus Tm with symbols a from the classes Ψ̃τm

ǫ θ
[υ;k, l] on distributions f from the classes Bs m

p q
(Tm)

of Nikol’skii–Besov type and Ls m

p q
(Tm) of Lizorkin–Triebel type from finite spectral information about the symbol

of the operator and the distribution (finite sets of Fourier coefficients of the symbol and the distribution). We
show that the recovery method ΥΛ(γ,N) constructed and studied in 2018 in the first part of this research is
order-optimal (or at least linear order-optimal) in this problem for a number of relations between the parameters
of the symbol class, the class of distributions, and the ambient space. Furthermore, the (linear) optimal recovery
error has exact order of the corresponding Fourier widths of the classes Bs−τ m

p q (Tm) and Ls−τ m

p q (Tm), respectively
(Theorem 1). Simultaneously, the claim of Theorem 1 from part I of this research is proved under “natural”

conditions on the differential parameters τ of the symbol classes Ψ̃τm

ǫ θ
[υ;k, l] and s of the spaces Bs m

p q(T
m) of

Nikol’skii–Besov type and Ls m
p q(T

m) of Lizorkin–Triebel type. It is also established that the upper estimates in
Theorem 1 are order-exact (see Theorem 3).

Keywords: pseudodifferential operator on an m-dimensional torus, class of symbols (of product type),
Nikol’skii–Besov / Lizorkin–Triebel space of distributions, optimal recovery of an operator class, error bounds
of optimal recovery, Fourier width.
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1. Задача оптимального восстановления класса операторов

Теория оптимального восстановления изучает методы приближенного восстановления (зна-
чений) различных операторов (на классах элементов), построенные на основе некоторой (во-
обще говоря, неполной) информации о самих операторах и/или об элементах, на которые они

1Работа выполнена при поддержке гранта AP05133257 МОН РК.
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действуют, оптимальные в том или ином смысле. Различным конкретным задачам, конкрет-
ным методам восстановления, общим вопросам оптимального восстановления посвящено много
работ (см., например, работы [1–6] и библиографию в них).

Здесь мы обсудим известную задачу оптимального восстановления (индивидуального) опе-
ратора по семейству операторов информации об элементах, на которые он действует, и сформу-
лируем вариант задачи оптимального восстановления класса операторов по двум семействам
операторов информации (одно — об операторах, значения которых предполагается восстанав-
ливать, другое — об элементах), который будет исследован здесь для класса псевдодифферен-
циальных операторов, рассмотренного в части I (Базарханов Д.Б. Линейное восстановление
псевдодифференциальных операторов на классах гладких функций на m-мерном торе. I //
Тр. Ин–та математики и механики УрО РАН. 2018. Т. 24, №4. С. 57–79) данной работы. Кро-
ме того, разберем элементарный пример задачи первого типа, который демонстрирует, что
и в этом случае было бы вполне естественно рассматривать/привлечь операторы (неполной)
информации об операторе, который требуется восстановить.

Предположим, что заданы множество F, линейное нормированное пространство Y с нормой
‖ · |Y ‖ и оператор T , отображающий F в Y . Пусть еще имеется оператор информации I ,
действующий из F в линейное пространство ZI (I : F → ZI : f 7→ I(f)).

Задачу оптимального восстановления оператора T на множестве F по информации I об
элементах f из F сформулируем в следующем (достаточном для наших целей) виде (подробнее
см., например, [1–4;6].

Будем считать, что информация неполна, т. е. что оператор I не является инъективным
отображением. Произвольное отображение Υ : I(F) → Y называется методом восстановления,
а величина

R(T,F;I,Υ;Y ) := sup{ ‖Tf −Υ(I(f)) |Y ‖ | f ∈ F }

— погрешностью метода Υ на множестве F. Требуется вычислить (или, по крайней мере,
оценить) погрешность

S(T,F;I;Y ) := inf{R(T,F;I,Υ;Y ) | Υ } (1.1)

оптимального восстановления (значений) оператора T (в пространстве Y ) на множестве F по
информации I , а также построить метод восстановления Υo, называемый оптимальным (если
таковой существует), на котором достигается нижняя грань в (1.1), или, по крайней мере,
метод Υa, погрешность которого “близка” к (1.1) в том или ином смысле.

Хорошо известно, что погрешность (1.1) оптимального восстановления выражается в тер-
минах чебышевских радиусов множеств T (I−1(z)), где I−1(z) = {f ∈ F : I(f) = z} — прооб-
разы элементов z ∈ I(F).

Напомним, что чебышевским радиусом множества G ⊂ Y называется число

r(G) = inf{sup{‖w − y |Y ‖ | y ∈ G} | w ∈ Y },

при этом элемент c(G) ∈ Y , для которого sup{‖c(G) − y |Y ‖ | y ∈ G} = r(G) (если таковой
существует), называется чебышевским центром множества G.

Имеет место равенство (см., например, [4, теорема 1.1] или [6, следствие 1, с. 23])

S(T,F;I;Y ) = sup{ r(T (I−1(z))) | z ∈ I(F) }.

Кроме того, если для каждого z ∈ I(F) множество T (I−1(z)) имеет чебышевский центр, то
отображение

Υo : I(F) → Y : z 7→ c(T (I−1(z)))

— оптимальный (вообще говоря, нелинейный) метод восстановления оператора T на множе-
стве F по информации I (метод восстановления Υo еще называют центральным алгоритмом,
см., например, [3, гл. 1]).



Линейное восстановление псевдодифференциальных операторов 17

Множество G ⊂ Y называется центрально-симметричным, если найдется такая точ-
ка y0 ∈ Y , называемая центром симметрии (⇒ G — y0-симметрично), что ∀y ∈ G имеем
2y0 − y ∈ G.

Теперь дополнительно предположим, что T — линейный оператор, действующий из ли-
нейного пространства X, объемлющего множество F, в Y и для любого z ∈ I(F) множе-
ство I−1(z) центрально-симметрично (с центром симметрии x(z) ∈ X). Тогда, очевидно, мно-
жество T (I−1(z)) будет T (x(z))-симметричным в Y . Поскольку центр симметрии центрально-
симметричного множества в линейном нормированном пространстве является чебышевским
центром этого множества (см., например, [6, лемма 3, с. 19]), то отсюда вытекает, что опти-
мальный метод восстановления оператора T существует и является центральным алгоритмом,

Υo : I(F) → Y : z 7→ T (x(z)). (1.2)

В случае, когда вместо одного задано целое семейство операторов информации I = {I},
естественно рассмотреть следующую задачу оптимального восстановления: найти (или оце-
нить) величину

S(T,F;I;Y ) := inf{S(T,F;I;Y ) | I ∈ I }, (1.3)

а также оператор информации Io ∈ I и метод восстановления Υo : Io(F) → Y (если таковые
существуют), для которых R(T,F;Io,Υo;Y ) = S(T,F;I;Y ), или хотя бы оператор информа-
ции Ia ∈ I и метод восстановления Υa : Ia(F) → Y , для которых величина R(T,F;Ia,Υa;Y )
близка к S(T,F;I;Y ) в том или ином смысле. Подробнее об этих и других задачах оптималь-
ного восстановления см., например, [1; 2; 3, гл.1; 6, гл.1].

Переходим к постановке задачи восстановления “класса” операторов на некотором множе-
стве по семействам операторов информации как об операторах, так и об элементах, на которые
они действуют.

Пусть H — некоторая совокупность (класс) операторов T , действующих из множества F в
пространство Y , и, как и выше, I = {I} — семейство операторов информации об элементах
из F, а J = {J } — семейство операторов информации об операторах из H, т. е. операторов J ,
действующих из H в линейные пространства ZJ (J : H → ZJ : T 7→ J (T )).

Произвольное отображение Υ : I(F) × J (H) → Y называется методом восстановления, а
величина

R(H,F;I,J ,Υ;Y ) := sup{ ‖Tf −Υ(I(f),J (T )) |Y ‖ | f ∈ F, T ∈ H } (1.4)

— погрешностью метода Υ восстановления класса H на множестве F.
Задача оптимального восстановления (значений) операторов T из класса H на (элементах f

из F) по семействам (неполной) информации I об f и J о T состоит в следующем: найти (или
оценить) величину

S(H,F;I,J;Y ) := inf{R(H,F;I,J ,Υ;Y ) | Υ,I ∈ I,J ∈ J }, (1.5)

а также операторы информации Io ∈ I, J o ∈ J и метод восстановления Υo : Io(F)×J o(H) →
Y (если таковые существуют), для которых R(H,F;Io,J o,Υo;Y ) = S(H,F;I,I;Y ), или хотя
бы операторы информации Ia ∈ I, J a ∈ J и метод восстановления Υa : Ia(F) × J a(H) → Y ,
для которых величина R(H,F;Ia,J a,Υa;Y ) близка к S(H,F;I,J;Y ) в том или ином смысле.

Метод восстановления Υ′ : I(F)×J (H) → Y будем называть линейным, если отображение
Υ′(I(f),J (T )) линейно по I(f) при фиксированном J (T ).

Задача линейного оптимального восстановления класса операторов H на множестве F по
семействам информации I и J формулируется аналогично: найти (или оценить) величину

S′(H,F;I,J;Y ) := inf{R(H,F;I,J ,Υ′;Y ) | Υ′,I ∈ I,J ∈ J }, (1.6)

а также операторы информации Io ∈ I, J o ∈ J и линейный метод восстановления Υ′o : Io(F)×
J o(H) → Y (если таковые существуют), для которых R(H,F;Io,J o,Υ′o;Y ) = S′(H,F;I,I;Y ),
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или хотя бы операторы информации Ia ∈ I, J a ∈ J и линейный метод восстановления Υ′a :
Ia(F) × J a(H) → Y , для которых величина R(H,F;Ia,J a,Υ′a;Y ) близка к S′(H,F;I,J;Y ) в
том или ином смысле.

Рассмотрим следующий простой

П р и м е р. Пусть F = W s
2 (T) (s ∈ N) — класс Соболева функций f : T → C, име-

ющих абсолютно непрерывную (s − 1)-производную и таких, что ‖f |W s
2 (T)‖

2 := |f̂(0)|2 +
‖f (s) |L2(T)‖

2 ≤ 1; Y = Lr(T) : (1 ≤ r ≤ ∞); оператор информации I = IΞ W
s
2 (T) → C

#Ξ : f 7→

(f̂(ξ) : ξ ∈ Ξ), где f̂(ξ) — тригонометрические коэффициенты Фурье функции f и ∅ 6= Ξ ⊂ Z

конечно. Тогда легко проверить, что для любого вектора aΞ = (aξ : ξ ∈ Ξ) ∈ I(W s
2 (T))

тригонометрический полином t(x) =
∑

ξ∈Ξ aξe
2πiξx принадлежит W s

2 (T) и является центром

симметрии множества I−1(aΞ). Поэтому и в силу (1.2) для любого линейного (необязательно
ограниченного) оператора T : Lp(T) → Lr(T) (1 ≤ p ≤ ∞) (линейный) центральный алгоритм

Υo : W s
2 (T) → Lr(T) : f 7→

∑

ξ∈Ξ

f̂(ξ)T (e2πiξx)

является оптимальным методом восстановления оператора T в задаче (1.1).

Если T — оператор T g свертки с “хорошим” распределением g ∈ S ′(T), то оптимальным
методом является

Υo(I(f), x) =
∑

ξ∈Ξ

f̂(ξ)ĝ(ξ)e2πiξx,

и он “использует” столько же информации J (T ) = (ĝ(ξ) : ξ ∈ Ξ) об операторе T , сколько и о
функции f .

Если же T — дифференциальный оператор Th = h(x)
dk

dxk
с достаточно гладким коэффи-

циентом h : T → C, который не является тригонометрическим полиномом (т. е. множество
Z(h) := {ξ ∈ Z | ĥ(ξ) 6= 0} счетно), то оптимальный метод принимает вид

Υo(I(f), x) =
∑

ξ∈Ξ

∑

ζ∈Z

f̂(ξ)ĥ(ζ)e2πi(ξ+ζ)x

и “использует” уже бесконечную “информацию” об операторе T (именно, весь бесконечный
набор (ĥ(ξ) : ξ ∈ Z(h)) коэффициентов Фурье функции h).

Так как операторы являются объектами заведомо не менее “сложными”, чем элементы
(функции), на которые они действуют, а потому и информация о них в задачах, интересных
для приложений, не обязана быть полной (во всяком случае, “намного более полной”, чем
информация о функциях), то ввиду примера оператора Th представляется вполне разумным
рассматривать и исследовать постановки задач оптимального восстановления (классов) опе-
раторов, в которых информация об операторах также является неполной.

В следующих разделах изучается задача (1.5) для одного класса тороидальных псевдо-
дифференциальных операторов и классов распределений типа Никольского— Бесова и Ли-
зоркина— Трибеля и семейств операторов спектральной информации о символах ПДО и о
распределениях. При этом используются обозначения, введенные в части I данной работы,
в частности, Nn

0 , zn, |m| — ℓ1-норма вектора m и др.

2. Оптимальное восстановление классов ПДО

Пусть заданы числа m,n ∈ N , n ≤ m, и вектор m = (m1, . . . ,mn) ∈ N
n с |m| = m. Далее,

пусть 1 ≤ p, q ≤ ∞, 1 < r <∞, s = (s1, . . . , sn) ∈ R
n.
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Рассмотрим в качестве Y пространство Lr = Lr(T
m) , в качестве F — классы распределе-

ний Bs m
p q(T

m) типа Никольского— Бесова и Ls m
p q(T

m) типа Лизоркина— Трибеля (p < ∞) (см.
определение 2 из части I)2.

Основной объект исследования здесь (как и в первой части работы) — псевдодифферен-
циальные операторы на m-мерном торе ((тороидальные) ПДО) вида

Ta : f 7→ Taf(x) =
∑

ξ∈Zm

a(x, ξ)f̂(ξ)e2πiξx (2.1)

с символами a : Tm×Z
m → C из классов Ψ̃τm

ǫϑ[υ;k, l] ≡ Ψτm
ǫϑ[υ;k, l](T

m×Z
m). Здесь 1 ≤ θ ≤ ∞,

τ = (τ1, . . . , τn), 0 = (0, . . . , 0), 1= (1, . . . , 1) ∈ R
n, υ = (υ1, . . . , υn) ∈ R

n
+, ǫ = (ǫ1, . . . , ǫn) ∈ [0, 1]n,

k = (k1, . . . ,kn), l = (l1, . . . , ln) ∈ N
n
0 .

Более точно, мы рассматриваем задачу (1.5) для класса операторов

Hτm
ǫϑ [υ;k, l] = {Ta | a ∈ Ψ̃τm

ǫϑ[υ;k, l] : ‖a | S̃
τm
1,0[k, l]‖+ ‖a | Ψ̃τm

ǫ θ[υ;k, l]‖ ≤ 1}

(определения пространств тороидальных символов S̃τm
1,0[k, l] и Ψ̃τm

ǫ θ[υ;k, l] и их норм даны в
определениях 1 и 3 части I).

Через D обозначим набор функционалов {dξ | ξ ∈ Z
m}, где dξ(f) = f̂(ξ) — коэффициенты

Фурье распределения f ∈ S ′(Tm), через G — набор функционалов {gξ,ζ | (ξ, ζ) ∈ Z
m × Z

m},
где gξ,ζ(a) = â(ζ, ξ) — коэффициенты Фурье символа a( · , ξ).

Тогда для фиксированного N ∈ N через IN обозначим семейство операторов информации
{IΛ | Λ ⊂ Z

m : #Λ = N}, где IΛ = (dξ : ξ ∈ Λ), а через J — семейство операторов информации
{JM | M ⊂ Z

m × Z
m : #M <∞}, где JM = (gξ,ζ : (ξ, ζ) ∈ M).

Наконец, по параметрам p, r и векторам s, τ определим числа

σν =
sν − τν
mν

, ν ∈ zn, σ := min{σν : ν ∈ zn}, ω = #{ν ∈ zn : σν = σ},

ς = σ −
(1
p
−

1

r

)
+
. Здесь u+ = max{u, 0} для u ∈ R.

Будем использовать знаки ≪ и ≍ порядкового неравенства и равенства: для функций
F : R+ → R+ и H : R+ → R+ пишем F (u) ≪ H(u) при u→ ∞, если найдется такая константа
C = C(F,H) > 0, что верно неравенство F (u) ≤ CH(u) для u ≥ u0 > 0; F (u) ≍ H(u), если
одновременно F (u) ≪ H(u) и H(u) ≪ F (u). Часто вместо слов “порядковое равенство” будем
говорить “порядковая оценка”, подразумевая порядковую двустороннюю оценку.

Следующая теорема — главный результат работы (наряду с теоремой 3, см. разд. 4 ниже),
в ней при естественных соотношениях между параметрами задачи дается точный порядок
(по N) величины (1.5) в нашей задаче оптимального восстанвления класса ПДО Hτm

ǫϑ [υ;k, l] по
семействам операторов информации IN и J на классах типа Никольского— Бесова и Лизор-
кина— Трибеля в пространстве Lr.

Теорема 1. Предположим, что 1 ≤ p , q , θ ≤ ∞, 1 < r < ∞, s, τ ∈ R
n, υ ∈ R

n
+, ǫ ∈ [0, 1]n

такие, что ς > 0, и для любого ν ∈ zn выполнено одно из следующих трех условий:

(i) sν − τν < υν ;
(ii) sν − τν = υν , ǫν < 1 и θ ≤ q;

(iii) sν − τν = υν , ǫν = θ = q = 1.
Положим

kf =
(
f

⌊m1

2

⌋
+ f + 4, . . . , f

⌊mn

2

⌋
+ f + 4

)
, f ∈ {b = 3, l = 5}, l =

(⌊m1

r

⌋
, . . . ,

⌊mn

r

⌋)
.

2Всюду ниже при рассмотрении классов типа Лизоркина — Трибеля будем считать, не оговаривая
этого специально, что p <∞.
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Тогда для (F, f ) ∈ {(B, b ), (L, l )} верна следующая оценка сверху :

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≪ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr), N → ∞. (2.2)

Далее,

a) если, кроме того, 2 ≤ p, q ≤ ∞, r ≤ p, то верна соответствующая оценка снизу

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≫ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr), N → ∞; (2.3)

b) если, кроме того, 1 ≤ q < 2 ≤ p ≤ ∞, r ≤ p, то верна следующая оценка снизу :

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≫ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr)(log
ω−1N)(1/2−1/q), N → ∞, (2.4)

а также точная порядковая оценка для линейного оптимального восстановления

S′(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≍ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr), N → ∞; (2.5)

c) если, кроме того, 1 < p < r ≤ 2, 1 ≤ q ≤ ∞, то верна следующая оценка снизу :

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≫ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr)(log
ω−1N)(1/2−1/q), N → ∞, (2.6)

а также точная порядковая оценка для линейного оптимального восстановления

S′(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≍ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr), N → ∞; (2.7)

d) если, кроме того, 2 ≤ p < r <∞, 1 ≤ q ≤ ∞, то верна следующая оценка снизу :

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≫ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr)(log
ω−1N)(1/2−1/q), N → ∞, (2.8)

а также точная порядковая оценка для линейного оптимального восстановления

S′(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≍ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr), N → ∞; (2.9)

e) если, кроме того, 1 ≤ r ≤ p < 2, 1 ≤ q ≤ ∞, то верна следующая оценка снизу :

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≫

( logω−1N

N

)σ
(logω−1N)(1/2−1/q), N → ∞ . (2.10)

Здесь ϕN (F, Lr) — N -й поперечник Фурье множества F в пространстве Lr.

З а м е ч а н и е 1. Напомним, что N -й поперечник Фурье множества F(⊂ Lr) в простран-
стве Lr определяется по формуле

ϕN (F, Lr) = inf
{
sup

{∥∥∥f −

N∑

k=1

〈f, gk〉gk
∣∣Lr

∥∥∥
∣∣ f ∈ F

} ∣∣ (gk )Nk=1

}
,

где нижняя грань берется по всевозможным ортонормированным системам из N функций

(gk )Nk=1 ⊂ L∞, 〈f, h〉 =

∫

Tm

f(x)h̄(x)dx.

Поперечники Фурье были введены В.Н.Темляковым в 1982 г. Весьма обстоятельный об-
зор результатов по поперечникам Фурье различных функциональных классов можно найти
в недавней монографии [7, Ch. 4]. Точные по порядку оценки поперечников Фурье функцио-
нальных классов типа Никольского— Бесова и Лизоркина— Трибеля, рассматриваемых здесь,
во всей их полноте были установлены автором в 2010 г. (см. [8], где доказаны оценки сверху,
и работу [9], где получены соответствующие оценки снизу); в [9] также имеются достаточно
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подробная история вопроса и библиография. В частности, в условиях теоремы 1 справедливы
оценки (с (F, f(p, q, r)) ∈ {(B, b(p, q, r)), (L, l(p, q, r))})

ϕN

(
Fs−τ m
p q , Lr

)
≍

( logω−1N

N

)ς
(logω−1N)f(p,q,r),

где

b(p, q, r) =
( 1

p∗
−

1

q

)
+
, l(p, q, r) =

(1
2
−

1

q

)
+

при r ≤ p и

b(p, q, r) =
(1
r
−

1

q

)
+
, l(p, q, r) = 0

при p < r; здесь p∗ = min{p, 2}.

3. Тригонометрические полиномы. Оператор лифтинга

Пусть Λ — произвольное конечное множество из Z
m и

T(Λ) =
{

t(x) =
∑

ξ∈Λ

t̂ (ξ)e2πi ξx
∣∣ t̂ (ξ) ∈ C, ξ ∈ Λ

}

— пространство тригонометрических полиномов со спектром Λ.
Для распределения f ∈ S ′(Tm) пусть, как и раньше,

f(x) =
∑

ξ∈Zm

f̂(ξ)e2πiξx, SΛ(f, x) =
∑

ξ∈Λ

f̂(ξ)e2πiξx (∈ T(Λ)) (3.1)

— ее ряд Фурье и сумма Фурье, соответствующая спектру Λ.
Положим

ρ+(m, κ) =
{
ξ ∈ N

m : 2κν−1 ≤ ξk ≤ 2κν , k = kν−1 + 1, . . . , kν , ν ∈ zn
}

(напомним, что здесь k0 = 0, kν = m1 + · · ·+mν , ν ∈ zn) и для четного u ∈ N

ϑ[u] ≡ ϑ[u; a] ≡ {κ ∈ N
n |u ≤ κm ≤ u+ 2a, κν − четные, ν ∈ zn}, Λ+(u) ≡ ∪κ∈ϑ[u]ρ+(m, κ).

В [9] получены оценки
#ϑ[u] ≍ un−1, #Λ+(u) ≍ 2uun−1. (3.2)

Следующая теорема, которую мы применим при получении оценок снизу в теореме 1,
является частным случаем теоремы Т1, доказанной в [9] и обобщающей известный результат
В.Н.Темлякова [10].

Теорема 2. Для любого множества Λ ⊂ Z
m такого, что #Λ ≤

1

2
#Λ+(u), существует

полином tΛ,u ∈ T(Λ+(u) \ Λ) такой, что для всех κ ∈ ϑ[u]

∥∥∥
∑

ξ∈ρ+(m,κ)

t̂Λ,u (ξ) e
2πiξx

∣∣ L∞

∥∥∥ ≤ (#ϑ[u])−1/2 и ‖ tΛ,u | L2 ‖ ≥ c(m) > 0.

В дальнейшем нам также понадобятся оценки нормы полинома из теоремы 2 в простран-
ствах типа Никольского— Бесова и Лизоркина— Трибеля :

‖ tΛ,u | F
s−τ m
p q ‖ ≪ 2σuu(ω−1)(1/q−1/2) . (3.3)

Оценка (3.3) для пространств типа Никольского— Бесова (случай F = B) получена в [9]; для
пространств типа Лизоркина— Трибеля (случай F = L) оценка устанавливается аналогично.
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Теперь рассмотрим символ (не зависящий от пространственной переменной x)

a(τ)(ξ) :=
∏

ν∈zn

〈ξν〉τν (ξ ∈ Z
m),

который принадлежит классу Ψτm
ǫϑ[υ;kf, l]: во-первых, a(τ)(ξ) ∈ S̃τm

1,0[k, l] (см., например, [11,

Remark 2.1.4, p. 261]); во-вторых, нетрудно показать, что любой символ b(ξ) ∈ S̃τm
1,0[k, l], кото-

рый не зависит от x, принадлежит классу Ψτm
ǫϑ[υ;k, l]. Поэтому оператор Ta(τ) принадлежит

классу Hτm
εϑ[υ;kf, l].

С другой стороны, хорошо известно, что оператор I
(τ)(≡ Ta(τ)) (называемый оператором

лифтинга) играет важную роль в теории функциональных пространств, в частности, осуществ-
ляет изоморфизм между пространствами F s m

p q and F s−τ m
p q , другими словами, отображение

I
(τ) : F s m

p q → F s−τ m
p q : f 7→ g := I

(τ)(f)

биективно и, кроме того, ‖f |F s m
p q ‖ ≍ ‖g |F s−τ m

p q ‖ (см., например, [12, гл. 8, п. 8.8; 13, гл. 2,
п. 2.3.8; 14, Ch.2, Sect.2.2.6]).

Ясно, что

ĝ(ξ) =
∏

〈ξν〉τν f̂(ξ), ξ ∈ Z
m,

и поэтому ĝ(ξ) = 0 ⇔ f̂(ξ) = 0. Следовательно,

sup {‖I(τ)f |Lr‖ | f ∈ Fs m
p q : f̂(ξ) = 0, ξ ∈ Ξ } ≍ sup {‖g |Lr‖ | g ∈ Fs−τ m

p q : ĝ(ξ) = 0, ξ ∈ Ξ }.

4. Доказательство теоремы 1: оценки сверху

Напомним конструкцию линейного метода восстановления ΥΛ(γ,N) из части I.
Прежде всего определим вектор γ = (γ1, . . . , γn) ∈ R

n. Не ограничивая общности, считаем,
что ς = ς1 = . . . = ςω < ςν , ν ∈ zn \ zω. Выберем числа ς ′ν , ν ∈ zn, из условий ς = ς ′1 = . . . = ς ′ω,
ς < ς ′ν < ςν при ν ∈ zn \ zω. Наконец, положим γν = ς ′νmν/ς, ν ∈ zn.

По γ и u ∈ R+ определим спектры Λγ
u ⊂ Z

m, Λγ,η
u ⊂ Z

m, полагая

Λγ
u := ∪κ∈Nn

0 : γκ≤uρ(m, κ), Λγ,η
u := ∪κ∈Nn

0 : γκ≤uρ(m, η, κ),

где
ρ(m, κ) :=

{
ξ ∈ Z

m | ⌊2κν−1⌋ ≤ |ξν |∞ < 2κν , ν ∈ zn
}
,

ρ(m, η, κ) :=
{
ξ ∈ Z

m | ⌊2κν−1⌋ ≤ |ξν |∞ < 3 · 2κν−1, ν ∈ zn
}

(κ ∈ N
n
0 )

(⌊u⌋ — целая часть числа u ∈ R). В части I установлены включения (u(γ) := γ1 + . . .+ γn)

Λγ
u ⊂ Λγ,η

u ⊂ Λγ
u+u(γ) (4.1)

и оценка #Λγ
u ≍ 2uuω−1. Для любого N ∈ N существует единственное uN ∈ R+ такое, что

N = 2uNuω−1
N . Обозначим Λ(γ,N) := Λγ

uN
, т.е. #Λ(γ,N) ≍ N .

Тогда метод ΥΛ(γ,N) восстановления ПДО Ta, использующий операторы информации IΛ(γ,N)

и JM(γ,N), M(γ,N) = {(ξ, ζ) | ξ ∈ Λ(γ,N), ζ ∈ Λ(γ,N) − ξ} (в обозначениях части I DΛ(γ,N) и
GΛ(γ,N) соответственно), определяется по формуле

ΥΛ(γ,N)(IΛ(γ,N)(f),JM(γ,N)(Ta))(x) := SΛ(γ,N)(TaSΛ(γ,N)(f), x). (4.2)

Метод восстановления ΥΛ(γ,N) использует M := #Λ(γ,N)+ (#Λ(γ,N))2 ≍ N2 “единиц инфор-
мации”: (#Λ(γ,N))2 — об операторе, #Λ(γ,N) — о функции.

Оценка сверху (2.2), а также оценки сверху в соотношениях (2.5), (2.7), (2.9) в теореме 1
будут следовать из следующей теоремы, в которой устанавливается точный порядок (по N)
величины погрешности (1.4) (линейного) метода ΥΛ(γ,N) восстановления ПДО Ta вида (2.1)
по оператору IΛ(γ,N) информации об f ∈ Fsm

p q (F ∈ {B,L}) и оператору JM(γ,N) информации о

символах a ∈ Ψ̃τm
ǫθ [υ;k, l] в пространстве Lr.
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Теорема 3. Предположим, что 1 ≤ p , q , θ ≤ ∞, 1 < r < ∞, s, τ ∈ R
n, υ ∈ R

n
+, ǫ ∈ [0, 1]n

такие, что ς > 0 и для любого ν ∈ zn выполнено одно из следующих трех условий:
(i) sν − τν < υν ;
(ii) sν − τν = υν , ǫν < 1 и θ ≤ q;
(iii) sν − τν = υν , ǫν = θ = q = 1.

Далее, пусть

kf =
(
f

⌊m1

2

⌋
+ f + 4, . . . , f

⌊mn

2

⌋
+ f + 4

)
, f ∈ {b = 3, l = 5}, l =

(⌊m1

r

⌋
, . . . ,

⌊mn

r

⌋)
.

Тогда для (F, f ) ∈ {(B, b ), (L, l )} верна оценка

R(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IΛ(γ,N),JM(γ,N),ΥΛ(γ,N);Lr) ≍ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr), N → ∞. (4.3)

З а м е ч а н и е 2. Теорема 3 усиливает результат теоремы 1 из части I: во-первых, по
сравнению с теоремой 1 в теореме 3 оценка сверху доказывается при “естественных”, условиях
на “дифференциальные”, параметры s и τ , а именно, для s, τ ∈ R

n таких, что s > τ ; во-вторых,
в теореме 3 устанавливается соответствующая оценка снизу.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Сначала докажем оценку сверху в (4.3). Для любого
символа a ∈ Ψ̃τm

ǫθ [υ;k, l] определим символ b равенством

b(x, ξ) = a(x, ξ)a(−τ)(ξ) = a(x, ξ)
∏

ν∈zn

〈ξν〉−τν ,

тогда нетрудно видеть, что b ∈ Ψ̃0m

ǫθ [υ;k, l]. Для распределения f ∈ S ′(Tm), как и выше, поло-

жим g = I
(τ)f . Тогда, очевидно, имеем Taf = Tbg и, следовательно, TaSΛ(γ,N)(f) = TbSΛ(γ,N)(g).

Поэтому
SΛ(γ,N)(TaSΛ(γ,N)(f)) = SΛ(γ,N)(TbSΛ(γ,N)(g)).

Отсюда находим

‖Taf − SΛ(γ,N)(TaSΛ(γ,N)(f)) |Lr‖ = ‖Tbg − SΛ(γ,N)(TbSΛ(γ,N)(g)) |Lr‖

≤ ‖Tbg − SΛ(γ,N)(Tbg) |Lr‖+ ‖SΛ(γ,N)(Tb(g − SΛ(γ,N)(g))) |Lr‖ =: ℑ1 + ℑ2.

Сперва оценим ℑ1. Так как по теореме 2 из части I оператор Tb : F
s−τm
p q → F s−τm

p q ограничен,
то с учетом свойств оператора лифтинга из разд. 3 получим

‖Tbg |F
s−τm
p q ‖ ≤ ‖Tb |F

s−τm
p q → F s−τm

p q ‖‖g |F s−τm
p q ‖

≍ ‖Tb |F
s−τm
p q → F s−τm

p q ‖‖f |F sm
p q‖ ≤ ‖Tb |F

s−τm
p q → F s−τm

p q ‖,

поэтому h := Tbg принадлежит ‖Tb |F
s−τm
p q → F s−τm

p q ‖Fs−τm
p q — шару пространства F s−τm

p q радиуса
‖Tb |F

s−τm
p q → F s−τm

p q ‖. Следовательно, используя (5.2) из части I, применяя теорему 4.1 (см.
еще замечание 4.1) работы [8] и учитывая определение uN , имеем (следует еще принять во
внимание (4.1))

ℑ1 ≪ ‖Tb |F
s−τm
p q → F s−τm

p q ‖ sup{‖h − SΛ(γ,N)(h) |Lr‖ |h ∈ Fs−τm
p q }

≤ (1 + Cr,m/cr,m)‖Tb |F
s−τm
p q → F s−τm

p q ‖ sup
{∥∥∥h−

∑

κγ≤uN−u(γ)

∆η
κ(h)

∣∣Lr

∥∥∥
∣∣ h ∈ Fs−τm

p q

}

≍ (1 + Cr,m/cr,m)‖Tb |F
s−τm
p q → F s−τm

p q ‖
( logω−1N

N

)ς
(logω−1N)f(p,q,r). (4.4)

Ннапомним, что операторы ∆η
κ “гладких срезок” ряда Фурье — из определения функциональ-

ных пространств типа Никольского— Бесова и Лизоркина— Трибеля (см. определение 2 из
части I).
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Оценим теперь ℑ2. В силу п. 2) замечания 4 из части I в условиях теоремы 3 оператор
Tb : Lr → Lr ограничен. Отсюда ввиду (5.1) и (5.2) из части I (принимая во внимание (4.1)),
снова применяя теорему 4.1 из [8] и учитывая определение uN , получим

ℑ2 ≤ Cr,m/cr,m‖Tb |Lr → Lr‖‖g − SΛ(γ,N)(g) |Lr‖

≤ (1 + Cr,m/cr,m)
2‖Tb |Lr → Lr

∥∥∥ sup
{∥∥∥h−

∑

κγ≤uN−u(γ)

∆η
κ(h)

∣∣Lr

∥∥∥
∣∣h ∈ Fs−τm

p q

}
.

≍ (1 + Cr,m/cr,m)
2‖Tb |Lr → Lr‖

( logω−1N

N

)ς
(logω−1N)f(p,q,r). (4.5)

Таким образом, требуемая оценка сверху в (4.3) вытекает из полученных соотноше-
ний (4.4) и (4.5).

Переходим теперь к доказательству соответствующих оценок снизу в (4.3). Для того чтобы
установить оценку снизу в (4.3), достаточно указать “плохой” оператор Ta ∈ Hτm

εϑ[υ;kf, l] такой,
что погрешность метода восстановления ΥΛ(γ,N) этого оператора на классе Fsm

p q будет иметь
порядок соответствующего поперечника Фурье класса Fs−τm

p q . Оказывается, в качестве такого

“плохого” оператора можно взять оператор лифтинга I
(τ).

Действительно, прежде всего легко видеть, что для любого распределения f ∈ S ′(Tm)

SΛ(γ,N)(I
(τ)SΛ(γ,N)(f)) = I

(τ)SΛ(γ,N)(f) = SΛ(γ,N)(I
(τ)f).

Поэтому (при g = I
(τ)f) с учетом свойств оператора лифтинга и определения поперечника

Фурье имеем

sup{‖g − SΛ(γ,N)(g) |Lr‖ | f ∈ Fsm
p q} ≍ sup{‖g − SΛ(γ,N)(g) |Lr‖ | g ∈ Fs−τm

p q }

≥ ϕ#Λ(γ,N)(F
s−τm
p q , Lr) ≍ ϕN (Fs−τm

p q , Lr).

Итак, требуемая оценка снизу в соотношении (4.3), а вместе с ней и теорема 3 полностью
доказаны.

5. Доказательство теоремы 1: оценки снизу

При получении оценок снизу, не ограничивая общности, будем предполагать, что ω = n,

т. е.
s1
m1

= . . . =
sn
mn

.

Легко видеть, что для каждого оператора Ta ∈ Hτm
εϑ[υ;kf, l], любых операторов информации

IΛ = {dξ | ξ ∈ Λ} (Λ ⊂ Z
m : #Λ = N) и JM = {gξ,ζ | (ξ, ζ) ∈ M} (M ⊂ Z

m × Z
m : #M < ∞) и

любого метода Υ верна оценка

sup{‖Taf |Lr‖ | f ∈ Fs m
p q : f̂(ξ) = 0, ξ ∈ Λ} ≤ sup{‖Taf −Υ(IΛ(f),JM(Ta)) |Lr‖ | f ∈ Fs m

p q}.

Поэтому
inf

{
sup{‖Taf |Lr‖ | f ∈ Fs m

p q : f̂(ξ) = 0, ξ ∈ Λ} |Λ ⊂ Z
m : #Λ ≤ N

}

≤ S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr). (5.1)

Дальнейшие оценки снизу будут получены именно для этого оператора I
(τ) := Ta(τ) .

Сначала рассмотрим случай a) теоремы 1. Итак, пусть 2 ≤ p, q ≤ ∞, r ≤ p.
Предположим, что Λ — любое множество из Z

m c #Λ ≤ N . Выберем u > 0 так, чтобы
2#Λ ≤ #Λ+(u) и #Λ+(u) ≍ N , т. е. N ≍ 2uun−1.

Тогда по теореме 2 найдется тригонометрический полином tΛ,u ∈ T(Λ+(u)) такой, что
‖tΛ,u |L2‖ > c(m) и t̂Λ,u(ξ) = 0 для всех ξ ∈ Λ, причем для нормы ‖tΛ,u |F

s m
p q ‖ справедлива

оценка (3.3).
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Определим полином g(x) := I
(−τ)tΛ,u(x), тогда, очевидно,

h :=
g

‖g |F s m
p q ‖

∈ Fs m
p q, ĥ(ξ) = 0, ξ ∈ Λ,

кроме того, с учетом свойств оператора лифтинга (см. разд. 3) и оценки (3.3) находим

‖I(τ)h |Lr‖ =
‖tΛ,u |Lr‖

‖g |F s m
p q ‖

≍
‖tΛ,u |Lr‖

‖tΛ,u |F
s−τ m
p q ‖

≫ ‖tΛ,u |Lr‖2
−σuu(n−1)(1/2−1/q).

Если r ≥ 2, то (поскольку ‖ · |Lr‖ ≥ ‖ · |L2‖) отсюда следует, что

‖I(τ)h |Lr‖ ≫ c(m)2−σuu(n−1)(1/2−1/q) . (5.2)

Если же r < 2, то, используя неравенство ‖tΛ,u |L2‖ ≤ ‖tΛ,u |L1‖
1/3‖tΛ,u |L4‖

2/3, вытекающее
из неравенства Гёльдера, и оценку ‖tΛ,u |L4‖ ≪ 1, которая доказывается вполне аналогично
оценке ‖g2 |L4‖ ≪ 1 в работе [9, с. 276], снова отсюда получим (с учетом неравенства ‖· |Lr‖ ≥

‖ · |L1‖) оценку типа (5.2).
Таким образом из соотношений (5.1) и (5.2) вытекает требуемая оценка снизу (2.3), если

принять во внимание замечание 1.

Теперь перейдем к рассмотрению случая b). Пусть 1 ≤ q < 2 ≤ p ≤ ∞, r ≤ p.
Сперва докажем оценку (2.4). Рассуждения п. 3 (там при получении оценки (5.2) нигде не

использовалось условие q ≥ 2) дают оценку

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≫ 2−σuu(n−1)(1/2−1/q) ,

которая в силу замечания 1 является искомой оценкой (2.4).

Рассмотрим случай e). Оценка (2.10) следует из оценок (2.3) и (2.4). В самом деле, в силу
(2.3), (2.4) и вложения Fs m

p q ⊃ Fs m
2 q (которое вытекает из неравенства ‖ · |Lp‖ ≤ ‖ · |L2‖ при

p < 2) имеем (принимая во внимание замечание 1)

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr)

≥ S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
2 q;IN ,J;Lr) ≫ ϕN (Fs m

2 q, Lr)(log
ω−1N)−(1/q−1/2)+

=
( logω−1N

N

)σ
(logω−1N)(1/2−1/q)+ − (1/q−1/2)+ =

( logω−1N

N

)σ
(logω−1N)(1/2−1/q).

При получении оценок снизу в соотношениях (2.5), (2.7), (2.9) нам понадобятся оценки ли-
нейных поперечников классов Fs−τ m

p q в пространстве Lr из [15]. Напомним, что N -м линейным
поперечником множества F банахова пространства X (с нормой ‖ · |X‖) называется величина

λN (F,X) := inf
A∈L(X):rank(A)≤N

sup
f∈F

‖f −Af |X‖,

здесь L(X) — пространство линейных непрерывных операторов A : X → X. Линейные попе-
речники были введены В.М.Тихомировым в 1960 г.

Нетрудно видеть, что верна оценка

S′(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≫ λN (Fs−τ m

p q , Lr).

Но в условиях пп. b)–d) теоремы 1 в силу теоремы 2 из [15] (см. там пп. (i), (ii), (v)
соответственно) имеет место порядковое равенство

λN (Fs−τ m
p q , Lr) ≍ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr),

которое завершает доказательство оценок снизу в соотношениях (2.5), (2.7), (2.9).
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Таким образом, все оценки снизу в теореме 1 доказаны полностью.

З а м е ч а н и е 3. В условиях пункта e)

— для классов Лизоркина — Трибеля при 1 < p < 2 ≤ q ≤ ∞ (снова c учетом замечания 1),
очевидно, имеем

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],L

s m
p q;IN ,J;Lr) ≍ ϕN (Ls m

p q, Lr);

— для классов Лизоркина — Трибеля при остальных (допустимых) соотношениях между
p и q, а также для классов Никольского — Бесова при любых (допустимых) соотношениях
между p и q оценка сверху (2.2) и оценка снизу (2.10) совпадают в степенной шкале, но между
ними имеется “логарифмический люфт”.

6. Заключительные замечания и комментарии3

Как было отмечено во введении, исследованию разнообразных задач (оптимального) вос-
становления (значений) операторов посвящена обширная литература. История и различные
аспекты этой проблематики отражены, в частности, в монографиях [3;6;16–19] и обзорах [1;2;5]
(см. также библиографию в обсуждаемых ниже статьях).

Здесь в связи с теоремой 1 обсудим лишь результаты ряда работ, в которых изучаются раз-
личные аспекты задач (оптимального) восстановления операторов на классах периодических
функций одной и нескольких переменных по спектральной информации или близкие задачи.

Прежде всего отметим работу [20], в которой изучается (в наших обозначениях) зада-
ча (1.1), где рассматриваются гильбертово пространство Y = L2(M) (c окружностью T, кру-
гом D в комплексной плоскости или многомерной сферой S

d в качестве M) c полной орто-
нормированной системой {ψl}l∈N (в случае окружности берется тригонометрическая систе-
ма {e2πilx}l∈Z, в случае круга — {zn}n∈N0 , а в случае сферы — система сферических гармо-
ник), единичный шар F некоторого подпространства X из L2(M) (типичные примеры в случае

окружности — классы Соболева W s
2 (T) и Харди Hs

2(T), Бергмана — Соболева As,β
2 (T), в случае

круга — Соболева — Харди Hs
2(D), Бергмана — Соболева As,β

2 (D), а в случае сферы — классы

типа Соболева W β
2 (S

d), определяемые ограничениями в метрике L2(S
d) на действие (дробной)

степени оператора Лапласа (−∆)β/2) и оператор T : X → L2(M) типа мультипликатора (ти-
пичные примеры в случае окружности и круга — тождественный оператор и (промежуточная)
производная dk/dxk, а в случае сферы — тождественный оператор и (“промежуточная” дроб-
ная) степень лапласиана (−∆)γ/2). В качестве (оператора) информации рассматривается (пол-
ный или конечный) набор коэффициентов Фурье {fl}l∈n функции f ∈ F по системе {ψl}l∈N
(n ⊂ N ), заданный с некоторой погрешностью (в той или иной метрике); таким образом, если
погрешность ненулевая, то оператор информации I является, вообще говоря, многозначным,
и тогда задача (1.1) принимает вид

S(T,F;I;Y ) := inf{R(T,F;I,Υ;Y ) | Υ },

R(T,F;I,Υ;Y ) := sup{ ‖Tf −Υ(y) |Y ‖ | y ∈ I(f), f ∈ F }.

В [20] применяется подход, основанный на стандартных принципах выпуклой оптимизации,
и при некоторых ограничениях на оператор T (все перечисленные выше примеры операторов
им удовлетворяют) дается точное решение задачи (1.1): вычисляется точное значение вели-
чины (1.1) и выписываются явные выражения для оптимальных методов. Подчеркнем, что
в этом подходе ключевую роль играет гильбертова структура пространства Y и класса F.
Дальнейшее его развитие и применение к решению других задач оптимального восстанов-
ления можно проследить, в частности, по работам [21–23]. Отметим, что в [23] развивается
метод, дающий точное решение задач оптимального восстановления линейных операторов по

3По согласованию с редакцией здесь приведен краткий обзор исследований, близких по тематике к
данной работе.
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(неточной) спектральной информации в ряде случаев неевклидовых метрик (т. е. при отказе
от гильбертовости); подробности см. [23, § 7].

В серии работ [24–28] проведено весьма полное исследование задачи оптимизации по слож-
ности приближенного решения уравнений Фредгольма второго рода с гладкими ядрами. Во-
прос о (точном порядке) сложности приближенного решения (классов) операторных уравнений
относится к теории информационной сложности (information — based complexity) и состоит в
определении (точного порядка) количества элементарных (в том или ином смысле) операций,
потребного для построения приближенного решения таких уравнений с наперед заданной точ-
ностью (в той или иной метрике). Мы не будем входить в подробности, лишь сошлемся на
монографии [3; 17–19], первая из которых фактически положила начало этой теории, а три
последние подводят некоторый промежуточный итог в ее развитии.

Здесь же для нас важно отметить в работах [24–28] ряд важных обстоятельств в связи с
рассмотренной выше задачей оптимального восстановления (1.5).

Пусть C(T2) — пространство непрерывных на торе T
m функций. Обозначим через AW s

2 (T)
(A > 0) множество всех функций f ∈ W s

2 (T) (см. пример 1 из разд. 1 выше) таких, что
‖f |L2(T

2)‖+ ‖f (s) |L2(T
2)‖ ≤ A, через BW s,s

2 (T2) — множество (B > 0)
{
h ∈ C(T2) | ∂(α,β)h ∈ C(T2), 0 ≤ α, β ≤ s,

∑

0≤α,β≤s

‖∂(α,β)h |L2(T
2)‖ ≤ B

}

и через Hs(B,C) (C > 0) — класс всех интегральных операторов

Th : L2(T) → L2(T) : f 7→ Thf :=

∫

T

h( · , y)f(y)dy

с ядрами h ∈ BW s,s
2 (T2) таких, что оператор Id − Th : L2(T) → L2(T) обратим (здесь Id —

тождественный оператор), причем

‖(Id− Th)
−1 |L2(T) → L2(T)‖ ≤ C.

В [24–26;28] (в последней работе рассматривается многомерный случай) изучается задача
(оценки сложности) приближенного восстановления решения уравнения Фредгольма второго
рода (в наших обозначениях)

g = Thg + f

с Th ∈ Hs(B,C) и f ∈ AW s
2 (T) фактически как задача восстановления значений T̃hf операто-

ров T̃h из класса
H−s(B,C) := {T̃h = (Id− Th)

−1 |Th ∈ Hs(B,C)}

на функциональном классе AW s
2 (T) по информации об f в виде набора тригонометрических

коэффициентов Фурье {f̂(l) : |l| ≤ N} и (неполной!) информации об операторе T̃h в виде набора
тригонометрических коэффициентов Фурье {ĥ(l, k) : (k, l) ∈ ΞN} ядра h исходного оператора
Th, где ΞN — подходящим (оптимальным в соответствующем смысле) образом выбранный
гиперболический крест из Z

2. Кроме того, в этих работах для получения требуемых оценок
снизу привлекаются поперечники соответствующих функциональных компактов (например, в
[26] для этих целей используются поперечники Александрова, в [27; 28] — поперечники Гель-
фанда). Между прочим, здесь же отметим, что оценки снизу, доказанные в разд.5 с использо-
ванием теремы 2 из разд.3, фактически дают оценки снизу для соответствующих поперечников
Гельфанда классов Fs m

p q.
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ОПИСАНИЕ ЛИНЕЙНОГО ЭФФЕКТА ПЕРРОНА

ПРИ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ВОЗМУЩЕНИЯХ, ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНО

УБЫВАЮЩИХ К НУЛЮ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ

Е.А. Барабанов, В.В.Быков

Пусть Mn — множество линейных дифференциальных систем порядка n с непрерывными и ограни-
ченными на временно́й полуоси R+ коэффициентами, n > 2. Показатели Ляпунова системы A ∈ Mn

обозначаются через λ1(A) 6 . . . 6 λn(A), их спектр — через Λ(A) = (λ1(A), . . . , λn(A)) и ее индекс экспо-
ненциальной устойчивости (размерность линейного подпространства решений с отрицательными харак-
теристическими показателями) — через es(A). Для системы A ∈ Mn и метрического пространства M рас-
сматривается класс En[A](M) непрерывных по совокупности переменных (n×n)-матричнозначных функ-
ций Q : R+×M → R

n×n, удовлетворяющих оценке ‖Q(t, µ)‖ 6 CQ exp(−σQt) для всех (t, µ) ∈ R+×M, где
CQ и σQ — положительные постоянные (свои для каждой функции Q), и таких, что показатели Ляпунова
системы A+Q, являющиеся функциями µ ∈ M и обозначаемые через λ1(µ;A+Q) 6 . . . 6 λn(µ;A+Q),
не меньше соответствующих показателей Ляпунова системы A, т. е. λk(µ;A + Q) > λk(A), k = 1, n, для
любого µ ∈ M. Ставится задача полного описания для каждых n ∈ N и метрического пространства M
класса пар

(
Λ(A),Λ(· ;A + Q)

)
, составленных из спектра Λ(A) ∈ R

n системы A ∈ Mn и из спектра
Λ(· ;A+Q) : M → R

n семейства A+Q, когда A пробегает множество Mn, а матричнозначная функция Q
при каждом A — класс En[A](M), т. е. класса ΠEn(M) = {

(
Λ(A),Λ(· ;A + Q)

)
|A ∈ Mn, Q ∈ En[A](M)}.

Решение задачи дает следующее утверждение: для любых натурального n > 2 и метрического простран-
ства M пара

(
l, F (·)

)
, где l = (l1, . . . , ln) ∈ R

n и F (·) = (f1(·), . . . , fn(·)) : M → R
n, тогда и только тогда

принадлежит классу ΠEn(M), когда выполняются четыре условия: 1) l1 6 . . . 6 ln, 2) f1(µ) 6 . . . 6 fn(µ)
для любого µ ∈ M, 3) fi(µ) > li для всех i = 1, n и µ ∈ M, 4) для любого i = 1, n функция fi(·) : M → R

ограничена, и при каждом r ∈ R прообраз f−1
i

([r,+∞)) полуинтервала [r,+∞) является Gδ-множеством.
Решение аналогичной задачи описания пар, составленных из индекса es(A) ∈ {0, . . . , n} экспоненциаль-
ной устойчивости системы A и из индекса es(· ;A + Q) : M → {0, . . . , n} экспоненциальной устойчивости
семейства A+Q, т. е. класса IEn(M) = {

(
es(A), es(· ;A+Q)

)
|A ∈ Mn, Q ∈ En[A](M)}, описывается утвер-

ждением: для любых натурального n > 2 и метрического пространства M пара
(
d, f(·)

)
, где d ∈ {0, . . . , n}

и f : M → {0, . . . , n}, принадлежит классу IEn(M) тогда и только тогда, когда f(µ) 6 d для любого µ ∈ M
и при каждом r ∈ R прообраз f−1((−∞, r]) полуинтервала (−∞, r] является Gδ-множеством.

Ключевые слова: линейная дифференциальная система, показатели Ляпунова, убывающие к нулю
возмущения, классы Бэра.

E. A.Barabanov, V.V. Bykov. Description of the linear Perron effect under parametric per-

turbations exponentially vanishing at infinity.

Let Mn be the set of linear differential systems of order n > 2 whose coefficients are continuous and bounded
on the time semiaxis R+. Denote by λ1(A) 6 . . . 6 λn(A) the Lyapunov exponents of a system A ∈ Mn, by
Λ(A) = (λ1(A), . . . , λn(A)) their spectrum, and by es(A) the exponential stability index of A (the dimension
of the linear subspace of solutions with negative characteristic exponents). For a system A ∈ Mn and a metric
space M, we consider the class En[A](M) of continuous (n × n) matrix-valued functions Q : R+ × M → R

n×n

satisfying the bound ‖Q(t, µ)‖ 6 CQ exp(−σQt) for all (t, µ) ∈ R+×M, where CQ and σQ are positive constants
(possibly different for each function Q), and such that the Lyapunov exponents of the system A+Q, which are
functions of µ ∈ M and are denoted by λ1(µ;A+Q) 6 . . . 6 λn(µ;A+Q), are not less than the corresponding
Lyapunov exponents of the system A; i.e., λk(µ;A + Q) > λk(A), k = 1, n, for all µ ∈ M . The problem is to
obtain a complete description for each n ∈ N and each metric space M of the class of pairs

(
Λ(A),Λ(· ;A+Q)

)

composed of the spectrum Λ(A) ∈ R
n of a system A ∈ Mn and the spectrum Λ(· ;A + Q) : M → R

n of a
family A + Q, where A ranges over Mn and the matrix-valued function Q ranges over the class En[A](M)
for each A, i.e., of the class ΠEn(M) = {

(
Λ(A),Λ(· ;A + Q)

)
|A ∈ Mn, Q ∈ En[A](M)}. The solution of this

problem is provided by the following statement: for each integer n > 2 and every metric space M , a pair
(
l, F (·)

)
, where l = (l1, . . . , ln) ∈ R

n and F (·) = (f1(·), . . . , fn(·)) : M → R
n, belongs to the class ΠEn(M)

if and only if the following conditions are met: (1) l1 6 . . . 6 ln, (2) f1(µ) 6 . . . 6 fn(µ) for all µ ∈ M,
(3) fi(µ) > li for all i = 1, n and µ ∈ M, (4) for each i = 1, n, the function fi(·) : M → R is bounded
and, for any r ∈ R, the preimage f−1

i
([r,+∞)) of the half-interval [r,+∞) is a Gδ-set. The solution of the

similar problem of describing the pairs composed of the exponential stability index es(A) ∈ {0, . . . , n} of a
system A and the exponential stability index es(· ;A + Q) : M → {0, . . . , n} of a family A + Q, i.e., the class
IEn(M) = {

(
es(A), es(· ;A + Q)

)
|A ∈ Mn, Q ∈ En[A](M)}, is contained in the following statement: for any

positive integer n > 2 and every metric space M , a pair
(
d, f(·)

)
, where d ∈ {0, . . . , n} and f : M → {0, . . . , n},

belongs to the class IEn(M) if and only if f(µ) 6 d for all µ ∈ M and, for any r ∈ R, the preimage f−1((−∞, r])
of the half-interval (−∞, r] is a Gδ-set.
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Введение

Для заданного натурального n через Mn обозначим множество линейных дифференци-
альных систем

ẋ = A(t)x, x ∈ R
n, t ∈ R+ ≡ [0,+∞), (1)

с ограниченными и непрерывными на временно́й полуоси R+ коэффициентами. Обозначим
через λ1(A) 6 . . . 6 λn(A) показатели Ляпунова [1, с. 27; 2, гл. III, §4] системы (1), через
Λ(A) =

(
λ1(A), . . . , λn(A)

)
— ее спектр, а через es(A) — индекс экспоненциальной устойчиво-

сти, т. е. размерность линейного пространства решений этой системы, имеющих отрицатель-
ные характеристические показатели. Далее мы отождествляем систему (1) с матричнозначной
функцией A(·) и пишем A ∈ Mn.

В работе [3] О. Перрон построил пример системы A ∈ M2 с отрицательными показателями
Ляпунова, для которой существует такая непрерывная на полуоси (2×2)-матрица Q(t), экспо-
ненциально убывающая к нулю на бесконечности, что старший показатель Ляпунова λ2(A+Q)
возмущенной системы (A+Q) ∈ M2 положителен (в частности, λ2(A+Q) > λ2(A)), а младший
λ1(A+Q) совпадает с показателем λ1(A) невозмущенной системы. Таким образом, в примере
Перрона индекс экспоненциальной устойчивости исходной системы равен двум, а возмущен-
ной — единице, т. е. имеет место потеря устойчивости. О. Перроном [4] построен также пример
системы A ∈ M2 с отрицательными показателями Ляпунова и такого ее определенного в про-
изведении R+ × G (G — окрестность нуля в R

2) непрерывного по совокупности переменных
возмущения f(t, x) высшего порядка малости (т. е. ‖f(t, x)‖ 6 const‖x‖m, m = const > 1), что
показатель Ляпунова любого имеющего в начальный момент t = 0 ненулевую первую компо-
ненту решения возмущенной системы ẋ = A(t)x + f(t, x) больше некоторого положительного
числа, а показатель Ляпунова решений с нулевой в начальный момент первой компонентой —
тот же, что и у невозмущенной линейной системы.

Эти примеры Перрона послужили отправной точкой многочисленных исследований влия-
ния различных классов линейных и нелинейных возмущений на показатели Ляпунова систем
из Mn, а результаты, полученные в этом направлении, составляют существенную часть со-
временной теории показателей Ляпунова. Эффект изменения значений показателей Ляпунова
системы из Mn при тех или иных “малых” ее возмущениях назван в монографии [5, гл. 4]
эффектом Перрона. Позднее, начиная с работы [6], это название — эффект Перрона — было
усвоено только той ситуации (ее, формально говоря, и рассмотрел О. Перрон), при которой
возмущения не уменьшают показатели Ляпунова исходной системы (этой терминологии мы
и следуем в дальнейшем). В отличие от работ [5; 6], в которых эффект Перрона, как в [4],
рассматривался при возмущениях высшего порядка малости, мы в соответствии с работой [3]
рассматриваем линейные убывающие (в частности, экспоненциально) к нулю возмущения мат-
риц коэффициентов систем из Mn и в этом случае называем эффект Перрона линейным.

Для дальнейшего важно отметить, что построенная в работе [3] матрица-возмущение име-
ла вид µQ(t), где µ — вещественный параметр; доказано, что для любого µ 6= 0 при таком
возмущении старший показатель Ляпунова возмущенной системы положителен, а младший
не изменяется. Имея в виду это обстоятельство, далее, зафиксировав некоторое метрическое
пространство M, будем рассматривать семейства линейных дифференциальных систем вида

ẋ =
(
A(t) +Q(t, µ)

)
x, x ∈ R

n, t ∈ R+, (2)

где A ∈ Mn, а Q(·, ·) : R+ ×M → R
n×n — непрерывная по совокупности переменных матрич-

нозначная функция. При каждом фиксированном в семействе (2) значении параметра µ ∈ M
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получаем линейную дифференциальную систему с ограниченными (своей, вообще говоря, для
каждого µ постоянной) и непрерывными на полуоси коэффициентами, показатели Ляпунова
которой обозначим через λ1(µ;A+Q) 6 . . . 6 λn(µ;A+Q). Таким образом, показатели Ляпуно-
ва семейства (2) — функции параметра µ ∈ M ; в частности, определен спектр семейства (2) —
вектор-функция Λ(· ;A +Q) ≡

(
λ1(· ;A +Q), . . . , λn(· ;A +Q)

)
: M→R

n.

1. Постановка задачи. Основной результат

Через En(M) обозначим класс непрерывных по совокупности переменных матричнознач-
ных функций Q(·, ·) : R+ × M → R

n×n, экспоненциально убывающих к нулю при t → +∞

равномерно относительно µ ∈ M, т. е.

lim
t→+∞

ln sup
µ∈M

‖Q(t, µ)‖1/t < 0. (3)

Для каждой системы A ∈ Mn через En[A](M) обозначим класс тех возмущений Q ∈ En(M),
которые не уменьшают ее показатели Ляпунова, т. е. для любых системы A ∈ Mn и ее возму-
щения Q ∈ En[A](M) выполняется неравенство infµ∈M λi(µ;A + Q) > λi(A) при всех i = 1, n.
Очевидно, что для любой системы A ∈ Mn класс En[A](M) не пуст, поскольку ему принадле-
жит тождественно нулевая матрица.

Ставится задача полного дескриптивно-множественного описания для каждых n ∈ N и
метрического пространства M класса пар

(
Λ(A),Λ(· ;A +Q)

)
, составленных из спектра Λ(A)

системы A ∈ Mn и вектор-функции Λ(· ;A+Q), когда A пробегает множество Mn, а матрич-
нозначная функция Q при каждом A — класс En[A](M), т. е. класса

ΠEn(M) = {
(
Λ(A),Λ(· ;A +Q)

)
|A ∈ Mn, Q ∈ En[A](M)}.

Отметим, что полное описание класса

ΛEn(M) = {Λ(· ;A +Q) |A ∈ Mn, Q ∈ En[A](M)},

составленного из вторых элементов пар класса ΠEn(M), фактически получено в работе [7].
Очевидно, что решение поставленной задачи будет содержать как частный случай пример

Перрона и будет описывать с дескриптивно-множественной точки зрения в том числе и все
возможные ситуации, при которых экспоненциально устойчивая линейная система под дей-
ствием параметрических экспоненциально убывающих возмущений становится неустойчивой.
Например, как следует из теоремы работы, существуют такая система A ∈ M2 со старшим
показателем Ляпунова λ2(A), равным −1, и такое ее возмущение Q ∈ E2[A](R), что старший
показатель λ2(A+Q) Ляпунова возмущенной системы при µ рациональном равен −1, а при µ
иррациональном равен 1.

Отметим, что направление в теории показателей Ляпунова, ставящее своей целью изу-
чение зависимости от параметра асимптотических свойств и характеристик параметрических
дифференциальных систем, возникло благодаря В.М.Миллионщикову, начавшему системати-
ческие исследования в этом направлении серией работ, из которых укажем только работу [8].
Ему же мы обязаны пониманием того, что адекватным языком описания такой зависимости
является язык теории Бэра разрывных функций [9]. Подчеркнем, что речь идет о полном опи-
сании всех возможных типов поведения тех или иных свойств или характеристик при измене-
нии параметров системы, а не об установлении достаточных условий того или иного характера
их поведения. К настоящему времени в этом направлении получено большое количество ре-
зультатов.

Так как при n = 1 для любого метрического пространства M и любого семейства Q ∈

E1(M) справедливо равенство λ1(A) = λ1(A+Q), то ΠE1(M) = {
(
Λ(A),Λ(A)

)
}. Поэтому далее

считаем, что n > 1.
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Напомним, что функция f : M → R называется [10, с. 224] функцией класса (∗, Gδ), если
для любого r ∈ R прообраз f−1

(
[r,+∞)

)
полуинтервала [r,+∞) является Gδ-множеством

метрического пространства M. В частности, класс (∗, Gδ) — подкласс второго класса Бэра [10,
с. 248].

Полное описание класса ΠEn(M) для любых n ∈ N, n > 1, и пространства M дает следу-
ющее утверждение, которое было анонсировано в [11].

Теорема. Пусть n — натуральное число, большее единицы, и M — метрическое про-

странство. Пара
(
l, F (·)

)
, где l = (l1, . . . , ln) ∈ R

n и F (·) = (f1(·), . . . , fn(·)) : M → R
n, тогда и

только тогда принадлежит классу ΠEn(M), когда выполняются следующие условия:
1) l1 6 . . . 6 ln;
2) f1(µ) 6 . . . 6 fn(µ) для любого µ ∈ M ;
3) fi(µ) > li для всех µ ∈ M и i = 1, n;
4) для любого i = 1, n функция fi(·) : M → R ограничена и принадлежит классу (∗, Gδ).

Следствие 1. Пусть n — натуральное число, большее единицы, и M — отрезок веще-

ственной прямой. Тогда для всякой пары (l, F (·)) ∈ ΠEn(M) существуют система A ∈ Mn

и аналитическое по параметру µ ∈ M ее возмущение Q ∈ En[A](M) такие, что Λ(A) = l и

Λ(· ;A +Q) = F.

Поставив каждому µ ∈ M в соответствие индекс экспоненциальной устойчивости систе-
мы (2), получим функцию es(·;A) : M → Zn, где Zn ≡ {0, . . . , n}. Естественно возникает зада-
ча описания класса пар, составленных из индексов экспоненциальной устойчивости исходной
и возмущенной систем, т. е. класса IEn(M) =

{(
es(A), es(· ;A + Q)

)
|A ∈ Mn, Q ∈ En[A](M)

}
.

Описание этого класса содержит следующее

Следствие 2. Пусть n — натуральное число, большее единицы, а M — метрическое

пространство. Пара
(
d, f(·)

)
, где d ∈ Zn и f : M → Zn принадлежит классу IEn(M) тогда и

только тогда, когда выполняются условия: а) f(µ) 6 d для любого µ ∈ M, б) функция (−f)
принадлежит классу (∗, Gδ).

2. Доказательство основных результатов

Сначала сформулируем и докажем три вспомогательных утверждения. Наделим простран-
ство R

n наиболее удобной для дальнейшего нормой ‖x‖ = max1≤i≤n |xi|, x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n,

а пространство n× n матриц — соответствующей операторной нормой

‖Y ‖ = sup
‖x‖=1

‖Y x‖, Y ∈ R
n×n.

Лемма 1. Пусть заданы числа a1, . . . , an ∈ R и отрезок [c, d] ⊂ (0,+∞). Тогда для любых

i ∈ {1, . . . , n} и решения x(·) = (x1(·), . . . , xn(·))
T системы

ẋ = diag[a1, . . . , an]x, x ∈ R
n, t ∈ [c, d],

функция χx
i : [c, d] → R ⊔ {−∞}, определяемая равенством χx

i (t) = ln |xi(t)|
1/t, t ∈ [c, d], моно-

тонна (вообще говоря, нестрого).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любых i ∈ {1, . . . , n} и решения x(·) рассматриваемой си-
стемы справедливо равенство xi(t) = eai(t−c)xi(c), t ∈ [c, d]. Следовательно, если xi(c) 6= 0, то
χx
i (t) = ai + (ln |xi(c)| − aic)/t, t ∈ [c, d], а если xi(c) = 0, то χx

i (t) = −∞ при всех t ∈ [c, d].
Лемма доказана.

О п р е д е л е н и е. Пусть S ⊂ R+ — неограниченное множество. Характеристическим

показателем вектор-функции f : S → R
n называется величина (считаем ln 0 = −∞)

λ[f ] = lim
S∋t→+∞

ln ‖f(t)‖1/t.
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Лемма 2. Пусть S ⊂ R+ — неограниченное множество. Тогда для любой вектор-функции

x(·) = (x1(·), . . . , xn(·))
T : S → R

n справедливо равенство

λ[x] = max
1≤i≤n

λ[xi].

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению

λ[x] = lim
S∋t→+∞

ln( max
1≤i≤n

|xi(t)|)
1/t.

Для любых i ∈ {1, . . . , n} и t > 0 из неравенства max1≤l≤n |xl(t)| ≥ |xi(t)| вытекает неравенство
ln(max1≤l≤n |xl(t)|)

1/t ≥ ln |xi(t)|
1/t, откуда, переходя к верхнему пределу при t → +∞ по

множеству S, получаем неравенство λ[x] ≥ λ[xi]. Следовательно, λ[x] ≥ max1≤i≤n λ[xi].
Установим обратное неравенство. Пусть, напротив, для некоторого числа r ∈ R справедли-

во соотношение λ[x] > r > max1≤i≤n λ[xi]. Значит, для каждого i ∈ {1, . . . , n} существует такое
Ti > 0, что при всех t ≥ Ti выполнено неравенство ln |xi(t)|

1/t < r. Положим T = max1≤i≤n Ti.
Тогда при всех t ≥ T справедливо неравенство ln ‖x(t)‖1/t < r. Переходя в последнем нера-
венстве к верхнему пределу при t → +∞ по множеству S, получим, что λ[x] ≤ r. Пришли к
противоречию.

Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть A ∈ Mn, а матричнозначная функция Q(·, ·) : R+ × M → R
n×n непре-

рывна и при каждом µ ∈ M удовлетворяет условию limt→+∞ ‖Q(t, µ)‖ = 0. Тогда каждая из

функций λi(· ;A +Q), i = 1, n, ограничена и принадлежит классу (∗, Gδ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольное i ∈ {1, . . . , n}. При каждом µ ∈ M
из равенства limt→+∞ ‖Q(t, µ)‖ = 0 вытекает, что существует такое T > 0, что для всех t ≥ T
выполнено неравенство ‖Q(t, µ)‖ ≤ 1. В силу известной оценки для показателей Ляпунова [2,
гл. III, § 3] справедливо включение λi(A+Q) ∈ [−(a+1), a+1], где a = sup{‖A(t)‖ : t ∈ R+}. Сле-
довательно, функция λi(· ;A + Q) ограничена. Принадлежность этой функции классу (∗, Gδ)
по существу вытекает из [12, леммы 6–9] (см. также доказательство теоремы [13]).

Лемма доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы разобьем на шаги.

1. Установим сначала необходимость условий теоремы. Условия 1)–3) вытекают непосред-
ственно из определений, а условие 4) — из леммы 3.

2. Докажем достаточность. Пусть l ∈ R
n и F = (f1(·), . . . , fn(·)) удовлетворяют усло-

виям 1)–4). В силу результата [14] (см. также [15, замечание 2]) для каждого i ∈ {1, . . . , n}
существует последовательность непрерывных функций f i

m : M → R, m ∈ N, такая, что спра-
ведливо представление

fi(µ) = lim
m→∞

f i
m(µ), µ ∈ M. (4)

Положим C = sup{‖F (µ)‖ : µ ∈ M} + 1. Без ограничения общности можно считать, что для
всех i = 1, n, m ∈ N и µ ∈ M выполнено неравенство f i

m(µ) ≤ C − 1 (в противном случае
заменим функцию f i

m функцией min{f i
m(·), C − 1}).

Для каждого m ∈ N0 определим функцию σm : M → R равенством

σm(µ) = (6C + 4li − 6f i
max{q,1}(µ))/5, µ ∈ M,

где q ∈ Z и i ∈ {1, . . . , n} однозначно определяются из условия m = qn+ i.

3. Зададим последовательность T j
m, m ∈ N0, j = 0, 6, неотрицательных целых чисел рекур-

рентно равенствами T 0
0 = 0 и

T 0
m+1 = T 6

m, T j
m = T j−1

m +

{
1, если j = 2, 5,

2m+1, если j = 1, 3, 4, 6,
m ∈ N0, j = 1, 6.
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Легко видеть, что T 0
m = 4(2m+1 − 2) + 2m, m ∈ N0. Для упрощения записи через ∆j

m, j = 1, 6,
обозначим полуинтервал [T j−1

m , T j
m), через ∆m — полуинтервал [T 0

m, T 0
m+1), а через ∆̄j

m и ∆̄m —
соответствующие отрезки.

Для всякой тройки чисел α = (a, b, c) ∈ R
3 определим на отрезке ∆̄m матричнозначную

функцию A[α;m] при помощи равенства

A[α;m](t) =





diag[0,−c] при t ∈ ∆1
m

⊔
∆4

m,
O2 при t ∈ ∆2

m

⊔
∆5

m,
diag[0, c] при t ∈ ∆3

m,
diag[a, b+ c] при t ∈ ∆̄6

m,

а для всякого σ > 0 — матричнозначную функцию Q[σ;m] при помощи равенства

Q[σ;m](t) =





(
0 0

(−1)je−σT 2
m 0

)
при t ∈ ∆j

m, j ∈ {2, 5},

O2 при остальных t ∈ ∆̄m,

где O2 — нулевая (2×2)-матрица. Положим C[α, σ;m] = A[α;m]+Q[σ;m]. Тогда для матрицы
Коши XC[α,σ;m](·, ·) системы

ẋ = C[α, σ;m](t)x, x = (x1, x2)
т ∈ R

2, t ∈ ∆̄m,

непосредственными вычислениями получаем соотношения

XC[α,σ;m](T
1
m, T 0

m) = XC[α,σ;m](T
5
m, T 0

m) =

(
1 0

0 e−c2m+1

)
,

XC[α,σ;m](T
2
m, T 0

m) = XC[α,σ;m](T
4
m, T 0

m) =

(
1 0

e−σT 2
m e−c2m+1

)
,

XC[α,σ;m](T
3
m, T 0

m) =

(
1 0

ec2
m+1−σT 2

m 1

)
, XC[α,σ;m](T

6
m, T 0

m) =

(
ea2

m+1
0

0 eb2
m+1

)
.

(5)

4. Построим кусочно-постоянную матричнозначную функцию Ã(·) и семейство кусочно-
постоянных матричнозначных функций Q̃(·, µ), µ ∈ M, со следующими свойствами:

1) все точки разрыва функций Ã(·) и Q̃(·, µ), µ ∈ M, содержатся в множестве {T j
m : m ∈

N0, j = 1, 6};
2) функция Q̃(·, µ) экспоненциально стремится к нулю при t → +∞ равномерно относи-

тельно µ ∈ M ;
3) спектр Λ(Ã) показателей Ляпунова системы Ã совпадает с вектором l;
4) спектр Λ(·; Ã + Q̃) показателей Ляпунова семейства Ã+ Q̃ совпадает с вектор-функци-

ей F (·).

4.1. Рассмотрим сначала случай l1 = 0. Для каждого m ∈ N0 определим на полуинтерва-
ле ∆m систему Ã(·) равенствами

ẋj = ljxj , если j 6∈ {θ(m), θ(m+ 1)}, (6)

ẏ = A[am, bm, 6C;m](t)y, (7)

а систему Q̃(·, µ) при всяком µ ∈ M — равенствами (6) и

ẏ = Q[σm(µ);m](t)y. (8)

В равенствах (6)–(8) обозначены y = (xθ(m), xθ(m+1))
T, am = (4+2−m)lθ(m), bm = (4+2−m)lθ(m+1)

и θ : N0 → {1, . . . , n} — функция, которая задается условием: θ(m) ≡ m (mod n).
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Свойство 1) выполнено по построению. Для доказательства свойства 2) заметим, что при
всех m ∈ N0 и µ ∈ M выполнено неравенство σm(µ) ≥ 6/5. Следовательно,

lim
t→+∞

ln sup
µ∈M

‖Q̃(t, µ)‖1/t ≤ lim
m→+∞

−6T 2
m/(5T 5

m) = −6/7. (9)

4.2. Зафиксируем µ ∈ M и вычислим показатели Ляпунова системы C̃(·, µ) ≡ Ã(·)+Q̃(·, µ).
Рассмотрим произвольное ненулевое решение x(·) этой системы. Поскольку ‖C̃(t, µ)‖ ≤ 1 при
всех t ∈ ∆̄j

m, j ∈ {2, 5}, из равенства x(t) = X
C̃(·,µ)

(t, T j
m)x(T j

m) в силу известной оценки для

нормы матрицы Коши [16, (3.3)] получаем двойное неравенство

ln ‖x(T j
m)‖ − 1 ≤ ln ‖x(t)‖ ≤ ln ‖x(T j

m)‖+ 1, t ∈ ∆̄j
m, m ∈ N0, j ∈ {2, 5}.

Следовательно, характеристический показатель решения x(·) совпадает с характеристическим
показателем λ[x|T] его сужения на множество T =

⋃
{∆̄j

m : m ∈ N0, j 6= 2, 5}. Из леммы 2
следует, что упомянутый показатель равен наибольшему из характеристических показателей
λ[xi|T], i = 1, n. Так как на отрезках ∆̄j

m, m ∈ N0, j ∈ {1, 3, 4, 6}, составляющих множество T,
система C̃(·, µ) является автономной и диагональной, то в силу леммы 1 каждая из функций
χx
i , i = 1, n, монотонна, поэтому верхний предел в определении характеристического показа-

теля λ[xi|T] можно вычислять по последовательности концов отрезков ∆̄j
m, m ∈ N0, j = 1, 6 :

λ[xi|T] = lim
q→∞

ln |xi(Tq)|
1/t, где T6m+j = T j

m, m ∈ N0, j = 1, 6.

Учитывая сказанное и применяя лемму 2 к сужению функции x(·) на множество {Tq : q ∈ N},
получаем цепочку равенств

λ[x] = λ[x|T] = max
1≤i≤n

λ[xi|T] = max
1≤i≤n

lim
q→∞

ln |xi(Tq)|
1/t = lim

q→∞

1

t
ln ‖x(Tq)‖.

4.3. Зафиксируем произвольное i ∈ {1, . . . , n}. Через ei обозначим i-й единичный вектор
пространства R

n. Вычислим характеристический показатель λ[xi] решения xi(·) рассматрива-
емой системы, выходящего в момент времени t = 0 из вектора ei.

Заметим, что из последнего равенства в (5) и задания систем (6)–(8) вытекает, что для
i-й компоненты любого решения x(·) рассматриваемой системы при всех m ∈ N0 выполнено
соотношение xi(T

0
m+1) = xi(T

0
m) exp(li(T

0
m+1 − T 0

m)). Следовательно, справедливо равенство

xi(T
0
m) = exp(liT

0
m)xi(T

0
0 ), m ∈ N0, (10)

из которого и определения систем (6)–(8) следует, что если ни одно из чисел m− i и m− i+1
не делится на n, то функция χi(t) ≡ t−1 ln ‖xi(t)‖, t > 0, на отрезке ∆̄m тождественно рав-
на li. Следовательно, при вычислении верхнего предела в определении величины λ[xi] можно
ограничиться концами только тех отрезков ∆̄j

m, j = 1, 6, для которых одно из чисел m− i или
m− i+ 1 делится на n.

Положим mi
q = qn+ i, q ∈ N0, i = 1, n. Из (5)–(8) получаем соотношения

‖xi(T 5
mi

q

)‖ = ‖xi(T 4
mi

q

)‖ = ‖xi(T 2
mi

q

)‖ = ‖xi(T 1
mi

q

)‖ = ‖xi(T 0
mi

q

)‖,

‖xi(T 5
mi

q
−1)‖ = ‖xi(T 4

mi
q
−1)‖ = ‖xi(T 2

mi
q
−1)‖ = ‖xi(T 1

mi
q
−1)‖ ≤ ‖xi(T 3

mi
q
−1)‖ = ‖xi(T 0

mi
q
−1)‖,

откуда с учетом (10) вытекают цепочки неравенств

lim
q→∞

χi(T
5
mi

q

) ≤ lim
q→∞

χi(T
4
mi

q

) ≤ lim
q→∞

χi(T
2
mi

q

) ≤ lim
q→∞

χi(T
1
mi

q

) ≤ lim
q→∞

χi(T
0
mi

q

) = li,

lim
q→∞

χi(T
5
mi

q−1) ≤ lim
q→∞

χi(T
4
mi

q−1) ≤ lim
q→∞

χi(T
2
mi

q−1) ≤ lim
q→∞

χi(T
1
mi

q−1)
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≤ lim
q→∞

χi(T
3
mi

q
−1) ≤ lim

q→∞
χi(T

0
mi

q
−1) = lim

q→∞
χi(T

0
mi

q
+1) = li.

Далее, по построению

lim
q→∞

χi(T
3
mi

q

) = lim
q→∞

(6C · 2m
i
q
+1 − σmi

q
(µ)T 2

mi
q

+ liT
0
mi

q

)/T 3
mi

q

= lim
q→∞

f i
q(µ) = fi(µ).

Окончательно получаем

λ[xi] = max
0≤j≤6

max
{

lim
q→∞

χi(T
j
mi

q

), lim
q→∞

χi(T
j
mi

q−1
)
}
= lim

q→∞
χi(T

3
mi

q

) = fi(µ).

4.4. Покажем, что базис (x1(·), . . . , xn(·)) решений системы C̃(·, µ) является нормальным [17,
2.2]. Для этого докажем, что никакое подмножество набора решений {x1(·), . . . , xn(·)} не допус-
кает понижающей комбинации [17, 2.3.4], т. е. что для каждого i ∈ {2, . . . , n} и произвольного
набора чисел α1, . . . , αi, где αi 6= 0, выполняется равенство

λ
[ i∑

k=1

αkx
k
]
= λ[xi]. (11)

Пусть S — какое-либо неограниченное подмножество временно́й полуоси R+. Тогда функцио-
нал

λ[x|S] = lim
S∋t→+∞

ln ‖x(t)‖1/t,

определенный на линейном пространстве решений какой-либо системы (1), является показа-
телем на этом пространстве в смысле [17, 2.1], а именно, обладает свойствами

λ[(cx)|S] = λ[x|S] при c 6= 0,

λ[(x+ y)|S] ≤ max{λ[x|S], λ[y|S]}.
(12)

Положим Si = {T 3
mi

q

: q ∈ N0}. В силу п. 4.3 справедливы равенства

λ[xi] = λ[xi|Si ] = fi(µ), λ[xk|Si ] = lk, k = 1, i − 1.

Рассмотрим сначала случай fi(µ) = li. Для любого решения x(·), удовлетворяющего усло-
вию xi(0) 6= 0, из равенства (10) вытекает цепочка λ[x] ≥ λ[xi] ≥ li. Следовательно, левая
часть (11) не менее правой. Обратное неравенство вытекает из цепочки f1(µ) ≤ . . . ≤ fi(µ) и
соотношений (12) при S = R+.

Пусть теперь fi(µ) > li. Предположим, что равенство (11) не выполняется. Тогда из соот-
ношений (12) при S = R+ получаем цепочку

λ
[( i∑

k=1

αkx
k
)∣∣∣

Si

]
≤ λ

[ i∑

k=1

αkx
k
]
< λ[xi] = λ[xi|Si ].

Применяя (12) при S = Si, приходим к противоречию:

λ[xi|Si ] = λ
[( i∑

k=1

αkx
k −

i−1∑

k=1

αkx
k
)∣∣∣

Si

]

≤ max
{
λ
[( i∑

k=1

αkx
k
)∣∣∣

Si

]
, λ[x1|Si ], . . . , λ[x

i−1|Si ]
}
< λ[xi|Si ].

В силу [17, 2.3.10] базис (x1(·), . . . , xn(·)) является нормальным, а показатели его решений суть
показатели системы C̃(·, µ). Таким образом, Λ(µ; C̃) = F (µ).
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4.5. Теперь вычислим показатели Ляпунова невозмущенной системы Ã. По построению эта
система диагональна, обозначим ее диагональные коэффициенты p1, . . . , pn. В силу [17, 4.1]
показатели Ляпунова системы Ã с точностью до перестановки совпадают с верхними инте-
гральными средними значениями ее диагональных коэффициентов, т. е. с величинами

pi ≡ lim
t→+∞

χi(t), где χi(t) = t−1

t∫

0

pi(τ) dτ, t > 0, i = 1, n. (13)

Зафиксируем i ∈ {1, . . . , n}. Поскольку на каждом полуинтервале ∆j
m, m ∈ N0, j = 1, 6,

функция pi постоянна, функция χi на каждом отрезке ∆̄j
m является дробно-линейной и, зна-

чит, монотонной (вообще говоря, нестрого). Следовательно, верхний предел в (13) можно вы-
числять по последовательности точек разрыва функции pi, т. е. по концам тех отрезков ∆̄j

m,
m ∈ N0, j = 1, 6, для которых хотя бы одно из чисел m − i или m − i + 1 делится на n. С
помощью непосредственных вычислений нетрудно убедиться в справедливости равенства (10),
а также соотношений

χi(T
j
mi

q

) ≤ χi(T
0
mi

q

) = li, χi(T
j
mi

q
−1

) ≤ χi(T
0
mi

q
−1) = χi(T

0
mi

q
+1) = li, q ∈ N0, j = 1, 5,

из которых получаем, что pi = li, i = 1, n. Тогда из условия 1) следует, что спектр показателей
Ляпунова системы Ã совпадает с вектором l.

5. Построим теперь непрерывную матричнозначную функцию A(·) и семейство непрерыв-
ных матричнозначных функций Q(·, µ), µ ∈ M, такие, что спектры показателей Ляпунова
систем Ã и A, а также спектры показателей Ляпунова семейств Ã + Q̃ и A + Q совпадают
между собой и выполнены неравенства

‖A(t)‖ ≤ ‖Ã(t)‖, ‖Q(t, µ)‖ ≤ ‖Q̃(t, µ)‖, t ∈ R+, µ ∈ M. (14)

Положим δk = 2−(k+1) exp(−(Tk+1)
2), k ∈ N. Для каждого k ∈ N выберем произвольную непре-

рывную (например, кусочно-линейную) функцию sk : R → [0, 1], имеющую носитель, содержа-
щийся в интервале (Tk, Tk+1), и тождественно равную единице на отрезке [Tk+δk, Tk+1−δk+1].
Определим функцию s : R+ → [0, 1] равенством

s(t) =

∞∑

k=1

sk(t), t ∈ R+. (15)

Заметим, что носители слагаемых ряда (15) попарно не пересекаются, поэтому ряд (15) всюду
сходится, а функция s непрерывна, обращается в нуль в некоторой окрестности каждой из
точек Tk, k ∈ N, и тождественно равна единице на множестве

⋃
k∈N[Tk + δk, Tk+1 − δk+1].

Положим A(t) = s(t)Ã(t), Q(t, µ) = s(t)Q̃(t, µ), C(t, µ) = s(t)C̃(t, µ), t ∈ R+, µ ∈ M. Так
как матричнозначная функция Ã(·) постоянна на каждом из интервалов (Tk, Tk+1), k ∈ N0,
то матричнозначная функция A(·) непрерывна. Проверим, что Q ∈ En[A](M). Свойство 3)
вытекает из оценок (9) и (14). Покажем, что матричнозначная функция Q(·, ·) непрерывна.
Пусть заданы t0 ∈ R+ и µ0 ∈ M. Если t0 совпадает с одной из точек Tk, k ∈ N, или лежит
внутри одного из промежутков ∆j

m, m ∈ N0, j = 1, 3, 4, 6, то по построению найдется такая
окрестность U точки t0, что Q(t, µ) — нулевая матрица при всех t ∈ U и µ ∈ M. Если t0 лежит
внутри одного из промежутков ∆j

m, m ∈ N0, j = 2, 5, то Q(·, ·) непрерывна в точке (t0, µ0)
как произведение постоянной по t в некоторой окрестности точки t0 и непрерывной по µ
матричнозначной функции Q̃(·, ·) и непрерывной функции s(·).

Заметим, что по построению ‖C̃(t, µ)‖ ≤ 12C, t ∈ R+, µ ∈ M. Пусть для некоторого l ∈ N

выполнено включение t ∈ [Tl, Tl+1). Тогда справедлива цепочка неравенств

t∫

T1

‖s(τ)C̃(τ, µ)− C̃(τ, µ)‖eτ
2
dτ ≤ 12C

l+1∑

k=1

2δk exp((Tk+1)
2) ≤ 12C,
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из которой получаем, что при всех µ ∈ M интеграл

∫ +∞

0
‖C(τ, µ) − C̃(τ, µ)‖eτ

2
dτ сходится.

Следовательно [17, теорема 29.1.1], спектры показателей Ляпунова систем C(·, µ) и C̃(·, µ) сов-
падают между собой. Путем аналогичных рассуждений устанавливается совпадение спектров
систем A и Ã.

6. Пусть теперь заданы произвольные набор l ∈ R
n и вектор-функция F : M → R

n,
удовлетворяющие условиям 1)–4) теоремы. По доказанному существуют система A0 ∈ Mn

и семейство Q ∈ En[A0](M), удовлетворяющие равенствам Λ(A0) = (0, l2 − l1, . . . , ln − l1) и
Λ(·;A0+Q) = (f1−l1, . . . , fn−l1). Воспользуемся следующим хорошо известным утверждением:
показатели Ляпунова λi(B) и λi(B + aEn), i = 1, n, систем

ẋ = B(t)x и ẏ = (B(t) + aEn)y, x, y ∈ R
n, t ∈ R+,

соответственно, где a ∈ R фиксировано, а En — единичная (n×n)-матрица, связаны равенством
λi(B + aEn) = λi(B) + a, которое вытекает из того, что для решений x(·) и y(·) этих систем с
одним и тем же начальным вектором (x(0) = y(0)) имеет место тождество y(t) ≡ x(t) exp(at),
t ∈ R+.

Положим A(t) = A0(t)+ l1En, t ∈ R+. Тогда по выбору системы A0 и вследствие сказанного
выше получаем, что Λ(A) = l. По той же причине спектр Λ(· ;A + Q) показателей Ляпунова
семейства A+Q с так определенной матрицей A(·) совпадает с вектор-функцией F (·). Условие
Q ∈ En[A](M) также, очевидно, выполняется.

Теорема доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 1. В рассматриваемом случае непрерывные функ-
ции f i

m, m ∈ N, i = 1, n, в представлении (4) можно без ограничения общности считать мно-
гочленами. Действительно, по теореме Вейерштрасса для любых m ∈ N и i = 1, n найдется
многочлен pim такой, что f i

m(µ)− 1/m < pim(µ) < f i
m(µ)+1/m при всех µ ∈ M. Следовательно,

справедливо равенство

fi(µ) = lim
m→∞

pim(µ), µ ∈ M, i = 1, n.

Тогда для каждого m ∈ N функция σm из п. 2 доказательства теоремы является многочленом,
а коэффициенты матричнозначной функции Q̃(t, ·), а значит, и функции Q(t, ·) при всяком
t ∈ R+ являются аналитическими функциями параметра.

Следствие доказано.

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 2. Установим необходимость указанных условий.
Условие а) вытекает из определения класса En[A](M), поскольку для любых B ∈ Mn и
k = 0, n− 1 неравенства es(B) ≤ k и λk+1(B) ≥ 0 равносильны. Условие б) равносильно
требованию, что для каждого k = 0, n − 1 множество {µ ∈ M | es(· ;A + Q) ≤ k} является
Gδ-множеством. Последнее вытекает из равенства

{µ ∈ M | es(· ;A +Q) ≤ k} = {µ ∈ M |λk+1(· ;A+Q) ≥ 0}

и утверждения теоремы.

Докажем достаточность. Пусть заданы d ∈ Zn и функция f : M → Zn, удовлетворя-
ющие условиям а) и б). Тогда для любого r ∈ R множество {µ | f(µ) ≤ r} является Gδ-
множеством. Следовательно, тем же свойством обладает при всех k = 1, n и множество Uk =
{µ ∈ M | f(µ) < k}, так как при всех µ ∈ M неравенство f(µ) < k равносильно неравен-
ству f(µ) ≤ k − 1. Для каждого k = 1, n определим функцию fk : M → {−1, 0} равенствами:
fk(µ) = 0, если µ ∈ Uk, и fk(µ) = −1 в противном случае. Несложно видеть, что fk — функция
класса (∗, Gδ). В самом деле, множество {µ ∈ M | fk(µ) ≥ r] пусто, если r > 0, совпада-
ет с множеством Uk, если r ∈ (−1, 0], и совпадает со всем пространством M, если r ≤ −1.
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Далее, из цепочки включений U1 ⊂ U2 ⊂ . . . ⊂ Un следует цепочка неравенств f1 ≤ . . . ≤ fn.
Кроме того, по построению для любого k = 1, n неравенство fk(µ) = −1 равносильно неравен-
ству f(µ) ≥ k, откуда получаем d ≥ k. Следовательно, в силу теоремы существуют система
A ∈ Mn и семейство Q ∈ En[A](M) такие, что первые d показателей Ляпунова системы A рав-
ны −1, остальные равны нулю и спектр показателей Ляпунова (λ1(· ;A+Q), . . . , λn(· ;A+Q))
семейства A + Q совпадает с вектор-функцией (f1, . . . , fn). Следующие цепочки эквивалент-
ностей

f(µ) = n ⇔ µ /∈ Un ⇔ λn(µ;A+Q) < 0 ⇔ es(µ;A+Q) = n, µ ∈ M,

f(µ) = k ⇔ µ ∈ Uk+1\Uk ⇔ λk(µ;A+Q) < 0 ≤ λk+1(µ;A+Q) ⇔ es(µ;A+Q) = k, k = 1, n − 1,

показывают, что функции f(·) и es(· ;A + Q) совпадают, как только одна из них принимает
значение из множества {1, . . . , n}. Но тогда и значение “нуль” они принимают одновременно.
Таким образом, f(µ) = es(µ;A+Q) при всех µ ∈ M.

Следствие доказано.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН
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УДК 519.17

ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ В ТЕОРИИ ДИСТАНЦИОННО РЕГУЛЯРНЫХ

ГРАФОВ: ДВОЙСТВЕННЫЕ 2-СХЕМЫ

И.Н. Белоусов, А. А. Махнев

Пусть Γ — дистанционно регулярный граф диаметра 3 с сильно регулярным графом Γ3. Нахождение
параметров графа Γ3 по массиву пересечений графа Γ является прямой задачей. Нахождение массива
пересечений графа Γ по параметрам графа Γ3 является обратной задачей. Прямая и обратная задачи
были решены А.А. Махневым и М.С. Нировой: если граф Γ с массивом пересечений {k, b1, b2; 1, c2, c3}
имеет собственное значение θ2 = −1, то дополнительный граф к Γ3 является псевдогеометрическим для
pGc3

(k, b1/c2). Обратно, если Γ3 является псевдогеометрическим графом для pGα(k, t), то Γ имеет массив
пересечений {k, c2t, k − α + 1; 1, c2, α}, где k − α + 1 ≤ c2t < k, 1 ≤ c2 ≤ α. Ранее изучались дистанцион-
но регулярные графы Γ диаметра 3, для которых граф Γ3 (Γ̄3) является псевдогеометрическим графом
для сети или обобщенного четырехугольника. В данной работе изучаются массивы пересечений дистан-
ционно регулярных графов Γ диаметра 3, для которых граф Γ3 (Γ̄3) является псевдогеометрическим
графом для двойственной 2-схемы pGt+1(l, t). Найдены новые серии допустимых массивов пересечений:
{m(m2 − 1), m2(m− 1), m2; 1, 1, (m2 − 1)(m− 1)}, {m(m+ 1), (m+ 2)(m− 1), m+ 2; 1, 1,m2 − 1}, {2m(m−
1), (2m− 1)(m− 1), 2m− 1; 1, 1, 2(m− 1)2}, где m ≡ ±1 (mod 3). Известные серии 2-схем Штейнера — это
унитали, схемы, отвечающие проективным плоскостям четного порядка, содержащим гиперовал, схемы
точек и прямых проективного пространства PG(n, q) и схемы точек и прямых аффинного пространства
AG(n, q). Найдены допустимые массивы пересечений дистанционно регулярных графов Γ диаметра 3, для
которых граф Γ3 (Γ̄3) является псевдогеометрическим графом для одной из известных 2-схем Штейнера.

Ключевые слова: дистанционно регулярный граф, дуальная 2-схема.

I. N.Belousov, A.A. Makhnev. Inverse problems in the theory of distance-regular graphs: Dual

2-designs.

Let Γ be a distance-regular graph of diameter 3 with a strongly regular graph Γ3. Finding the parameters
of Γ3 from the intersection array of Γ is a direct problem, and finding the intersection array of Γ from the
parameters of Γ3 is its inverse. The direct and inverse problems were solved by A.A. Makhnev and M. S.Nirova:
if a graph Γ with intersection array {k, b1, b2; 1, c2, c3} has eigenvalue θ2 = −1, then the graph complementary
to Γ3 is pseudo-geometric for pGc3

(k, b1/c2). Conversely, if Γ3 is a pseudo-geometric graph for pGα(k, t), then Γ
has intersection array {k, c2t, k − α + 1; 1, c2, α}, where k − α + 1 ≤ c2t < k and 1 ≤ c2 ≤ α. Distance-regular
graphs Γ of diameter 3 for which the graph Γ3 (Γ̄3) is pseudogeometric for a net or a generalized quadrangle were
studied earlier. In this paper we study intersection arrays of distance-regular graphs Γ of diameter 3 for which
the graph Γ3 (Γ̄3) is pseudogeometric for a dual 2-design pGt+1(l, t). New infinite families of feasible intersection
arrays are found: {m(m2−1),m2(m−1), m2; 1, 1, (m2−1)(m−1)}, {m(m+1), (m+2)(m−1), m+2; 1, 1,m2−1},
and {2m(m−1), (2m−1)(m−1), 2m−1; 1, 1, 2(m−1)2}, where m ≡ ±1 (mod 3). The known families of Steiner
2-designs are unitals, designs corresponding to odd-order projective planes containing a hyperoval, designs of
points and lines of projective spaces PG(n, q), and designs of points and lines of affine spaces AG(n, q). We
find feasible intersection arrays of a distance-regular graph Γ of diameter 3 for which the graph Γ3 (Γ̄3) is
pseudogeometric for one of the known Steiner 2-designs.

Keywords: distance-regular graph, dual 2-design.

MSC: 05C25
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Введение

Мы рассматриваем неориентированные графы без петель и кратных ребер. Если a, b —
вершины графа Γ, то через d(a, b) обозначается расстояние между a и b, а через Γi(a) —
подграф графа Γ, индуцированный множеством вершин, которые находятся на расстоянии i в
Γ от вершины a. Подграф Γ1(a) называется окрестностью вершины a и обозначается через [a],
если граф Γ фиксирован.
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Если вершины u,w находятся на расстоянии i в Γ, то через bi(u,w) (через ci(u,w)) обозна-
чим число вершин в пересечении Γi+1(u) (Γi−1(u)) с [w]. Граф диаметра d называется дистан-

ционно регулярным с массивом пересечений {b0, . . . , bd−1; c1, . . . , cd}, если значения bi(u,w) и
ci(u,w) не зависят от выбора вершин u,w, находящихся на расстоянии i (см. [1]). Положим
ai = k − bi − ci и ki = |Γi(u)| (значение ki не зависит от выбора вершины u).

Система инцидентности, состоящая из точек и прямых, называется α-частичной геомет-

рией порядка (s, t), если каждая прямая содержит ровно s+1 точку, каждая точка лежит ровно
на t + 1 прямой (прямые пересекаются не более, чем по одной точке) и для любой точки a,
не лежащей на прямой L, найдется точно α прямых, проходящих через a и пересекающих L
(обозначение pGα(s, t)). Если α = t+ 1, то геометрия называется двойственной 2-схемой.

Точечным графом геометрии точек и прямых называется граф, вершинами которого явля-
ются точки геометрии, и две различные вершины смежны, если они лежат на прямой. Легко
понять, что точечный граф частичной геометрии pGα(s, t) сильно регулярен с параметрами:
v = (s+1)(1+ st/α), k = s(t+1), λ = (s− 1)+ (α− 1)t, µ = α(t+1). Сильно регулярный граф,
имеющий вышеуказанные параметры для некоторых натуральных чисел α, s, t, называется
псевдогеометрическим графом для pGα(s, t).

Для дистанционно регулярного графа диаметра 3 второе собственное значение θ1 не мень-
ше min{a3, (a1 +

√
4k + a21)/2}, причем в случае θ1 = a3 по [2, теорема 7] имеем θ1 = (a1 +√

4k + a21)/2. Графом Шилла называется дистанционно регулярный граф диаметра 3 со вто-
рым собственным значением θ1, равным a3. Для графа Шилла Γ число a = a3 делит k. Массив
пересечений графа Шилла имеет вид {ab, (a+1)(b− 1), b2; 1, c2, a(b− 1)}, где b = b(Γ) = k/a, и
собственные значения θ2, θ3 являются корнями уравнения x2−(a2+a−b−ab)x+(b−1)b2−a2 = 0.
Обратно, граф с указанным массивом пересечений является графом Шилла.

Прямой задачей в теории дистанционно регулярных графов является нахождение парамет-
ров симметричной структуры, отвечающей графу с данным массивом пересечений, по этому
массиву. Обратной задачей является восстановление массива пересечений дистанционно регу-
лярного графа по параметрам отвечающей ему симметричной структуры.

Например, в AT4(p, q, r)-графе окрестность каждой вершины является сильно регулярным
графом с k = q2p + qp + p2 и неглавными собственными значениями p,−q (см. [3]). Обрат-
но, данному сильно регулярному графу ∆ с параметрами (q2p + qp + p2, (q + 1)p, 2p − q, p) и
собственными значениями p,−q отвечает натуральное число r такое, что pq(p + q)/r четно,
r(p+ 1) < q(p+ q), r делит p+ q, и AT4(p, q, r)-граф имеет массив пересечений

{
q(pq + p+ q), (q2 − 1)(p + 1), (r − 1)q(p+ q)/r, 1; 1, q(p + q)/r, (q2 − 1)(p + 1), q(pq + p+ q)

}
.

Банг и Кулен изучали дистанционно регулярные графы Γ диаметра 3, для которых граф Γ3

сильно регулярен [4, лемма 3.1]. Более точный результат получен в [5, лемма 3]. Из [5, лемма 3]
и [1, предложение 4.2.18] следует

Предложение. Пусть для примитивного дистанционно регулярного графа Γ диаметра 3
граф Γ3 сильно регулярен. Тогда граф Γ̄3 является псевдогеометрическим для pGc3(k, b1/c2).
Обратно для графа Γ̄3, являющегося псевдогеометрическим для pGα(k, t), граф Γ имеет мас-

сив пересечений {k, tc2, k − α+ 1; 1, c2, α}, где k − α+ 1 ≤ tc2 < k и c2 ≤ α.

А.А.Махневым, М.П. Голубятниковым и Го Вэнь-бинем изучались дистанционно регуляр-
ные графы Γ диаметра 3, для которых граф Γ3 является псевдогеометрическим графом для
сети. А.А.Махневым и М.С.Нировой изучались дистанционно регулярные графы Γ диамет-
ра 3, для которых граф Γ3 (Γ̄3) является псевдогеометрическим графом для обобщенного
четырехугольника.

В данной работе изучаются массивы пересечений дистанционно регулярных графов Γ диа-
метра 3, для которых граф Γ3 (Γ̄3) является псевдогеометрическим для двойственной 2-схемы
Штейнера pGt+1(l, t).
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Теорема 1. Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра 3 и граф Γ3

является псевдогеометрическим для pGt+1(l, t). Тогда l = (t+1)m, где m ∈ N, и выполняются

следующие утверждения:
(1) Γ является графом Шилла c массивом пересечений {mt, (t+1)(m−1), t+1; 1, 1, (m−1)t},

m ≤ t;
(2) возникают следующие серии допустимых массивов пересечений:

(i) {m(m2 − 1),m2(m− 1),m2; 1, 1, (m2 − 1)(m− 1)} в случае t+ 1 = m2, m ∈ {2, 3};
(ii) {m(m+ 1), (m+ 2)(m− 1),m+ 2; 1, 1,m2 − 1} в случае t = m+ 1;
(iii) {2m(m− 1), (2m− 1)(m− 1), 2m− 1; 1, 1, 2(m− 1)2} в случае t+2 = 2m, m ∈ {2, 3, 7}.

З а м е ч а н и е 1. Пусть S является двойственной 2-(v, k, 1) схемой с r = (v − 1)/(k − 1)
прямыми, проходящими через точку, и с b = vr/k прямыми. Тогда S является частичной
геометрией pGk(r − 1, k − 1) с b точками и v прямыми.

Известные бесконечные серии 2-схем Штейнера — это унитали, схемы, отвечающие проек-
тивным плоскостям четного порядка, содержащим гиперовал, схемы точек и прямых проек-
тивного пространства PG(n, q) и схемы точек и прямых аффинного пространства AG(n, q)
(см., например, [6; 7; 8, разд. 4.3]).

Теорема 2. Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра 3, для кото-

рого граф Γ3 отвечает известной 2-схеме Штейнера. Тогда выполняется одно из следующих

утверждений:
(1) унитали порядка q > 1 (т .е. 2-(q3+1, q+1, 1) схеме) отвечают частичная геометрия

pGq+1(q
2−1, q) и граф Шилла с массивом пересечений {(q−1)q, (q+1)(q−2), q+1; 1, 1, (q−2)q};

(2) проективной плоскости четного порядка 2q, содержащей гиперовал C, отвечают ча-

стичная геометрия pGq(2q, q − 1) и граф с массивом пересечений {2q − 2, q, q; 1, 1, q − 1}, где

q ≤ 4;
(3) схеме точек и прямых проективного пространства PG(n, q) отвечают частичная

геометрия pGq+1(q
n−1 + . . . + q, q) и при n = 3 граф с массивом пересечений {q2, q2 − 1, q +

1; 1, 1, q(q − 1)}, где q ∈ {2, 7};
(4) схеме точек и прямых аффинного пространства AG(n, q) отвечает частичная гео-

метрия pGq(q
n−1 + . . .+ q, q − 1).

Массив пересечений {(q − 1)q, (q + 1)(q − 2), q + 1; 1, 1, (q − 2)q} в случае (1) теоремы 2
совпадает с массивом {m(m + 1), (m + 2)(m − 1),m + 2; 1, 1,m2 − 1} из п. (ii) случая (2) тео-
ремы 1 при q = m + 1. В случае (2) имеем нечетный граф на 7 точках с массивом пересе-
чений {4, 3, 3; 1, 1, 2} или обобщенный шестиугольник порядка (2,2) с массивом пересечений
{6, 4, 4; 1, 1, 3}. В случае (3) снова имеем граф с массивом пересечений {4, 3, 3; 1, 1, 2} или граф
с массивом пересечений {49, 48, 8; 1, 1, 42}.

В данной работе решена еще одна обратная задача: по параметрам графа Γ̄3, являющимся
псевдогеометрическим для pGt+1(l, t), найден массив пересечений дистанционно регулярного
графа Γ диаметра 3.

Теорема 3. Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра 3, для кото-

рого граф Γ̄3 является псевдогеометрическим для pGt+1(k, t). Тогда выполняются следующие

утверждения:
(1) Γ является графом c массивом пересечений {k, tc2, k − t; 1, c2, t + 1}, k − t ≤ tc2 < k,

1 ≤ c2 ≤ t+ 1, t+ 1 делит k(k + 1);
(2) для известных 2-схем Штейнера получим либо

(i) унитали порядка q > 1 (т. е. 2-(q3 +1, q +1, 1) схеме) отвечает частичная геомет-

рия pGq+1(q
2 − 1, q), либо

(ii) гиперовалу проективной плоскости четного порядка 2q отвечает частичная гео-

метрия pGq(2q, q − 1) и граф с массивом пересечений {2q, 2q − 2, q + 1; 1, 2, q}, q = 18, либо
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(iii) схеме точек и прямых проективного пространства PG(n, q) отвечает частичная

геометрия pGq+1(q
n−1 + . . .+ q, q), либо

(iv) схеме точек и прямых аффинного пространства AG(n, q) отвечает частичная гео-

метрия pGq(q
n−1 + . . . + q, q − 1) и при n = 2 антиподальный граф с массивом пересечений

{q, q − 1, 1; 1, 1, q}, q ∈ {2, 6, 56}.

1. Доказательство теорем 1 и 2

Докажем теорему 1. Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра 3 и
граф Γ3 является псевдогеометрическим для pGt+1(l, t). Граф Γ̄3 является псевдогеометриче-
ским только в случае, когда t+1 делит lt. Поэтому l = (t+1)m, где m ∈ N, и граф Γ̄3 является
псевдогеометрическим для pG(m−1)t(mt, (t+ 1)(m− 1)).

Теперь по предложению граф Γ имеет массив пересечений {mt, c2(t+1)(m−1), t+1; 1, c2, (m−

1)t}. Так как a1 = mt− 1− c2(t+1)(m− 1) ≥ 0, то c2 = 1, m ≤ t, и Γ является графом Шилла.
Возникают следующие серии допустимых массивов пересечений (Белоусов И.Н. Дистанционно
регулярные графы Шилла с b2 = sc2 // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2018.
Т. 24, № 3. C. 16–26):

(i) {m(m2 − 1),m2(m− 1),m2; 1, 1, (m2 − 1)(m− 1)} в случае t+ 1 = m2;
(ii) {m(m+ 1), (m+ 2)(m− 1),m+ 2; 1, 1,m2 − 1} в случае t = m+ 1;
(iii) {2m(m− 1), (2m − 1)(m− 1), 2m − 1; 1, 1, 2(m − 1)2} в случае t+ 2 = 2m.

Но в случае массива {m(m2−1),m2(m−1),m2; 1, 1, (m2−1)(m−1)} по [1, предложение 4.3.3]
выполняется неравенство kv/((λ + 1)(λ + 2)) ≥ 1 + ((λ + 2)/(λ + 1))b1 + ((λ + 2)/(λ + 1))b21),
поэтому m ≤ 3.

В случае массива {2m(m−1), (2m−1)(m−1), 2m−1; 1, 1, 2(m−1)2} кратность некоторого
собственного значения равна (2m2 −m+ 1)(2m2 − 2m+ 1)m/(3m − 1), поэтому m ∈ {2, 3, 7}.

Теорема 1 доказана. �

Докажем теорему 2.

Лемма 1.1. Унитали порядка q > 1 отвечает граф с массивом пересечений {(q−1)q, (q+
1)(q − 2), q + 1; 1, 1, (q − 2)q}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Униталь порядка q > 1 — это 2-(q3 + 1, q + 1, 1) схема. По за-
мечанию 1 она является геометрией pGq+1(q

2 − 1, q), и по предложению граф Γ имеет массив
пересечений {(q−1)q, (q+1)(q−2), q+1; 1, 1, (q−2)q}. Заметим, что Γ является графом Шилла
с a = q, b = q − 1, c2 = 1, b2 = q + 1 и собственными значениями θ1 = a = q, θ2 = −1, θ3 = −q.
При q = 4 получим унитарный граф на неизотропных векторах с массивом {12, 10, 5; 1, 1, 8}, а
при q = 5 получим допустимый массив пересечений {20, 18, 6; 1, 1, 15}. �

Из леммы 1.1 следует утверждение (1) теоремы 2.

Лемма 1.2. Проективной плоскости четного порядка 2q, содержащей гиперовал C, от-

вечает граф с массивом пересечений {2q − 2, q, q; 1, 1, q − 1}, q ≤ 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если π — проективная плоскость четного порядка 2q, содержа-
щая гиперовал C, то геометрия с множеством точек, не лежащих в C, и множеством блоков,
состоящим из q(2q−1) прямых, не пересекающих C, является двойственной к 2-(q(2q−1), q, 1)
схеме. По замечанию 1 этой схеме отвечает геометрия pGq(2q, q−1), а по предложению — граф
с массивом пересечений {2q − 2, q, q; 1, 1, q − 1}.

При q = 3 получим нечетный граф O7 с массивом {4, 3, 3; 1, 1, 2}, а при q = 4 получим
обобщенный шестиугольник GH(2, 2) с массивом {6, 4, 4; 1, 1, 3}.

При q > 4 число a1 + 1 = q − 2 не делит k = 2q − 2; противоречие с тем, что окрестность
вершины в графе является объединением изолированных (q − 2)-клик. �

Из леммы 1.2 следует утверждение (2) теоремы 2.
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Лемма 1.3. Схеме точек и прямых проективного пространства PG(n, q), имеющей па-

раметры 2-((qn+1 − 1)/(q − 1), q + 1, 1), отвечает геометрия pGq+1(q
n−1 + . . . + q, q), а при

n = 3 — граф с массивом пересечений {q2, q2 − 1, q + 1; 1, 1, q(q − 1)}, q ∈ {2, 7}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По [8, пример 4.4.1] схема точек и прямых проективного про-
странства PG(n, q) имеет параметры 2-((qn+1 − 1)/(q − 1), q + 1, 1), отвечает геометрии
pGq+1(q

n−1 + . . . + q, q), а по предложению при n = 3 — графу с массивом пересечений
{q2, q2 − 1, q + 1; 1, 1, q(q − 1)}.

Граф с массивом пересечений {q2, q2 − 1, q + 1; 1, 1, q(q − 1)} является графом Шилла с
a = b = q, c2 = 1, b2 = q+1 и имеет неглавные собственные значения q,−1,−(q+1). Применяя [1,
теорема 4.1.4] получаем, что кратности собственных значений равны (q2+q+1)(q2+1)q/(2q+1),
(q2+q+1)q, (q2+1)(q2−1)q/(2q+1) соотвественно. Поэтому 2q+1 делит (q2+1)q(q2−1, q2+q+1)
и делит 15. Отсюда q = 2, 7. �

Из леммы 1.3 следует утверждение (3) теоремы 2.

Лемма 1.4. Схеме точек и прямых аффинного пространства AG(n, q), имеющей пара-

метры 2-(qn, q, 1), отвечает геометрия pGq(q
n−1 + . . .+ q, q − 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По [8, пример 4.4.1.] схема точек и прямых аффинного простран-
ства AG(n, q) имеет параметры 2-(qn, q, 1), и по замечанию 1 отвечает геометрии pGq(q

n−1 +
. . .+ q, q − 1).

В этом случае по предложению дистанционно регулярный граф должен иметь массив
пересечений {qn−1 + . . . + q, (q − 1)c2, q

n−1 + . . . + q2 + 1; 1, c2, q}. По [1, предложение 4.1.6]
(q − 1)c2 ≥ qn−1 + . . .+ q2 + 1 и c2 ≤ q; противоречие. �

Из леммы 1.4 следует утверждение (4) теоремы 2. Теорема 2 доказана. �

2. Доказательство теоремы 3

Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра 3, для которого граф Γ̄3

является псевдогеометрическим для pGt+1(k, t). Тогда по предложению Γ является графом c
массивом пересечений {k, tc2, k− t; 1, c2, t+1}, k2 = b0b1/c2 = kt, k3 = k2b2/c3 = kt(k− t)/(t+1)
(см. [1, разд. 4.1 (1c)]), поэтому k − t ≤ tc2 < k, 1 ≤ c2 ≤ t+ 1 и из целочисленности k3 число
t+ 1 делит k(k + 1).

Лемма 2.1. Унитали порядка q > 1 отвечает граф с массивом пересечений {q2 − 1, q2 −
q, q2 − q − 1; 1, q − 1, q + 1}, q = 19.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Унитали порядка q > 1 (т.е. 2-(q3 + 1, q + 1, 1) схемы) отвечают
геометрия pGq+1(q

2−1, q) и граф с массивом пересечений {q2−1, q2−q, q2−q−1; 1, q−1, q+1}.
Граф с массивом пересечений {q2 − 1, q2 − q, q2 − q − 1; 1, q − 1, q + 1} имеет неглавные

собственные значения 2(q2 − q + 1)(q − 1)q3/(4q3 − 4q2 − 4q + 5 − 2q
√

4q3 − 4q2 − 4q + 5 +
3
√

4q3 − 4q2 − 4q + 5), (q2 − q + 1)(q2 − q − 1), 2(q2 − q + 1)(q − 1)q3/(4q3 − 4q2 − 4q + 5 +
2q
√

4q3 − 4q2 − 4q + 5−3
√

4q3 − 4q2 − 4q + 5+5) кратностей (
√

4q3 − 4q2 − 4q + 5−1)/2, q2−1,
(
√

4q3 − 4q2 − 4q + 5− 1)/2 соответственно.
Положим y =

√
4q3 − 4q2 − 4q + 5. Тогда y2 − 2qy + 3y делит 2(q2 − q + 1)(q − 1)q3.

Число (y2, q) = (4q3−4q2−4q+5, q) делит 5. Далее, (y2, q−1) = (4q3−4q2−4q+5, q−1) = 1.
Имеем (y2, q2 − q + 1) = (4q3 − 4q2 − 4q + 5, 4q3 − 4q2 + 4q) = (8q − 5, q2 − q + 1). Теперь
(8q2− 5q, 8q2− 8q+8) = (8q− 5, 3q− 8) делит 49. С учетом того, что 4q3− 4q2− 4q+5 является
квадратом, имеем q = 19. �

З а м е ч а н и е 2. По [1, теорема 5.4.1] граф с массивом пересечений из утверждения
леммы 2.1 не существует.

Из леммы 2.1 и замечания 2 следует утверждение (2)(i) теоремы 3.
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Лемма 2.2. Проективной плоскости четного порядка 2q, содержащей гиперовал C, от-

вечает граф с массивом пересечений {2q, 2q − 2, q + 1; 1, 2, q} и q = 18.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если π — проективная плоскость четного порядка 2q, содержа-
щая гиперовал C, то геометрия с множеством точек, не лежащих в C, и множеством блоков,
состоящим из q(2q−1) прямых, не пересекающих C, является двойственной к 2-(q(2q−1), q, 1)
схеме. Этой схеме отвечают геометрия pGq(2q, q − 1), а по предложению — граф с массивом
пересечений {2q, 2q − 2, q + 1; 1, 2, q}. Применяя [1, теорема 4.1.4] к полученному массиву пе-
ресечений, получаем, что кратность наибольшего неглавного собственного значения графа Γ
равна m1 = 4(4q2 − 1)(q − 1)/(16q − 3

√
16q + 1 + 1).

В силу целочисленности m1 имеем 16q + 1 = u2 для некоторого натурального числа u.
Подставляя q = (u2 − 1)/16 в формулу для m1, имеем m1 = (u2 + 7)(u2 − 17)(u + 3)/(256u).

Из целочисленности m1 число u может принимать только три значения 7, 17 и 119, а значит,
q ∈ {3, 18, 885}. Граф не существует в первом случае по [1, предложение 5.4.4], а в третьем —
по теореме Брука — Райзера [9, теорема 1]. �

Из леммы 2.2 следует утверждение (2)(ii) теоремы 3.

Лемма 2.3. Схеме точек и прямых проективного пространства PG(n, q), имеющей па-

раметры 2-((qn+1 − 1)/(q − 1), q + 1, 1), отвечает геометрия pGq+1(q
n−1 + . . . + q, q), а при

n = 3 — граф с массивом пересечений {q2 + q, q2, q2; 1, q, q + 1}, q = 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Схеме точек и прямых проективного пространства PG(n, q) от-
вечает геометрия pGq+1(q

n−1 + . . . + q, q), а по предложению при n = 3 — граф с массивом
пересечений {q2 + q, q2, q2; 1, q, q + 1}.

Граф с массивом пересечений {q2+ q, q2, q2; 1, q, q+1} имеет неглавные собственные значе-
ния 2(q2+q+1)(q2+1)q2/(4q3+4q2+1−2q

√
4q3 + 4q2 + 1+

√
4q3 + 4q2 + 1), (q2+1)q2, 2(q2+q+

1)(q2+1)q2/(4q3+4q2+1+2q
√
4q3 + 4q2 + 1−

√
4q3 + 4q2 + 1) кратностей 1/2

√
4q3 + 4q2 + 1−

1/2, q2 + q, 1/2
√

4q3 + 4q2 + 1− 1/2 соответственно (см. [1, теорема 4.1.4]).

Положим z =
√

4q3 + 4q2 + 1. Тогда z2− 2qz+ z делит 2(q2+ q+1)(q2+1)q2. Заметим, что
z взаимно просто с 2q. Далее, (z2, q2 + 1) = (4q3 + 4q2 + 1, 4q3 + 4q) = (4q2 + 4, 4q2 − 4q + 1) =
(4q + 3, q2 + 1), поэтому (z2, q2 + 1) = (3q − 4, 4q + 3) делит 25. Имеем (z2, q2 + q + 1) =
(4q3 + 4q2 + 1, 4q3 + 4q2 + 4q) = (4q − 1, q2 + q + 1). Теперь (z2, q2 + q + 1) = (4q − 1, 5q + 4)
делит 21. С учетом того, что 4q3 + 4q2 + 1 является квадратом, имеем q = 2. �

З а м е ч а н и е 3. По [1, предложение 5.4.4] граф с массивом пересечений из утвержде-
ния леммы 2.3 не существует.

Из леммы 2.3 и замечания 3 следует утверждение (2)(iii) теоремы 3.

Лемма 2.4. Схеме точек и прямых аффинного пространства AG(n, q) отвечает геомет-

рия pGq(q
n−1 + . . . + q, q − 1), а при n = 2 — антиподальный граф с массивом пересечений

{q, q − 1, 1; 1, 1, q}, q ∈ {2, 6, 56}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Схеме точек и прямых аффинного пространства AG(n, q) отве-
чает pGq(q

n−1+ . . .+ q, q−1), а по предложению при n = 2 — антиподальный граф с массивом
пересечений {q, q−1, 1; 1, 1, q}. Кратность наибольшего неглавного собственного значения рав-
на m1 = 2(q2 − 1)q/(4q −

√
4q + 1 + 1). Значит, q = (t2 − 1)/4 для подходящего целого числа t

и m1 = (t2 + 3)(t2 − 5)(t+ 1)/(32t). Поэтому t ∈ {3, 5, 15} и q ∈ {2, 6, 56}. �

Из леммы 2.4 следует утверждение (2)(iv) теоремы 3. Теорема 3 доказана. �
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ТЕОРЕМЫ О ВОЗМУЩЕНИЯХ НАКРЫВАЮЩИХ ОТОБРАЖЕНИЙ

В ПРОСТРАНСТВАХ С РАССТОЯНИЕМ И В ПРОСТРАНСТВАХ

С БИНАРНЫМ ОТНОШЕНИЕМ1

С. Бенараб, Е.С.Жуковский, В.Мерчела

Получены утверждения о существовании решений уравнений специального типа в пространствах с
расстоянием и в пространствах с бинарным отношением. Полученные результаты обобщают известные
теоремы о точках совпадения накрывающего и липшицева отображений, о липшицевых возмущениях
накрывающих отображений в метрических пространствах, а также теоремы о точках совпадения накры-
вающего и изотонного отображений, об антитонных возмущениях накрывающих отображений в частично
упорядоченных пространствах. В первой части работы рассматривается отображение F : X × X → Y,
где X — метрическое пространство, а в Y задано расстояние, удовлетворяющее лишь аксиоме тождества.
Определены “ослабленные аналоги” понятий накрывания и липшицевости отображений из X в Y. В пред-
положении, что F по первому аргументу является накрывающим, а по второму — липшицевым (в смысле
данных в работе определений этих свойств), установлено существование решения x уравнения F (x, x) = y.
Показано, что из этого утверждения выводятся условия существования точки совпадения накрывающего
и липшицева отображений, действующих из X в Y. Во второй части работы аналогичные результаты
получены в случае, когда X — частично упорядоченное пространство, а на Y задано рефлексивное би-
нарное отношение (не являющееся ни транзитивным, ни антисимметричным). Определены “ослабленные
аналоги” понятий упорядоченного накрывания и монотонности отображений из X в Y. В предположении,
что F по первому аргументу является накрывающим, а по второму — антитонным (в смысле данных в
работе определений этих свойств), установлено существование решения x уравнения F (x, x) = y. Из этого
утверждения выведены условия существования точки совпадения накрывающего и изотонного отобра-
жений, действующих из X в Y. В третьей части установлена взаимосвязь полученных утверждений. А
именно, доказано, что из теоремы о разрешимости операторного уравнения в пространствах с бинарным
отношением следует аналогичная теорема в пространствах с расстоянием и соответственно утверждения
о точках совпадения.

Ключевые слова: метрическое пространство, упорядоченное пространство, накрывающее отображение,
липшицево отображение, монотонное отображение.
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in spaces with a distance and in spaces with a binary relation.

Statements on the existence of solutions of special-type equations in spaces with a distance and in spaces
with a binary relation are derived. The results obtained generalize the well-known theorems on coincidence
points of a covering and a Lipschitz mappings and on Lipschitz perturbations of covering mappings in metric
spaces as well as the theorems on coincidence points of a covering and an isotonic mappings and on antitone
perturbations of covering mappings in partially ordered spaces. In the first part of the paper, we consider a
mapping F : X × X → Y , where X is a metric space and Y is equipped with a distance satisfying only the
identity axiom. “Weakened analogs” of the notions of covering and Lipschitz mappings from X to Y are defined.
Under the assumption that F is covering in the first argument and Lipschitz in the second argument (in the
sense of the definitions of these properties given in the paper), the existence of a solution x to the equation
F (x, x) = y is established. It is shown that this statement yields conditions for the existence of a coincidence
point of a covering and a Lipschitz mappings acting from X to Y . In the second part of the paper, similar
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and monotonicity of mappings from X to Y are defined. Under the assumption that F is covering in the first
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paper), the existence of a solution x to the equation F (x, x) = y is established and conditions for the existence of
a coincidence point of a covering and an isotone mappings acting from X to Y are deduced from this statement.
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theorem on the solvability of an operator equation in spaces with a binary relation implies a similar theorem in
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Введение

Утверждения о накрывающих отображениях позволяют исследовать разрешимость и по-
лучать оценки решений уравнений. Так, теорему Милютина [6] о липшицевых возмущениях
накрывающих отображений можно трактовать как утверждение о решениях уравнения

ψ(x) − ϕ(x) = y,

в котором отображения ψ,ϕ действуют из метрического пространства X в линейное мет-
рическое пространство Y, отображение ψ является α-накрывающим, а отображение ϕ — β-
липшицевым, α > β. Теорема Арутюнова [2] о точке совпадения α-накрывающего и β-липши-
цева отображений ψ,ϕ, действующих в метрических пространствах, установливает разреши-
мость уравнения

ψ(x) = ϕ(x). (0.1)

В работе [1] получена теорема о липшицевом возмущении накрывающего отображения, поз-
воляющая исследовать уравнение

G(x) := F (x, x) = ŷ (0.2)

в случае, когда отображение F : X×X → Y по первому аргументу является α-накрывающим,
а по второму — β-липшицевым. В [12] определено понятие накрывания для отображений, дей-
ствующих в частично упорядоченных пространствах и доказаны утверждения о точках совпа-
дения упорядоченно накрывающего и изотонного отображений. В этой статье также показано,
что результаты о точках совпадения в упорядоченных пространствах являются более общими,
чем соответствующие теоремы в метрических пространствах. Для исследования точек совпаде-
ния отображений метрических пространств можно в этих пространствах определить порядок
Бишопа — Фелпса, а затем по заданным накрывающему и липшицеву отображениям опреде-
лить соответствующие упорядоченно накрывающее и изотонное отображения, действующие в
полученных упорядоченных пространствах. В [7] доказана теорема об антитонном возмуще-
нии упорядоченно накрывающего отображения, позволившая исследовать уравнение (0.2) в
частично упорядоченных пространствах.

В последнее время исследователей заинтересовала возможность распространения на про-
странства с обобщенными метриками теорем о накрывающих отображениях. Эта проблема
имеет не только чисто теоретическое значение, ее решение востребовано также в приложени-
ях. Подобные результаты позволяют, в частности, исследовать некоторые модели биологии,
задачи математической физики, сводящиеся к сингулярным системам, импульсным системам
и др., которые удобнее формализовать в виде уравнений в пространствах, наделенных не
метрикой, а расстоянием (например, принимающим значения в конусе некоторого банахова
пространства, являющимся несимметричным или не удовлетворяющим неравенству треуголь-
ника). В [3] рассмотрена задача о точке совпадения в (q1, q2)-квазиметрических пространствах.
На векторные метрические пространства теоремы о точках совпадения распространены в ра-
боте [8], теоремы о липшицевых возмущениях накрывающих отображений — в [9]. В [10] были
получены утверждения о точках совпадения отображений, действующих из метрического про-
странства в пространство с расстоянием, удовлетворяющим только аксиоме тождества. В [4]
рассмотрены точки совпадения отображений, определенных на упорядоченном пространстве,
со значениями в пространстве с рефлексивным бинарным отношением.

Здесь мы докажем теоремы о возмущениях накрывающих отображений, действующих из
метрического пространства в пространство с расстоянием, и теоремы о возмущениях накрыва-
ющих отображений, действующих из частично упорядоченного пространства в пространство
с рефлексивным бинарным отношением. Эти утверждения были анонсированы в [5]. Также
будет доказано, что из теоремы о разрешимости уравнения (0.2) в пространствах с бинар-
ным отношением следуют аналогичная теорема о пространствах с расстоянием и утверждения
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о точках совпадения. Эти результаты авторы планируют в дальнейшем применить к иссле-
дованию некоторых классов дифференциальных уравнений (в том числе с несуммируемыми
особенностями), которые могут быть записаны в виде (0.2), где оператор F действует из про-
изведения Лебеговых пространств в пространство измеримых функций и, если в пространстве
измеримых функций определить специальное расстояние, оператор F оказывается по первому
аргументу накрывающим, а по второму — липшицевым.

1. Теорема о липшицевом возмущении накрывающего отображения

в пространствах с расстоянием

Пусть X = (X, ρ) — метрическое пространство, Y 6= ∅, d : Y × Y → R+ — расстояние в
Y, т. е. для y1, y2 ∈ Y равенства d(y1, y2) = 0 и y1 = y2 равносильны (важно, что отображе-
ние d не обязано быть симметричным и удовлетворять неравенству треугольника). Обозначим
BX(x0, r) := {x ∈ X| ρ(x0, x) ≤ r}, BY (y0, R) := {y ∈ Y | d(y0, y) ≤ R} (здесь x0 ∈ X, y0 ∈ Y,
r,R ≥ 0). В Y определим сходимость, полагая yi → y, если d(y, yi) → 0. Отметим, что при
этом d(yi, y) может не сходиться к 0, а предел y может быть не единственным.

Приведем вначале предложенные в [10] распространения некоторых определений, ранее
известных для отображений метрических пространств, на отображения, действующие из (X, ρ)
в (Y, d). Отображение f : X → Y называется
замкнутым, если

∀x ∈ X ∀y ∈ Y ∀{xn} ⊂ X xn → x, f(xn) → y ⇒ f(x) = y;

α-накрывающим, α > 0, если

∀u ∈ X ∀y ∈ Y ∃x ∈ X f(x) = y, ρ(x, u) ≤
1

α
d(y, f(u));

β-липшицевым, β ≥ 0, если

∀u, x ∈ X ∀y ∈ Y f(x) = y ⇒ d(y, f(u)) ≤ βρ(x, u).

Если оба пространства X,Y метрические, то приведенные определения совпадают с класси-
ческими определениями замкнутости, накрывания и липшицевости (см. [2]).

В [10] получены условия существования точки совпадения отображений ψ,ϕ : X → Y —
решения уравнения (0.1).

Теорема 1 [10, теорема 2.1]. Пусть α > β ≥ 0, метрическое пространство X являет-

ся полным и выполнены следующие условия: отображение ψ является α-накрывающим и

замкнутым; отображение ϕ является β-липшицевым. Тогда множество точек совпадения

отображений ψ,ϕ непусто и, кроме того,

∀x0 ∈ X ∃x̂ ∈ X ψ(x̂) = ϕ(x̂), ρ(x̂, x0) ≤
1

α− β
d(ψ(x0), ϕ(x0)).

В случае, если расстояние d является “обычной метрикой” в Y, приведенное утверждение
совпадает с теоремой Арутюнова [2].

Отметим, что для используемого в теореме 1 свойства замкнутости f необходимо выполне-
ние следующего условия: для любой сходящейся последовательности аргументов xn → x, если
последовательность их образов тоже сходится: f(xn) → y, то ее предел y ∈ Y должен быть
единственным. Таким образом, предположение о замкнутости f накладывает еще и ограниче-
ния на пространство Y.Используемые ниже в теореме о разрешимости операторного уравнения
предположения менее обременительны, чем в теореме 1, в частности, единственность предела
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в пространстве Y не требуется. Мы также ослабляем предположения о накрывании и липши-
цевости соответствующих отображений. А именно, для отображения f : X → Y определим
следующие множества:

Cl[f ] :=
{
(x, y) ∈ X × Y | ∀{xn} ⊂ X xn → x, f(xn) → y ⇒ f(x) = y

}
;

Covα[f ] :=
{
(u, y) ∈ X × Y | ∃x ∈ X f(x) = y, ρ(x, u) ≤ α−1d(y, f(u))

}
;

Lipβ[f ] :=
{
(u, y) ∈ X × Y | ∀x ∈ X f(x) = y ⇒ d(y, f(u)) ≤ βρ(x, u)

}
.

Очевидно, соотношение Cl[f ] = X×Y равносильно тому, что отображение f замкнуто, соотно-
шение Covα[f ] = X×Y означает, что отображение f является α-накрывающим, а соотношение
Lipβ[f ] = X × Y справедливо тогда и только тогда, когда f липшицево с коэффициентом β.

Рассматриваемое здесь множество Covα[f ] аналогично определенному в [11] множеству

метрической регулярности отображений, действующих в пространствах с векторной метри-
кой (частным случаем которых являются “обычные метрические” пространства).

Пусть заданы элемент ŷ ∈ Y и отображение F : X ×X → Y. Это отображение как отоб-
ражение первого аргумента при фиксированном втором аргументе x ∈ X обозначаем симво-
лом F (·, x); аналогично через F (x, ·) обозначаем отображение второго аргумента. Сформули-
руем условия разрешимости уравнения (0.2).

Теорема 2. Пусть метрическое пространство X является полным, x0 ∈ X, α > β ≥ 0.
Предположим, что для любого x ∈ BX(x0, R), где R = (α − β)−1d(ŷ, F (x0, x0)), выполнены

включения

(x, ŷ) ∈ Covα[F (·, x)], (x, ŷ) ∈ Lipβ[F (x, ·)], (x, ŷ) ∈ Cl[G].

Тогда существует решение x̂ ∈ BX(x0, R) уравнения (0.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если x0 является решением уравнения (0.2), то утверждение
теоремы справедливо. Поэтому будем предполагать, что x0 не удовлетворяет уравнению (0.2).
Докажем, что существует последовательность {xn}, для которой при всех n = 1, 2, . . . выпол-
нены условия

F (xn, xn−1) = ŷ, ρ(xn, x0) ≤
αn − βn

αn(α− β)
d(ŷ, F (x0, x0)), d(ŷ, F (xn, xn)) ≤ βρ(xn, xn−1). (1.3)

Для доказательства используем метод математической индукции.
Сначала проверим соотношения (1.3) при n = 1. Очевидно, x0 ∈ BX(x0, R̂), поэтому со-

гласно условиям теоремы справедливо включение (x0, ŷ) ∈ Covα[F (·, x0)]. Это означает суще-
ствование элемента x1 ∈ X такого, что

F (x1, x0) = ŷ и ρ(x1, x0) ≤
1

α
d(ŷ, F (x0, x0)) < R.

Так как x1 ∈ BX(x0, R), имеем (x1, ŷ) ∈ Lipβ[F (x1, ·)]; таким образом, справедливо неравенство

d(ŷ, F (x1, x1)) ≤ βρ(x1, x0).

Итак, для n = 1 соотношения (1.3) выполнены.
Предположим, что соотношения (1.3) справедливы для всех натуральных n ≤ k. Докажем,

что соотношения (1.3) верны при n = k + 1. Поскольку

ρ(xk, x0) ≤
αk − βk

αk(α− β)
d(ŷ, F (x0, x0)) < R,

в силу предположений теоремы имеем (xk, ŷ) ∈ Covα[F (·, xk)] и (xk, ŷ) ∈ Lipβ[F (xk, ·)]. Следо-
вательно, существует элемент xk+1, для которого F (xk+1, xk) = ŷ и

ρ(xk+1, xk) ≤
1

α
d
(
ŷ, F (xk, xk)

)
=

1

α
d
(
F (xk, xk−1), F (xk, xk)

)
≤
β

α
ρ
(
xk, xk−1

)
.
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Так как аналогичное соотношение ρ(xn+1, xn) ≤ α−1βρ
(
xn, xn−1

)
справедливо при любом на-

туральном n < k, получаем

ρ(xk+1, xk) ≤
βk

αk
ρ(x1, x0) ≤

βk

αk+1
d
(
ŷ, F (x0, x0)

)
.

Теперь в силу предположения индукции заключаем

ρ(x0, xk+1) ≤ ρ(x0, xk) + ρ(xk, xk+1) ≤
αk − βk

αk(α− β)
d(ŷ, F (x0, x0)) +

βk

αk+1
d
(
ŷ, F (x0, x0)

)

=
αk+1 − βk+1

αk+1(α− β)
d
(
ŷ, F (x0, x0)

)
.

Очевидно, xk+1 ∈ BX(x0, R), и поэтому выполнено включение (xk+1, ŷ) ∈ Lipβ [F (xk+1, ·)],
которое гарантирует, что

d(ŷ, F (xk+1, xk+1)) ≤ βρ(xk+1, xk).

Итак, для n = k + 1 все соотношения (1.3) выполнены.

Покажем, что последовательность {xn} является фундаментальной. При любых натураль-
ных n,m, n < m имеем

ρ(xn, xm) ≤ ρ(xn, xn+1) + ρ(xn+1, xn+2) + · · · + ρ(xm−1, xm)

≤
1

α

m−1∑

i=n

βi

αi
d
(
ŷ, F (x0, x0)

)
≤
βn

αn

1

α− β
d
(
ŷ, F (x0, x0)

)
.

Таким образом, для любого ε > 0, если определить

N = log β

α

ε(α − β)

d
(
ŷ, F (x0, x0)

) ,

то при всех n,m, m > n > N будет выполнено неравенство ρ(xn, xm) < ε.

Фундаментальная последовательность {xn} ⊂ BX(x0, R) в полном пространстве X схо-
дится к некоторой точке x̂ ∈ BX(x0, R). Из последнего в (1.3) неравенства d

(
ŷ, F (xn, xn)

)
≤

βρ(xn+1, xn) следует сходимость d
(
ŷ, F (xn, xn)

)
→ 0, т. е. G(xn) → ŷ. А так как имеет место

включение (xn, ŷ) ∈ Cl[G], получим G(x̂) = ŷ. �

Важно, что из теоремы 2 может быть выведена теорема 1. Для этого следует определить
отображение F : X ×X → R, F (x, u) := d

(
ψ(x), ϕ(u)

)
, x, u ∈ X, и рассмотреть уравнение

F (x, x) := d
(
ψ(x), ϕ(x)

)
= 0. (1.4)

Легко проверить, что из α-накрывания отображения ψ следует, что при любом x ∈ X вы-
полнено включение (x, 0) ∈ Covα[F (·, x)], а из β–липшицевости отображения ϕ — включение
(x, 0) ∈ Lipβ[F (x, ·)]. Поэтому в условиях теоремы 1 для уравнения (1.4) при любом x0 ∈ X
выполнены предположения теоремы 2.

Конечно, теорема 2 применима к исследованию точек совпадения отображений, определен-
ных на метрическом пространстве и действующих не только в пространство с расстоянием,
но и в пространство с “обычной” метрикой; таким образом из теоремы 2 может быть вы-
ведена теорема Арутюнова [2]. Отметим, что связь между уравнениями (0.1) и (0.2) до сих
пор оставалась незамеченной, утверждения о точках совпадения накрывающего и липшицева
отображений и утверждения о липшицевом возмущении накрывающего отображения счита-
лись независимыми.
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2. Теорема об антитонном возмущении накрывающего отображения

в пространствах с бинарным отношением

Пусть теперь X = (X,≤) — частично упорядоченное пространство, а на множестве Y 6= ∅

определено бинарное отношение ω, являющееся рефлексивным (т. е. для любого y ∈ Y выпол-
нено (y, y) ∈ ω). Для элементов u, v ∈ X определим множества OX(u) := {x ∈ X : x ≤ u},
[v, u]X := {x ∈ X : v ≤ x ≤ u}.

На отображения, действующие из (X,≤) в (Y, ω), в работе [4] были распространены опре-
деления, используемые для отображений частично упорядоченных пространств, в том числе
предложенное в [12] определение свойства упорядоченного накрывания. Приведем эти опре-
деления. Отображение f : X → Y называется
(упорядоченно) накрывающим, если

∀u ∈ X ∀y ∈ Y (y, f(u)) ∈ ω ⇒ ∃x ∈ X f(x) = y, x ≤ u;

изотонным, если
∀u, x ∈ X u ≤ x ⇒ (f(u), f(x)) ∈ ω;

антитонным, если
∀u, x ∈ X u ≤ x ⇒ (f(x), f(u)) ∈ ω.

Если оба пространства X,Y частично упорядочены (т. е. отношение ω есть частичный поря-
док), то приведенные определения совпадают с классическими определениями свойств накры-
вания, изотонности и антитонности (см. [12]).

В [4] получены следующие условия существования решения уравнения (0.1) — точки сов-
падения отображений ψ,ϕ : X → Y.

Определим совокупность Π:= Π(ψ,ϕ) всех цепей S ⊂ X, удовлетворяющих условию

∀x ∈ S
(
ϕ(x), ψ(x)

)
∈ ω и ∀x, u ∈ S x < u ⇒

(
ψ(x), ϕ(u)

)
∈ ω. (2.1)

Теорема 3 [4, теорема 1.1]. Пусть для некоторого элемента x0 ∈ X имеет место со-

отношение
(
ϕ(x0), ψ(x0)

)
∈ ω и любая цепь S ⊂ Π, содержащая x0, имеет нижнюю грани-

цу v ∈ X, для которой
(
ϕ(v), ψ(v)

)
∈ ω. Предположим также, что отображение ψ явля-

ется накрывающим, а отображение ϕ — изотонным. Тогда существует точка совпадения

x̂ ∈ OX(x0) отображений ψ,ϕ.

В случае, если отношение ω является еще и антисимметричным и транзитивным, т. е. Y —
частично упорядоченное пространство, теорема 3 совпадает с теоремой о точках совпадения,
полученной в [12].

Далее мы покажем, что утверждения о разрешимости операторных уравнений, в том числе
о существовании точек совпадения, могут быть получены при более слабых предположениях.
С этой целью для произвольного отображения f : X → Y определим множества

CovP[f ] :=
{
(u, y) ∈ X × Y | (y, f(u)) ∈ ω ⇒ ∃x ∈ X f(x) = y, x ≤ u

}
;

DcrP[f ] :=
{
(u, y) ∈ X × Y | ∀x ∈ X f(x) = y, u ≤ x ⇒ (y, f(u)) ∈ ω

}
.

Множеству CovP[f ] принадлежат, например, все пары (u, y) такие, что (y, f(u)) /∈ ω. Отметим,
что соотношение CovP[f ] = X × Y равносильно упорядоченному накрыванию отображения f,
а соотношение DcrP[f ] = X × Y — антитонности отображения f.

Приведенное определение множества CovP[f ] аналогично данному в [7] определению мно-

жества упорядоченного накрывания отображений, действующих из частично упорядоченного
пространства в частично упорядоченное пространство.

Пусть заданы ŷ ∈ Y и отображение F : X ×X → Y. Определим совокупность Ξ:= Ξ(F, ŷ)
всех цепей S ⊂ X, удовлетворяющих условию

∀x ∈ S
(
ŷ, F (x, x)

)
∈ ω,

∀x, u ∈ S x < u ⇒ ∃ζ ∈ [x, u]X
(
ŷ, F (ζ, ζ)

)
∈ ω, F (x, ζ) = ŷ.

(2.2)



58 С.Бенараб, Е.С.Жуковский, В.Мерчела

Теорема 4. Пусть существует элемент x0 ∈ X такой, что
(
ŷ, F (x0, x0)

)
∈ ω, и любая

цепь S ⊂ Ξ, содержащая x0, имеет нижнюю границу v ∈ X, для которой
(
ŷ, F (v, v)

)
∈ ω.

Предположим также, что для любого x ∈ OX(x0) справедливы включения

(x, ŷ) ∈ CovP[F (·, x)], (x, ŷ) ∈ DcrP[F (x, ·)].

Тогда существует решение x̂ ∈ OX(x0) уравнения (0.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим множество

U = {x ∈ OX(x0)|
(
ŷ, F (x, x)

)
∈ ω}.

Это множество непусто, поскольку x0 ∈ U. На множестве U определим бинарное отношение �

следующим соотношением

∀x, u ∈ U x � u ⇔ x ≤ u и
(
x < u ⇒ ∃ζ ∈ [x, u]U F (x, ζ) = ŷ

)

(естественно, в случае x � u, x 6= u будем писать x ≺ u). Очевидно, что отношение � является
порядком и обладает следующим свойством, более “сильным”, чем транзитивность:

z ≺ x, x ≤ u ⇒ z ≺ u. (2.3)

Из определения пространства (U,�) следует, что цепь относительно порядка � является
также цепью относительно порядка ≤, более того, удовлетворяет соотношениям (2.2). В про-
странстве (U,�) согласно принципу максимума Хаусдорфа существует максимальная цепь S,
содержащая точку x0. Поскольку S ∈ Ξ, в силу предположений теоремы цепь S относительно
первоначального порядка ≤ имеет нижнюю границу v ∈ OX(x0), для которой выполнено соот-
ношение

(
ŷ, F (v, v)

)
∈ ω, т. е. v ∈ U. Покажем, что эта нижняя граница v является решением

уравнения (0.2). Предположим противное: F (v, v) 6= ŷ.
В силу соотношения (v, ŷ) ∈ CovP[F (·, v)] существует элемент x̂ ∈ OX(v) такой, что выпол-

нено равенство

F (x̂, v) = ŷ. (2.4)

В этом равенстве x̂ 6= v (так как F (v, v) 6= ŷ), поэтому x̂ < v. Из (2.4) в силу соотношения
(x̂, ŷ) ∈ DcrP[F (x̂, ·)] получаем

(
ŷ, F (x̂, x̂)

)
∈ ω. Таким образом, доказано, что x̂ ∈ U и x̂ ≺ v.

Поэтому согласно свойству (2.3) для любого x ∈ S имеет место неравенство x̂ ≺ x. Так как
цепь S является максимальной в U относительно порядка �, элемент x̂ должен принадлежать
этой цепи. Но тогда неравенство x̂ ≺ v противоречит тому, что v — нижняя граница этой цепи.

Итак, предположение F (v, v) 6= ŷ неверно, т. е. элемент x̂ = v является решением уравне-
ния (0.2). �

Продемонстрируем, каким образом из теоремы 4 выводится теорема 3 о точках совпаде-

ния. С этой целью зададим на трехэлементном множестве Z = {0,−1, 1} бинарное отношение

ωZ :=
{
(0, 0), (−1,−1), (1, 1), (0, 1)

}

и определим отображение η : Y × Y → Z формулой

(y, v) ∈ Y × Y 7→ η(y, v) =





0, если y = v,
1, если (v, y) ∈ ω, v 6= y,

−1, если (v, y) /∈ ω.

Теперь определим отображение F : X×X → Z, F (x, u) := η
(
ψ(x), ϕ(u)

)
, x, u ∈ X, и рассмотрим

уравнение

F (x, x) := η
(
ψ(x), ϕ(x)

)
= 0. (2.5)
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Очевидно, что решение уравнения (2.5) является точкой совпадения отображений ψ,ϕ. Пока-
жем, что если для отображений ψ,ϕ выполнены условия теоремы 3, то существование решения
уравнения (2.5) следует из теоремы 4.

Итак, предположения теоремы 3 считаем выполненными. Проверяем справедливость усло-
вий теоремы 4.

Во-первых, пусть
(
ϕ(x0), ψ(x0)

)
∈ ω, тогда η

(
ψ(x0), ϕ(x0)

)
равно 1 или 0, следовательно,

(
0, η

(
ψ(x0), ϕ(x0)

)
∈ ωZ .

Во-вторых, пусть любая цепь S ⊂ Π, содержащая x0, имеет нижнюю границу v ∈ X такую,
что

(
ϕ(v), ψ(v)

)
∈ ω. Выберем произвольную цепь C ∈ Ξ, ее любой элемент x ∈ C удовлетворяет

условию
(
0, η

(
ψ(x), ϕ(x)

))
∈ ωZ . Это условие означает, что η

(
ψ(x), ϕ(x)

)
равно 0 или 1, т. е.

это условие равносильно соотношению
(
ϕ(x), ψ(x)

)
∈ ω. Далее, для любых двух элементов

x, u ∈ C таких, что x < u, существует элемент ζ ∈ [x, u]X , удовлетворяющий условиям
(
0, η(ψ(ζ), ϕ(ζ))

)
∈ ωZ , η

(
ψ(x), ϕ(ζ)

)
= 0.

Отсюда ψ(x) = ϕ(ζ), и вследствие изотонности отображения ϕ получаем
(
ψ(x), ϕ(u)

)
∈ ω.

Таким образом, цепь C удовлетворяет условиям (2.1), поэтому цепь C ∈ Π имеет нижнюю
границу v ∈ X, для которой

(
ϕ(v), ψ(v)

)
∈ ω. Следовательно,

(
0, η(ϕ(v), ψ(v))

)
∈ ωZ .

Заключая проверку условий теоремы 4, замечаем, что если отображение ψ накрывающее,
то при любом x ∈ OX(x0) для отображения η(ψ(·), ϕ(x)) : X → Z выполнено включение(
0, x) ∈ CovP

[
η(ψ(·), ϕ(x))

]
, а если отображение ϕ изотонное, то при любом x ∈ OX(x0) для

отображения η(ψ(x), ϕ(·)) : X → Z справедливо
(
0, x) ∈ DcrP

[
η((ψ·), ϕ(x))

]
.

Итак, теорема 4 позволяет исследовать задачу о точках совпадения отображений, действу-
ющих из (X,≤) в (Y, ω), где ω — произвольное бинарное отношение, а в частном случае —
отношение порядка. Таким образом, из теоремы 4 может быть получена не только [4, теоре-
ма 1.1], но и [12, Theorem 1].

3. Связь между теоремами о возмущениях в пространствах с расстоянием

и в пространствах с бинарным отношением

Как показано выше, теоремы 2, 4 позволяют исследовать не только разрешимость урав-
нения (0.2), но и устанавливать существование точки совпадения отображений, действующих
соответственно в пространствах с расстоянием и в пространствах с бинарным отношением.
Здесь мы докажем, что теорема 2 является следствием теоремы 4. Таким образом, из ре-
зультатов, касающихся уравнения (0.2) в пространствах с бинарным отношением, следуют
утверждения и об этом уравнении, и о точках совпадения в случае пространств с расстоянием.
Отметим, что в работе [12] было доказано, что из теоремы о точках совпадения упорядочен-
но накрывающего и изотонного отображений, действующих в частично упорядоченных про-
странствах, выводится теорема о точке совпадения накрывающего и липшицева отображений,
действующих в метрических пространствах. Доказательство этого результата основывалось на
введении в метрических пространствах порядка Бишопа — Фелпса и определении по задан-
ным действующим в метрических пространствах двум отображениям — α-накрывающему и β-
липшицеву — двух новых отображений, действующих в полученных частично упорядоченных
пространствах соответственно упорядоченно накрывающего и изотонного. Здесь используется
такой же подход — в пространстве с расстоянием вводится бинарное отношение, аналогичное
порядку Бишопа — Фелпса.

Итак, пусть выполнены условия теоремы 2. В декартовом произведении X метрического
пространства X = (X, ρ) и множества R+ неотрицательных чисел определим порядок Бишо-
па — Фелпса (см. [13;14]), полагая для произвольных (u, r), (x,R) ∈ X выполненным неравен-
ство (u, r) ≤ (x,R) тогда и только тогда, когда

ρ(u, x) ≤ R− r.



60 С.Бенараб, Е.С.Жуковский, В.Мерчела

Согласно [12, Lemma 3] из полноты метрического пространства X следует, что пространство X
является упорядоченно полным, т. е. всякая цепь в нем имеет точную нижнюю границу.

Аналогично в декартовом произведении Y пространства Y = (Y, d) и пространства R опре-
делим бинарное отношение ω следующим образом:

∀(z, r), (y,R) ∈ Y
(
(z, r), (y,R)

)
∈ ω ⇔ d(z, y) ≤ R− r

(напомним, что расстояние d не обязано быть симметричным, т. е. при выполнении этого со-
отношения “симметричное неравенство” d(y, z) ≤ R− r может не выполняться).

Теперь по заданному отображению F : X ×X → Y построим отображение

F : X ×X → Y , F
(
(x,R), (u, r)

)
:=

(
F (x, u), αR − βr

)

и рассмотрим уравнение
F (x, x) = (ŷ, 0) (3.1)

относительно неизвестного x = (x, r) ∈ X. Легко видеть, что пара (x̂, r̂) является решением
этого уравнения тогда и только тогда, когда ее вторая компонента r̂ = 0, а ее первая компо-
нента есть решение уравнения (0.2).

Установим разрешимость уравнения (3.1) на основании теоремы 4.
Для заданных в теореме 2 элемента x0 ∈ X и числа R = (α−β)−1d(ŷ, F (x0, x0)) обозначим

x0 = (x0, R) ∈ X. Имеем

F (x0, x0) =
(
F (x0, x0), (α− β)R

)
=

(
F (x0, x0), d(ŷ, F (x0, x0))

)
,

следовательно, (
(ŷ, 0), F (x0, x0)

)
∈ ω.

Рассмотрим цепь S ⊂ X, содержащую точку x0 (поэтому без ограничения общности можем
полагать, что цепь S вложена в множество OX(x0) := {(x, r)| ρ(x, x0) ≤ R−r}). Пусть для этой
цепи выполнено S ∈ Ξ(F, (ŷ, 0)). Любой элемент x = (x, r) ∈ S удовлетворяет соотношению

(
(ŷ, 0),

(
(α− β)r, F (x, x)

))
∈ ω ⇔ d

(
ŷ, F (x, x)

)
≤ (α− β)r. (3.2)

Вследствие упорядоченной полноты пространства X существует v = (v, τ) = inf S. Если v ∈ S,
то

(
(ŷ, 0),

(
(α − β)τ, F (v, v)

))
∈ ω. Пусть v /∈ S. Согласно [12, Lemma 3] существует такая

невозрастающая последовательность элементов xi = (xi, ri) ∈ S, что τ = inf ri, v = limi→∞ xi.
Согласно определению совокупности Ξ(F, (ŷ, 0)) для этой последовательности имеем

∃ζi = (ζi, ti) ∈ X xi+1 ≤ ζ i ≤ xi, F (xi+1, ζ i) = (ŷ, 0).

Из полученных соотношений следует, что αri+1−βti = 0 и ti ≤ ri. Поэтому справедлива оценка

ri+1 =
β

α
ti ≤

β

α
ri.

Таким образом, последовательность {ri} сходится к нулю, т. е. τ = 0. Теперь из соотноше-
ния (3.2) получаем d

(
ŷ, F (xi, xi)

)
≤ (α − β)ri → 0. А из этого соотношения и сходимости

xi → v следует F (v, v) = ŷ, так как (xi, ŷ) ∈ Cl[G]. Итак, для нижней границы v = (v, 0) цепи
S ∈ Ξ(F, (ŷ, 0)) выполнено

(
(ŷ, 0), F (v, v)

)
∈ ω. Здесь F (v, v) =

(
F (v, v), 0

)
.

Теперь покажем, что для произвольного элемента u = (u, r) ∈ OX(x0) (т. е. удовлетворя-
ющего неравенству ρ(x0, u) ≤ R − r) выполнено включение (u, (ŷ, 0)) ∈ CovP[F (·, u)]. Пусть(
(ŷ, 0),

(
(α − β)r, F (u, u)

))
∈ ω, т. е. выполнено неравенство d(ŷ, F (u, u)) ≤ (α − β)r. Так как

(u, ŷ) ∈ Covα[F (·, u)], существует x ∈ X такой, что

F (x, u) = ŷ, ρ(x, u) ≤
1

α
d(ŷ, F (u, u)) ≤

α− β

α
r.
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Положим x = (x, α−1βr). Для этого элемента, очевидно, выполнено

F (x, u) = (ŷ, 0), x ≤ u,

и таким образом включение (u, (ŷ, 0)) ∈ CovP[F (·, u)] доказано.
Остается проверить справедливость включения (u, (ŷ, 0)) ∈ DcrP[F (u, ·)] при всех u =

(u, r) ∈ OX(x0). Пусть для x = (x, t) ∈ X выполнено F (u, x) = (ŷ, 0) и u ≤ x, т. е.

F (u, x) = ŷ, αr − βt = 0, ρ(u, x) ≤ t− r.

Так как (u, ŷ) ∈ Lipβ[F (u, ·)], получаем

d(ŷ, F (u, u)) ≤ βρ(x, u) ≤ β(t− r) = (α− β)r,

а это означает, что выполнено соотношение
(
(ŷ, 0), F (u, u)

)
∈ ω. Таким образом, включение

(u, (ŷ, 0)) ∈ DcrP[F (u, ·)] доказано.
Итак, согласно теореме 4 уравнение (3.1) имеет решение (x̂, 0), первая компонента которого

x̂ ∈ BX(x0, R) является решением уравнения (0.2). Таким образом, утверждение теоремы 2
действительно следует из теоремы 4.
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УДК 512.54

О НЕКОТОРЫХ ГРУППАХ 2-РАНГА ОДИН1

Б.Е.Дураков

Строение конечных групп 2-ранга 1 во многом определяется классическими теоремами Бернсайда и
Брауэра–Судзуки. Бернсайд доказал, что в каждой конечной группе с циклической силовской 2-подгруп-
пой все элементы нечетного порядка составляют нормальную подгруппу. С.И. Адян показал, что в классе
периодических групп аналогичное утверждение неверно даже в случае, когда силовская 2-подгруппа имеет
порядок 2 и совпадает с центром группы. Результаты Бернсайда, Брауэра и Судзуки можно сформули-
ровать в виде одной теоремы: в конечной группе G 2-ранга 1 образ любой инволюции в фактор-группе
G/O(G) лежит в центре этой фактор-группы. Неизвестно, справедливо ли аналогичное утверждение, если
G — периодическая группа (вопрос 4.75 В.П. Шункова из “Коуровской тетради”). Ответ неизвестен даже
в случае, когда централизатор инволюции i — локально циклическая группа (вопрос 15.54 В.Д.Мазурова
из “Коуровской тетради”). В теореме 1 статьи приводится частичный положительный ответ на вопрос
4.75 при дополнительном условии: в группе G инволюция i порождает с каждым элементов порядка, не
делящегося на 4, конечную подгруппу. В частности, вопрос 4.75 решается положительно в классе бинарно
конечных и сопряженно бинарно конечных групп. В теореме 2 статьи исследуется строение не локально
конечной группы G с конечной инволюцией и инволюцией i, централизатор которой — локально цикли-
ческая 2-группа. Инволюция i группы G называется конечной, если для каждого g ∈ G подгруппа 〈i, ig〉
конечна. В частности, теорема 2 определяет структуру контрпримера (в предположении его существова-
ния) к вопросу 15.54.

Ключевые слова: группа 2-ранга 1, периодическая группа, локально конечная группа, конечная инво-
люция.

B.E. Durakov. On some groups of 2-rank 1.

The structure of finite groups of 2-rank 1 is largely defined by the classical Burnside and Brauer–Suzuki
theorems. Burnside proved that all elements of odd order of a finite group with a cyclic 2-Sylow subgroup form
a normal subgroup. S.I. Adyan showed that this statement does not hold in the class of periodic groups even
in the case when a Sylow 2-subgroup has order 2 and coincides with the center of the group. The results of
Burnside, Brauer, and Suzuki can be formulated as one theorem: in a finite group G of 2-rank 1, the image of any
involution in the quotient group G/O(G) lies in the center of this quotient group. It is unknown whether the same
statement holds for a periodic group G (V.P. Shunkov’s Question 4.75 from the “Kourovka Notebook”). There is
no answer even when the centralizer of the involution i is a locally cyclic group (V.D. Mazurov’s Question 15.54
from the “Kourovka Notebook”). In Theorem 1, we give a partial affirmative answer to Question 4.75 under
an additional condition: in the group G an involution i generates a finite subgroup with any element of order
not divisible by 4. In particular, Question 4.75 is solved positively in the classes of binary finite and conjugate
binary finite groups. In Theorem 2, we study the structure of a nonlocally finite group G with a finite involution
and an involution i whose centralizer is a locally cyclic 2-group. An involution i of a group G is called finite if
the subgroup 〈i, ig〉 is finite for every g ∈ G. In particular, Theorem 2 defines the structure of a counterexample
(under the assumption of its existence) to Question 15.54.

Keywords: group of 2-rank 1, periodic group, locally finite group, finite involution.

MSC: 20F50, 20E28

DOI: 10.21538/0134-4889-2019-25-4-64-68

Введение

2-рангом группы G (конечной или бесконечной) называют максимум рангов ее элементар-
ных абелевых 2-подгрупп [1, § 1.2]. К числу фундаментальных результатов о конечных груп-
пах 2-ранга 1 можно отнести теоремы Бернсайда [2, теорема 1.20(ii)] и Брауэра— Судзуки [3,
Theorem 2]. Cледуя Горенстейну [2, теорема 4.88], мы сформулируем их в виде следующей

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 19-01-
00566 A.
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теоремы Бернсайда— Брауэра— Судзуки. В ее формулировке и всюду далее O(G) — макси-
мальная нормальная в G периодическая подгруппа без инволюций.

Предложение 1 (теорема Бернсайда— Брауэра— Судзуки). Пусть G — конечная груп-

па, содержащая инволюцию i, и силовские 2-подгруппы группы G являются либо циклически-

ми группами, либо (обобщенными) группами кватернионов. Тогда инволюция iO(G) лежит

в центре фактор-группы G/O(G).

В.П.Шунков доказал [1, теорема 2.15], что 2-группа с единственной инволюцией либо ло-
кально циклическая 2-группа, либо конечная или бесконечная (обобщенная) группа кватерни-
онов. До сих пор не решен вопрос 4.75, поставленный В.П.Шунковым в 1973 г. в “Коуровской
тетради” [4] о том, справедливо ли обобщение теоремы Бернсайда— Брауэра— Судзуки в клас-
се периодических групп.

Вопрос 1 (В.П.Шунков [4, вопрос 4.75]). Пусть G — периодическая группа, содержа-

щая инволюцию i, и силовские 2-подгруппы группы G являются либо локально циклическими

группами, либо (обобщенными) группами кватернионов. Будет ли инволюция iO(G) цен-

тральным элементом в G/O(G)?

Ответ на этот вопрос неизвестен, даже если централизатор инволюции i — квазицикли-
ческая 2-группа (вопрос 15.54 В.Д.Мазурова из “Коуровской тетради” [4], поставленный в
2002 г.).

Вопрос 2 (В.Д.Мазуров [4, вопрос 15.54]). Предположим, что периодическая группа G
содержит инволюцию i, централизатор которой — локально циклическая 2-группа. Верно

ли, что множество всех элементов нечетного порядка из G, инвертируемых инволюцией i,
составляет подгруппу?

Ответ на вопрос 2 положителен в случаях, когда G действует точно дважды транзитивно
на множестве G/CG(i) смежных классов группы G по CG(i) [5] и когда подгруппа CG(i) не
максимальна в G [6].

В статье приведены частичные решения вопросов 1 и 2 при дополнительных ограничениях
на группу G. Доказаны следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть G — периодическая группа 2-ранга 1 и ее инволюция i порождает с

каждым элементом, порядок которого не делится на 4, конечную подгруппу. Тогда iO(G) ∈
Z(G/O(G)).

В частности, из теоремы 1 следует положительное решение вопроса 1 в классах бинарно
конечных и сопряженно бинарно конечных групп (определения см. в [1]).

Инволюция i группы G называется конечной, если все подгруппы 〈i, ig〉, где g ∈ G, конеч-
ны [7]. В периодической группе каждая инволюция конечна.

Теорема 2. Пусть G — не локально конечная группа с конечной инволюцией и централи-

затор T некоторой ее инволюции i — локально циклическая 2-группа. Тогда T максимальна

в G, группа G проста и изоморфна фактор-группе свободного произведения X = Z2 ∗ Zn цик-

лических групп порядка 2 и n для любого n > 2 из ее спектра.

1. Доказательство теоремы 1

Будем обозначать через J(G) множество инволюций группы G. Нам понадобятся следую-
щие хорошо известные свойства групп диэдра (см., например, [8, лемма 2.8]). Пусть D = 〈i, j〉,
где i и j — инволюции, i 6= j. Тогда i и j инвертируют элемент ij, D = 〈ij〉 ⋋ 〈i〉, в случае
четности числа |ij| в D есть центральная инволюция z ∈ 〈ij〉, в случае нечетности числа |ij|
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инволюции i и j сопряжены при помощи инволюции k ∈ D. D конечна тогда и только тогда,
когда порядок |ij| конечен; если в D есть конечная подгруппа диэдра, то D сама конечна.

Пусть группа G и ее инволюция i удовлетворяют условиям теоремы 1. Если j, k — инволю-
ции из G, то подгруппа 〈j, k〉 по условию конечна. Порядок элемента jk нечетен, поскольку ина-
че по свойствам групп диэдра в 〈j, k〉 содержалась бы четверная подгруппа Клейна 2-ранга 2.
Поэтому по свойствам групп диэдра инволюции j и k сопряжены, а в силу произвольности
выбора j и k все инволюции в G сопряжены и J(G) = iG.

Пусть X — множество всех элементов из G, имеющих нечетный порядок, а Y — множество
всех элементов из G, имеющих порядок вида 2(2n − 1), n ∈ N. Ввиду условий теоремы для
любого x ∈ X подгруппа Hx = 〈x, i〉 конечна. Поскольку образы i и x элементов i и x в
фактор-группе Hx = Hx/O(Hx) в силу предложения 1 перестановочны, а порядки их взаимно
просты, то |ix| = 2|x|. Так как порядок O(Hx) нечетен, то прообраз ix ∈ G элемента ix лежит
в Y .

Аналогично, для любого y ∈ Y подгруппа Hy = 〈y, i〉 по условию теоремы конечна. Обозна-
чим теперь через i и y образы элементов i и y в фактор-группе Hy = Hy/O(Hy) соответственно.
По второй теореме Силова [9, теорема 4.2.2] из сопряженности всех силовских 2-подгрупп в
Hy и единственности инволюций в них следует сопряженность инволюций в Hy. Поэтому все
инволюции в Hy сопряжены, а поскольку i ∈ Z(Hy) по предложению 1, то J(Hy) = {i}. Так
как y ∈ Y , то |y| = 2(2k−1) для некоторого k ∈ N. Тогда y2k−1 — инволюция и по доказанному
она равна i. Поэтому |iy| = 2k − 1. Отсюда из нечетности числа |O(Hy)| следует, что iy ∈ X.

Таким образом, iX ⊆ Y и iY ⊆ X, откуда следуют равенства iX = Y и iY = X. Поэтому
для каждого g ∈ G верны равенства (iX)g = Y g и (iY )g = Xg, откуда в силу инвариантности
множеств X и Y получаем igX = Y и igY = X. Поскольку элемент g был выбран произвольно,
то jX = Y и jY = X для любой инволюции j ∈ iG.

Из вышеизложенного следует, что подгруппа B = 〈iG〉 умножениями слева транзитивно
действует на множестве {X,Y }. А именно, те элементы из B, которые представляются произ-
ведением четного числа инволюций, оставляют множества X и Y на месте умножениями слева
и, следовательно, составляют подгруппу H — стабилизатор точек X и Y [9, теорема 5.2.1], где

H = 〈jk | j, k ∈ iG〉 = {h ∈ B | hX = X, hY = Y }.

Все оставшиеся элементы из B, являющиеся произведениями нечетного числа инволюций,
умножением слева переставляют множества X и Y и составляют смежный класс Hi [9, теоре-
ма 5.3.1].

Таким образом, B = H⋋〈i〉. Подгруппы H и B порождаются инвариантными множествами
и, следовательно, нормальны в G. Поэтому в фактор-группе G = G/H образ подгруппы B —
нормальная подгруппа B, изоморфная по свойствам полупрямого произведения [10, гл. 10,
§ 1] подгруппе 〈i〉. Следовательно, B порождается образом i инволюции i, и i ∈ Z(G). Если
O(G) = H, то теорема доказана; если же O(G) > H, то G/O(G) ≃ (G/H)/(O(G)/H) [11, гл. 2,
§10], а поскольку группа O(G) = O(G)/H нечетного порядка, то образ инволюции i в фактор-
группе G/O(G) является инволюцией iO(G). Подгруппа 〈iO(G)〉 нормальна в G/O(G) как
образ нормальной подгруппы B [11, гл. 2, § 10]. Следовательно, инволюция iO(G) лежит в
центре фактор-группы G/O(G) ≃ G/O(G), и теорема доказана.

2. Доказательство теоремы 2

Пусть группа G, ее инволюция i и подгруппа T = CG(i) удовлетворяют условиям теоре-
мы 2. Если T не максимальна в G, то по теореме А.И. Созутова [6] G локально конечна, что
противоречит условию теоремы. Следовательно, T максимальна в G. Если для некоторого
неединичного элемента x /∈ iG подгруппы 〈i, xg〉 для каждого g ∈ G конечны, то G локально
конечна [8, теорема 2.12] вопреки условиям. Следовательно, в каждом неединичном классе xG,
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отличном от iG, найдется элемент a такой, что подгруппа K = 〈i, a〉 бесконечна. Тогда оче-
видно, что a /∈ T и K 6= T .

Если K > T , то в силу максимальности T имеем K = G. Пусть теперь K 6> T . Поскольку
i ∈ K, то H = K ∩ T > 1, и в силу строения локально циклической 2-группы T подгруппа H
конечна. Инволюция i конечна в K, поскольку она конечна в G, и по теореме В.В. Беляе-
ва [12] группа K локально конечна и в силу своей двупорожденности конечна. Получившееся
противоречие доказывает, что G = 〈i, a〉. В силу того, что элемент x мы можем взять любого
порядка n > 2 из спектра группы, этим доказано третье утверждение теоремы.

Докажем теперь от противного, что группа G проста. Пусть H⊳G. Если i ∈ H, то поскольку
в централизаторе инволюции i нет четверных подгрупп Клейна, по свойствам групп диэдра для
всякой инволюции j ∈ iG \{i} произведение ij имеет нечетный порядок, и класс сопряженных
с jk элементов содержится в подгруппе H в силу ее нормальности в G. Следовательно, H
содержит отличные от {1} и iG классы сопряженных элементов. В каждом из таких классов xG

по доказанному найдется такой элемент a, что G = 〈i, a〉. Но тогда H = G; противоречие.

Если теперь i /∈ H, то CH(i) = H ∩ T = 1. Кроме того, как и в предыдущем случае, в H
найдется такой элемент a, что G = 〈i, a〉. Имеем G = 〈H, i〉 = H ⋋ 〈i〉. Но тогда T = CG(i) =
〈i〉 · CH(i) = 〈i〉; противоречие. Следовательно, G проста, и тем самым теорема 2 доказана.
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КВАДРАТИЧНАЯ ЕВКЛИДОВА ЗАДАЧА 2-КЛАСТЕРИЗАЦИИ

1-MEAN И 1-MEDIAN С ОГРАНИЧЕНИЕМ НА РАЗМЕРЫ КЛАСТЕРОВ:

СЛОЖНОСТЬ И АППРОКСИМИРУЕМОСТЬ1

А. В.Кельманов, А. В.Пяткин, В.И.Хандеев

В работе рассматривается задача кластеризации N-элементного множества точек в d-мерном евклидо-
вом пространстве на два кластера. В этой задаче требуется найти 2-разбиение, минимизирующее сумму
(по обоим кластерам) внутрикластерных квадратичных разбросов точек относительно искомых центров.
Центр одного кластера определяется как центроид (геометрический центр), а центр другого кластера
является искомой точкой во входном множестве. Анализируется вариант задачи, в котором размеры (т. е.
мощности) кластеров заданы, а их суммарный размер совпадает с размером входного множества. До-
казано, что задача NP-трудна в сильном смысле. Установлено, что для нее не существует полностью
полиномиальной аппроксимационной схемы, если P 6= NP.
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Введение

Предметом исследования в этой работе является экстремальная задача разбиения конечно-
го множества точек евклидова пространства на два кластера. Цель — анализ вычислительной
сложности задачи и выяснение некоторых вопросов ее аппроксимируемости.

Исследование мотивировано неизученностью задачи в математическом плане. А именно,
до настоящего времени статус ее вычислительной сложности не был установлен. К тому же
вопросы ее алгоритмической аппроксимируемости не были выяснены. Кроме того, задача ак-
туальна не только для дискретной оптимизации, но также, в частности, для компьютерной
геометрии и математической статистики. С практической точки зрения рассматриваемая за-
дача важна, например, для решения известной междисциплинарной проблемы интерпретации
данных (Data mining).

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проекты 19-01-00308 и 18-31-00398, програм-
мы ФНИ РАН, проекты 0314-2019-0014, 0314-2019-0015, а также программы Top-5-100 Министерства
образования и науки РФ.
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Работа имеет следующую структуру. В разд. 1 даны формулировки названной задачи и
нескольких задач, которые в математическом плане близки к ней. В этом же разделе приведе-
ны некоторые трактовки задачи и замечания, поясняющие мотивацию настоящего исследова-
ния. В следующем разделе анализируется вычислительная сложность задачи. В разд. 3 рас-
сматривается вопрос о существовании полностью полиномиальной аппроксимационной схемы
(FPTAS), а также вопросы аппроксимируемости задачи алгоритмами для решения известной
задачи.

1. Формулировка задачи и близкие по постановке задачи

Всюду далее ‖ · ‖ — евклидова норма.
Рассматриваемая задача имеет следующую формулировку.

З а д а ч а 1 (Quadratic 1-Mean and 1-Median 2-Clustering with the Constraints on the Cluster

Sizes).
Дано: N -элементное множество Y точек в d-мерном евклидовом пространстве и натураль-

ное число M . Найти такие точку x ∈ Y и разбиение Y на кластеры C и Y \ C размеров M и
N −M соответственно, что

f(C, x) =
∑

y∈C

‖y − y(C)‖2 +
∑

y∈Y\C

‖y − x‖2 → min, (1)

где

y(C) =
1

|C|

∑

y∈C

y — центроид (геометрический центр) кластера C.

Ниже приведены известные задачи, математические формулировки которых наиболее близ-
ки к задаче 1. В этих задачах целевые функции отличны от целевой функции задачи 1, а входы
идентичны входу этой задачи. Отличие целевых функций в этих задачах определяется (см.
далее) центрами квадратичного разброса точек искомых кластеров. В задаче 1 два оптими-
зируемых (неизвестных) центра разброса. Один из них — точка y(C) в R

d, а другой — точка
x в Y.

Следующие три задачи 2-кластеризации относятся к числу известных и близких по поста-
новке к задаче 1.

З а д а ч а 2 (2-Means Clustering with the Constraints on the Cluster Sizes).
Дано: N -элементное множество Y точек в d-мерном евклидовом пространстве и натураль-

ное число M . Найти такое разбиение Y на кластеры C и Y \ C размеров M и N −M соответ-
ственно, что ∑

y∈C

‖y − y(C)‖2 +
∑

y∈Y\C

‖y − y(Y \ C)‖2 → min
C⊂Y

,

где y(C) и y(Y \ C) — центроиды кластеров C и Y \ C соответственно.

В этой задаче центрами квадратичного разброса точек являются центроиды (в R
d) ис-

комых кластеров. Сильная NP-трудность задачи следует из сильной NP-трудности (см. [1])
задачи 2-Means (без ограничений на мощности кластеров). Действительно, полиномиальная
разрешимость 2-Means with the Constraints on the Cluster Sizes влекла бы полиномиальную раз-
решимость задачи 2-Means. Достаточно было бы перебрать за полиномиальное время конечное
число точных допустимых решений задачи для каждого M .

З а д а ч а 3 (Quadratic 2-Medians Clustering with the Constraints on the Cluster Sizes).
Дано: N -элементное множество Y точек в d-мерном евклидовом пространстве и натураль-

ное число M . Найти такие точки x, z ∈ Y и разбиение Y на кластеры C и Y \ C размеров M и
N −M соответственно, что

∑

y∈C

‖y − x‖2 +
∑

y∈Y\C

‖y − z‖2 → min .
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Эта задача сходна с известной (см., например, [2]) задачей 2-Medians минимизации суммы∑
y∈C

‖y−x‖+
∑

y∈Y\C

‖y−z‖. Легко видеть, что задача 3 разрешима за время O(dN3). Достаточно

перебрать N2 пар точек x, z, для каждой пары найти допустимое решение и в полученном
семействе найти наилучшее. Допустимое решение строится за O(dN) операций: 1) проектируем
все точки множества Y на прямую, соединяющую точки x и z; 2) разбиваем индуцированный
этим проектированием отрезок на два примыкающих отрезка по M и N −M точек.

З а д а ч а 4 (1-Mean and Given 1-Center with the Constraints on the Cluster Sizes).
Дано: N -элементное множество Y точек в d-мерном евклидовом пространстве и натураль-

ное число M . Найти разбиение Y на непустые подмножества C и Y \ C размеров M и N −M
соответственно такие, что

g(C) =
∑

y∈C

‖y − y(C)‖2 +
∑

y∈Y\C

‖y‖2 → min,

где y(C) — центроид подмножества C.

В этой задаче неизвестен только один центр квадратичного разброса точек. Этот центр
y(C) является центроидом искомого кластера C. Центр квадратичного разброса точек второго
кластера Y \C совпадает с началом координат. Заметим, что задача с центром разброса, кото-
рый задан в некоторой точке x ∈ R

d, не равной 0, очевидно, полиномиально сводится к этой
задаче. Достаточно перенести в точку x начало координат и пересчитать координаты точек
входного множества. Сильная NP-трудность этой задачи следует из равенства

g(C) =
∑

y∈Y

‖y‖2 −
1

|C|

∥∥∥
∑

y∈C

y
∥∥∥
2
,

в котором первый член в правой части не зависит от C, и сильной NP-трудности (см. [3–5])
известной задачи Longest M -Vector Sum. Напомним, что в этой задаче дано N -элементное
множество Y точек в евклидовом пространстве размерности d и натуральное число M . Тре-
буется найти подмножество C ⊆ Y размера M , доставляющее максимум норме ‖

∑
y∈C

y‖ суммы

элементов из этого подмножества.
Все приведенные экстремальные задачи, включая задачу 1, имеют геометрический харак-

тер, который ясен непосредственно из их формулировок. В каждой из задач 1–4 оптимальному
разбиению на кластеры соответствует разделяющая поверхность. Этими поверхностями явля-
ются оптимальные гиперплоскости, которые перпендикулярны отрезку, соединяющему центры
квадратичного разброса. Этот факт легко устанавливается при анализе структурных свойств
оптимальных решений задач. Поэтому все задачи можно трактовать как поиск оптимальной
гиперплоскости, разделяющей на две части входное множество точек.

Заметим, что построение оптимальных разделяющих поверхностей по имеющимся дан-
ным — типичная прикладная проблема машинного обучения (Machine learning), распознава-
ния образов (Pattern recognition) и кластеризации данных (Data clustering) (см. [6–8] соот-
ветственно). В отмеченных приложених эта проблема возникает всякий раз, когда в руках у
исследователя-прикладника оказываются данные с неясной структурой.

Выяснение структуры данных с помощью так называемого разведочного поиска подходя-
щего (адекватного) описания (т. е. интерпретации) данных в виде модели порождения данных
типичен для прикладных проблем Data mining (см. [9]) и математической статистики. В клас-
сической статистике, в отличие от Data mining, предполагается, что данные однородны, т. е.
являются выборкой из одного распределения. Напротив, в Data mining предполагается, что
данные неоднородны, т. е. являются выборкой из нескольких распределений, причем априор-
ное соответствие данных распределениям неизвестно. Из-за отсутствия этого соответствия
создаются математические инструменты в виде эффективных алгоритмов решения необо-
зримого множества задач разбиения данных с самой разнообразной структурой на однород-
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ные по какому-либо фиксированному критерию кластеры, а также инструменты в виде кри-
териев проверки адекватности аппроксимационных моделей разбиения имеющимся данным.
Например, чтобы выяснить, какая из сформулированных выше задач (моделей аппроксима-
ции) разбиения адекватна данным (входному множеству точек) или ни одна из них не адек-
ватна данным, в первую очередь необходимы эффективные алгоритмы решения этих кла-
стеризационных задач. Очевидно, что создание эффективных в вычислительном плане ал-
горитмов является одной из ключевых проблем для Data mining. В свою очередь, создание
таких алгоритмов обусловливает исследование сложностного статуса задач разбиения. Приве-
денные замечания поясняют мотивацию настоящей статьи. Фактически наша работа отвечает
на вопрос, можно ли эффективно (за полиномиальное) время разбить имеющиеся данные в
соответствии с (1).

В заключение этого раздела подчеркнем, что рассматриваемая задача 1 не эквивалентна ни
одной из приведенных выше близких по постановке кластеризационных задач. Насколько нам
известно, она не входит в список других изучавшихся ранее задач дискретной оптимизации.
К тому же она не является ни частным случаем, ни обобщением какой-либо из этих задач.
Поэтому вопрос о статусе сложности задачи 1 требует отдельного исследования.

2. Анализ вычислительной сложности

Как известно (см., например, [10]), для любого конечного множества точек Z ⊂ R
d спра-

ведливо равенство ∑

z∈Z

‖z − z(Z)‖2 =
1

2|Z|

∑

y∈Z

∑

z∈Z

‖y − z‖2, (2)

где z(Z) — центроид множества Z. Используя это равенство, запишем целевую функцию (1)
в эквивалентном виде и сформулируем задачу 1 в форме верификации свойств.

З а д а ч а 1A. Дано: N -элементное множество Y точек в d-мерном евклидовом простран-
стве, натуральное M < N и число B > 0. Вопрос: существуют ли в Y такие кластер C разме-
ра M и точка x ∈ Y, что имеет место неравенство

f(C, x) =
1

2|C|

∑

y∈C

∑

z∈C

‖y − z‖2 +
∑

y∈Y\C

‖y − x‖2 ≤ B ? (3)

Напомним следующую NP-полную задачу (см. [11]).

З а д а ч а Клика (Clique). Дано: n-вершинный граф G = (V,E) и положительное число K.
Вопрос: Существует ли в графе G клика размера не меньше K?

Для выяснения вопроса о сложности рассматриваемой задачи нам потребуется специаль-
ный случай задачи Clique для однородного графа, степень ∆ которого не фиксирована. Эта
задача также относится к числу NP-полных задач (см. [12]).

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Задача 1A NP-полна в сильном смысле.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства теоремы построим полиномиальное сведе-
ние задачи Clique в однородном графе к задаче 1A.

Рассмотрим однородный граф G = (V,E) степени ∆ на n вершинах. Будем считать, что
∆ > 2 и n−K > 1, так как в противном случае задача Clique, очевидно, решается за полино-
миальное время.

По произвольному входу задачи Clique построим следующий пример входа задачи 1A. В
задаче 1A положим

d = |E|, N = n+1, M = K, B = (n− 1)∆−K +1, yN = 0; yi = ai, i = 1, . . . , n, (4)
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где ai — i-я строка матрицы A = {ai,j} (i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , d) — инцидентности графа G, в
которой ai,j = 1, если j-е ребро графа G инцидентно вершине vi, и ai,j = 0 в противном случае.

Для пояснения ниже приведен пример 3-регулярного графа G на шести вершинах c девя-
тью ребрами и матрица A для этого графа:

3-регулярный граф на шести вершинах.

A =




1 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 0 0




Матрица A для графа слева.

Ввиду однородности графа G имеем следующие свойства элементов в построенном примере
множества Y:

‖yi − yj‖
2 =

{
2∆− 2, если ребро vivj ∈ E(G),
2∆ в противном случае,

1 ≤ i < j ≤ n. (5)

‖yi − yN‖2 = ∆, i = 1, . . . , n. (6)

Кроме того, заметим, что по построению любому кластеру C ⊆ Y \ {yN} однозначно соответ-
ствует подмножество VC ⊆ V вершин графа G.

I. Допустим сначала, что в задаче Clique подмножество VC вершин образует клику разме-
ра K. В задаче 1A в качестве центра кластера Y \ C выберем точку x = yN . При этом выборе
из (3)–(6) для целевой функции задачи 1A в построенном примере имеем

f(C, x) =
1

2|C|

∑

yi∈C

∑

yj∈C

‖yi − yj‖
2 +

∑

yi∈Y\C

‖yi − yN‖2

=
1

2M
M(M − 1)(2∆ − 2) + (n−M)∆ = n∆−∆−M + 1 = B.

Это значит, что условие (3) выполнено в виде равенства, т. е. в примере задачи 1A найдутся
соответствующие этому условию кластер C размера M = K и точка x = yN , если в задаче
Clique существует клика размера K.

II. Допустим теперь, что в построенном примере задачи 1A существуют некоторый кластер
C ⊂ Y размера M = K и точка x ∈ Y такие, что f(C, x) ≤ B.

Сначала покажем от противного, что в этом случае yN 6∈ C. Опираясь на свойства (5),
(6) элементов в построенном примере множества Y, найдем следующую оценку для первого
слагаемого целевой функции задачи 1A

1

2|C|

∑

yi∈C

∑

yj∈C

‖yi − yj‖
2 ≥

1

2M

(
(M − 1)(M − 2)(2∆ − 2) + 2(M − 1)∆

)

=
∆− 2

M
+M∆−M − 2∆ + 3 =

∆− 2

M
+B +M∆− n∆−∆+ 2

=
∆− 2

M
+B − (n−M + 1)∆ + 2 > B − (n−M + 1)∆ + 2. (7)
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Далее, в случае yN ∈ C, x = yN для второго слагаемого целевой функции задачи 1A справед-
лива оценка ∑

yi∈Y\C

‖yi − x‖2 ≥ (n −M + 1)∆. (8)

Объединяя (7) и (8), получим, что если yN ∈ C, x = yN , то для целевой функции задачи 1A
выполнено

f(C, x) ≥ B − (n−M + 1)∆ + 2 + (n−M + 1)∆ = B + 2 > B,

что противоречит условию f(C, x) ≤ B.
В случае yN ∈ C, x 6= yN для второго слагаемого целевой функции задачи 1A имеем оценку

∑

yi∈Y\C

‖yi − x‖2 ≥ (n −M)(2∆ − 2). (9)

Объединяя (7) и (9), получим оценку

f(C, x) ≥ B − (n−M + 1)∆ + 2 + (n−M)(2∆ − 2) = B + (n−M − 1)(∆ − 2) > B,

которая также противоречит условию f(C, x) ≤ B. Таким образом, yN ∈ Y \ C.
Наконец, допустим, что в задаче Clique подмножество VC ⊆ V содержит k пар несмежных

вершин. Тогда для кластера C ⊂ Y из (5) и (6) для целевой функции задачи 1A имеем

f(C, x) ≥
1

2M

(
M(M − 1)(2∆ − 2) + 4k

)
+ (n−M)∆ = B +

2k

M
,

что при k > 0 противоречит сделанному предположению f(C, x) ≤ B. Следовательно, k = 0,
а это значит, что множество VC образует клику. Иными словами, если в построенном приме-
ре задачи 1A существуют некоторые кластер C ⊂ Y размера M и точка x ∈ Y такие, что
f(C, x) ≤ B, то и в задаче Clique существует клика размера K = M .

Таким образом, из п. I и п. II следует, что в построенном примере задачи 1A кластер C

размера M и точка x, удовлетворяющие условию (1), существуют тогда и только тогда, когда
в задаче Clique существует клика размера K = M .

Остается заметить, что поскольку координаты точек yi, а также числа B и M в постро-
енном сведении ограничены полиномом от размера графа, в соответствии с [11] задача 1A
NP-полна в сильном смысле.

Теорема 1 доказана.

Из теоремы 1 следует, что оптимизационная задача 1 NP-трудна в сильном смысле.

3. Алгоритмическая аппроксимируемость

Мы показали, что задача 1 NP-трудна в сильном смысле. Из этого результата, как извест-
но, следует, что для этой задачи не существует точного псевдополиномиального алгоритма,
если только классы P и NP не совпадают. Однако эта задача имеет числовые входы. Поэтому
важный вопрос о существовании для нее полностью полиномиальной аппроксимационной схе-
мы (FPTAS) требует дополнительного анализа (в соответствии, например, с [11; 13]). На этот
вопрос отвечает следующая теорема.

Теорема 2. Если P6=NP, то для задачи 1 не существует схемы FPTAS.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно [11; 13] для доказательства нам достаточно показать
справедливость двух условий: (a) для целочисленных входных данных значение целевой функ-
ции задачи 1 целочисленно, (b) это значение ограничено полиномом от входных целочисленных
значений.
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Умножив обе части (1) на 2|C| и применив тождество (2), получим

2|C|f(C, x) =
∑

y∈C

∑

z∈C

‖y − z‖2 + 2|C|
∑

y∈Y\C

‖y − x‖2. (10)

Рассмотрим задачу поиска подмножества C ⊂ Y размера M и точки x ∈ Y, для которых
значение правой части (10) минимально. Поскольку |C| = M , эта задача эквивалентна задаче 1,
а значит в силу теоремы 1 является NP-трудной в сильном смысле.

Далее, легко видеть, что значение целевой функции этой задачи целочисленно при цело-
численных входных данных, т. е. условие (a) выполнено. Кроме того, очевидно, что в этой
задаче значение целевой функции ограничено полиномом от максимального (по всем точкам
входного множества и их координатам) абсолютного значения целочисленной координаты,
т. е. условие (b) также выполнено. Поэтому для этой задачи не существует схемы FPTAS, если
P6=NP. Следовательно, если P6=NP, то и для эквивалентной задачи 1 также не существует
схемы FPTAS.

Теорема 2 доказана.

Вопрос об аппроксимируемости задачи другими видами алгоритмов раскрывает следующее
утверждение.

Утверждение. Задача 1 эффективно аппроксимируема алгоритмами решения задачи 4
с той же точностью и вероятностью несрабатывания.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, очевидно, что эффективные алгоритмы реше-
ния задачи 4 легко переносятся на решение задачи 1. А именно, для этого достаточно:
1) перебрать N кандидатов, т. е. точек множества Y, на роль центра разброса точек в класте-
ре Y \ C; 2) перенести начало координат в перебираемые точки-кандидаты и получить таким
образом входы задачи 4; 3) найти приближенное решение задачи 4 с помощью какого-либо
из существующих эффективных алгоритмов; 4) в семействе допустимых решений-кандидатов,
полученных путем последовательного выполнения отмеченных пп. 1)–3), найти наилучшее в
смысле наименьшего значения целевой функции задачи 1.

Утверждение доказано.

Это простое утверждение позволяет применять существующие алгоритмические результа-
ты для известной задачи 4 к рассмотренной в настоящей работе задаче 1. Среди этих результа-
тов отметим, в частности, 2-приближенный полиномиальный алгоритм [14], полиномиальную
аппроксимационную схему (PTAS) [15], рандомизированный алгоритм [16] и схему PTAS для
случая, когда размерность пространства является медленно растущей функцией от размера
входного множества [17].

Заключение

В работе доказана сильная NP-трудность ранее не исследованной квадратичной задачи
2-кластеризации конечного множества точек евклидова пространства. Установлено, что для
этой задачи не существует схемы FPTAS, если P6=NP. Получены ответы на некоторые акту-
альные вопросы об алгоритмической аппроксимируемости задачи. Продолжение исследований
этих вопросов — дело ближайшей перспективы.

Ясно, что по точному (экспоненциальному) или эффективному приближенному решению
задачи 1 можно найти соответствующее решение варианта задачи с оптимизируемыми разме-
рами кластеров. Для этого достаточно перебрать N соответствующих (точных или прибли-
женных) решений в семействе задач с заданными размерами кластеров и выбрать наилучшее
в этом семействе.

Тем не менее в математическом плане значительный интерес представляет вопрос о стату-
се сложности и аппроксимируемости варианта задачи 1, в котором мощности кластеров опти-
мизируются вместе с искомыми кластерами. Выяснение этого открытого вопроса — предмет
будущих исследований.



76 А.В.Кельманов, А.В.Пяткин, В.И.Хандеев

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Aloise D., Deshpande A., Hansen P., Popat P. NP-hardness of Euclidean sum-of-squares
clustering // Machine Learning. 2009. Vol. 75, no. 2. P. 245–248. doi: 10.1007/s10994-009-5103-0 .

2. Kariv O., Hakimi S.L. An algorithmic approach to network location problems. Pt. II: The
p-Medians // SIAM J. Appl. Math. 1979. Vol. 37, no. 3. P. 513–538. doi: 10.1137/0137041 .

3. Гимади Э.Х., Кельманов А.В., Кельманова М.А., Хамидуллин С.А. Апостериорное об-
наружение в числовой последовательности квазипериодического фрагмента при заданном числе
повторов // Сиб. журн. индустр. математики. 2006. Т. 9, №1(25). C. 55–74.

4. Gimadi E.Kh., Kel’manov A.V., Kel’manova M.A., Khamidullin S.A. A posteriori detecting a
quasiperiodic fragment in a numerical sequence // Pattern Recognition and Image Anal. 2008. Vol. 18,
no. 1. P. 30–42. doi: 10.1134/S1054661808010057 .

5. Бабурин А.Е., Гимади Э.Х., Глебов Н.И., Пяткин А.В. Задача отыскания подмножества
векторов с максимальным суммарным весом // Дискретный анализ и исследование операций.
Сер. 2. 2007. Т. 14, №1. С. 32–42.

6. James G., Witten D., Hastie T., Tibshirani R. An introduction to statistical learning. N Y:
Springer, Science+Business Media, LLC, 2013. 426 p.

7. Bishop C.M. Pattern recognition and machine learning. N Y: Springer, Science+Business Media, LLC,
2006. 738 p.

8. Shirkhorshidi A.S., Aghabozorgi S, Wah T.Y., Herawan T. Big data clustering: A review //
Computational Science and Its Applications (ICCSA 2014): Proc. / eds. B. Murgante et al. 2014.
P. 707–720. (Lecture Notes in Computer Science; vol. 8583). doi: 10.1007/978-3-319-09156-3_49 .

9. Aggarwal C.C. Data mining: The Textbook. N Y etc.: Springer, International Publishing, 2015. 734 p.

10. Edwards A.W.F., Cavalli-Sforza L.L. A method for cluster analysis // Biometrics. 1965. Vol. 21.
P. 362–375. doi: 10.2307/2528096 .

11. Garey M.R., Johnson D.S. Computers and intractability: A guide to the theory of NP-completeness.
San Francisco: Freeman, 1979. 338 p.

12. Papadimitriou C.H. Computational complexity. N Y: Addison-Wesley, 1994. 523 p.

13. Vazirani V.V. Approximation algorithms. Berlin; Heidelberg; N Y: Springer-Verlag, 2001. 380 p.

14. Долгушев А.В., Кельманов А.В. Приближенный алгоритм решения одной задачи кластерного
анализа // Дискретный анализ и исследование операций. 2011. Т. 18, №2. С. 29–40.

15. Долгушев А.В., Кельманов А.В., Шенмайер В.В. Приближенная полиномиальная схема
для одной задачи кластерного анализа // Интеллектуализация обработки информации: 9-я меж-
дунар. конф. (Респ. Черногория, г. Будва, 16–22 сентября 2012 г.): cб. докл. М.: Торус Пресс, 2012.
C. 242–244.

16. Кельманов А.В., Хандеев В.И. Рандомизированный алгоритм для одной задачи двухкластер-
ного разбиения множества векторов // Журн. вычисл. математики и мат. физики. 2015. Т. 55, №2.
С. 335–344.

17. Kel’manov A.V., Motkova A.V., Shenmaier V.V. An approximation scheme for a weighted two-
cluster partition problem // Analysis of Images, Social Networks and Texts - 6th Internat. Conf. (AIST
2017): Revised Selected Papers. 2018. P. 323–333. (Lecture Notes in Computer Science; vol. 10716.)
doi: 10.1007/978-3-319-73013-4_30 .

Поступила 12.08.2019

После доработки 10.09.2019

Принята к публикации 16.09.2019

Кельманов Александр Васильевич
д-р физ.-мат. наук,
зав. лабораторией
Институт математики им. С.Л.Соболева СО РАН;
Новосибирский государственный университет
г. Новосибирск
e-mail: kelm@math.nsc.ru

Пяткин Артем Валерьевич
д-р физ.-мат. наук,



Квадратичная евклидова задача 2-кластеризации 77

зав. лабораторией
Институт математики им. С.Л.Соболева СО РАН;
Новосибирский государственный университет
г. Новосибирск
e-mail: artem@math.nsc.ru

Хандеев Владимир Ильич
канд. физ.-мат. наук, науч. сотрудник
Институт математики им. С.Л.Соболева СО РАН;
Новосибирский государственный университет
г. Новосибирск
e-mail: khandeev@math.nsc.ru

REFERENCES

1. Aloise D., Deshpande A., Hansen P., Popat P. NP-hardness of Euclidean sum-of-squares clustering.
Machine Learning, 2009, vol. 75, no. 2, pp. 245–248. doi: 10.1007/s10994-009-5103-0 .

2. Kariv O., Hakimi S. An algorithmic approach to network location problems. Part II: The p-Medians.
SIAM J. Appl. Math., 1979, vol. 37, no. 3, pp. 539–560. doi: 10.1137/0137041 .

3. Gimadi E.Kh., Kel’manov A.V., Kel’manova M.A., Khamidullin S.A. A posteriori detection of a
quasiperiodic fragment with a given number of repetitions in a numerical sequence. Sib. Zh. Ind. Mat.,
2006, vol. 9, no. 1, pp. 55–74 (in Russian).

4. Gimadi E.Kh., Kel’manov A.V., Kel’manova M.A., Khamidullin S.A. A posteriori detecting a
quasiperiodic fragment in a numerical sequence. Pattern Recognition and Image Analysis, 2008, vol. 18,
no. 1, pp. 30–42. doi: 10.1134/S1054661808010057 .

5. Baburin A.E., Gimadi E.Kh., Glebov, N.I., Pyatkin, A.V. The problem of finding a subset of vectors
with the maximum total weight. J. Appl. Industr. Math., 2008, vol. 2, no. 1, pp. 32–38.
doi: 10.1007/s11754-008-1004-3 .

6. James G., Witten D., Hastie T., Tibshirani R. An Introduction to Statistical Learning. N Y: Springer
Science+Business Media, LLC, 2013, 426 p. ISBN: 978-1461471370 .

7. Bishop C.M. Pattern Recognition and Machine Learning. N Y: Springer Science+Business Media, LLC,
2006, 738 p. ISBN: 978-0-387-31073-2 .

8. Shirkhorshidi A.S., Aghabozorgi S, Wah T,Y., and Herawan T. Big data clustering: A review. In:
Murgante B. et al. (eds), Computational Science and Its Applications (ICCSA 2014), Lecture Notes

in Computer Science, 2014, vol. 8583, pp. 707–720. doi: 10.1007/978-3-319-09156-3_49 .

9. Aggarwal C.C. Data mining: The textbook. Cham: Springer, 2015, 734 p. doi: 10.1007/978-3-319-14142-8 .

10. Edwards A.W.F., Cavalli-Sforza L.L. A method for cluster analysis. Biometrics, 1965, vol. 21,
pp. 362–375. doi: 10.2307/2528096 .

11. Garey M.R., Johnson D.S. Computers and intractability: A guide to the theory of NP-completeness. San
Francisco: Freeman, 1979, 338 p. ISBN: 0716710447 .

12. Papadimitriou C.H. Computational complexity. N Y: Addison-Wesley, 1994, 523 p. ISBN: 0-201-53082-1 .

13. Vazirani V.V. Approximation Algorithms. Berlin; Heidelberg; N Y: Springer-Verlag, 2003, 380 p.
doi: 10.1007/978-3-662-04565-7 .

14. Dolgushev A.V., Kel’manov A.V. An approximation algorithm for solving a problem of cluster analysis.
J. Appl. Indust. Math., 2011, vol. 5, no. 4, pp. 551–558. doi: 10.1134/S1990478911040107 .

15. Dolgushev A.V., Kel’manov A.V., Shenmaier V.V. A polynomial-time approximation scheme for one
problem of cluster analysis In: K. V. Vorontsov (ed.) Intelligent Data Processing: Proc. of the 9th Internat.
Conf. (Republic of Montenegro, Budva, September 16–22, 2012), Moscow: Torus Press, 2012, pp. 242–244
(in Russian).

16. Kel’manov A.V., Khandeev V.I. A Randomized algorithm for two-cluster partition of a set of vectors.
Comput. Math. Math. Phys., 2015, vol. 55, no. 2, pp. 330–339. doi: 10.1134/S096554251502013X .



78 А.В.Кельманов, А.В.Пяткин, В.И.Хандеев

17. Kel’manov A.V., Motkova A.V., Shenmaier V.V. An approximation scheme for a weighted two-cluster
partition problem. Analysis of Images, Social Networks and Texts - 6th Internat. Conf. (AIST 2017),
Revised Selected Papers, Lecture Notes in Computer Science, 2018. Vol. 10716. P. 323–333. doi:
10.1007/978-3-319-73013-4_30 .

Received August 12, 2019
Revised September 10, 2019

Accepted September 16, 2019

Funding Agency: This work was supported by the Russian Foundation for Basic Research (project
nos. 19-01-00308 and 18-31-00398), by Program I.5.1 for Fundamental Research of the Siberian
Branch of the Russian Academy of Sciences (project nos. 0314-2019-0014 and 0314-2019-0015), and
by the Ministry of Education and Science of the Russian Federation within the Russian Academic
Excellence Project.

Alexander Vasil’evich Kel’manov, Dr. Phys.-Math. Sci., Sobolev Institute of Mathematics; Novosi-
birsk State University, Novosibirsk, 630990 Russia, e-mail: kelm@math.nsc.ru .

Artem Valer’evich Pyatkin, Dr. Phys.-Math. Sci., Sobolev Institute of Mathematics; Novosibirsk
State University, Novosibirsk, 630990 Russia, e-mail: artem@math.nsc.ru .

Vladimir Il’ich Khandeev, Cand. Sci. (Phys.-Math.), Sobolev Institute of Mathematics; Novosibirsk
State University, Novosibirsk, 630990 Russia, e-mail: khandeev@math.nsc.ru .

Cite this article as: A.V.Kel’manov, A.V.Pyatkin, V. I.Khandeev. Quadratic Euclidean 1-Mean
and 1-Median 2-Clustering Problem with constraints on the size of the clusters: Complexity and
approximability, Trudy Instituta Matematiki i Mekhaniki URO RAN, 2019, vol. 25, no. 4, pp. 69–78 .



ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН
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УДК 512.542

О РАСПОЗНАВАЕМОСТИ СПОРАДИЧЕСКИХ ПРОСТЫХ ГРУПП

Ru, HN , Fi22, He, M cL И Co3 ПО ГРАФУ ГРЮНБЕРГА — КЕГЕЛЯ

А. С.Кондратьев

Графом Грюнберга — Кегеля (графом простых чисел) Γ(G) конечной группы G называется граф, в ко-
тором вершинами служат простые делители порядка группы G и две различные вершины p и q смежны
тогда и только тогда, когда G содержит элемент порядка pq. В теории конечных групп активно раз-
виваются исследования распознаваемости конечных групп по графу Грюнберга — Кегеля. Для конечной
группы G через hΓ(G) обозначается число всех попарно не изоморфных конечных групп H таких, что
Γ(H) = Γ(G) (если множество таких групп H бесконечно, то пишем hΓ(G) = ∞). Группа G называется
n-распознаваемой по графу Грюнберга — Кегеля, если hΓ(G) = n < ∞, распознаваемой по графу Грюнбер-
га — Кегеля, если hΓ(G) = 1, и нераспознаваемой по графу Грюнберга — Кегеля, если hΓ(G) = ∞. Говорят,
что проблема распознаваемости по графу Грюнберга —Кегеля решена для конечной группы G, если най-
дено значение hΓ(G). Для нераспознаваемой по графу Грюнберга — Кегеля конечной группы G интересен
также вопрос о (нормальном) строении конечных групп с таким же графом Грюнберга — Кегеля, как у G.
В 2003 г. M. Хаги исследовала строение конечных групп, граф Грюнберга —Кегеля которых равен графу
Грюнберга — Кегеля какой-либо спорадической простой группы. В частности, в этой работе были даны
первые примеры конечных групп, распознаваемых по графу Грюнберга — Кегеля, а именно, спорадиче-
ские простые группы J1, M22, M23, M24 и Co2. Однако это исследование не было завершено. В 2006 г. в
работе А.В. Заварницина была установлена распознаваемость по графу Грюнберга —Кегеля группы J4.
Нераспознаваемость по графу Грюнберга —Кегеля спорадических групп M12 и J2 была известна ранее,
она следует из нераспознаваемости этих групп по спектру. В данной статье продолжается исследование
Хаги с использованием ее результатов. Для каждой из спорадических простых групп S, изоморфных Ru,
HN , F i22, He, McL или Co3, определены все конечные группы с таким же графом Грюнберга — Кегеля,
как у S. Тем самым для этих шести групп S завершено исследование Хаги, и, в частности, решена про-
блема распознаваемости по графу Грюнберга — Кегеля.

Ключевые слова: конечная группа, простая группа, спорадическая группа, спектр, граф Грюнберга —
Кегеля, распознавание по графу Грюнберга — Кегеля.

A. S.Kondrat’ev. On the recognizability of sporadic simple groups Ru, HN , F i22, He, McL, and

Co3 by the Gruenberg–Kegel graph.

The Gruenberg–Kegel graph (prime graph) Γ(G) of a finite group G is a graph in which the vertices are
the prime divisors of the order of G and two distinct vertices p and q are adjacent if and only if G contains
an element of order pq. The problem of recognition of finite groups by the Gruenberg–Kegel graph is of great
interest in the finite group theory. For a finite group G, hΓ(G) denotes the number of all pairwise nonisomorphic
finite groups H such that Γ(H) = Γ(G) (if the set of such groups H is infinite, we write hΓ(G) = ∞). A group G
is called n-recognizable by the Gruenberg–Kegel graph if hΓ(G) = n < ∞, recognizable the Gruenberg–Kegel
graph if hΓ(G) = 1, and unrecognizable the Gruenberg–Kegel graph if hΓ(G) = ∞. We say that the problem
of recognizability by the Gruenberg–Kegel graph is solved for a finite group G if the value hΓ(G) is found.
For a finite group G unrecognizable by the Gruenberg–Kegel graph, the question of the (normal) structure of
finite groups with the same Gruenberg–Kegel graph as G is also of interest. In 2003, M. Hagie investigated
the structure of finite groups having the same Gruenberg–Kegel graph as some sporadic simple group. In
particular, she gave first examples of finite groups recognizable by the Gruenberg–Kegel graph; they were
the sporadic simple groups J1, M22, M23, M24, and Co2. However, that investigation was not completed.
In 2006, A.V. Zavarnitsine established that the group J4 is recognizable by the Gruenberg–Kegel graph. The
unrecognizability of the sporadic groups M12 and J2 was known previously; it follows from the unrecognizability
of these groups by the spectrum. In the present paper, we continue Hagie’s study and use her results. For any
sporadic simple group S isomorphic to Ru, HN , F i22, He, McL, or Co3, we find all finite groups having
the same Gruenberg–Kegel graph as S. Thus, for these six groups, we complete Hagie’s investigation and, in
particular, solve the problem of recognizability by the Gruenberg–Kegel graph.

Keywords: finite group, simple group, sporadic group, spectrum, Gruenberg–Kegel graph, recognition by the
Gruenberg–Kegel graph.
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Введение

Пусть G –– конечная группа. Обозначим через ω(G) спектр группы G, т. е. множество
всех порядков ее элементов. Множество ω(G) определяет граф Грюнберга—Кегеля (или граф

простых чисел) Γ(G) группы G, в котором вершинами служат простые делители порядка
группы G и две различные вершины p и q смежны тогда и только тогда, когда pq ∈ ω(G).

В теории конечных групп сложилось и динамично развивается направление исследований
распознаваемости конечных групп по спектру (см. обзор В.Д.Мазурова [8]). Конечная груп-
па G называется распознаваемой по спектру, если для любой конечной группы H из равенства
ω(H) = ω(G) следует изоморфизм H ∼= G.

С этим направлением тесно связано перспективное направление исследований распознава-
емости конечных групп по графу Грюнберга— Кегеля. Конечная группа G называется распо-

знаваемой по графу Грюнберга—Кегеля, если для любой конечной группы H равенство графов
Γ(H) = Γ(G) влечет изоморфизм H ∼= G групп. Ясно, что граф Γ(G) однозначно определяется
по множеству ω(G), поэтому из распознаваемости конечной группы по графу Грюнберга—
Кегеля следует ее распознаваемость по спектру.

Первый необходимый этап решения вопроса распознаваемости конечных простых групп
по спектру или по графу Грюнберга— Кегеля заключается в доказательстве условия квази-
распознаваемости (которое было введено автором в [1]), более слабого, чем распознаваемость.
Конечная простая неабелева группа P называется квазираспознаваемой по спектру (соответ-
ственно по графу Грюнберга— Кегеля), если любая конечная группа G c условием ω(G) = ω(P )
(соответственно Γ(G) = Γ(P )) имеет единственный неабелев композиционный фактор и этот
фактор изоморфен P .

Для конечной группы G через hΓ(G) обозначается число всех попарно не изоморфных
конечных групп H таких, что Γ(H) = Γ(G) (если множество таких групп H бесконечно, то пи-
шем hΓ(G) = ∞). Группа G называется n-распознаваемой по графу Грюнберга—Кегеля, если
hΓ(G) = n < ∞, почти распознаваемой по графу Грюнберга—Кегеля, если 1 < hΓ(G) < ∞,
и нераспознаваемой по графу Грюнберга—Кегеля, если hΓ(G) = ∞. Будем говорить, что про-

блема распознаваемости по графу Грюнберга—Кегеля решена для конечной группы G, если
найдено значение hΓ(G). Эта проблема имеет смысл только для групп с тривиальным раз-
решимым радикалом, поскольку хорошо известно, что группы с нетривиальным разрешимым
радикалом не будут распознаваемыми даже по спектру (см. [8]). Для нераспознаваемой по гра-
фу Грюнберга— Кегеля конечной группы G интересен также вопрос о (нормальном) строении
конечных групп с таким же графом Грюнберга— Кегеля, как у G.

Первой работой, связанной с распознаваемостью по графу Грюнберга— Кегеля, по-види-
мому, была работа Чэня [11], в которой он доказал, что каждая из 26 спорадических простых
групп однозначно (с точностью до изоморфизма) определяется в классе конечных групп по
своему порядку и графу Грюнберга— Кегеля.

В 2003 г. М. Хаги [14] исследовала строение конечных групп, граф Грюнберга— Кегеля
которых равен графу Грюнберга— Кегеля какой-либо спорадической простой группы. В част-
ности, в этой работе были даны первые примеры конечных групп, распознаваемых по графу
Грюнберга— Кегеля, а именно, спорадические простые группы J1, M22, M23, M24, Co2, а также
доказаны 2-распознаваемость по графу Грюнберга— Кегеля группы M11 и квазираспознавае-
мость по графу Грюнберга— Кегеля групп J3, Suz, O

′N , Ly, Fi23, Fi′24, Th, Ru, Co1, F1, F2.
Однако это исследование не было завершено.

В 2006 г. в работе А .В. Заварницина [3] была установлена распознаваемость по графу Грюн-
берга— Кегеля группы J4.

Нераспознаваемость по графу Грюнберга— Кегеля спорадических групп M12 и J2 была
известна ранее, она следует из нераспознаваемости этих групп по спектру (см. [20; 21]). Ре-
зультаты Хаги о строении конечных групп, граф Грюнберга— Кегеля которых равен Γ(M12)
или Γ(J2), были существенно усилены в работе автора и И.В. Храмцова [5].
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В данной статье мы продолжаем исследование Хаги, используя ее результаты из [14]. Для
каждой из спорадических простых групп S, изоморфных Ru, HN , Fi22, He, M cL или Co3
(графы Грюнберга— Кегеля этих групп имеют точно две компоненты связности), определены
все конечные группы с таким же графом Грюнберга— Кегеля, как у S. Тем самым для этих
шести групп S завершено исследование Хаги, и, в частности, решена проблема распознавае-
мости по графу Грюнберга— Кегеля. Доказаны следующие теоремы.

Теорема 1. Группа Ru распознаваема по графу Грюнберга—Кегеля.

Теорема 2. Пусть S = HN . Для конечной группы G справедливо равенство Γ(G) =
Γ(S) тогда и только тогда, когда G изоморфна S или Aut(S). В частности, группа HN
2-распознаваема по графу Грюнберга—Кегеля.

Теорема 3. Пусть S = Fi22. Для конечной группы G справедливо равенство Γ(G) = Γ(S)
тогда и только тогда, когда G изоморфна S, Aut(S) или Aut(Suz). В частности, группа Fi22
3-распознаваема по графу Грюнберга—Кегеля.

Теорема 4. Пусть S = He. Для конечной группы G справедливо равенство Γ(G) = Γ(S)
тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих утверждений:

(1) группа G изоморфна He, Aut(He), S8(2) или Aut(O−
8 (2));

(2) O2(G) 6= 1, группа G = G/O2(G) изоморфна S8(2), O−
8 (2) или Aut(O−

8 (2)), каждый

2-главный фактор группы G как G-модуль изоморфен неприводимому GF (2)G-модулю раз-

мерности 8, 16 или 48.
В частности, группа He не распознаваема по графу Грюнберга—Кегеля.

Теорема 5. Пусть S = M cL. Для конечной группы G справедливо равенство Γ(G) = Γ(S)
тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих утверждений:

(1) группа G изоморфна M cL, Aut(HS), Aut(M22) или U6(2).2;
(2) O2(G) 6= 1, группа G = G/O2(G) изоморфна HS, Aut(HS), M22, Aut(M22), U6(2) или

U6(2).2, каждый 2-главный фактор группы G как G-модуль изоморфен единственному 20-
мерному неприводимому GF (2)G-модулю.

В частности, группа M cL не распознаваема по графу Грюнберга—Кегеля.

Теорема 6. Пусть S = Co3. Для конечной группы G справедливо равенство Γ(G) = Γ(S)
тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих утверждений:

(1) группа G изоморфна Co3;
(2) O2(G) 6= 1, группа G = G/O2(G) изоморфна Co3 и каждый 2-главный фактор группы G

как G-модуль изоморфен единственному 22-мерному абсолютно неприводимому GF (2)G-мо-

дулю;
(3) O2(G) 6= 1, группа G = G/O2(G) изоморфна M24 и каждый 2-главный фактор группы G

как G-модуль изоморфен одному из двух 11-мерных абсолютно неприводимых GF (2)G-мо-

дулей.

В частности, группа Co3 не распознаваема по графу Грюнберга—Кегеля.

Поскольку каждая из спорадических простых групп имеет несвязный граф Грюнберга—
Кегеля (см. [22]), мы используем результаты о конечных группах с несвязным графом Грюн-
берга— Кегеля (см. [5;22]). Кроме того, используется система компьютерной алгебры GAP (см.
[12]).

Заметим, что в работах Б. Хосрави [17; 18], в частности, изучалось строение конечных
групп с таким же графом Грюнберга— Кегеля, как у групп Aut(M22), Aut(HS) и Aut(Suz).
Но ввиду [13] справедливы равенства Γ(Aut(M22)) = Γ(Aut(HS)) = Γ(M cL) и Γ(Aut(Suz)) =
Γ(Fi22). Поэтому ввиду наших теорем 3 и 5 результаты Хосрави из [17, теорема 3.1(b,c,f)] и
[18, теоремы 3.2(a), 3.4, 3.5(b)], касающиеся этих групп, неполны и, к сожалению, некорректны.
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1. Обозначения, терминология и вспомогательные результаты

Наши обозначения и терминология в основном стандартны, их можно найти в [6;9;13;15;16].

Пусть G –– конечная группа с несвязным графом Грюнберга— Кегеля. Обозначим число
компонент связности графа Γ(G) через s(G), а множество его связных компонент — через
{πi(G) | 1 ≤ i ≤ s(G)}; при этом для группы G четного порядка считаем, что 2 ∈ π1(G).
По теореме Грюнберга— Кегеля [22, теорема А] либо группа G изоморфна группе Фробениуса
или двойной группе Фробениуса, либо фактор-группа G := G/F (G) почти проста (т. е. имеет
простой неабелев цоколь Soc(G)) и известна ввиду результатов [4; 19; 22]. Предположим, что
F (G) 6= 1 и группа G почти проста. Тогда π(F (G))∪π(G/Soc(G)) ⊆ π1(G) (cм. [22, теорема А]).
Каждой связной компоненте πi(G) графа Γ(G) при i > 1 соответствует нильпотентная изоли-
рованная πi(G)-холлова подгруппа Xi(G) группы G (изолированной подгруппой называется
собственная подгруппа, содержащая централизатор каждого своего неединичного элемента).
Любой неединичный элемент x из Xi(G) при i > 1 действует без неподвижных точек на
F (G), т. е. CF (G)(x) = 1. Пусть K и L — два соседних члена главного ряда группы G, причем
K < L ≤ F (G). Тогда (главный) фактор V = L/K является элементарной абелевой p-группой
для некоторого простого числа p, называется p-главным фактором группы G, и его можно рас-
сматривать как точный неприводимый GF (p)G-модуль (так как CG/K(V ) = F (G)/K), причем
каждый неединичный элемент из Xi(G) при i > 1 действует без неподвижных точек на V . По-
этому задача изучения строения группы G во многом сводится к имеющей самостоятельный
интерес проблеме описания неприводимых GF (p)G-модулей, на которые некоторый элемент
простого порядка (отличного от p) из G действует без неподвижных точек.

Рассмотрим некоторые результаты, используемые в доказательстве теорем.

Следующий полезный результат хорошо известен (см., например, [2, лемма 4]).

Лемма 1.1. Пусть H — конечная простая группа, F — поле характеристики p > 0, V —

абсолютно неприводимый FH-модуль и β — характер Брауэра модуля V . Если g — элемент

из H порядка, взаимно простого с p, то

dim CV (g) = (β|〈g〉, 1|〈g〉) =
1

|g|

∑

x∈〈g〉

β(x).

Лемма 1.2 [15, теорема VII.1.16]. Пусть G — конечная группа, F = GF (pm) — поле опре-

деления характеристики p > 0 для абсолютно неприводимого FG-модуля V , 〈σ〉 = Aut(F ),
V0 обозначает модуль V , рассматриваемый как GF (p)G-модуль, и W = V0 ⊗GF (p) F . Тогда

(1) W =
⊕m

i=1 V
σi

, где V σi

— модуль, алгебраически сопряженный с V посредством σi;

(2) V0 является неприводимым GF (p)G-модулем, и, в частности, W реализуется как

неприводимый GF (p)G-модуль V0;

(3) с точностью до изоморфизма модулей неприводимые GF (p)G-модули находятся во

взаимно однозначном соответствии с классами алгебраической сопряженности неприводи-

мых GF (p)G-модулей, где GF (p) — алгебраическое замыкание поля GF (p).

Лемма 1.3 [7, лемма 1]. Пусть G — конечная группа, N — нормальная подгруппа в G,

G/N — группа Фробениуса с ядром F и циклическим дополнением C. Если (|F |, |N |) = 1 и F
не содержится в NCG(N)/N , то s|C| ∈ ω(G) для некоторого s ∈ π(N).

2. Доказательства теорем

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Пусть S = Ru, G — конечная группа и Γ(G) = Γ(S).
Ввиду [13] граф Γ(S) имеет вид
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Ввиду теоремы Грюнберга— Кегеля [22, теорема А] и [14, теорема 3] имеем F (G) = O2(G))
и G := G/F (G) ∼= S. Предположим, что O2(G) 6= 1. Тогда элемент порядка 29 из G действует
без неподвижных точек на нетривиальную 2-группу F (G), что ввиду леммы 1.1 противоречит
таблице 2-модулярных характеров Брауэра группы S (см. [12]). Поэтому O2(G) = 1.

Теорема 1 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Пусть S = HN , G — конечная группа и Γ(G) = Γ(S).
Ввиду [13] |Aut(S) : S| = 2 и граф Γ(S) = Γ(Aut(S)) имеет вид
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Ввиду теоремы Грюнберга— Кегеля [22, теорема А] и [14, теорема 3] имеем π(F (G)) ⊆

{2, 3, 5, 7} и G := G/F (G) ∼= S или Aut(S). Ввиду [13] U3(8) ∼= X < G и Γ(X) имеет вид

❞ ❞ ❞ ❞

2 3 7 19 .

Пусть H — полный проообраз в G подгруппы X. Тогда граф Γ(H) несвязен, F (H) = F (G)
и |π(H/O5(H))| = 4. По [5, теорема 7] имеем F (H/O5(H)) = O2(H/O5(H)) и, следовательно,
π(F (G)) ⊆ {2, 5}. Если 5 ∈ π(F (G)), то элемент порядка 19 из H действует без неподвижных
точек на нетривиальной 5-группе F (H/O2(H)), что ввиду леммы 1.1 противоречит таблице
5-модулярных характеров Брауэра группы H, совпадающей с ее таблицей обыкновенных ха-
рактеров из [13]. Поэтому F (G) = O2(G). Если O2(G) 6= 1, то ввиду леммы 1.1 и таблицы
2-модулярных характеров Брауэра группы S (см. [12]) элемент порядка 19 из G централизует
нетривиальный элемент из O2(G). Полученное противоречие показывает, что F (G) = 1.

Теорема 2 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Пусть S = Fi22, G — конечная группа и Γ(G) = Γ(S).
Ввиду [13] |Aut(S) : S| = 2 и граф Γ(S) = Γ(Aut(S)) = Γ(Aut(Suz)) имеет вид
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Ввиду теоремы Грюнберга— Кегеля [22, теорема А] и [14, теорема 3] имеем π(F (G)) ⊆

{2, 3, 5} и G := G/F (G) ∼= S, Aut(S), Suz или Aut(Suz). Ввиду [13] 2F4(2)
′ ∼= X < G и Γ(X)

имеет вид

❞ ❞ ❞ ❞

3 2 5 13 .

Пусть H — полный проообраз в G подгруппы X. Тогда граф Γ(H) несвязен, F (H) = F (G)
и |π(H)| = 4. По [5, теорема 7] имеем F (H) = 1 и, следовательно, F (G) = 1. Поскольку ввиду
[13] в графе Γ(Suz) вершины 2 и 11 несмежны, графы Γ(Suz) и Γ(S) различны, и поэтому
G ∼= S, Aut(S) или Aut(Suz).

Теорема 3 доказана.
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Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 4. Пусть S = He и G — конечная группа. Докажем необ-

ходимость. Предположим, что Γ(G) = Γ(S). Ввиду [13] графы Γ(S) = Γ(Aut(S)) = Γ(S8(2)) =
Γ(Aut(O−

8 (2))) и Γ(O−
8 (2)) имеют соответственно вид
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Ввиду теоремы Грюнберга— Кегеля [22, теорема А] и [14, теорема 3] имеем π(F (G)) ⊆

{2, 3, 5, 7} и G := G/F (G) ∼= S, Aut(S), L2(16), L2(16) : 2, L2(16) : 4, O−
8 (2), Aut(O

−
8 (2)) или

S8(2). Ввиду [13] группа G содержит подгруппу X, изоморфную группе Фробениуса вида 24 : 5.
Пусть H — полный проообраз в G подгруппы X. Если 7 ∈ π(F (G)), то, применяя лемму 1.3 к
группе H/O7′(H), получим, что элемент порядка 5 из H централизует элемент порядка 7 из
F (G), а это противоречит виду графа Γ(G). Поэтому 7 /∈ π(F (G)) и, следовательно, 7 ∈ π(G),
откуда следует, что группа G не изоморфна группам L2(16), L2(16) : 2, L2(16) : 4. Если
F (G) = 1, то выполняется утверждение (1) теоремы 4. Если F (G) 6= 1, то элемент порядка 17
из G действует без неподвижных точек на нетривиальной нильпотентной группе F (G), и ввиду
лемм 1.1 и 1.2 и таблиц p-модулярных характеров Брауэра цоколя группы G для p ∈ {2, 3, 5}
(см. [12; 16]) выполняется утверждение (2) теоремы 4.

Необходимость доказана.

Докажем достаточность. Пусть выполняется заключение теоремы. Если выполняется
утверждение (1) теоремы, то из [13] видно, что Γ(G) = Γ(S). Пусть выполняется утвержде-
ние (2) теоремы. Для доказательства равенства Γ(G) = Γ(S) достаточно проверить его для
случая, когда O2(G) — неприводимый GF (2)G-модуль размерности 8, 16 или 48. Применяя
леммы 1.1 и 1.2 для соответствующих 2-модулярных характеров Брауэра и |g| = 7, видим, что
некоторый элемент порядка 7 из G централизует некоторую инволюцию из O2(G). Отсюда,
учитывая вид графа Γ(G), получаем, что Γ(G) = Γ(S).

Достаточность доказана.

Теорема 4 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 5. Пусть S = M cL и G — конечная группа. Докажем
необходимость. Предположим, что Γ(G) = Γ(S). Ввиду [13] граф Γ(S) = Γ(Aut(M22)) =
Γ(Aut(HS)) = Γ(U6(2).2), граф Γ(U6(2)) = Γ(HS) и граф Γ(M22) имеют соответственно вид
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Ввиду теоремы Грюнберга— Кегеля [22, теорема А] и [14, теорема 3] имеем π(F (G)) ⊆

{2, 3, 5} и G := G/F (G) ∼= S, M22, Aut(M22), HS, Aut(HS), U6(2) или U6(2).2. Если F (G) = 1,
то выполняется п. (1) теоремы 5. Пусть F (G) 6= 1. Тогда элемент порядка 11 из G действует
без неподвижных точек на нетривиальной нильпотентной группе F (G), и ввиду лемм 1.1 и 1.2
и таблиц p-модулярных характеров Брауэра цоколя группы G для p ∈ {2, 3, 5} (см. [12; 16])
имеем F (G) = O2(G), группа G изоморфна HS, Aut(HS), M22, Aut(M22), U6(2) или U6(2).2,
каждый 2-главный фактор группы G как G-модуль изоморфен единственному 20-мерному
(абсолютно) неприводимому GF (2)G-модулю. Таким образом, выполняется утверждение (2)
теоремы 5.

Необходимость доказана.

Докажем достаточность. Пусть выполняется заключение теоремы. Если выполняется
утверждение (1) теоремы, то из [13] видно, что Γ(G) = Γ(S). Пусть выполняется утвержде-
ние (2) теоремы. Для доказательства равенства Γ(G) = Γ(S) достаточно проверить его для
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случая, когда O2(G) — единственный 20-мерный (абсолютно) неприводимый GF (2)G-модуль.
Применяя лемму 1.1 для соответствующего 2-модулярного характера Брауэра и |g| = 7, ви-
дим, что некоторый элемент порядка 7 из G централизует некоторую инволюцию из O2(G).
Отсюда, учитывая вид графа Γ(G), получаем, что Γ(G) = Γ(S).

Достаточность доказана.

Теорема 5 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 6. Пусть S = Co3 и G — конечная группа. Докажем
необходимость. Предположим, что Γ(G) = Γ(S). Ввиду [13] граф Γ(S) и граф Γ(M24) имеют
соответственно вид
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Ввиду теоремы Грюнберга— Кегеля [22, теорема А] и [14, теорема 3] имеем F (G) = O2(G))
и G := G/F (G) ∼= S или M24. Если O2(G) = 1, то выполняется утверждение (1) теоремы 6.

Предположим, что O2(G) 6= 1. Тогда элемент порядка 23 из G действует без неподвижных
точек на нетривиальной 2-группе O2(G). Если G ∼= S, то ввиду лемм 1.1 и 1.2 и таблицы 2-
модулярных характеров Брауэра группы S (см. [12]) выполняется утверждение (2) теоремы 6.
Если G ∼= M24, то ввиду лемм 1.1 и 1.2, таблицы 2-модулярных характеров Брауэра группы M24

(см. [16; 10, табл. 8.70] выполняется утверждение (3) теоремы 6.

Необходимость доказана.

Докажем достаточность. Пусть выполняется заключение теоремы. Если выполняется
утверждение (1) теоремы, то [13] показывает, что Γ(G) = Γ(S).

Пусть выполняется утверждение (2) теоремы. Для доказательства равенства Γ(G) = Γ(S)
достаточно проверить его для случая, когда O2(G) — 22-мерный абсолютно неприводимый
GF (2)G-модуль. Ясно, что в этом случае Γ(G) = Γ(S).

Пусть выполняется утверждение (3) теоремы. Для доказательства равенства Γ(G) = Γ(S)
достаточно проверить его для случая, когда O2(G) — один из двух 11-мерных абсолютно непри-
водимых GF (2)G-модулей. Применяя лемму 1.1 для соответствующих 2-модулярных характе-
ров Брауэра и |g| = 11, видим, что некоторый элемент порядка 11 из G централизует некоторую
инволюцию из O2(G). Отсюда, учитывая вид графа Γ(G), получаем, что Γ(G) = Γ(S).

Достаточность доказана.

Теорема 6 доказана.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 25 № 4 2019

УДК 512.542

О ПРИМИТИВНЫХ ГРУППАХ ПОДСТАНОВОК СО СТАБИЛИЗАТОРОМ

ДВУХ ТОЧЕК, НОРМАЛЬНЫМ В СТАБИЛИЗАТОРЕ ОДНОЙ ИЗ НИХ:

СЛУЧАЙ, КОГДА ЦОКОЛЬ ЕСТЬ СТЕПЕНЬ ГРУППЫ E8(q)

А.В.Коныгин

Пусть G — примитивная группа подстановок на конечном множестве X, x ∈ X, y ∈ X\{x} и Gx,y E Gx.
П. Камероном был поставлен вопрос о справедливости в этом случае равенства Gx,y = 1. Ранее автором
было доказано, что если цоколь группы G не является степенью группы, изоморфной E8(q), q — степень
простого числа, то Gx,y = 1. В настоящей работе рассматривается случай, когда цоколь группы G являет-
ся степенью группы, изоморфной E8(q). Вместе с предыдущим результатом мы получаем два следующих
утверждения: 1. Пусть G — почти простая примитивная группа подстановок на конечном множестве X.
Предположим, что в случае, если цоколь G изоморфен E8(q), то Gx для x ∈ X не является подгруппой
Боровика в группе G. Тогда для таких примитивных групп подстановок G ответ на вопрос П. Камерона
положителен. 2. Пусть G — примитивная группа подстановок на конечном множестве X со свойством
G ≤ HwrSm. Предположим, что в случае, если цоколь группы H изоморфен E8(q), то стабилизатор
точки в группе H не является подгруппой Боровика в группе H. Тогда для таких примитивных групп
подстановок G ответ на вопрос П. Камерона также положителен.

Ключевые слова: примитивная группа подстановок, регулярная подорбита.

A. V.Konygin. On primitive permutation groups with the stabilizer of two points normal in

the stabilizer of one of them: The case when the socle is a power of a group E8(q).

Assume that G is a primitive permutation group on a finite set X, x ∈ X \ {x}, and Gx,y E Gx. P. Cameron
raised the question about the validity of the equality Gx,y = 1 in this case. The author proved earlier that,
if the socle of G is not a power of a group isomorphic to E8(q) for a prime power q, then Gx,y = 1. In the
present paper, we consider the case where the socle of G is a power of a group isomorphic to E8(q). Together
with the previous result, we establish the following two statements. 1. Let G be an almost simple primitive
permutation group on a finite set X. Assume that, if the socle of G is isomorphic to E8(q), then Gx for x ∈ X is
not the Borovik subgroup of G. Then the answer to Cameron’s question for such primitive permutation groups
is affirmative. 2. Let G be a primitive permutation group on a finite set X with the property G ≤ HwrSm.
Assume that, if the socle of H is isomorphic to E8(q), then the stabilizer of a point in the group H is not the
Borovik subgroup of H. Then the answer to Cameron’s question for such primitive permutation groups is also
affirmative.

Keywords: primitive permutation group, regular suborbit.

MSC: 20B15, 20D06
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1. Введение

П. Камероном был сформулирован следующий вопрос (см. [3] и [23, вопрос 9.69]). Пусть

G — примитивная группа подстановок на конечном множестве X, x ∈ X, y ∈ X \ {x}
и Gx действует регулярно на Gx-орбите Gx(y), содержащей точку y (т. е. индуцирует на

Gx(y) регулярную группу подстановок). Верно ли, что это действие точное, т. е. что |Gx| =
|Gx(y)|? Отметим, что вопрос о точности действия стабилизатора Gx на регулярной подорбите
Gx(y) изучался и ранее (см. [9; 13; 14; 21; 24; 25]).

Ясно, что регулярность действия группы Gx на Gx(y) эквивалентна свойству Gx,y E Gx, а
равенство |Gx| = |Gx(y)| эквивалентно равенству Gx,y = 1. Таким образом, вопрос П. Камерона
эквивалентен вопросу о выполнении для произвольной примитивной группы подстановок G
на конечном множестве X следующего свойства:

(Pr) если x ∈ X, y ∈ X \ {x}, то Gx,y E Gx влечет Gx,y = 1.
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Очевидно, вопрос П. Камерона эквивалентен также вопросу о выполнении для произволь-
ной конечной группы G следующего свойства:

(Pr*) если M1 и M2 — различные сопряженные максимальные подгруппы группы G, то
M1 ∩M2 E M1 влечет M1 ∩M2 E G.

Согласно теореме О’Нэна — Скотта (см. [15]) любая конечная примитивная группа подста-
новок подстановочно изоморфна группе одного из перечисленных ниже типов.

I. Примитивные группы с абелевой регулярной нормальной подгруппой.

II. Примитивные почти простые группы. Напомним, что группа G называется почти про-
стой, если группа G изоморфна подгруппе из Aut(T ), содержащей Inn(T ), для некоторой ко-
нечной простой неабелевой группы T .

III. Примитивные группы с неабелевым непростым цоколем. Среди групп этого типа раз-
личают группы трех типов:

(a) (simple diagonal action). Пусть Sk — симметрическая группа степени k ≥ 2, T — про-
стая неабелева группа и W = {π(a1, . . . , ak) | ai ∈ Aut(T ), π ∈ Sk, aia

−1
j ∈ Inn(T ), i, j ∈

{1, . . . , k}} ≤ Aut(T )wrSk. Тогда представление группы W левыми сдвигами на множестве
левых смежных классов группы W по подгруппе Wx = {π(a, . . . , a) | a ∈ Aut(T ), π ∈ Sk} яв-
ляется точным примитивным представлением степени |T |k−1. Конечная примитивная группа G
имеет тип III(a), если она изоморфна подгруппе группы W в этом представлении, содержащей
soc(W ).

(b) (product action). Пусть Sm — симметрическая группа степени m ≥ 2 и H — прими-
тивная группа типа II или III(a) на конечном множестве Y . Положим W = HwrSm. Груп-
па W естественным образом действует на X = Y m. Конечная примитивная группа G имеет
тип III(b), если она изоморфна подгруппе группы W в этом представлении, содержащей Km,
где K = soc(H), и G транзитивно переставляет m прямых множителей группы Km.

(c) (twisted wreath action). Конечная примитивная группа G имеет тип III(c), если она
обладает единственной неабелевой регулярной нормальной подгруппой.

Ранее в работе автора (К вопросу Камерона о тривиальности в примитивных группах под-
становок стабилизатора двух точек. Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2015. Т. 21,
№ 3. С. 175–186) было доказано, что если G — примитивная группа подстановок на конечном
множестве X и либо G — группа типа I, III(a) или III(c), либо G — группа типа II с цоколем,
не изоморфным E8(q), q — степень простого числа, то для группы подстановок G выполняется
свойство (Pr). Там же доказано, что если G ≤ HwrSm — группа типа III(b) и цоколь груп-
пы H не изоморфен E8(q), то для группы подстановок G также выполняется свойство (Pr).
В частности, для всех таких примитивных групп подстановок G ответ на вопрос П. Камерона
положителен. В настоящей работе рассматривается случай, когда цоколь группы G является
степенью группы, изоморфной E8(q). С учетом предыдущих результатов автора доказываются
следующие две теоремы.

Теорема 1. Пусть G — почти простая примитивная группа подстановок на конечном

множестве X. Предположим, что в случае, если цоколь G изоморфен E8(q), то Gx для x ∈ X
не является подгруппой Боровика (см. предложение 1.IV ниже) в группе G. Тогда для группы

подстановок G выполняется свойство (Pr). В частности, для таких примитивных групп

подстановок G ответ на вопрос П. Камерона положителен.

Теорема 2. Пусть G — примитивная группа подстановок на конечном множестве X
такая, что G ≤ HwrSm — группа типа III(b). Предположим, что если цоколь группы H
изоморфен E8(q), то стабилизатор точки в группе H не является подгруппой Боровика (см.

предложение 1.IV ниже) в группе H. Тогда для группы подстановок G выполняется свой-

ство (Pr). В частности, для таких примитивных групп подстановок G ответ на вопрос

П. Камерона положителен.
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2. Обозначения и вспомогательные результаты

Для произвольной конечной группы G и простого числа p в работе используются следу-
ющие стандартные обозначения: soc(G) — цоколь группы G, F (G) — подгруппа Фиттинга
группы G, F ∗(G) — обобщенная подгруппа Фиттинга группы G. Для групп A и B через A.B
будет обозначаться (см. [5]) произвольная группа G с нормальной подгруппой H такой, что
H ∼= A и G/H ∼= B. При указании структуры группы через pn будет обозначаться (см. [5])
элементарная абелевая группа порядка pn.

Пусть A и B — группы. Подгруппу D прямого произведения групп A и B назовем диаго-

нальной, если A ∩D = B ∩D = 1 и AB совпадает с DA или DB.

Пусть R — такая простая алгебраическая группа над алгебраически замкнутым полем K
ненулевой характеристики p и F — такой эндоморфизм Стейнберга алгебраической группы R,
что L = RF := {g ∈ R | F (g) = g} является конечной простой группой, изоморфной E8(q),
где q = pm. Пусть Q — конечная группа такая, что F ∗(Q) = L. Группа Aut(L) порождается
сопряжениями посредством элементов из RF и полевыми автоморфизмами группы L, причем
все эти автоморфизмы группы L продолжаются до автоморфизмов абстрактной группы R,
коммутирующих с F . Таким образом, существует подгруппа Q̃ группы CAut(R)(F ) такая, что

Q = Q̃/〈F 〉, и, следовательно, Q действует на множестве всех F -допустимых подмножеств
группы R. Через NQ(V ) будем обозначать нормализатор в Q произвольного F -допустимого
подмножества V группы R. Если D является F -допустимой замкнутой связной редуктивной
подгруппой группы R, содержащей максимальный тор группы R, и M = NQ(D), то M на-
зывается группой максимального ранга в Q. Через L(R) обозначается алгебра Ли группы R.
Будем предполагать, что вершины диаграмм Дынкина пронумерованы стандартным обра-
зом (см. [22]).

Пусть X — простая алгебраическая группа над алгебраически замкнутым полем K. Для
доминантного веса λ пусть LX(λ) — рациональный неприводимый KX-модуль старшего веса λ
и TX(λ) — неразложимый тилтинг-модуль (tilting module) старшего веса λ. Следуя [18; 22],
будем писать L(λ) или λ для обозначения модуля LX(λ) и a1 . . . ar — вместо доминантного
веса

∑r
i=1 aiωi, где ωi — фундаментальные доминантные веса и a1, ..., ar — неотрицательные

целые числа (неоднозначность этих обозначений устраняется контекстом использования). Для
KX-модулей Mi, i ∈ {1, . . . , k}, через M1 | M2 | . . . | Mk будем обозначать рациональный
KX-модуль V , имеющий такой ряд подмодулей 0 = Vk < Vk−1 < . . . < V1 < V0 = V , что
Vi−1/Vi

∼= Mi для 1 ≤ i ≤ k.

Пусть теперь X — полупростая алгебраическая группа и λ, γ, µ — ее доминантные веса
такие, что модули TX(λ) = µ | λ | µ и TX(γ) = µ | γ | µ унисериальны. Следуя [18], через
∆(λ; γ) будем обозначать неразложимый модуль вида µ | (λ ⊕ γ) | µ, точное определение
которого приводится в [18, разд. 9.1].

Предложение 1 [17, теорема 2]. Пусть (во введенных выше обозначениях ) L = RF — ис-

ключительная группа лиева типа, изоморфная группе E8(q). Предположим, что G — группа

со свойством L ≤ G ≤ Aut(L) и M — максимальная подгруппа группы G. Тогда либо F ∗(M)
является простой группой, либо выполняется одно из следующих утверждений.

I. M = NG(U
F ), где U является либо параболической подгруппой группы R, либо редук-

тивной подгруппой максимального ранга группы R.

II. M = NG(E), где E является элементарной абелевой подгруппой из [4, теорема 1(II)].

III. M = CG(τ), где τ — полевой автоморфизм простого порядка группы L.

IV. p > 5 и либо F ∗(M) ∼= Alt5×Alt6 (M — подгруппа Боровика группы G), либо F ∗(M) ∼=
Alt5 × L2(q).

V. Группа F ∗(M) изоморфна одной из следующих групп (см. [17, табл. 3]):

a) F ∗(M) ∼= L2(q)× Lǫ
3(q), p > 3; b) F ∗(M) ∼= G2(q)× F4(q);

c) F ∗(M) ∼= L2(q)×G2(q)×G2(q), p > 2, q > 3; d) F ∗(M) ∼= L2(q)×G2(q
2), p > 2, q > 3.
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Предложение 2. Пусть G — почти простая примитивная группа подстановок на ко-

нечном множестве X и T := soc(G). Предположим, что T ∼= E8(q), где q — степень про-

стого числа. Если для группы подстановок T выполняется свойство (Pr), то свойство (Pr)

выполняется и для группы подстановок G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что для группы подстановок T выполняется
свойство (Pr). Пусть x, y — различные элементы из X и Gx,y E Gx. Покажем, что Gx,y = 1.

Рассмотрим естественный гомоморфизм φ группы G в факторгруппу G/T . Тогда Gx,y ∩

ker φ = Gx,y ∩ T = Tx,y = 1. Таким образом, группа Gx,y изоморфно вкладывается в груп-
пу G/T и, следовательно, в группу Out(E8(q)) ∼= Aut(Fq). Поскольку в силу [11, предложе-
ние 8] имеем F (Gx,y) = 1, то Gx,y = 1. Таким образом, для группы подстановок G выполняется
свойство (Pr). �

Предложение 3. Пусть G — примитивная группа подстановок на конечном множе-

стве X. Предположим, что G ≤ HwrSm — группа типа III(b) и H — примитивная почти

простая группа с цоколем, изоморфным E8(q), где q — степень простого числа. Если для груп-

пы подстановок H выполняется свойство (Pr), то для группы подстановок G выполняется

свойство (Pr).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость предложения следует из [11, предложение 18]
и того факта, что группа автоморфизмов группы soc(H) не содержит графовых автоморфиз-
мов. �

3. Доказательство теорем 1 и 2

В силу предложений 2 и 3 для доказательства теорем 1 и 2 достаточно показать, что если
G ∼= E8(q) — примитивная группа подстановок на конечном множестве X, то для группы
подстановок G выполняется свойство (Pr). Поэтому далее будем считать, что G = L = RF .
(Здесь и далее используются обозначения, введенные выше.)

Пусть x ∈ X. По предложению 1 либо F ∗(Gx) является простой группой, либо для Gx

выполняется одно из утверждений I–V предложения 1.
Если F ∗(Gx) является простой группой, то Gx является почти простой группой. Поэтому

Gx/soc(Gx) является (согласно “гипотезе Шрейера”) разрешимой группой и в силу [11, пред-
ложение 20] для группы подстановок G выполняется свойство (Pr).

Таким образом, не теряя общности, далее будем считать, что для Gx выполняется одна
из возможностей I–V предложения 1. Кроме того, при рассмотрении случаев 1.1–1.8 будем
учитывать, что F (Gx,y) = 1 (см. [12, предложение 1]).

Случай 1. Для Gx выполняется утверждение I предложения 1, т. е. Gx = NG(U
F ), где U

является либо параболической подгруппой группы R, либо редуктивной подгруппой макси-
мального ранга группы R.

Пусть U является параболической подгруппой группы R. Тогда Gx является параболиче-
ской подгруппой группы RF и, следовательно, CGx

(Or(Gx)) ≤ Or(Gx) для некоторого про-
стого числа r. Предположим, что Gx,y E Gx. Тогда Gx,y ∩ Or(Gx) = 1 [11, предложение 8],
[Or(Gx), Gx,y] = 1 и Gx,y ≤ CGx

(Or(Gx)) ≤ Or(Gx). Таким образом, Gx,y = 1 и для G выпол-
няется свойство (Pr).

Пусть U является редуктивной подгруппой максимального ранга группы R. Все редук-
тивные подгруппы максимального ранга конечных исключительных групп лиева типа пе-
речислены в [16, табл. 5.1]. Без ограничения общности можно предполагать (см. [20, теоре-
мы 29.1, 29.5]), что Gx = M = HF , где H — замкнутая F -инвариантная подгруппа группы R,
максимальная среди F -инвариантных замкнутых подгрупп группы R, имеющих положитель-
ную размерность. Далее будет показано выполнение свойства (Pr) для группы G при этом
условии.
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Пусть y ∈ X \ {x} и Gx,y E Gx. Проверим, что Gx,y = 1. Поскольку из Gx,y E Gy следует
Gx,y = 1, то далее будем предполагать, что Gx,y 5 Gy. Покажем, что в каждом из возникающих
здесь случаев 1.1–1.8 (см. [16, табл. 5.1]), это приводит к противоречию.

Случай 1.1. Gx
∼= d.(L2(q)× E7(q)).d, где d = (2, q − 1).

Если d = 2, то Z(Gx) 6= 1 и получаем противоречие с [12, лемма 1]. Поэтому имеем d = 1 и
p = 2. Из [22, (1.8)] следует, что H = A1 ◦ E7 (A1, E7 — полупростые алгебраические группы
типов A1(K) и E7(K) соответственно), при этом векторное пространство L(R), рассматрива-
емое как KH-модуль, имеет (см. [22, (1.8)]) в указанных в разделе 2 обозначениях следующее
разложение:

L(A1)⊕ L(E7)⊕ (1⊗ 0000001).

Пусть A,B — подгруппы группы Gx такие, что A = AF
1

∼= L2(q), B = EF
7

∼= E7(q)
и Gx = A × B. Поскольку Gx,y E Gx, то soc(Gx,y) ∈ {1, A,B,A × B}. В случае, когда
soc(Gx,y) E Gy, очевидно, что для группы G выполняется свойство (Pr). Поэтому далее рас-
смотрим оставшийся случай, когда soc(Gx,y) = A и A сопряжена в G с некоторой диагональной
подгруппой D группы A×B.

Сравнение количеств одномерных инвариантных подпространств у A и у D на L(A1) ⊕
L(E7) приводит (в силу сопряженности A и D в G) к тому, что 1⊗0000001 как KD-модуль имеет
прямое одномерное слагаемое. Тогда в силу [1, теорема 2.1] число p не делит 2; противоречие.
Таким образом, для группы G выполняется свойство (Pr).

Случай 1.2. Gx
∼= e.(Lǫ

3(q)× Eǫ
6(q)).e.2, где ǫ ∈ {−1,+1} и e = (3, q − ǫ).

Если e = 3, то Z(Gx) 6= 1 и получаем противоречие с [12, лемма 1]. Поэтому имеем e = 1.
Из [22, (1.8)] следует, что H = A2 ◦ E6 (A2, E6 — полупростые алгебраические группы типов
A2(K) и E6(K) соответственно), при этом векторное пространство L(R), рассматриваемое как
KH-модуль, имеет (см. [22, (1.8)]) в указанных в разд. 2 обозначениях следующее разложение:

L(A2)⊕ L(E6)⊕ (000001 ⊗ 10)⊕ (100000 ⊗ 01).

Пусть A,B — подгруппы группы Gx такие, что A = AF
2

∼= Lǫ
3(q), B = EF

6
∼= Eǫ

6(q)
и Gx = A × B. Поскольку Gx,y E Gx, то soc(Gx,y) ∈ {1, A,B,A × B}. В случае, когда
soc(Gx,y) E Gy, очевидно, что для группы G выполняется свойство (Pr). Поэтому далее рас-
смотрим оставшийся случай, когда soc(Gx,y) = A и A сопряжена в G с некоторой диагональной
подгруппой D группы A×B.

Группа A действует тривиально на L(E6), и (000001⊗10)⊕(100000⊗01) как KA-модуль рас-
падается в сумму трехмерных модулей, изоморфных модулю 10 (см. [19]). Тогда 000001 ⊗ 10 и
100000 ⊗ 01 как KD-модули есть прямая сумма одномерных и трехмерных модулей, изоморф-
ных 10. При этом, по крайней мере, один из этих двух модулей должен содержать в качестве
прямого слагаемого одномерный тривиальный модуль. Ниже рассуждения будут проведены
для модуля 000001⊗ 10, для второго модуля 100000⊗ 01 рассуждения повторяются практиче-
ски дословно.

Итак, предположим, что KD-модуль 000001 ⊗ 10 есть прямая сумма тривиальных одно-
мерных модулей и трехмерных модулей, изоморфных 10. Пусть 000001 как KD-модуль есть
прямая сумма неразложимых слагаемых ⊕iai. Поскольку KD-модуль 000001 ⊗ 10 содержит
в качестве прямого слагаемого одномерный тривиальный модуль, то по [10, разд. 2.2] имеем
ai ∼= 10∗ и по [8, лемма 2.2(ii)] имеем ai ⊗ 10 ∼= W0 ⊗W1, где dim(W0) = 1, dim(W1) = 8 и W1

не содержит прямых одномерных слагаемых. Но тогда W1 должен раскладываться в прямую
сумму трехмерных неразложимых модулей; противоречие.

Таким образом, для группы G выполняется свойство (Pr).

Случай 1.3. Gx
∼= g.(Lǫ

5(q))
2.g.4, где g = (5, q − ǫ), ǫ ∈ {−1,+1}.

Если g = 5, то Z(Gx) 6= 1 и получаем противоречие с [12, лемма 1]. Поэтому имеем g = 1. Из

[22, (1.8)] следует, что H = A
(1)
4 ◦A

(2)
4 (A

(i)
4 — полупростая алгебраическая группа типа A4(K),
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i ∈ {1, 2}), при этом векторное пространство L(R), рассматриваемое как KH-модуль, имеет
(см. [22, (1.8)]) в указанных в разд. 2 обозначениях следующее разложение:

L(A
(1)
4 )⊕ L(A

(2)
4 )⊕ (0010 ⊗ 1000) ⊕ (0100 ⊗ 0001) ⊕ (1000 ⊗ 0100) ⊕ (0001 ⊗ 0010).

Пусть A,B — подгруппы группы Gx такие, что A = (A
(1)
4 )F ∼= Lǫ

5(q), B = (A
(2)
4 )F ∼= Lǫ

5(q)
и Gx = A × B. Поскольку Gx,y E Gx, то soc(Gx,y) ∈ {1, A,B,A × B}. В случае, когда
soc(Gx,y) E Gy, очевидно, что для группы G выполняется свойство (Pr). Поэтому далее рас-
смотрим оставшийся случай, когда soc(Gx,y) = A и A сопряжена в G с некоторой диагональной
подгруппой D группы A×B.

Группа A действует тривиально на L(B), и

(0010 ⊗ 1000) ⊕ (0100 ⊗ 0001) ⊕ (1000 ⊗ 0100) ⊕ (0001 ⊗ 0010)

как KA-модуль распадается в сумму пятимерных и десятимерных модулей (см. [19]). В част-
ности, пространство L(R) как KA-модуль имеет ровно одно инвариантное подпространство
размерности 24. При этом пространство L(R) как KD-модуль имеет два инвариантных под-
пространства размерности 24 (L(A) и L(B)); противоречие.

Таким образом, для группы G выполняется свойство (Pr).

Случай 1.4. Gx
∼= d2.(PΩ+

8 (q))
2.d2.(S3 × 2), где d = (2, q − 1).

Из [22, (1.8)] следует, что H = D
(1)
4 ◦D

(2)
4 (D

(i)
4 — полупростая алгебраическая группа типа

D4(K), i ∈ {1, 2}), при этом векторное пространство L(R), рассматриваемое как KH-модуль,
имеет (см. [22, (1.8)]) в указанных в разд. 2 обозначениях следующее разложение:

L(D
(1)
4 )⊕ L(D

(2)
4 )⊕ (0010 ⊗ 0010) ⊕ (0001 ⊗ 0001) ⊕ (1000 ⊗ 1000).

Поскольку Gx,y E Gx, то из [12, предложение 1] имеем F (Gx,y) = 1 и soc(Gx,y) ∈ {1, A,B,A×

B}, где A,B — подгруппы группы Gx такие, что A = (D
(1)
4 )F ∼= PΩ+

8 (q), B = (D
(2)
4 )F ∼= PΩ+

8 (q).
В случае, когда soc(Gx,y) E Gy, очевидно, что для группы G выполняется свойство (Pr).
Поэтому далее рассмотрим оставшийся случай, когда soc(Gx,y) = A и A сопряжена в G с
некоторой диагональной подгруппой D группы A×B.

Группа A действует тривиально на L(B), и

(0010 ⊗ 0010) ⊕ (0001 ⊗ 0001) ⊕ (1000 ⊗ 1000)

как KA-модуль распадается в сумму восьмимерных модулей (см. [19]). В частности, простран-
ство L(R) как KA-модуль имеет ровно одно инвариантное подпространство размерности 28.
При этом пространство L(R) как KD-модуль имеет два инвариантных подпространства раз-
мерности 28 (L(A) и L(B)); противоречие.

Таким образом, для группы G выполняется свойство (Pr).

Случай 1.5. Gx
∼= (3D4(q))

2.6.
Из [16, лемма 2.5] следует, что Gx действует транзитивно на прямых множителях группы

soc(Gx), изоморфных 3D4(q). Поэтому F ∗(Gx,y) ∼= (3D4(q))
2 и для группы G выполняется

свойство (Pr).

Случай 1.6. Gx
∼= e2.(Lǫ

3(q))
4.e2.GL2(3), где ǫ ∈ {−1,+1} и e = (3, q − ǫ).

Из [16, лемма 2.5] следует, что Gx действует транзитивно на прямых множителях груп-
пы soc(Gx), изоморфных Lǫ

3(q). Поэтому F ∗(Gx,y) ∼= (Lǫ
3(q))

4 и для группы G выполняется
свойство (Pr).

Случай 1.7. Gx
∼= (U3(q

2))2.8.
Из [16, лемма 2.5] следует, что Gx действует транзитивно на прямых множителях группы

soc(Gx), изоморфных U3(q2). Поэтому F ∗(Gx,y) ∼= (U3(q
2))2 и для группы G выполняется

свойство (Pr).
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Случай 1.8. Gx
∼= d4.(L2(q))

8.d4.AGL3(2), где q > 2 и d = (2, q − 1).
Если q = 3, то для группы G выполняется свойство (Pr) по [12, предложение 1]. Далее

считаем, что q > 3.
Из [16, лемма 2.5] следует, что Gx действует транзитивно на прямых множителях груп-

пы soc(Gx), изоморфных L2(q). Поэтому F ∗(Gx,y) ∼= (L2(q))
8 и для группы G выполняется

свойство (Pr).

Таким образом, случай 1 полностью рассмотрен.

Случай 2. Для Gx выполняется утверждение II предложения 1.
Согласно [4, теорема 1(II)] группа Gx в этом случае имеет вид A.K.B, где A,B — разре-

шимые группы и K — простая неабелева группа. Следовательно, по [11, предложение 9] для
группы G выполняется свойство (Pr).

Случай 3. Для Gx выполняется утверждение III предложения 1.
Имеем Gx = CG(τ), где τ — полевой автоморфизм простого порядка группы G. Из дока-

зательства [17, лемма 3.1] следует, что в этом случае либо F ∗(Gx) является простой группой,
либо F (Gx) 6= 1 и F (Gx) ≤ Z(Gx). Если F ∗(Gx) является простой группой, то по [11, предло-
жение 20] для группы G выполняется свойство (Pr). Если F (Gx) 6= 1 и F (Gx) ≤ Z(Gx), то
Z(Gx) 6= 1; противоречие с [12, лемма 1].

Случай 4. Для Gx выполняется утверждение IV предложения 1, и группа Gx не является
подгруппой Боровика группы G (то есть F ∗(Gx) ≇ Alt5×Alt6). Тогда имеем p > 5 и F ∗(Gx) ∼=
Alt5 × L2(q).

В силу [17, лемма 1.5] получаем Gx = CG(Y )×Y F , где Y ≤ R имеет тип A1 и CG(Y ) ∼= Sym5.
Покажем, что для группы G выполняется свойство (Pr).

Пусть y ∈ X \ {x} и Gx,y E Gx. Проверим, что Gx,y = 1. Поскольку из Gx,y E Gy следует
Gx,y = 1, то далее будем предполагать, что Gx,y 5 Gy. Тогда soc(Gx,y) = CG(Y )′, и группа
CG(Y )′ сопряжена в G с некоторой диагональной подгруппой D группы CG(Y ) × Y F . Пусть
Z — проекция группы D на группу Y F , D ∼= Z ∼= Alt5. Тогда Z × CG(Z) — цоколь некоторой
подгруппы Боровика группы G (см. [17, лемма 1.5]), и D является некоторой диагональной
подгруппой группы Z × CG(Z). Таким образом, группа D сопряжена в G с некоторой Alt5-
подгруппой B из Sym6-подгруппы некоторой подгруппы Боровика группы G. Но 3-элементы
групп D и B имеют неизоморфные централизаторы в группе G (см. [2]); противоречие.

Случай 5. Для Gx выполняется утверждение V предложения 1.
Пусть y ∈ X \ {x} и Gx,y E Gx. Проверим, что Gx,y = 1. Поскольку из Gx,y E Gy сле-

дует Gx,y = 1, то далее будем предполагать, что Gx,y 5 Gy. Покажем, что это приводит к
противоречию.

Так как для Gx выполняется утверждение V предложения 1, то soc(Gx) = F ∗(Gx) имеет
вид A × B или A × B × B, где A и B — простые неабелевы группы, |A| < |B|. Из строе-
ния F ∗(Gx) следует, что Gx имеет вид soc(Gx).W , где W — разрешимая группа. Таким образом,
soc(Gx,y) E Gx, soc(Gx,y) E soc(Gx).

Покажем, что soc(Gx,y) 5 soc(Gy). Предоположим противное. Тогда

soc(Gx,y) E 〈Gx, soc(Gy)〉.

Если 〈Gx, soc(Gy)〉 = G, то soc(Gx,y) E G; противоречие. Поэтому soc(Gy) ≤ Gx, и в силу
строения F ∗(Gx) имеем soc(Gy) = soc(Gx) и soc(Gx) E G; противоречие. Таким образом,
soc(Gx,y) 5 soc(Gy).

Итак, soc(Gx) имеет вид A × B или A × B × B, где A и B — простые неабелевы группы,
|A| < |B|. При этом soc(Gx,y) E soc(Gx) и soc(Gx,y) 5 soc(Gy). Другими словами, soc(Gx,y)

g
5

soc(Gx) для любого g ∈ G со свойством g(x) = y.
Предположим, что soc(Gx) имеет вид A×B. Тогда soc(Gx,y) ∈ {1, A,B,A×B}. Поскольку

soc(Gx,y) 5 soc(Gy), имеем soc(Gx,y) = A и soc(Gx,y)
g, где g ∈ G и g(x) = y — диагональная

подгруппа D в группе A×B, сопряженная с A в G.
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Предположим, что soc(Gx) имеет вид A × B × B. Тогда, аналогично, получаем, что либо
в группе A× B есть диагональная подгруппа D, сопряженная в G с A, либо в группе B × B
есть диагональная подгруппа D, сопряженная в G с B.

Покажем, что в каждом из возникающих здесь случаев 5.1–5.4 это приводит к противоре-
чию.

Случай 5.1. A ∼= L2(q), B ∼= Lǫ
3(q), где p ≥ 5.

Из [18] следует, что H = A1 ◦ A2 (A1, A2 — полупростые алгебраические группы типов
A1(K) и A2(K) соответственно).

Если p ≥ 7, то из [18, табл. (10.1)] следует, что векторное пространство L(R), рассматри-
ваемое как KH-модуль, имеет следующее разложение:

(2⊗ 22)⊕ (6⊗ 11) ⊕ (4⊗ 30) ⊕ (4⊗ 03)⊕ (2⊗ 00)⊕ (0⊗ 11).

Как KA-модуль L(R) состоит из прямой суммы простых неприводимых модулей 0, 2, 4, 6;
противоречие с тем, что подпространство 6 ⊗ 11 пространства L(R) как KD-модуль по [6,
лемма 3.1] содержит модуль T (r), где r ≥ 7.

Если p = 5, то из [18, табл. (10.1)] следует, что векторное пространство L(R), рассматри-
ваемое как KH-модуль, имеет следующее разложение:

∆(2⊗ 22; 6 ⊗ 11) ⊕ (4⊗ 30)⊕ (4⊗ 03)⊕ (2⊗ 00) ⊕ (0⊗ 11).

Cекции прямых слагаемых L(R) как KA-модуля — это модули 0, 2, 4, 6. Аналогично случаю
p ≥ 7 применение [6, лемма 3.1] приводит к противоречию.

Таким образом, для группы G выполняется свойство (Pr).

Случай 5.2. A ∼= G2(q), B ∼= F4(q).
Из [18] следует, что H = G2 ◦ F4 (G2, F4 — полупростые алгебраические группы типов

G2(K) и F4(K) соответственно).
Если p ≥ 5, то из [18, табл. (10.1)] следует, что векторное пространство L(R), рассматри-

ваемое как KH-модуль, имеет следующее разложение: (01⊗ 0000)⊕ (00⊗ 1000)⊕ (10⊗ 0001).
Из [19] следует, что L(R) как KA-модуль состоит из прямой суммы неприводимых модулей

размерностей 1, 7 и 14. Следовательно, 10 ⊗ 0001 как KD-модуль раскладывается в прямую
сумму неприводимых модулей размерностей 1 и 14. Противоречие следует из [20, предложе-
ние 15.12; 19].

Если p = 3, то из [18, табл. (10.1)] следует, что векторное пространство L(R), рассматри-
ваемое как KH-модуль, имеет следующее разложение: ∆(10 ⊗ 0001; 01 ⊗ 0000) ⊕ (00 ⊗ 1000).
Таким образом, неприводимые прямые слагаемые L(R) как KA-модуля — это T (01), 10 и 00.
Противоречие следует из [20, предложение 15.12; 19].

Если p = 2, то из [18, табл. (10.1)] следует, что векторное пространство L(R), рассматри-
ваемое как KH-модуль, имеет следующее разложение: ∆(10 ⊗ 0001; 00 ⊗ 1000) ⊕ (01 ⊗ 0000).
Таким образом, L(R) как KA-модуль содержит в качестве прямого неприводимого слагаемого
T (10)24 (см. [18, лемма 9.1.5]); противоречие.

Таким образом, для группы G выполняется свойство (Pr).

Случай 5.3. soc(Gx) имеет вид A×B1×B2, A ∼= L2(q), B1
∼= B2

∼= G2(q), где p ≥ 3 и q ≥ 5.

Из [18] следует, что H = A1 ◦ G
(1)
2 ◦ G

(2)
2 (A1, G

(i)
2 — полупростые алгебраические группы

типов A1(K) и G2(K) соответственно, i ∈ {1, 2}).
Если p ≥ 5, то из [18, табл. (10.1)] следует, что векторное пространство L(R), рассматри-

ваемое как KH-модуль, имеет следующее разложение:

(2⊗ 10⊗ 10)⊕ (4⊗ 10⊗ 00) ⊕ (4⊗ 00⊗ 10) ⊕ (2⊗ 00⊗ 00)⊕ (0⊗ 01⊗ 00)⊕ (0⊗ 00⊗ 01).

Напомним, что если soc(Gx) имеет вид A×B×B, то либо в группе A×B есть диагональная
подгруппа D ∼= A, сопряженная в G с A, либо в группе B × B есть диагональная подгруппа



96 А.В.Коныгин

D ∼= B, сопряженная в G с B. Если в группе A × B есть диагональная подгруппа D ∼= A,
сопряженная в G с A, то получаем противоречие аналогично случаю 5.1. Если в группе B×B
есть диагональная подгруппа D ∼= B, сопряженная в G с B, то получаем противоречие на
основе [20, предложение 15.12; 19].

Если p = 3, то из [18, табл. (10.1)] следует, что векторное пространство L(R), рассматри-
ваемое как KM -модуль, имеет следующее разложение:

(2⊗ 10⊗ 10) ⊕∆(4⊗ 10 ⊗ 00; 0 ⊗ 01⊗ 00) ⊕ (2⊗ 00⊗ 00)⊕∆(4⊗ 00⊗ 10; 0 ⊗ 00⊗ 01).

Аналогично случаю 5.1 применение [20, предложение 15.12; 19] приводит к противоречию.

Таким образом, для группы G выполняется свойство (Pr).

Случай 5.4. A ∼= L2(q), B ∼= G2(q
2), где p ≥ 3 и q ≥ 5.

Из [18] следует, что H = A1 ◦ G
(1)
2 ◦ G

(2)
2 (A1, G

(i)
2 — полупростые алгебраические группы

типов A1(K) и G2(K) соответственно, i ∈ {1, 2}).

Если p ≥ 5, то из [18, табл. (10.1)] следует, что векторное пространство L(R), рассматри-
ваемое как KH-модуль, имеет следующее разложение (см. случай 5.3):

(2⊗ 10⊗ 10)⊕ (4⊗ 10⊗ 00) ⊕ (4⊗ 00⊗ 10) ⊕ (2⊗ 00⊗ 00)⊕ (0⊗ 01⊗ 00)⊕ (0⊗ 00⊗ 01).

Как KA-модуль L(R) состоит из прямой суммы простых неприводимых модулей размер-
ностей 1, 3 и 5. Следовательно, L(R) как KD-модуль должен быть вполне приводимым и
раскладываться в прямую сумму подпространств размерностей 1, 3 и 5; противоречие.

Если p = 3, то из [18, табл. (10.1)] следует, что векторное пространство L(R), рассматри-
ваемое как KH-модуль, имеет следующее разложение (см. случай 5.3):

(2⊗ 10⊗ 10) ⊕∆(4⊗ 10 ⊗ 00; 0 ⊗ 01⊗ 00) ⊕ (2⊗ 00⊗ 00)⊕∆(4⊗ 00⊗ 10; 0 ⊗ 00⊗ 01).

Аналогично случаю p ≥ 5, слагаемое 0 ⊗ 01 ⊗ 00 дает секцию размерности 7 (см. [19]);
противоречие.

Доказательство теорем 1 и 2 завершено.
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Введение

Одной из фундаментальных задач теории групп является изучение подгруппового стро-
ения групп. В постклассификационной теории конечных групп актуальными стали исследо-
вания подгрупп и представлений конечных простых групп. Группы лиева типа составляют
основной массив конечных простых групп. Важный класс подстановочных представлений ко-
нечных групп лиева типа составляют их параболические представления, т. е. представления
на смежных классах по параболическим подгруппам. В ранних работах автора было получено
описание примитивных параболических подстановочных представлений всех групп лиева типа
(нормальных и скрученных). В настоящее время автор продолжает исследование свойств та-
ких представлений, а именно, изучает главные факторы параболических максимальных под-
групп конечных простых групп лиева типа. С использованием результатов из [9] автором в
работах [4–8] было получено уточненное описание главных факторов параболической макси-
мальной подгруппы, входящих в ее унипотентный радикал, для всех конечных простых групп
лиева типа (нормальных и скрученных) за исключением групп 2F4(2

2n+1) и Bl(2
n). В данной

работе приводится такое описание для группы 2F4(2
2n+1). Заметим, что структура макси-

мальных параболических подгрупп группы 2F4(2
2n+1) в терминах (B,N)-пар была описана

в [12, § 10]. Используя другой подход, автор доказывает следующую теорему в обозначениях
разд. 1.
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Теорема. Пусть G = 2F4(q), где q = 22n+1
> 2, и Pk — параболическая максимальная под-

группа в G для k = 1, 2. Тогда фрагмент главного ряда группы Pk, лежащий в ее унипотент-

ном радикале Uk, при k = 1 имеет вид U1 = Y4 > Y3 > Y2 > Y1 > 1, где | Y4/Y3 |=| Y2/Y1 |= q4,
| Y3/Y2 |=| Y1 |= q, а при k = 2 имеет вид U2 = Y5 > Y4 > Y3 > Y2 > Y1 > 1, где | Y5/Y4 |=
| Y3/Y2 |=| Y1 |= q2, | Y4/Y3 |= q4, | Y2/Y1 |= q. Кроме того, нижний центральный ряд груп-

пы Uk имеет вид U1 > Y2 > Y1 > 1 при k = 1 и U2 > Y4 > Y3 > Y2 > Y1 > 1 при k = 2.

В конце статьи приводится таблица, в которой указываются порождающие элементы со-
ответствующих главных факторов.

Результаты статьи будут использованы исследователями в доказательстве усиленной вер-
сии гипотезы Симса (см. [13]).

1. Обозначения и вспомогательные результаты

Используемые в статье обозначения из общей теории групп в основном стандартны, их
можно найти в [11]. Напомним некоторые из них. Если X и Y — группы, а n — натуральное
число, то через X.Y обозначается расширение группы X при помощи группы Y , через Xn —
прямое произведение n групп, каждая из которых изоморфна группе X, через n — циклическая
группа порядка n. Коммутатор элементов x и y группы обозначается через [x, y] = x−1y−1xy.
Определения и обозначения, связанные с группами лиева типа, взяты из [10].

Пусть G = 2F4(q), где q = 22n+1 ≥ 2. Построение и свойства группы G можно найти
в [15; 17] или [10]. Группа G определяется как подгруппа группы Шевале F4(K), где K =
GF (q), состоящая из всех элементов, неподвижных относительно некоторого автоморфизма
группы F4(K).

Рассмотрим корневую систему Φ типа F4 с фундаментальной системой корней π = {p1, p2,
p3, p4} и диаграммой Дынкина

.

Тогда ввиду [1] множество Φ+ положительных корней системы Φ относительно π состоит
из элементов

r1 = p1, r9 = p2 + 2p3, r17 = p1 + 2p2 + 2p3 + p4,
r2 = p2, r10 = p2 + p3 + p4, r18 = p1 + p2 + 2p3 + 2p4,
r3 = p3, r11 = p1 + p2 + 2p3, r19 = p1 + 2p2 + 3p3 + p4,
r4 = p4, r12 = p1 + p2 + p3 + p4, r20 = p1 + 2p2 + 2p3 + 2p4,
r5 = p1 + p2, r13 = p2 + 2p3 + p4, r21 = p1 + 2p2 + 3p3 + 2p4,
r6 = p2 + p3, r14 = p1 + 2p2 + 2p3, r22 = p1 + 2p2 + 4p3 + 2p4,
r7 = p3 + p4, r15 = p1 + p2 + 2p3 + p4, r23 = p1 + 3p2 + 4p3 + 2p4,
r8 = p1 + p2 + p3, r16 = p2 + 2p3 + 2p4, r24 = 2p1 + 3p2 + 4p3 + 2p4.

Согласно [15] система Φ разбивается на шестнадцать классов:

S1 = {r8, r16, r21, r24}, S2 = {r3, r2, r6, r9},
S3 = {r10, r11, r19, r23}, S4 = {r7, r5, r12, r18},
S5 = {r17, r22}, S6 = {r15, r20},
S7 = {r13, r14}, S8 = {r4, r1},
S−1 = {−r8,−r16,−r21,−r24}, S−2 = {−r3,−r2,−r6,−r9},
S−3 = {−r10,−r11,−r19,−r23}, S−4 = {−r7,−r5,−r12,−r18},
S−5 = {−r17,−r22}, S−6 = {−r15,−r20},
S−7 = {−r13,−r14}, S−8 = {−r4,−r1}.
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Пусть θ — автоморфизм поля K, возводящий его элементы в степень 2n. В [15] Ри ввел в
рассмотрение следующие элементы αi(t), где i = 1, 2, . . . , 12 и t ∈ K, группы G:

α1(t) = xr3(t
θ)xr2(t)xr6(t

θ+1), α2(t) = xr6(t
θ)xr9(t),

α3(t) = xr4(t
θ)xr1(t), α4(t) = xr7(t

θ)xr5(t)xr12(t
θ+1),

α5(t) = xr8(t
θ)xr16(t)xr21(t

θ+1), α6(t) = xr10(t
θ)xr11(t)xr19(t

θ+1),
α7(t) = xr13(t

θ)xr14(t), α8(t) = xr12(t
θ)xr18(t),

α9(t) = xr15(t
θ)xr20(t), α10(t) = xr17(t

θ)xr22(t),
α11(t) = xr19(t

θ)xr23(t), α12(t) = xr21(t
θ)xr24(t).

Каждому классу Si соответствует корневая подгруппа XSi
группы G. Корневые подгруп-

пы XSi
для 1 ≤ i ≤ 8 имеют вид

XS1 = 〈α5(t), α12(u) | t, u,∈ K〉, XS5 = 〈α10(t) | t ∈ K〉,
XS2 = 〈α1(t), α2(u) | t, u ∈ K〉, XS6 = 〈α9(t) | t ∈ K〉,
XS3 = 〈α6(t), α11(u) | t, u ∈ K〉, XS7 = 〈α7(t) | t ∈ K〉,
XS4 = 〈α4(t), α8(u) | t, u ∈ K〉, XS8 = 〈α3(t) | t ∈ K〉.

Корневые подгруппы XSi
для 1 ≤ i ≤ 8 порождают максимальную унипотентную подгруп-

пу U группы G. Любой элемент u из U можно однозначно записать в виде u =
∏12

i=1 αi(ti),
где ti ∈ K. Подгруппа Бореля B = NG(U) группы G является полупрямым произведением
подгруппы U и подгруппы Картана H порядка (q − 1)2, изоморфной K∗ ×K∗. Множество π
простых корней содержится в объединении классов S2 и S8, поэтому в группе G имеется точно
две параболические максимальные подгруппы, содержащие B, а именно P1 = PS2 = 〈B,XS−2〉

и P2 = PS8 = 〈B,XS−8〉. Чтобы определить строение подгруппы U , приведем следующий пол-
ный список коммутаторных соотношений между элементами вида αi(t), где 1 ≤ i ≤ 12 и t ∈ K:

[α1(t), α3(u)] = α4(tu)α5(t
2θ+1u2θ)α7(t

2θ+2u)α11(t
4θ+3u2θ+1)α12(t

4θ+3u2θ+2),

[α1(t), α4(u)] = α5(tu
2θ)α6(t

2θu)α7(t
2θ+1u)α9(tu

2θ+1)α10(t
2θ+1u2θ+1)

× α11(t
2θ+2u2θ+1)α12(t

2θ+1u2θ+2),

[α1(t), α6(u)] = α7(tu), [α1(t), α10(u)] = α11(tu),

[α1(t), α8(u)] = α9(tu)α11(t
2θ+2u)α12(t

2θ+1u2θ),

[α1(t), α9(u)] = α10(t
2θu)α11(t

2θ+1u)α12(tu
2θ),

[α2(t), α3(u)] = α5(tu
2θ)α6(tu)α7(t

2θu)α8(tu
2θ+1)α9(t

2θu2θ+1),

[α2(t), α4(u)] = α7(tu)α11(t
2θu2θ+1)α12(tu

2θ+2),

[α2(t), α8(u)] = α10(tu)α11(t
2θu)α12(tu

2θ),

[α2(t), α9(u)] = α11(tu), [α3(t), α5(u)] = α8(tu),

[α3(t), α6(u)] = α8(t
2θu)α9(tu

2θ)α12(tu
2θ+1), [α3(t), α7(u)] = α9(t

2θu)α10(tu
2θ),

[α3(t), α11(u)] = α12(tu), [α4(t), α5(u)] = α9(tu),

[α4(t), α7(u)] = α10(t
2θu)α11(tu

2θ)α12(t
2θ+1u), [α4(t), α10(u)] = α12(tu),

[α5(t), α6(u)] = α10(tu), [α5(t), α7(u)] = α11(tu),

[α6(t), α9(u)] = α12(tu), [α7(t), α8(u)] = α12(tu),

[αi(t), αi(u)] = αj(i)(t
2θu+ tu2θ),

где j(i) = 2, 8, 12, 11 соответствуют i = 1, 4, 5, 6. Все другие коммутаторы [αi(t), αj(u)] равны 1.
Кроме того, αi(t)αi(u) = αi(t+ u)αj(i)(tu

2θ) для i = 1, 4, 5, 6.

Отметим, что этот список приведен в работе [16], но с ошибкой в формуле для коммутатора
[α2(t), α3(u)] (см. [14, c. 57]).



102 В.В.Кораблева

2. Доказательство теоремы

Опишем строение параболической максимальной подгруппы P1, используя ее разложе-
ние Леви P1 = U1L1, где U1 = 〈XSi

| i ∈ {1, 3, 4, . . . , 8}〉 — унипотентный радикал и L1 =
〈H,XS2 ,XS−2〉 — дополнение Леви в P1. Рассматривая только те коммутаторные соотношения,

в которых не встречаются множители α1(t) и α2(t), получаем, что U1
∼= 22n+1.24(2n+1).25(2n+1).

Подгруппа L1 изоморфна прямому произведению группы 2B2(q) и циклической группы по-
рядка q − 1 (см. [2]).

Пусть Y1 = 〈α12(t) | t ∈ K〉 и Y2 = 〈αi(ti) | ti ∈ K, i ∈ {8, 9, 10, 11, 12}〉. Тогда Y1 является
минимальной нормальной подгруппой, а Y2 — нормальной подгруппой в P1. Положим α−1(t) =
x−r3(t

θ)x−r2(t)x−r6(t
θ+1) и α−2(t) = x−r6(t

θ)x−r9(t). Действие (сопряжением) группы L1 на
фактор-группу Y2/Y1 задается следующими коммутаторными соотношениями (t, u ∈ K):

[α8(t), α1(u)]Y1 = α9(tu)α11(tu
2θ+2)Y1,

[α9(t), α1(u)]Y1 = α10(tu
2θ)α11(tu

2θ+1)Y1,

[α10(t), α1(u)]Y1 = α11(tu)Y1,

[α8(t), α2(u)]Y1 = α10(tu)α11(tu
2θ)Y1,

[α9(t), α2(u)]Y1 = α11(tu)Y1,

[α9(t), α−1(u)]Y1 = α8(tu)Y1,

[α10(t), α−1(u)]Y1 = α8(tu
2θ+1)α9(tu

2θ)Y1,

[α11(t), α−1(u)]Y1 = α8(tu
2θ+2)α10(tu)Y1,

[α10(t), α−2(u)]Y1 = α8(tu)Y1,

[α11(t), α−2(u)]Y1 = α8(tu
2θ)α9(tu)Y1,

поэтому L1 действует неприводимо на Y2/Y1. Получаем фрагмент Y2 > Y1 > 1 главного ряда
группы P1.

Действие (сопряжением) группы L1 на фактор-группу U1/Y2 задается следующими соот-
ношениями (t, u ∈ K):

[α3(t), α1(u)]Y2 = α4(tu)α5(t
2θu2θ+1)α7(tu

2θ+2)Y2,

[α4(t), α1(u)]Y2 = α5(t
2θu)α6(tu

2θ)α7(tu
2θ+1)Y2,

[α6(t), α1(u)]Y2 = α7(tu)Y2,

[α3(t), α2(u)]Y2 = α5(t
2θu)α6(tu)α7(tu

2θ)Y2,

[α4(t), α2(u)]Y2 = α7(tu)Y2,

[α4(t), α−1(u)]Y2 = α3(tu)Y2,

[α6(t), α−1(u)]Y2 = α3(tu
2θ+1)α4(tu

2θ)α5(t
2θu)Y2,

[α7(t), α−1(u)]Y2 = α3(tu
2θ+2)α5(t

2θu2θ+1)α6(tu)Y2,

[α6(t), α−2(u)]Y2 = α3(tu)Y2,

[α7(t), α−2(u)]Y2 = α3(tu
2θ)α4(tu)α5(t

2θu)Y2.

Это действие приводимо. Положим Y3 = 〈αi(ti) | ti ∈ K, i ∈ {5, 8, 9, 10, 11, 12}〉. Тогда под-
группа L1 нормализует Y3 и действует неприводимо на факторах U1/Y3 и Y3/Y2. Получаем
последний фрагмент U1 = Y4 > Y3 > Y2 главного ряда группы P1, лежащий в U1.

Рассмотрим другую параболическую максимальную подгруппу P2. Она имеет разложение
Леви P2 = U2L2, где U2 = 〈XSi

| i ∈ {1, 2, . . . , 7}}〉 и L2 = 〈H,XS8 ,XS−8〉. Рассматривая только
те коммутаторные соотношения, в которых не встречается множитель α3(t), получаем, что
L2

∼= GL2(q) и U2
∼= 22(2n+1).22n+1.22(2n+1).24(2n+1).22(2n+1) (см. [3]).
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Из коммутаторных соотношений в группе U2 следует, что подгруппа Y1 = 〈αi(ti) | ti ∈

K, i ∈ {11, 12}〉 является нормальной подгруппой в P2. Положим α−3(t) = x−r4(t
θ)x−r1(t).

Действие группы L2 на Y1 задается двумя соотношениями (t, u ∈ K)

[α11(t), α3(u)] = α12(tu), [α12(t), α−3(u)] = α11(tu).

Это действие неприводимо. Получаем фрагмент Y1 > 1 главного ряда группы P2.

Приведем нетривиальные коммутаторные соотношения в фактор-группе U2/Y1 (t, u ∈ K):

[α1(t), α4(u)]Y1 = α5(tu
2θ)α6(t

2θu)α7(t
2θ+1u)α9(tu

2θ+1)α10(t
2θ+1u2θ+1)Y1,

[α1(t), α6(u)]Y1 = α7(tu)Y1, [α1(t), α8(u)]Y1 = α9(tu)Y1,

[α1(t), α9(u)]Y1 = α10(t
2θu)Y1, [α2(t), α4(u)]Y1 = α7(tu)Y1,

[α2(t), α8(u)]Y1 = α10(tu)Y1, [α4(t), α5(u)]Y1 = α9(tu)Y1,

[α4(t), α7(u)]Y1 = α10(t
2θu)Y1, [α5(t), α6(u)]Y1 = α10(tu)Y1,

[α1(t), α1(u)]Y1 = α2(t
2θu+ tu2θ)Y1, [α4(t), α4(u)]Y1 = α8(t

2θu+ tu2θ)Y1 и

α1(t)α1(u)Y1 = α1(t+ u)α2(tu
2θ)Y1, α4(t)α4(u)Y1 = α4(t+ u)α8(tu

2θ)Y1.

Рассмотрим подгруппу Y2 = 〈αi(ti) | ti ∈ K, i ∈ {10, 11, 12}〉. Фактор-группа Y2/Y1 является
минимальной нормальной подгруппой в P2/Y1. Получаем фрагмент Y2 > Y1 главного ряда
группы P2.

Приведем нетривиальные соотношения в фактор-группе U2/Y2 (t, u ∈ K):

[α1(t), α4(u)]Y2 = α5(tu
2θ)α6(t

2θu)α7(t
2θ+1u)α9(tu

2θ+1)Y2,

[α1(t), α6(u)]Y2 = α7(tu)Y2, [α1(t), α8(u)]Y2 = α9(tu)Y2,

[α2(t), α4(u)]Y2 = α7(tu)Y2, [α4(t), α5(u)]Y2 = α9(tu)Y2,

[α1(t), α1(u)]Y2 = α2(t
2θu+ tu2θ)Y2, [α4(t), α4(u)]Y2 = α8(t

2θu+ tu2θ)Y2 и

α1(t)α1(u)Y2 = α1(t+ u)α2(tu
2θ)Y2, α4(t)α4(u)Y2 = α4(t+ u)α8(tu

2θ)Y2.

Рассмотрим нормальную в P2 подгруппу Y3 = 〈αi(ti) | ti ∈ K, i ∈ {7, 9, 10, 11, 12}〉. Действие
группы L2 на Y3/Y2 задается соотношениями (t, u ∈ K)

[α7(t), α3(u)]Y2 = α9(tu
2θ)Y2, [α9(t), α−3(u)]Y2 = α7(tu)Y2.

Это действие неприводимо. Получаем фрагмент Y3 > Y2 главного ряда группы P2.

Приведем нетривиальные коммутаторные соотношения в фактор-группе U2/Y3 (t, u ∈ K):

[α1(t), α4(u)]Y3 = α5(tu
2θ)α6(t

2θu)Y3, [α1(t), α1(u)]Y3 = α2(t
2θu+ tu2θ)Y3,

[α4(t), α4(u)]Y3 = α8(t
2θu+ tu2θ)Y3 и

α1(t)α1(u)Y3 = α1(t+ u)α2(tu
2θ)Y3, α4(t)α4(u)Y3 = α4(t+ u)α8(tu

2θ)Y3.

Рассмотрим подгруппу Y4 = 〈αi(ti) | ti ∈ K, i ∈ {2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}〉, нормальную в P2.
Неприводимое действие L2 на фактор-группу Y4/Y3 задается соотношениями (t, u ∈ K)

[α2(t), α3(u)]Y3 = α5(tu
2θ)α6(tu)α8(tu

2θ+1)Y3, [α6(t), α3(u)]Y3 = α8(tu
2θ)Y3,

[α5(t), α3(u)]Y3 = α8(tu)Y3, [α5(t), α−3(u)]Y3 = α2(tu
2θ)Y3,

[α6(t), α−3(u)]Y3 = α2(tu)Y3, [α8(t), α−3(u)]Y3 = α2(tu
2θ+1)α5(tu)α6(tu

2θ)Y3.

Получаем фрагмент Y4 > Y3 главного ряда группы P2.
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Главные факторы параболических максимальных подгрупп в 2F4(2
2n+1)

Pk Yj+1/Yj αi(ti) : Yj+1/Yj =
∏

i〈αi(ti) | ti ∈ K〉Yj/Yj

P1 Y4/Y3 α3(t3), α4(t4), α6(t6), α7(t7)

P1 Y3/Y2 α5(t5)

P1 Y2/Y1 α8(t8), α9(t9), α10(t10), α11(t11)

P1 Y1/1 α12(t12)

P2 Y5/Y4 α1(t1), α4(t4)

P2 Y4/Y3 α2(t2), α5(t5), α6(t6), α8(t8)

P2 Y3/Y2 α7(t7), α9(t9)

P2 Y2/Y1 α10(t10)

P2 Y1/1 α11(t11), α12(t12)

Подгруппа U2/Y4 нормальна в P2/Y4. Неприводимое действие группы L2 на эту подгруппу
задается двумя коммутаторными соотношениями (t, u ∈ K)

[α1(t), α3(u)]Y4 = α4(tu)Y4, [α4(t), α−3(u)]Y4 = α1(tu)Y4,

а U2 = Y5 > Y4 — последний фрагмент главного ряда группы P2, содержащийся в унипотент-
ном радикале U2.

Утверждение теоремы о нижнем центральном ряде группы Uk легко следует из приведен-
ных выше рассуждений.

Теорема доказана.

Занесем полученные при доказательстве теоремы результаты в таблицу (см. выше). Во вто-
ром столбце таблицы укажем главные факторы Yj+1/Yj фрагмента главного ряда, входящего
в унипотентный радикал, каждой параболической максимальной подгруппы Pk, указанной в
первом столбце. Третий столбец нашей таблицы содержит порождающие элементы αi(ti)Yj

главного фактора Yj+1/Yj =
∏

i UiYj/Yj , где Ui = 〈αi(t) | t ∈ K〉.
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ВОПРОСЫ СТРОЕНИЯ КОНЕЧНЫХ ПОЧТИ-ПОЛЕЙ

О.В.Кравцова, В.М.Левчук

Полуполем называют простое кольцо, в котором ненулевые элементы по умножению образуют лупу.
К более общему понятию квазиполя (в случае ассоциативного кольца — почти-поля) приходим, ослабляя
двустороннюю дистрибутивность до односторонней. Исследуемые вопросы строения конечных полуполей
и квазиполей изучались в различных ситуациях уже давно. В последние годы они отмечались явно в ряде
статей. Ранее эти вопросы были решены для полуполей Кнута — Ру́а и Хентзела — Ру́а — контрпримеры
порядков 32 и 64 к известной гипотезе Венэ. Для описания некоторых квазиполей малых порядков исполь-
зовались также методы компьютерной алгебры. Известно, что центр конечного полуполя всегда содержит
простое подполе. Авторы показывают, что центр конечного почти-поля Q содержит простое подполе P
кроме четырех почти-полей Цассенхауза порядков 52, 72, 112, 292. Ядро почти-поля Q всегда содержит P .
При достаточно общих условиях перечислены максимальные подполя конечного почти-поля. Группы ав-
томорфизмов почти-поля Q и его мультипликативной группы Q∗ были найдены ранее. Метацикличность
группы Q∗ позволяет выписать явно спектр групповых порядков ее элементов.

Ключевые слова: квазиполе, полуполе, почти-поле, максимальное подполе, спектр.

O. V.Kravtsova, V.M. Levchuk. Questions of the structure of finite near-fields.

A semifield is a simple ring in which nonzero elements with respect to multiplication form a loop. Weakening
distributivity from two-sided to one-sided yields the more general notion of quasifield (near-field under the
condition of associativity). Problems of the structure of finite semifields and quasifields have been studied in
various cases for a long time. In recent years, they have been mentioned in a number of papers. These problems
were solved earlier for Knuth–Rúa and Hentzel–Rúa semifields, which are counterexamples of orders 32 and 64
to Wene’s known hypothesis. The methods of computer algebra were used to describe some quasifields of small
orders. It is known that the center of a finite semifield always contains the prime subfield. We show that the
center of a finite near-field Q contains the prime subfield P except for Zassenhaus’ four near-fields of orders 52,
72, 112, and 292. The kernel of a near-field Q always contains P . The maximal subfields of a finite near-field
are enumerated under sufficiently general conditions. The automorphism groups of a near-field Q and of its
multiplicative group Q∗ were found earlier. The group Q∗ is metacyclic, which makes it possible to explicitly
find the spectrum of group orders of its elements.
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Введение

Полуполе (квазитело в терминологии Куроша [1]) — это простое кольцо, в котором ненуле-
вые элементы по умножению образуют лупу. К более общему понятию квазиполя приходим,
ослабляя двустороннюю дистрибутивность до односторонней. Тесно связанные исследования
проективных плоскостей трансляций и координатизирующих квазиполей проводятся уже бо-
лее века (Диксон [2], Веблен и Маклаган Веддерберн [3]; см. также [4; 5]).

Следующие вопросы структурного строения конечных полуполей и квазиполей исследова-
лись в различных ситуациях уже давно и записаны в [6].

(A) Перечислить максимальные подполя, найти их число и возможные порядки.

(B) Выявить конечные квазиполя Q с неоднопорожденной лупой Q∗.

Г и п о т е з а: лупа Q∗ всякого конечного полуполя Q однопорождена.

(C) Выявить, какие возможны спектры лупы Q∗ конечного полуполя и квазиполя Q.
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(D) Найти порядок группы автоморфизмов.

Эти вопросы исследовались для полуполей порядка 16 — наименьший порядок собствен-
ных полуполей (т. е. не являющихся полем), полуполей Кнута — Ру́а и Хентзела — Ру́а —
контрпримеры порядков 32 и 64 к гипотезе Венэ [7], для других квазиполей малых порядков
(см. также [6]).

Целочисленные кратные единицы каждого конечного квазиполя естественно образуют его
простое подполе (см. лемму 1 в разд. 1). Известно, что в случае полуполя простое подполе
всегда лежит в центре. Оказывается, это не всегда верно даже в ассоциативном квазиполе
(почти-поле). Все исключения перечисляет теорема 1. Она выявляет взаимосвязи центра,
ядра и простого подполя для всех конечных почти-полей.

Вопросы (А)–(D) для конечных почти-полей удается в основном решить в разд. 2 и 3
(см. теоремы 2–4). Мы опираемся прежде всего на результаты Цассенхауза [8].

1. Почти-поля и 2-транзитивные группы

Отказ в определении поля от коммутативности приводит к понятию тела; отказываясь
и от ассоциативности, приходят к понятию полуполя. К более общему понятию приводит
ослабление двусторонней дистрибутивности до односторонней.

О п р е д е л е н и е. Множество Q = (Q,+, ·) с бинарными операциями сложения + и
умножения · называют правым квазиполем, если выполняются следующие аксиомы:

1) Q+ = (Q,+) — абелева группа;

2) Q∗ = (Q\{0}, ·) — лупа;

3) x · 0 = 0 для любого x ∈ Q;

4) правый дистрибутивный закон (x+ y) · z = x · z + y · z для любых x, y, z ∈ Q;

5) если a, b, c ∈ Q и a 6= b, то уравнение x · a = x · b+ c однозначно разрешимо в Q.

Левое квазиполе определяют аналогично. Из аксиом 1 и 4 вытекает равенство 0 ·x = 0. Для
конечного правого квазиполя аксиома 5 следует из аксиом 1–4 (Хьюз и Пайпер [4, теорема 7.3]).
Напомним, что множество L с бинарной операцией · называется лупой, если в L существует
нейтральный элемент и уравнения a · x = b и x · a = b однозначно разрешимы при любых
a, b ∈ L, [1; 9]. В частности, группа — это ассоциативная лупа.

В следующем известном утверждении [6, предложение 1] с доказательством в [10, лемма 2])
в любом квазиполе выделяется подкольцо, которое образуют целочисленные кратные единицы

ke := e+ e+ . . . + e︸ ︷︷ ︸
k раз

= ek, (−k)e := −(ke) = e(−k) (k > 0), 0e = 0 = e0.

Лемма 1. Пусть Q — правое квазиполе с единицей e. Тогда

(i) отображение π : k → ke (k ∈ Z) есть гомоморфизм кольца Z в Q;
(ii) Q — левый π(Z)-модуль, и либо π(Z) ≃ Z, либо π(Z) ≃ Zp для некоторого простого

числа p.

В силу леммы 1 понятие характеристики поля переносится на квазиполя. Если харак-
теристика p = char Q квазиполя Q положительна, то π(Z) является единственным минималь-
ным в Q (и простым) подполем и π(Z) ∼= Zp. Любое полуполе есть кольцо и поэтому двусторон-
ний π(Z)-модуль. Как следствие леммы 1 вытекает известное утверждение [5, замечание 5.56]:
в конечном полуполе простое подполе всегда лежит в центре. Это не всегда так даже в
ассоциативном (правом) квазиполе, называемом почти-полем.

Центр Z(Q) почти-поля Q определяется равенством Z(Q) = {x ∈ Q : xy = yx ∀y ∈ Q}.
Левый дистрибутивный закон в почти-поле не обязан выполняться. Ядром почти-поля Q на-
зывают множество K(Q) элементов x ∈ Q, которые можно выносить за знак любой суммы
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произведений, где x участвует как общий левый множитель слагаемых:

K(Q) = {x ∈ Q : x(y + z) = xy + xz ∀y, z ∈ Q}.

Основной в этом разделе является теорема 1.

Далее для доказательства теоремы 1 и в следующих разделах нам потребуются некоторые
известные понятия и результаты о конечных почти-полях.

Все конечные почти-поля описал в 1936 г. Цассенхауз [8], связывая с каждым из них опреде-
ленную 2-транзитивную группу (см. также [9, гл. 20]). Группу G подстановок множества Ω
называют 2-транзитивной, если любая пара символов из Ω переводится подходящей подста-
новкой T ∈ G в фиксированную (произвольно) пару символов из Ω. Если каждая такая подста-
новка T определена однозначно, группу G называют точно 2-транзитивной. В этом случае
группе G в [8] сопоставлена алгебраическая система K = (Ω,+, ·) с нулем 0 и единицей 1:

a+ 0 = a = 0 + a, a0 = 0 = 0a, a1 = a = 1a (a ∈ Ω).

Подстановки в G, переставляющие все символы, образуют вместе с единичной подстановкой
нормальную абелеву подгруппу A, транзитивную на Ω. Через M обозначается стабилизатор
символа 0. Сумма y + b = z в Ω и произведение xm = t ненулевых элементов в Ω корректно
определяются выбором подстановок соответственно

(
0 . . . y . . .
b . . . z . . .

)
∈ A и

(
0 1 . . . x . . .
0 m . . . t . . .

)
∈ M.

Согласно [9, теорема 20.7.1] K = (Ω,+, ·) есть почти-поле, причем K∗ := (K \ {0}, ·) ≃ M и
(K,+) ≃ A, а группа преобразований y = xm + b, m 6= 0, изоморфна G. Обратно, указанные
преобразования любого конечного почти-поля K образуют точно 2-транзитивную группу.

Известный способ построения конечного почти-поля как специального расширения его цен-
тра GF (q) (поле Галуа порядка q) впервые начал применять еще Диксон. Это расширение,
построенное на аддитивной группе (GF (qn),+), характеризуется порядком q центра и степе-
нью n (пара Диксона), которые выбирают произвольно с условиями:

1) каждый простой делитель числа n делит q − 1;

2) если q ≡ 3 (mod 4), то n 6≡ 0 (mod 4).
Построенные конструкцией Диксона — Цассенхауза почти-поля порядка qn с центром

GF (q) называют почти-полями Диксона. По теореме Цассенхауза [8; 9, теорема 20.7.2] все

конечные почти-поля Q исчерпываются почти-полями Диксона и, кроме того, семью исклю-

чительными почти-полями порядка p2 для простых чисел p = 5, 7, 11 (два почти-поля),
23, 29, 59.

Известно и строение силовских подгрупп в Q∗ [9, лемма 20.7.К4]: силовская r-подгруппа Sr

группы Q∗ является циклической или при r = 2 (обобщенной) кватернионной группой.

Теорема 1. В конечном почти-поле центр и ядро совпадают, являются подполями и

содержат простое подполе. Исключения составляют точно четыре почти-поля Q, для кото-

рых порядки |Q| равны 52, 72, 112 и 292, порядки центров Z(Q∗) группы Q∗ равны 2, 2, 2 и 14
соответственно, а ядро K(Q) есть простое подполе.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно [4, теорема 7.2], что ядро любого квазиполя есть тело.
Следовательно, в конечном почти-поле Q ядро является подполем и содержит простое подполе.
Непосредственно из определений ядра и центра получаем также включение Z(Q) ⊆ K(Q).

Для почти-полей Диксона, по построению, центр является подполем и содержит простое
подполе, а согласно [8; 11, § 2] ядро и центр совпадают.

Исключительным почти-полям Q порядка p2 (почти-поля Цассенхауза) присваиваем один
из типов I–VII соответственно нумерации после теоремы 20.7.2 в [9]. В каждом из них ядро,
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Т а б л и ц а 1

Исключительные почти-поля Q

Тип Q |Q| Q∗ |Z(Q∗)| |S2|

I 52 SL(2, 3) 2 8

II 112 SL(2, 3) × Z
+
5 10 8

III 72 2O 2 16

IV 232 2O × Z
+
11 22 16

V 112 SL(2, 5) 2 8

VI 292 SL(2, 5) × Z
+
7 14 8

VII 592 SL(2, 5) × Z
+
29 58 8

очевидно, совпадает с простым подполем P = π(Z) ≃ Zp. Силовская 2-подгруппа S2 мульти-
пликативной группы Q∗ является (обобщенной) кватернионной порядка 16 или 8, имеет един-
ственную инволюцию и центр Z(S2) порядка 2. При |Q| = 72 группа Q∗ порядка 48 представля-
ется бинарной октаэдральной группой [12, § 6.5], обозначаемой через 2O.

Отраженное в [9] строение группы Q∗ и ее центра резюмируется в табл. 1.
Для почти-полей Q типа II, IV и VII порядок центра Z(Q∗) мультипликативной группы Q∗

совпадает с |P ∗| = p− 1. Поэтому P ∗ = Z(Q∗) и P — центр Z(Q) почти-поля Q. В остальных
четырех случаях имеем |Z(Q∗)| < p− 1, и поэтому центр Z(Q) почти-поля Q лежит в простом
подполе P , но не совпадает с ним. В частности, вопрос о равенстве простого подполя и центра
решается по-разному для двух почти-полей порядка 112 — типа II и V.

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е. Т.Н.Яковлева [10] редуцировала утверждение теоремы о связи просто-
го подполя и центра к семи почти-полям Цассенхауза. Она же исследовала исключительное
почти-поле порядка 52 [10, пример 1], а одна из авторов статьи О.В.Кравцова — порядка 292.
Для остальных пяти почти-полей теорема доказана совместно тремя авторами.

2. Максимальные подполя конечного почти-поля

Исследуем вопрос (A) описания максимальных подполей для конечных почти-полей. Прос-
тое подполе является единственным максимальным подполем в почти-поле характеристики p
и порядка pr для любого простого числа r в силу [10, теорема 3] (при r = 2 — по теореме 1).
Поэтому вопрос (A) редуцируется к почти-полям Диксона.

Класс всех почти-полей Диксона порядка qn с центром GF (q), где q = pl для простого
числа p и l > 1, обозначают через DF (q, n). Отметим, что на под-почти-поля почти-поля Q ∈

DF (q, n) переносится известное соответствие между подполями конечного поля и делителями
степени его расширения над простым подполем. В силу основной теоремы Данкс в [13] и
[14, лемма 1.2] это обобщенное соответствие можно представить следующей леммой.

Лемма 2. Для любого под-почти-поля H почти-поля Q ∈ DF (pl, n) существуют на-

туральные числа h и j такие, что h | (ln), 0 < j ≤ n, |H| = ph, H ∈ DF (pz, h/z) для

z = НОД(jl, h), причем

j ≡
pln − 1

ph − 1
(mod n). (2.1)

Обратно: если h | (ln), то Q ∈ DF (pl, n) имеет единственное под-почти-поле H порядка ph.

Выделим случай коммутативных под-почти-полей, или равносильно, подполей.

Следствие. Под-почти-поле H порядка ph почти-поля Q ∈ DF (pl, n) есть подполе тогда

и только тогда, когда h делит произведение l · НОД(j, n), где j определено в (2.1).
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Известно (Фелгнер, [11, теорема 2.1]), что в почти-поле Q максимальное подполе M(Q),
содержащее Z(Q), единственно. В следующей теореме мы выявляем как меняются пары Дик-
сона (q, n) при переходе к максимальному под-почти-полю и вместе с тем находим явно поря-
док максимального подполя M(Q). Запишем каноническое разложение числа n и определим
число λ

n = pn1
1 pn2

2 . . . pnr

r , λ = p
[n1/2]
1 p

[n2/2]
2 . . . p[nr/2]

r . (2.2)

Теорема 2. Пусть H — под-почти-поле порядка ph почти-поля Q ∈ DF (q, n), q = pl и

h = ln/pi для некоторого pi из (2.2). Тогда H ∈ DF (q, n/pi) при ni = 1 и H ∈ DF (qpi , n/p2i ) при

ni > 1. Кроме того, под-почти-поле порядка qλ в Q является единственным максимальным

подполем в Q, содержащим Z(Q).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу [15, лемма 2.3] для любой пары Диксона (q, n) имеем

qn − 1

qm − 1
≡

n

m
(mod n) ∀m | n.

Если ni = 1, то для числа n′ = n/pi получаем равенства h = ln′ и НОД(pi, n
′) = 1.

Учитывая соответствие из леммы 2, имеем

pln − 1

pln′

− 1
≡

n

n′
≡ pi (mod n),

z = НОД(lpi, ln
′) = l · НОД(pi, n

′) = l,
h

z
= n′, H ∈ DF (pl, n/pi).

Пусть ni > 1. Положим n′ = n/p2i . Тогда h = lpin
′ и с помощью леммы 2 получаем

pln − 1

plpin′

− 1
(mod n) ≡

n

pin′
≡ pi (mod n),

z = НОД(lpi, lpin
′) = lpi,

h

z
= n′, H ∈ DF

(
plpi, n/p2i

)
.

Построим теперь убывающую последовательность под-почти-полей

H0 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ . . . , где |Hi| = phi , h0 = ln и hi+1/hi — простые числа, (2.3)

начинающуюся с H0 = Q. Вначале выполним k1 = [(n1 + 1)/2] шагов, переходя от Hi к Hi+1

с простым числом hi+1/hi = p1 из (2.2). Применяя доказанное первое утверждение теоремы,
получаем под-почти-поле

Hk1 ∈ DF
(
qp

[n1/2]
1 , n/(pn1

1 )
)
.

Затем выполним k2 = [(n2 + 1)/2] переходов от Hi к Hi+1 с простым числом hi+1/hi = p2.
Аналогично получим

Hk1+k2 ∈ DF
(
qp

[n1/2]
1 p

[n2/2]
2 , n/(pn1

1 pn2
2 )

)
.

Итак, степень под-почти-поля Hk1+k2 над его центром получаем из степени n в разложе-
нии (2.2), отбрасывая все простые сомножители p1 и p2. Ясно, что Z(Q) ⊆ Z(Hk1) ⊆ Z(Hk1+k2).

Продолжая процесс, через k = k1 + k2 + · · · + kr шагов приходим к под-почти-полю Hk,
соответствующему паре Диксона (qλ, 1). Поэтому Hk совпадает со своим центром Z(Hk) и, в
частности, является подполем. Утверждение единственности в лемме 2 показывает, что под-
поле Hk не зависит от последовательности переходов в нашем построении. С другой стороны,
Z(Hi) 6= Hi при i < k для любой последовательности (2.3) от H0 = Q до Hk. Следовательно,
Hk — единственное максимальное подполе в Q, содержащее центр Z(Q).

Теорема доказана.

Через π(m) обозначим множество простых делителей числа m.
В связи с вопросом (A) нас интересует каждое под-почти-поле Hi в (2.3), являющееся

подполем, с наименьшим номером i для данной последовательности. В силу теоремы 2 изуче-
ния требует случай, когда hi/hi+1 6∈ π(n).
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Теорема 3. Пусть H — под-почти-поле порядка pl
′n почти-поля Q ∈ DF (pl, n). Тогда

(i) если НОД(l/l′, n) = 1 и n|(pl
′n − 1), то H ∈ DF (pl

′

, n);

(ii) если n просто и не делит pl
′n − 1, то H есть подполе.

Кроме того, если пересечение π(n) ∩ π(p− 1) пусто, l — простое число и l не делит n, то Q
имеет точно два максимальных подполя — M(Q) и подполе порядка pn.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Полагая k = l/l′, имеем

pln − 1

pl′n − 1
= pl

′n(k−1) + pl
′n(k−2) + · · ·+ 1.

Если pl
′n ≡ 1(mod n), то сравнение (2.1) дает сравнение j ≡ k(mod n), и в силу леммы 2

z = НОД(jl, l′n) = НОД(k2l′, l′n) = l′, H ∈ DF (pl
′

, n).

Таким образом, утверждение (i) доказано. Если n не делит pl
′n−1, то для простого n получим

j = n и z = l′n. Отсюда H ∈ DF (pl
′n, 1), т. е. H — подполе, что доказывает (ii).

Докажем последнее утверждение теоремы. Пусть l — простое число, не делящее n. Если
под-почти-поле H порядка pn не коммутативно, то H ∈ DF (pn/k, k) для некоторого делителя k
числа n. Тогда каждый простой делитель pi числа k делит числа pn/k − 1 и pl − 1 в силу
определения пары Диксона. Следовательно, pi делит и число pd − 1, где d = НОД(l, n/k) = 1;
что противоречит условию pi 6∈ π(p− 1). Поэтому под-почти-поле H коммутативно и является
подполем. Его максимальность следует из простоты числа l.

Пусть теперь P — любое другое максимальное подполе в Q. Его порядок равен plk для
некоторого делителя k числа n. Тогда по следствию на с. 254 в [15] P содержит центр почти-
поля Q и по теореме 2 совпадает с M(Q).

Теорема доказана.

П р и м е р 1. Условие π(n) ∩ π(p− 1) = ∅ в теореме 3 существенно. Например, в почти-
поле Q ∈ DF (53, 2) центр Z(Q) является единственным максимальным подполем. Действи-
тельно, Q имеет под-почти-поле H порядка 52 по лемме 2. Однако H не является подполем,
поскольку

56 − 1

52 − 1
= 54 + 52 + 1 ≡ 1(mod 2), j = 1, z = НОД(3, 2) = 1, H ∈ DF (51, 2).

Отметим, что для другого почти-поля P ∈ DF (52, 3) того же порядка 56 условие теоремы 3 вы-
полнено, и поэтому P содержит точно два максимальных подполя, их порядки равны 53 и 52.

П р и м е р 2. Решетку под-почти-полей произвольного почти-поля порядка 260 из класса
DF (24, 15) находим, используя теоремы 2 и 3 (см. рисунок ниже); это почти-поле имеет три
максимальных подполя, их порядки равны 215, 210 и 24. С другой стороны, почти-поле Q ∈

DF (24, 45) порядка 2180 имеет три максимальные под-почти-поля

H ∈ DF (210, 9), P ∈ DF (24, 9), S ∈ DF (212, 5).

Их попарные пересечения дают три предмаксимальных (т. е. максимальных в максимальных)
под-почти-поля, из которых два — H ∩S = M(H) и P ∩S = M(P ) = M(S) — являются макси-
мальными в Q подполями порядков 230 и 212 соответственно. Из двух оставшихся предмакси-
мальных под-почти-полей одно (максимальное в H) порядка 245 дает последнее максимальное
в Q подполе.
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3. Мультипликативная группа и автоморфизмы конечного почти-поля

Исследуем вопросы (B)–(D) для конечных почти-полей.

Для решения вопроса (B) достаточно заметить, что если лупа Q∗ почти-поля Q однопорож-
дена, то она является циклической группой и поэтому почти-поле Q коммутативно. Отсюда
сразу вытекает

Лемма 3. Почти-поле Q является полем, если его лупа (Q∗, ·) однопорождена.

Для определения строения группы Q∗ конечного почти-поля Q Цассенхауз [8] существенно
использовал следующее свойство (см. также [9, лемма 20.7.К3]): если числа q и s простые, то

подгруппы порядков q2 и qs группы Q∗ циклические.

Строение мультипликативных групп Q∗ семи исключительных почти-полей Цассенхауза
отражено выше в табл. 1. Для почти-полей Диксона в [8] (см. также [16, предложения 1, 2; 17,
теорема IV.1.5]) наряду с цикличностью центра Z(Q∗) и фактор-группы Q∗/Z(Q∗) (метацик-
личность группы Q∗) установлена

Лемма 4. Мультипликативная группа Q∗ конечного почти-поля Диксона Q ∈ DF (q, n)
есть метациклическая двупорожденная группа:

Q∗ = 〈a, b | am = 1, bn = at, bab−1 = aq〉, где m =
qn − 1

n
и t =

m

q − 1
. (3.1)

Кроме того, Z(Q∗) = 〈at〉 и НОД (n, t) = НОД (q − 1, t) ≤ 2.

Как показано в [16, предложение 3], условие НОД(q − 1, t) = 1 равносильно цикличности
силовской 2-подгруппы в Q∗.

П р и м е р 3. Если Q ∈ DF (7, 2), то силовская 2-подгруппа Q∗ есть обобщенная кватерни-
онная группа порядка 16, а для Q ∈ DF (5, 2) — циклическая группа порядка 8.

Вопрос (C) о спектре порядков элементов группы Q∗ в обозначениях (3.1) решает следу-
ющая теорема.
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Теорема 4. Пусть Q ∈ DF (q, n) — почти-поле Диксона, Q∗ — его мультипликативная

группа. Тогда спектр группы Q∗ состоит из всех делителей числа m =
qn − 1

n
и всех дели-

телей z числа qn − 1, минимальных с условием

m
∣∣
(
k
qzs − 1

qs − 1
+

zst

n

)
, k = 0, 1, . . . ,m− 1, s = 1, 2, . . . , n− 1. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Найдем порядки элементов в мультипликативной группе Q∗

почти-поля Диксона Q ∈ DF (q, n). Используя ее определяющие соотношения (3.1) и фактори-
зацию Q∗ = 〈a〉〈b〉, получаем

bakb−1 = akq, b2ab−2 = aq
2
, . . . , bsab−s = aq

s

, bsakb−s = akq
s

,

(akbs)(akbs) = ak(bsakb−s)b2s = ak(1+qs)b2s.

Поэтому для произвольных k и s из (3.2) имеем (akbs)z = ak(1+qs+q2s+···+q(z−1)s)bzs.

Если (akbs)z = 1, то ak(1+qs+q2s+···+q(z−1)s)bzs = 1. Деление zs на n с остатком дает zs =
nu+ r, 0 ≤ r < n, так что

ak(1+qs+q2s+···+q(z−1)s)bnu+r = 1,

и, следовательно, ak(1+qs+q2s+···+q(z−1)s)+tu = b−r. Учитывая соотношения bn = at и r < n,
получаем r = 0, и, следовательно,

u =
zs

n
и ak(1+qs+q2s+···+q(z−1)s)+tu = 1.

Таким образом, порядок элемента akbs 6= 1 — это наименьшее натуральное число z, удовле-
творяющее условию (3.2) и делящее qn − 1.

Теорема доказана.

П р и м е р 4. Проиллюстрируем теорему на примере почти-поля Q ∈ DF (5, 2), где

Q∗ = {akbs | k = 0, 1, . . . , 11, s = 0, 1}, m = 12, t = 3, a12 = 1, b2 = a3, bab−1 = a5.

Для произвольного элемента akb ∈ 〈a〉b условие (3.2) принимает вид

12
∣∣
(k(5z − 1)

4
+

3z

2

)
,

получаем z = |akb| = 8. Поэтому спектр группы Q∗ получается присоединением числа 8 к спек-
тру циклической группы 〈a〉 порядка 12, т. е. равен {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12}. Отметим для сравнения,
что спектр мультипликативной группы почти-поля Цассенхауза H порядка 25 совпадает со
спектром группы SL(2, 3), то есть равен {1, 2, 3, 4, 6}. Подробнее см. табл. 2.

В связи с вопросом (D) отметим, что группу автоморфизмов конечного почти-поля Q
описал Цассенхауз. В случае Q ∈ DF (3, 2) имеем AutQ ≃ S3; для других почти-полей Дик-
сона Q ∈ DF (pl, n) группа AutQ есть циклическая группа порядка ln/g, где g — порядок
p по модулю n [8, предложение 18]. Бойкетт и Хауэлл [18] описали группу Aut Q∗. Группы
автоморфизмов для семи исключительных почти-полей Цассенхауза (см. табл. 1) отражает
табл. 3.

Т а б л и ц а 2

Число элементов порядка z группы K∗ почти-полей K порядка 25

Порядок z элемента 1 2 3 4 6 8 12

Случай K = Q 1 1 2 2 2 12 4

Случай K = H 1 1 8 6 8 0 0
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Т а б л и ц а 3

Автоморфизмы исключительных почти-полей Q

Тип |Q| Q∗ Aut(Q∗) |Aut(Q)|

I 52 SL(2, 3) S4 4

II 112 SL(2, 3) × Z
+
5 S4 × Z

+
4 2

III 72 2O S4 × Z
+
2 3

IV 232 2O × Z
+
11 S4 × Z2 × Z

+
10 1

V 112 SL(2, 5) S5 5

VI 292 SL(2, 5) × Z
+
7 S5 × Z

+
6 2

VII 592 SL(2, 5) × Z
+
29 S5 × Z

+
28 1
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 25 № 4 2019

УДК 519.145

ПОЛУПОЛЕВЫЕ ПЛОСКОСТИ РАНГА 2, ДОПУСКАЮЩИЕ ГРУППУ S3
1

О. В.Кравцова, Т. В.Моисеенкова

Одна из классических задач проективной геометрии — построение объекта по известным ограниче-
ниям на его автоморфизмы. Рассматриваются конечные проективные плоскости, координатизируемые
полуполем, т. е. алгебраической системой, удовлетворяющей аксиомам тела, за исключением ассоциатив-
ности умножения. Такая плоскость является плоскостью трансляций и обладает также транзитивной
группой элаций с аффинной осью. Пусть π — полуполевая плоскость порядка p2n с ядром, содержащим
GF (pn) (p — простое число), группа линейных автотопизмов которой содержит подгруппу H, изоморф-
ную симметрической группе S3. Для построения и исследования таких плоскостей применяется подход с
использованием линейного пространства и регулярного множества — специального семейства линейных
преобразований. Построено матричное представление подгруппы H и регулярного множества полуполевой
плоскости для p = 2 и p > 2. Изучена возможность присутствия центральных коллинеаций в подгруппе H.
Показано, что полуполевая плоскость порядка 32n с ядром GF (3n) не допускает S3 в группе линейных
автотопизмов. Найдены примеры полуполевых плоскостей порядков 16 и 625, допускающих S3. Полу-
ченные результаты могут быть обобщены на случай полуполевых плоскостей ранга более двух и могут
быть использованы, в частности, при исследовании известной гипотезы о разрешимости полной группы
коллинеаций конечной недезарговой полуполевой плоскости.

Ключевые слова: полуполевая плоскость, группа автотопизмов, симметрическая группа, бэровская ин-
волюция, гомология, регулярное множество.

O. V.Kravtsova, T.V.Moiseenkova. Semifield planes of rank 2 admitting the group S3.

One of the classical problems in projective geometry is to construct an object from known constraints on its
automorphisms. We consider finite projective planes coordinatized by a semifield, i.e., by an algebraic system
satisfying all axioms of a skew-field except for the associativity of multiplication. Such a plane is a translation
plane admitting a transitive elation group with an affine axis. Let π be a semifield plane of order p2n with a
kernel containing GF (pn) for prime p, and let the linear autotopism group of π contain a subgroup H isomorphic
to the symmetric group S3. For the construction and analysis of such planes, we use a linear space and a spread
set, which is a special family of linear mappings. We find a matrix representation for the subgroup H and for
the spread set of a semifield plane if p = 2 and if p > 2. We also study the existence of central collineations
in H. It is proved that a semifield plane of order 32n with kernel GF (3n) admits no subgroups isomorphic to S3

in the linear autotopism group. Examples of semifield planes of order 16 and 625 admitting S3 are found. The
obtained results can be generalized for semifield planes of rank greater than 2 and can be applied, in particular,
for studying the known hypothesis that the full collineation group of any finite non-Desarguesian semifield plane
is solvable.

Keywords: semifield plane, autotopism group, symmetric group, Baer involution, homology, spread set.

MSC: 51A35, 51A40, 20B25

DOI: 10.21538/0134-4889-2019-25-4-118-128

Введение

Координатизация точек и прямых в конечной проективной плоскости устанавливает связь
между геометрическими свойствами плоскости и алгебраическими свойствами ее координатизи-
рующего множества. Так, классическая или дезаргова, проективная плоскость координатизи-
руется полем, а плоскость трансляций — квазиполем.

Проективная плоскость называется полуполевой, если ее координатизирующее множество
является полуполем (semifield). Такая плоскость одновременно является плоскостью трансля-
ций и дуальна плоскости трансляций. Особенности строения координатизирующего множества

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 19-01-
00566 А.
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вызывают ряд вопросов, связанных со строением полной группы коллинеаций (автоморфиз-
мов) полуполевых плоскостей. Наиболее известна гипотеза [1, вопрос 11.76] о разрешимости
полной группы коллинеаций всякой полуполевой недезарговой плоскости конечного порядка.
К настоящему времени эта гипотеза подтверждена лишь для некоторых классов полуполе-
вых плоскостей (см., например, [2]). В связи с этим информация о коллинеациях конечной
полуполевой плоскости является важной.

Известен способ задания полуполевой плоскости, как и всякой плоскости трансляций, с
использованием линейного пространства и специального семейства линейных преобразова-
ний, так называемого регулярного множества. Матричное представление регулярного множе-
ства определяет алгебраические свойства координатизирующего полуполя и геометрические
свойства полуполевой плоскости, в том числе строение группы коллинеаций. Таким образом,
представляет интерес как задача исследования группы коллинеаций при известном представ-
лении регулярного множества, так и обратная задача — построение конечных проективных
плоскостей по известным ограничениям на группу коллинеаций (см., например, [3]). Большое
значение приобрели результаты [4] о полуполевой плоскости, допускающей бэровскую инво-
люцию.

Симметрическая группа S3 является некоммутативной группой минимального порядка, ее
наличие в группе коллинеаций проективной плоскости и в группе автоморфизмов координати-
зирующего множества может указывать на наличие особенных свойств. Так, среди всех 23 не-
изоморфных полуполей порядка 16 ровно одно имеет группу автоморфизмов, изоморфную S3.
Таким же свойством обладает исключительное полуполе Хентзела— Ру́а порядка 64, не явля-
ющееся ни лево-, ни правопримитивным [5]. Кроме того, поскольку S3 содержится во многих
известных группах, условие существования S3 в группе автотопизмов приводит к получению
важных технических результатов для дальнейших исследований. Отметим также особую роль
группы S3 в исследовании полуполевых плоскостей в связи с классификацией полуполей не
только с точностью до изотопизма, но и с точностью до S3 (так называемые орбиты Кнута,
см., например, [6]).

Пусть π — полуполевая плоскость порядка p2n с ядром порядка pn (p — простое число),
подгруппа линейных автотопизмов (коллинеаций, фиксирующих треугольник) которой содер-
жит подгруппу H, изоморфную симметрической группе S3. Построено матричное представле-
ние подгруппы H в GL4(p

n) и регулярного множества плоскости π в GL2(p
n) ∪ {0}. Найдены

примеры таких плоскостей порядка 16 и 625.
Основные результаты работы, приведеные в теоремах 1–3, анонсированы в [7].

1. Основные определения и предварительные обсуждения

Введем кратко основные определения, обозначения и результаты, необходимые для работы.
Для подробного ознакомления рекомендуем [8; 9].

О п р е д е л е н и е 1. В соответствии с [8, гл. VIII] полуполем будем называть множес-
тво S, на котором определены две бинарные алгебраические операции + и ∗, при выполнении
условий:

1) 〈S,+〉 — абелева группа с нейтральным элементом 0;
2) 〈S∗, ∗〉 — лупа (S∗ = S \ {0});
3) выполняются дистрибутивные законы a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c, (b+ c) ∗ a = b ∗ a+ c ∗ a

для любых a, b, c ∈ S.

Полуполе S содержит подмножества Nr, Nm, Nl, называемые правым, средним и левым

ядрами соответственно:

Nr = {n ∈ S | (a ∗ b) ∗ n = a ∗ (b ∗ n) ∀a, b ∈ S},

Nm = {n ∈ S | (a ∗ n) ∗ b = a ∗ (n ∗ b) ∀a, b ∈ S},

Nl = {n ∈ S | n ∗ (a ∗ b) = n ∗ (a ∗ b) ∀a, b ∈ S},
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пересечение Nl ∩ Nm ∩ Nr называют ядром полуполя. Ядра конечного полуполя являются
подполями, и полуполе можно рассматривать как линейное пространство над каждым из них.
Следовательно, порядок конечного полуполя равен степени простого числа.

Рассмотрим линейное пространство W размерности d над полем F ≃ GF (pn) и инъектив-
ное отображение θ : W → GLd(p

n) ∪ {0}, удовлетворяющее условиям:

1) образом нулевого вектора является нулевая матрица;

2) единичная матрица E имеет прообраз в W ;

2) θ(x+ y) = θ(x) + θ(y) для всех x, y ∈ W .

Определим на W умножение правилом x ∗ y = x · θ(y), тогда 〈W,+, ∗〉 — полуполе поряд-
ка pnd. Множество матриц R = {θ(y) | y ∈ W} называют при этом регулярным множеством

(spread set, см. [8, гл. VII]). Рассмотрим внешнюю прямую сумму V = W ⊕ W и определим
проективную плоскость π следующим образом:

1) элементы (x, y), где x, y ∈ W , пространства V назовем аффинными точками плоскости π;

2) аффинными прямыми назовем смежные классы по подгруппам

V (m) = {(x, xθ(m)) | x ∈ W}, m ∈ W,

V (∞) = {(0, y) | y ∈ W};

3) множество всех смежных классов по одной подгруппе V (m) или V (∞) назовем особой
точкой (m) или (∞) соответственно;

4) множество особых точек назовем особой прямой [∞];

5) инцидентность определим теоретико-множественным включением.

Построенная таким образом проективная плоскость является полуполевой плоскостью по-
рядка pnd, число d будем называть ее рангом.

Полная группа коллинеаций полуполевой плоскости содержит подгруппу автотопизмов Λ,
т. е. коллинеаций, фиксирующих треугольник с вершинами (0, 0), (0), (∞) и сторонами [0, 0],
[0], [∞]. Автотопизмы задаются полулинейными преобразованиями пространства V и опреде-
ляются блочно-диагональными матрицами,

(x, y)λ = (xσ, yσ)

(
A 0
0 B

)
;

здесь σ — автоморфизм основного поля F , действующий на координаты вектора; A,B ∈

GLd(p
n). При этом сохранение инцидентности требует выполнения условия

A−1 [θ(m)]σ B ∈ R ∀θ(m) ∈ R.

Обозначим через Λ0 подгруппу линейных автотопизмов (σ = 1), Λ/Λ0 ⊂ Aut(F ),

A−1θ(m)B ∈ R ∀θ(m) ∈ R. (1.1)

Мы рассматриваем полуполевые плоскости ранга 2 над полем F ≃ GF (pn), считая, что
ядро полуполя либо совпадает с F , либо содержит F (в этом случае плоскость дезаргова,
R — поле). Группа линейных автотопизмов состоит из матриц размерности 4×4 с элементами
из F , регулярное множество R содержится в GL2(p

n) ∪ {0}. Пусть H < Λ0, H = 〈τ, σ〉 ≃ S3,
где τ и σ — неперестановочные инволюции, коллинеация γ = τσ имеет порядок 3. Обсудим
прежде всего геометрический смысл элементов группы H. Как известно, всякая коллинеация
порядка два проективной плоскости является либо центральной, либо бэровской коллинеацией
[8, теорема 4.3].

О п р е д е л е н и е 2. Коллинеация проективной плоскости π порядка m называется бэ-

ровской, если она фиксирует поточечно максимальную подплоскость порядка
√
|π| =

√
m

(бэровскую подплоскость).
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О п р е д е л е н и е 3. Коллинеация проективной плоскости π называется центральной

(или перспективностью), если она фиксирует поточечно некоторую прямую (ось), некоторую
точку (центр) и все прямые, проходящие через центр (не поточечно). Если центр инцидентен
оси, то коллинеация называется элацией, в противном случае — гомологией. Если m — порядок
проективной плоскости, то m делится на порядок всякой элации, m − 1 делится на порядок
всякой гомологии.

Центральные коллинеации образуют в группе автотопизмов следующие циклические под-
группы [2]:

1) Hr ≃ N∗
r — группа гомологий с осью [0, 0] и центром (∞);

2) Hl ≃ N∗
l — группа гомологий с осью [∞] и центром (0, 0);

3) Hm ≃ N∗
m — группа гомологий с осью [0] и центром (0).

При этом

Hr =

{ (
E 0
0 A

) ∣∣∣∣ θ(m)A ∈ R ∀θ(m) ∈ R

}
,

Hm =

{(
A 0
0 E

) ∣∣∣∣ Aθ(m) ∈ R ∀θ(m) ∈ R

}
,

Hl =

{(
A 0
0 A

) ∣∣∣∣ θ(m)A = Aθ(m) ∀θ(m) ∈ R

}
.

Таким образом, если порядок рассматриваемой полуполевой плоскости π равен p2n, то при
p = 2 инволюции τ и σ могут быть только бэровскими, при p > 2 — бэровскими коллинеациями
либо гомологиями, произведение τσ может быть гомологией при p 6= 3. Случаи p = 2, p = 3 и
p > 3 требуют отдельного изучения.

2. Случай p = 2

Теорема 1. Пусть π — полуполевая плоскость порядка 22n с ядром, содержащим поле

F ≃ GF (2n), группа линейных автотопизмов которой содержит подгруппу H, изоморфную

симметрической группе S3. Тогда базис 4-мерного линейного пространства над F может

быть выбран так, что регулярное множество плоскости в GL2(F ) ∪ {0} имеет вид

R =

{
θ(v, u) =

(
u+ v +m(v) f(v) +m(u)

v u

) ∣∣∣∣ u, v ∈ F

}
, (2.1)

где m, f — аддитивные функции на F , причем f взаимнооднозначна и m(1) = 0. Кроме того,

1) если H содержит гомологию с осью [0, 0] и центром (∞), то f(x) = x ∀x ∈ F ;
2) если H содержит гомологию с осью [0] и центром (0), то f(x) = m(m(x)) +m(x) + x

∀x ∈ F ;
3) если H содержит гомологию с осью [∞] и центром (0, 0), то f(x) = x, m(x) = 0 ∀x ∈ F ,

плоскость дезаргова;
4) если H не содержит гомологий, то функции m и f удовлетворяют условиям

m(m(x)) = m(x), f(m(x)) = m(x), m(f(x)) = m(x) + f(x) + x, f(f(x)) = x ∀x ∈ F.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как |π| = 22n, элементы τ и σ являются бэровскими инволю-
циями. Воспользуемся результатами [4]: если полуполевая плоскость порядка 22n с ядром по-
рядка ≥ 2n допускает бэровскую инволюцию τ в линейном трансляционном дополнении, то

τ =




1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1


 ,
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регулярное множество имеет вид (2.1). Положим

L =

(
1 1
0 1

)
, τ =

(
L 0
0 L

)
, σ =

(
A 0
0 B

)
, где A,B ∈ GL2(p

n).

Тогда для инволюции σ выполнены условия
1) A2 = B2 = E,
2) AL 6= LA или BL 6= LB,
3) (LA)3 = (LB)3 = E.

Отсюда матрицы A и B равны либо L (не одновременно), либо матрице вида
(
a a2 + 1
1 a

)
, a ∈ F.

Заметим, что верно равенство

(
1 a
0 1

)(
a a2 + 1
1 a

)(
1 a
0 1

)−1

=

(
0 1
1 0

)
= M, поэтому базис

линейного пространства можно выбрать так (не меняя τ), что

σ ∈

{(
L 0
0 M

)
,

(
M 0
0 L

)
,

(
M 0
0 M

)}
.

Рассмотрим подробно все три возможных случая. В первом случае коллинеация γ = τσ
определяется матрицей

γ =

(
E 0
0 LM

)

и является гомологией порядка 3 с осью [0, 0] и центром (∞), при этом матрица LM удовлетво-
ряет условию θ(v, u)LM ∈ R для всех v, u. При v = 0 имеем

θ(0, u)LM =

(
u m(u)
0 u

)(
1 1
1 0

)
=

(
u+m(u) u

u 0

)
= θ(u, 0),

отсюда f(u) = u. Рассмотрение u = 0 не дает новых ограничений на функции f и m.
Во втором случае

γ =

(
LM 0
0 E

)

является гомологией порядка 3 с осью [0] и центром (0), при этом LMθ(v, u) ∈ R для всех v, u.
При v = 0

LMθ(0, u) =

(
1 1
1 0

)(
u m(u)
0 u

)
=

(
u m(u) + u
u m(u)

)
= θ(0,m(u)),

отсюда f(u) = m(m(u)) +m(u) + u. При u = 0 получим то же условие.
В третьем случае для A = B = M должно выполняться условие (1.1). При v = 0 имеем

M−1θ(0, u)M =

(
0 1
1 0

)(
u m(u)
0 u

)(
0 1
1 0

)
=

(
u 0

m(u) u

)
= θ(m(u), u),

поэтому m(m(x)) = m(x), f(m(x)) = m(x). При u = 0 получаем

M−1θ(v, 0)M =

(
0 1
1 0

)(
v +m(v) f(v)

v 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
0 v

f(v) v +m(v)

)
= θ(f(v), v +m(v)),

поэтому m(f(x)) = m(x)+f(x)+x, f(f(x)) = x. Поскольку отображение m(x) в общем случае
не является биективным, полученные условия трудно преобразовать к более удобному виду.

Заметим, что если в третьем случае коллинеация γ является гомологией, то ее ось — особая
прямая [∞], центр — точка (0, 0), при этом матрица LM должна быть перестановочна со
всеми матрицами регулярного множества. Из этого условия LMθ(v, u) = θ(v, u)LM получим
f(v) = v, m(v) = 0 для всех v, поэтому в силу линейности m и f регулярное множество
является полем, т. е. плоскость π дезаргова.

Теорема 1 полностью доказана.
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3. Случай p > 2

Лемма. Пусть π — полуполевая плоскость порядка p2n с ядром, содержащим поле F ≃

GF (pn) (p > 2 — простое), группа линейных автотопизмов которой содержит подгруппу H,

изоморфную симметрической группе S3. Тогда инволюции τ, σ ∈ H являются бэровскими,

базис 4-мерного линейного пространства над F может быть выбран так, что

τ =




−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1


 , (3.1)

регулярное множество плоскости в GL2(F ) ∪ {0} имеет вид

R =

{
θ(v, u) =

(
m(u) f(v)
v u

) ∣∣∣∣ u, v ∈ F

}
, (3.2)

где m, f — аддитивные взаимнооднозначные функции на F , причем m(1) = 1. При этом

σ =

(
A 0
0 B

)
, где A,B ∈ {L,M} при p > 3; A,B ∈ {L,A1, A2} при p = 3; (A,B) 6= (L,L),

L =

(
−1 0
0 1

)
, M =

(
1/2 1/2
3/2 −1/2

)
, A1 =

(
−1 0
1 1

)
, A2 =

(
−1 1
0 1

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В случае нечетного порядка плоскости π центральные коллинеа-
ции порядка 2 в группе автотопизмов Λ являются гомологиями и определяются матрицами

(
−E 0
0 E

)
,

(
E 0
0 −E

)
,

(
−E 0
0 −E

)
,

которые не сопряжены в Λ. Поэтому инволюции τ, σ, как и для p = 2, являются бэровски-
ми коллинеациями. Воспользуемся результатами [10]: в подходящем базисе линейного про-
странства бэровская инволюция определяется матрицей (3.1), а регулярное множество имеет
вид (3.2).

Инволюция σ должна удовлетворять условиям 1–3 из доказательства теоремы 1. При этом
для матрицы A (аналогично для B) возможны четыре ситуации (a ∈ F , a 6= 0):

1) A = L; 2) p = 3 и A =

(
−1 0
a 1

)
; 3) p = 3 и A =

(
−1 a
0 1

)
; 4) p 6= 3 и A =

(
1/2 a

3/(4a) −1/2

)
.

Для случаев 2)–4) можно выбрать замену базиса линейного пространства, упрощающую
вид матрицы A и сохраняющую вид L. Действительно,

(
a 0
0 1

)(
−1 0
a 1

)(
a−1 0
0 1

)
=

(
−1 0
1 1

)
= A1,

(
1 0
0 a

)(
−1 a
0 1

)(
1 0
0 a−1

)
=

(
−1 1
0 1

)
= A2,

(
1 0
0 2a

)(
1
2 a

3/(4a) −1/2

)(
1 0
0 1/(2a)

)
=

(
1/2 1/2
3/2 −1/2

)
= M.

Лемма доказана.

Теорема 2. Если π — полуполевая плоскость порядка 32n с ядром, содержащим поле

F ≃ GF (3n), то группа линейных над F автотопизмов не содержит подгруппу, изоморфную

симметрической группе S3.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Если A = L или B = L, то γ = τσ является гомологией поряд-
ка 3, что невозможно, так как |π| − 1 не делится на 3.

Для остальных выделенных в лемме случаев при p = 3 проверим выполнение условия (1.1).
Непосредственные расчеты показывают, что

A−1
1 θ(v, 0)A1 =

(
−f(v) −f(v)

−v + f(v) f(v)

)
= θ(−v + f(v), f(v)) ⇒ f(f(v)) = 0 ∀v;

A−1
2 θ(v, 0)A2 =

(
−v v − f(v)
−v v

)
= θ(−v, v) ⇒ f(−v) = v − f(v) ∀v;

A−1
1 θ(0, u)A2 =

(
m(u) −m(u)
−m(u) m(u) + u

)
= θ(−m(u),m(u) + u) ⇒ m(m(u)) = 0 ∀u;

A−1
2 θ(0, u)A1 =

(
m(u) + u u

u u

)
= θ(u, u) ⇒ m(u) = m(u) + u ∀u.

Учитывая инъективность отображений m и f , заключаем, что все перечисленные случаи
невозможны.

Теорема 2 доказана.

Отметим, что частный случай |π| = 81 представлен первым автором в докладе на Междуна-
родной конференции G2A2 (Екатеринбург, 2015): если полуполевая плоскость порядка 81 до-
пускает бэровскую инволюцию в группе автотопизмов, то порядок группы автотопизмов ра-
вен 2k, где 8 ≤ k ≤ 11.

Теорема 3. Пусть π — полуполевая плоскость порядка p2n, с ядром, содержащим поле

F ≃ GF (pn) (p > 3 — простое), группа линейных автотопизмов которой содержит подгруп-

пу H, изоморфную симметрической группе S3. Тогда базис 4-мерного линейного пространства

над F может быть выбран так, что регулярное множество плоскости в GL2(F )∪{0} имеет

вид (3.2). Кроме того,

1) если H содержит гомологию с осью [0, 0] и центром (∞), то f(x) = −m(x)/3 ∀x ∈ F ;
2) если H содержит гомологию с осью [0] и центром (0), то f(m(x)) = m(f(x)) = −x/3

∀x ∈ F ;
3) если H содержит гомологию с осью [∞] и центром (0, 0), то p− 3 не является квадра-

том, f(x) = −x/3, m(x) = x ∀x ∈ F , плоскость дезаргова;
4) если H не содержит гомологий, то функции m и f удовлетворяют условиям (∀x ∈ F )

m(m(x)) = x, f(f(x)) =
1

9
x,

m(f(x)) = −
1

3
m(x)− f(x)−

1

3
x, f(m(x)) =

1

3
m(x) + f(x)−

1

3
x.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Аналогично доказательству теоремы 2 рассмотрим случаи для
p > 3, выделенные в лемме.

При (A,B) = (L,M) коллинеация γ = τσ является гомологией с осью [0, 0] и центром (∞),

поэтому матрица LM =

(
−1/2 −1/2
3/2 −1/2

)
должна удовлетворять условию θ(v, u)LM ∈ R для

всех v, u ∈ F . В силу замкнутости R по сложению вместо LM достаточно рассмотреть матрицу

N = 2LM + E. Тогда при v = 0 получим θ(0, u)N =

(
0 −m(u)
3u 0

)
= θ(3u, 0), откуда f(x) =

−m(x)/3 для всех x. Случай u = 0 дает то же условие.
При (A,B) = (M,L), аналогично, γ является гомологией c осью [0] и центром (0), матри-

ца N удовлетворяет условию Nθ(v, u) ∈ R для всех v, u. Рассматривая отдельно случаи v = 0
и u = 0, получим условие f(m(x)) = m(f(x)) = −x/3 для всех x.
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При A = B = M проверяем выполнение условия (1.1). При v = 0 получим

M−1θ(0, u)M =
1

4

(
m(u) + 3u m(u)− u
3m(u) − 3u 3m(u) + u

)
∈ R,

из замкнутости регулярного множества по сложению следуют равенства

m(3m(u) + u) = m(u) + 3u, f(3m(u)− 3u) = m(u)− u.

Аналогично, при v = 0 условие (1.1) приводит к равенствам

m(−v − 3f(v)) = v + 3f(v), f(−v + 9f(v)) = v − f(v).

Преобразуя, получаем условия теоремы 3.

Дополнительно рассмотрим ситуацию, когда коллинеация γ является гомологией с осью [∞]
и центром (0, 0). Тогда матрица LM централизует R, поэтому матрица N = 2LM + E также
удовлетворяет условию Nθ(v, u) = θ(v, u)N для всех v, u, f(v) = −v/3, m(u) = u,

|θ(v, u)| =

∣∣∣∣
u −1

3v
v u

∣∣∣∣ =
u2

3

(
3 +

(v
u

)2
)
.

Если p−3 не является квадратом, то |θ(v, u)| 6= 0 для всякой ненулевой матрицы, и плоскость π
дезаргова.

Теорема 3 доказана.

Рассматривая произведение гомологий

(
E 0
0 LM

)
и

(
LM 0
0 E

)
,

приходим к очевидному следствию теоремы 3.

Следствие. Пусть π — полуполевая плоскость порядка p2n (p = 2 или p > 3 — простое

число) с ядром ⊇ GF (pn), ее группа линейных автотопизмов содержит подгруппы

H1 = 〈τ, γ1〉 ≃ S3, H2〈τ, γ2〉 ≃ S3,

где τ — бэровская инволюция; γ1 — гомология порядка 3 с осью [0, 0] и центром (∞); γ2 —

гомология порядка 3 с осью [0] и центром (0). Тогда подгруппа H3 = 〈τ, γ1γ2〉 также изо-

морфна S3 и не содержит гомологий.

4. Примеры

Заметим, что указание матричного представления регулярного множества с достаточно
общими ограничениями не является достаточным условием существования плоскости транс-
ляций с таким регулярным множеством. Так, например, существование полуполевых плоско-
стей ранга 2 с регулярным множеством (2.1), допускающих бэровскую инволюцию (см. [4]),
было подтверждено только в 1990 г. Хуангом и Джонсоном, построившими примеры восьми
полуполевых плоскостей порядка 64 (см. [12]). Перечисление любых условий на группу ав-
тотопизмов приводит к естественному вопросу: существуют ли проективные плоскости при
таких условиях? Покажем, что множество недезарговых полуполевых плоскостей, описанное
теоремами 1 и 3, не пусто, т. е. найдем примеры таких плоскостей минимального возможного
порядка. Напомним, что всякая аддитивная функция g(x) на GF (pn) согласно [11] имеет вид

g(x) = c0x+ c1x
p + c1x

p2 + · · · + cn−1x
pn−1

, c0, c1, c2, . . . , cn−1 ∈ GF (pn).
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П р и м е р 1. Пусть p = 2, p2n = 16, F = {0, 1, α, α + 1}, α2 = α + 1. Известно, что
существуют ровно две неизоморфные недезарговы полуполевые плоскости порядка 16 (см.,
например, [5]). Покажем, что одна из них дает необходимый пример. Рассмотрим условия в
теореме 1, полагая

m(x) = m0(x+ x2), f(x) = f0x+ f1x
2 (x ∈ F ), где m0, f0, f1 ∈ F.

Достаточным условием существования полуполевой плоскости, удовлетворяющей теоре-
ме 1, является требование

∣∣∣∣
u+ v +m0(v + v2) f0v + f1v

2 +m0(u+ u2)
v u

∣∣∣∣ 6= 0 ∀u, v ∈ F, (u, v) 6= (0, 0). (4.1)

Перебор коэффициентов m0, f0, f1, удовлетворяющих условиям теоремы 1 и (4.1), приводит
к результатам, перечисленным в табл. 1.

Таким образом, найдены четыре полуполевые плоскости порядка 16 с регулярными мно-
жествами R1, R2, R3, R4, группа линейных автотопизмов которых содержит подгруппу, изо-
морфную S3. Отметим, что эти плоскости изоморфны. Действительно, автоморфизм x → x2

поля F переводит R3 в R4, и непосредственная проверка показывает, что выполнены равенства

(
1 α
0 1

)
R1

(
1 α
0 1

)
= R2,

(
0 α2

α2 1

)
R1 = R3.

П р и м е р 2. Построим примеры плоскостей порядка 625, используя результаты теоре-
мы 3. Рассмотрим поле GF (25) = GF (52) как фактор-кольцо кольца Z5[x] по идеалу, порож-
денному неприводимым в Z5[x] многочленом x2 − 2,

GF (25) ≃ Z5[x]/(x
2 − 2) = {0, 1, 2, 3, 4, α, α + 1, . . . , 4α + 4}, где α2 = 2.

Т а б л и ц а 1

Регулярное множество m0 f0 f1 Случай теоремы 1

R1 1 1 0 1
R2 1 0 1 2
R3 α 1 0 1, 2, 4
R4 α+ 1 1 0 1, 2, 4

Т а б л и ц а 2

№ m0 m1 f0 f1 Случай теоремы 3

1 2 4 1 2 1
2 4 2 2 1 1
3 α+ 4 4α+ 2 3α + 2 2α+ 1 1
4 2α+ 1 3α α+ 3 4α 1
5 2α+ 2 3α+ 4 α+ 1 4α+ 2 1
6 2 4 2 1 2
7 4 2 1 2 2
8 α+ 4 4α+ 2 α+ 1 4α+ 2 2
9 2α+ 1 3α 4α + 3 α 2
10 2α+ 2 3α+ 4 3α + 2 2α+ 1 2
11 α 4α+ 1 2α 4 4
12 2α 3α+ 1 4α 3α 4
13 α 4α+ 1 3α 2α+ 3 1, 2, 4
14 α+ 4 4α+ 2 3α + 2 2α+ 1 1, 2, 4
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Рассмотрим условия в теореме 3, полагая

m(x) = m0x+m1x
5, f(x) = f0x+ f1x

5 (x ∈ F ), где m0,m1, f0, f1 ∈ F.

Достаточным условием существования полуполевой плоскости, удовлетворяющей теоре-
ме 3, является требование

∣∣∣∣
m0u+m1u

5 f0v + f1v
5

v u

∣∣∣∣ 6= 0 ∀u, v ∈ F, (u, v) 6= (0, 0). (4.2)

Компьютерный перебор коэффициентов m0,m1, f0, f1, удовлетворяющих условиям теоре-
мы 3 и (4.2), приводит к результатам, перечисленным в табл. 2. В таблице исключены изоморф-
ные копии, полученные автоморфизмом x → x5 поля F .

Дальнейшее выделение в приведенном списке попарно изоморфных полуполевых плоскос-
тей не проводилось, поскольку значительно более трудоемко в сравнении со случаем |π| = 16.
Существование полуполевых плоскостей порядка 625 с подгруппой линейных автотопизмов,
изоморфной S3, подтверждено.

В заключение следует заметить, что использованный метод может быть обобщен на случай
полуполевых плоскостей ранга более 2. Доказанные результаты и найденные примеры могут
быть использованы при дальнейшем исследовании полуполевых плоскостей с ограничениями
на группу коллинеаций.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 25 № 4 2019

УДК 517.518.86

НЕРАВЕНСТВО БЕРНШТЕЙНА — СЕГЕ В ПРОСТРАНСТВЕ L0

ДЛЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ1

А.О. Леонтьева

Неравенства вида ‖f
(α)
n cos θ + f̃

(α)
n sin θ‖p ≤ Bn(α, θ)p‖fn‖p для классических производных при α ∈ N

и производных Вейля вещественного порядка α ≥ 0 тригонометрических полиномов fn порядка n ≥ 1
и их сопряженных при вещественном θ и 0 ≤ p ≤ ∞ называют неравенствами Бернштейна — Сеге. Они
являются обобщением классического неравенства Бернштейна (α = 1, θ = 0, p = ∞). Такие неравенства
изучаются уже более 90 лет. Задача исследования неравенства Бернштейна — Сеге состоит в изучении
свойств наилучшей (наименьшей) константы Bn(α, θ)p, ее точного значения и экстремальных полиномов,
на которых это неравенство обращается в равенство. Г.Сеге (1928), А. Зигмунд (1933), А. И.Козко (1998)
показали, что в случае p ≥ 1 для вещественных α ≥ 1 и любых вещественных θ для наилучшей константы
выполняется равенство Bn(α, θ)p = nα. Представляют интерес неравенства Бернштейна — Сеге при p = 0
как минимум по той причине, что среди всех 0 ≤ p ≤ ∞ константа Bn(α, θ)p является наибольшей по p при
p = 0. В 1981 г. В. В.Арестов доказал, что при r ∈ N и θ = 0 в пространствах Lp, 0 ≤ p < 1, неравенство
Бернштейна выполняется с константой nr , т. е. Bn(r, 0)p = nr. В 1994 г. он доказал, что при p = 0 для
производной сопряженного полинома порядка r ∈ N∪{0}, т. е. при θ = π/2, точная константа имеет пока-
зательный рост по n, а точнее, справедливо соотношение Bn(r, π/2)0 = 4n+o(n). В двух недавних работах
автора (2018) получен подобный результат для производных Вейля положительного нецелого порядка
при любом вещественном θ. В данной работе доказано, что формула Bn(α, θ)0 = 4n+o(n) имеет место и
для производных неотрицательных целых порядков α и произвольных вещественных θ 6= πk, k ∈ Z.

Ключевые слова: тригонометрический полином, сопряженный полином, производная Вейля, неравен-
ство Бернштейна — Сеге, пространство L0.

A. O. Leont’eva. Bernstein–Szegő inequality for trigonometric polynomials in the space L0.

Inequalities of the form ‖f
(α)
n cos θ + f̃

(α)
n sin θ‖p ≤ Bn(α, θ)p‖fn‖p for classical derivatives of order α ∈ N

and Weyl derivatives of real order α ≥ 0 of trigonometric polynomials fn of order n ≥ 1 and their conjugates for
real θ and 0 ≤ p ≤ ∞ are called Bernstein–Szegő inequalities. They are generalizations of the classical Bernstein
inequality (α = 1, θ = 0, p = ∞). Such inequalities have been studied for more than 90 years. The problem of
studying the Bernstein–Szegő inequality consists in analyzing the properties of the best (the smallest) constant
Bn(α, θ)p, its exact value, and extremal polynomials for which this inequality turns into an equality. G. Szegő
(1928), A. Zygmund (1933), and A. I. Kozko (1998) showed that, in the case p ≥ 1 for real α ≥ 1 and any real θ,
the best constant Bn(α, θ)p is nα. For p = 0, Bernstein–Szegő inequalities are of interest at least because the
constant Bn(α, θ)p is the largest for p = 0 over 0 ≤ p ≤ ∞. In 1981, V.V. Arestov proved that, for r ∈ N and
θ = 0, the Bernstein inequality is true with the constant nr in the spaces Lp, 0 ≤ p < 1; i.e., Bn(r, 0)p = nr.
In 1994, he proved that, for p = 0 and the derivative of the conjugate polynomial of order r ∈ N ∪ {0}, i.e.,
for θ = π/2, the exact constant grows exponentially in n; more precisely, Bn(r, π/2)0 = 4n+o(n). In two recent
papers of the author (2018), a similar result was obtained for Weyl derivatives of positive noninteger order
for any real θ. In the present paper, we prove that the formula Bn(α, θ)0 = 4n+o(n) holds for derivatives of
nonnegative integer orders α and any real θ 6= πk, k ∈ Z.
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space L0.
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1. Постановка задачи

Обозначим через Tn множество тригонометрических полиномов

fn(t) =
a0
2

+

n∑

k=1

(ak cos kt+ bk sin kt) (1.1)

порядка n с комплексными коэффициентами. Вместе с полиномом (1.1) будем рассматривать
тригонометрически сопряженный ему полином

f̃n(t) =

n∑

k=1

(bk cos kt− ak sin kt).

Для значений 0 ≤ p ≤ ∞ параметра p рассмотрим на множестве Tn функционал ‖ · ‖p, опре-
деленный следующими формулами:

‖fn‖p =

(
1

2π

2π∫

0

|fn(t)|
pdt

)1/p

, 0 < p < ∞;

‖fn‖∞ = lim
p→∞

‖fn‖p = max
t∈R

|fn(t)| = ‖fn‖C ;

‖fn‖0 = lim
p→0

‖fn‖p = exp

(
1

2π

2π∫

0

ln |fn(t)|dt

)
;

лишь при p ≥ 1 этот функционал является нормой.
Для вещественного параметра α ≥ 0 рассмотрим производную Вейля [9] (см. также [8,

гл. 19, § 4]) порядка α полинома (1.1)

Dαfn(t) =
n∑

k=1

kα
(
ak cos

(
kt+

πα

2

)
+ bk sin

(
kt+

πα

2

))
.

При натуральных α производная Вейля совпадает с классической производной: Dαfn = f
(α)
n .

В дальнейшем вместо Dαfn будем писать f
(α)
n . Производная Вейля обладает полугрупповым

свойством: DβDα = Dα+β для α, β ≥ 0. В случае α = 0 она отбрасывает свободный член
полинома: D0fn = fn − a0/2.

Для вещественного числа θ рассмотрим на Tn оператор Вейля— Сеге Dα
θ , определенный

формулой
Dα

θ fn(t) = f (α)
n (t) cos θ + f̃ (α)

n (t) sin θ

=

n∑

k=1

kα
(
ak cos

(
kt+

πα

2
+ θ

)
+ bk sin

(
kt+

πα

2
+ θ

))
. (1.2)

Нас интересует норма оператора (1.2) относительно функционала ‖ · ‖p, т. е. точная (наимень-
шая) константа Bn(α, θ)p в неравенстве

‖f (α)
n cos θ + f̃ (α)

n sin θ‖p ≤ Bn(α, θ)p‖fn‖p, fn ∈ Tn. (1.3)

Неравенства такого типа называются неравенствами Бернштейна— Сеге. Эти неравенства
имеют богатую историю (см., к примеру, работы [3–5] и приведенную в них библиографию).
В данной статье неравенство (1.3) обсуждается при p = 0; этот случай важен, в частности, по
той причине, что константа Bn(α, θ)p является наибольшей по p для 0 ≤ p ≤ ∞ именно при
p = 0 [1, cледствие 1].
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В работе (А.О.Леонтьева. Неравенство Бернштейна— Сеге для производной Вейля триго-
нометрических полиномов в пространстве L0 // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН.
2018. Т. 24, № 4. C. 199–207) была получена логарифмическая асимптотика точной константы
в неравенстве Бернштейна— Сеге (1.3) при p = 0 для производной положительного нецелого
порядка α

lim
n→∞

n

√
Bn(α, θ)0 = 4, α > 0, α /∈ N, θ ∈ R.

В настоящей статье получен аналогичный результат для производных целого неотрицатель-
ного порядка, а именно, доказано следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть r — неотрицательное целое число, θ — произвольное вещественное

число, не равное πk, k ∈ Z. Тогда для точной константы в неравенстве (1.3) при p = 0
справедливо предельное соотношение

lim
n→∞

n

√
Bn(r, θ)0 = 4.

2. Вспомогательные результаты

Формула

fn(t) = e−intP2n(e
it) (2.1)

устанавливает взаимнооднозначное соответствие между множеством P2n алгебраических мно-
гочленов степени (не выше) 2n и множеством Tn тригонометрических полиномов порядка n.
С помощью формулы (2.1) экстремальные задачи для тригонометрических полиномов можно
переформулировать в терминах задач для алгебраических многочленов на единичной окруж-
ности комплексной плоскости.

На множестве Pn алгебраических многочленов степени n будем рассматривать функцио-
налы

‖Pn‖p =

(
1

2π

2π∫

0

|Pn(e
it)|pdt

)1/p

, 0 < p < ∞;

‖Pn‖∞ = lim
p→+∞

‖fn‖p = max{|Pn(e
it)| : t ∈ R};

‖Pn‖0 = lim
p→+0

‖Pn‖p = exp

(
1

2π

2π∫

0

ln |Pn(e
it)|dt

)
.

Видно, что если P2n(e
it) = eintfn(t), то ‖P2n‖p = ‖fn‖p.

Для многочленов Pn и Λn степени не выше n, записанных в виде

Pn(z) =

n∑

k=0

Ck
nakz

k, Λn(z) =

n∑

k=0

Ck
nλkz

k,

многочлен

ΛnPn(z) =

n∑

k=0

Ck
nλkakz

k, где Ck
n =

n!

k!(n− k)!
, (2.2)

называется композицией Сеге многочленов Λn и Pn. Свойства композиции Сеге можно най-
ти в [7, отд. V; 6, гл. 4]. При фиксированном Λn композиция Сеге (2.2) является линейным
оператором в Pn.

В. В.Арестов [1] доказал, что для композиции Сеге справедливо неравенство

‖ΛnPn‖0 ≤ ‖Λn‖0‖Pn‖0. (2.3)
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Неравенство (2.3) точное и обращается в равенство на многочлене P ∗
n(z) = (1 + z)n.

Убедимся, что оператору Dα
θ на множестве Tn соответствует во множестве P2n операция

композиции Сеге

Dα
θ fn(t) = e−int

(
Λα,θ
2n P2n

)
(eit), fn(t) = e−intP2n(e

it), (2.4)

с многочленом

Λα,θ
2n (z) =

n∑

k=−n

Cn+k
2n |k|αei(πα/2+θ) sign kzn+k.

Запишем тригонометрический полином fn в виде

fn(t) =

n∑

k=−n

Cn+k
2n cke

ikt. (2.5)

По формуле (2.1) ему будет соответствовать алгебраический многочлен

P2n(z) =
n∑

k=−n

Cn+k
2n ckz

n+k.

В этом случае

Λα,θ
2n P2n(z) =

n∑

k=−n

Cn+k
2n ck|k|

αei(πα/2+θ) signkzn+k,

и, следовательно,

e−int
(
Λα,θ
2n P2n

)
(eit) =

n∑

k=−n

Cn+k
2n ck|k|

αei(πα/2+θ) signkeikt. (2.6)

С другой стороны, при 1 ≤ k ≤ n

Dα
θ e

±ikt = Dα
θ (cos kt± i sin kt)

= kα
(
cos

(
kt+

πα

2
+ θ

)
± i sin

(
kt+

πα

2
+ θ

))
= | ± k|αe±i(πα/2+θ)e±ikt;

помимо того, константу оператор Dα
θ обращает в ноль. Следовательно, для полинома (2.5)

справедлива формула

Dα
θ fn(t) =

n∑

k=−n

Cn+k
2n ck|k|

αei(πα/2+θ) sign keikt. (2.7)

Формулы (2.6) и (2.7) влекут (2.4).

Экстремальному в неравенстве (2.3) для
∥∥Λα,θ

2n P2n

∥∥
0

многочлену P ∗
2n(z) = (1 + z)2n по

формуле (2.1) соответствует полином

e−intP ∗
2n(e

it) = e−int(1 + eit)2n = 4nhn(t),

в силу (2.4) экстремальный в неравенстве (1.3) при p = 0, как и полином

hn(t) = cos2n
t

2
. (2.8)

Для полинома (2.8) по формуле (2.4) получаем

4nDα
θ hn(t) = e−int

(
Λα,θ
2n P ∗

2n

)
(eit) = e−intΛα,θ

2n (eit).

Отсюда и из неравенства (2.3) следует, что

Bn(α, θ)0 = ‖Λα,θ
2n ‖0 = 4n‖Dα

θ hn‖0.

Таким образом, полином hn экстремален в неравенстве (1.3) при p = 0, и задача вычисления
точной константы сводится к изучению производной Вейля— Сеге этого полинома.
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3. Поточечная асимптотика производной Вейля — Сеге неотрицательного

целого порядка экстремального полинома

В доказательстве теоремы 1 важную роль играет асимптотика полинома

Dr
θhn(x) = h(r)n (x) cos θ + h̃(r)n (x) sin θ (3.1)

при неотрицательном целом r для фиксированного x ∈ (0, 2π) при n → ∞. Приведем асимп-
тотическую формулу для r-й производной сопряженного полинома.

Лемма 1 [2, лемма 4]. Пусть r — неотрицательное целое число, hn(x) = cos2n
x

2
. Тогда

для производной сопряженного полинома h̃
(r)
n (x) при x ∈ (0, 2π) справедливо асимптотическое

соотношение h̃
(r)
n (x) ∼ −

1

2r
√
πn

ctg(r)
x

2
.

Осталось получить в (3.1) асимптотику для r-й производной экстремального полинома.

Лемма 2. Для производной неотрицательного целого порядка r полинома hn, определен-

ного формулой (2.8), при фиксированном x ∈ (0, 2π) справедливы следующие соотношения:

h(0)n (x) ∼ −
1

√
πn

при n → ∞;

∣∣∣h(r)n (x)
∣∣∣ ≤ nr cos2(n−r) x

2
при r ∈ N, 1 ≤ r ≤ n,

так что производная фиксированного порядка r ≥ 1 экспоненциально стремится к нулю при

n → ∞.

Сначала докажем первое утверждение леммы 2. Найдем асимптотику h
(0)
n (x) при x ∈

(0, 2π). Запишем полином hn в экспоненциальной форме

hn(x) = cos2n
x

2
=

(eix/2 + e−ix/2

2

)2n
= e−inx

(1 + eix

2

)2n
=

e−inx

4n

2n∑

j=0

Cj
2ne

ijx

=
e−inx

4n

n∑

k=−n

Cn+k
2n ei(n+k)x =

1

4n

n∑

k=−n

Cn+k
2n eikx.

Свободный член полинома hn равен
Cn
2n

4n
. В силу формулы Стирлинга

Cn
2n

4n
∼

1
√
πn

.

С другой стороны, полином hn(x) = cos2n(x/2) при x ∈ (0, 2π) стремится к нулю с экспо-
ненциальной скоростью при n → ∞. Поэтому при x ∈ (0, 2π)

h(0)n (x) = hn(x)−
Cn
2n

4n
∼ −

1
√
πn

при n → ∞.

Теперь докажем второе утверждение леммы 2. Для этого покажем, что при 1 ≤ r ≤ n
имеет место представление

h(r)n (t) =
(
cos2(n−r) t

2

)
gr(t), (3.2)

в котором gr есть тригонометрический полином порядка r, для равномерной нормы которого
справедлива оценка

‖gr‖∞ 6 nr. (3.3)

Докажем (3.2) и (3.3) индукцией по r. При r = 1 имеем

h′n(t) = −n cos2n−1 t

2
sin

t

2
= −n

(
cos2(n−1) t

2

)1
2
sin t,
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и равенство (3.2) вместе с оценкой (3.3) выполняются. Теперь предположим, что они верны
для 1 ≤ r ≤ n−1, и докажем их для производной порядка r+1. По предположению индукции
имеет место представление (3.2), в котором полином gr обладает свойством (3.3). Продиффе-
ренцируем (3.2); в результате получим

h(r+1)
n (t) = −(n− r) cos2n−2r−1 t

2
sin

t

2
gr(t) + g′r(t) cos

2(n−r) t

2
=

(
cos2(n−r−1) t

2

)
gr+1(t),

где gr+1(t) = −(n− r) cos
t

2
sin

t

2
gr(t) + cos2

t

2
g′r(t). Имеем

∥∥∥ cos t
2
sin

t

2

∥∥∥
∞

=
1

2
‖ sin t‖∞ =

1

2
,

∥∥∥ cos2 t

2

∥∥∥
∞

= 1.

Используя неравенство Бернштейна в равномерной норме, получим оценку сверху для равно-
мерной нормы полинома gr+1

‖gr+1‖∞ ≤
n− r

2
‖gr‖∞ + r‖gr‖∞ ≤

n+ r

2
‖gr‖∞ ≤ n‖gr‖∞.

Тем самым показано, что равенство (3.2) и оценка (3.3) справедливы для всех 1 ≤ r ≤ n, и
второе утверждение леммы 2 также доказано. �

Из лемм 1, 2 вытекает

Теорема 2. Для производной Вейля—Сеге неотрицательного целого порядка r экстре-

мального полинома hn(x) при x ∈ (0, 2π) и при n → ∞ справедливы асимптотические соот-

ношения

D0
θhn(x) ∼ −

1
√
πn

(
cos θ +

(
ctg

x

2

)
sin θ

)
, θ ∈ R,

Dr
θhn(x) ∼ −

sin θ

2r
√
πn

ctg(r)
x

2
, r ∈ N, θ 6= πk, k ∈ Z.

Завершим доказательство теоремы 1, используя метод, разработанный В.В.Арестовым
(см. [2]), и результаты теоремы 2. Для случая производной Вейля— Сеге нулевого порядка важ-
но, что в силу монотонности функции ctg(x/2) при x ∈ (0, 2π) функция cos θ + (sin θ) ctg(x/2)
не обращается в ноль нигде на (0, 2π), кроме, быть может, одной точки. �

Автор благодарит своего научного руководителя профессора В.В.Арестова за постановку
задачи и постоянное внимание к исследованиям автора.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Арестов В.В. Интегральные неравенства для алгебраических многочленов на единичной окруж-
ности // Мат. заметки. 1990. Т. 48, №4. С. 7–18.

2. Арестов В.В. Неравенство Сеге для производных сопряженного тригонометрического полинома
в L0 // Мат. заметки. 1994. Т. 56, №6. С. 10–26.

3. Леонтьева А.О. Неравенство Бернштейна для производных Вейля тригонометрических полино-
мов в пространстве L0 // Мат. заметки. 2018. Т. 104, вып. 2. С. 255–264.

4. Полиа Г., Сеге Г. Задачи и теоремы из анализа: в 2 т. М.: Наука, 1978. Т. 1: 391 с.; Т. 2: 431 с.

5. Самко С. Г., Килбас А.А., Маричев О.И. Интегралы и производные дробного порядка и
некоторые их приложения. Минск: Наука и техника, 1987. 638 с.

6. Arestov V.V. Sharp integral inequalities for trigonometric polynomials // Constructive theory of
functions: in memory of Borislav Bojanov: Proc. Internat. Conf. / eds. G. Nikolov and R. Uluchev
(Sozopol, 2010). Sofia: Prof. Marin Drinov Academic Publishing House, 2012. P. 30–45.

7. Arestov V. V., Glazyrina P.Yu. Sharp integral inequalities for fractional derivatives of trigonometric
polynomials // J. Approx. Theory. 2012. Vol. 164. P. 1501–1512. doi:10.1016/j.jat.2012.08.004 .

8. Marden M. The geometry of the zeros of polynomials in a complex variable. N Y: Amer. Math. Soc,
1949. 184 p. (Math. Survey, № 3. )



Неравенство Бернштейна — Сеге 135

9. Weyl H. Bemerkungen zum Begriff des Differentialquotienten gebrochener Ordnung //
Vierteljahrcsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zurich. 1917. Bd 62, №1–2. S. 296–302.

Поступила 6.08.2019
После доработки 21.10.2019

Принята к публикации 28.10.2019
Леонтьева Анастасия Олеговна
аспирант
Уральский федеральный университет им. Б.Н.Ельцина;
младший науч. сотрудник
Институт математики и механики им. Н.Н.Красовского УрО РАН;
г. Екатеринбург
e-mail: sinusoida2012@yandex.ru

REFERENCES

1. Arestov V.V. Integral inequalities for algebraic polynomials on the unit circle. Math. Notes, 1990, vol. 48,
no. 4, pp. 977–984. doi: 10.1007/BF01139596 .
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НЕСУЩЕСТВОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ Q-ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ

ДИСТАНЦИОННО РЕГУЛЯРНЫХ ГРАФОВ1

А. А. Махнев, М. П Голубятников

И.Н.Белоусов, А.А.Махнев и М.С.Нирова нашли описание Q-полиномиальных дистанционно регу-
лярных графов Γ диаметра 3, для которых графы Γ2 и Γ3 сильно регулярны. Пусть a = a3. Γ — граф
типа (I), если c2 + 1 делит a; Γ — граф типа (II), если c2 + 1 делит a+ 1; Γ — граф типа (III), если c2 + 1
не делит a и не делит a+ 1. Если Γ – граф типа (II), то a + 1 = w(c2 + 1), t2 = w(w(c2 + 1) + c2) и либо

(i) w = s2, t2 = s2(s2(c2 + 1) + c2), (s2(c2 + 1) + c2 является квадратом некоторого целого числа u,
c2 = (u2 − s2)/(s2 + 1), t = su, a = (u2s2 − 1)/(s2 + 1), либо

(ii) c2 = sw, t2 = w2(sw + 1 + s), sw + 1 + s является квадратом некоторого целого числа u, c2 =
(u2 − 1)w/(w + 1), t = uw, a = (u2w2 − 1)/(w + 1) и Γ имеет массив пересечений

{
u3w2 + u2w2 + uw − 1

w + 1
,
(u2 − 1)uw2

w + 1
,
(u2w + 1)w

w + 1
; 1,

(u2 − 1)w

w + 1
,
(u2w + 1)uw

w + 1

}

.

В случае графа типа (IIii) для w = u мы получаем массив пересечений {w4 + w − 1, w4 − w3, (w2 −
w + 1)w; 1, w(w − 1), (w2 − w + 1)w2}. В статье доказано, что графы с такими массивами пересечений не
существуют для четных w.

Ключевые слова: дистанционно регулярный граф, Q-полиномиальный граф.

A. A.Makhnev, M.P. Golubyatnikov. Nonexistence of certain Q-polynomial distance-regular

graphs.

I. N.Belousov, A.A.Makhnev, and M. S. Nirova described Q-polynomial distance-regular graphs Γ of diame-
ter 3 for which the graphs Γ2 and Γ3 are strongly regular. Set a = a3. A graph Γ has type (I) if c2+1 divides a,
type (II) if c2 + 1 divides a+ 1, and type (III) if c2 + 1 divides neither a nor a+ 1. If Γ is a graph of type (II),
then a+ 1 = w(c2 + 1), t2 = w(w(c2 + 1) + c2), and either

(i) w = s2, t2 = s2(s2(c2 + 1) + c2), (s2(c2 + 1) + c2 is the square of an integer u, c2 = (u2 − s2)/(s2 + 1),
t = su, and a = (u2s2 − 1)/(s2 + 1) or

(ii) c2 = sw, t2 = w2(sw+ 1+ s), sw+1+ s is the square of an integer u, c2 = (u2 − 1)w/(w+1), t = uw,
a = (u2w2 − 1)/(w + 1), and Γ has intersection array

{
u3w2 + u2w2 + uw − 1

w + 1
,
(u2 − 1)uw2

w + 1
,
(u2w + 1)w

w + 1
; 1,

(u2 − 1)w

w + 1
,
(u2w + 1)uw

w + 1

}

.

If a graph of type (IIii) is such that w = u, then it has intersection array {w4 +w− 1, w4 −w3, (w2 −w+1)w;
1, w(w − 1), (w2 − w + 1)w2}. We prove that graphs with such intersection arrays do not exist for even w.

Keywords: distance-regular graph, Q-polynomial graph.

MSC: 05C25

DOI: 10.21538/0134-4889-2019-25-4-136-141

Введение

Мы рассматриваем неориентированные графы без петель и кратных ребер. Для вершины a
графа Γ через Γi(a) обозначим i-окрестность вершины a, т. е. подграф, индуцированный Γ на
множестве всех вершин, находящихся на расстоянии i от a. Положим [a] = Γ1(a), a

⊥ = {a}∪[a].

1Работа выполнена при поддержке соглашения между Министерством образования и науки Россий-
ской Федерации и Уральским федеральным университетом от 27.08.2013, № 02.A03.21.0006.
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Пусть Γ — граф диаметра d, i ∈ {2, 3, . . . , d}. Граф Γi имеет то же самое множество вершин,
и вершины u,w смежны в Γi, если dΓ(u,w) = i.

Если вершины u,w находятся на расстоянии i в Γ, то через bi(u,w) (через ci(u,w)) обо-
значим число вершин в пересечении Γi+1(u) (Γi−1(u)) с [w]. Граф Γ диаметра d называется
дистанционно регулярным с массивом пересечений {b0, b1, . . . , bd−1; c1, . . . , cd}, если значения
bi(u,w) и ci(u,w) не зависят от выбора вершин u,w на расстоянии i в Γ для любого i = 0, . . . , d.
Положим ai = k − bi − ci. Заметим, что для дистанционно регулярного графа b0 — это сте-
пень графа и c1 = 1. Далее, через plij(x, y) обозначим число вершин в подграфе Γi(x) ∩ Γj(y)
для вершин x, y, находящихся на расстоянии l в графе Γ. В дистанционно регулярном гра-
фе числа plij(x, y) не зависят от выбора вершин x, y, обозначаются plij и называются числами
пересечений графа Γ (см. [1]).

И.Н.Белоусов, А.А.Махнев и М.С.Нирова [2] нашли описание Q-полиномиальных ди-
станционно регулярных графов Γ диаметра 3, для которых графы Γ2 и Γ3 сильно регулярны.
Положим a = a3. Скажем, что Γ — граф типа (I), если c2+1 делит a; Γ — граф типа (II), если
c2 + 1 делит a+ 1; Γ — граф типа (III), если c2 + 1 не делит a и не делит a+ 1.

Граф типа (Ii) имеет массив пересечений

{(s2 + su− 1)(u2 − 1)

s2 − 1
,
(u2 − s2)su

s2 − 1
, u2; 1,

u2 − s2

s2 − 1
,
su3 − su

s2 − 1

}
.

Граф типа (Iii) имеет массив пересечений

{(u2w + u2 − 1)(uw + u+ w)

w
,
(u2 − 1)u(w + 1)2

w
, u2(w + 1); 1,

(w + 1)(u2 − 1)

w
,

(u2w + u2 − 1)u(w + 1)

w

}
.

Граф типа (IIi) имеет массив пересечений

{u3s+ u2s2 + us− 1

s2 + 1
,
(u2 − s2)su

s2 + 1
,
(u2 + 1)s2

s2 + 1
; 1,

u2 − s2

s2 + 1
,
(u2 + 1)su

s2 + 1

}
.

Граф типа (IIii) имеет массив пересечений

{u3w2 + u2w2 + uw − 1

w + 1
,
(u2 − 1)uw2

w + 1
,
(u2w + 1)w

w + 1
; 1,

(u2 − 1)w

w + 1
,
(u2w + 1)uw

w + 1

}
.

В классе графов типа (IIii) при w = u возникает серия массивов пересечений {w4 + w −

1, w4 −w3, (w2 −w+ 1)w; 1, w(w − 1), (w2 −w+1)w2}. Положим s = w+ 1. В работе доказано,
что дистанционно регулярный граф с массивом пересечений {(s+1)4+s, (s+1)4−(s+1)3, (s2+
s+ 1)(s + 1); 1, (s + 1)s, (s2 + s+ 1)(s + 1)2} не существует при нечетном s.

Теорема 1. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф с массивом пересечений

{(s+ 1)4 + s, (s+ 1)4 − (s+ 1)3, (s2 + s+ 1)(s + 1); 1, (s + 1)s, (s2 + s+ 1)(s + 1)2}.

Если число s нечетно, то Γ не существует.

Теорема 2. Дистанционно регулярные графы с массивами пересечений {83, 54, 21; 1, 6, 63}
(s = 2) и {629, 500, 105; 1, 20, 525} (s = 4) не существуют.

Доказательства теорем опираются на метод вычисления тройных чисел пересечений [3].
Пусть Γ — дистанционно регулярный граф диаметра d. Если u1, u2, u3 — вершины графа Γ,

r1, r2, r3 — неотрицательные целые числа, не большие d, то
{

u1u2u3

r1r2r3

}
— множество вершин
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w ∈ Γ таких, что d(w, ui) = ri,
[
u1u2u3

r1r2r3

]
=

∣∣∣
{

u1u2u3

r1r2r3

} ∣∣∣. Числа
[
u1u2u3

r1r2r3

]
называются тройны-

ми числами пересечений. Для фиксированной тройки вершин u1, u2, u3 вместо
[
u1u2u3
r1r2r3

]
будем

писать [r1r2r3]. К сожалению, для чисел [r1r2r3] нет общих формул. Однако в [4] предложен
метод вычисления некоторых чисел [r1r2r3].

Пусть u, v, w — вершины графа Γ, W = d(u, v), U = d(v,w), V = d(u,w). Так как имеется
точно одна вершина x = u такая, что d(x, u) = 0, то число [0jh] равно 0 или 1. Отсюда
[0jh] = δjW δhV . Аналогично, [i0h] = δiW δhU и [ij0] = δiU δjV .

Другое множество уравнений можно получить, фиксируя расстояние между двумя верши-
нами из {u, v, w}. Сосчитав число вершин всех расстояний от третьей, получим

∑d
l=1[ljh] =

pUjh − [0jh],
∑d

l=1[ilh] = pVih − [i0h],
∑d

l=1[ijl] = pWij − [ij0].

При этом некоторые тройки исчезают. При |i − j| > W или i + j < W имеем pWij = 0,
поэтому [ijh] = 0 для всех h ∈ {0, . . . , d}.

Положим Sijh(u, v, w) =
∑d

r,s,t=0QriQsjQth

[uvw
rst

]
. Если параметр Крейна qhij равен 0, то из

[3, теорема 3] имеем Sijh(u, v, w) = 0.

1. Доказательство теоремы 1

В этом разделе Γ — дистанционно регулярный граф с массивом пересечений

{(s+ 1)4 + s, (s+ 1)4 − (s+ 1)3, (s2 + s+ 1)(s + 1); 1, (s + 1)s, (s2 + s+ 1)(s + 1)2},

спектром ((s + 1)4 + s)1, (s3 + 3s2 + 4s + 1)f(s), −1f(s)(s+1)2 , (−s2 − s − 1)f(s)(s+1) и дуальной
матрицей собственных значений

Q =




1 f(s) f(s)(s+ 1)2 f(s)(s+ 1)
1 s3 + 3s2 + 4s+ 1 −(s+ 1)2 −(s2 + s+ 1)(s + 1)
1 −1 −(s+ 1)2 (s + 1)2

1 −s2 − s− 1 (s+ 1)3 −(s2 + s+ 1)(s + 1)


 ,

где f(s) = s4 + 4s3 + 6s2 + 5s + 1.

Если s = 1, то Γ имеет массив пересечений {17, 8, 6; 1, 2, 12}. Для этого графа µ = 2, λ = 8,
17 < 1/2 · 8 · (8 + 3) = 44, и по [1, предложение 4.3.2] должно выполняться условие делимости
(8 + 1) делит 17; противоречие. В дальнейшем будем считать, что s ≥ 2.

Лемма 1.1. Числа пересечений графа Γ равны

(1) p111 = s(s2+3s+4), p121 = s(s+1)3, p122 = s(s2+s+1)(s+2)(s+1)2, p132 = (s2+s+1)(s+1)3,
p133 = s(s2 + 2s+ 2)(s + 1);

(2) p211 = s(s + 1), p221 = s(s2 + s + 1)(s + 2), p222 = s(s3 + 3s2 + 3s + 3)(s + 1)2, p231 =
(s2 + s+ 1)(s + 1), p232 = s(s2 + s+ 1)(s + 2)(s + 1), p233 = s(s2 + 2s+ 2)(s + 1);

(3) p321 = (s2 + s + 1)(s + 1)2, p322 = s(s2 + s + 1)(s + 2)(s + 1)2, p331 = s(s2 + 2s + 2),
p332 = s(s2 + 2s+ 2)(s + 1)2, p333 = s(s2 + s+ 2)(s + 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждения проверяются непосредственно с помощью формул
из [1, лемма 4.1.7]. �

Лемма 1.2. Пусть u, v, w — вершины графа Γ с d(u, v) = 2, d(u,w) = d(v,w) = 1, [ijh] =[
uvw
ijh

]
и a = [111]. Тогда

[233] =
(
as2 − 3s3 + 2as− 6s2 + 2a− 4s

)(
s2 + 2s+ 2

)
/s2,

[112] = s2 − a+ s− 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что [113] = [123] = [131] = [133] = [213] = [231] =
[311] = [313] = [321] = [331] = 0. Отсюда сразу получаем [312] = [132] = p213 − 0 = (s2 +
s + 1)(s + 1), [121] = [211] = s(s2 + 3s + 4) − a и [112] = p211 − 1 = (s2 + s − 1) − a. Далее,
[122] = s(s2 + s + 1)(s + 2) − [121], [122] = s4 + 2s3 + a − 2s, [221] = s4 + 2s4 − 3s − 1 + a,
[211] = s3 + 3s2 − a+ 4s и [212] = s4 + 2s3 + a− 2s.

Положим b = [223]. Отсюда получаем [323] = [233] = (s2 + s + 1)(s + 1)3 − b. Далее,
[232] = [322] = −s3 − 2s2 − 2s − 1 + b. Из соотношения [221] + [222] + b = p222 получаем
[222] = s6 +5s5 +9s4 +10s3 +9s2 +6s+1− a− b. Далее, из соотношения [132] + [232] + [332] =
p132−0 = (s2+s+1)(s+1)3 имеем [332] = s5+4s4+7s3+7s2+4s+1−b. Наконец, из соотношения
[332] + [333] = p233 − 0 = s(s2 +2s+2)(s+1) получаем [333] = −s5 − 3s4 − 4s3 − 3s2 − 2s− 1+ b.

Для завершения доказательства леммы заметим, что q311 = 0, отсюда мы имеем S311 =∑d
r,s,t=0Qr1Qs1Qt3[rst] = 0. Подставляя в это равенство ранее полученные значения тройных

чисел пересечений и выражая параметр b, имеем

b =
s7 + 4 s6 − as4 + 10 s5 − 4 as3 + 19 s4 − 8 as2 + 26 s3 − 8 as + 21 s2 − 4 a+ 8 s

s2

и [233] = (as2 − 3s3 + 2as− 6s2 + 2a− 4s)(s2 + 2s+ 2)/s2. �

По лемме 1.2 выполняются неравенства a >
3s3 + 6s2 + 4s

s2 + 2s + 2
и a ≤ s2 + s− 1.

Кроме того, из условия целочисленности числа [233] следует делимость числа 4(a−2s+2as)
на s2. Если s — нечетное число, то (2s + 1)a ≡ 2s (mod s2). Отсюда a = 2s+ ts2.

Заметим, что
3s3 + 6s2 + 4s

s2 + 2s+ 2
> 2s, поэтому t ≥ 1. Однако в этом случае s2+s−1 < 2s+ ts2;

противоречие.

Теорема 1 доказана.

2. Доказательство теоремы 2

Рассмотрим сначала дистанционно регулярный граф Γ с массивом пересечений {83, 54, 21; 1,
6, 63}. Этот граф имеет спектр 831, 2983, −1747, −7249 и дуальную матрицу собственных зна-
чений

Q =




1 83 747 249
1 29 −9 −21
1 −1 −9 9
1 −7 27 −21


 .

Лемма 2.1. Числа пересечений графа Γ равны

(1) p111 = 28, p121 = 54, p132 = 189, p122 = 504, p133 = 60;

(2) p211 = 6, p212 = 56, p213 = 21, p222 = 522, p223 = 168, p233 = 60;

(3) p312 = 63, p313 = 20, p322 = 504, p323 = 180, p333 = 48.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждения проверяются непосредственно с помощью формул
из [1, лемма 4.1.7]. �

Лемма 2.2. Пусть u, v, w — вершины графа Γ с d(u, v) = 2, d(u,w) = d(v,w) = 1, [ijh] =[
uvw
ijh

]
и a = [111]. Тогда

[112] = −a+ 5, [121] = [211] = −a+ 28, [122] = [212] = a+ 28,

[132] = [312] = 21,

[221] = a+ 25, [222] = 24a+ 168, [223] = −25a+ 329,

[232] = [322] = −25a+ 308, [233] = [323] = [332] = 25a− 140,

[332] = 25a − 140, [333] = −25a+ 200.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что граф с массивом пересечений {83, 54, 21; 1, 6, 63}
принадлежит серии {(s+1)4+s, (s+1)4−(s+1)3, (s2+s+1)(s+1); 1, (s+1)s, (s2+s+1)(s+1)2}
при s = 2. Подставляя s = 2 в формулу выше, получаем требуемые равенства. �

По лемме 2.2 имеем [112] = −a+5 и [323] = 25a−140. Поэтому 28/5 ≤ a ≤ 5; противоречие.

Рассмотрим теперь дистанционно регулярный граф Γ с массивом пересечений {629, 500, 105;
1, 20, 525}. Этот граф имеет спектр 6291, 129629,−115725,−213145 и дуальную матрицу собствен-
ных значений

Q =




1 629 15725 3145
1 129 −25 −105
1 −1 −25 25
1 −21 125 −105


 .

Лемма 2.3. Числа пересечений графа Γ равны

(1) p111 = 128, p121 = 500, p132 = 2625, p122 = 12600, p133 = 520;

(2) p211 = 20, p212 = 504, p213 = 105, p222 = 12700, p223 = 2520, p233 = 520;

(3) p312 = 525, p313 = 104, p322 = 12600, p323 = 2600, p333 = 440.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждения проверяются непосредственно с помощью формул
из [1, лемма 4.1.7]. �

Лемма 2.4. Пусть u, v, w — вершины графа Γ с d(u, v) = d(u,w) = d(v,w) = 3, [ijh] =[
uvw
ijh

]
и b = [122]. Тогда

[123] = [132] = [213] = [231] = [312] = [321] = −b+ 525, [133] = [313] = [331] = b− 421,

[222] = −15b + 33075/2, [223] = [232] = [322] = 14b − 7875/2, [233] = [323] = [332] =
−13b+ 12025/2 и

[333] = 12b − 10305/2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что [111] = [112] = [113] = [121] = [131] = [211] =
[311] = 0. Из соотношений b+ [132] = p312 − 0 = 525 и b+ [123] = p313 − 0 = 525 получаем [132] =
[123] = 525− b. Равенство [132] + [133] = p313 − 0 = 104 влечет [133] = 104− (525− b) = b− 421.

Положим c = [221]. Из соотношений c + [321] = p331 − 0 = 525 и c + [231] = p321 − 0 = 525
получаем [321] = [231] = 525− c. Аналогично, [231]+ [331] = p331−0 = 104 влечет [331] = −421.

Положим d = [312]. Из соотношений [212] + d = p332 − 0 = 525 получим [212] = 525 − d.
Равенство d+[313] = p333−0 = 104 влечет [313] = 104−d. Соотношение [212]+ [213] = p323−0 =
525 дает [213] = d.

Положим теперь e = [222]. Из соотношений b+ e+ [322] = p332 − 0 = 12600 и c+ e+ [223] =
p323−0 = 12600 получаем [322] = 12600−b−e и [223] = 12600−c−e. Равенство d+[322]+[332] =
p332 − 0 = 2600 влечет [332] = b− d+ e− 10000. Из равенства [212] + e+ [232] = p322 − 0 = 12600,
получаем [232] = d−e+12075. Далее, [323] = 2600−(525−b)−(12600−c−e) = b+c+e−10525.
Затем получаем [233] = c − d + e − 10000 и из соотношения [333] = 439 − [133] − [233] имеем
[333] = −b− c+ d− e+ 10860.

Так как q311 = q131 = q113 = 0, то S311 = S131 = S113 = 0. Получаем еще 3 уравнения:
15c−15d+2e = 25200, 15b+15c+2e = 33075 и 15b−15d+2e = 25200. Отсюда e = −15b+33075/2,
d = 525− b и c = b. �

Ввиду леммы 2.4 имеем противоречие с тем, что число [222] = −15b+ 33075/2 не целое.

Теорема 2 доказана.
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КОНЕЧНЫЕ ПОЧТИ ПРОСТЫЕ 4-ПРИМАРНЫЕ ГРУППЫ

СО СВЯЗНЫМ ГРАФОМ ГРЮНБЕРГА — КЕГЕЛЯ1

Н. А.Минигулов

Пусть G — конечная группа. Через π(G) обозначается множество простых делителей порядка груп-
пы G. Графом Грюнберга — Кегеля (графом простых чисел) группы G называется граф с множеством
вершин π(G), в котором две различные вершины p и q смежны тогда и только тогда, когда в груп-
пе G есть элемент порядка pq. Группа G называется n-примарной, если |π(G)| = n. В 2011 г. в работе
А.С.Кондратьева и И.В. Храмцова были описаны конечные 4-примарные почти простые группы с несвяз-
ным графом Грюнберга —Кегеля. В данной работе описаны конечные 4-примарные почти простые группы
со связным графом Грюнберга — Кегеля. Для каждой такой группы указан ее граф Грюнберга — Кегеля.
Полученные результаты приведены в таблице. Согласно таблице число групп с указанным свойством
равно 32. Результаты получены с использованием компьютерной системы GAP.

Ключевые слова: конечная группа, почти простая группа, 4-примарная группа, граф Грюнберга —
Кегеля.

N. A.Minigulov. Finite almost simple 4-primary groups with connected Gruenberg–Kegel

graph.

Let G be a finite group. Denote by π(G) the set of prime divisors of the order of G. The Gruenberg–Kegel
graph (prime graph) of G is the graph with the vertex set π(G) in which two different vertices p and q are
adjacent if and only if G has an element of order pq. If |π(G)| = n, then the group G is called n-primary. In
2011, A.S. Kondrat’ev and I.V. Khramtsov described finite almost simple 4-primary groups with disconnected
Gruenberg–Kegel graph. In the present paper we describe finite almost simple 4-primary groups with connected
Gruenberg–Kegel graph. For each of these groups, its Gruenberg–Kegel graph is found. The results are presented
in a table. According to the table, there are 32 such groups. The results are obtained with the use of the computer
system GAP.

Keywords: finite group, almost simple group, 4-primary group, Gruenberg–Kegel graph.
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DOI: 10.21538/0134-4889-2019-25-4-142-146

Введение

Пусть G — конечная группа. Через π(G) обозначается множество простых делителей ее
порядка. Графом Грюнберга— Кегеля (графом простых чисел) Γ(G) группы G называется
граф с множеством вершин π(G), в котором две различные вершины p и q смежны тогда и
только тогда, когда в группе G есть элемент порядка pq. Группа G называется n-примарной,
если |π(G)| = n.

В работе А.С.Кондратьева и И.В.Храмцова [1] описаны конечные почти простые 4-примар-
ные группы с несвязным графом Грюнберга— Кегеля.

Цель данной работы — описать конечные почти простые 4-примарные группы со связным
графом Грюнберга— Кегеля.

Доказана следующая

Теорема. Пусть G — конечная почти простая 4-примарная группа. Граф Γ(G) свя-

зен тогда и только тогда, когда группа G изоморфна одной из следующих групп: A10, S9,

S10, Aut(J2), L2(81).2
2, Aut(L2(q)) при q ∈ {25, 27, 49, 81}; PGL3(4), PGL3(4).22, PGL3(4).23,

L3(4).6, L3(4).2
2, Aut(L3(4)), PGL3(7), Aut(L3(7)), L4(3).21, Aut(L4(3)), U3(5).3, Aut(U3(5)),

1Исследование выполнено за счет гранта РНФ (проект № 19-71-10067).
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U3(8).32, U3(8).3
2, U3(8).S3, Aut(U3(8)), S4(9).22, Aut(S4(q)) при q ∈ {5, 7, 9}; O+

8 (2).2, O
+
8 (2).3,

Aut(O+
8 (2)). Графы Грюнберга—Кегеля этих групп приведены в таблице ниже.

Из теоремы следует, что число конечных почти простых 4-примарных групп со связным
графом Грюнберга— Кегеля равно 32.

Полученные результаты могут быть использованы при исследованиях конечных групп по
свойствам их графов Грюнберга— Кегеля.

1. Обозначения и вспомогательные результаты

Наши обозначения и терминология в основном стандартны, их можно найти в [2; 3].

Для доказательства теоремы нам потребуются следующая лемма.

Лемма 1 [4, Theorem 1–Theorem 3; 5, Theorem I–Theorem III; 6]. Пусть G – конечная про-

стая 4-примарная группа. Тогда G изоморфна одной из следующих групп:

(1) An при 7 ≤ n ≤ 10, L2(q) при q ∈ {16, 25, 49, 81}; L3(q) при q ∈ {4, 5, 7, 8, 17}; L4(3),
S4(q) при q ∈ {4, 5, 7, 9}; S6(2), U3(q) при q ∈ {4, 5, 7, 8, 9}; U4(3), U5(2), O+

8 (2), G2(3), Sz(8),
Sz(32), 3D4(2),

2F4(2)
′, M11, M12, J2;

(2) L2(r), где r — простое число, 17 6= r ≥ 11, r2 − 1 = 2a3bsc, s > 3 — простое число,

a, b ∈ N и c равно либо 1, либо 2 при r ∈ {97, 577};

(3) L2(2
m), где m, 2m − 1 и (2m + 1)/3 — простые числа, большие 3;

(4) L2(3
m), где m и (3m−1)/2 — нечетные простые числа, а (3m+1)/4 равно либо простому

числу, либо 112 при m = 5.

2. Доказательство теоремы

Пусть G — конечная почти простая 4-примарная группа и L – ее цоколь.

Докажем условие необходимости теоремы. Пусть граф Γ(G) связен.

Лемма 2. Группа L не изоморфна группе из п. (2) леммы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что L изоморфна группе из п. (2) леммы 1.
Тогда G ∼= Aut(L), и ввиду [1, табл. 1] граф Γ(G) несвязен; противоречие. Лемма доказана.

Лемма 3. Группа L не изоморфна группе из п. (3) леммы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Тогда L ∼= L2(2
m), где m,u = 2m − 1

и t = (2m + 1)/3 — простые числа, большие 3. Поскольку граф Γ(L) несвязен, имеем L < G и,
следовательно, G ∼= Aut(L) ∼= L2(2

m) : Zm. Поскольку π(G) = {2, 3, u, t}, имеем m ∈ {u, t}.

Пусть m = u. Тогда m = 2m−1, т. е. 2m = m+1. Индукцией по m покажем, что 2m > m+1
при m ≥ 2. При m = 2 получим, что 22 = 4 > 2 + 1 = 3, так что база индукции выполняется.
Предположим, что m ≥ 2 и 2m > m+ 1. Тогда 2m+1 > 2m+ 2 = m+ (m+ 2) > m+ 2, так что
и шаг индукции выполняется. Таким образом, m 6=u.

Итак, m = t = (2m+1)/3. Тогда 2m = 3m−1. Индукцией по m покажем, что 2m > 3m−1 при
m > 3. При m = 4 получаем, что 24 = 16 > 3 · 4− 1 = 11, так что база индукции выполняется.
Предположим, что m > 3 и 2m > 3m − 1. Тогда 2m+1 > 6m − 2 = 3(m + 1) − 1 + (3m − 4) >
3(m+ 1)− 1, так что и шаг индукции выполняется. Таким образом, m 6=t.

Полученное противоречие доказывает лемму.

Лемма 4. Если группа L изоморфна группе из п. (4) леммы 1, то G ∼= Aut(L2(27)).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что L ∼= L2(3
m), где m и u = (3m − 1)/2 –

нечетные простые числа, а (3m + 1)/4 равно либо простому числу, либо 112 при m = 5. Тогда
π((3m + 1)/4) = {t} для некоторого простого числа t. Ввиду [1, табл. 1] графы Γ(L2(3

m)) и
Γ(PGL2(3

m)) несвязны.
Поскольку |Out(L)| = 2m (см. [3, табл. 5]) и граф Γ(G) связен, группа G изоморфна либо

L : Zm, либо Aut(L). Поэтому m ∈ π(G) = π(L) = {2, 3, u, t}.
Предположим, что m ∈ {u, t}. Тогда m > 3 и, следовательно, m ∈ π(L). Но тогда полевой

автоморфизм ϕ порядка m группы L централизует в L элемент порядка m. Но CL(ϕ) ∼= L2(3) ∼=
A4 (см. [2, 4.9.1]); противоречие. Итак, m = 3. Ввиду [1, табл. 1] граф Γ(L2(3

3).Z3) несвязен,
поэтому G ∼= Aut(L2(3

3)).
Лемма доказана.

Из лемм 2–4 следует, что либо группа L изоморфна группе из п. (1) леммы 1, либо
G ∼= Aut(L2(27)). Все 4-примарные почти простые группы с таким цоколем L можно либо
найти в [3], либо вычислить, используя строение группы Out(L), указанное, например, в [3,
с. 239–242]. C использованием [1, табл. 1] из множества этих групп исключаются все конечные
4-примарные почти простые группы с несвязным графом Грюнберга— Кегеля. Оставшиеся
после этого исключения группы и их графы Грюнберга— Кегеля приведены в таблице ни-
же. Графы Грюнберга— Кегеля этих групп строятся с использованием их таблиц характеров,
которые приводятся либо в [3], либо в [7].

Условие необходимости теоремы доказано.
Пусть группа G изоморфна одной из групп из списка, приведенного в теореме. Графы

Грюнберга— Кегеля этих групп приведены в таблице, и все они связны. Условие достаточности
теоремы доказано.

Теорема доказана.
Т а б л и ц а

Конечные почти простые 4-примарные

группы со связным графом Грюнберга — Кегеля

Группа G Граф Γ(G)

PGL3(4), L3(4).6 ❝ ❝ ❝

❝

2 3 7

5

U4(3).21, U4(3).4, U4(3).2
2,Aut(U4(3)),

Aut(L2(49)),L3(4).2
2 ❝ ❝ ❝

❝

3 2 7

5

S9,Aut(J2),O
+
8 (2).2

❝

❝

❝ ❝

✚
✚

❩
❩

3

5

2 7

Aut(S4(7))

❝

❝

❝ ❝

✚
✚

❩
❩

3

7

2 5

A10, PGL3(4).23, O
+
8 (2).3, U3(5).3,

Aut(U3(5)) ❝

❝

❝ ❝

✚
✚

❩
❩

2

5

3 7
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Продолжение таблицы

Группа G Граф Γ(G)

PGL3(4).22

❝

❝

❝ ❝

✚
✚

❩
❩

2

7

3 5

S10,Aut(L3(4)),Aut(O
+
8 (2))

❝

❝

❝

❝

�
�
�

2

5

7

3

L4(3).21,Aut(L4(3)),Aut(L2(25)) ❝ ❝ ❝

❝

5 2 13

3

L2(81).2
2,Aut(L2(81)) ❝ ❝ ❝

❝

5 2 41

3

Aut(S4(5))

❝

❝

❝ ❝

✚
✚

❩
❩

3

5

2 13

S4(9).22,Aut(S4(9))

❝

❝

❝ ❝

✚
✚

❩
❩

3

5

2 41

Aut(L2(27)) ❝ ❝ ❝

❝

3 2 13

7

U3(8).32, U3(8).3
2

❝ ❝ ❝

❝

2 3 19

7

PGL3(7),Aut(L3(7)),U3(8).S3,
Aut(U3(8)) ❝

❝

❝ ❝

✚
✚

❩
❩

2

7

3 19
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О МУЛЬТИПЛИКАТИВНОМ ОБРАЩЕНИИ1 РЯДОВ ВОЛЬФА — ДАНЖУА

А. Р.Миротин,А. А. Атвиновский

Пусть функция f с вещественными полюсами, образующими монотонную и ограниченную последо-
вательность, разлагается в ряд Вольфа — Данжуа с положительными коэффициентами. В основном ре-
зультате статьи утверждается, что если мы вычтем из функции 1/f ее “линейную часть”, то оставшаяся
“дробная часть” этой функции тоже будет разлагаться в ряд Вольфа — Данжуа (и ее полюсы тоже ве-
щественны, а коэффициенты ряда отрицательны). Дано приложение полученного результата к теории
операторов.
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Введение

Следуя [1], рядами Вольфа — Данжуа мы будем называть ряды вида

∞∑

k=1

Ak

z − λk
, (∗)

где Ak ∈ C, {Ak}k≥1 ∈ l1, {λk}k≥1 — ограниченная последовательность комплексных чисел.
Как было отмечено в [1], ряды указанного вида интенсивно изучались в работах А. Пуан-

каре, Ж. Вольфа, А. Данжуа, Э. Бореля, Т. Карлемана, А. Бёрлинга, Т.А.Леонтьевой [2; 3]
прежде всего в связи с проблемами квазианалитичности и аналитического продолжения. Они
также имеют приложения к теории рядов Дирихле и теории операторов [1].

Кроме того (см. статью [4] и приведенную там библиографию), различные свойства функ-
ций, допускающих представления вида (∗), изучались и использовались в ряде работ М.Г.Крей-
на, Г.Л. Гамбургера, Б.Я.Левина, М.В.Келдыша и И.В.Островского, Л. деБранжа, Ю.Ф.Ко-
робейника, А.Боричева и М.Л.Содина, Л.С.Маергойза, В.Б.Шерстюкова по теории функций
и гармоническому анализу, теории операторов и дифференциальных уравнений. Отметим так-
же работу Н.И.Ахиезера [5].

Как известно, класс функций Неванлинны R [6] (см. также [7], где эти функции называются
функциями Пика) переходит в себя при преобразовании f 7→ −1/f. Суть основного результа-
та данной заметки состоит в уточнении этого свойства для некоторого подкласса класса R.

1От английского “multiplicative inverse”. Авторы отдают себе отчет в том, что термин "мультиплика-
тивное обращение функции f" применительно к функции 1/f не принят в математической литературе
на русском языке.
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А именно, показано, что если функция f с вещественными полюсами, образующими монотон-
ную и ограниченную последовательность, разлагается в ряд Вольфа — Данжуа с положитель-
ными коэффициентами и если мы вычтем из функции 1/f ее “линейную часть”, то оставшаяся
“дробная часть” этой функции тоже будет разлагаться в ряд Вольфа — Данжуа (и ее полюсы
тоже вещественны, а коэффициенты ряда отрицательны). При этом оказалось, что условия по-
ложительности коэффициентов и вещественности полюсов нельзя отбросить (см. замечания 1
и 2 ниже). Дано также приложение полученного результата к теории операторов.

Статья анонсирована в [8].

1. Основной результат

Теорема 1. Пусть функция f представима в виде

f(z) =
∞∑

k=1

ck
λk − z

, (1)

где ck > 0,
∞∑
k=1

ck < ∞, {λk}k≥1 — монотонная и ограниченная последовательность действи-

тельных чисел. Тогда
1

f(z)
= α+ βz −

∞∑

n=1

bn
tn − z

, (2)

где

α =

∞∑
k=1

ckλk

( ∞∑
k=1

ck

)2
, β = −

1
∞∑
k=1

ck

,

tn — все нули функции f(z), bn = 1/f ′(tn) > 0 (n = 1, 2, . . . ),
∞∑
n=1

bn < ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим сначала случай, когда последовательность {λk}k≥1

монотонно возрастает, и положим a := λ1, b := supk λk. Ясно, что ряд (1) сходится локально
равномерно и функция f голоморфна на множестве C \ [a, b], в некоторой окрестности каждо-
го из интервалов (λk−1, λk) и в бесконечности и имеет в бесконечности нуль первого порядка.
Особыми точками функции f в расширенной комплексной плоскости являются полюсы λk и
точка b, предельная для полюсов. Заметим, что все нули tn функции f принадлежат отрез-
ку [a, b], так как (z = x+ iy),

f(z) =
∞∑

k=1

ck(λk − x)

|λk − z|2
+ iy

∞∑

k=1

ck

|λk − z|2
,

и кратность этих нулей равна единице, поскольку при x ∈ R \ ({λk}k≥1 ∪ {b})

f ′(x) =
∞∑

k=1

ck
(λk − x)2

> 0.

Из последнего неравенства следует также, что f строго возрастает на любом интервале, содер-
жащемся в R\({λk}k≥1∪{b}). Поскольку f(λk−1+0) = −∞, f(λk−0) = +∞, множество нулей
функции f на каждом интервале (λk−1, λk) состоит ровно из одной точки. Следовательно, мно-
жество {tn} всех нулей функции f счетно, и мы можем считать последовательность {tn}n≥1

строго возрастающей.
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Покажем, что функция ϕ(z) :=
1

f(z)
(ϕ(λk) := 0, ϕ(b) := 0) имеет вид

ϕ(z) = α+ βz −

b∫

a

dτ(t)

t− z
,

где τ — ограниченная неотрицательная регулярная борелевская мера, сосредоточенная на [a, b]
(см. [9]). Действительно, так как

Imf(z) = y

∞∑

k=1

ck

|λk − z|2
,

то функция −ϕ(z) принадлежит классу Неванлинны R [6] (см. также [7, с. 217]), т. е. голо-
морфна в верхней полуплоскости, и Im(−ϕ(z)) > 0 при y > 0, а потому по теореме Неванлинны

−ϕ(z) = α1 + β1z +

+∞∫

−∞

( 1

t− z
−

t

1 + t2

)
dτ(t),

где τ — неотрицательная регулярная борелевская мера, для которой сходится интеграл∫ +∞

−∞
(1 + t2)−1dτ(t), α1, β1 — вещественные числа. Воспользуемся формулой обращения Сти-

лтьеса — Перрона, которая в случае функции −ϕ(z) при подходящей нормировке интегриру-
ющей функции имеет вид (см., например, [10, с. 521])

τ(s2)− τ(s1) = −
1

π
lim
ε→0

s2∫

s1

Im(ϕ(x+ iε))dx

(через τ(t) мы обозначаем функцию распределения меры τ). Ввиду вещественности функции
ϕ(z) при z = x < a и z = x > b правая часть здесь равна нулю при s1 < s2 < a и при
s2 > s1 > b, а потому функция τ(t) постоянна при t < a и t > b и, в частности, ограничена.
Поэтому

−ϕ(z) = α2 + β1z +

b∫

a

dτ(t)

t− z
, т. е. ϕ(z) = α+ βz −

b∫

a

dτ(t)

t− z
,

где α, β — вещественные числа.
Аналогично, если tk−1 < s1 < s2 < tk, формула обращения Стилтьеса — Перрона показы-

вает, что функция τ(t) постоянна на каждом интервале (tk−1, tk), что приводит к формуле (2),
в которой bk > 0 — скачок функции τ в точке tk (предельный переход под знаком интеграла в
формуле Стилтьеса — Перрона возможен в силу непрерывности подинтегральной функции в

комплексной окрестности отрезка [s1, s2]). Следовательно,
∞∑
k=1

bk есть вариация функции τ(t)

на отрезке [a, b], а потому этот ряд сходится.

Наконец, из равенства lim
x→∞

∞∑
n=1

bn/(x− tn) = 0 и формулы (2) вытекает, что график линей-

ной функции α + βx есть наклонная асимптота графика функции 1/f(x), а потому коэффи-
циенты α и β определяются следующим образом:

β = lim
x→∞

1

xf(x)
, α = lim

x→∞

( 1

f(x)
− βx

)
.

Тогда

β = lim
x→∞

1
∞∑
k=1

xck
λk − x

= lim
x→∞

1
∞∑
k=1

ck
λk/x− 1

= −
1

∞∑
k=1

ck

,
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и

α =
1

∞∑
k=1

ck

lim
x→∞

∞∑
k=1

ck

(
1 +

x

λk − x

)

∞∑
k=1

ck
λk − x

=
1

∞∑
k=1

ck

lim
x→∞

∞∑
k=1

ckλk

λk − x
∞∑
k=1

ck
λk − x

=
1

∞∑
k=1

ck

lim
x→∞

∞∑
k=1

ckλk

λk/x− 1
∞∑
k=1

ck
λk/x− 1

==

∞∑
k=1

ckλk

( ∞∑
k=1

ck

)2
.

Законность предельного перехода под знаками сумм следует из того, что при |x| > 2 supk≥1 |λk|

для всех k ≥ 1 справедливо неравенство |λk/x− 1| > 1/2, а потому ряды имеют суммируемые
мажоранты.

В случае, когда последовательность {λk}k≥1 монотонно убывает, доказательство проводит-
ся аналогично, если положить a := infk λk, b := λ1 и вместо интервалов (λk−1, λk) рассматри-
вать интервалы (λk, λk−1). Это завершает доказательство теоремы. �

З а м е ч а н и е 1. Требование положительности коэффициентов ck в теореме 1 суще-
ственно, так как в противном случае кратность нуля функции f (а потому и порядок соот-
ветствующего полюса функции 1/f) может быть больше единицы, что показывает следующий
пример:

1

2z
−

4

z + 1
+

9

2(z + 2)
=

(z − 1)2

z(z + 1)(z + 2)
.

2. Приложения

Следствием теоремы 1 является теорема об обращении функции f вида (1) от замкнутого
оператора в банаховом пространстве. Пусть для определенности последовательность {λk}k≥1

монотонно возрастает. Если A — замкнутый плотно определенный оператор в комплексном
банаховом пространстве X, спектр σ(A) которого не пересекается с отрезком [a, b], где a :=
λ1, b := supk λk, то мы положим

f(A) :=
∞∑

k=1

ckR(λk, A),

где R(λk, A) = (λkI−A)−1 — значения резольвенты оператора A. Это определение согласуется
с голоморфным функциональным исчислением Рисса — Данфорда замкнутых операторов в
пространстве X [11], поскольку f принадлежит пространству F(A) функций, голоморфных
в некоторой (своей для каждой функции) окрестности множества σ(A) и в бесконечности.
Приведенное ниже следствие обобщает результат из [12], который был получен с помощью
функционального исчисления, построенного в [13;14]. Континуальный аналог этого результата
был установлен в [15].

Следствие. Пусть функция f задана формулой (1), где ck > 0,
∞∑
k=1

ck < ∞, {λk}k≥1 — мо-

нотонно возрастающая и ограниченная последовательность действительных чисел,

a := λ1, b := supk λk и A — замкнутый плотно определенный оператор в комплексном ба-

наховом пространстве X, спектр которого не пересекается с отрезком [a, b]. Тогда левый

обратный к оператору f(A) существует и имеет вид

f(A)−1 = αI + βA−

∞∑

n=1

bnR(tn, A),

где tn (n = 1, 2, . . . ) — все нули функции f, а значения bn, α и β даются теоремой 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что функция f принадлежит классу R[a, b] (относи-
тельно последнего см. [10, c. 525; а также 13]). Поэтому по теореме 1 из [13] левый обратный
к оператору f(A) существует и равен ϕ(A) (как и выше, ϕ = 1/f). Осталось заметить, что в
силу теоремы 1

ϕ(A) = αI + βA−

∞∑

n=1

bnR(tn, A). �

В работе [12] был рассмотрен частный случай следствия, в котором ряд заменен конечной
суммой. Там же была поставлена задача обобщения этого результата на случай комплексных
полюсов (метод, использованный в [12], здесь неприменим, см. ниже замечание 2). Нижесле-
дующая теорема 2 решает эту задачу.

Рассмотрим рациональную функцию

f(z) =
n∑

j=1

aj
λj − z

,

где aj > 0, а λj — произвольные попарно различные комплексные числа. Если A — замкну-
тый плотно определенный оператор в комплексном банаховом пространстве X, спектр σ(A)
которого не пересекается с множеством {λ1, . . . , λn}, то мы, как и выше, положим

f(A) =
n∑

j=1

ajR(λj, A).

Это определение также согласуется с голоморфным функциональным исчислением Рисса —
Данфорда замкнутых операторов в пространстве X, поскольку f ∈ F(A).

Ниже мы получим условия левой обратимости оператора f(A) и вычислим соответству-
ющий левый обратный. Для формулировки основного результата заметим, что рациональная
функция g = 1/f имеет в бесконечности полюс первого порядка. Следовательно, выделяя
целую часть и разлагая дробную часть на простейшие дроби, мы можем ее представить в виде

g(z) = α+ βz +
m∑

j=1

mj∑

k=1

cjk
(tj − z)k

, (3)

где tj — все нули функции f , mj — кратность нуля tj .

З а м е ч а н и е 2. В отличие от случая, когда λj — действительные числа, рассмотренно-
го выше, нули функции f могут быть кратными, даже если все коэффициенты положительны.

Например, так будет в случае f(z) =
1

z − λ
+

1

z − 1
+
1

z
, где λ — корень уравнения λ2−λ+1 = 0.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть A — замкнутый плотно определенный оператор в комплексном бана-

ховом пространстве X, спектр σ(A) которого не пересекается с выпуклой оболочкой

conv(λ1, . . . , λn) множества {λ1, . . . , λn}. Тогда левый обратный к оператору f(A) существу-

ет и имеет вид

f(A)−1 = αI + βA+

m∑

j=1

mj∑

k=1

cjkR(tj, A)
k,

где tj (j = 1, . . . ,m) — все нули функции f , mj — кратность нуля tj и

α =

n∑
j=1

ajλj

( n∑
j=1

aj

)2
, β = −

1
n∑

j=1
aj

.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Значениz коэффициентов α и β выводятся из формулы (3) ана-
логично тому, как это было сделано в доказательстве теоремы 1.

Теперь покажем, что все корни уравнения f(z) = 0 принадлежат conv(λ1, . . . , λn). Если до-
пустить противное, то найдется прямая на комплексной плоскости, разделяющая
conv(λ1, . . . , λn) и некоторый корень z0 этого уравнения. Следовательно, найдется прямая,
разделяющая conv(λ1 − z0, . . . , λn − z0) и 0. Совершая поворот w = eiθz на подходящий угол,
получаем, что прямая Rew = a, a > 0, разделяет conv(eiθ(λ1 − z0), . . . , e

iθ(λn − z0)) и 0. Ясно,
что

∑n
j=1 aj/wj = 0, где wj = eiθ(λj − z0).

С другой стороны, дробно-линейное преобразование ζ = 1/w переводит прямую Rew = a в
окружность, проходящую через 0 и содержащую внутри все точки ζj = 1/wj . Следовательно,

n∑

j=1

aj
wj

=

n∑

j=1

ajζj 6= 0;

у нас aj > 0, и все точки ζj лежат по одну сторону от касательной к окружности, проведенной
в точке 0, и мы получили противоречие.

Из доказанного выше следует, что функция

g(z) =
1

f(z)
= α+ βz + h(z),

где

h(z) =

m∑

j=1

mj∑

k=1

cjk
(tj − z)k

,

голоморфна в окрестности спектра оператора A, а потому функции h принадлежат простран-
ству F(A). Из определения функционального исчисления Рисса — Данфорда сразу следует,
что

g(A) = αI + βA+

m∑

j=1

mj∑

k=1

cjkR(tj, A)
k.

Заметим, что оба слагаемых правой части очевидного равенства

1 = g(z)f(z) = (α+ βz)f(z) + h(z)f(z)

принадлежат F(A). Следовательно, применяя функцию (α+βz)f(z)+h(z)f(z) к оператору A
и воспользовавшись свойствами полиномиального исчисления и голоморфного функциональ-
ного исчисления Рисса — Данфорда [11, VII.9], будем иметь (αI + βA)f(A) + h(A)f(A) = I.
Таким образом, f(A)−1 = g(A), что и требовалось доказать. �

З а м е ч а н и е 3. Легко проверяемое равенство (a, b ≥ 0, a+ b = 1)

aR(λ1, A) + bR(λ2, A) = R(λ1, A) ((aλ2 + bλ1)−A)R(λ2, A)

показывает, что его левая часть обратима слева тогда и только тогда, когда число aλ2+ bλ1 не
принадлежат точечному спектру σp(A). Отсюда следует, что всевозможные линейные комби-
нации с положительными коэффициентами двух значений резольвенты оператора A обратимы
слева тогда и только тогда, когда σp(A) не пересекается с выпуклой оболочкой conv(λ1, λ2) мно-
жества {λ1, λ2}, т. е. с отрезком с концами λ1 и λ2. Таким образом, условие conv(λ1, . . . , λn) ∩
σ(A) = ∅ в предыдущей теореме существенно.

З а м е ч а н и е 4. Как в ситуации, описываемой следствием, приведенным выше, так
и в ситуации теоремы 2 задача f(A)x = y является некорректной при неограниченном A.
Причиной этого служит член βA в формуле для f(A)−1, которая в обоих случаях имеет вид

f(A)−1 = αI + βA+ g(A),
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где оператор g(A) ограничен. Из этой же формулы вытекает следующий подход к регуля-
ризации этих задач. Если оператор A−1 ограничен и Rt (0 < t < t0) есть регуляризующее
семейство задачи A−1x = y (т.е. RtA

−1x → x (t → 0) при всех x ∈ X, см., например, [16]), то
R′

t = αI +βRt+ g(A) есть, как легко проверить, регуляризующее семейство задачи f(A)x = y.

Авторы благодарят рецензентов за замечания и предложения, способствовавшие улучше-
нию изложения.
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КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ СО СВЕРХРАЗРЕШИМЫМИ ПОДГРУППАМИ

ЗАДАННЫХ ПОРЯДКОВ

В.С.Монахов, В.Н. Тютянов

Изучается конечная группа G, обладающая следующим свойством: для каждой ее максимальной под-
группы H существует подгруппа H1 такая, что |H1| = |H| и H1 ∈ F, где F — формация всех нильпотент-
ных групп или всех сверхразрешимых групп. Доказано, что если F = N — формация всех нильпотентных
групп и группа G ненильпотентна, то |π(G)| = 2 и в G есть нормальная силовская подгруппа. Для
формации F = U всех сверхразрешимых групп и разрешимой группы G с рассматриваемым свойством
доказывается, что G сверхразрешима или 2 ≤ |π(G)| ≤ 3; при |π(G)| = 3 группа G имеет силовскую
башню сверхразрешимого типа; при |π(G)| = 2 или G имеет нормальную силовскую подгруппу, или для
наибольшего p ∈ π(G) некоторая максимальная подгруппа из силовской p-подгруппы группы G нор-
мальна в G. Если G — неразрешимая группа и для каждой максимальной подгруппы в G существует
сверхразрешимая подгруппа такого же порядка, то каждый неабелев композиционный фактор группы G
изоморфен PSL2(p) для некоторого простого числа p и все такие значения p перечислены.

Ключевые слова: конечная группа, разрешимая группа, максимальная подгруппа, нильпотентная под-
группа, сверхразрешимая подгруппа.
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Введение

Рассматриваются только конечные группы. Множество всех простых делителей порядка
группы G обозначается через π(G).

Хорошо известно строение группы, у которой все максимальные подгруппы нильпотент-
ны [1]. Такие ненильпотентные группы называются группами Шмидта. Известно также строе-
ние несверхразрешимой группы, у которой все максимальные подгруппы сверхразрешимы [2].
Простые группы, у которых все максимальные подгруппы разрешимы, перечислены Томп-
соном [3]. Разрешимые группы, не принадлежащие насыщенной формации F, у которых все
максимальные подгруппы принадлежат F, также достаточно хорошо исследованы [4, § 24].
Авторами [5] исследованы группы, в которых каждая максимальная подгруппа нильпотент-
на или проста, и группы, в которых каждая максимальная подгруппа сверхразрешима или
проста.

В настоящей статье изучается конечная группа G, обладающая следующим свойством:
для каждой ее максимальной подгруппы H существует подгруппа H1 такая, что |H1| = |H|

и H1 ∈ F, где F — формация всех нильпотентных групп или всех сверхразрешимых групп. До-
казано, что если F = N — формация всех нильпотентных групп и группа G ненильпотентна,
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то |π(G)| = 2 и в G есть нормальная силовская подгруппа. Для формации F = U всех сверх-
разрешимых групп и разрешимой группы G с рассматриваемым свойством доказывается, что
либо G сверхразрешима или 2 ≤ |π(G)| ≤ 3; при |π(G)| = 3 группа G имеет силовскую баш-
ню сверхразрешимого типа; при |π(G)| = 2 или G имеет нормальную силовскую подгруппу,
или для наибольшего p ∈ π(G) некоторая максимальная подгруппа из силовской p-подгруппы
группы G нормальна в G. Если G — неразрешимая группа и для каждой максимальной под-
группы в G существует сверхразрешимая подгруппа такого же порядка, то каждый неабелев
композиционный фактор группы G изоморфен PSL2(p) для некоторого простого числа p и
все такие значения p перечислены.

1. Обозначения и вспомогательные результаты

Используемая терминология соответствует [6]. Через Sn и An обозначаются симметриче-
ская и знакопеременная группы степени n соответственно, а Zm — циклическая группа поряд-
ка m. Если m и n — натуральные числа, то (m,n) обозначает их наибольший общий делитель.
Запись M < G (M ⋖ G) означает, что M — собственная (максимальная) подгруппа груп-
пы G. Полупрямое произведение подгрупп A и B с нормальной подгруппой A обозначается
через A⋊B. S(G) — наибольшая разрешимая нормальная подгруппа группы G.

Лемма 1. В разрешимой группе максимальная подгруппа наибольшего порядка нормаль-

на.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся индукцией по порядку группы. Пусть G — раз-
решимая группа и K — ее максимальная подгруппа наибольшего порядка. Предположим, что
KG = 1. Тогда G = N ⋊K, где N — минимальная нормальная подгруппа в G. Если x ∈ G \K,
то

K ∩Kx < K, N(K ∩Kx) < G, KKx 6= G,

|G| = |K||N | > |KKx| =
|K||Kx|

|K ∩Kx|
, |K ∩Kx||N | > |K|.

Теперь подгруппа N(K ∩Kx) имеет порядок больший, чем порядок подгруппы K. Получили
противоречие. Поэтому наше допущение неверно и KG 6= 1. По индукции подгруппа K/KG

нормальна в G/KG, значит, K нормальна в G.

Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть G — сверхразрешимая группа и натуральное число k делит |G|. Тогда

в группе G существует подгруппа H порядка k.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем лемму индукцией по порядку группы G. Так как груп-
па G сверхразрешима, то любая ее максимальная подгруппа имеет простой индекс. Поэтому
для каждого p ∈ π(G) индекс максимальной в G подгруппы, содержащей p′-холлову подгруппу
из G, равен p. Если k = |G|, то искомой подгруппой будет вся группа G. Если k 6= |G|, то в G
найдется максимальная подгруппа M такая, что k делит |M |. Так как M сверхразрешима, то
по индукции в M найдется подгруппа H порядка k.

Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть в группе G для каждой максимальной подгруппы H1 имеется сверх-

разрешимая подгруппа H такая, что |H| = |H1|. Если N — нормальная подгруппа группы G,

то в фактор-группе G/N для каждой максимальной подгруппы M1/N найдется сверхразре-

шимая подгруппа M/N такая, что |M/N | = |M1/N |.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M1/N — произвольная максимальная подгруппа в G/N .
По условию в группе G найдется сверхразрешимая подгруппа K, для которой |K| = |M1|.
Поскольку |M1/N | делит |KN/N | и KN/N ∼= K/K ∩N сверхразрешима, то в KN/N имеется
по лемме 2 подгруппа M/N порядка M1/N .

Лемма доказана.

Рассмотрим множество R неабелевых групп PSL2(p) (p — простое число), удовлетворяю-
щих одному из условий:

(1) p2 − 1 ≡ 0 (mod 5), p2 − 1 ≡ 0 (mod 16) и одно из чисел p± 1 делится на 120;

(2) p2 − 1 ≡ 0 (mod 5), p2 − 1 6≡ 0 (mod 16) и одно из чисел p± 1 делится на 60;

(3) p2 − 1 ≡ 0 (mod 16), p2 − 1 6≡ 0 (mod 5) и одно из чисел p± 1 делится на 24;

(4) p2 − 1 6≡ 0 (mod 5), p2 − 1 6≡ 0 (mod 16) и одно из чисел p± 1 делится на 12.

Отметим, что R 6= ∅. Например, группа PSL2(239) удовлетворяет условию (1), группа
PSL2(61) — условию (2), группа PSL2(23) — условию (3), группа PSL2(13) — условию (4).

Лемма 4. Пусть в группе G для каждой максимальной подгруппы M1 существует сверх-

разрешимая подгруппа M такая, что |M | = |M1|. Группа G изоморфна простой неабелевой

группе PSL2(p
n), где p — нечетное простое число и n — натуральное число, тогда и только

тогда, когда G ∈ R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть в группе G для каждой максимальной подгруппы M1 су-
ществует сверхразрешимая подгруппа M такая, что |M | = |M1|, и G изоморфна PSL2(p

n), где
p — нечетное простое число, n — натуральное число. Максимальными подгруппами порядка
1
2p

n(pn − 1) в группе G являются только сопряженные с подгруппой Бореля подгруппы. Так
как подгруппа Бореля является группой Фробениуса [9, теорема 2.8.2] и она сверхразрешима
по условию, то n = 1 и G ∼= PSL2(p). Отметим, что (p + 1, p − 1) = 2 и в G существуют
диэдральные подгруппы порядков p ± 1. По теореме Диксона [6, теорема II.8.27] несверхраз-
решимыми максимальными подгруппами в G могут быть только подгруппы, изоморфные A4,
S4, A5. Возможны следующие случаи.

(1) Обе подгруппы, изоморфные A5 и S4, максимальны в G. Тогда p2 − 1 ≡ 0 (mod 5) и
p2 − 1 ≡ 0 (mod 16) [6, теорема II.8.27]. Поэтому либо p + 1, либо p − 1 делится на 120. По
лемме 2 в G имеются сверхразрешимые подгруппы порядков 60 и 24.

(2) Только подгруппа, изоморфная A5, максимальна в G. Тогда p2 − 1 ≡ 0 (mod 5) и
p2 − 1 6≡ 0 (mod 16) [6, теорема II.8.27]. Поэтому либо p + 1, либо p − 1 делится на 60. По
лемме 2 в G имеется сверхразрешимая подгруппа порядка 60.

(3) Только подгруппа, изоморфная S4, максимальна в G. Тогда p2 − 1 ≡ 0 (mod 16) и
p2−1 6≡ 0 (mod 5) [6, теорема II.8.27]. Поэтому либо p+1, либо p−1 делится на 24. По лемме 2
в G имеется сверхразрешимая подгруппа порядка 24.

(4) Только подгруппа, изоморфная A4, максимальна в G. Тогда p2 − 1 6≡ 0 (mod 5) и
p2 − 1 6≡ 0 (mod 16) [6, теорема II.8.27]. Поэтому либо p + 1, либо p − 1 делится на 12. По
лемме 2 в G имеется сверхразрешимая подгруппа порядка 12.

Таким образом, G ∈ R. Из доказательства ясно, что если G ∈ R, то она удовлетворяет
условию леммы.

Лемма доказана.

2. Нильпотентный случай

Напомним, что F (G) — подгруппа Фиттинга группы G.

Теорема 1. Пусть в группе G для каждой максимальной подгруппы H существует ниль-

потентная подгруппа H1 такая, что |H1| = |H|. Тогда либо группа G нильпотентна, ли-

бо |π(G)| = 2 и G/F (G) имеет простой порядок.



158 В.С.Монахов, В.Н.Тютянов

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что в группе G нет нормальных силовских под-
групп. Тогда для каждого p ∈ π(G) нормализатор NG(P ) силовской p-подгруппы P из G будет
собственной подгруппой в G. Пусть H — максимальная в G подгруппа, содержащая NG(P ). По
условию существует нильпотентная подгруппа H1 такая, что |H| = |H1|. Пусть P1 — силовская
p-подгруппа из H1. Так как |P1| = |P |, то P1 — силовская подгруппа группы G и NG(P1) = H1.
По теореме Силова P1 = P x для некоторого x ∈ G. Так как нормализаторы сопряженных
подгрупп сопряжены, то

H1 = NG(P )x ≤ Hx, H1 = Hx.

Поскольку p — произвольное, то нормализаторы всех силовских подгрупп группы G ниль-
потентны. Но нормализаторы силовских подгрупп самонормализуемы [6, I.7.6], поэтому яв-
ляются подгруппами Картера. По теореме Е.П. Вдовина [7] нормализаторы всех силовских
подгрупп будут сопряжены. Значит, группа G нильпотентна. Противоречие.

Следовательно, наше предположение неверно, и группа G содержит нормальную силов-
скую подгруппу. Пусть таковой является подгруппа P = Gp, p ∈ π(G). По теореме Цассен-
хауза [6, I.18.1] в G существует p′-холлова подгруппа H и все p′-холловы подгруппы в G со-
пряжены. Пусть M — максимальная подгруппа группы G и H ≤ M . По условию существует
нильпотентная подгруппа M1 такая, что |M1| = |M |. Поскольку порядок M1 делится на поря-
док H, то подгруппа H нильпотентна и группа G = P ⋊H метанильпотентна.

Пусть Q — силовская q-подгруппа из H, q ∈ π(H). Предположим, что PQ 6= G, и пусть K —
максимальная в G подгруппа, содержащая PQ. По условию существует нильпотентная под-
группа K1 такая, что |K1| = |K|. Теперь группа PQ нильпотентна. Это верно для любо-
го q ∈ π(G) \ {p}, поэтому группа G нильпотентна. Противоречие. Значит, наше предполо-
жение неверно, и PQ = G = P ⋊ Q. Пусть Q1 — максимальная в Q подгруппа. По условию
существует нильпотентная подгруппа F такая, что |F | = |PQ1|. Ясно, что F = F (G).

Теорема доказана.

Следствие. Пусть в группе G для каждой максимальной подгруппы H существует

нильпотентная подгруппа H1 такая, что |H1| = |H|. Если |π(G)| 6= 2, то группа G нильпо-

тентна.

Каждая группа Шмидта удовлетворяет условию теоремы 1. Следующий пример показы-
вает, что группа из теоремы 1 не наследует некоторые свойства групп Шмидта.

П р и м е р. В группе S3 × Z2 ненормальная силовская подгруппа нециклическая, она
изоморфна Z2×Z2. В группе S3×Z9 нормальная силовская подгруппа не шмидтовского типа,
она изоморфна Z3 × Z9. Обе группы S3 × Z2 и S3 × Z9 удовлетворяют условиям теоремы 1.

3. Сверхразрешимый случай

Теорема 2. Пусть в разрешимой группе G для каждой максимальной подгруппы H суще-

ствует сверхразрешимая подгруппа H1 такая, что |H1| = |H|. Тогда справедливы следующие

утверждения:

(1) если |π(G)| ≥ 4, то G сверхразрешима;

(2) если |π(G)| = 3, то G имеет силовскую башню сверхразрешимого типа;

(3) если |π(G)| = 2, то либо G имеет нормальную силовскую подгруппу, либо для наи-

большего p ∈ π(G) некоторая максимальная подгруппа из силовской p-подгруппы нормальна

в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть в разрешимой группе G для каждой максимальной под-
группы H существует сверхразрешимая подгруппа H1 такая, что |H1| = |H|. Если H1 имеет
наибольший порядок среди всех собственных подгрупп группы G, то согласно лемме 1 под-
группа H нормальна в G. Ясно, что индекс H в G будет простым числом. Описание таких
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групп с единичной подгруппой Фраттини получено в работе [8]. Мы получим новые свойства
группы G.

Пусть p ∈ π(G), Gp′ — p′-холлова подгруппа группы G и H1 — максимальная в G под-
группа, содержащая Gp′ . По условию существует сверхразрешимая подгруппа H такая, что
|H| = |H1|. Так как порядок H делится на порядок Gp′ , то Gp′ сверхразрешима. Поскольку p —
произвольное число из π(G), то Gp′ сверхразрешима для каждого p ∈ π(G). Если

|π(G)| ≥ 4, π(G) = {p1, p2, p3, p4, . . .},

то в группе G имеются четыре сверхразрешимые подгруппы

Gp′1
, Gp′2

, Gp′3
, Gp′4

попарно взаимно простых индексов pa11 , pa22 , pa33 и pa44 соответственно, где paii — порядок си-
ловской pi-подгруппы группы G. По теореме Дёрка [2] группа G сверхразрешима.

Пусть |π(G)| = 3, π(G) = {p1, p2, p3}, p1 > p2 > p3. Поскольку подгруппы G(p1)′ , G(p2)′

и G(p3)′ сверхразрешимы, то G(p2)′ и G(p3)′ p1-замкнуты [6, VI.9.1]. Поэтому группа G p1-за-
мкнута и G = Gp1 ⋊G(p1)′ . Так как подгруппа G(p1)′ p2-замкнута [6, VI.9.1], то группа G имеет
силовскую башню сверхразрешимого типа.

Пусть |π(G)| = 2, π(G) = {p, q}, p > q. Предположим, что в G нет нормальных силовских
подгрупп. Тогда нормализаторы NG(Gp) и NG(Gq) — собственные подгруппы в G.

Пусть NG(Gp) ≤ H1, где H1 — максимальная в G подгруппа. По условию в G существует
сверхразрешимая подгруппа H такая, что |H| = |H1|. Пусть P — силовская p-подгруппа из H,
она нормальна в H и H ≤ NG(P ). Так как |P | = |Gp|, то P — силовская подгруппа группы G.
По теореме Силова P = (Gp)

x для некоторого x ∈ G. Так как нормализаторы сопряженных
подгрупп сопряжены, то

H ≤ NG((Gp)
x) = (NG(Gp))

x, Hx−1
≤ NG(Gp) ≤ H1,

Hx−1
= NG(Gp) = H1, NG(P ) = H.

Поскольку нормализаторы силовских подгрупп самонормализуемы [6, I.7.6] и p > q, то
|G : H| = qb > q. Следовательно, H является подгруппой Гашюца группы G [4, 15.3].

Выберем максимальную в G подгруппу K1 такую, что |Gq| делит |K1| и индекс
|G : K1| = pa — наименьший. По условию существует сверхразрешимая подгруппа K та-
кая, что |K| = |K1|. Из выбора подгруппы K1 следует, что K — максимальная в G подгруппа.
Пусть R — силовская p-подгруппа из K (она нормальна в G) и Q — силовская q-подгруппа
из K. Так как |Q| = |Gq|, то Q — силовская подгруппа группы G и |G : K| = pa. Если a > 1,
то K является подгруппой Гашюца группы G [4, 15.3]. Согласно [4, 15.5] подгруппы H и K
сопряжены в G, что невозможно. Поэтому |G : K| = p и |Gp : R| = p.

Теорема доказана.

Теорема 3. Пусть в неразрешимой группе G для каждой максимальной подгруппы H
существует сверхразрешимая подгруппа H1 такая, что |H1| = |H|. Тогда любой неабелевый

композиционный фактор группы G принадлежит R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем считать, что G — минимальный контрпример к теореме.
Предположим, что G — простая неабелева группа. Рассмотрим все случаи.

1. G — простая группа лиева типа.
Предположим, что G определена над полем характеристики p = 2. Пусть U — унипотент-

ная подгруппа группы G и P1 — параболическая максимальная подгруппа в G. Покажем, что
π(P1) = {2}, и, следовательно, P1 = U . По условию теоремы в группе G существует сверхраз-
решимая подгруппа T1, для которой |T1| = |P1|. Если T1 ⋖ G, то по [12, лемма (1.6)] подгруп-
па T1 является параболической подгруппой. Из теоремы Бореля— Титса [13, 13-4] следует, что
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CG(O2(T1)) ≤ O2(T1). Так как T1 — сверхразрешимая группа, то O(T1) централизует O2(T1),
и, следовательно, O(T1) = 1. Поэтому π(T1) = π(P1) = {2}. Таким образом, T1 < P2 ⋖ G, где
P2 — параболическая максимальная подгруппа группы G. Найдется сверхразрешимая под-
группа T2 группы G такая, что |T2| = |P2|. Если T2 ⋖ G, то π(T2) = π(P2) = {2}. Следователь-
но, T2 < P3 ⋖ G, где P3 — параболическая максимальная подгруппа группы G. Продолжая
этот процесс, получим, что найдется число k, для которого сверхразрешимая параболиче-
ская подгруппа Tk максимальна в G. При этом π(Tk) = {2} и |P1| делит |Tk|. Следовательно,
π(P1) = {2}. Таким образом, все параболические максимальные подгруппы группы G сопря-
жены с унипотентной подгруппой U ⋖ G.

Из [14;15] следует, что G изоморфна PSL2(r), где r — простое число Ферма или Мерсенна
и r ≥ 17, или PSL2(9). Так как группа G определена над полем характеристики 2, то она не
принадлежит указанному списку.

Таким образом, группа G определена над полем характеристики p > 2. Предположим, что
группа G имеет лиев ранг l ≥ 2 и P — параболическая максимальная подгруппа в G. Согласно
[10, (2.1), (2.2)] имеет место разложение Леви P = Op(P )LIH, где H — подгруппа Картана,
а LI — центральное произведение групп Шевалле, каждая из которых находится по соответ-
ствующей связной компоненте диаграммы, полученной из диаграммы Дынкина группы G от-
брасыванием вершин, входящих в I. По [16, теорема 2.13] разрешимой группой лиева типа над
полем нечетной характеристики является только группа A1(3), которая несверхразрешима. По-
этому сомножители в дополнении Леви, а значит, и P не являются сверхразрешимыми. Выбе-
рем параболическую максимальную подгруппу P1 в G, для которой |G : P1| = min{|G : P | | P —
параболическая максимальная подгруппа в G}. По условию теоремы в группе G найдется
сверхразрешимая подгруппа T , для которой |T | = |P1|. В силу выбора P1 подгруппа T является
параболической максимальной подгруппой в G. Следовательно, в G имеется сверхразрешимая
параболическая максимальная подгруппа, что невозможно.

Таким образом, лиев ранг группы G равен 1 и G ∈ {PSL2(p
n); PSU3(p

n); 2G2(3
2n+1),

n ≥ 1}. Если G ∼= PSL2(p
n), то по лемме 4 G ∈ R. Пусть G ∼= PSU3(p

n). Все параболические
максимальные подгруппы в G исчерпываются сопряженными к подгруппе Бореля B = q1+2 :
((q2−1)/(3, q+1)), которая несверхразрешима. Противоречие с тем, что в группе G существует
сверхразрешимая подгруппа T , для которой |T | = |B|. Точно так же, если G ∼= 2G2(3

2n+1) =
2G2(q), то все параболические максимальные подгруппы в G исчерпываются сопряженными к
подгруппе Бореля q1+1+1 : (q − 1), которая несверхразрешима.

2. G ∼= An, n ≥ 5.

В силу изоморфизмов A5
∼= PSL2(5) и A6

∼= PSL2(9) можно считать, что n ≥ 7. Из
[11, лемма 3] следует, что все подгруппы индекса n в An сопряжены в An. Так как An−1 ⋖ An

и |An : An−1| = n, то по условию теоремы найдется сверхразрешимая подгруппа T < An, для
которой |An : T | = n. Следовательно, T ∼= An−1, что невозможно.

3. G — простая спорадическая группа.

В итоговой таблице работы [17] приведены степени минимальных подстановочных пред-
ставлений всех простых спорадических групп. При этом, если G — спорадическая группа и n —
степень ее минимального подстановочного представления, то соответствующие максимальные
подгруппы индекса n в G являются неразрешимыми. Поэтому не существует сверхразрешимых
подгрупп индекса n в группе G. Это противоречит условию теоремы.

Следовательно, G не является простой неабелевой группой. Пусть 1 6= S ⊳G. По лемме 3
фактор-группа G = G/S удовлетворяет условию теоремы. В силу минимальности контрпри-
мера S(G) = 1.

Пусть N — минимальная нормальная подгруппа в G. Тогда N = N1 × . . . ×Nk, где Ni —
изоморфные простые неабелевы группы. Рассмотрим максимальную собственную нормальную
подгруппу M в группе G, содержащую N . По условию теоремы G обладает сверхразреши-
мой подгруппой T , для которой |T | = |M |. Предположим, что G = G/M разрешима. Тогда
|G : M | = p ∈ π(G). Следовательно, |G : T | = p и группа G обладает сверхразрешимой p′-хол-
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ловой подгруппой. По [18, лемма 1] подгруппа N , а поэтому и N1, обладают сверхразрешимыми
p′-холловыми подгруппами. Если (|N1|, p) = 1, то N1 сверхразрешима, что невозможно. Поэто-
му (|N1|, p) = p и N1 имеет сверхразрешимую холлову подгруппу индекса pt. Из [19, теорема 1]
следует, что N1

∼= PSL2(q), где q + 1 = pt. Если p > 2, то q = 2m и N1
∼= SL2(2

m), m ≥ 2.
В этом случае p′-холлова подгруппа в N1 будет изоморфна подгруппе Бореля в N1, которая
несверхразрешима. Последнее невозможно.

Таким образом, p = 2. Тогда |G : M | = |G : T | = 2. Если T ≤ M , то T = M и подгруппа M
сверхразрешима, что невозможно. Поэтому T 6≤ M и G = MT . Отсюда следует, что

|G| = (|M ||T |)/|M ∩ T |, |G : T | = |M : M ∩ T | = 2.

Значит, M ∩ T ⊳M . Поскольку M ∩ T является сверхразрешимой группой, то подгруппа M
разрешима. Последнее невозможно.

Следовательно, G — простая неабелева группа. Пусть

R⋖ G, |G : R| = min{|G : F | | F ⋖ G}.

Обозначим через R полный прообраз R в G. Тогда R ⋖ G и по условию теоремы существует
сверхразрешимая подгруппа T группы G, для которой |R| = |T |. Если M ≤ T , то подгруппа M
является сверхразрешимой группой, что невозможно. Поэтому M 6≤ T . Рассмотрим подгруппу
T1 = MT . Очевидно, что |T1| > |R|. В силу выбора R получим, что G = T1 — сверхразрешимая
группа. Последнее невозможно.

Теорема доказана.
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ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ

ДЛЯ ОДНОГО ЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

ОПЕРАТОРА ВТОРОГО ПОРЯДКА

С.И.Новиков

Статья посвящена задаче экстремальной интерполяции функций с минимальным значением равномер-
ной нормы линейного дифференциального оператора Lf(t) = f ′′(t) + (1/t)f ′(t) на классе интерполиру-
емых значений этих функций в точках равномерной сетки {kh : k = 1, 2, . . . , N} с шагом h (h > 0) при
достаточно большом, но конечном числе узлов сетки N . Класс интерполируемых данных определяется
разностным аналогом дифференциального оператора L. Этот разностный оператор выбирается из усло-
вия зануления сужений функций из ядра дифференциального оператора на равномерную сетку. Основ-
ным результатом статьи является двусторонняя оценка константы типа Ю. Н.Субботина экстремальной
интерполяции с правильным порядком относительно шага h. Задачу нахождения этой константы можно
также интерпретировать как обобщенную интерполяционную задачу Фавара, рассматриваемую на классе
интерполируемых данных. С помощью этого одномерного результата в настоящей работе найдена оценка
сверху в аналогичной задаче для равномерной нормы оператора Лапласа функции двух переменных при
трансфинитной интерполяции в конечном числе концентрических окружностей с общим центром в начале
координат.

Ключевые слова: интерполяция, дифференциальный оператор, разностный оператор, оператор Лапла-
са.

S. I.Novikov. Extremal function interpolation for a second-order linear differential operator.

The paper is devoted to the problem of extremal interpolation of functions with the minimum value of the
uniform norm of the linear differential operator Lf(t) = f ′′(t) + (1/t)f ′(t) on a class of interpolated values of
these functions at the points of a uniform grid {kh : k = 1, 2, . . . , N} with step h (h > 0) for a rather large
but finite number N of knots of the grid. The class of interpolation data is defined by a difference analog of the
differential operator L. The difference operator is determined by the condition of vanishing of the restrictions
of functions from the kernel of the differential operator to the uniform grid. The main result of the paper is a
two-sided estimate for an extremal interpolation constant of Subbotin’s type with a correct order with respect to
the step h. The problem of finding this constant can also be interpreted as a generalized interpolation problem
of Favard’s type considered on the described class of interpolation data. We use this one-dimensional result to
derive an upper bound in a similar problem for the uniform norm of the Laplace operator of a function of two
variables in the case of transfinite interpolation at a finite number of concentric circles centered at the origin.
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1. Введение

Пусть на плоскости R
2 заданы N (1 ≤ N < +∞) равноотстоящих друг от друга концен-

трических окружностей с общим центром в начале координат и радиусами Rk = kh (k =
1, 2, . . . , N),

SN = {(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 ≤ N2h2}

— круг радиуса RN = Nh с центром в начале координат.
Через C1(SN ) обозначим пространство функций, имеющих непрерывные частные произ-

водные первого порядка в круге SN . Под L∞(SN ) будем, как обычно, понимать класс изме-
римых существенно ограниченных функций двух переменных f(x, y), определенных в этом

круге, с нормой ‖f‖∞ = ess sup
(x,y)∈SN

|f(x, y)|, и пусть ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
— оператор Лапласа.
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Пусть функция двух переменных u(x, y) принимает одно и то же значение zk во всех точках

k-й окружности, т. е. u(x, y)
∣∣∣
x2+y2=R2

k

= zk.

Определим класс интерполирующих функций

FN =
{
u ∈ C1(SN ) : ∆u ∈ L∞(SN ), u(x, y)

∣∣∣
x2+y2=R2

k

= zk, k = 1, 2. . . . , N
}
.

Заметим, что интерполяцию непрерывных данных, заданных на кривых (или гиперповерхно-
стях в R

n, n ≥ 3), часто называют трансфинитной интерполяцией (см., например, [1–3] и
ссылки в этих работах). Трансфинитная интерполяция используется в геометрическом мо-
делировании и численном анализе, например, для построения поверхностей по данным на
линиях уровня, при генерировании сеток и для визуализации объектов по результатам скани-
рования. Сами интерполянты при трансфинитной интерполяции иногда называются blending
функциями.

Пусть YN = {z : z = {zk}
N
k=1, ‖z‖lN

∞

≤ 1}, где ‖z‖lN
∞

= max{|zk| : k = 1, 2, . . . , N} — класс
интерполируемых данных.

Задача состоит в исследовании величины

AN (∆) = sup
z∈YN

inf
u∈FN

‖∆u‖∞. (1.1)

Решить задачу (1.1) — значит найти норму оператора Лапласа, примененного к “наилуч-
шей” интерполирующей функции для “наихудшей” интерполируемой последовательности из
заданного класса.

Для фиксированной последовательности z = {zk} задача минимизации нормы производ-
ной на классе интерполирующих функций известна как интерполяционная задача Фавара
(см., например, [4]). Поэтому задачу нахождения величины (1.1) можно интерпретировать как
обобщенную (в том числе, в смысле вида интерполяции) интерполяционную задачу Фавара,
рассматриваемую для всего определенного выше класса интерполируемых данных.

Данные, заданные на окружностях в R
2, естественно интерполировать радиальными функ-

циями, т. е. такими что u(x, y) = u(r), где r =
√
x2 + y2, а оператор Лапласа записывать

в полярных координатах (r, ϕ) (см., например, [5, п. 222]). Поскольку значения радиальных
функций не зависят от полярного угла ϕ, то u′′ϕϕ ≡ 0, и оператор Лапласа превращается в
обыкновенный линейный дифференциальный оператор второго порядка

∆u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
= u′′rr +

1

r
u′r.

Таким образом, на радиальных функциях задача (1.1) сводится к экстремальной задаче ин-
терполяции для функций одной переменной. Для ее исследования рассмотрим задачу экстре-
мальной функциональной интерполяции для этого линейного дифференциального оператора,
которая по мнению автора имеет также и самостоятельное значение.

Пусть D = d/dt — оператор дифференцирования;

L(D)f(t)
def
= D2f(t) +

1

t
Df(t) =

(
D +

1

t

)
Df(t) (t > 0)

— линейный дифференциальный оператор второго порядка с переменными коэффициентами;
Ker L(D) = span{1, ln t} — ядро оператора L(D).

Пусть

h > 0, δh,N = {kh : k = 1, 2, . . . , N} — сетка, состоящая из N точек;

z = {zk}
N
k=1 — конечная последовательность вещественных чисел, которые мы интерполи-

руем в узлах сетки δh,N ;
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∆L — разностный оператор второго порядка со старшим коэффициентом, равным единице,
зануляющий сужения функций из Ker L(D) на сетку δh,N . Он имеет вид

∆L(zk) = zk+2 −



ln(

k + 2

k
)

ln(
k + 1

k
)


 zk+1 +



ln(

k + 2

k + 1
)

ln(
k + 1

k
)


 zk (k = 1, 2, . . . , N − 2).

Для натурального N ≥ 3 зададим класс интерполируемых данных

YN (∆L) = {z : z = {zk}
N
k=1, ‖∆L(z)‖lN

∞

≤ 1},

где ‖z‖lN
∞

= max{|zk| : k = 1, 2, . . . , N}, и определим класс интерполирующих функций

F h
N (L, z) =

{
f : f ′ ∈ AC[h, hN ], L(D)f ∈ L∞[h, hN ], f(kh) = zk, k = 1, 2, . . . , N

}
,

где через AC[a, b] обозначено множество функций, абсолютно непрерывных на [a, b]; L∞[a, b] —
класс измеримых существенно ограниченных на отрезке [a, b] функций с обычной нормой
‖f‖∞ = ess sup

x∈[a,b]
|f(x)|.

Определим величину

AN (L) = sup
z∈YN (∆L)

inf
f∈Fh

N
(L,z)

‖L(D)f‖L∞[h,hN ], (1.2)

которую мы будем называть константой экстремальной интерполяции. Задачу нахождения
величины (1.2) будем называть задачей экстремальной функциональной интерполяции для
дифференциального оператора L(D).

Задача экстремальной функциональной интерполяции в равномерной метрике для опера-
тора n-й производной впервые точно была решена Ю.Н.Субботиным в 1965 году [6], позже
А.Шарма и Дж.Цимбаларио [7] получили ее решение для формально самосопряженного ли-
нейного дифференциального оператора с постоянными вещественными коэффициентами, а
В.Т.Шевалдин [8] — для произвольного линейного дифференциального оператора с постоян-
ными коэффициентами. Подробный обзор результатов, относящихся к задачам экстремальной
интерполяции в пространствах Lp(R), (1 ≤ p ≤ ∞) и их приложениям, можно найти в недав-
ней работе (Ю.Н.Субботин, С.И.Новиков, В.Т.Шевалдин. Экстремальная функциональная
интерполяция и сплайны // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2018. Т. 24, №3.
С. 200–225), которая содержит также подробную библиографию по этим задачам. В рабо-
тах [6–8] интерполирование осуществлялось в точках равномерной сетки на всей вещественной
оси R. Подобные задачи экстремальной функциональной интерполяции на полуоси и конечном
отрезке, а также для дифференциальных операторов с переменными коэффициентами ранее
не рассматривались.

Основным результатом настоящей работы является следующее утверждение.

Теорема. Существует число N0 ∈ N такое, что при всех N > N0 и h > 0 справедлива

двусторонняя оценка
1

h2
≤ AN(L) ≤

C

h2
,

где C ≃ 2.540856 . . . .
Из теоремы для задачи (1.1) вытекает оценка сверху:

Следствие. Существует число N0 ∈ N такое, что при всех N > N0 и h > 0 справедлива

оценка

AN (∆) ≤
4C

h2
.

где C ≃ 2.540856 . . . .

В разд. 2 мы находим интегральное представление разностного оператора ∆L через диффе-
ренциальный оператор L(D), в разд. 3 устанавливаем необходимые для получения основного
результата свойства вспомогательных функций, в разд. 4 доказываем основные результаты.
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2. Интегральное представление разностного оператора

через дифференциальный оператор

Для того чтобы вывести представление, связывающее линейный дифференциальный опе-
ратор L(D) с его разностным аналогом ∆L, нам потребуется формула Коши — Грина

f(t) = a1 + a2 ln t+

t∫

t0

τ
(
ln
t

τ

)
L(D)f(τ)dτ, (2.1)

в которой a1, a2 — любые вещественные числа, t > t0 > 0. Представление (2.1) — результат
применения метода вариации постоянных Лагранжа для решения дифференциального уравне-
ния L(D)f(t) = u(t). Заметим, что интегральный оператор в представлении (2.1) не является
оператором свертки в отличие от аналогичной формулы для линейных дифференциальных
операторов с постоянными коэффициентами.

Лемма 1. Пусть f ∈ F h
N (L, z) для фиксированной последовательности z = {zj}

N
j=1 и

zj = f(jh) (j = 1, 2, . . . , N). Тогда имеет место следующее равенство:

∆L(zk) =

( (k+1)h∫

kh

t
(
ln

t

kh

)
L(D)f(t)dt

)

ln
(k + 2

k + 1

)

ln
(k + 1

k

)


+

(k+2)h∫

(k+1)h

t ln
((k + 2)h

t

)
L(D)f(t)dt,

где k = 1, 2, . . . , N − 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользовавшись формулой (2.1), представим f(t) в виде сум-
мы двух функций f(t) = ϕ(t) + ψ(t), где ϕ(t) = a1 + a2 ln t и

ψ(t) =

t∫

t0

τ
(
ln
kh

τ

)
L(D)f(τ)dτ.

Тогда ∆L(zk) = ∆L(ϕ(kh)) + ∆L(ψ(kh)), и в силу выбора разностного оператора имеем

∆L(ϕ(kh)) = a1∆L(1) + a2∆L(ln kh) = 0.

Далее, ∆L(ψ(kh)) = Q1 +Q2 и

Q1 =

kh∫

t0

τ
(
ln

(k + 2)h

τ

)
L(D)f(τ)dτ −



ln
(k + 2

k

)

ln
(k + 1

k

)




kh∫

t0

τ
(
ln

(k + 1)h

τ

)
L(D)f(τ)dτ

+



ln
(k + 2

k + 1

)

ln
(k + 1

k

)




kh∫

t0

τ
(
ln
kh

τ

)
L(D)f(τ)dτ = v1

kh∫

t0

τ L(D)f(τ)dτ − v2

kh∫

t0

τ ln τ L(D)f(τ)dτ = 0,

поскольку в силу построения разностного оператора

v1 = ln (k + 2)h−
ln
(k + 2

k

)

ln
(k + 1

k

) ln (k + 1)h+
ln
(k + 2

k + 1

)

ln
(k + 1

k

) ln kh = 0,

v2 = 1−
ln
(k + 2

k

)

ln
(k + 1

k

) +
ln
(k + 2

k + 1

)

ln
(
k+1
k

) = 0;
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Q2 =

(k+2)h∫

kh

τ
(
ln

(k + 2)h

τ

)
L(D)f(τ)dτ −



ln
(k + 2

k

)

ln
(k + 1

k

)




(k+1)h∫

kh

τ
(
ln

(k + 1)h

τ

)
L(D)f(τ)dτ

=

(k+2)h∫

(k+1)h

τ
(
ln

(k + 2)h

τ

)
L(D)f(τ)dτ +

(k+1)h∫

kh

τ Vk(τ) L(D)f(τ)dτ ;

здесь

Vk(τ) = ln
(k + 2)h

τ
−

ln
k + 2

k

ln
k + 1

k

ln
(k + 1)h

τ

=
(
ln
k + 1

k

)−1(
ln
τ

h
ln
k + 2

k + 1
− ln k ln

k + 2

k + 1

)
=

ln
(k + 2

k + 1

)

ln
(k + 1

k

) ln
τ

kh
.

Лемма 1 доказана.

3. Вспомогательные функции и их свойства

Для доказательства основных результатов нам потребуются свойства некоторых конкрет-
ных функций.

Лемма 2. Функция

G(x) = 2x− (2x+ 1)
ln
(x+ 2

x+ 1

)

ln
(x+ 1

x

)

монотонно возрастает на полуоси [1,+∞).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вычислив производную функции G(x), имеем

G′(x) =
H(x)

x(x+ 1)(x + 2) ln2
(
1 +

1

x

) , (3.1)

где

H(x) = (2x3+6x2+4x) ln
(
1+

1

x

)
ln

(x+ 1)2

x(x+ 2)
+(2x+1)

(
x ln

(
1 +

1

x

)
− (x+ 2) ln

(
1 +

1

x+ 1

))
.

Знаменатель в (3.1) положителен, поэтому достаточно убедиться в том, что на полуоси [1,+∞)
функция H(x) также положительна.

Поскольку ln
(x+ 1)2

x(x+ 2)
> 0 и на положительной полуоси имеет место неравенство

2x3 + 6x2 + 4x > 2x3 + 5x2 + 2x = x(x+ 2)(2x + 1), то

H(x) > x(x+ 2)(2x+ 1) ln
(
1 +

1

x

)
ln

(x+ 1)2

x(x+ 2)

+ (2x+ 1)

(
x ln

(
1 +

1

x

)
− (x+ 2) ln

(
1 +

1

x+ 1

))
= (2x+ 1)Q(x),
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где

Q(x) = (x2 + 2x) ln
(
1 +

1

x

)
ln

(x+ 1)2

x(x+ 2)
+ x ln

(
1 +

1

x

)
− (x+ 2) ln

(
1 +

1

x+ 1

)
.

Для оценки функции Q(x) воспользуемся следующими тремя известными неравенствами:

ln a− ln b >
2(a− b)

a+ b
, 0 < b < a, (3.2)

ln
(
1 +

1

x

)
>

2

2x+ 1
, (3.3)

ln(1 + t) < t−
t2

2
+
t3

3
, 0 < t < 1,

первые два из которых доказаны в монографии [9, p. 273], а третье представляет собой извест-
ное свойство частичных сумм ряда Тейлора для функции ln(1 + t).

В неравенстве (3.2) полагаем a = (x+1)/x, b = (x+2)/(x+1) и после выполнения несложных
преобразований получаем

ln
(x+ 1)2

x(x+ 2)
>

2

2x2 + 4x+ 1
, (3.4)

а в третьем неравенстве полагаем t = 1/(x+ 1) и тогда

ln
(
1 +

1

x+ 1

)
<

1

x+ 1
−

1

2(x+ 1)2
+

1

3(x+ 1)3
. (3.5)

Теперь применяем неравенства (3.3)–(3.5) к логарифмическим функциям, входящим в выра-
жение функции Q(x). В результате имеем

Q(x) >
4(x2 + 2x)

(2x+ 1)(2x2 + 4x+ 1)
+

2x

2x2 + 4x+ 1
− 2
( 1

x+ 1
−

1

2(x+ 1)2
+

1

3(x+ 1)3

)

=
6x4 + 16x3 + 4x2 − 9x− 5

3(2x + 1)(x+ 1)3(2x2 + 4x+ 1)
.

Знаменатель этой дробно-рациональной функции положителен при неотрицательных x. Ис-
следуем ее числитель

P4(x) = 6x4 + 16x3 + 4x2 − 9x− 5.

Согласно теореме Декарта (см., например, [10, с. 255]) количество положительных корней мно-
гочлена с вещественными коэффициентами равно числу перемен знака в наборе его коэффи-
циентов или меньше этого числа на четное число. Многочлен P4(x) имеет одну перемену знака
в наборе его коэффициентов и P4(0) < 0, P4(1) > 0, поэтому единственный положительный ко-
рень этого многочлена лежит на интервале (0, 1), а на [1,+∞) многочлен P4(x) положителен.
Следовательно, Q(x) > 0 на [1,+∞), поэтому H(x) > 0 и функция G(x) монотонно возрастает
на [1,+∞).

Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Функция

Φ(x) =
ln
(x+ 2

x+ 1

)

ln
(x+ 1

x

)

монотонно возрастает при x > 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Вычислив производную функции Φ(x), получим

Φ′(x) =
q(x)

x(x+ 1)(x + 2) ln2
(
1 +

1

x

) ,

где q(x) = (x+ 2) ln(x+ 2)− 2(x+ 1) ln(x+ 1) + x lnx.
Достаточно убедиться в том, что q(x) > 0 при положительных x. Заметим, что функ-

ция q(x) является конечной разностью второго порядка функции t ln t по узлам {x, x+1, x+2},
а потому (см., например, [11, с. 46]) имеет место равенство

q(x) = C(t ln t)′′|t=ξ =
C

ξ

для некоторой положительной константы C в некоторой точке ξ ∈ (x, x+2). Поэтому q(x) > 0.
Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Функция

v(x) =
1

2

[
(x+ 1)2 ln

(x+ 1

x

)
− 2
(
x+

1

2

)2
ln
(2x+ 1

2x

)
−

1

4

]

монотонно убывает при x > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вычислив первую и вторую производные функции v(x), полу-
чим

v′(x) = (x+ 1) ln
(x+ 1

x

)
− 2
(
x+

1

2

)
ln
(2x+ 1

2x

)
−

1

4x
,

v′′(x) =
1

4x2
− ln

(
1 +

1

4x(x+ 1)

)
.

Воспользовавшись известным неравенством ln(1 + τ) ≤ τ (τ ≥ 0) при τ = (4x2 + 4x)−1, имеем

v′′(x) ≥
1

4x2
−

1

4x2 + 4x
=

1

4x2(x+ 1)
> 0

при положительных x. Отсюда следует, что функция v′(x) возрастает на [1,+∞). Кроме того,
нетрудно проверить, что lim

x→+∞
v′(x) = 0. Таким образом, v′(x) является возрастающей функ-

цией и стремится к нулю при x → +∞, следовательно, v′(x) < 0, т. е. функция v(x) убывает
при x > 0.

Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Функция

g(x) =

1/2∫

0

(x+ t+ 1) ln
( x+ 2

x+ 1 + t

)
dt−

1∫

1/2

(x+ t+ 1) ln
( x+ 2

x+ 1 + t

)
dt

возрастает при x > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Преобразуем интегралы с помощью теоремы о среднем. В ре-
зультате получаем

g(x) =
1

2

[
(x+ ξ + 1) ln

( x+ 2

x+ 1 + ξ

)
− (x+ η + 1) ln

( x+ 2

x+ 1 + η

)]
,

где 0 ≤ ξ ≤ 1/2, 1/2 ≤ η ≤ 1.
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Теперь дифференцируем функцию g(x) и после выполнения элементарных преобразований
имеем

g′(x) =
1

2

[
ln(x+ η + 1)− ln(x+ ξ + 1)−

η − ξ

x+ 2

]
.

Разность логарифмов в правой части этого выражения оценим с помощью неравенства (3.2),
полагая в нем a = x+ η + 1, b = x+ ξ + 1. В результате получаем

g′(x) >
(η − ξ)(2 − ξ − η)

2(x+ 2)(2x + 2 + ξ + η)
.

Знаменатель дробно-рациональной функции в правой части этого неравенства положителен,
а поскольку 0 ≤ ξ ≤ 1/2, 1/2 ≤ η ≤ 1, то положителен и числитель. Следовательно, g′(x) > 0,
т. е. функция g(x) возрастает на положительной полуоси.

Лемма 5 доказана.

4. Доказательства основных результатов

Переходим непосредственно к доказательству основной теоремы.

Д о к а з а т е л ь с т в о оценки снизу. Поскольку ln
t

kh
≥ 0 на промежутке [kh, (k + 1)h]

и ln
(k + 2)h

t
≥ 0 на промежутке [(k + 1)h, (k + 2)h], то, переходя к модулям в лемме 1, имеем

|∆L(zk)| ≤ ‖L(D)f‖∞






ln
(k + 2

k + 1

)

ln
(k + 1

k

)




(k+1)h∫

kh

t
(
ln

t

kh

)
dt+

(k+2)h∫

(k+1)h

t
(
ln

(k + 2)h

t

)
dt


 . (4.1)

Непосредственными вычислениями получим

(k+1)h∫

kh

t
(
ln

t

kh

)
dt =

h2

2

[
(k + 1)2

(
ln
k + 1

k
−

1

2

)
+
k2

2

]
,

(k+2)h∫

(k+1)h

t
(
ln

(k + 2)h

t

)
dt =

h2

2

[
− (k + 1)2

(
ln
k + 2

k + 1
+

1

2

)
+

(k + 2)2

2

]
.

Теперь подставим данные выражения в правую часть (4.1) и после выполнения элементарных
преобразований выражение в квадратных скобках в (4.1) запишем в виде

h2

4


2k + 3− (2k + 1)

ln
(k + 2

k + 1

)

ln
(k + 1

k

)


 .

Тем самым из (4.1) получаем, что при каждом k = 1, 2, . . . , N − 2 справедливо неравенство

|∆L(zk)| ≤
h2

4
‖L(D)f‖∞


2k + 3− (2k + 1)

ln
(k + 2

k + 1

)

ln
(k + 1

k

)




≤
h2

4
‖L(D)f‖∞ sup

x∈[1,+∞)


2x+ 3− (2x+ 1)

ln
(x+ 2

x+ 1

)

ln
(x+ 1

x

)


 ,



172 С.И.Новиков

в котором правая часть не зависит ни от k, ни от N . Отсюда

‖L(D)f‖∞ ≥
4

h2
|∆L(zk)|


3 + sup

x∈[1,+∞)


2x− (2x+ 1)

ln
(x+ 2

x+ 1

)

ln
(x+ 1

x

)







−1

. (4.2)

Вычислим точную верхнюю грань в правой части (4.2). Согласно лемме 2 функция

G(x) = 2x− (2x+ 1)
ln
(x+ 2

x+ 1

)

ln
(x+ 1

x

)

монотонно возрастает на [1,+∞), а поскольку lim
x→+∞

G(x) = 1, то sup
x∈[1,+∞)

G(x) = 1, и неравен-

ство (4.2) при любом N ∈ N принимает вид ‖L(D)f‖∞ ≥
1

h2
|∆L(zk)|, k = 1, 2, . . . , N − 2.

Теперь в полученном неравенстве переходим к нижней грани по всем функциям f ∈ F h
N (L, z),

а затем — к верхней грани по классу интерполируемых последовательностей YN (∆L) и в ре-

зультате получаем AN (L) ≥
1

h2
.

Оценка снизу в теореме доказана. �

Доказательство оценки сверху в теореме базируется на применении известных результатов
об оценках решений систем линейных алгебраических уравнений с матрицами, имеющими
диагональное преобладание.

Как известно, квадратная матрица A = (aij)
n
i,j=1 имеет диагональное преобладание (или

доминирующую главную диагональ), если имеют место неравенства

|aii| −
∑

j 6=i

|aij | = ri > 0, i = 1, 2, . . . , n.

Равномерная норма матрицы A определятся, как обычно, равенством

‖A‖∞ = max
i=1,2,...,n

n∑

j=1

|aij |.

Перечислим нужные нам в дальнейшем свойства таких матриц (см., например, [12, с. 333–335]
и имеющиеся там ссылки):

1. Матрица A с доминирующей главной диагональю является невырожденной, т. е. ее опре-
делитель отличен от нуля и существует обратная матрица A−1.

2. Для нормы вектора x = (x1, x2, . . . , xn) решений системы линейных алгебраических
уравнений Ax = d, где d = (d1, d2, . . . , dn)

T , справедлива оценка

‖x‖ln
∞

≤ max
i=1,2,...,n

|di|

ri
. (4.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о оценки сверху в теореме. Пусть N > 3. Функцию f будем стро-
ить в виде L-сплайна третьего порядка, определяемого линейным дифференциальным опера-
тором DL(D). Для этого полагаем

L(D)f(t) =





0, h ≤ t ≤ 3h/2,
Mk+1, (k + 1/2)h < t < (k + 3/2)h (k = 1, 2, . . . , N − 2),
0, (N − 1/2)h ≤ t ≤ Nh,

где {Mj}
N−1
j=2 — неизвестные вещественные числа.
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Воспользовавшись леммой 1, получаем, что числа {Mj}
N−1
j=2 удовлетворяют соотношениям

B1M2 +C1M3 =
1

h2
∆L(z1),

AkMk +BkMk+1 + CkMk+2 =
1

h2
∆L(zk) (k = 2, 3, . . . , N − 3),

AN−2MN−2 +BN−2MN−1 =
1

h2
∆L(zN−2),

(4.4)

где

Ak =



ln
(k + 2

k + 1

)

ln
(k + 1

k

)




1/2∫

0

(k + t) ln
(k + t

k

)
dt, (4.5)

Bk =



ln
(k + 2

k + 1

)

ln
(k + 1

k

)




1∫

1/2

(k + t) ln
(k + t

k

)
dt+

1/2∫

0

(k + t+ 1) ln
( k + 2

k + 1 + t

)
dt, (4.6)

Ck =

1∫

1/2

(k + t+ 1) ln
( k + 2

k + 1 + t

)
dt. (4.7)

Рассматриваем соотношения (4.4) как систему линейных алгебраических уравнений. Матри-
ца WN−2 этой системы имеет вид

WN−2 =




B1 C1 0 0 · · · 0 0 0
A2 B2 C2 0 · · · 0 0 0
0 A3 B3 C3 · · · 0 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 0 · · · AN−3 BN−3 CN−3

0 0 0 0 · · · 0 AN−2 BN−2



.

Обозначим r1 = B1 − C1, rk = Bk −Ak − Ck (k = 2, 3, . . . , N − 3), rN−2 = BN−2 −AN−2.

Оценим снизу min
k=1,2,...,N−2

rk. Непосредственными вычислениями проверяется, что r1 > r2,

поэтому при оценке минимума r1 можно не учитывать.

Теперь вместо трех наборов чисел Ak, Bk, Ck рассмотрим три функции A(x), B(x), C(x),
которые получаются из (4.5)–(4.7) заменой дискретного параметра k на непрерывную веще-
ственную переменную x. Ясно, что A(k) = Ak, B(k) = Bk, C(k) = Ck (k = 1, 2, . . . , N − 2).
Аналогичным образом по набору чисел rk определим функцию непрерывной переменной r(x),
для которой r(k) = rk (k = 2, 3, . . . , N − 3), т. е.

r(x) = B(x)−A(x) −C(x).

С помощью выражений (4.5)–(4.7), записанных для функций непрерывной переменной x, пред-
ставим r(x) в виде r(x) = g(x) + ϕ(x), где g(x) — функция из леммы 5;

ϕ(x) =



ln
(x+ 2

x+ 1

)

ln
(x+ 1

x

)



[ 1∫

1/2

(x+ t) ln
(x+ t

x

)
dt−

1/2∫

0

(x+ t) ln
(x+ t

x

)
dt

]
.

Вычислим интегралы в правой части этого выражения и после выполнения несложных пре-
образований получим ϕ(x) = Φ(x)v(x), где Φ(x) — функция из леммы 3; v(x) — функция из
леммы 4.
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Покажем, что при достаточно большом N величину rN−2 также можно не учитывать при
нахождении min

k=1,2,...,N−2
rk, т. е. она не меньше величины min

k=1,2,...,N−3
rk при достаточно боль-

шом N . Действительно, из лемм 3–5 и легко проверяемых предельных соотношений

lim
x→+∞

Φ(x) = 1, lim
x→+∞

g(x) =
1

4

вытекает, что при всех x ≥ 2 выполняется неравенство

r(x) ≤ v(2) +
1

4
= 0.55495 <

5

8
,

поэтому rk < 5/8 (k = 2, 3, . . . , N − 3). Кроме того, нетрудно проверить, что

lim
x→+∞

B(x) =
3

4
, lim

x→+∞
A(x) =

1

8
,

следовательно, rN−2 стремится к 5/8 при N → +∞. Выберем N0 ∈ N достаточно большим,
чтобы при N > N0 обеспечить справедливость неравенства rN−2 > 0.55495, и тем самым
добьемся того, чтобы rN−2 оказалась больше всех rk при k = 2, 3, . . . , N − 3.

Теперь оценим min{rk : k = 2, 3, . . . , N − 3} при N > N0. Применяя леммы 3–5, получаем

r(x) = Φ(x)v(x) + g(x) ≥ inf
x∈[2,Nh]

Φ(x) · lim
x→+∞

v(x) + inf
x∈[2,Nh]

g(x) =
Φ(2)

4
+ g(2)

=
2 ln 2− ln 3

4(ln 3− ln 2)
+

49

4
(3 ln 2− ln 7)−

9

2
(2 ln 2− ln 3)−

1

8
≥ 0.393568 . . . ,

в частности rk ≥ 0.393568 . . . при всех k = 2, 3, . . . , N − 3, т. е.

min{rk : k = 2, 3, . . . , N − 3} ≥ 0.393568 . . . .

Это неравенство означает, что матрица WN−2 имеет доминирующую главную диагональ. Те-
перь применяем неравенства (4.3) и ‖∆L(z)‖lN

∞

≤ 1; в результате получаем следующую оценку
для решения системы (4.4):

‖M‖∞ ≤
1

h2
(
min{rk : k = 1, 2, . . . , N − 2}

)−1
≃

1

h2
1

0.393568 . . .
=
C

h2
,

где C = 2.540856 . . ., M = (0,M2,M3, . . . ,MN−1, 0).
Оценка сверху установлена. �

Доказательство теоремы завершено. �

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия. Класс интерполируемых данных YN вкладывается в
класс последовательностей

YN,K(∆L) = {z : z = {zk}
N
k=1, ‖∆L(z)‖lN

∞

≤ K}

при K = 4, который отличается от YN (∆L) только лишь значением константы, ограничиваю-
щей норму.

Действительно, поскольку

ln
(k + 2

k

)
= ln

(k + 2

k + 1
·
k + 1

k

)
= ln

(k + 2

k + 1

)
+ ln

(k + 1

k

)
,

то в силу леммы 3

|∆L(zk)| ≤ |zk+2|+


1 +

ln
(k + 2

k + 1

)

ln
(k + 1

k

)


 |zk+1|+

ln
(k + 2

k + 1

)

ln
(k + 1

k

) |zk|
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≤ ‖z‖l∞


2 + 2

ln
(k + 2

k + 1

)

ln
(k + 1

k

)


 ≤ 4‖z‖l∞ ≤ 4.

Отсюда для величины (1.1) из теоремы получаем оценку сверху

AN (∆) ≤
4C

h2
≃

10.163424 . . .

h2
.

Следствие доказано.

Информацию о некоторых других задачах минимизации равномерной нормы оператора
Лапласа на интерполянтах можно найти, например, в [13;14], а также в упомянутой в первом
разделе настоящей работы обзорной статье Ю.Н.Субботина, С.И.Новикова и В.Т.Шевалдина.
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Введение

Один из важных видов топологической полноты был введен Э. Хьюиттом и Л. Нахбином
в [1]. Пространство X называется вещественно полным, если оно гомеоморфно замкнутому
подпространству пространства R

τ для некоторого кардинального числа τ . В литературе веще-
ственно полные пространства иногда называют Q-пространствами, или вещественно компакт-
ными пространствами (realcompact space), или R-полными пространствами, или пространства-
ми Хьюитта — Нахбина [1–4].

Полным по Дьедонне называют пространство, полное относительно максимальной равно-
мерной структуры, совместимой с его топологией. Полные по Дьедонне пространства харак-
теризуются как гомеоморфные образы замкнутых подпространств произведений метрических
пространств [3].

Кардинал τ называют измеримым по Уламу, если на множестве мощности τ существует
максимальная центрированная система с пустым пересечением, пересечение любого счетного
семейства которой не пусто.

В системе ZFC (Цермело — Френкеля) аксиом теории множеств можно считать, что из-
меримых кардиналов не существует. При этом предположении каждое полное по Дьедонне
пространство вещественно полно. Обратное верно всегда.

Заметим, что пространство Cp(X) непрерывных вещественнозначных функций, определен-
ных на тихоновском пространстве X, c топологией поточечной сходимости вещественно полно
в том и только том случае, если Cp(X) полно по Дьедонне. Это следует из того, что число
Суслина пространства Cp(X) счетно [2; 5].
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В работах [5–8] были исследованы связи между расширениями типа Хьюитта и простран-
ствами строго τ -непрерывных функций.

Отображение f : X → Y называется строго τ -непрерывным, если для каждого множества
A ⊂ X такого, что |A| ≤ τ , найдется непрерывное отображение g : X → Y , для которого
g|A = f |A (т. е. f(x) = g(x) при всех x ∈ A) [5]. При Y = R пространство всех строго τ -непре-
рывных функций на пространстве X с топологией поточечной сходимости обозначают через
(τ)Cp(X) [8].

О п р е д е л е н и е 1. Слабой функциональной теснотой tY (X) пространства X будем
называть наименьший бесконечный кардинал τ такой, что каждое строго τ -непрерывное отоб-
ражение f : X → Y непрерывно.

При Y = R получаем слабую функциональную тесноту tR(X) пространства X [5].

Напомним, что A ⊂ X есть множество типа Gτ в X, если существует семейство γ открытых
в X множеств такое, что A =

⋂
γ и |γ| ≤ τ .

Множество A ⊂ X называют τ -расположенным в X, если для каждой точки x ∈ X \ A
найдется множество P типа Gτ в X такое, что x ∈ P ⊂ X \A.

Числом Хьюитта — Нахбина пространства X называют кардинал q(X) = min{τ : X τ -
расположено в βX}+ ℵ0. Известно, что q(X) = ℵ0 в том и только том случае, если простран-
ство X вещественно полно [5].

А.В.Архангельский доказал, что для любого тихоновского пространства X выполняется
равенство tR(X) = q(Cp(X)) [5, теорема II.4.16].

В работе [8] О. Г.Окунев определяет для каждых топологического пространства X и кар-
динального числа τ расширение, обобщающее понятие расширения Хьюитта νX.

О п р е д е л е н и е 2. τ -расширением Хьюитта пространства X называется простран-
ство ντX = {x ∈ βX : каждое множество типа Gτ в βX, которое содержит точку x, имеет
непустое пересечение с X} в топологии подпространства βX.

Очевидно, что νℵ0X совпадает с расширением Хьюитта νX и X ⊆ ντX ⊆ νλX при λ ≤ τ .
Ясно также, что ντX = X, если q(X) ≤ τ .

О. Г.Окунев доказал, что для тихоновского пространства X пространства (τ)Cp(X) и
ντCp(X) гомеоморфны [8, теорема 2].

В этой работе мы исследуем свойство τ -расположенности и число Хьюитта — Нахбина для
широкого класса пространств отображений, включающего пространства Bα(X,Y ) бэровских
отображений класса α ∈ [0, ω1]. В частности, мы получим критерий вещественной полноты
и свойства линделёфовости для пространства B(X) бэровских функций, определенных на
тихоновском пространстве X.

Основные определения и обозначения. Все рассматриваемые в этой работе топологи-
ческие пространства являются бесконечными и тихоновскими. Все пространства отображений
подразумеваются наделенными топологией поточечной сходимости.

Для топологических пространств X и Y через Y X будем обозначать множество {f : f :
X → Y } всех отображений пространства X в пространство Y .

О п р е д е л е н и е 3. Пусть X и Y — топологические пространства и F (X,Y ) ⊆ Y X .
Отображение f : X → Y будем называть строго τ -F -отображением, если для каждого множе-
ства A ⊂ X такого, что |A| ≤ τ , найдется отображение g ∈ F (X,Y ), для которого g|A = f |A.

Множество всех строго τ -F -отображений в пространстве Y X будем обозначать через
(τ)F (X,Y ).

О п р е д е л е н и е 4. Пусть X и Y — топологические пространства и F (X,Y ) ⊆ Y X .
Слабой функциональной теснотой tY,F (X) пространства X будем называть наименьший бес-
конечный кардинал τ такой, что каждое строго τ -F -отображение f принадлежит F (X,Y ).

Основные обозначения можно найти в работах [3; 9; 10].
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1. Основные результаты

Лемма 1.1. Пусть X — топологическое пространство, Y — топологическое простран-

ство с псевдохарактером, равным τ , и F (X,Y ) ⊆ Y X . Если tY,F (X) ≤ τ , то пространство

F (X,Y ) τ -расположено в Y X .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть g ∈ Y X \F (X,Y ). Из условия tY,F (X) ≤ τ следует, что су-
ществует A ⊂ X такое, что |A| ≤ τ и g|A 6= f |A при всех f ∈ F (X,Y ). Рассмотрим отображение
сужения π : Y X → Y A, т. е. π(h) = h|A для всех h ∈ Y X .

Множество Z = π(F (X,Y )) τ -расположено в Y A, так как |A| ≤ τ и Y имеет псевдохарактер,
равный τ (все одноточечные подмножества Y A имеют тип Gτ ). Так как π(g) = g|A /∈ Z и
{π(g)} — множество типа Gτ в Y A, то P = π−1(π(g)) — множество типа Gτ в Y X и g ∈ P ⊂

Y X \ F (X,Y ).

Лемма доказана.

Лемма 1.2. Пусть X и Y — топологические пространства и F (X,Y ) ⊆ Y X . Если F (X,Y )
τ -расположено в Y X , то tY,F (X) ≤ τ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть g ∈ (τ)F (X,Y ) и P — любое множество типа Gτ в Y X

такое, что g ∈ P . Пусть P =
⋂
{Wα : α < τ}, где Wα — открытое множество в Y X для каждого

α < τ . Так как g ∈ Wα, то для каждого α < τ существует базисная окрестность Sα точки g
такая, что g ∈ Sα ⊆ Wα. Здесь

Sα = 〈g, x1,α, . . . , xn(α),α, V1,α, . . . , Vn(α),α〉 :=

{f ∈ Y X : f(xi,α) ∈ Vi,α для каждого i = 1, . . . , n(α)},

где xi,α ∈ X и Vi,α — открытое множество в пространстве Y такое, что g(xi,α) ∈ Vi,α для
i = 1, . . . , n(α) и n(α) ∈ N. Очевидно, что g ∈

⋂
α<τ Sα ⊆ P .

Пусть A =
⋃

α<τ{x1,α, . . . , xn(α),α}. Тогда |A| ≤ τ и g ∈ {f ∈ Y X : f |A = g|A} ⊂ P .

Так как g ∈ (τ)F (X,Y ), существует h ∈ F (X,Y ) такое, что h|A = g|A. Тогда h ∈ P . Итак,
P ∩ F (X,Y ) 6= ∅ для любого множества P типа Gτ в Y X , содержащего g. Так как F (X,Y )
τ -расположено в Y X , заключаем, что g ∈ F (X,Y ). Следовательно, tY,F (X) ≤ τ .

Лемма доказана.

Теорема 1.1. Для топологического пространства X, вещественно полного простран-

ства Y со счетным характером и плотного подмножества F (X,Y ) ⊆ Y X выполняется

равенство q(F (X,Y )) = tY,F (X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим τ = tY,F (X). По лемме 1.1 пространство F (X,Y ) τ -
расположено в Y X . Произведение любого числа вещественно полных пространств является
вещественно полным [3, теорема 3.11.5]. Следовательно, вещественно полное пространство
Y X ℵ0-расположено в β(Y X) [2]. Пространство F (X,Y ) τ -расположено в β(Y X) [5, предло-
жение 4.9]. Значит, q(F (X,Y )) ≤ tY,F (X).

Положим λ = q(F (X,Y )). Произведение любого числа пространств счетного характера
является московским пространством, т. е. любое канонически замкнутое множество предста-
вимо в виде объединения Gδ-множеств [10, cледствие 6.3.15]. Следовательно, Y X — московское
пространство и F (X,Y ) λ-расположено в Y X [5, предложение II.4.13]. Применяя лемму 1.2,
заключаем, что tY,F (X) ≤ λ.

Таким образом, tY,F (X) ≤ q(F (X,Y )) и, значит, q(F (X,Y )) = tY,F (X).

Теорема доказана.
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Следствие 1.1. Для топологического пространства X, вещественно полного простран-

ства Y со счетным характером и плотного подмножества F (X,Y ) ⊆ Y X слабая функ-

циональная теснота tY,F (X) пространства X счетна в том и только том случае, когда

пространство F (X,Y ) вещественно полно.

Следующая теорема является обобщением теоремы Окунева, но по сути использует идею
доказательства теоремы 2 из работы [8] для функционального пространства Cp(X).

Теорема 1.2. Для топологического пространства X, топологического пространства Y
с весом не больше, чем τ и плотного подмножества F (X,Y ) ⊆ Y X пространства (τ)F (X,Y )
и ντF (X,Y ) гомеоморфны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что

(τ)F (X,Y ) =
⋂
{πA(F (X,Y ))× Y X\A : A ⊂ X, |A| ≤ τ},

где πA : Y X → Y A — проекция для каждого A ⊂ X. Заметим, что w(πA(F (X,Y )) ≤ τ ,
q(πA(F (X,Y )) × Y X\A) ≤ τ и q((τ)F (X,Y )) ≤ τ . Осталось доказать, что F (X,Y ) C-вложено
в (τ)F (X,Y ). Пусть g : F (X,Y ) → R — непрерывная функция. Так как F (X,Y ) — плотное
подмножество в Y X и Y — пространство с весом, не превосходящем τ , мы можем применить
факторизационную теорему [10, следствие 1.7.4]. Тогда найдутся множество A ⊂ X с |A| ≤ τ
и непрерывная функция ϕ : πA(F (X,Y )) → R такие, что g = ϕπA. Очевидно, что отображение
p = ϕπA : πA(F (X,Y ))× Y X\A → R непрерывно, и так как (τ)F (X,Y ) ⊂ πA(F (X,Y ))× Y X\A,
то требуемое продолжение функции g построено.

Теорема доказана.

2. Приложение для бэровских отображений

Для топологических пространств X и Y определим классы бэровских отображений. Пусть
B0(X,Y ) := C(X,Y ) — множество непрерывных отображений пространства X в Y . Множе-
ство Bα(X,Y ) состоит из всех поточечных пределов сходящихся в пространстве Y X последо-
вательностей отображений классов < α. B(X,Y ) := Bω1(X,Y ) =

⋃
α<ω1

Bα(X,Y ) — простран-
ство бэровских отображений. Если Y = R, то Bα(X) := Bα(X,R) и B(X) := Bω1(X,R).

Для пространства Bα(X,Y ) бэровских отображений класса α определение строго
τ -Bα-отображения имеет следующий вид.

О п р е д е л е н и е 5. Отображение f : X → Y будем называть строго τ -бэровским

класса α, если для каждого множества A ⊂ X такого, что |A| ≤ τ , найдется отображение
g : X → Y бэровского класса α, для которого g|A = f |A.

О п р е д е л е н и е 6. Слабой Bα-теснотой tY,Bα
(X) пространства X будем называть

наименьший бесконечный кардинал τ такой, что каждое строго τ -бэровское отображение f :
X → Y класса α является бэровским отображением класса α, т. е. f ∈ Bα(X,Y ).

Следствием теоремы 1.1 является следующее утверждение.

Теорема 2.1. Для топологического пространства X, вещественно полного простран-

ства Y со счетным характером и α ∈ [0, ω1] выполняется равенство q(Bα(X,Y )) = tY,Bα
(X).

Следствие 2.1. Для топологического пространства X, вещественно полного простран-

ства Y со счетным характером и α ∈ [0, ω1] слабая Bα-теснота tY,Bα
(X) пространства X

счетна в том и только том случае, когда пространство Bα(X,Y ) вещественно полно.

В частности, при Y = R получаем такое следствие теоремы 2.1.
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Следствие 2.2. Для топологического пространства X и α ∈ [0, ω1] выполняется равен-

ство q(Bα(X)) = tBα
(X).

Следствием теоремы 1.2 для бэровских отображений является следующее утверждение.

Теорема 2.2. Для топологического пространства X, топологического пространства Y
с весом не более чем τ и α ∈ [0, ω1] пространства (τ)Bα(X,Y ) и ντBα(X,Y ) гомеоморфны.

Следствие 2.3. Для топологического пространства X, α ∈ [0, ω1] и τ ≥ ℵ0 простран-

ства (τ)Bα(X) и ντBα(X) гомеоморфны.

О п р е д е л е н и е 7. Пусть X и Y — топологические пространства. Пространство X бу-
дем называть Y-z-нормальным, если X — T1-пространство и для любых дизъюнктного семей-
ства F1, . . . , Fk нуль-множеств пространства X и точек y1, . . . , yk пространства Y существует
непрерывное отображение f : X → Y такое, что f(Fi) = yi для каждого i = 1, . . . , k.

Лемма 2.1. Пусть X является Y -z-нормальным для некоторого топологического про-

странства Y , F — нуль-множество пространства X и a, b ∈ Y . Тогда отображение f :
X → Y такое, что f(F ) = {a} и f(X \F ) = {b}, является бэровским отображением первого

класса.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как F — нуль-множество пространства X, множество X \F
функционально открыто в X и X \ F =

⋃∞
j=1 Sj , где Sj — нуль-множества пространства X и

Sj ⊂ Sj+1 для j ∈ ω. Так как X — Y -z-нормальное пространство, для любого j ∈ ω существует
fj ∈ Cp(X,Y ) такое, что fj(F ) = {a} и fj(Sj) = {b}. Осталось заметить, что отображение
f = lim

j→∞
fj является бэровским отображением первого класса и f(F ) = {a}, f(X \ F ) = {b}.

Лемма доказана.

Теорема 2.3. Пусть Y — топологическое пространство счетного псевдохарактера и

X — Y -z-нормальное пространство. Тогда (ℵ0)B2(X,Y ) = Y X .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ Y X , A = {ai : i ∈ ω} ⊂ X и y ∈ Y . Для каждой
точки a ∈ A зафиксируем множество Za := f−1(f(a)). Так как Y — тихоновское простран-
ство со счетным псевдохарактером, множество {f(a)} — нуль-множество в пространстве Y .
Следовательно, Za — нуль-множество в пространстве X.

Рассмотрим отображения fn : X → Y такие, что fn|Za = f(a) и

fn

(
X \

⋃
a∈{a1,...,an}

Za

)
⊆ {y} для всех a ∈ {a1, . . . , an} и каждого n ∈ ω.

По лемме 2.1 отображение fn ∈ B1(X,Y ) для каждого n ∈ ω. Рассмотрим отображение g :=
lim fn при n → ∞. Отображение g определено во всех точках X, и, значит, g ∈ B2(X,Y ).
В силу произвольности отображения f и множества A получаем, что Y X ⊆ (ℵ0)B2(X,Y ).

Теорема доказана.

Следствие 2.4. Пусть X — тихоновское пространство. Тогда (ℵ0)B2(X) = R
X .

Таким образом, вещественная полнота пространства Bα(X) (α ≥ 2) влечет (теоремы 1.1 и
1.2) вырожденность пространства X, выражающуюся в равенстве Bα(X) = R

X .

Напомним, что топологическое пространство X называется линделёфовым, если из любого
открытого покрытия пространства X можно выделить счетное подпокрытие. Хорошо извест-
но, что любое линделёфовое пространство вещественно полно [3, теорема 3.11.12] и нормально
[3, теорема 3.8.2].
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Теорема 2.4. Пусть X — G-z-нормальное пространство, где G — некомпактное топо-

логическое пространство со счетной базой и α ∈ [2, ω1]. Тогда линделёфовость простран-

ства Bα(X,G) эквивалентна счетности пространства X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что Bα(X,G) — линделёфово пространство. То-
гда Bα(X,G) вещественно полно и по теореме 2.3 Bα(X,G) = GX . Отсюда следует, что про-
странство GX нормально. Так как G — некомпактное пространство, то GX — нормальное
пространство тогда и только тогда, когда X счетно [11].

Если X счетно, то GX — пространство со счетной базой (сепарабельное метризуемое), а
значит, наследственно линделёфово. Следовательно, пространство Bα(X,G) линделёфово.

Теорема доказана.

В качестве следствия получаем результат, доказанный А.В.Пестряковым в работе [12].

Следствие 2.5. Пусть X — тихоновское пространство и α ∈ [2, ω1]. Тогда линделёфо-

вость пространства Bα(X) эквивалентна счетности пространства X.

В частности, линделёфовость пространства бэровских функций на тихоновском простран-
стве X эквивалентна счетности пространства X.

В о п р о с 1. Существует ли некомпактное топологическое пространство со счетной ба-
зой G и несчетное G-z-нормальное пространство X такие, что B1(X,G) линделёфово?

Ослаблением вопроса 1 может быть следующий вопрос.

В о п р о с 2. Существует ли некомпактное топологическое пространство со счетной ба-
зой G и несчетное G-z-нормальное пространство X такие, что B1(X,G) нормально и веще-
ственно полно?
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 25 № 4 2019

УДК 512.544

О ГЕНЕТИЧЕСКИХ КОДАХ НЕКОТОРЫХ ГРУПП

С 3-ТРАНСПОЗИЦИЯМИ1

В.М. Синицин

Группы Кокстера имеют многочисленные приложения в математике и за ее пределами, а группы с 3-
транспозициями Б. Фишера лежат в основе внутреннего геометрического анализа теории конечных (про-
стых) групп. Пересечение этих классов групп состоит из конечных групп Вейля W (An) ≃ Sn+1, W (Dn),
W (En) (n = 6, 7, 8) простых конечномерных алгебр и групп Ли. В предыдущих работах А.И.Созутова,
А.А.Кузнецова и автора были найдены системы S порождающих трансвекций (3-транспозиций) групп
Sp2m(2) и O±

2m(2), графы Γ(S) которых являются деревьями. Множество {Γn} (n ≥ m) вложенных друг
в друга графов называем E-серией, если они являются деревьями, содержат подграф E6 и их подграфы с
вершинами m,m+ 1, . . . , n являются простыми цепями. В настоящей работе найдены генетические коды
групп Sp2m(2) и O±

2m(2), 8 ≤ 2m ≤ 20, близкие к генетическим кодам некоторых групп Кокстера. Основ-

ная гипотеза исследований: группы Sp2m(2) и O±

2m(2) (пп. (ii)–(iii) в теореме Фишера) можно получить
из соответствующих бесконечных групп Кокстера с помощью одного или двух дополнительных соотно-
шений вида w2 = 1. Рассматриваемые в работе графы In содержат подграф E6 и составляют E-серию
вложенных графов {In | n = 7, 8, . . .}, в которых подграф In \ E6 — простая цепь. В работе доказано,
что для групп X(In), полученных из групп Кокстера G(In) наложением дополнительного соотношения
(st4s7)

2 = 1, где t = s3s2s1s5s6s3s2s5s3s4, при указанных пределах изменения n = 4k+δ (δ = 0, 1, 2) имеют

место изоморфизмы X(I4k+1) ≃ Sp4k(2)×Z2, X(I2m) ≃ O±

2m(2) (знак ± зависит от m). В доказательстве
используется алгоритм Тодда —Кокстера системы GAP.

Ключевые слова: генетические коды, группы и графы Кокстера, группы Вейля, группы с 3-транс-
позициями, симплектические трансвекции.

V. M. Sinitsin. On genetic codes of certain groups with 3-transpositions.

Coxeter groups have numerous applications in mathematics and beyond, and B. Fischer’s 3-transposition
groups underly the internal geometric analysis in the theory of finite (simple) groups. The intersection of these
classes of groups consists of finite Weyl groups W (An) ≃ Sn+1, W (Dn), and W (En) for n = 6, 7, 8, simple
finite-dimensional algebras, and Lie groups. In previous papers by A. I. Sozutov, A. A.Kuznetsov, and the author,
systems S of generating transvections (3-transpositions) of groups Sp2m(2) and O±

2m(2) were found such that
the graphs Γ(S) are trees. A set {Γn}, n ≥ m, of nested graphs is called an E-series if these graphs are trees,
contain the subgraph E6, and their subgraphs with vertices m,m + 1, . . . , n are simple chains. In the present
paper, we find genetic codes of the groups Sp2m(2) and O±

2m(2), 8 ≤ 2m ≤ 20; these codes are close to the

genetic codes of some Coxeter groups. Our main hypothesis is the following: the groups Sp2m(2) and O±

2m(2)
(cases (ii)–(iii) in Fischer’s theorem) can be obtained from the corresponding infinite Coxeter groups with the
use of one or two additional relations of the form w2 = 1. The graphs In considered in this paper contain the
subgraph E6 and comprise an E-series of nested graphs {In | n = 7, 8, . . .}, in which the subgraph In \ E6

is a simple chain. We prove that the isomorphisms X(I4k+1) ≃ Sp4k(2) × Z2 and X(I2m) ≃ O±

2m(2) (the
sign ± depends on m) hold for the groups X(In) obtained from the Coxeter groups G(In) by imposing an
additional relation (st4s7)

2 = 1, where t = s3s2s1s5s6s3s2s5s3s4, if n = 4k+ δ (δ = 0, 1, 2). The proof uses the
Todd–Coxeter algorithm from the GAP system.

Keywords:Keywords: genetic code, Coxeter group, Coxeter graph, Weyl group, 3-transposition group, symplectic
transvection.
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1. Введение

Согласно Б. Фишеру (см. [1–3]) множество D = aG инволюций группы G = 〈D〉 называется
классом 3-транспозиций, если |ab| ≤ 3 для любых a, b ∈ D; при этом подгруппа H = 〈D ∩H〉

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований,
проект №19-01-00566 А.
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из G называется D-подгруппой. Если в такой группе G нет D-подгрупп порядков 18 и 54, то G
называется группой с симплектическими 3-транспозициями. В известной теореме Б. Фишера
[3, теорема 2.58, пп. (i)–(iii)] это симметрические группы Sn, симплектические группы Sp2m(2)
и ортогональные группы O±

2m(2); Б. Фишер в доказательстве использует их описание из [4]. В
работе [5] эта часть теоремы Б. Фишера [3, теорема 2.58, пп. (i)–(iii)] была (пере)доказана с
помощью определяющих соотношений и некоторой связи групп Sp2m(2) и O±

2m(2) с группами
Кокстера и алгебрами Ли, установленной в [5]. Исследования этой связи групп Sn, Sp2m(2) и
O±

2m(2) продолжились в [6; 7] и в данной статье.
В настоящей работе найдены генетические коды групп Sp2m(2) и O±

2m(2), 8 ≤ 2m ≤ 20,
близкие к генетическим кодам некоторых бесконечных групп Кокстера [8; 9]. В статье вер-
шины графа Γn в зависимости от контекста обозначаются через si, pi, wi с помощью ин-
дексов i. Каждой минимальной системе S = {s1, . . . , sn} ⊂ D порождающих 3-транспозиций
группы G = 〈D〉 поставим в соответствие граф Γ(S) = Γn — граф Кокстера — с множе-
ством вершин I = {1, . . . , n} и ребер (i, j), где sisj 6= sjsi. Определенные цепочки Γn ⊂ Γn+1,
n = k, k + 1, . . ., вложенных друг в друга графов-деревьев, содержащих подграф E6, ранее
названы А.И.Созутовым и автором E-сериями (по аналогии с [10, с. 220]). Рассматриваемые
в работе графы Γn принадлежат E-серии {In, n = 6, 7, . . .} (см. [7]):

In, n ≥ 7 :
❢ ❢

❢ ❢

❢
❍❍
✟✟

❢ ❢ ❢

1 2

3 4
6 5

7 n
.

Множество порождающих и определяющих соотношений Кокстера, задаваемых графом Γn,
обозначим через S(Γn) и R(Γn) соответственно, а группу Кокстера — через G(Γn), в частности,
G(Γn) = 〈S(Γn) | R(Γn) 〉 [10, §12.2]. Хорошо известно, что группы G(In) при n ≥ 7 бесконеч-
ны [8; 9]. Положим X(In) = 〈S(In) | R(In), (s

t
4s7)

2〉, где t = s3s2s1s5s6s3s2s5s3s4, и обозначим
через Y (In) подгруппу в X(In), порожденную элементами s1s2, s2s3, . . . , sn−1sn.

Если вид графа известен, то будем применять обозначения S = S(Γn), Rn, Gn, Xn, Wn, Yn.

Доказана следующая теорема.

Теорема. Пусть Γn = In, Xn = 〈S | Rn, (st4s7)
2 = 1〉, где t = s3s2s1s5s6s3s2s5s3s4 и

7 ≤ n ≤ 20. Тогда Yn — нормальная в Xn подгруппа индекса 2, и при указанных пределах

изменения n = 4k + δ (δ = 0, 1, 2) имеют место изоморфизмы

1) X4k+1 ≃ Sp4k(2)× Z2 и Y4k+1 ≃ Sp4k(2);

2) X4k ≃ O−
4k(2) при четном k и X4k ≃ O+

4k(2) при нечетном k;
3) X4k+2 ≃ O−

4k+2(2) при нечетном k и X4k+2 ≃ O+
4k+2(2) при четном k.

2. Доказательство теоремы

Вначале докажем вспомогательные предложения 1, 2. Воспользуемся разметкой E-серии
графов {In}, введенной в недавней статье (Созутов А.И., Синицин В.М. О графах Kокстера
групп с симплектическими 3-транспозициями // Тр. Института математики и механики УрО
РАН. 2016. Т. 22, № 3. C. 251–258):

In, n ≥ 7 :
❢ ❢

❢ ❢

❢
❍❍
✟✟

❢ ❢ ❢ ❢ ❢ ❢ ❢ ❢ ❢ ❢ ❢ ❢ ❢ ❢ ❢

O− 26 O− Sp O+ 210 O+ Sp O− 214 O− Sp O+ 218 O+
1 2

3 4
6 5

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
.

Предложение 1. Графу Γn из E-серии {In} (n ≥ 6) соответствует подгруппа Wn из

GLn(2), изоморфная группе O±
2m(2) при n = 2m и группе Sp4k(2) при n = 4k + 1. Если над

вершиной с номером n стоит число 2n−1, то группа Wn обладает нормальной элементар-

ной абелевой 2-подгруппой порядка 2n−1. В E-сериях {Γn} последовательность типов групп

имеет период 8, т. е. Wn+8 — группа того же типа, что и группа Wn.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Vn — векторное пространство над полем F2 с базисом
v1, . . . , vn и Γn = In — граф Кокстера, вершинами которого являются векторы v1, . . . , vn. Вве-
дем на Vn квадратичную форму F (x) и билинейную форму f(x, y), полагая

F (x) =
∑

i∈Γn

x2i +
∑

(i,j)∈Γn

xixj для x =

n∑

i=1

xivi ∈ Vn,

f(x, y) = F (x+ y) + F (x) + F (y).

Как доказано в [7, лемма 19], f(x, y) — симплектическая форма, невырожденная при
n = 2m. Для каждого вектора r ∈ Vn с F (r) = 1 через wr обозначим трансвекцию (сдвиг)

wr(x) = xwr = x+ f(x, r)r, x ∈ Vn.

Очевидно, что F (vi) = 1, положим wi = wpi , i = 1, . . . , n. Непосредственно проверяются фор-
мула wws

r = wws(r) (см. также [7, лемма 3]) и действие трансвекций wi на элементах базиса:
vwi

i = vi при i 6= j, vwi

j = vj + vi, если (i, j) ∈ Γn, и vwi

j = vj, если (i, j) /∈ Γn. Отсюда следует,

что (wiwj)
2 = 1, если (i, j) /∈ Γn, и (wiwj)

3 = 1, если (i, j) ∈ Γn. Это означает, что Γn является
графом Кокстера группы Wn = 〈w1, . . . , wn〉 в системе порождающих w1, . . . , wn.

Как доказано в [7, лемма 20], выполняются включения Wn ≤ I(F ) ≤ I(f), где I(F ), I(f) —
группы изометрий форм F , f . По [7, леммы 21–24] имеют место следующие изоморфизмы:

1) W4k+1 ≃ Sp4k(2);
2) W4k ≃ Oδk

4k(2), где δk = + при четном k и δk = − при нечетном k;

3) W4k+2 ≃ Oδk
4k+2(2), где δk = + при четном k и δk = − при нечетном k.

По [7, леммы 14, 19] при n = 4k + 1 и n = 4k + 3 для графа Γn = In форма f на Vn

вырождена, и группа W4k+3 является полупрямым произведением элементарной абелевой 2-
подгруппы порядка 24k+2 на группу W4k+2. Полученная информация о строении групп Wn =
W (In) изображена на общем графе серии с помощью разметки.

Предложение доказано.

С помощью алгоритма Тодда— Кокстера на компьютере было показано, что группы X(In)
для 7 ≤ n ≤ 20 конечны, и вычислены их порядки.

Предложение 2. Порядки групп X(In) удовлетворяют следующим равенствам:

|X(I7)| = 3317760 = 26 · |O−
6 (2)|;

|X(I8)| = 119 · |X(I7)| = |W (I8)| = |O−
8 (2)|;

|X(I9)| = 240 · |X(I8)| = 2 · |Sp8(2)|;
|X(I10)| = 496 · |X(I9)| = |O+

10(2)|;
|X(I11)| = 1024 · |X(I10)| = 210 · |O+

10(2)|;
|X(I12)| = 2079 · |X(I11)| = |O+

12(2)|;
|X(I13)| = 4160 · |X(I12)| = 2 · |Sp12(2)|;
|X(I14)| = 8256 · |X(I13)| = |O−

14(2)|;
|X(I15)| = 16384 · |X(I14)| = 214 · |O−

14(2)|;
|X(I16)| = 32639 · |X(I15)| = |O−

16(2)|;
|X(I17)| = 65280 · |X(I16)| = 2 · |Sp16(2)|;
|X(I18)| = 130816 · |X(I17)| = |O+

18(2)|;
|X(I19)| = 262144 · |X(I18)| = 218 · |O+

18(2)|;
|X(I20)| = 524799 · |X(I19)| = |O+

20(2)|;
|X(I20)| = 2158902468343515815538274020117891447780288319539118080000.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Пусть Γn = In. Группа G(E6) = 〈s1, . . . , s6〉 изоморфна
группе Вейля W (E6) [8;10] и по условиям теоремы содержится во всех группах Gn при n ≥ 7.
В корневой системе типа E6 с фундаментальной системой корней {pi | 1 ≤ i ≤ 6} возьмем



О генетических кодах некоторых групп с 3-транспозициями 187

максимальный положительный корень r = p1 + 2p2 + 3p3 + 2p4 + 2p5 + p6 (см. [8; 10] ). Сим-
метрия (отражение) sr = st4, где t = s3s2s1s5s6s3s2s5s3s4, из группы W (E6) принадлежит всем
группам Gn при n ≥ 7.

В пространстве Vn над полем F2 из доказательства предложения 1 вектор r имеет вид
r = v1 + v3 + v6. Он ортогонален вектору v7 относительно билинейной формы, и порядок
элемента wrw7 группы Wn равен 2. Следовательно, в группах Wn выполняется соотношение
(st4s7)

2 = 1.
В группе O±

2m(2) центр тривиален, коммутант имеет индекс 2 и является простой группой,
изоморфной Dm(2) или 2Dm(2) [11]. По предложению 1 W4k = O−

4k(2) при четном k и W4k =
O+

4k(2) при нечетном k; W4k+2 = O−
4k+2(2) при нечетном k и W4k+2 = O+

4k+2(2) при четном k, а
по предложению 2 порядки групп Xn для 6 ≤ n ≤ 20 совпадают с порядками соответствующих
групп Wn. Это доказывают отмеченные в теореме изоморфизмы для групп O±

n (2).
Далее, определяющие соотношения группы Кокстера Gn и дополнительное соотношение

(st4s7)
2 = 1 для групп Xn имеют четную длину (как слова в алфавите S). Поэтому каждый

элемент группы Xn либо “четен”, либо “нечетен” в соответствии с четностью или нечетностью
числа букв (порождающих), входящих в его выражение, и “четные” элементы составляют в
Xn подгруппу индекса 2 [9, § 9.5, с. 180]. По определению Yn есть образ подгруппы Hn = 〈sisj |
(i, j) ∈ Γn〉 группы Gn, и поскольку Γn — дерево, то имеет место равенство Hn = 〈sksj | 1 ≤

k, j ≤ n〉 и Hn совпадает с коммутантом группы Gn [9, § 9.5, с. 180]. Значит, и подгруппа Yn

совпадает с коммутантом группы Xn.
Для случаев n = 4k + 1 по предложению 1 и лемме 21 из [7] имеем W4k+1 ≃ Sp4k(2).

Согласно предложению 2 |X4k+1)| = 2|W4k+1| ввиду того, что в группах Xn индекс подгруп-
пы Yn равен 2, порядок подгруппы Y4k+1 = 〈s1s2, s2s3, s3s4, s3s5, s5s6, s4s7〉 из X4k+1 совпадает
с порядком группы Sp4k(2). Так как центр группы Sp2m(2) тривиален, а группа Sp2m(2) про-
ста [12] и совпадает с коммутантом, нормальная в X4k+1 подгруппа Y4k+1 изоморфна Sp4k(2)
и X(I4k+1) ≃ Sp4k(2) × Z2.

Теорема доказана.

Расчеты подтвердили основную гипотезу исследований для групп Sp2m(2) и O±
2m(2) с гра-

фами Кокстера из E-серии {In} при 7 ≤ n ≤ 20. Аналогичные проводятся для групп Sp2m(2)
и O±

2m(2) с графами Кокстера из других E-серий из [7; 8] и другими дополнительными соот-
ношениями. Ведется поиск теоретического обоснования результатов расчетов.

Автор выражает благодарность профессору А.И.Созутову за постановку задачи и внима-
ние к работе.
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УДК 519.853

О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА КВАЗИРЕШЕНИЙ ДЛЯ КОРРЕКЦИИ

ПРОТИВОРЕЧИВЫХ ЗАДАЧ ВЫПУКЛОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ1

В.Д. Скарин

В работе рассматривается важный с точки зрения приложений класс задач выпуклого программирова-
ния с возможно несовместной системой ограничений. Такие постановки характеризуются как несобствен-
ные задачи выпуклой оптимизации. В силу частоты появления подобных задач актуальной становится
проблема разработки их теории и численных методов коррекции (аппроксимации). Под коррекцией по-
нимается построение близких в определенном смысле разрешимых моделей, решение которых определя-
ется как обобщенное решение исходной несобственной задачи. В данной работе корректирующие задачи
строятся на основе минимизации некоторой функции штрафа от ограничений. Для откорректированной
задачи в условиях возможного неточного задания информации о функциях исходной модели применяется
один из стандартных способов регуляризации некорректных задач оптимизации — метод квазирешений.
Устанавливаются условия и оценки сходимости предлагаемых процедур.

Ключевые слова: выпуклое программирование, несобственная задача, оптимальная коррекция, методы
штрафных функций, метод квазирешений.
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important from the viewpoint of applications. Such problems are characterized as improper problems of convex
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that are close to the original problems in a certain sense. Solutions of these models are taken as generalized
solutions of the original improper problems. In the present paper the correcting problems are constructed based
on the minimization of a certain penalty function depending on the constraints. Since the information about the
functions of the original model may be inexact, we apply for the corrected problem the quasisolution method,
which is a standard regularization method for ill-posed optimization problems. Convergence conditions are
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Введение

При математическом моделировании конкретных постановок из области экономики, управ-
ления и проектирования часто возникают оптимизационные задачи с несовместной системой
ограничений. Модели с противоречивыми ограничениями составляют (см. [1]) важнейший
класс несобственных задач (НЗ) линейного и выпуклого программирования (ВП). По при-
чине частоты возникновения НЗ особое значение приобретают вопросы теории и численного
анализа подобных задач. В первую очередь требуется произвести оптимальную коррекцию
НЗ, т. е. построить близкие в определенном смысле разрешимые задачи, решение которых
принимается за обобщенное решение НЗ.

Одной из распространенных причин появления несовместности в ограничениях является
неточное задание исходных данных. Если информация о функциях в задаче носит приближен-
ный характер, то такие постановки типичны для теории некорректных экстремальных задач

1Исследования поддержаны РФФИ, грант №19-07-01243.
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(см. [2–5]). Поэтому представляется естественной попытка использовать при коррекции НЗ
идею регуляризации некорректных моделей. В качестве примера работ, где для анализа за-
дач с противоречивыми ограничениями применялись известные методы регуляризации, можно
указать [6–9].

В настоящей работе для НЗ ВП строится общая задача оптимальной коррекции путем
вариации правых частей ограничений относительно минимума некоторой функции штрафа.
В основу построения метода аппроксимации положена идея метода квазирешений (см. [3]) —
стандартного способа регуляризации некорректных задач оптимизации. Определяются усло-
вия и оценки сходимости предлагаемых методов.

1. Несобственная задача ВП, метод квазирешений

Рассмотрим задачу ВП

min{f0(x) | x ∈ X}, (1)

где X = {x | f(x) ≤ 0}, f(x) = [f1(x), . . . , fm(x)], fi(x) — выпуклые функции, определенные
на R

n, i = 0, 1, . . . ,m. Обозначим через L(x, λ) = f0(x) + (λ, f(x)) функцию Лагранжа для
задачи (1), x ∈ R

n, λ ∈ R
m
+ . Будем считать, что X = ∅, Λ 6= ∅, где

Λ = {λ ∈ R
m
+ | inf

x
L(x, λ) > −∞}.

Такие задачи с противоречивыми ограничениями характеризуются в [1] как НЗ ВП 1-го рода.
Они наиболее часто встречаются в практике математического моделирования экономических
ситуаций и отмечаются следующим свойством: если вместо X в (1) взять множество Xξ = {x |

f(x) ≤ ξ}, ξ ∈ R
m
+ , такое, что Xξ 6= ∅, то inf{f0(x) | x ∈ Xξ} > −∞.

Введем меру несовместности системы ограничений задачи (1) как

ϕ̄ = inf
x
ϕ(x), (2)

где ϕ(x) = ω(f+(x)), ω(z) — выпуклая функция, определенная на R
m
+ и такая, что

ω(0) = 0, ω(z) > 0 (∀z ∈ R
m
+ , z 6= 0). (3)

Пусть значение ϕ̄ в (2) достигается в точке x̄ ∈ R
n : ϕ̄ = ϕ(x̄). Очевидно, что множество X в

(1) непусто тогда и только тогда, когда ϕ̄ = 0. Поэтому естественным является определение
оптимальной коррекции для НЗ ВП (1) в виде задачи

min{f0(x) | x ∈ X̄}, (4)

где X̄ = {x | ϕ(x) ≤ ϕ̄}.
Если ϕ̄ = ϕ(x̄) = 0, то задачи (1) и (4) совпадают, в противном случае решение задачи (4)

будем считать обобщенным (аппроксимационным) решением НЗ ВП (1). Таким образом, для
существования обобщенного решения задачи (1) требуется, чтобы 1) X̄ 6= ∅; 2) нашлась точка
x̄ = argmin{f0(x) | x ∈ X̄}.

Примерами функции ϕ(x)=ω(z(x)), удовлетворяющей условиям (3), могут служить ω1(z)=

‖z‖1 =
m∑
i=1

zi, ω2(z) = ‖z‖22 =
m∑
i=1

z2i , ω3(z) = ‖z‖∞ = max
1≤i≤m

zi. Если ϕ̄ = ϕ(x̄) = ω(f+(x̄)), то

можно определить коррекцию НЗ ВП (1) в виде

min{f0(x) | x ∈ Xξ̄}, (5)

где ξ̄ = f+(x̄). Нетрудно показать, что при выборе ϕ(x) = ‖f+(x)‖2 задачи (4) и (5) совпадают.
Если же в качестве ϕ(x) взять ‖f+(x)‖1 или ‖f+(x)‖∞, то справедливо включение Xξ̄ ⊂ X̄ .
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Пусть в задаче (1) вместо функций fi(x) известны их приближения f ε
i (x) такие, что

|f ε
i (x)− fi(x)| ≤ ε (6)

для любого x ∈ R
n, ε > 0, i = 0, 1, . . . ,m. В этом случае задача коррекции (4) примет вид

min{f ε
0 (x) | x ∈ X̄ε}, (7)

где X̄ε = Argmin
x

ϕε(x), ϕε(x) = ω(f ε+(x)), функция ω(z) определена на множестве R
m
+ и

удовлетворяет условиям (3).
Для того чтобы с помощью анализа возмущенной задачи (7) получить решение задачи кор-

рекции (4), необходимо применить некоторый метод регуляризации для некорректных задач
оптимизации. Привлечем для этой цели идеологию известного метода квазирешений (см. [3]).

Выберем вначале стабилизатор задачи (1) как выпуклую функцию Ω(x), определенную
на R

n, для которой
1) Ω(x) ≥ 0 (∀x);
2) множество QC = {x | Ω(x) ≤ C} ограничено при всех C таких, что QC 6= ∅.
Ограничения возмущенной задачи (1) будем агрегировать с помощью некоторой штрафной

функции Pε(x). Обычно в качестве такой функции рассматривается Pε(x) =
m∑
i=1

(f ε+
i (x))p, p ≥ 1.

Метод квазирешений (см. [3]) состоит в отыскании приближенного решения xεδRd задачи

min
x

{Φε(x,R) = f ε
0 (x) +RPε(x) | x ∈ Sd},

где Φε(xεδRd, R) ≤ Φ̄ε
d(R) + δ, Φ̄ε

d(R) = inf
x∈Sd

Φε(x,R), Sd = {x | Ω(x) ≤ d}, R > 0, d > 0, δ ≥ 0.

Требуется найти согласование параметров ε, R, δ и d такое, чтобы точки xεδRd приближали
решение задачи (4), т. е. решали бы НЗ ВП (1) в обобщенном смысле.

2. Разрешимая задача оптимальной коррекции

Рассмотрим вначале случай, когда функции fi(x) в задаче (1) известны точно, т. е. когда
в (6) ε = 0. Сведем задачу (7) к проблеме минимизации штрафной функции

min
x

{Fd(x, r) = f0(x) +Rϕ(x) + ρ (Ω(x)− d)+}, (8)

где r = [R, ρ] > 0, d > 0, функция ϕ(x) удовлетворяет условиям (3).
Предположим, что задача (4) имеет решение. Данное утверждение будет иметь место,

например, когда ϕ(x) = P (x) =
m∑
i=1

f+p

i (x), p ≥ 1, и множество Xξ = {x | f(x) ≤ ξ} непусто и

ограничено для некоторого ξ = ξ0.
В самом деле, пусть Xξ0 6= ∅. Тогда непустыми и ограниченными будут и множества Xξ при

ξ > ξ0. Пусть x0 ∈ R
n, X0 = {x | ϕ(x) ≤ ϕ(x0)}, x

′ ∈ X0. Тогда ϕ(x0) ≥ ϕ(x′) =
m∑
i=1

f+p

i (x′) ≥

f+p

i (x′), i = 1, . . . ,m. Отсюда fi(x
′) ≤ f+

i (x′) ≤ p

√
ϕ(x0), т. е. x′ ∈ Xξ̃, где ξ̃ = [ξ̃1, . . . , ξ̃m] ∈

R
m
+ , ξ̃i = max{ξ0i ,

p

√
ϕ(x0)}, ξ0i — i-я компонента вектора ξ0, i = 1, . . . ,m. Так как X0 ⊂

Xξ̃, то множество X0 ограничено. Тогда ϕ̄ = inf
x

ϕ(x) = min
x∈X0

ϕ(x), что влечет разрешимость

задачи (4).
Исследуем связь между задачами (4) и (8).

Теорема 1. Пусть в задаче (1) f0(x) ≥ f̃ > −∞ (∀x ∈ R
n), задача (4) разрешима в точке

x̄. Тогда для любых r > 0 и d > 0 существует решение xrd задачи (8). Любая предельная точка

последовательности {xrd} при R → ∞, ρ > 0, d ≥ Ω(x̄) решает задачу (4).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим множество

Mrd = {x | Fd(x, r) ≤ Fd(x
0, r)},

где x0 — произвольная фиксированная точка R
n. Для x′ ∈ Mrd имеем

f0(x
′) +Rϕ(x′) + ρ (Ω(x′)− d)+ ≤ f0(x

0) +Rϕ(x0) + ρ (Ω(x0)− d)+. (9)

Отсюда
ρ (Ω(x′)− d) ≤ f0(x

0)− f0(x
′) +Rϕ(x0) + ρ (Ω(x0)− d)+.

Поэтому, если d ≥ Ω(x0), то Ω(x′) ≤ d +
f0(x

0)− f̃

ρ
+

R

ρ
ϕ(x0), если d < Ω(x0), то Ω(x′) ≤

Ω(x0) +
f0(x

0)− f̃

ρ
+

R

ρ
ϕ(x0). Следовательно, Mrd ⊂ Qrd = {x | Ω(x) ≤ C(x0, r, d)}, где

C(x0, r, d) =
f0(x

0)− f̃

ρ
+

R

ρ
ϕ(x0) + max{d, Ω(x0)}. Из ограниченности множества Qrd сле-

дует ограниченность Mrd, а поскольку inf
x
Fd(x, r) = min

x
{Fd(x, r) | x ∈ Mrd}, то для каждых

r > 0 и d > 0 существует точка xrd = argmin
x

Fd(x, r).

Положим в неравенстве (9) x0 = x̄, x′ = xrd. Если d ≥ Ω(x̄), получим

Ω(xrd) ≤ d+
f0(x̄)− f̃

ρ
, ϕ(xrd) ≤ ϕ̄+

f0(x̄)− f̃

R
, f0(xrd) ≤ f0(x̄) +R(ϕ̄− ϕ(xrd)) ≤ f0(x̄).

Отсюда следуют ограниченность последовательности {xrd} для любого r > 0, существование
предельной точки x̃ при R → ∞ и ρ > 0 и выполнение неравенств ϕ(x̃) ≤ ϕ̄, f0(x̃) ≤ f0(x̄).

Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть в задаче (1) f0(x) ≥ f̃ > −∞ (∀x ∈ R
n), задача (4) разрешима в

точке x̄, xrd = argmin
x

Fd(x, r), d ≤ Ω(x̄), R → ∞, ρ = ρ0, где 0 < ρ0Ω(x̄) ≤ ε0, ε0 — заданная

точность. Тогда для любой предельной точки x̃ последовательности {xrd} справедливо: x̃ ∈

X̄, |f0(x̃)− f0(x̄)| ≤ ε0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим в неравенстве (9) x0 = x̄, x′ = xrd (существование xrd
гарантировано теоремой 1). Имеем

f0(xrd) +Rϕ(xrd) + ρ (Ω(xrd)− d) ≤ f0(x̄) +Rϕ̄+ ρ (Ω(x̄)− d),

из чего следует

Ω(xrd) ≤ Ω(x̄) +
f0(x̄)− f̃

ρ
; (10)

ϕ(xrd) ≤ ϕ̄+
f0(x̄)− f̃

R
+

ρ

R
Ω(x̄); (11)

f0(xrd) ≤ f0(x̄) + ρΩ(x̄). (12)

Из неравенства (10) при ρ = ρ0 вытекают ограниченность последовательности {xrd} и суще-
ствование предельной точки x̃. Из (11) при R → ∞ получаем x̃ ∈ X̄, а из (12) следует оценка
|f0(x̃)− f0(x̄)| ≤ ε0.

Теорема доказана.
З а м е ч а н и е. Можно несколько усилить условия теоремы 2, потребовав ограничен-

ности допустимого множества X̄ задачи (4). Пусть R → ∞, ρ → 0. Тогда можно указать

значения R̄ и ρ̄ такие, что
f0(x̄)− f̃

R
+

ρ

R
Ω(x̄) ≤ D = const при R ≥ R̄, 0 < ρ ≤ ρ̄. Функ-

ция ϕ(x) выпуклая, поэтому из ограниченности X̄ будет следовать ограниченность множества
XD = {x | ϕ(x) ≤ ϕ̄+D}. Из неравенства (11) вытекает, что xrd ∈ XD для R ≥ R̄, ρ ≤ ρ̄. Пусть
x̃ — предельная точка для {xrd} при R → ∞, ρ → 0. Тогда в силу (11) и (12) справедливо
x̃ ∈ X̄ и f0(x̃) = f0(x̄).
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3. Случай неразрешимости задачи оптимальной коррекции

В утверждениях, сформулированных выше, существенное значение имела разрешимость
оптимальной коррекции (4). Для этого требовалось выполнение двух условий: 1) чтобы непусто
было множество X̄, 2) чтобы имела решение x̄ задача (4): f0(x̄) ≤ f0(x) (∀x ∈ X̄). Попробуем
отказаться от этих условий.

Рассмотрим случай, когда ϕ̄ = inf
x
ϕ(x) не достигается. Применим для отыскания ϕ̄ неко-

торый монотонно убывающий итерационный метод для минимизации функций многих пере-
менных: ϕ(xk) ց ϕ̄ (k → ∞). Зафиксируем номер k̄ так, чтобы ϕ(xk̄) − ϕ̄ ≤ δ̄, где δ̄ > 0 —
заданная точность. В качестве оптимальной коррекции для НЗ ВП (1) положим задачу

min{f0(x) | ϕ(x) ≤ ϕ(xk̄), Ω(x) ≤ d}, (13)

где Ω(x) — как и прежде, некоторый стабилизатор, d ≥ Ω(xk̄).
Задача (13) всегда имеет некоторое решение x̄k. Очевидно, что в случае разрешимости

задачи оптимальной коррекции (4) и достаточно больших k̄ и d точка x̄k будет хорошим при-
ближением для решения (4).

Выпишем для задачи (13) функцию Лагранжа

Lk(x;λ, µ) = f0(x) + λ (ϕ(x) − ϕ(xk̄)) + µ (Ω(x)− d),

где λ ≥ 0, µ ≥ 0. Предположим, что функция Lk(x;λ, µ) имеет в области R
n × R+ × R

1
+

седловую точку [x̄k; λ̄k, µ̄k]. Заметим, что это предположение гарантированно выполняется,
если считать d > d̄ = max{Ω(xk̄),Ω(xk̄+1)}. В этом случае точка xk̄+1 будет удовлетворять
условию Слейтера для задачи (13), что обеспечивает существование седловой точки.

Из определения седловой точки [x̄k; λ̄k, µ̄k] следует неравенство

f0(x̄k) ≤ f0(x) + λ̄k (ϕ(x)− ϕ(xk̄)) + µ̄k (Ω(x)− d), (14)

справедливое для всех x ∈ R
n и d > d̄.

Исследуем связь между задачами (8) и (13).

Теорема 3. Пусть в задаче (8) R > λ̄k, ρ > µ̄k, d > d̄. Тогда задача (8) разрешима в

некоторой точке xrd и справедливы оценки:

ϕ(xrd) ≤ ϕ̄+ δ̄; (15)

Ω(xrd) ≤ d+
R− λ̄k

ρ− µ̄k
δ̄; (16)

f0(xrd) ≤ f0(x̄k) +Rδ̄. (17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем ограниченность множества Mk
rd = {x | Fd(x, r) ≤

Fd(x̄k, r)} для любых достаточно больших R, ρ и d. Пусть x′ ∈ Mk
rd. Тогда

f0(x
′) +Rϕ(x′) + ρ (Ω(x′)− d)+ ≤ f0(x̄k) +Rϕ(x̄k) + ρ (Ω(x̄k)− d)+. (18)

Учитывая, что Ω(x̄k) ≤ d, из (18) и (14) получим

ρ (Ω(x′)− d)+ ≤ f0(x̄k)− f0(x
′) +R(ϕ(x̄k)− ϕ(x′))

≤ λ̄k (ϕ(x
′)− ϕ(xk̄)) + µ̄k (Ω(x

′)− d) +R(ϕ(x̄k)− ϕ(x′)).

Так как ϕ(x̄k) ≤ ϕ(xk̄) ≤ ϕ̄+ δ, из последнего неравенства имеем

(ρ− µ̄k)(Ω(x
′)− d)+ ≤ (R − λ̄k)(ϕ(xk̄)− ϕ(x′)) ≤ (R− λ̄k) δ̄, (19)
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Ω(x′) ≤ d+
R− λ̄k

ρ− µ̄k
δ̄. (20)

В силу (20) справедливо включение

Mk
rd ⊂ Qk (r, d, δ̄) =

{
x | Ω(x) ≤ d+

R− λ̄k

ρ− µ̄k
δ̄
}

для любых R > λ̄k, ρ > µ̄k, d > d̄. Из ограниченности множества Qk (r, d, δ̄) следует существо-
вание точки xrd = argmin

x
Fd(x, r).

Поскольку xrd ∈ Mk
rd, то полагая в рассуждениях выше x′ = xrd, сразу получаем из (19),

(20) оценки (15) и (16). Оценка (17) следует из (18) и (15):

f0(xrd) ≤ f0(x̄k) +R(ϕ(x̄k)− ϕ(xrd)) ≤ f0(x̄k) +Rδ̄.

Теорема доказана.

Следствие 1. Любая предельная точка x̃ последовательности {xrd} при R > λ̄k, d > d̄
и ρ → ∞ допустима в задаче (13) и приближает f0(x̄k) — оптимальное значение (13) — с

точностью |f0(x̃)− f0(x̄k)| ≤ Rδ̄.

4. Метод коррекции в условиях приближенного задания функций

Далее предположим, что функция ϕ(x) в задаче (4) есть функция квадратичного штрафа:

ϕ(x) = ‖f+(x)‖2 =
m∑
i=1

f+2

i (x). В разд. 1 уже отмечалось, что в этом случае задачу (4) можно

представить в виде (5): min{f0(x) | x ∈ Xξ̄}, где ξ̄ = f+(x̄), x̄ = argmin
x

ϕ(x), ‖ξ̄‖ = min{‖ξ‖ |

Xξ 6= ∅}.

Если инфимум в (2) недостижим, то определим последовательность {xk}, для которой
lim
k→∞

ϕ(xk) = ϕ̄. Зафиксируем, как и ранее, номер k̄ так, чтобы ϕ(xk̄)− ϕ̄ ≤ δ̄, δ̄ > 0. Положим

ξk = f+(xk̄) и рассмотрим аналог задачи (13)

min{f0(x) | x ∈ Xk ∩ Sd}, (21)

где Xk = {x | f(x) ≤ ξk}, Sd = {x | Ω(x) ≤ d}.
Пусть вместо fi(x) в задаче (1) известны функции f ε

i (x), удовлетворяющие неравенствам (6),
i = 0, 1, . . . ,m. Тогда задача (8) примет вид

min
x

F ε
d (x, r), (22)

где F ε
d (x, r) = f ε

0 (x) +Rϕε(x) + ρ (Ω(x)− d)+, ϕε(x) =
m∑
i=1

(f ε+
i (x))2, r = [R, ρ] > 0, d > 0.

Лемма 1. Пусть в задаче (1) f0(x) ≥ f̃ > −∞ (∀x ∈ R
n). Тогда задача (22) разрешима

для любых r > 0, d > 0 и ε ≥ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим множество Mrd = {x | Fd(x, r) ≤ Fd(x
0, r)}, где

Fd(x, r) — из (8), x0 — фиксированная точка из R
n. При доказательстве теоремы 1 было

показано, что множество Mrd ограничено для любых r > 0, d > 0.
Из неравенств (6) следует |f ε+

i (x)− f+
i (x)| ≤ |f ε

i (x)− fi(x)| ≤ ε. Тогда

|ϕε(x)− ϕ(x)| =
∣∣∣
m∑

i=1

[(f ε+

i (x))2 − (f+
i (x))2]

∣∣∣ =
∣∣∣
m∑

i=1

(f ε+

i (x)− f+
i (x))× (f ε+

i (x) + f+
i (x))

∣∣∣
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≤ ε

m∑

i=1

(f ε+
i (x) + f+

i (x)) ≤

m∑

i=1

(2εf ε+
i (x) + ε2). (23)

Заметим, что в (23) слагаемые в последней сумме могут иметь вид (2εf+
i (x) + ε2). Краткости

ради в дальнейшем будем применять обозначения s = [r, d, ε], r > 0, d > 0, ε ≥ 0, Fs(x) =
F ε
d (x, r). Рассмотрим равенство

Fd(x, r) = Fs(x)− f ε
0 (x) + f0(x) +R(ϕ(x)− ϕε(x)).

Из (23) вытекает
m∑
i=1

(2εf ε+
i (x) + ε2) ≤

m∑
i=1

(f ε+
i (x))2 + 2mε2 = ϕε(x) + 2mε2. Поэтому

Fd(x, r) ≤ Fs(x) + ε+Rϕε(x) + 2Rmε2

= 2Fs(x) + ε− f ε
0 (x) + 2Rmε2 − ρ (Ω(x)− d)+ ≤ 2Fs(x) + 2ε+ 2Rmε2 − f̃ .

Обозначим Ms = {x | Fs(x) ≤ Fs(x
0)}. Пусть x′ ∈ Ms. Тогда Fd(x

′, r) ≤ 2(Fs(x
0) + Rmε2)− f̃ ,

т. е. Ms ⊂ Mrd(C1) = {x | Fd(x, r) ≤ C1(x
0, r, d, ε)}, где C1(x

0, r, d, ε) = 2(Fs(x
0) + Rmε2) − f̃ .

В силу ограниченности Mrd будет ограничено и множество Mrd(C1), а вместе с ним и Ms. Но
inf
x

Fs(x) = min
x∈Ms

Fs(x), поэтому существует точка xs = argmin
x

Fs(x) для любых s = [r, d, ε],

r > 0, d > 0, ε ≥ 0.
Лемма доказана.

Оценим связь между задачами (21) и (22).

Теорема 4. Пусть выполнены условия леммы 1, x̄k — решение задачи (21) и d ≥ Ω(x̄k).
Справедливы соотношения:

‖f ε+(xs)− ξk‖
2 ≤ B(x̄k, ε, R); (24)

Ω(xs) ≤ d+B1(x̄k, ε, R); (25)

f ε
0 (xs)− f0(x̄k) ≤ Rδ̄ + εB2(x̄k, ε, R), (26)

где

B(x̄k, ε, R) =
f0(x̄k)− f̃ + 2ε

R
+ 4ε‖ξk‖1 +mε2 +

1

R2
,

B1(x̄k, ε, R) =
1

ρ
(R‖ξk‖

2 + 2Rε‖ξk‖1 +Rmε2 + f0(x̄k)− f̃ + 2ε),

B2(x̄k, ε, R) = ε(4R‖ξk‖1 + 2RmB1/2(x̄k, ε, R) +mε+ 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения точки xs вытекает

f ε
0 (xs) +Rϕε(xs) + ρ (Ω(xs)− d)+ ≤ f ε

0 (x̄k) +Rϕε(x̄k), (27)

где ϕε(x) = ‖f ε+(x)‖2. Учитывая (23), имеем

ϕε(x̄k)− ϕ(x̄k) = ‖f ε+(x̄k)‖
2 − ‖f+(x̄k)‖

2 ≤ 2ε‖ξk‖1 +mε2. (28)

Поэтому из (27) следует

R(ϕε(xs)− ‖ξk‖
2) ≤ f0(x̄k)− f̃ + 2ε+ 2Rε‖ξk‖1 +mRε2. (29)

Так как lim
k→∞

ϕ(xk) = ϕ̄, то lim
k→∞

(▽ϕ(xk), x− xk) ≥ 0, и, следовательно,

(▽ϕ(xk), x− xk) ≥ −
1

R2
(∀x ∈ R

n, R > 1, ∀k). (30)
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В силу выпуклости функций fi(x) справедливо

(▽ϕ(xk), x− xk) = 2
m∑

i=1

f+
i (xk)(▽fi(xk), x− xk)

≤ 2

m∑

i=1

ξki [fi(x)− fi(xk)] = 2(ξk, f(x))− 2‖ξk‖
2,

где ξki — i-я компонента вектора ξk (i = 1, . . . ,m). Отсюда с учетом (30) получаем

(ξk, f(xk))− ‖ξk‖
2 ≥ −

1

2R2
(∀x ∈ R

n). (31)

Далее оценим
‖f ε+(xs)− ξk‖

2 = ‖f ε+(xs)‖
2 + ‖ξk‖

2 − 2(ξk, f
ε+(xs))

≤ ‖f ε+(xs)‖
2 + ‖ξk‖

2 − 2(ξk, f
+(xs)) + 2ε‖ξk‖1,

что вместе с (31) дает

‖f ε+(xs)− ξk‖
2 ≤ ‖f ε+(xs)‖

2 − ‖ξk‖
2 + 2ε‖ξk‖1 +

1

R2
. (32)

Применим в (32) оценку (29). Тогда

‖f ε+(xs)− ξk‖
2 ≤

f0(x̄k)− f̃ + 2ε

R
+ 4ε‖ξk‖1 +mε2 +

1

R2
,

т. е. имеет место соотношение (24).
Запишем неравенство (27) следующим образом:

ρ (Ω(xs)− d)+ ≤ R(ϕε(x̄k)− ϕε(xs)) + f ε
0 (x̄k)− f ε

0 (xs).

Отсюда и из (28) следует

ρ (Ω(xs)− d)+ ≤ R(‖ξk‖
2 + 2ε‖ξk‖1 +mε2) + f0(x̄k)− f̃ + 2ε.

Поэтому

Ω(xs) ≤ d+
R

ρ
(‖ξk‖

2 + 2ε‖ξk‖1 +mε2) +
f0(x̄k)− f̃ + 2ε

ρ
,

т. е. выполняется оценка (25).
Далее из (27) и (28) имеем

f ε
0 (xs)− f ε

0 (x̄k) ≤ R(ϕε(x̄k)− ϕε(xs)) ≤ R(ϕ(x̄k)− ϕε(xs)) + 2Rε‖ξk‖1 +Rmε2. (33)

Так как (f ε+
i (xs)+ ε)2 ≥ f+2

i (xs), то ‖f ε+(xs)‖
2 +2ε‖f ε+(xs)‖1 +mε2 ≥ ‖f+(xs)‖

2 = ϕ(xs) ≥ ϕ̄.
Поэтому из (33) с учетом (24) получаем

f ε
0 (xs)− f0(x̄k) ≤ R(ϕ(x̄k)− ϕ̄) + 2εR‖f ε+(xs)‖1 +Rmε2 + 2εR‖ξk‖1 +Rmε2 + ε

≤ Rδ̄ + 2εR

m∑

i=1

(ξki +
√

B(x̄k, ε, R)) + 2εR‖ξk‖1 + 2Rmε2 + ε

= Rδ̄ + ε(4R‖ξk‖1 + 2Rm
√

B(x̄k, ε, R) + 2Rmε+ 1).

Этим доказана оценка (26).
Теорема доказана.
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Лемма 2. Пусть функция Лагранжа Lk(x;λ, µ) = f0(x) + λ(ϕ(x) − ϕ(xk̄)) + µ(Ω(x) − d)
для задачи (21) имеет седловую точку [x̄k; λ̄k, µ̄k] в области R

n ×R
1
+ ×R

1
+. Тогда задача (22)

разрешима для любых R > λ̄k, ρ > µ̄k, d > 0 и ε ≥ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (23)

|ϕε(x)− ϕ(x)| ≤
m∑

i=1

(2εf ε+

i (x) + ε2) ≤
m∑

i=1

(f ε+

i (x))2 + 2mε2 = ϕε(x) + 2mε2 (∀x ∈ R
n).

Поэтому

Fd(x, r) = f0(x) +Rϕ(x) + ρ(Ω(x)− d)+ ≤ f0(x) +R(2ϕε(x) + 2mε2) + ρ(Ω(x)− d)+

= 2Fs(x) + f0(x)− 2f ε
0 (x) + 2Rmε2 − ρ(Ω(x)− d)+ ≤ 2Fs(x)− f0(x) + 2ε+ 2Rmε2.

Оценим слагаемое −f0(x) с помощью неравенства (14). Получим

Fd(x, r) = 2Fs(x)− f0(x̄k) + λ̄k(ϕ(x)− ϕ(xk̄)) + µ̄k(Ω(x)− d) + 2ε+ 2Rmε2

≤ 2Fs(x)− f0(x̄k) + λ̄kϕ(x) + µ̄k(Ω(x)− d) + 2ε+ 2Rmε2.

Положим r̃ = [R− λ̄k, ρ− µ̄k], r̃ > 0. Тогда из последнего неравенства следует

Fd(x, r̃) = f0(x) + (R − λ̄k)ϕ(x) + (ρ− µ̄k)(Ω(x)− d)+ ≤ 2Fs(x)− f0(x̄k) + 2ε(1 +Rmε).

Обозначим Ms(x
0) = {x | Fs(x) ≤ Fs(x

0)}, где x0 — произвольная фиксированная точка из R
n.

Возьмем x′ ∈ Ms(x
0). Тогда

Fd(x
′, r̃) ≤ 2Fs(x

0)− f0(x̄k) + 2ε(1 +Rmε).

В теореме 3 была доказана ограниченность множества Mrd = {x | Fd(x, r) ≤ Fd(x
0, r)} для

R > λ̄k, ρ > µ̄k, d ≥ Ω(xk̄). Поэтому будет ограниченным и множество Mr̃d = {x | Fd(x, r̃) ≤ C2}

для r̃ > 0, d ≥ Ω(xk̄), где C2 = C2(x
0, r, d, ε) = 2Fs(x

0) − f0(x̄k) + 2ε(1 + Rmε). Так как
Ms(x

0) ⊂ Mr̃d, то множество Ms(x
0) ограничено, и, следовательно, существует точка xs =

argmin
x

Fs(x) = argmin{Fs(x) | x ∈ Ms(x
0)}.

Лемма доказана.

Теорема 5. Пусть выполнены условия леммы 2, x̄k и xs — решения задач (21) и (22)
соответственно, d ≥ Ω(xk̄), R > λ̄k, ρ > µ̄k. Справедливы соотношения

‖f+(xs)‖ ≤ D(ε,R, x̄k, λ̄k), (34)

где

D(ε,R, x̄k, λ̄k) =
(
‖f+(x̄k)‖

2 +
2ε

R− λ̄k
(1 +R‖ξk‖1 +Rmε) +

ε2R2m

(R− λ̄k)2

)1/2
+

εR
√
m

R− λ̄k
;

Ω(xs) ≤ d+
R− λ̄k

ρ− µ̄k
δ̄ +

2ε

ρ− µ̄k
(1 +R‖f+(x̄k)‖1 +R

√
mD(ε,R, x̄k, λ̄k) +Rmε); (35)

f0(xs) ≤ f0(x̄k) +Rδ̄ + 2εR(‖ξk‖1 +
√
mD(ε,R, x̄k, λ̄k) +mε) + 2ε. (36)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения точки xs и условия d ≥ Ω(x̄k̄) имеем

f ε
0 (xs) +Rϕε(xs) + ρ(Ω(xs)− d)+ ≤ f ε

0 (x̄k) +Rϕε(x̄k).

Тогда
R(ϕε(xs)− ϕε(x̄k)) + ρ(Ω(xs)− d)+ ≤ f0(x̄k)− f0(xs) + 2ε. (37)

Из оценок (23) следует

ϕε(x̄k) < ϕ(x̄k) + 2ε‖f+(x̄k)‖1 +mε2, ϕε(xs) > ϕ(xs)− 2ε‖f+(xs)‖1 −mε2,

т. е.
ϕε(x̄k)− ϕε(xs) < ϕ(x̄k)− ϕ(xs) + 2ε‖ξk‖1 + 2ε‖f+(xs)‖1 + 2mε2. (38)

Поэтому с учетом неравенства (14) из (37) получаем

R(ϕε(xs)− ϕε(x̄k)) + (ρ− µ̄k)(Ω(xs)− d)+ ≤ λ̄k(ϕ(xs)− ϕ(x̄k)) + 2ε, (39)

и далее из (38) —

(R− λ̄k)(ϕ(xs)− ϕ(x̄k)) ≤ 2ε+R(2ε‖f+(xs)‖1 + 2ε‖f+(x̄k)‖1 + 2mε2),

т. е.
(R− λ̄k)(‖f

+(xs)‖
2 − ‖f+(x̄k)‖

2) ≤ 2ε(1 +R
√
m‖f+(xs)‖+R‖ξk‖1 +Rmε).

Отсюда

(√
R− λ̄k ‖f

+(xs)‖ −
εR

√
m√

R− λ̄k

)2
≤ (R− λ̄k)‖f

+(x̄k)‖
2 + 2ε(1 +R‖ξk‖1 +Rmε),

что после извлечения квадратного корня и деления на
√

R− λ̄k приводит к оценке (34).
Далее оценим величину (Ω(xs)− d)+. Из (39) и (38) имеем

(ρ− µ̄k)(Ω(xs)− d)+ ≤ λ̄k(ϕ(xs)− ϕ(x̄k))−R(ϕε(xs)− ϕε(x̄k)) + 2ε

≤ (R − λ̄k)(ϕ(x̄k)− ϕ(xs)) + 2ε+ 2εR(‖f+(xs)‖1 + ‖f+(x̄k)‖1 +mε).

Так как ϕ(x̄k) ≤ ϕ(xk̄) ≤ ϕ̄+ δ, то отсюда при ρ > µ̄k получаем

Ω(xs) ≤ d+
R− λ̄k

ρ− µ̄k
δ +

2ε

ρ− µ̄k
(1 +R‖f+(x̄k)‖1 +R

√
m‖f+(xs)‖+Rmε)

≤ d+
R− λ̄k

ρ− µ̄k
δ +

2ε

ρ− µ̄k
(1 +R‖f+(x̄k)‖1 +R

√
mD(ε,R, x̄k, λ̄k) +Rmε),

т. е. справедлива оценка (35).
Из неравенства (37) вытекает f0(xs) − f0(x̄k) ≤ R(ϕε(x̄k) − ϕε(xs)) + 2ε. Отсюда с учетом

(38) и (34) получаем оценку (36)

f0(xs)− f0(x̄k) ≤ R(ϕ(x̄k)− ϕ(xs)) + 2εR(‖f+(x̄k)‖1 + ‖f+(xs)‖1 +mε) + 2ε

≤ Rδ̄ + 2εR(‖ξk)‖1 +
√
m‖f+(xs)‖+mε) + 2ε

≤ Rδ̄ + 2εR(‖ξk)‖1 +
√
mD(ε,R, x̄k, λ̄k) +mε) + 2ε.

Теорема доказана.

Следствие 2. Пусть в задаче (22) R > λ̄k, ρ > µ̄k, d ≥ Ω(x̄k), ε → 0. Тогда любая

предельная точка x̃ последовательности {xs} удовлетворяет соотношениям

f+(x̃) ≤ ξk, Ω(x̃) ≤ d+
R− λ̄k

ρ− µ̄k
δ̄, f0(x̃) ≤ f0(x̄k) +Rδ̄.
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Заключение

В работе продолжены исследования автора относительно возможности применения клас-
сических методов регуляризации некорректных экстремальных задач с целью построения ме-
тодов оптимальной коррекции несобственных задач линейного и выпуклого программирова-
ния. Ранее предлагались подходы к коррекции НЗ ВП на основе стандартного метода невязки
(см. [8]) и метода стабилизирующих функций Тихонова (см. [9]). В настоящей работе рас-
сматриваются методы коррекции НЗ ВП, использующие идеологию метода квазирешений.
Исходная задача ВП с возможно несовместной системой ограничений заменяется аппроксими-
рующей задачей, которая получается в результате минимизации некоторой функции штрафа
как сложной функции от невязок ограничений. Такой подход обобщает естественные случаи
коррекции вектора правых частей ограничений относительно минимума той или иной век-
торной нормы. Построенная задача подвергается регуляризации по методу квазирешений, что
позволяет снять многие вопросы, связанные с существованием решений возникающих задач,
в частности, в условиях приближенного характера информации о функциях исходной про-
блемы. Помимо общей конструкции функции внешнего штрафа особое внимание уделяется
классическому варианту — квадратичной штрафной функции.
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О ПЕРИОДИЧЕСКИХ ГРУППАХ

С РЕГУЛЯРНЫМ АВТОМОРФИЗМОМ ПОРЯДКА ЧЕТЫРЕ1

А. И. Созутов

Изучаются периодические группы вида G = F ⋋ 〈a〉 с условиями CF (a) = 1 и |a| = 4. Отображение
a : F → F по правилу t → ta = a−1ta есть автоморфизм группы F без неподвижных точек (регу-
лярный автоморфизм). Конечная группа F разрешима, и ее коммутант нильпотентен (Д. Горенстейн и
И.Херстейн, 1961). Локально конечная группа F разрешима, и ее второй коммутант содержится в цен-
тре Z(F ) группы F (Л. Г.Ковач, 1961). Неизвестно, всегда ли локально конечна периодическая группа F
(вопрос 12.100 П.В. Шумяцкого из “Коуровской тетради”). В работе доказаны следующие свойства групп.
Для π = π(F ) \ π(CF (a2)) группа F π′-замкнута, подгруппа Oπ′(F ) абелева и содержится в Z([a2, F ])
(теорема 1). Группа F , не имеющая бесконечных элементарных абелевых a2-допустимых подгрупп, ло-
кально конечна (теорема 2). В не локально конечной группе F есть не локально конечная a-допустимая
подгруппа, факторизуемая двумя локально конечными a-допустимыми подгруппами (теорема 3). Для лю-
бого натурального числа n, кратного нечетному простому числу, указаны примеры не локально конечных
периодических групп с регулярным автоморфизмом порядка n.
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Введение

В работе изучаются свойства периодических групп, допускающих регулярный автомор-
физм (автоморфизм без неподвижных точек [1]) порядка 4. В 1961 г. Д. Горенстейн и И.Херс-
тейн доказали [2], что конечная группа с регулярным автоморфизмом порядка 4 разрешима,
а ее коммутант нильпотентен. В том же году Л. Г.Ковач [3] установил, что второй коммутант
локально конечной группы, допускающей регулярный автоморфизм порядка 4, содержится в
ее центре. Давно известно, что периодическая группа F с регулярным автоморфизмом поряд-
ка 2 абелева [4–6], а с регулярным расщепляющим автоморфизмом порядка 3 нильпотентна
[7–9]. Но если порядок регулярного автоморфизма не является степенью числа 2, то F не обя-
зана быть локально конечной (см. предложение 6 и пример 1) даже в случаях порядка 3 и 6.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований,
проект №19-01-00566 A.
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В 1992 г. П.В.Шумяцкий записал в “Коуровскую тетрадь” [10] под номером 12.100 такой
вопрос: всякая ли периодическая группа с регулярным автоморфизмом порядка 4 является

локально конечной? Изучаемые в работе группы удовлетворяют условиям этого вопроса.
Итак, пусть F — бесконечная периодическая группа, допускающая регулярный автомор-

физм a порядка 4, C = CF (a
2), π = π(C) — множество простых делителей порядков элементов

из C и π′ = π(F ) \ π. Доказаны следующие свойства группы F .

Теорема 1. Группа F π′-замкнута, и подгруппа Oπ′(F ) содержится в Z([a2, F ]).

Теорема 2. Группа F с конечными a2-допустимыми элементарными абелевыми подгруп-

пами локально конечна.

Из теорем 1, 2 и результатов работ [2; 3] (см. предложения 2, 3 ниже) вытекает

Следствие. Группа F без бесконечных a2-допустимых элементарных абелевых p-под-

групп для всех p ∈ π(C) локально конечна, и ее второй коммутант содержится в Z(F ).

Теорема 3. В не локально конечной группе F есть не локально конечная a-допустимая

подгруппа, факторизуемая двумя локально конечными a-допустимыми подгруппами.

1. Определения, используемые результаты, примеры

Пусть F — группа и a — автоморфизм группы F . Образ элемента f ∈ F под действием
автоморфизма a обозначаем через fa. Автоморфизм a называется регулярным, или автомор-

физмом без неподвижных точек, если fa 6= f для любого f ∈ F \ {1} = F#; автоморфизм a

называется расщепляющим, если ffa . . . fa|a|−1
= 1. Инволюцию i группы G называем изоли-

рованной в G, если для любого элемента g ∈ G порядок произведения iig нечетен. Собствен-
ная подгруппа H группы G называется сильно вложенной в G, если в H есть инволюция
и для каждого элемента g ∈ G \ H в подгруппе H ∩ Hg инволюций нет. Множество про-
стых делителей порядков элементов непустого множества X ⊆ G# обозначаем через π(X), а
в случае X = {b} — через π(b). Пусть π — некоторое множество простых чисел. Элемент b
группы F называется π-элементом, когда π(b) ⊆ π. Следуя Б.Фишеру [11; 12], группу F на-
зываем π-замкнутой, если произведение любых двух π-элементов в F есть π-элемент, т. е.
максимальная нормальная в F π-подгруппа Oπ(F ) состоит из всех π-элементов группы F . На
протяжении всей работы p и q — простые нечетные числа, m и n — натуральные числа. Далее,
yX = {x−1yx | x ∈ X}, [y, x] = y−1x−1yx — коммутатор элементов y и x, [y,X] — подгруппа, по-
рожденная всеми коммутаторами [y, x]. Инволюция i бесконечной группы G называется почти

регулярной, если ее централизатор CG(i) конечен [13]. Остальные определения и обозначения
можно найти в [1; 14].

Предложение 1 [4–6; 15, лемма 2.20]. Периодическая группа F , допускающая регулярный

автоморфизм i порядка 2, абелева, и f i = f−1 для любого f ∈ F .

Д.Горенстейн и И.Херстейн в [2] доказали фундаментальный для наших исследований
результат.

Предложение 2 [2, теоремы 1 и 2]. Конечная группа F , допускающая автоморфизм по-

рядка 4, оставляющий на месте только единичный элемент из F, разрешима, а ее комму-

тант F ′ нильпотентен.

Из предложения 2 и работы Л.Г.Ковача (см. [3, введение]) вытекает следующий результат:

Предложение 3. Если локально конечная группа допускает регулярный автоморфизм

порядка четыре, то ее второй коммутант содержится в ее центре.
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Предложение 4 (теорема Шункова, [13]). Периодическая группа с почти регулярной ин-

волюцией локально конечна, почти разрешима и обладает 2-полной частью.

Предложение 5 [16; 15, теорема 2.14]. Если в периодической группе G есть конечная си-

ловская 2-подгруппа, то все силовские 2-подгруппы в G конечны и сопряжены.

Покажем существенность условия |a| = 4 в вопросе 12.100 из [10] и теоремах 1, 2.

Предложение 6. Периодическая группа F c регулярным автоморфизмом a порядкa

|a| 6= 2k и циклическими абелевыми подгруппами не обязана быть локально конечной.

В качестве доказательства данного предложения укажем в голоморфах групп Новикова —
Адяна B = B(2, n) = 〈b, d〉 [17] элементы a соответствующих порядков, действующие сопря-
жением на подгруппе F = 〈dB〉 регулярно (без неподвижных точек).

П р и м е р 1. Если |a| = m — нечетное число, то выберем n = mk ≥ 665 и a ∈ 〈b〉. В
силу известных свойств групп B(2, n) [12] отображение f → fa = a−1fa является регулярным
автоморфизмом группы F . Отметим также, что при m = n данный автоморфизм группы F
является расщепляющим, а при m = 3 не является расщепляющим.

Если |a| = 2km, где m — нечетное число и m > 1, то выберем n = mp, где p — простое число
вида 1 + r2k. Элемент a ищем в виде a = a1a2, где a1 — элемент порядка m из подгруппы 〈b〉,
а элемент a2 — автоморфизм группы B(2, n), централизующий подгруппу 〈b〉 и действующий
на подгруппе 〈d〉 как автоморфизм порядка 2k. Ввиду кратности ϕ(n) числу 2k (ϕ — функция
Эйлера) и свободы группы B(2, n) в многообразии групп периода n [18] такой автоморфизм a2
существует. Элемент a = a1a2 из Hol(B(2, n)) имеет нужный порядок 2km и содержится в
нормализаторе подгруппы F . Поскольку все инволюции в группе G = F ⋋ 〈a〉 сопряжены и

элемент a1 действует на CF (a
2k−1

2 ) регулярно, то и a действует на F без неподвижных точек.
Отметим здесь, что при m = 3 автоморфизм a группы F имеет порядок 6 и не является
расщепляющим.

Заметим, что отображение t : a → b−1, b → a продолжается до автоморфизма порядка 4
группы B(2, n), который ввиду теоремы 2 и предложения 4 не является регулярным. Приведем
различные простейшие примеры разрешимых ступени 2 групп F .

П р и м е р 2. Пусть C и Q — абелевы группы без инволюций и кручения, R = C ⋋ 〈a〉,
где |a| = 4 и ca = c−1 для любого c ∈ C, и X = Q ≀ R = V ⋋ R — прямое сплетение групп Q
и R с базой сплетения V . Пусть собственная нормальная в X подгруппа N содержит CV (a

2),
G = X/CV (a

2) = F ⋋ 〈a〉, где F = V C/N и a = aN . Тогда элемент a имеет порядок 4 и
действует сопряжением на F регулярно. Если C и Q — p-группы и C бесконечна, то груп-
па F разрешима, локально нильпотентна, но не нильпотентна. Если C — квазициклическая
p-группа, S — ее подгруппа порядка p, Q — p′-группа и N = CV (S)CV (a

2), то F — группа
Фробениуса с абелевым ядром V/N и дополнением CN/N ; она метаабелева, но не локально
нильпотентна.

Рассмотрим пример 3-ступенной разрешимой группы F минимального порядка.

П р и м е р 3. Пусть P = 〈b, d〉 — неабелева группа периода 7 и порядка 73 — свободная
группа ранга 2 многообразия двуступенно нильпотентных групп периода 7 [18]. В силу относи-
тельной свободы группы P отображения a : b → d−1, d → b и c : b → b2, d → d4 продолжаются
до автоморфизмов a и c группы P , при этом |a| = 4, |c| = 3 и D = 〈a, c〉 = 〈c〉 ⋋ 〈a〉, ca = c−1.
Подгруппа F = P ⋋ 〈c〉 голоморфа Hol (P ) 3-ступенно разрешима и a : f → fa — регулярный
автоморфизм группы F .

2. Предварительные леммы

Пусть F — периодическая группа, допускающая регулярный автоморфизм a порядка 4.
В силу регулярности автоморфизмы a и a2 группы F внешние, образуем группу G = F ⋋ 〈a〉.
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Положим A = 〈a〉, i = a2, C = CF (i), R = CG(i), N = {b ∈ F | bi = b−1} и через J обозначим
множество инволюций группы G.

Утверждения лемм данного раздела доказывались и передоказывались многократно при
различных дополнительных условиях. Автор считает безнадежным и нецелесообразным по-
иск первоисточников таких утверждений и ссылок на них с неизбежными пояснениями. Так,
например, утверждения лемм 2, 3 в классе (локально) конечных групп верны при любом по-
рядке автоморфизма a, а в классе периодических групп для выделенных в примере 1 порядков
|a| = 3 и |a| = 6 эти утверждения, очевидно, неверны. Поэтому доказательства лемм 1–10 в
данном разделе приведены полностью и в них не используются результаты из [2–9], так как
они были доказаны при более сильных предположениях.

Лемма 1. Подгруппа C абелева, C = {c ∈ F | ca = c−1}, R = C ⋋A, R∩ J = {i}, группа F
не содержит инволюций, инволюция i изолирована в G, J = iF ⊆ iF и подгруппа A = 〈a〉
является силовской 2-подгруппой группы G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию отображение a : C → C по правилу c → ca является
регулярным автоморфизмом порядка 2 группы C. По предложению 1 ca = c−1 для любого
элемента c ∈ C и C — абелева группа без инволюций. Отсюда следуют равенства C = {c ∈

F | ca = c−1}, R = C ⋋ A и J ∩ R = {i}. Из свойств конечных групп диэдра выводим, что
F не содержит инволюций, A — силовская 2-подгруппа группы G, J = iF ⊆ iF и порядок
элемента ik нечетен для любой инволюции k ∈ J , т. е. инволюция i изолирована в G.

Лемма доказана.

Лемма 2. Для любого элемента f ∈ F элемент af сопряжен в подгруппе 〈a, f〉 с элемен-

том a, aG = aF , автоморфизм f → fa является расщепляющим автоморфизмом группы F
и отображение t → [a, t] биективно на подгруппах F и F ∩ 〈a, f〉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ F . Из леммы 1 и предложения 5 следует, что силов-
ская 2-подгруппа S из циклической подгруппы 〈af〉 сопряжена в G с подгруппой A. Поскольку
CF (a) = 1, то CF (af) = 1, (af)4 = 1, 〈af〉 — силовская 2-подгруппа в G и aG = aF . В частности,
автоморфизм f → fa является расщепляющим, поскольку равенство (fa−1)4 = 1 равносильно
равенству ffa . . . fa3 = 1. По предложению 5 подгруппы A и 〈af〉 сопряжены в 〈a, f〉. Следо-
вательно, af = at для подходящего элемента t ∈ F ∩ 〈a, f〉, f = [a, t] и отображение t → [a, t]
биективно.

Лемма доказана.

Лемма 3. Для любой нормальной в G собственной в F подгруппы T элемент a = aT дей-

ствует на фактор-группе F = F/T без неподвижных точек. Если F 6= TC, то a индуцирует

на F регулярный расщепляющий автоморфизм порядка 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если f ∈ F и (aT )f = aT , то для некоторого элемента t ∈ T
имеем af = at, и в силу леммы 2 at = ax для подходящего элемента x ∈ T . Отсюда fx−1 ∈

CF (a) = 1 и f = x ∈ T . Это доказывает первое утверждение леммы. Если x−1ixT = iT , то
ввиду лемм 1 и 2 ix = it для подходящего t ∈ T , xt−1 = c ∈ C и xT = cT ∈ CT/T , что
доказывает второе утверждение леммы.

Лемма доказана.

Лемма 4. (1) Имеют место включение C ≤ NF (N), равенство N = iJ и разложения

G = RJ = RN и F = CN. |Rx ∩ J | = |Cy ∩N| = 1 для любых элементов x ∈ G и y ∈ F .

(2) Если b, d, bd ∈ N или b, d, bd ∈ N, то bd = db, так что для любого элемента b ∈ N#

выполняются равенства bN ∩N = {b}, bF ∩N = bC .

(3) Если B — подгруппа в G и B ⊆ N, то B абелева и NF (B) = (CG(B) ∩N)⋋NC(B).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Равенства iJ = N и J = iN и включения C ≤ R ≤ NF (N)
вытекают из определений множеств J и N и подгрупп C и R.

По лемме 1 R ∩ J = {i} и инволюция i изолирована в G, значит, для любого элемента
g ∈ G \ R инволюции i и ig сопряжены в группе диэдра D = 〈i, ig〉 при помощи инволюции t
из D : i = igt. Отсюда Rg = Rt, G = RJ = RJi = RN и F = CN. Если j, k ∈ J и Rj = Rk, то
c = jk ∈ C и cik = c−1, что невозможно ввиду нечетности |jk|.

Далее, из b, d, bd ∈ N имеем d−1b−1 = (bd)−1 = (bd)i = bidi = b−1d−1 и bd = db. Аналогично,
из b, d, bd ∈ N получаем b−1d−1b = (b−1db)i = bd−1b−1, b2d−1 = d−1b2, и поскольку 〈b2〉 = 〈b〉 по
лемме 1, то bd = db. Отсюда bN ∩N = {b}, и ввиду разложения F = NC имеем bF ∩N = bC .
Наконец, из доказанного выше следует справедливость п. (3) леммы.

Лемма доказана.

Лемма 5. Подгруппа 〈N〉 = [a2,N] нормальна в G, G = [a2,N]C, F ′ ≤ [a2,N] и G′ = F .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, G′ ≤ F , в силу леммы 1 имеем [a,C] = C и [a2,N] =
〈N〉, по лемме 4 справедливо равенство F = CN, и, значит, G′ = F .

Пусть f1, f2 — произвольные элементы из F . По лемме 4 имеем f1 = b1c1, f2 = b2c2,
где c1, c2 ∈ C, b1, b2 ∈ N. Применяя формулы (10.2.1.2), (10.2.1.3) из [19, с. 171] и равенство
[c1, c2] = 1 (см. лемму 1), получаем

[f1, f2] = [b1c1, f2] = [b1, f2]
c1 ][c1, f2], [b1, f2] = [b1, c2b2] = [b1, c2][b1, b2]

c2 ,

[c1, f2] = [c1, c2b2] = [c1, b2][c1, c2]
b2 = [c1, b2] и [f1, f2] = [b1, c2]

c1 [b1, b2]
c2c1 [c1, b2].

Поскольку C ≤ NG(N), то C ≤ NG(〈N〉) и коммутаторы [b1, c2]
c1 , [b1, b2]

c2c1 , [c1, b2] содержатся
в 〈N〉. Следовательно, [f1, f2] ∈ 〈N〉, F ′ ≤ 〈N〉 и 〈N〉 нормальна в G. Наконец, для произвольных
элементов c ∈ C и b ∈ N коммутатор [a2, cb] = [a2, b][a2, c]b = b−1, и, значит, выполняется
равенство 〈N〉 = [a2, F ].

Лемма доказана.

Лемма 6. Для любых элементов b ∈ N# и c ∈ C подгруппа L = 〈ac, b〉 есть конечная

группа Фробениуса с абелевым ядром Fb = 〈b, bac〉 и дополнением 〈ac〉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 1 имеем (ac)2 = i, ac ∈ aC , ac ∈ NG(N), b(ac)
2
=

bi = b−1 и b(ac)
3
= (bac)−1. По лемме 2 (b(ac)−1)4 = 1, значит, bbacb(ac)

2
b(ac)

3
= bbac · b−1(bac)−1 =

1, bbac = bacb и, следовательно, подгруппа Fb = 〈b, bac〉 абелева. Значит, каждый элемент f ∈ Fb

представим в виде f = bkdm, где d = bac ∈ N, 1 ≤ k,m ≤ |b| (в том числе и в случае Fb = 〈b〉)
и f i = b−kd−m = f−1. Так как по лемме 1 в Fb нет инволюций, то L = Fb ⋋ 〈ac〉 — конечная
группа Фробениуса с ядром Fb и дополнением 〈ac〉.

Лемма доказана.

Лемма 7. Для любого элемента b ∈ N# подгруппа Tb = T = 〈bC , baC〉 нильпотентна

класса ≤ 2, iT ′ инвертирует фактор-группу T/T ′, T ∩ R ≤ Z(T ), R ≤ NG(T ), и T — прямое

произведение своих силовских p-подгрупп Td, где 〈d〉 — силовская p-подгруппа в 〈b〉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 6 имеем bbac = bacb для любого c ∈ C. Отсюда baC ⊆

CG(b) и baC ⊆ CG(b
c) для каждого c ∈ C. Значит, подгруппы K = 〈bC〉 и Ka = 〈bCa〉 = 〈baC〉

поэлементно перестановочны, в частности Z = K ∩Ka ≤ Z(T ).

Понятно, что Ki = K, (Ka)i = Ka, и если подгруппа K абелева, например, в случае
K = Ka, то T — абелева группа, инвертируемая инволюцией i. Если K неабелева, то K 6= Ka,
(Ka)a = K, a ∈ NG(Z), и по лемме 3 a = aZ индуцирует регулярный автоморфизм порядка 4

на фактор-группе T = T/Z. Имеем T = K ×K
a
, и ввиду леммы 1 CK(i) = 1. Так как K

i
= K,

то i = iZ инвертирует подгруппы K, K
a
, по предложению 1 фактор-группа T абелева, и,
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значит, T нильпотентна класса ≤ 2. Отсюда выводим, что π(T ) = π(b), i инвертирует фактор-
группы T/T ′ и T/Z и T ∩ C = Z ∩ C. Ввиду леммы 1 и доказанного выше R ≤ NG(Z) и
R ≤ NG(T ) ∩NG(C ∩ T ).

Ввиду нильпотентности подгруппы Tb и ее порождаемости множеством Tb ∩ bG она разла-
гается в прямое произведение подгрупп Td.

Лемма доказана.

Согласно лемме 7 множества TbC и Hb = TbCA являются подгруппами в G, ряд

1 ≤ (C ∩ Tb) ≤ Z(Tb) ≤ Tb ≤ TbC ≤ Hb (2.1)

состоит из нормальныx в Hb подгрупп, и все его факторы абелевы. При этом, если группа Tb

абелева, то Hb = Tb ⋋ R, а если группа Tb неабелева, то (C ∩ Tb) ≤ Z(TbC), фактор-группа
T b = Tb/(C ∩ Tb) абелева и Hb = Hb/(C ∩ Tb) = T b ⋋R, где R = R(C ∩ Tb)/(C ∩ Tb).

Лемма 8. Для любого элемента b ∈ N# подгруппа Hb разрешима, локально конечна,

сильно вложена в G (если Hb 6= G), и ее второй коммутант нильпотентен класса ≤ 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Разрешимость группы Hb следует из существования ряда (2.1),
а локальная конечность — из теоремы Шмидта [20, теорема 23.1.1]. Ввиду лемм 1 и 7 H ′

b =
TbC = F ∩Hb, а второй коммутант совпадает с Tb = 〈bC , baC〉, который нильпотентен класса
≤ 2 по лемме 7. Если G 6= Hb, то из R = CG(i) ≤ Hb и равенства J ∩Hb = iHb (см. леммы 1, 4)
следует сильная вложенность подгруппы Hb в G.

Лемма доказана.

Для уточнения строения подгрупп Lg = 〈a, ag〉 (g ∈ F \ C) введем обозначения

Lg = 〈a, ag〉, g = cb ∈ F \ C = CN#, c ∈ C, b ∈ N#,

Fg = F ∩ Lg, Cg = C ∩ Fg, Qg = Lg ∩ Tb, Zg = Qg ∩ C.

Лемма 9. Подгруппа Lg конечна, b, c, g ∈ Lg = Fg⋋A, Fg = Qg〈c〉, подгруппы Qg и Zg нор-

мальны в Lg, Zg ≤ Z(Fg), Qg нильпотентна класса ≤ 2 и Lg ∩N ⊆ Qg. Если, дополнительно,

группа Tb абелева или подгруппа Qg абелева, то Qg ⊂ N и Fg = Qg ⋋ 〈c〉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, Lg ≤ Hb, и в силу леммы 8 подгруппа Lg конечна.
Далее,

(ag)2 = ig = b−1c−1icb = b−1ib = ib2, b2 ∈ Fg,

и ввиду леммы 1 b ∈ Lg. Значит, ac = bagb−1 ∈ Lg, согласно лемме 1 c2 = [a, c] ∈ Lg и c, g ∈ Lg.
Поскольку b, c, g ∈ Qg〈c〉 и подгруппа Qg〈c〉 a-допустима, то Fg = Qg〈c〉 и Cg = (Qg ∩ C)〈c〉.
Применение лемм 7, 8 и свойств ряда (2.1) дают остальные свойства, в том числе и включение
Lg ∩ N ⊆ Qg. Действительно, из d ∈ Lg ∩ N следует dQg = (dQg)

i = d−1Qg, и поскольку в
Fg/Qg ≃ Cg/(Qg ∩ Cg) инволюций нет, то d ∈ Qg.

Пусть группа Qg абелева. Учитывая, что Qg = 〈b〈c〉⋋〈a〉〉 и bi = b−1, получаем Qg ⊂ N,
Cg ∩Qg = 1 и Fg = Qg ⋋ 〈c〉.

Лемма доказана.

Положим X = {b ∈ N | |bC | < ∞}.

Лемма 10. Подгруппа 〈a,X,C〉 локально конечна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, Xa = X и C ≤ NG(X). Пусть b1, . . . , bn — произволь-
ные элементы из X и V = CR(b1)∩. . .∩CR(bn). По теореме Пуанкаре (см. [20, упражнение 2.4.7;
14, теорема I.2.7.3]) подгруппа V имеет конечный индекс в R и, значит, содержит нормальную
в R подгруппу D = ∩x∈RV

x конечного индекса. Рассмотрим подгруппу K = 〈R, b1, . . . , bn〉.
Поскольку D ≤ CK(br) (r = 1, . . . , n) и подгруппа D нормальна в R, то D нормальна и в K.
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Согласно леммам 2 и 3 в фактор-группе K = K/D элемент aK имеет порядок 4 и действует

на подгруппе (K ∩ F )/D регулярно. Пусть c ∈ (K ∩ F )/D и ci = c. Поскольку D ≤ C и F не
содержит инволюций (см. лемму 1), то c ∈ C. Следовательно, централизатор CK(i) конечен, и
в силу теоремы Шункова (см. предложение 4) группа K локально конечна. По теореме Шмид-
та группа K локально конечна, и ввиду произвольности элементов b1, . . . , bn ∈ X локально
конечна и группа 〈a,X,C〉.

Лемма доказана.

Для доказательства теоремы 3 нам понадобится лемма 6 из [2], доказательство которой
дословно переносится на бесконечные группы.

Лемма 11 [2, лемма 6]. Если K, M — a-инвариантные подгруппы из F , нормализуемые

подгруппой C, то KMC — a-инвариантная подгруппа из F .

3. Доказательство теорем и следствия

Ввиду предложений 2, 3 доказываемые теоремы 1–3 и следствие работы для конечных
групп верны. Поэтому на протяжении раздела будем считать, что группа G = F ⋋ 〈a〉 беско-
нечна.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Из лемм 4 и 9 следует, что π(F ) = π(C)∪ π(N). Со-
гласно лемме 5 имеем π(F/[a2, F ]) ⊆ π(C), и доказательство теоремы 1 завершает следующее
утверждение.

Лемма 12. Для q ∈ π(N) \ π(C) множество Nq всех q-элементов из N (вместе с едини-

цей) есть абелева нормальная в G подгруппа, Nq ≤ Z([a2, F ]) и q /∈ π(F/Nq).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть t /∈ R, b ∈ Nq и d = t−1bt = cb′, где c ∈ C, b′ ∈ N (см.

лемму 4). Очевидно, Ld = 〈a, d〉 = Fd ⋋ A, где Fd = 〈d, da, da
2
, da

3
〉. Из леммы 9 и условия

q /∈ π(C) следует, что Fd = Qd — конечная q-группа. Следовательно, Fd ∩ C = 1, инволюция i
инвертирует Qq, d ∈ Nq и t ∈ NG(Nq). Поскольку R ≤ NG(Nq), то NG(Nq) = G. Поэтому
для любых d ∈ N и b ∈ Nq выполняется включение d−1bd ∈ Nq, и по лемме 4 db = bd.
Следовательно, 〈Nq〉 ≤ Z(〈N〉) = Z([a2, F ]).

Лемма доказана.

Теорема 1 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Пусть b — p-элемент из N и Tb — группа из лем-
мы 7. По леммe 7 Tb — абелева или нильпотентная класса 2 p-группа периода |b|. По [14, тео-
рема 13.5.4] центр Z = Z(Tb) есть прямое произведение циклических групп, и ввиду условий
теоремы, Z — конечная группа. Очевидно, каждая максимальная абелева подгруппа в Tb со-
держит Z и ввиду леммы 7 a2-допустима. В силу конечности периода группы Tb и известной
теоремы Блэкберна [21, теорема 4.1] группа Tb и множество bC конечны. Отсюда следуют ко-
нечность множества bC для любого элемента b ∈ N и равенство N = X. Ввиду лемм 10 и 4
группа F локально конечна.

Теорема 2 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия. Как замечено выше, π(F ) = π(C) ∪ π(N) = π ∪ π′.
По теореме 1 F π′-замкнута, ее характеристическая подгруппа Oπ′(F ) = T абелева. Если
CT = F , то фактор-группа F/T абелева (см. лемму 1), и F локально конечна по теореме
Шмидта. Если F 6= CT , то a = aT индуцирует на фактор-группе F = F/T регулярный
расщепляющий автоморфизм порядка 4, при этом CF (a

2) = C = CT/T (см. лемму 3), и
очевидно, что π(F ) = π(C). Пусть P — элементарная абелева a2-допустимая p-подгруппа
из F . Ее полный прообраз P в F метаабелев, локально конечен и a2-допустим. В силу леммы 4
CP (T ) = S × T и P = CP (T )(C ∩ T ), где S и C ∩ P — конечные элементарные абелевые
a2-допустимые подгруппы, конечные по условиям следствия. Значит, подгруппа P конечна, и
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группа F локально конечна по теореме 2. По теореме Шмидта группа F локально конечна, и
применение предложения 3 завершает доказательство следствия.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Пусть группа F не локально конечна. Ввиду лем-
мы 11 и теоремы Шмидта [20, теорема 23.1.1] a-допустимая подгруппа 〈N〉 не локально ко-
нечна, и, значит, для некоторых элементов b1, . . . , bn ∈ N группа M = 〈a, b1, . . . , bn〉 бесконеч-
на. По лемме 8 подгруппы Hb1 , . . . , Hbn локально конечны. В силу леммы 5 все множества
M2 = Hb1Hb2 , M3 = M2Hb3 , . . . , Mk = Mk−1Hbk являются подгруппами в F . Очевидно, для
некоторого k ≤ n группа Mk не локально конечна и является произведением двух локально
конечных a-допустимых подгрупп Mk−1 и Hk (M1 = H1).

Теорема 3 доказана.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН
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УДК 519.85

АДАПТАЦИЯ К ВЕЛИЧИНАМ ПОГРЕШНОСТЕЙ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ

МЕТОДОВ ОПТИМИЗАЦИИ ГРАДИЕНТНОГО ТИПА1

Ф.С.Стонякин

Введено новое понятие неточной модели выпуклой целевой функции, учитывающее возможность по-
грешностей при как задании функции, так и ее градиента. Для этой концепции предложен градиентный
метод с адаптивной настройкой некоторых параметров модели, и получена оценка скорости сходимости.
Эта оценка оптимальна на классе достаточно гладких задач при наличии погрешностей. Рассмотрен спе-
циальный класс задач выпуклой негладкой оптимизации, к которым применима предложенная методика
за счет искусственного введения неточности. Показано, что для таких задач возможно модифицировать
метод так, чтобы гарантированно имела место сходимость по функции со скоростью, близкой к оптималь-
ной на классе задач выпуклой негладкой оптимизации. Предложен адаптивный градиентный метод для
целевых функций с некоторой релаксацией условия липшицевости градиента, удовлетворяющих условию
градиентного доминирования Поляка — Лоясиевича. При этом учитывается возможность неточного зада-
ния целевой функции и градиента. Адаптивный выбор параметров при работе метода выполняется как по
величине константы Липшица градиента, так и по величине, соответствующей погрешности задания гра-
диента и целевой функции. Обоснована линейная сходимость метода с точностью до величины, связанной
с погрешностями.

Ключевые слова: градиентный метод, адаптивный метод, липшицев градиент, негладкая оптимизация,
условие градиентного доминирования.

F. S. Stonyakin. Adaptation to inexactness for some gradient-type optimization methods.

We introduce a notion of inexact model of a convex objective function, which allows for errors both in
the function and in its gradient. For this situation, a gradient method with an adaptive adjustment of some
parameters of the model is proposed and an estimate for the convergence rate is found. This estimate is optimal
on a class of sufficiently smooth problems in the presence of errors. We consider a special class of convex
nonsmooth optimization problems. In order to apply the proposed technique to this class, an artificial error
should be introduced. We show that the method can be modified for such problems to guarantee a convergence in
the function with a nearly optimal rate on the class of convex nonsmooth optimization problems. An adaptive
gradient method is proposed for objective functions with some relaxation of the Lipschitz condition for the
gradient that satisfy the Polyak–Lojasievicz gradient dominance condition. Here, the objective function and its
gradient can be given inexactly. The adaptive choice of the parameters is performed during the operation of the
method with respect to both the Lipschitz constant of the gradient and a value corresponding to the error of the
gradient and the objective function. The linear convergence of the method is justified up to a value associated
with the errors.
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condition.
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1. Введение

Хорошо известно, что методы градиентного типа отличаются относительной простотой и
малыми затратами памяти, что объясняет их популярность в работах по многомерной опти-
мизации (см., например, [1–9]). Напомним, что для вывода оценок скорости сходимости гради-
ентного метода можно использовать идею аппроксимации функции в исходной точке (текущем
положении метода) мажорирующим ее параболоидом вращения. Так, для задачи минимизации
выпуклого функционала f : Q → R, заданного на выпуклом замкнутом множестве Q ⊂ R

n с

1Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда, проект 18-71-00048.
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липшицевым градиентом (для некоторой константы L > 0 при произвольных x, y ∈ Q верно
‖∇f(x)−∇f(y)‖ 6 L‖x− y‖), выполняются неравенства

f(x) + 〈∇f(x), y − x〉 6 f(y) 6 f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+
L

2
‖y − x‖2. (1.1)

Неравенства (1.1) позволяют получить для обычного градиентного спуска с постоянным шагом
оценку скорости сходимости

f(x̂)− f∗ 6
C1

N
, (1.2)

где x̂ — выход работы метода после N итераций, f∗ — точное значение искомого минимума
функции f , C1 — некоторая положительная константа.

В новых работах, посвященных методам градиентного типа, например в [4], введено усло-
вие относительной гладкости оптимизируемого функционала, предполагающее замену правого
неравенства в (1.1) на ослабленный вариант

f(y) 6 f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+ LV (y, x),

где V (y, x) — широко используемый в оптимизации аналог расстояния между точками x и
y, который называют расхождением Брэгмана. Обычно расхождение Брэгмана вводится с
использованием вспомогательной 1-сильно выпуклой функции d (порождает расстояния), ко-
торая дифференцируема во всех точках x ∈ Q,

V (y, x) = d(x)− d(y)− 〈∇d(x), y − x〉 ∀x, y ∈ Q;

здесь 〈·, ·〉 — скалярное произведение в R
n, причем ввиду 1-сильной выпуклости функции d

для произвольных x, y ∈ Q верно неравенство V (y, x) > 1/2 ‖y − x‖2. В частности, для стан-
дартной евклидовой нормы ‖ · ‖2 и соответствующего расстояния в R

n можно считать, что
V (y, x) = d(y, x) = 1/2 ‖y − x‖22 для произвольных x, y ∈ Q. Однако рассмотренное в [4] усло-
вие относительной гладкости предполагает лишь выпуклость (но не сильную выпуклость)
порождающей функции d. Как показано в [4], концепция относительной гладкости позволяет
применить вариант градиентного метода для некоторых задач, к которым ранее применялись
лишь методы внутренней точки.

Весьма естественно возникает вопрос влияния на скорость сходимости метода погрешно-
стей задания целевой функции и/или градиента. В этом плане можно отметить хорошо из-
вестную концепцию неточного оракула О.Деволдера — Ф.Глинера — Ю.Е.Нестерова [5; 6].
Говорят, что функция f допускает неточный оракул (fδ(x), gδ(x)) ∈ R × R

n в произвольной
запрошенной точке x ∈ Q, если для некоторых δ > 0 и L > 0 выполняется аналог неравен-
ства (1.1):

fδ(x) + 〈gδ(x), y − x〉 6 f(y) 6 fδ(x) + 〈gδ(x), y − x〉+
L

2
‖y − x‖2 + δ ∀x, y ∈ Q. (1.3)

По сути, (1.3) означает, что fδ(x) — приближенное значение f(x) (fδ(x) 6 f(x) 6 fδ(x) + δ), а
gδ(x) — некоторый δ-субградиент f в произвольной точке x. Оказывается [5], что при выпол-
нении условия (1.3) для градиентного метода (с заменой пары (f,∇f) на (fδ, gδ)) верна оценка
скорости сходимости

f(x̂)− f∗ 6
C1

N
+ δ,

т. е. в оценке не происходит накопления величин, соответствующих погрешностям.
Идеология Деволдера — Глинера — Нестерова была развита в работе [2], где обобщена

концепция (δ, L)-оракула и введено понятие (δ, L)-модели целевой функции. Идея этого обоб-
щения заключается в том, что линейная функция 〈∇f(y), x−y〉 в неравенстве (1.3) заменяется
на некоторую абстрактную выпуклую функцию ψ(x, y) [2].
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О п р е д е л е н и е 1. Говорят, что функция f допускает (δ, L)-модель (fδ(x), ψ(y, x)) в
точке x ∈ Q, если для любого y ∈ Q справедливо неравенство

0 ≤ f(y)− fδ(x)− ψ(y, x) ≤
L

2
‖y − x‖2 + δ, (1.4)

где ψ(x, x) = 0 ∀x ∈ Q и ψ(x, y) — выпуклая функция по x для всякого y ∈ Q.

Концепция из определения 1 позволяет обосновать сходимость градиентного метода для
достаточно широкого класса задач оптимизации [2;3]. По сути, она дает возможность унифи-
цировать подходы к различным на первый взгляд классам задач оптимизации с описанием
степени влияния погрешностей данных на гарантированное качество решения, достижимое в
ходе работы метода.

В настоящей работе предлагается модификация концепции (δ, L)-модели целевой функции,
которая учитывает возможность неточного задания не только значения целевой функции, но и
самой функции-модели. В частности, для линейной модели ψ(x, y) = 〈∇f(x), y−x〉 описывается
ситуация некоторой модификации условий (1.4) с учетом отдельно погрешности задания f и
∇f . Если положить, что ∀x ∈ Q справедливо

∥∥∇f(x)− ∇̃f(x)
∥∥ 6 ∆, ∆ > 0 (1.5)

для некоторого доступного приближенного значения ∇̃f(x) градиента ∇f , то будет верно нера-
венство

∣∣〈∇f(x)− ∇̃f(x), y − x
〉∣∣ 6 ∆‖y − x‖, т. е. для всяких x, y ∈ Q

f(y) 6 f(x) +
〈
∇̃f(x), y − x

〉
+
L

2
‖y − x‖2 +∆‖y − x‖,

а также f(y) > f(x) +
〈
∇̃f(x), y − x

〉
−∆‖y − x‖.

Если кроме этого учесть неравенство fδ(x) 6 f(x) 6 fδ(x) + δ при δ > 0, то получим
следующий аналог (1.3):

fδ(x) +
〈
∇̃f(x), y − x

〉
−∆‖y − x‖ 6 f(y)

6 fδ(x) +
〈
∇̃f(x), y − x

〉
+
L

2
‖y − x‖2 +∆‖y − x‖+ δ ∀x, y ∈ Q, (1.6)

откуда fδ(x) 6 f(x) 6 fδ(x) + δ.
В разд. 2 настоящей работы мы рассмотрим (в модельной общности подобно определе-

нию 1) следующий аналог неравенства (1.6) c параметрами δ, γ,∆ > 0:

fδ(x) +
〈
∇̃f(x), y − x

〉
− γ‖y − x‖ 6 f(y)

6 fδ(x) +
〈
∇̃f(x), y − x

〉
+
L

2
‖y − x‖2 +∆‖y − x‖+ δ ∀x, y ∈ Q. (1.7)

Смысл такого обобщения заключается в возможности различных значений параметров γ и
∆ в (1.7). Один из основных результатов работы — обоснование потенциального уменьшения
влияния ∆ на оценку скорости сходимости метода. Отметим еще, что далее в разд. 3 подробно
разобрано несколько примеров негладких задач, когда δ = γ = 0 при ∆ > 0. Если положить
γ = 0, то ∇̃f(x) — δ-субградиент f в точке x, и параметр ∆ > 0 может указывать в этом
случае на скачки ∇̃f(x) в точках негладкости f . Если положить δ = 0, то при γ > 0 ∇̃f(x) —
так называемый аналитический γ-субградиент f [10, Sect. 1.3]. В итоге мы предлагаем макси-
мально общую концепцию неточной модели целевой функции, которая могла бы охватить все
указанные ситуации. Для функций, допускающих существование такой модели в любой за-
прошенной точке, мы предлагаем адаптивный градиентный метод (алгоритм 1) и доказываем
теорему о скорости его сходимости (теорема 1).
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Неравенства (1.6) и (1.7) аналогичны (1.3), но величины ∆‖y − x‖ и γ‖y − x‖ уже зависят
от выбора x и y. Заменить их обе в (1.7) на постоянные величины, вообще говоря, возможно
только в случае ограниченного допустимого множества задачи Q. Более того, хорошо извест-
но, что при использовании ∇̃f(x) из (1.5) метод может расходиться [6, Sect. 4]. Поэтому важно
выделить класс задач, для которых можно получать приемлемые оценки скорости сходимо-
сти на неограниченных множествах. Это, в частности, мотивировало вторую часть основных
результатов работы (разд. 4). Хорошо известно, что в случае сильной выпуклости целевого
функционала оценки скорости сходимости градиентного метода могут существенно улучшать-
ся. Например, для сильно выпуклого целевого функционала с липшицевым градиентом из-
вестно, что градиентный метод сходится с линейной скоростью. Весьма интересен и важен
вопрос о том, насколько можно условие сильной выпуклости ослабить. В этом случае изве-
стен подход, основанный на использовании вместо сильной выпуклости условия градиентного
доминирования Поляка — Лоясиевича [11] (см. также недавнюю работу [9] и имеющиеся там
ссылки)

f(x)− f(x∗) 6
1

2µ
‖∇f(x)‖2 ∀x ∈ Q, (1.8)

где x∗ — точное решение задачи минимизации f , а µ > 0 — некоторая постоянная. Известно,
что неравенство (1.8) в предположении липшицевости градиента с константой L позволяет
получить оценку скорости сходимости градиентного метода с постоянным шагом

f(xN )− f(x∗) 6
(
1−

µ

L

)N(
f(x0)− f(x∗)

)
6 exp

(
−
µ

L
N
)(
f(x0)− f(x∗)

)
. (1.9)

В настоящей работе мы рассматриваем следующий ослабленный вариант условия L-липши-
цевости градиента

f(y) 6 f(x) +
〈
∇̃f(x), y − x

〉
+
L

2
‖y − x‖2 +∆‖y − x‖+ δ ∀x, y ∈ Q

для некоторых δ и ∆ > 0. Например, это предположение естественно в случае, если значения
функции f немного отличаются от значений некоторой достаточно гладкой функции f̃ , удо-
влетворяющей условию Липшица градиента (при этом ∇̃f(x) — некоторое возмущенное с точ-
ностью ∆ значение градиента ∇f(x)). По сути, в разд. 4 работы левая часть неравенства (1.7)
заменяется условием градиентного доминирования. Мы предлагаем метод с адаптивным под-
бором шага с настройкой на величины L, ∆ и δ и показываем оценку скорости сходимости,
аналогичную (1.9). В частности, запуск предлагаемого метода (алгоритм 2) не предполага-
ет знания никакой верхней оценки L и может применяться для задач с неточным заданием
градиента на неограниченных допустимых множествах. Более того, возможно использование
данного подхода для некоторого класса негладких задач (см. определение 3).

Подытожим основные результаты (вклад) настоящей работы:

— В раз. 2 обобщено ранее предложенное в [2] понятие (δ, L)-модели целевой функции в
запрошенной точке и введена концепция (δ, γ,∆, L)-модели функции (определение 2). Предло-
жен градиентный метод (алгоритм 1) для задач выпуклой минимизации с адаптивным выбо-
ром шага и адаптивной настройкой на некоторые из параметров (δ, γ,∆, L)-модели, получена
оценка качества решения в зависимости от номера итерации (теорема 1).

— В разд. 3 рассмотрен специальный класс задач выпуклой негладкой оптимизации, к ко-
торым применима концепция определения 2 (δ = γ = 0, ∆ > 0). Показано, что для таких
задач возможно модифицировать алгоритм 1 так, чтобы гарантированно имела место сходи-
мость по функции со скоростью O(ε−2 log2 ε

−1), которая близка к оптимальной на классе задач
выпуклой негладкой оптимизации (теорема 2). При этом рассмотрены примеры негладких за-
дач, для которых за счет адаптивности алгоритма 1 может наблюдаться существенно более
высокая скорость сходимости.
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— В разд. 4 предложен адаптивный градиентный метод (алгоритм 2) для целевых функ-
ционалов с липшицевым градиентом (а также некоторой релаксацией этого условия), удовле-
творяющих условию Поляка — Лоясиевича. При этом учитывается возможность неточного
задания градиента и предлагается адаптивная настройка работы метода на основные входные
параметры. Обоснована линейная сходимость метода с точностью до величины, связанной с
погрешностью (теорема 3).

2. Концепция (δ, γ,∆, L)-модели функции в запрошенной точке

и оценка скорости сходимости для градиентного метода

Введем анонсированный выше аналог понятия (δ, γ,∆, L)-модели целевой функции, кото-
рый учитывает погрешность ∆ задания градиента и применим также для задач с относительно
гладкими целевыми функционалами [4].

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что f допускает (δ, γ,∆, L)-модель в точке x ∈ Q,
если для некоторой выпуклой по первой переменной функции ψ(y, x) такой, что ψ(x, x) = 0
для произвольных x, y ∈ Q, будет верно неравенство

fδ(x) + ψ(y, x) − γ‖y − x‖ 6 f(y) 6 fδ(x) + ψ(y, x) + δ +∆‖y − x‖+ LV (y, x). (2.1)

Покажем пример, поясняющий смысл использования модельной общности в предыдущем
определении.

П р и м е р 1. Отметим задачу выпуклой композитной оптимизации f(x) = g(x)+h(x) →
min, где g — гладкая выпуклая функция, а h — выпуклая необязательно гладкая функция про-
стой структуры (операция проектирования на любое множество уровня h несильно затратна).
Если при этом для градиента ∇g задано его приближение ∇̃g:

∥∥∇̃g(x) −∇g(x)
∥∥ 6 ∆, причем

g(y) > g(x)+〈∇̃g(x), y−x〉−γ‖y−x‖−δ, то можно положить ψ(y, x) = 〈∇̃g(x), y−x〉+h(y)−h(x),
и будет верно (2.1). Композитная оптимизация весьма часто возникает во многих прикладных
задачах (см., например, [7]).

Рассмотрим следующий метод для минимизации выпуклых функций, которые допускают
существование (δ, γ,∆, L)-модели во всякой точке x ∈ Q и докажем результат о его скорости
сходимости.

А л г о р и т м 1: Адаптивный градиентный метод для выпуклых функций, допускающих
(δ, γ,∆, L)-модель в произвольной запрошенной точке.

Require: x0 — начальная точка, V (x∗, x
0) 6 R2, параметры δ0, L0, ∆0

(δ0 6 2δ, L0 6 2L, ∆0 6 2∆).
1: Lk+1 := Lk/2, ∆k+1 := ∆k/2, δk+1 := δk/2.
2: xk+1 := argmin

x∈Q
{ψ(x, xk) + LV (x, xk)}.

3: if fδ(x
k+1) 6 fδ(x

k) + ψ(xk+1, xk) + Lk+1V (xk+1, xk) + ∆k+1

∥∥xk+1 − xk
∥∥+ δk+1 then

4: k := k + 1 и выполнение п. 1.
5: else

6: Lk+1 := 2 · Lk+1; ∆k+1 := 2 ·∆k+1; δk+1 := 2 · δk+1 и выполнение п. 2.
7: end if

Ensure: x̂ := 1
SN

N−1∑
k=0

xk+1

Lk+1
, SN :=

N−1∑
k=0

1
Lk+1

.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть f : Q → R — выпуклая функция и для некоторой постоянной R > 0
имеет место V (x∗, x

0) 6 R2, где x0 — начальное приближение, а x∗ — точное решение
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задачи минимизации f , ближайшее к x0 с точки зрения расхождения Брэгмана. Тогда после

N итераций для выхода x̂ алгоритма 1 будет верно неравенство

f(x̂)− f(x∗) 6
R2

SN
+

2

SN

N−1∑

k=0

δk+1 +∆k+1

∥∥xk+1 − xk
∥∥+ γ

∥∥xk − x∗
∥∥

Lk+1
+ δ. (2.2)

При этом количество обращений к задаче п. 2 листинга алгоритма 1 не превышает

2N +max
{
log2

2L

L0
, log2

2δ

δ0
, log2

2∆

∆0

}
. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Согласно лемме 1 из [2] после завершения k-й итерации
(k = 0, 1, 2, . . .) алгоритма 1 будут верны неравенства

ψ(xk+1, xk) 6 ψ(x, xk) + Lk+1V (x, xk)− Lk+1V (x, xk+1)− Lk+1V (xk+1, xk),

fδ(x
k+1) 6 fδ(x

k) + ψ(xk+1, xk) + Lk+1V (x, xk)− Lk+1V (x, xk+1) + ∆k+1

∥∥xk+1 − xk
∥∥+ δk+1.

Поэтому ввиду того, что fδ(x) ≤ f(x) ≤ fδ(x) + δ при всяком x ∈ Q имеем

f(xk+1) 6 f(xk) + ψ(x, xk) + Lk+1V (x, xk)− Lk+1V (x, xk+1) + ∆k+1

∥∥xk+1 − xk
∥∥+ δk+1 + δ.

Далее, с учетом левой части неравенства (2.1) при x = x∗ получим

f(xk+1)− f(x∗) 6 Lk+1V (x∗, x
k)−Lk+1V (x∗, x

k+1) +∆k+1

∥∥xk+1 − xk
∥∥+ δk+1 + δ + γ

∥∥xk − x∗
∥∥,

откуда после суммирования по k = 0, 1, . . . , N − 1 ввиду выпуклости f имеем

f(x̂)− f(x∗) 6
1

SN

N−1∑

k=0

f(xk+1)

Lk+1
− f(x∗) 6 V (x∗, x

0)

+
1

SN

N−1∑

k=0

L−1
k+1

(
∆k+1

∥∥xk+1 − xk
∥∥+ δk+1 + γ

∥∥xk − x∗
∥∥
)
+ δ.

2. Проверим оценку (2.3). Пусть на (k + 1)-й итерации (k = 0, 1, . . . , N − 1) алгоритма 1
вспомогательная задача решается ik+1 раз. Тогда

2ik+1−2 =
Lk+1

Lk
=
δk+1

δk
=

∆k+1

∆k
,

поскольку в начале каждой итерации параметры Lk, δk,∆k делятся на 2. Поэтому

N−1∑

k=0

ik+1 = 2N + log2
LN

L0
, log2

LN

L0
= log2

δN
δ0

= log2
∆N

∆0
.

Ясно, что верно хотя бы одно из неравенств LN 6 2L, δN 6 2δ и ∆N 6 2∆, что и обосновывает
оценку (2.3).

З а м е ч а н и е 1. Оценка (2.3) показывает, что в среднем трудоемкость итерации
предложенного адаптивного алгоритма превышает трудоемкость аналогичного неадаптивного
метода с постоянным шагом не более, чем в постоянное число раз. Отметим также, что при

k = 0, 1, 2, . . . верно Lk+1 6 2CL, где C = max
{
1,

2δ

δ0
,
2∆

∆0

}
. Поэтому SN 6

N

2CL
, что указывает

на скорость сходимости метода O(ε−1), но при наличии в оценке (2.2) слагаемых, определяемых
параметрами δ, γ,∆ (при этом ввиду адаптивности метода δk и ∆k могут быть меньше δ и
∆ соответственно). Можно доказать, что эта величина ограничена в случае ограниченного
допустимого множества задачи Q, что вполне может считаться оптимальным [12].



216 Ф.С.Стонякин

З а м е ч а н и е 2. Если дополнительно предположить, что в произвольной точке x ∈ Q
верно fδ(x) = f(x), то в оценке (2.2) можно считать δ = 0. В таком случае оценка (2.2)
полностью адаптивна по параметрам L,∆ и δ.

З а м е ч а н и е 3. Отметим, что ввиду адаптивности алгоритма 1 полученная в теореме 1
оценка скорости сходимости может быть применена даже в случаях L = +∞ или ∆ = +∞.
Если не происходит зацикливания и каждый раз выполняется критерий выхода из итерации,
то алгоритм 1 применим и в этом случае. Пример, когда такое возможно (∆ = +∞), приведен
в следующем разделе (задача 2).

3. О применимости метода к одному классу негладких задач

за счет введения искусственных неточностей

Отметим, что на величину ∆ в (1.5) можно смотреть как на искусственную неточность,
описывающую степень негладкости функционала f . Точнее говоря, ∆ можно понимать, напри-
мер, как верхнюю оценку суммы диаметров субдифференциалов f в точках негладкости вдоль
всевозможных векторных отрезков [x; y] из области определения f . В [13] введен следующий
класс негладких выпуклых функционалов.

О п р е д е л е н и е 3. Будем говорить, что выпуклый функционал f : Q → R (Q ⊂ R
n)

имеет (δ, L)-липшицев субградиент (f ∈ C1,1

L,∆̂
(Q)), если для некоторых δ > 0 и L > 0

(i) для произвольных x, y ∈ Q выпуклый функционал f дифференцируем во всех точках
множества {yt}0≤t≤1 (yt = (1 − t)x + ty), за исключением последовательности (возможно,
конечной)

{ytj}
∞
j=1 : t1 < t2 < t3 < . . . и lim

j→∞
tj = 1; (3.1)

(ii) для последовательности точек из (3.1) существуют конечные субдифференциалы в
смысле выпуклого анализа {∂f(ytj )}

∞
j=1 и

diam ∂f(ytj ) =: ∆̂j > 0, где

+∞∑

j=1

∆̂j =: ∆̂ < +∞;

(iii) для произвольных x, y ∈ Q при условии, что yt ∈ Q \Q0 при всяком t ∈ (0, 1) (то есть
существует градиент ∇f(yk)) для некоторой фиксированной константы L > 0, не зависящей
от выбора x и y, выполняется неравенство

min
∇f(x)∈∂f(x), ∇f(y)∈∂f(y)

‖∇f(x)−∇f(y)‖∗ 6 L‖x− y‖.

В [13], в частности, показано, что всякий функционал f ∈ C1,1
L,δ(Q) удовлетворяет для

произвольного субградиента ∇f(x) ∈ ∂f(x) неравенству

f(y) 6 f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+
L

2
‖y − x‖2 + 2∆̂‖y − x‖ ∀y ∈ Q. (3.2)

C другой стороны, ввиду выпуклости f будет верно f(y) > f(x) + 〈∇f(x), y − x〉. Поэтому
всякая функция f ∈ C1,1

L,∆̂
(Q) удовлетворяет определению 2 при ψ(y, x) = 〈∇f(x), y − x〉 с

параметрами δ = γ = 0 и ∆ = 2∆̂.

Оказывается, что экспериментально можно получать существенно лучшую скорость схо-
димости метода, чем по отмеченной выше оценке. Приведем некоторые примеры. Начнем с
примера задачи (см., например, [14]) с бесконечным числом точек негладкости (недифферен-
цируемости) целевого функционала, но с конечной величиной ∆.
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Результаты численных экспериментов

Задача 1 Задача 2

Итерации 200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000

Оценка 0.0232 0.0117 0.0079 0.006 0.0048 0.79 0.44 0.31 0.24 0.2

Время, с 27 54 82 110 136 15 29 44 58 72

З а д а ч а 1 (Аналог задачи Ферма — Торричелли — Штейнера). Для заданных шаров ωk

с центрами ak = (a1k, a2k, . . . , ank) (координаты точек ak выбираются случайно так, чтобы

1 <
√
a21k + a22k + . . .+ a2nk < 1.5, k = 1,m, m = 10) и единичными радиусами в n-мерном

евклидовом пространстве R
n (n = 105) необходимо найти такую точку x = (x1, x2, . . . , xn),

чтобы целевая функция f(x) :=
∑m

k=1 d(x, ωk) принимала наименьшее значение на множестве
точек единичного шара с центром в нуле, где d(x, ωk) = ‖x− ak‖ − 1, если ‖x− ak‖ > 1, и 0 в
противном случае (здесь ‖x− ak‖ =

√
(x1 − a1k)2 + (x2 − a2k)2 + . . . + (xn − ank)2).

В таблице выше для задачи 1 приведены усредненные результаты 10 экспериментов со слу-
чайным подбором координат точек для указанного количества итераций. Как видим, скорость
сходимости метода близка к O(ε−1). Это свойственно для неускоренных градиентных методов
на классе задач оптимизации выпуклых функций с липшицевым градиентом (так называемых
гладких задач). Однако рассматриваемая задача негладкая, поскольку точки недифференци-
руемости f лежат в области определения (в единичном шаре с центром в нуле). Для задач
минимизации выпуклых липшицевых функций, как известно, оптимальная оценка скорости
сходимости (суб)градиентных методов — O(ε−2) [15]. Оценку O(ε−1) можно объяснить адап-
тивностью предложенного метода.

Рассмотрим еще пример, где довольно много точек негладкости. В частности, все точки
некоторого векторного отрезка могут быть точками негладкости, и условие (3.2) выполнено
лишь для бесконечного значения ∆.

З а д а ч а 2 (Задача о наименьшем покрывающем шаре). Для заданных точек

ak = (a1k, a2k, . . . , ank)

найти евклидов шар наименьшего радиуса, в котором лежат эти точки. Координаты точек ak

выбираются случайно так, что 0.5 <
√
a21k + a22k + . . .+ a2nk < 1, k = 1, 10, в n-мерном евклидо-

вом пространстве Rn (размерность n = 105) необходимо найти такую точку x = (x1, x2, . . . , xn),
чтобы целевая функция

f(x) := max
k=1,m

‖x− ak‖ = max
k=1,m

√
(x1 − a1k)2 + (x2 − a2k)2 + . . .+ (xn − ank)2

принимала наименьшее значение. Мы рассматриваем задачу нахождения наиболее подходящей
точки на единичном шаре с центром в нуле.

В таблице выше для задачи 2 приведены усредненные результаты 10 экспериментов со
случайным подбором координат точек для определенного количества итераций. Как видим,
скорость сходимости метода снова близка к O(ε−1).

Приведенные результаты экспериментов указывают на потенциально неплохую эффектив-
ность предложенной адаптивной процедуры регулировки шага в методе. Отметим, что все
вычисления были произведены с помощью программного обеспечения CPython 3.7 на ком-
пьютере с 3-ядерным процессором AMD Athlon II X3 450 с тактовой частотой 3,2 ГГц на
каждое ядро. ОЗУ компьютера составляло 8 Гб.

Однако можно в некотором смысле и теоретически показать оптимальность предложен-
ной схемы для рассматриваемых негладких задач. Оказывается, в случае известной величины
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∆ < +∞ возможно несколько модифицировать алгоритм 1, обеспечив уменьшение
∆k‖x

k+1 − xk‖ в (2.2) до любой заданной величины. Это позволит показать оптимальность
данного метода в теории нижних оракульных оценок [15] с точностью до логарифмического
множителя.

Покажем, как это возможно сделать. Предположим, что на (k+1)-й итерации алгоритма 1
(k = 0, 1, . . . , N −1) верно неравенство L 6 Lk+1 6 2L (как показано в п. 2 доказательства тео-
ремы 1, этого можно всегда добиться выполнением не более чем постоянного числа операций
п. 2 листинга алгоритма 1). Для каждой итерации алгоритма 1 (k = 0, 1, . . . , N−1) предложим
такую процедуру

Повторяем операции п. 2 p раз, увеличивая Lk+1 в два
раза при неизменной ∆k+1 6 2∆.

(3.3)

Процедуру (3.3) остановим в случае выполнения одного из неравенств

∆k+1

∥∥xk+1 − xk
∥∥ 6

ε

2
(3.4)

или
f(xk+1) 6 f(xk) +

〈
∇̃f(xk), xk+1 − xk

〉
+ 2p−1L

∥∥xk+1 − xk
∥∥2. (3.5)

Отметим, что здесь мы полагаем f точно заданной, т. е. fδ = f (δ = 0); ∇̃f — некоторый
субградиент f . Процедура (3.3) предполагает на (k + 1)-й итерации (k = 0, 1, 2, . . . , N − 1)
обновления xk+1 (при сохранении xk). Оценим количество повторений p шага п. 2 листинга
алгоритма 1, необходимое для достижения альтернативы (3.4), (3.5). Для всяких xk, xk+1 ∈ Q
по предположению верно неравенство

f(xk+1) 6 f(xk) +
〈
∇̃f(xk), xk+1 − xk

〉
+
L

2

∥∥xk+1 − xk
∥∥2 +∆

∥∥xk+1 − xk
∥∥,

причем ∆k+1 6 2∆. Если не выполнено (3.4), то
∥∥xk+1 − xk

∥∥ > ε

4∆
и (3.5) заведомо верно при

2p > 1 +
16∆2

εL
, (3.6)

поскольку в таком случае

2p − 1

2
L
∥∥xk+1 − xk

∥∥2 > 2∆
∥∥xk+1 − xk

∥∥.

Итак, после повторения p процедур (p удовлетворяет (3.6)) типа (3.3) на каждой из N
итераций алгоритма 1 неравенство (2.2) примет вид

f(x̂)− f∗ 6
R2

SN
+
ε

2
, где SN =

N−1∑

k=0

1

Lk+1
>

N

2p+1L
.

Поэтому
R2

SN
6

2p+1LR2

N
6
ε

2
в случае N >

2p+2LR2

ε
. С учетом (3.6) получаем оценку

N >
4LR2

ε
+

64∆2R2

ε2
.

При этом (3.6) означает, что на каждой итерации потребуется не более чем

p =
⌈
log2

(
1 +

16∆2

εL

)⌉

шагов типа п. 2 листинга алгоритма 1 (т. е. операций проектирования) для стандартной модели
ψ(y, x) = 〈∇f(x), y − x〉. Итак, верна
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Теорема 2. Пусть функция f удовлетворяет определению 2 при ψ(y, x) = 〈∇f(x), y − x〉
с параметрами δ = γ = 0 и ∆ > 0. Тогда в обозначениях теоремы 1 для выхода x̂ модифици-

рованного алгоритма 1 c учетом дополнительной процедуры (3.3) неравенство f(x̂)− f∗ 6 ε
будет гарантированно выполнено не более чем после

⌈(4LR2

ε
+

64∆2R2

ε2

)⌉
·
⌈
log2

(
1 +

16∆2

εL

)⌉
(3.7)

вычислений субградиента f .

Таким образом доказано, что для рассмотренного класса негладких задач приемлемое ка-
чество решения можно достичь за O

(
ε−2 log2 ε

−1
)

вычислений субградиента f , что близко к
оптимальной оценке c точностью до логарифмического множителя. Отметим, что примеры
сходимости метода со скоростью O(ε−1) для некоторых выпуклых негладких задач наблюда-
лись и для так называемого универсального градиентного метода [16] с другой концепцией
искусственной неточности. Однако для негладких задач с липшицевым целевым функциона-
лом в [16] доказана оценка скорости сходимости вида O

(
Mfε

−2
)
, зависящая еще от константы

Липшица целевого функционала Mf . Полученная нами оценка (3.7) может быть лучше при
малом ∆ > 0 (в этом случае оценка (3.7) близка к O

(
ε−1

)
).

4. Метод для минимизации функций, удовлетворяющих условию

градиентного доминирования

при неточном задании целевой функции и градиента

Теперь предложим подход к задаче минимизации, вообще говоря, невыпуклых функций с
неточно заданным градиентом. При этом метод предполагает адаптивную настройку на неко-
торые параметры, в том числе связанные с величиной погрешности задания градиента. Пусть
рассматривается задача минимизации функции на всем пространстве f : Rn → R, для которой

(i) существует x∗ ∈ R
n такое, что

f(x∗) = min
x∈Rn

f(x) =: f∗; (4.1)

(ii) выполнено условие Поляка — Лоясиевича (1.8) (или (PL)-условие);

(iii) для некоторых постоянных L > 0 и ∆ > 0 верно неравенство

f(y) 6 f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+
L‖y − x‖2

2
∀x, y ∈ R

n, (4.2)

где норма ‖·‖ евклидова.

Если предположить, что в каждой точке x ∈ R
n доступно приближенное значение ∇̃f(x)

градиента ∇f(x) :
∥∥∇̃f(x) − ∇f(x)

∥∥ 6 ∆ ∀x ∈ R
n при некотором фиксированном ∆ > 0,

то (4.2) верно c заменой градиента ∇f(x) на ∇̃f(x). Далее для удобства будем обозначать
gx := ‖∇f(x)‖ и g̃x := ‖∇̃f(x)‖. К задаче (4.1) будем применять градиентный метод вида

xk+1 = xk − hk∇̃f(x
k), (4.3)

k = 0, 1, 2, . . . и hk > 0. При этом hk выберем так, чтобы

f(xk+1) 6 f(xk) +
〈
∇̃f(xk), xk+1 − xk

〉
+
L
∥∥xk+1 − xk

∥∥2

2
+ ∆k+1

∥∥xk+1 − xk
∥∥, (4.4)
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где ∆k+1 > 0 — адаптивно подбираемая величина. В начале каждой итерации ∆k+1 :=
∆k

2
,

а далее ∆k+1 (k = 0, 1, 2, . . .) увеличивается в два раза, и процедура (4.3) повторяется до тех
пор, пока не выполняется (4.4).

Ясно, что (4.4) заведомо верно при ∆k+1 > ∆. Поэтому аналогично п. 2) доказательства
теоремы 1 проверяется, что за конечное число таких шагов (4.4) будет выполнено на любой
итерации (k = 0, 1, 2, . . .), после чего

f(xk+1)− f(xk) 6 ϕ(hk), где ϕ(h) = −hg̃2xk +
Lh2

2
g̃xk + 2hg̃xk .

Выберем шаг hk так, чтобы минимизировать величину ϕ(hk), т. е. ϕ′(hk) = 0, и

hk =
1

L
−

∆k+1

Lg̃xk

.

В таком случае (4.4) означает, что

f(xk+1)− f(xk) 6 −
1

2L

(
g̃xk −∆k+1

)2
6 −

1

2L

( g̃xk −∆k+1

g̃xk +∆

)
g2xk , (4.5)

поскольку |g̃xk − gxk | 6
∥∥∇̃f(xk) − ∇f(xk)

∥∥ 6 ∆ и g̃xk + ∆ > gxk . Неравенство (4.5) означает,
что для произвольного k = 0, 1, 2, . . .

f(xk)− f(xk+1) >
1

2L

( g̃xk −∆k+1

g̃xk +∆

)2
g2xk >

µ

L

( g̃xk −∆k+1

g̃xk +∆

)2(
f(xk)− f∗

)

ввиду (PL)-условия (1.8). Поэтому

f(xk+1)− f(x∗) 6
(
1−

µ

L

( g̃xk −∆k+1

g̃xk +∆

)2)(
f(xk)− f(x∗)

)
,

откуда

f(xk+1)− f∗ 6
k∏

i=0

(
1−

µ

L

( g̃xi −∆i+1

g̃xi +∆

)2)(
f(x0)− f∗

)
. (4.6)

Можно считать, что µ 6 L, и ввиду g̃xi −∆i+1 < g̃xi +∆ в (4.6) справа входит произведение
k + 1 числа, каждое из которых меньше 1. Адаптивность подбора ∆k+1 6 2∆ на каждой

итерации может привести к увеличению дроби
g̃xk −∆k+1

g̃xk +∆
и уменьшению множителей в (4.6),

что потенциально улучшает оценку по сравнению с неадаптивным вариантом

f(xk+1)− f∗ 6

k∏

i=0

(
1−

µ

L

( g̃xi −∆

g̃xi +∆

)2)(
f(x0)− f∗

)
. (4.7)

Аналогичную оценку можно предложить, также используя следующий метод с адаптивным
выбором не только погрешности на итерациях, но и величины L (см. алгоритм 2).

Для данного алгоритма будет верна оценка (4.8), обоснование которой аналогично (4.7).
Более того, можно показать, что либо невязка min

k
f(xk)− f∗ убывает со скоростью геометри-

ческой прогрессии при увеличении k (см. (4.9)), либо она ограничена величиной ∆ (см. (4.10)).
Справедливо следующее утверждение.
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А л г о р и т м 2: Адаптивный градиентный метод для функций, удовлетворяющих (PL)-

условию.

Require: x0 — начальная точка, параметры ∆0, L0

(2µ 6 L0 < 2L, ∆0 6 2∆).
1: Lk+1 := Lk/2, ∆k+1 := ∆k/2.
2: xk+1 = xk − hk∇̃f(x

k),

hk =
1

Lk+1
−

∆k+1

Lk+1g̃xk

, g̃xk =
∥∥∇̃f(xk)

∥∥.

3: repeat

4: if f(xk+1) 6 f(xk) +
〈
∇̃f(xk), xk+1 − xk

〉
+
Lk+1

2

∥∥xk+1 − xk
∥∥2 +∆k+1

∥∥xk+1 − xk
∥∥ then

5: k := k + 1 и выполнение п. 1.
6: else

7: Lk+1 := 2 · Lk+1; ∆k+1 := 2 ·∆k+1 и выполнение п. 2.
8: end if

9: until k >= N
Ensure: xk+1.

Теорема 3. После k итераций алгоритма 2 будет выполняться следующее неравенство:

f(xk+1)− f∗ 6

k∏

i=0

(
1−

µ

Lk+1

( g̃xi −∆i+1

g̃xi +∆

)2)(
f(x0)− f∗

)
. (4.8)

Более того, если дополнительно потребовать для алгоритма 2 ∆k+1 = min{∆k+1,∆}, то для

всякого C > 1 будет выполняться одно из двух неравенств

f(xk+1)− f∗ 6
(
1−

µ

L

(C − 1

C + 1

)2)k+1(
f(x0)− f∗

)
(4.9)

или

min
i=1,k+1

f(xi)− f∗ <
(C + 1)2∆2

2µ
. (4.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим лишь, что при произвольном k > 0 верно

g̃xk −∆k+1

g̃xk +∆
>
g̃xk −∆

g̃xk +∆
= 1−

2∆

g̃xk +∆
.

Пусть g̃xk > C∆ для некоторой постоянной C > 1. Тогда 1−
2∆

g̃xk +∆
> 1−

2

C + 1
=
C − 1

C + 1
> 0

и (4.6) принимает вид (4.9). Если же для некоторого k верно g̃xk < C∆, то gxk < C∆ + ∆ =
∆(C + 1), и (4.10) верно в силу (PL)-условия (1.8).

З а м е ч а н и е 4. Можно рассматривать вместо (4.3) более слабое условие

fδ(y) 6 fδ(x) + 〈∇̃f(x), y − x〉+
L

2
‖y − x‖2 +∆‖y − x‖+ δ ∀x, y ∈ Q (4.11)

для некоторого δ > 0 и приближения fδ: fδ(x) ≤ f(x) ≤ fδ + δ. Например, это актуально
в случае, если значения f немного отличаются от значений некоторой достаточно гладкой
функции f̃ , удовлетворяющей (4.3) (при этом ∇̃f(x) — некоторое возмущенное с точностью ∆
значение градиента ∇f̃(x)). Тогда рассмотрим метод (4.4), (4.5) с видоизмененным критерием
выхода из итерации

fδ(x
k+1) 6 fδ(x

k) + 〈∇̃f(xk), xk+1 − xk〉+
Lk+1‖x

k+1 − xk‖2

2
+ ∆k+1‖x

k+1 − xk‖+ δk+1,
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который предполагает адаптивный подбор величин ∆k+1 и δk+1 при заданных изначально
L0 6 2L, ∆0 6 ∆ и δ0 6 2δ. Тогда на каждой итерации вместо неравенства (4.5) будет верно

f(xk)− f(xk+1) + δk+1 + δ > fδ(x
k)− fδ(x

k+1) + δk+1 >
µ

Lk+1

( g̃xk −∆k+1

g̃xk +∆

)2(
f(xk)− f∗

)
,

откуда аналогично (4.6) имеем

f(xk+1)− f∗ 6
(
1−

µ

Lk+1

( g̃xk −∆k+1

g̃xk +∆

)2)(
f(xk)− f∗

)
+ δk+1 + δ

6

(
1−

µ

Lk+1

( g̃xk −∆k+1

g̃xk +∆

)2)(
1−

µ

Lk

( g̃xk−1 −∆k

g̃xk−1 +∆

)2)(
f(xk−1)− f∗

)

+ (δk + δ)
(
1−

µ

Lk+1

( g̃xk−1 −∆k

g̃xk−1 +∆

)2)
+ δ + δk+1 6 . . .

6

k∏

i=0

(
1−

µ

Li+1

( g̃xi −∆i+1

g̃xi +∆

)2)(
f(x0)−f∗

)
+

k−1∑

i=0

(δ+δi+1)
k∏

j=i

(
1−

µ

Lj+1

( g̃xj −∆j+1

g̃xj +∆

)2)
+δk+1+δ.

Полученная оценка выглядит несколько громоздко. Конкретизируя ее при постоянном
Li+1 = L, ∆ = 0 и δi+1 6 2δ (i > 0), получаем

f(xk+1)− f∗ 6
(
1−

µ

L

)k+1(
f(x0)− f∗

)
+

k∑

i=0

(δ + δi+1)
(
1−

µ

L

)k−i

6

(
1−

µ

L

)k+1(
f(x0)− f∗

)
+ 3δ

k∑

i=0

(
1−

µ

L

)k−i
=

(
1−

µ

L

)k+1(
f(x0)− f∗

)
+

3δL

µ
.

Данное неравенство приводит к таким выводам. С одной стороны мы видим, что величи-
на, связанная с погрешностью δ, ограничена. Однако она может быть довольно немалой при

большом значении числа обусловленности
L

µ
. Это показывает также, что замена слагаемого

∆‖y − x‖ в (4.11) на
∆2 + ‖y − x‖2

2
может привести к ухудшению оценки качества решения

при достаточно большом
L

µ
.

З а м е ч а н и е 5. Аналогично второй части доказательства теоремы 1 можно про-
верить, что трудоемкость итерации адаптивного алгоритма 2 сопоставима с трудоемкостью
аналогичного неадаптивного метода.

З а м е ч а н и е 6. Предложенные в этом разделе подходы можно применять и для неко-
торых задач негладкой оптимизации (см. предыдущий раздел и определение 3), для которых
целевая функция удовлетворяет (PL)-условию (в частности, µ-сильно выпукла). Если опре-
деляющий степень негладкости функции параметр ∆ достаточно мал, то найденные оценки
(4.6)–(4.10) (см. также замечание 4) позволяют сделать вывод о близкой к линейной скорости
сходимости.

Заключение

В настоящей работе рассмотрены некоторые подходы к концепции неточной модели целе-
вой функции в оптимизации, которые учитывают как погрешность задания целевого функ-
ционала, так и погрешность задания градиента. Предложены методы с адаптивным выбором
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шага, а также адаптивной настройкой величины в оценке скорости сходимости, которая опре-
деляется упомянутыми погрешностями.

Cравнивая алгоритмы 1 и 2 между собой, отметим следующее. Преимущества алгоритма 1
(и его модификации из третьего раздела статьи) состоят в максимальной общности (метод
можно использовать для широкого класса задач выпуклой оптимизации [2; 3], в том числе с
условиями относительной гладкости [4]). Также, в отличие от алгоритма 2, для работы алго-
ритма 1 и использования найденной оценки скорости сходимости нет необходимости знать ∆
(оценку неточности задания градиента). Как преимущества алгоритма 2 для функций, удо-
влетворяющих (PL)-условию, можно упомянуть близкую к линейной скорость сходимости и
возможность использования метода на неограниченном допустимом множестве. Однако для
оценок (4.6)–(4.10) необходимо знать верхнюю оценку величины ∆. Также существенно исполь-
зована безусловность поставленной задачи. Оценка для алгоритма 1 в свою очередь проигры-
вает полученной для алгоритма 2 возможностью сколь угодно большого влияния погрешности
градиента при γ > 0 для неограниченной области Q. Хорошо известно, что (PL)-условие за-
ведомо верно в случае µ-сильной выпуклости целевой функции f относительно евклидовой
нормы. Однако довольно хорошо известны примеры, когда нельзя быть уверенным даже в
выпуклости f(x), но (PL)-условие имеет место (см., например, разд. 4.3 из диссертации [8]).
Это означает, что алгоритм 2 применим и для некоторых задач невыпуклой оптимизации.
Интересно, что все рассмотренные методы применимы к некоторому классу задач негладкой
оптимизации (см. определение 3).

В качестве актуальной задачи на будущее можно было бы выделить проблему построе-
ния так называемых ускоренных методов для рассмотренных классов задач. В частности, к
ускоренным методам относят самые разные вариации так называемого быстрого градиентного
метода (БГМ) (см., например, [1;5;8]). Для задач выпуклой гладкой оптимизации без погреш-
ностей БГМ гарантирует лучшую оценку скорости сходимости по сравнению с (1.2). Известно
также, что в сильно выпуклом случае использование ускоренных методов позволяет умень-
шить знаменатель геометрической прогрессии, которая описывает скорость сходимости. Более
того, неадаптивные ускоренные методы для релаксаций условия сильной выпуклости иссле-
довались в [1]. Однако стоит отметить, что при наличии погрешностей ситуация становится
уже менее тривиальной: в отличие от обычного градиентного метода возможно их накопление
в итоговой оценке [6], либо же необходимо использовать довольно ограничительные условия
на величины таких погрешностей [17]. Также пока не удалось предложить ускоренный метод,
который применим в общем случае для относительно гладких задач [4]. Представляется инте-
ресной задача исследования применимости результатов настоящей работы для приближенного
решения бесконечномерных задач, в частности, для некоторых типов линейных и нелинейных
операторных уравнений.

Автор благодарит Александра Владимировича Гасникова, а также рецензента за полезные
обсуждения и замечания.
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О ПРЕДЕЛАХ ВЕРШИННО-СИММЕТРИЧЕСКИХ ГРАФОВ
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1. Введение и вспомогательные результаты

Настоящая заметка возникла в связи с [8]. В ней показывается, что простые наблюдения,
касающиеся сходимости связных локально конечных вершинно-симметрических графов, в со-
четании с одним способом построения графов Кэли с тривиальным стабилизатором вершины,
а также некоторыми известными результатами делают возможным указать в пространстве
связных локально конечных вершинно-симметрических графов изолированный бесконечный
граф Кэли (и, следовательно, изолированный бесконечный унимодулярный граф, что отвечает
на вопрос из [8]) и неизолированный граф Кэли, который изолирован от множества связных
вершинно-симметрических конечных графов.

Под графом в этой заметке понимается неориентированный граф без петель и без крат-
ных ребер. Если Γ — граф, то V (Γ) — множество его вершин, E(Γ) — множество его ре-
бер, dΓ(., .) — обычное расстояние (метрика, если Γ связен) на V (Γ), Aut(Γ) — группа авто-
морфизмов графа Γ (рассматриваемых как подстановки на V (Γ)). Далее, если x ∈ V (Γ), то
Γ(x) = {y ∈ V (Γ) : {x, y} ∈ E(Γ)} — окрестность x в Γ, BΓ(x, r) = {y ∈ V (Γ) : dΓ(x, y) ≤ r},
где r ∈ R, — шар радиуса r с центром x графа Γ, Gx, где G ≤ Aut(Γ), — стабилизатор вер-
шины x в группе G. Кроме того, 〈X〉Γ, где X ⊆ V (Γ), — подграф графа Γ, порожденный X.
Граф Γ вершинно-симметричен, если Aut(Γ) транзитивна на V (Γ). Для группы G и системы
ее порождающих M = M−1 6∋ 1 через ΓG,M обозначается граф Кэли группы G, построенный
по M .

Пусть G — множество всех (классов изоморфных) связных локально конечных вершинно-
симметрических графов, наделенное следующей метрикой ρ(., .): для Γ1,Γ2 ∈ G,Γ1 6∼= Γ2,
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ρ(Γ1,Γ2) = 2−n, где n = max{m ∈ N ∪ {0} : 〈BΓ1(x1,m)〉Γ1
∼= 〈BΓ2(x2,m)〉Γ2 , x1 ∈ V (Γ1), x2 ∈

V (Γ2)} (здесь и далее N — множество целых положительных чисел). Во многом обязанное
своим появлением работам [9] и [1] метрическое пространство связных локально конечных
вершинно-симметрических графов G существенно используется в [2; 3]. Далее в этом разделе
при описании простых свойств пространства G мы во многом следуем [2, п. 1]1 и [3, § 2].

Нам будет удобно зафиксировать следующую ситуацию, возникающую при сходимости в G

последовательности (Γi)i∈N к Γ.

(*) (Γi)i∈N — последовательность графов из G, сходящаяся к Γ ∈ G, x ∈ V (Γ), xi ∈ V (Γi)
для i ∈ N, ϕi для i ∈ N — изоморфизм 〈BΓ(x, ni)〉Γ на 〈BΓi

(xi, ni)〉Γi
, отображающий x в xi,

где ni ∈ N и ni → ∞ при i → ∞.

Предположим, что имеет место (*). Тогда, если y1, . . . , yk, z1, . . . , zk — вершины графа Γ
такие, что для бесконечного множества значений i существует автоморфизм gi графа Γi, отоб-
ражающий ϕi(yj) в ϕi(zj) для всех 1 ≤ j ≤ k, то существует такой автоморфизм g графа Γ,
что g(yj) = zj для всех 1 ≤ j ≤ k. Отсюда следует, что для произвольного фиксированного
r ∈ N для всех достаточно больших i группа ϕ−1

i Aut(Γi)xi
ϕi идуцирует на BΓ(x, r) подгруппу

группы, индуцируемой Aut(Γ)x на BΓ(x, r). В частности, если для некоторого r ∈ N поэле-
ментный стабилизатор BΓ(x, r − 1) в Aut(Γ)x действует тривиально на BΓ(x, r), то для всех
достаточно больших i поэлементный стабилизатор BΓi

(xi, r − 1) в Aut(Γi)xi
действует триви-

ально на BΓi
(xi, r). Поскольку (в силу вершинной транзитивности Aut(Γ) и Aut(Γi)) последние

условия эквивалентны соответственно точности действия Aut(Γ)x на BΓ(x, r − 1) и точности
действия Aut(Γi)xi

на BΓi
(xi, r − 1), то справедливо следующее утверждение.

Предложение 1. Если Aut(Γ)x — конечная группа, то для всех достаточно больших i
имеем Aut(Γi)xi

. Aut(Γ)x. В частности, если Aut(Γ)x = 1, то Aut(Γi)xi
= 1 для всех

достаточно больших i.

Последовательность (gi)i∈N, где gi ∈ Aut(Γi) для i ∈ N, (ϕi)i∈N-сходится к g ∈ Aut(Γ),
если для произвольной вершины y графа Γ и всех достаточно больших i (вершины ϕi(y)
и ϕi(g(y)) определены и) gi(ϕi(y)) = ϕi(g(y)) (см. [3, § 2]). Далее, пусть Gi ≤ Aut(Γi) для
всех i ∈ N. Тогда автоморфизм g графа Γ называется (ϕi)i∈N-предельным для (Gi)i∈N, если
для некоторой возрастающей последовательности натуральных чисел (it)t∈N найдутся такие
git ∈ Git , что последовательность (git)t∈N (ϕit)t∈N-сходится к g (см. [3, § 2]). Вообще говоря,
множество (ϕi)i∈N-предельных для (Gi)i∈N автоморфизмов графа Γ не является подгруппой
группы Aut(Γ). Однако, как легко заметить, справедливо следующее утверждение.

Предложение 2. Предположим, что имеет место (*) и Gi ≤ Aut(Γi), i ∈ N, — вершинно-

транзитивные группы. Тогда группа Aut(Γ) содержит вершинно-транзитивную подгруппу,

состоящую из (ϕi)i∈N-предельных для (Gi)i∈N автоморфизмов графа Γ. Более того, существу-

ют такая возрастающая последовательности натуральных чисел (it)t∈N и такая вершинно-

транзитивная подгруппа G группы Aut(Γ), что для каждого g ∈ G найдутся git ∈ Git, t ∈ N,

для которых последовательность (git)t∈N (ϕit)t∈N-сходится к g.

В качестве следствия получаем

Предложение 3. Если (Γi)i∈N — последовательность графов Кэли из G, сходящаяся к

Γ ∈ G, то Γ также является графом Кэли. Другими словами, в G графы Кэли групп образу-

ют замкнутое подмножество.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем предполагать (без потери общности), что для (Γi)i∈N и Γ
выполняется (*). Тогда, если Γi есть граф Кэли группы Gi, то Γ есть граф Кэли группы G, для

1Пользуясь случаем, укажем на имеющиеся в [2] опечатки: на с. 150 в строке 14 вместо “изоморфно”
должно быть “содержит подгруппу, изоморфную”, а в строке 23 вместо ∼= должно быть ..
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которой имеется последовательность натуральных чисел (it)t∈N с указанным в предложении 2
свойством.

Формулировке предложения 4 предпошлем определения (см. [7]). Подмножество группы
называется дискриминирующим, если оно не содержит 1 и имеет непустое пересечение с каж-
дой неединичной нормальной подгруппой группы. Группа, обладающая конечным дискри-
минирующим подмножеством, называется конечно дискриминируемой. По [7, Proposition 2.2]
группа изолирована тогда и только тогда, когда она конечно определена и обладает конечным
дискриминирующим подмножеством. (Определение изолированной группы см. в [7]; однако в
дальнейшем нами используется, по существу, лишь указанная характеризация таких групп.)

Предложение 4. Пусть G — изолированная группа, порожденная конечным множе-

ством M = M−1 6∋ 1. Предположим, что стабилизатор вершины графа ΓG,M в группе

Aut(ΓG,M ) тривиален. Тогда граф ΓG,M изолирован в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что, напротив, имеется последовательность
(Γi)i∈N связных вершинно-симметрических графов, сходящаяся к Γ := ΓG,M , причем Γi 6∼= Γ
для всех i ∈ N. Далее мы используем применительно к (Γi)i∈N и Γ обозначения из (*), при-
чем предполагаем, что x есть вершина 1 графа Кэли ΓG,M (и следовательно, окрестность x в
графе Γ есть M).

Поскольку Aut(Γ)x = 1, то согласно предложению 1 для всех достаточно больших i, ска-
жем, для всех i > i0, где i0 ∈ N, имеем Aut(Γi)xi

= 1 и, следовательно, Γi является графом Кэли
группы Gi := Aut(Γi), построенным по некоторой системе ее порождающих Mi = M−1

i 6∋ 1.
Для таких i будем, не теряя общности, считать, что xi есть вершина 1 графа Кэли ΓGi,Mi

(и
следовательно, окрестность xi в графе Γi есть Mi). Из Aut(Γ)x = 1 следует, кроме того, что
Aut(Γ) совпадает с группой левых сдвигов G и является единственной вершинно-транзитивной
группой автоморфизмов графа Γ. Согласно предложению 2 это влечет существование такой
возрастающей последовательности натуральных чисел (it)t∈N, где i1 > i0, что для каждого
g ∈ G найдутся git ∈ Git , t ∈ N, для которых последовательность (git)t∈N (ϕit)t∈N-сходится к g.

Пусть M = {h1, . . . , hd}. Для каждого 1 ≤ s ≤ d пусть hs,t ∈ Git , t ∈ N, таковы, что последо-
вательность (hs,t)t∈N (ϕit)t∈N-сходится к hs. Ясно, что Mit = {h1,t, . . . , hd,t} для всех достаточно
больших t. Далее, для произвольного произведения hj1 . . . hjk , где j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , d}, после-
довательность (hj1,t . . . hjk,t)t∈N (ϕit)t∈N-сходится к hj1 . . . hjk . В частности, если hj1 . . . hjk = 1,
то для всех достаточно больших t имеем hj1,t . . . hjk,t(xit) = xit , что с учетом тривиальности
стабилизатора xit в Git для всех t ∈ N влечет hj1,t . . . hjk,t = 1 для всех достаточно боль-
ших t. В силу конечной определенности изолированной группы G отсюда следует, что для
всех достаточно больших t отображение hs 7→ hs,t, 1 ≤ s ≤ d, продолжается до гомомор-
физма группы G на группу Git . Предположим, что для бесконечного множества значений
t ∈ N эти гомоморфизмы определены и имеют нетривиальное ядро. Тогда, поскольку изоли-
рованная группа G имеет конечное дискриминирующее подмножество, найдется произведение
hj1 . . . hjk , где j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , d}, принадлежащее этим ядрам для бесконечного множества
значений t ∈ N, но отличное от 1. Для бесконечного множества значений t ∈ N имеем, следова-
тельно, hj1,t . . . hjk,t = 1. Но последовательность (hj1,t . . . hjk,t)t∈N (ϕit)t∈N-сходится к hj1 . . . hjk .
Поэтому hj1 . . . hjk(x) = x, что влечет hj1 . . . hjk = 1, а это противоречит выбору hj1 . . . hjk .
Таким образом, для всех достаточно больших t имеется изоморфизм группы G на группу Git ,
отображающий M на Mit , а потому и изоморфизм графа Γ = ΓG,M на граф Γit = ΓGit

,Mit
.

Полученное противоречие завершает доказательство предложения 4.

В заключение этого раздела сделаем несколько замечаний относительно модулярных функ-
ций для графов и свойства унимодулярности (ср. [4]). Пусть Γ ∈ G. Тогда группа Aut(Γ),
наделенная естественной топологией поточечной сходимости, хаусдорфова и локально ком-
пактна. В частности, для произвольной замкнутой подгруппы H группы Aut(Γ) на σ-кольце,
порожденном всеми компактными подмножествами группы H, определена (однозначно с точ-
ностью до вещественного положительного постоянного множителя) левоинвариантная мера
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Хаара µH , а на H определена модулярная функция ∆H (являющаяся гомоморфизмом груп-
пы H в мультипликативную группу положительных вещественных чисел), причем для произ-
вольных x ∈ V (Γ) и h ∈ H имеем 0 < µH(Hx) < ∞ и

∆H(h) = µH(Hh−1(x))/µH(Hx) = |Hh−1(x) : Hh−1(x) ∩Hx|/|Hx : Hh−1(x) ∩Hx|

= |Hh−1(x)(x)|/|Hx(h
−1(x))| = |Hx(h(x))|/|Hx(h

−1(x))|. (1)

Замкнутая подгруппа H группы Aut(Γ) называется унимодулярной, если ∆H всюду на H
принимает единичное значение; граф Γ называется унимодулярным, если группа Aut(Γ) уни-
модулярна. Если H — вершинно-транзитивная замкнутая группа автоморфизмов графа Γ и
x ∈ V (Γ), то H порождается компактной подгруппой Hx (на которой ∆H всюду принимает
единичное значение) и произвольным набором элементов {hi : i ∈ I} группы H таким, что
Γ(x) = {hi(x) : i ∈ I}. Следовательно, в этом случае унимодулярность H эквивалентна выпол-
нению равенства ∆H(hi) = 1 для всех i ∈ I, что с учетом (1) эквивалентно, в свою очередь,
совпадению для каждой Hx-орбиты на Γ(x) ее длины с длиной спаренной с ней (в группе H)
Hx-орбиты на Γ(x). (Напомним, что если H — произвольная вершинно-транзитивная группа
автоморфизмов графа Γ, x ∈ V (Γ) и Y — Hx-орбита, то спаренной с Y (в группе H) Hx-
орбитой называется Hx-орбита Y ∗ = {h−1(x) : h ∈ H и h(x) ∈ Y }.) Замечая, кроме того,
что для произвольной вершинно-транзитивной группы H автоморфизмов графа Γ и x ∈ V (Γ)
стабилизатор x в замыкании H в группе Aut(Γ) имеет на Γ(x) те же орбиты, что Hx, получаем
справедливость утверждения (1) следующего предложения.

Предложение 5. (1) Пусть Γ ∈ G и x ∈ V (Γ). Если H — вершинно-транзитивная груп-

па автоморфизмов графа Γ, то ее замыкание в Aut(Γ) тогда и только тогда является уни-

модулярной группой, когда длина каждой Hx-орбиты на Γ(x) совпадает с длиной спаренной

с ней (в группе H) Hx-орбиты на Γ(x).
(2) Если Γ ∈ G и H ≤ G — вершинно-транзитивные замкнутые группы автоморфизмов

графа Γ, то из унимодулярности H следует унимодулярность G. В частности, если Γ ∈ G

допускает вершинно-транзитивную замкнутую унимодулярную группу автоморфизмов, то

Γ унимодулярен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение (1) предложения доказано выше. Докажем утвер-
ждение (2). Пусть Γ ∈ G и H ≤ G — вершинно-транзитивные замкнутые группы автоморфиз-
мов графа Γ, причем H унимодулярна. Согласно (1) для x ∈ V (Γ) длина каждой Hx-орбиты
на Γ(x) совпадает с длиной спаренной с ней (в группе H) Hx-орбиты на Γ(x). Но каждая
Gx-орбита на Γ(x) есть объединение некоторого набора Hx-орбит на Γ(x), причем спаренная
с ней (в группе G) Gx-орбита на Γ(x) есть объединение Hx-орбит на Γ(x), спаренных с Hx-ор-
битами из этого набора (в группе H). Поэтому длина каждой Gx-орбиты на Γ(x) совпадает с
длиной спаренной с ней (в группе G) Gx-орбиты на Γ(x), что согласно (1) влечет унимодуляр-
ность группы G. Предложение доказано.

З а м е ч а н и е 1. Вершинно-транзитивная замкнутая группа автоморфизмов унимоду-
лярного графа Γ ∈ G (например, регулярного дерева валентности 3) может не быть унимоду-
лярной.

Следствием предложения 5 является унимодулярность графа Γ ∈ G, являющегося графом
Кэли или, более общо, допускающего вершинно-транзитивную дискретную группу автомор-
физмов.

2. Способ получения графов Кэли

с тривиальным стабилизатором вершины

Предложение 7 настоящего раздела дает весьма общий способ построения графов Кэли с
тривиальным стабилизатором вершины в группе всех автоморфизмов графа. Предложение 6
используется при доказательстве предложения 7.
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Предложение 6. Пусть F — свободная группа со свободными порождающими x1, x2, и

пусть

D := {x1, x
−1
1 , x2, x

−1
2 , x21, x

−2
1 , x1x2, x

−1
2 x−1

1 , x42, x
−4
2 }.

Обозначим через ∆ подграф графа ΓF,D, порожденный шаром радиуса 2 с центром в 1 гра-

фа ΓF,D. Тогда автоморфизмы графа ∆, стабилизирующие вершину 1, поэлементно стаби-

лизируют множество ∆(1) = D.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Хотя здесь можно было ограничиться указанием, что справед-
ливость утверждения предложения несложно устанавливается непосредственной проверкой,
мы приведем соответствующие аргументы.

Смежными с вершиной 1 в графе ∆ являются следующие вершины:

x1, для которой ∆(x1) ∩∆(1) = {x−1
1 , x21, x1x2};

x−1
1 , для которой ∆(x−1

1 ) ∩∆(1) = {x1, x2, x
−2
1 };

x2, для которой ∆(x2) ∩∆(1) = {x−1
1 };

x−1
2 , для которой ∆(x−1

2 ) ∩∆(1) = {x−1
2 x−1

1 };

x21, для которой ∆(x21) ∩∆(1) = {x1};

x−2
1 , для которой ∆(x−2

1 ) ∩∆(1) = {x−1
1 };

x1x2, для которой ∆(x1x2) ∩∆(1) = {x1};

x−1
2 x−1

1 , для которой ∆(x−1
2 x−1

1 ) ∩∆(1) = {x−1
2 };

x42, для которой ∆(x42) ∩∆(1) = ∅;
x−4
2 , для которой ∆(x−4

2 ) ∩∆(1) = ∅.

Отсюда следует, что каждый автоморфизм графа ∆, стабилизирующий вершину 1, остав-
ляет на месте следующие множества: {x1, x

−1
1 }, {x2, x

2
1, x

−2
1 , x1x2}(= {((∆(x1)∩∆(1))∪(∆(x−1

1 )∩
∆(1))) \ {x1, x

−1
1 }), {x42, x

−4
2 }, {x−1

2 , x−1
2 x−1

1 }.

Предположим, что некоторый автоморфизм a графа ∆ стабилизирует вершину 1, но ме-
няем местами вершины x1 и x−1

1 . Тогда a также меняет местами множества ∆(x1) ∩ ∆(1)
и ∆(x−1

1 ) ∩ ∆(1) и потому меняет местами множества {x21, x1x2} и {x2, x
−2
1 }. В частности,

a(x2) ∈ {x21, x1x2}. Но в графе ∆ имеется не проходящий через 1 путь длины 3, начинающийся
в x2 и заканчивающийся в x42, и в то же время отсутствует не проходящий через 1 путь дли-
ны 3, начинающийся в одной из вершин x21, x1x2 и заканчивающийся в одной из вершин x42, x

−4
2 ,

что противоречит a-допустимости множества {x42, x
−4
2 }. Таким образом, каждый автоморфизм

графа ∆, стабилизирующий вершину 1, оставляет на месте каждую из вершин x1, x
−1
1 , а пото-

му и каждое из множеств (∆(x1)∩∆(1))\{x−1
1 } = {x21, x1x2}, (∆(x−1

1 )∩∆(1))\{x1} = {x2, x
−2
1 }.

Итак, с учетом предыдущего каждый автоморфизм графа ∆, стабилизирующий вершину 1,
оставляет на месте следующие множества:

{x1}, {x
−1
1 }, {x2, x

−2
1 }, {x21, x1x2}, {x

4
2, x

−4
2 }, {x−1

2 , x−1
2 x−1

1 }. (2)

Далее, поскольку в графе ∆ имеется не проходящий через 1 путь длины 3, начинающийся
в x2 и заканчивающийся в x42, но отсутствует не проходящий через 1 путь длины 3, начинаю-
щийся в x−2

1 и заканчивающийся в одной из вершин x42, x
−4
2 , то с учетом (2) заключаем, что

каждый автоморфизм графа ∆, стабилизирующий вершину 1, оставляет на месте следующие
множества:

{x1}, {x
−1
1 }, {x2}, {x

−2
1 }, {x21, x1x2}, {x

4
2, x

−4
2 }, {x−1

2 , x−1
2 x−1

1 }. (3)

Таким образом, для доказательства предложения 6 остается показать, что каждый автомор-
физм графа ∆, стабилизирующий вершину 1, стабилизирует вершины x21, x1x2, x

−1
2 , x−1

2 x−1
1 ,

x42, x
−4
2 .

Поскольку в графе ∆ имеется не проходящий через 1 путь длины 2, начинающийся в x1 и
заканчивающийся в x21, но отсутствует не проходящий через 1 путь длины 2, начинающийся в
x1 и заканчивающийся в x1x2, то с учетом (3) заключаем, что каждый автоморфизм графа ∆,
стабилизирующий вершину 1, оставляет на месте каждую из вершин x21, x1x2.
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Предположим, что имеется такой стабилизирующий вершину 1 автоморфизм a графа ∆,
что a(x42) = x−4

2 . Согласно (3) при этом a стабилизирует вершину x2. Так как в графе ∆ имеется
единственный не проходящий через 1 путь длины 3, начинающийся в x2 и заканчивающийся в
x−4
2 , а именно путь (x2, x

−3
2 , x−4

2 x−1
1 , x−4

2 ), и имеется не проходящий через 1 путь (x2, x
2
2, x

3
2, x

4
2)

длины 3, начинающийся в x2 и заканчивающийся в x42, то отсюда следует, что a(x22) = x−3
2 .

Но x−3
2 ∈ ∆(x−4

2 ), а a−1(x−3
2 ) = x22 6∈ ∆(x42) = a−1(∆(x−4

2 )). Полученное противоречие означает,
что каждый автоморфизм графа ∆, стабилизирующий вершину 1, оставляет на месте каждую
из вершин x42, x

−4
2 .

Наконец, предположим, что имеется такой стабилизирующий вершину 1 автоморфизм a
графа ∆, что a(x−1

2 ) = x−1
2 x−1

1 . Как было показано, a стабилизирует вершину x−4
2 . Так как в

графе ∆ имеется единственный не проходящий через 1 путь длины 3, начинающийся в x−1
2 x−1

1

и заканчивающийся в x−4
2 , а именно путь (x−1

2 x−1
1 , x−1

2 , x−5
2 , x−4

2 ), и имеется не проходящий
через 1 путь (x−1

2 , x−2
2 , x−3

2 , x−4
2 ) длины 3, начинающийся в x−1

2 и заканчивающийся в x−4
2 ,

то отсюда следует, что a(x−2
2 ) = x−1

2 . Но x−1
2 ∈ ∆(1), а x−2

2 6∈ ∆(1). Полученное противоречие
означает, что каждый автоморфизм графа ∆, стабилизирующий вершину 1, оставляет на месте
каждую из вершин x−1

2 , x−1
2 x−1

1 .
Предложение 6 доказано.

З а м е ч а н и е 2. Указанное в предложении 6 множество D отнюдь не является исклю-
чительным. Можно привести примеры других множеств с подобными свойствами.

Предложение 7. Пусть группа G порождается множеством M = {g1, g
−1
1 , g2, g

−1
2 }, где

g21 6= 1 6= g22 и g2 6∈ {g1, g
−1
1 }, причем обхват графа ΓG,M больше 20. Положим

M1 := {g1, g
−1
1 , g2, g

−1
2 , g21 , g

−2
1 , g1g2, g

−1
2 g−1

1 , g42 , g
−4
2 }.

Тогда стабилизатор вершины графа ΓG,M1 в группе Aut(ΓG,M1) тривиален (и, следовательно,

Aut(ΓG,M1) совпадает с группой левых сдвигов на элементы из G).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть F — свободная группа со свободными порождающи-
ми x1, x2. Каждая вершина x графа Кэли ΓF,X , где X = {x1, x

−1
1 , x2, x

−1
2 }, есть значение

однозначно определенного свободно несократимого слова Wx(x1, x−1
1 , x2, x

−1
2 ) над алфави-

том X. Каждой вершине x шара радиуса 8 с центром 1 графа ΓF,X сопоставим вершину
Wx(g1, g

−1
1 , g2, g

−1
2 ) графа ΓG,M . В силу условий предложения 7 это отображение индуциру-

ет изоморфизм ϕ подграфа графа ΓF,X , порожденного шаром радиуса 8 с центром 1 гра-
фа ΓF,X , на подграф графа ΓG,M , порожденный шаром радиуса 8 с центром 1 графа ΓG,M ,
такой, что ϕ(1) = 1 и ограничение ϕ на шар радиуса 2 с центром 1 графа ΓF,D, где D =
{x1, x

−1
1 , x2, x

−1
2 , x21, x

−2
1 , x1x2, x

−1
2 x−1

1 , x42, x
−4
2 }, есть изоморфизм порожденного этим шаром

подграфа графа ΓF,D на подграф графа ΓG,M1 , порожденный шаром радиуса 2 с центром 1 гра-
фа ΓG,M1. Согласно предложению 6 отсюда следует, что каждый автоморфизм графа ΓG,M1 ,
стабилизирующий вершину 1, поэлементно стабилизирует ее окрестность M1 в графе ΓG,M1 .
Так как для связного вершинно-симметрического графа тривиальность действия стабилиза-
тора вершины в группе всех автоморфизмов графа на окрестности этой вершины влечет три-
виальность стабилизатора вершины, то предложение 7 доказано.

З а м е ч а н и е 3. Имеются также другие весьма общие способы построения связных
локально конечных графов Кэли групп с тривиальным стабилизатором вершины в группе
всех автоморфизмов графа (см., например, [12] и [11]).

3. Некоторые приложения

В [8] ставится вопрос о наличии в G изолированных бесконечных связных локально конеч-
ных вершинно-симметрических унимодулярных графов. Ответ на него содержится в следую-
щей теореме. (Напомним, см. конец разд. 1, что графы Кэли из G унимодулярны.)
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Теорема. В G имеется изолированный бесконечный граф Кэли (и, следовательно, имеет-

ся изолированный бесконечный связный локально конечный вершинно-симметрический граф

с унимодулярной группой автоморфизмов).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства теоремы достаточно указать изолирован-
ную бесконечную группу G, обладающую такой системой порождающих M = {g1, g

−1
1 , g2,

g−1
2 }, где g21 6= 1 6= g22 и g2 6∈ {g1, g

−1
1 }, что обхват графа Кэли ΓG,M больше 20. Действитель-

но, тогда согласно предложениям 7 и 4 граф Кэли ΓG,M1 , где M1 := {g1, g
−1
1 , g2, g

−1
2 , g21 , g

−2
1 ,

g1g2, g
−1
2 g−1

1 , g42 , g
−4
2 }, обладает требуемым в теореме свойством.

В качестве группы G можно взять, например, группу Р. Томпсона, имеющую обозначе-
ние F . Действительно, согласно [7, Proposition 5.14] группа F изолирована, а из [5] следует
наличие у F такой (явно указываемой в [5]) системы порождающих M = {g1, g

−1
1 , g2, g

−1
2 }, где

g21 6= 1 6= g22 и g2 6∈ {g1, g
−1
1 }, что обхват графа Кэли ΓF,M больше 20.

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 4. Для доказательстве теоремы (точнее, для нахождения такой конечной
системы порождающих X = X−1 6∋ 1 группы Р. Томпсона F , что стабилизатор вершины гра-
фа ΓF,X в группе Aut(ΓF,X) тривиален) можно вместо предложения 7 использовать теорему 1.1
из [11] (хорошо известно, что группа F не имеет кручения).

Сходным образом, используя известные результаты, можно показать, что существует

неизолированный в G граф Кэли (и, следовательно, связный локально конечный вершинно-

симметрический унимодулярный граф), который не является пределом связных вершинно-

симметрических конечных графов. Покажем, что таковым является, например, граф Кэли
ΓG,M1 группы Баумслага — Солитера G = BS(m,n) = 〈g1, g2 : g1g

m
2 g−1

1 = gn2 〉, где целые поло-
жительные взаимно простые числа m,n таковы, что n > m > 7 и m+ n > 18, построенный по
системе порождающих M1 := {g1, g

−1
1 , g2, g

−1
2 , g21 , g

−2
1 , g1g2, g

−1
2 g−1

1 , g42 , g
−4
2 }. Хорошо известно,

что G — бесконечная неразрешимая группа (причем g21 6= 1 6= g22 и g2 6∈ {g1, g
−1
1 }). При этом

второй коммутант группы G — свободная группа (см. [10]), и следовательно, ряд коммутан-
тов G(k), k = 0, 1, 2, . . ., группы G (где G(0) = G и G(k) = [G(k−1), G(k−1)] при k > 0) строго
убывает и имеет единичное пересечение. Кроме того, согласно [13, Proposition 2] обхват графа
Кэли ΓG,M , где M = {g1, g

−1
1 , g2, g

−1
2 }, равен min{m + n + 2, 2m + 6} > 20. Согласно предло-

жению 7 стабилизатор вершины графа ΓG,M1 в группе Aut(ΓG,M1) тривиален, а Aut(ΓG,M1),
следовательно, совпадает с группой левых сдвигов на элементы из G.

Для каждого i ∈ N пусть Gi := G/G(i), M1,i := {g1G
(i), g−1

1 G(i), g2G
(i), g−1

2 G(i), g21G
(i),

g−2
1 G(i), g1g2G

(i), g−1
2 g−1

1 G(i), g42G
(i), g−4

2 G(i)}. Ясно, что последовательность графов Кэли
(ΓGi,M1,i)i∈N сходится к графу Кэли ΓG,M1 . Из тривиальности стабилизатора вершины гра-
фа ΓG,M1 в группе Aut(ΓG,M1) согласно предложению 1 следует тривиальность стабилизатора
вершины графа ΓGi,M1,i в группе Aut(ΓGi,M1,i) (и совпадение Aut(ΓGi,M1,i) с группой левых
сдвигов на элементы из Gi) для всех достаточно больших i. С учетом того, что Gi 6∼= G для всех
i ∈ N (действительно, в отличие от группы G группа Gi разрешима), это влечет Aut(ΓGi,M1,i)

∼=
Gi 6∼= G ∼= Aut(ΓG,M1) для всех достаточно больших i, а потому и ΓGi,M1,i 6

∼= ΓG,M1 для всех до-
статочно больших i. Таким образом, граф ΓG,M1 является пределом отличных от него связных
вершинно-симметрических графов.

С другой стороны, предположим, что граф ΓG,M1 является пределом последовательно-
сти (Γi)i∈N связных вершинно-симметрических конечных графов. Тогда, поскольку стабили-
затор вершины графа ΓG,M1 в группе Aut(ΓG,M1) тривиален и группа G конечно определена,
из предложений 1 и 2 следует, что для всех достаточно больших i граф Γi является графом
Кэли конечной факторгруппы группы G. Но конечная факторгруппа группы G является ме-
тациклической (или циклической) группой, а обхват графа Γi для всех достаточно больших
i совпадает с обхватом графа ΓG,M1 и, следовательно, больше 20. Полученное противоречие
(см., например, [6, Theorem 7]) завершает доказательство.
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Задача маршрутизации транспорта с ограничением на грузоподъемность (Capacitated Vehicle Routing
Problem, CVRP) — одна из классических маршрутных экстремальных комбинаторных задач, обладаю-
щих большим числом приложений в области исследования операций. Оставаясь NP-трудной в сильном
смысле как в общем случае, так и на евклидовой плоскости, задача CVRP допускает квазиполиноми-
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фиксированной размерности. В то же время метрическая постановка задачи APX-полна даже в случае
произвольной фиксированной грузоподъемности q ≥ 3. В данной работе показывается, что классический
алгоритм М.Хаймовича и А.Ринноя Кана реализует полиномиальную приближенную схему PTAS и эф-
фективную полиномиальную приближенную схему (EPTAS) в произвольном метрическом пространстве
фиксированной размерности при q = o(log logn) и произвольной постоянной грузоподъемности соответ-
ственно.
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Введение

Задача маршрутизации с ограничением на грузоподъемность транспортных средств (Capa-
citated Vehicle Routing Problem, CVRP) — одна из наиболее известных экстремальных комби-
наторных задач, обладающая широким спектром приложений в области исследования опе-
раций [11; 27]. По-видимому первая постановка задачи CVRP была приведена Г.Данцигом и
Дж.Рамсером в их классической работе [9], посвященной построению экономически эффек-
тивного набора маршрутов, обеспечивающих доставку топлива с центрального терминала по
сети заправочных станций, распределенной на местности.

Как и для большинства задач комбинаторной оптимизации, результаты в области алгорит-
мического анализа задачи CVRP условно могут быть разделены на три основных направления.

Первое направление связано с редукцией исследуемой задачи к подходящей постановке
задачи целочисленной (смешанной) оптимизации и применением для поиска оптимального

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 19-07-01243 и 17-08-01385).
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решения последней одной из модификаций метода ветвей и границ (см. обзор в [27]). К со-
жалению, ввиду известной NP-трудности задачи CVRP размеры постановок, поддающихся
эффективному решению в рамках данного подхода, остаются достаточно скромными, несмот-
ря на стремительные темпы развития вычислительной техники и очевидные успехи последних
лет [22–24] в области совершенствования алгоритмов.

Второе направление связано с применением специализированных эвристик и метаэвристик,
среди которых: методы локального поиска [3], переменных окрестностей (VNS) [25], поиска с
запретами [26], генетические [28] и биоинспирированные алгоритмы [20], а также их комби-
нации [19]. Методы этой группы зачастую демонстрируют потрясающую производительность,
позволяя эффективно находить близкие к оптимальным или даже точные решения для поста-
новок CVRP чрезвычайно большого размера. Тем не менее отсутствие теоретически обосно-
ванных оценок точности и трудоемкости влечет дополнительные трудозатраты, связанные с
численным оцениванием производительности (и возможной донастройкой параметров) алго-
ритмов при переходе к каждому новому классу постановок. Кроме того, нередко необходимые
для этого тестовые наборы данных не могут быть предоставлены заказчиком, например, из
соображений безопасности.

Последнее подтверждает актуальность развития третьего направления, связанного с ап-
проксимируемостью задачи в классе эффективных алгоритмов с гарантированными оценками.
Являясь обобщением классической задачи коммивояжера, задача CVRP NP-трудна в силь-
ном смысле и сохраняет труднорешаемость (при условии, что грузоподъемность является ча-
стью входа) даже на евклидовой плоскости [21]. Метрическая постановка задачи APX-полна2

[5;12], более того, CVRP APX-трудна даже при произвольной фиксированной грузоподъемно-
сти q ≥ 3 и метрики со значениями 0, 1 и 2.

Наибольших успехов в области аппроксимируемости задачи CVRP удалось достичь в ко-
нечномерных числовых пространствах. Известные результаты в этой области восходят к клас-
сическим работам М.Хаймовича, А.Ринноя Кана [12] и С.Ароры [4]. Так, в статье [12] пред-
ложена первая полиномиальная приближенная схема (PTAS) для планарной задачи CVRP
при q = o(log log n), которую впоследствии удалось распространить на случаи более слабых
верхних оценок грузоподъемности (см., например, [5; 16]), произвольной фиксированной раз-
мерности [17;18], дополнительных ограничений на временные промежутки обслуживания [14] и
неоднородность спроса [15]. Результат работы [4] — PTAS для евклидовой задачи коммивояже-
ра — лег в основу полиномиальной приближенной схемы [2], находящей (1+ ε)-приближенное

решение для задачи CVRP на плоскости при рекордно слабой верхней оценке q ≤ 2log
δ(ε) n,

и квазиполиномиальной приближенной схемы (QPTAS) [10] для наиболее общей постановки
планарной CVRP в условиях отсутствия каких-либо дополнительных ограничений на грузо-
подъемность.

Таким образом, известные классы эффективно аппроксимируемых случаев задачи CVRP
за редким исключением, быть может, случаев описанных в работе [8], исчерпываются сугу-
бо геометрическими постановками задачи. В то же время, как показано в недавней работе
Я.Бартала и коллег [7], близкая к CVRP задача коммивояжера обладает PTAS в существен-
но более общем случае — в произвольном метрическом пространстве конечной размерности
удвоения (doubling dimension).

По-видимому, в данной работе впервые удалось получить аналогичный результат для за-
дачи CVRP.

Мы показываем, что в классе постановок CVRP, задаваемых метрикой размерности удво-
ения d > 2 такой, что расстояние ρ(x, y) от произвольного потребителя x до склада y удовле-
творяет соотношению a ≤ ρ(x, y) ≤ b для наперед заданных вещественных чисел 0 < a < b,
приближенный алгоритм Хаймовича — Ринноя Кана сохраняет свойства, обоснованные ранее
в классической работе [12] для случая евклидовой плоскости. А именно:

2Т. е. задача аппроксимируема в классе полиномиальных приближенных алгоритмов с фиксирован-
ной точностью, и построение для нее полиномиальной приближенной схемы влечет P = NP .
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1) реализует полиномиальную приближенную схему (PTAS) при условии q = o(log log n),
2) является эффективной полиномиальной приближенной схемой (EPTAS) при произвольной
фиксированной грузоподъемности q.

1. Постановка задачи

Содержательная постановка задачи CVRP задается множеством потребителей X, обла-
дающих идентичным объемом спроса на однородную продукцию (без ограничения общности
полагаемым единичным), складом y, хранящим неограниченный запас этой продукции, и шта-
том одинаковых транспортных средств, обладающих заданной грузоподъемностью q. Задача
состоит в построении набора циклических маршрутов, начинающихся и завершающихся на
складе, удовлетворяющих совокупный потребительский спрос и доставляющих минимальные
транспортные издержки.

В свою очередь математическая постановка задачи может быть сформулирована следу-
ющим образом. Пусть заданы полный взвешенный граф G = (X ∪ {y}, E,w) и натураль-
ное число q. Симметричная весовая функция w : E → R+ произвольной паре узлов {u, v} ⊂

X ∪ {y} сопоставляет транспортные издержки w(u, v). Допустимым маршрутом называет-
ся произвольный простой цикл R = y, xi1 , . . . , xis , y в графе G, удовлетворяющий ограниче-
нию на грузоподъемность s ≤ q. Как обычно, стоимостью маршрута R называем величину
w(R) = w(y, xi1) + w(xi1 , xi2) + · · · + w(xis−1 , xis) + w(xis , y). Задача CVRP состоит в построе-
нии множества допустимых маршрутов S = {R1, . . . , Rl} минимальной суммарной стоимости
w(S) =

∑l
j=1w(Rj), удовлетворяющих совокупный потребительский спрос.

Если весовая функция w удовлетворяет неравенству треугольника, т. е. для произвольного
подмножества {v1, v2, v3} ⊂ X ∪ {y} справедливо соотношение w(v1, v2) ≤ w(v1, v3) +w(v3, v2),
то величину w(u, v) принято называть расстоянием между точками u и v, стоимость w(R)
произвольного маршрута R — его длиной, а саму задачу — метрической.

В данной работе мы ограничимся рассмотрением исключительно метрических постановок
задачи CVRP. Более того, задавшись произвольным натуральным числом d > 2 и веществен-
ными числами 0 < a < b, мы потребуем, чтобы каждая рассматриваемая постановка задачи
обладала следующими свойствами.

С в о й с т в о 1. Пара (Z, ρ), в которой Z = X ∪ {y} и ρ|E ≡ w, задает метрическое
пространство фиксированной размерности удвоения d > 2.

С в о й с т в о 2. Расстояние ρ(x, y) от произвольного потребителя x ∈ X до склада y
удовлетворяет двустороннему ограничению a ≤ ρ(x, y) ≤ b.

По традиции всюду ниже мы будем использовать обозначения CVRP∗(X) и TSP∗(X) для
оптимальных значений постановок задач маршрутизации и коммивояжера, задаваемых мно-
жеством потребителей X.

2. Метрические пространства фиксированной размерности удвоения

Нам потребуется несколько определений и вспомогательных результатов, полученных в
теории конечных метрических пространств (см., например, [1]).

О п р е д е л е н и е 1. Метрическое пространство (Z, ρ) имеет размерность удвоения d,
если для произвольных z0 ∈ Z и R > 0 найдутся число M ≤ 2d и точки z1, . . . , zM ∈ Z такие,
что метрический шар

B(z0, R) = {z ∈ Z : ρ(z0, z) ≤ R} ⊂

M⋃

j=1

B(zj , R/2).

Нас будут интересовать инъективные отображения (вложения) f заданного метрического
пространства (Z, ρ) в конечномерные линейные нормированные пространства.
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О п р е д е л е н и е 2. Конечное метрическое пространство (Z, ρ), |Z| = n вкладывается
в пространство lDp с искажением L, если существует билипшицево вложение f : Z → lDp , для
которого соотношение

ρ(z1, z2) ≤ ‖f(z1)− f(z2)‖p ≤ L · ρ(z1, z2)

выполнено для произвольных z1, z2 ∈ Z.

Как правило, размерность D результирующего пространства и константа Липшица L зави-
сят от мощности исходного пространства (Z, ρ). Однако для метрических пространств (Z, ρα),
получаемых из пространств фиксированной размерности удвоения (Z, ρ) путем возведения
метрики ρ в произвольную степень α ∈ (0, 1), справедлива известная теорема П.Ассуада [6],
гарантирующая вложение таких пространств с константным искажением в пространства фик-
сированной размерности. Для дальнейших рассуждений нам потребуется более современная
версия этого результата [1, теорема 17].

Лемма 1. Пусть (Z, ρ) — произвольное метрическое пространство размерности удво-

ения d, p > 1, 0 < α < 1, θ > 0 и 2192/θ ≤ k ≤ d. Cуществует билипшицево вложение

f : Z → lDp такое, что

L = O
(
k1+θ2d/(pk)/(1− α)

)
и D = O

(d2d/k
αθ

(
1−

log(1− α)

log k

))
.

В частности, для используемых нами конкретных значений параметров p = 2, α = 1/2,
θ = 192/ log log d и k = d лемма 1 гарантирует существование вложения f : (Z, ρ) → lD2 с
константой Липшица L = poly(d) в пространство размерности D = O(d log log d).

3. Схема Хаймовича — Ринноя Кана

В классической статье М.Хаймовича и А.Ринноя Кана [12] предложен приведенный ниже
приближенный алгоритм для метрической задачи CVRP и показано, что он реализует поли-
номиальную приближенную схему (PTAS) для постановок задачи на евклидовой плоскости,
удовлетворяющих соотношению q = o(log log n).

Алгоритм основан на разбиении множества X на два непересекающихся подмножества Xout

и Xin внешних и внутренних потребителей соответственно. Принципиальный момент, на кото-
ром базируется обоснование полиномиальности данной схемы, состоит в том, что для поиска
(1+ε)-приближенного решения исходной задачи можно ограничиться разбиениями, в которых
|Xout| не зависит от n, что позволяет применять для поиска решения соответствующей “внеш-
ней” подзадачи точные алгоритмы экспоненциальной трудоемкости. В свою очередь прибли-
женное решение “внутренней” подзадачи, задаваемой подмножеством Xin, может быть найдено
существенно более грубым, но высокопроизводительным приближенным методом итерирован-
ного разбиения маршрута (ITP) [12], принимающим на вход произвольное β-приближенное
решение вспомогательной метрической задачи коммивояжера.

А л г о р и т м Хаймовича — Ринноя Кана

1. Упорядочить множество потребителей X по убыванию расстояния ri = ρ(xi, y) от склада.

2. Для заданного ε > 0 найти наименьшее значение k̃ = k̃(ε, q, β), для которого относитель-
ная погрешность алгоритма удовлетворяет соотношению

e(k̃) =
CVRP∗(Xout) + ITP(Xin)− CVRP∗(X)

CVRP∗(X)
≤ ε.

Здесь Xout = {x1, . . . , xk̃−1}, Xin = X \ Xout и ITP(Xin) — верхняя оценка стоимости
приближенного решения, возвращаемого алгоритмом ITP.
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3. Для поиска точного решения SDP “внешней” подзадачи и приближенного решения SITP

“внутренней” применить схему динамического программирования Хорна [13] и алгоритм
ITP соответственно.

4. Выдать приближенное решение исходной задачи в виде S = SDP ∪ SITP.

4. Основной результат

В этом разделе мы покажем, что результат Хаймовича — Ринноя Кана справедлив для
гораздо более широкого (чем евклидова плоскость) класса постановок CVRP.

Теорема. (1 + ε)-приближенное решение произвольной метрической постановки задачи

CVRP, обладающей свойствами 1 и 2, может быть получено для произвольного ε > 0 за

время

O
(
qk32k

)
+TIME(TSP, β, n) +O(n2),

где

k = k(ε, q, β,D, a) = O
((q

ε

)D (4
√
2βD(1+3/D)/2 L

√
a

)D
+

βD22DL

2
√
a

) (
exp

(q
ε

))2
,

TIME(TSP, β, n) — время решения вспомогательной задачи коммивояжера, D = O(d log log d)
и L = poly(d).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы следует из приведенных ниже известных лемм (см., на-
пример, [5; 12]).

Лемма 2. Cтоимость w(SITP) приближенного решения, получаемого методом ITP для

произвольной (необязательно метрической) постановки CVRP, удовлетворяет соотноше-

нию

ITP(X) = w (SITP ) ≤ 2

⌈
n

q

⌉
n∑

i=1
ri

n
+ (1− 1/q) TSP∗(X).

Лемма 3. Стоимость оптимального решения CVRP∗(X) произвольной метрической по-

становки задачи CVRP допускает нижнюю оценку

CVRP∗(X) ≥ max
{
TSP∗(X ∪ {y}), 2r1,

2

q

n∑

i=1

ri

}
.

Следующая лемма устанавливает верхнюю оценку неустранимой погрешности, возникаю-
щей на шаге 2 схемы Хаймовича — Ринноя Кана при декомпозиции исходной постановки.

Лемма 4. Для произвольного 1 ≤ k ≤ n и разбиения множества потребителей X про-

извольной метрической постановки CVRP на подмножества Xin и Xout справедливо соот-

ношение

CVRP∗(Xin) + CVRP∗(Xout) ≤ CVRP∗(X) + 4(k − 1)rk.

Последняя лемма из ранее доказанных устанавливает верхнюю оценку для веса оптималь-
ного решения задачи коммивояжера на множестве потребителей X ∈ lD2 . Впервые данный
технический результат был представлен в работе [17, лемма 5].

Лемма 5. Пусть X ⊂ B(0, R) = {x ∈ lD2 : ‖x‖2 ≤ R}. Для длины TSP∗(X) оптимального

маршрута коммивояжера справедлива верхняя оценка

TSP∗(X) ≤ CD R+ C∗
D R1/D

( n∑

i=1

ri

)1−1/D
, (1)

где CD = D2 2D+1 и C∗
D = 4

√
2D(1+3/D)/2.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Рассмотрим метрическое пространство S = (SD−1, dist), зада-
ваемое на поверхности единичной сферы SD−1 пространства lD2 угловым расстоянием
dist(ξ1, ξ2) = arccos(ξ1, ξ2). Проверим, что пространство S содержит конечное δ-плотное под-
множество для произвольного достаточно малого δ > 0. В самом деле, поместим сферу SD−1

в D-мерный гиперкуб со стороной 2. Задавшись произвольным h ∈ (0, 2], разобьем каждое

одномерное ребро гиперкуба на

⌈
2

h

⌉
ячеек, каждая из которых, за исключением, может быть,

одной, имеет длину h. В свою очередь каждая фасета гиперкуба будет содержать

⌈
2

h

⌉D−1

ячеек размерности D − 1, а общее число ячеек на его поверхности составит

2D ⌈2/h⌉D−1 ≤ 2D(1 + 2/h)D−1 = 2DDh1−D(1 + h/2)D−1 ≤ C̃D h1−D,

где 2C̃D = D 4D.

Легко убедиться в том, что множество S ′
h, состоящее из проекций геометрических центров

построенных ячеек на поверхность сферы SD−1, является искомым δ-плотным подмножеством
S при δ = h

√
D − 1/2, мощность которого не превосходит C̃D h1−D.

2. Для получения искомой верхней оценки TSP∗(X) сделаем следующее:
— через каждую точку ξj ∈ S ′

h проведем радиус шара B(0, R), содержащего множество X;
— произвольную точку xi ∈ X соединим перпендикуляром с ближайшим к ней радиусом;
— построим замкнутый маршрут, проходящий по каждому из построенных радиусов от начала
координат до поверхности шара B(0, R), посещая при необходимости присоединенные к нему
точки xi.

Легко видеть, что длина построенного маршрута не превосходит величины

W (h) = 2C̃Dh
1−DR+ h

√
D − 1

n∑

i=1

ri,

и, следовательно,

TSP∗(X) ≤ min{W (h) : 0 < h ≤ 2}. (2)

В силу выпуклости функции W = W (h) оптимум в задаче (2) достигается либо в стационарной
точке

h∗ =

(
2C̃DR

√
D − 1

n∑
i=1

ri

)1/D

, (3)

в которой

W ′(h) = 2C̃D(1−D)Rh−D +
√
D − 1

n∑

i=1

ri = 0,

либо при h∗ ≥ 2 на правой границе интервала.

Рассмотрим каждый из случаев в отдельности. Пусть h∗ < 2, тогда

TSP∗ ≤ W (h∗) = 2C̃DR

(
2C̃DR

√
D − 1

n∑
i=1

ri

) 1−D

D

+

(
2C̃DR

√
D − 1

n∑
i=1

ri

)1/D
√
D − 1

n∑

i=1

ri

= (2C̃D)
1/D
(
(D − 1)

1−D

2D + (D − 1)
D+1
2D

)
R1/D

( n∑

i=1

ri

)1−1/D
≤ C∗

DR
1/D
( n∑

i=1

ri

)1−1/D
, (4)

где 4D1/D
(
(D − 1)

1−D

2D + (D − 1)
D+1
2D

)
≤ C∗

D = 4
√
2D(1+3/D)/2 при произвольном D > 1.
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Если h∗ ≥ 2, то из соотношения (3) имеем
n∑

i=1
ri ≤ 21−DC̃DR

√
D − 1, откуда

TSP∗ ≤ W (2) = 2C̃D2
1−DR+ 2

√
D − 1

n∑

i=1

ri

≤ 22−DC̃DR+ 22−D(D − 1)C̃DR = 21−D D222D R = D22D+1 ·R. (5)

Полагая CD = D22D+1 и суммируя оценки (4) и (5), завершаем обоснование неравенства (1).
Лемма доказана.

Рассмотрим теперь произвольную метрическую постановку задачи CVRP, обладающую
свойствами 1 и 2. Зададимся произвольным непустым подмножеством X ′ = X ∩ B(y,R) мно-
жества потребителей, определим R = max{ri : xi ∈ X ′} и получим верхнюю оценку длины
TSP∗(X ′) оптимального маршрута коммивояжера в терминах расстояний от потребителей до
складов, подобную оценке (1). Без ограничения общности полагаем b ≤ 1/2.

Пусть f : Z → lD2 — вложение пространства (Z, ρ1/2) в конечномерное евклидово простран-
ство, соответствующее конкретным значениям параметров p = 2, α = 1/2, θ = 192/ log log d и
k = d, удовлетворяющее соотношению

ρ1/2(z1, z2) ≤ ‖f(z1)− f(z2)‖2 ≤ Lρ1/2(z1, z2). (6)

Существование вложения f гарантируется леммой 1 для размерности D = O(d log log d) и
L = poly(d). По построению неравенство

ρ(z1, z2) ≤ ρ1/2(z1, z2) ≤ 1 (7)

верно для произвольной пары {z1, z2} из подмножества Z ′ = X ′ ∪ {y}.
Обозначим длину оптимальных маршрутов коммивояжера на множестве X ′ в исходной

метрике ρ, метрике ρ1/2 и на множестве f(X ′) ⊂ lD2 в метрике, порождаемой евклидовой
нормой через TSP∗

ρ(X
′), TSP∗

ρ1/2
(X ′) и TSP∗

lD2
(X ′) соответственно.

Лемма 6. Справедлива следующая оценка:

TSP∗
ρ(X

′) ≤ TSP∗
ρ1/2

(X ′) ≤ TSP∗
lD2
(X ′) ≤

CDL
√
a

R+
C∗
DL√
a

R1/D
( ∑

xi∈X′

ri

)1−1/D
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Неравенства TSP∗
ρ(X

′) ≤ TSP∗
ρ1/2

(X ′) ≤ TSP∗
lD2
(X ′) следуют

непосредственно из соотношений (6) и (7). В самом деле, обоснуем, например, первое из них.
Пусть T — оптимальный маршрут коммивояжера в метрике ρ1/2. Неравенство (7) влечет со-
отношение wρ(T ) ≤ wρ1/2(T ) для весов маршрута T в исходной метрике и метрике ρ1/2 соот-
ветственно. Следовательно,

TSP∗
ρ(X

′) ≤ wρ(T ) ≤ wρ1/2(T ) = TSP∗
ρ1/2

(X ′).

Далее, по лемме 5

TSP∗
lD2
(X ′) ≤ CD R̃+ C∗

D R̃1/D
( ∑

xi∈X′

r̃i

)1−1/D
, (8)

где r̃i = ‖f(xi) − f(y)‖2 и R̃ = max{r̃i : xi ∈ X ′}. Поскольку рассматриваемая постановка
обладает свойством 2, для каждого xi ∈ X ′ имеем

√
ri ≤ ri/

√
a, и, следовательно, в силу (6)

r̃i ≤ L
√
ri ≤ L/

√
a ri. Применяя это соображение к соотношению (8) и учитывая доказанное

выше, получаем искомую оценку.
Лемма доказана.

Далее оценим относительную погрешность e(k) исследуемой схемы.
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Лемма 7. Для любого k < n относительная погрешность e(k) может быть оценена

следующим образом:

e(k) ≤ q
(
2k + 1 +

βCDL

2
√
a

) rk
n∑

i=1
ri

+
qβC∗

DL

2
√
a

(
rk
n∑

i=1
ri

)1/D

,

где β — точность решения вспомогательной задачи коммивояжера.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению для рассматриваемой схемы e(k) имеет вид

e(k) =
CVRP∗(Xout) + ITP(Xin)− CVRP∗(X)

CVRP∗(X)
.

Добавим и вычтем в числителе величину CVRP∗(Xin):

e(k) =
CVRP∗(Xout) + ITP(Xin)− CVRP∗(X) + CVRP∗(Xin)− CVRP∗(Xin)

CVRP∗(X)
.

Воспользовавшись леммами 2–6, получаем цепочку неравенств

e(k) ≤

4(k − 1)rk +
2

q

n∑
i=k

ri + βTSP∗(Xin) + 2rk −
2

q

n∑
i=k

ri

2

q

n∑
i=1

ri

≤

4krk + β
(
CDLrk√

a
+

C∗

D
Lr

1/D
k√
a

( n∑
i=k

ri

)1−1/D)
+ 2rk

2

q

n∑
i=1

ri

≤ q
(
2k + 1 +

βCDL

2
√
a

) rk
n∑

i=1
ri

+
qβC∗

DL

2
√
a

(
rk
n∑

i=1
ri

)1/D

.

Лемма доказана.

Доказательство существования для произвольного заданного ε > 0 номера k = k(ε), обес-
печивающего верхнюю оценку относительно погрешности e(k) < ε, основано на следующей
технической лемме.

Лемма 8. Пусть для некоторых чисел A,B,C > 0 и D > 1 система

sDk +
2B

2k +A
sk −

C

2k +A
≥ 0 (1 ≤ k ≤ k̃) (9)

обладает решением s1, s2, . . . , sk̃, для которого
k̃∑

k=1

sDk ≤ 1. Тогда

k̃ ≤
(( C

4B

)−D
+A+ 1

)
exp
( 2

C

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, зададимся произвольным решением s1, s2, . . . , sk̃

системы (9), удовлетворяющим соотношению
k̃∑

k=1

sDk ≤ 1. Для произвольного 1 ≤ k ≤ k̃ возмо-

жен один из двух вариантов

sDk ≤
C/2

2k +A
и sDk >

C/2

2k +A
.
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Пусть K ⊂ {1, . . . , k̃} — подмножество номеров неравенств, для которых справедлива первая
альтернатива. Для каждого k ∈ K из соответствующего неравенства системы (9) имеем

2B

2k +A
sk ≥

C/2

2k +A
,

т. е. sDk ≥
C

4B
. Таким образом,

1 ≥

k̃∑

k=1

sDk =
∑

k∈K

sDk +
∑

k 6∈K

sDk ≥
( C

4B

)D
|K|+

C

2

∑

k 6∈K

1

2k +A
≥
( C

4B

)D
|K|+

C

2

k̃∑

k=|K|+1

1

2k +A
,

где справедливость последнего неравенства следует из монотонности функции 1/(2k + A).
Поскольку для произвольного |K| < k̃

( C

4B

)D
|K|+

k̃∫

|K|+1

Cdx

2(x+A)
=
( C

4B

)D
|K|+

C

2
ln
( k̃ +A

|K|+ 1 +A

)
,

то

1 ≥ max
{C
2
ln
( k̃ +A

|K|+ 1 +A

)
,
( C

4B

)D
|K|
}
,

откуда

k̃ ≤ (|K|+ 1 +A) exp
( 2

C

)
=
(( C

4B

)−D
+A+ 1

)
exp
( 2

C

)
.

Лемма доказана.

Следующая лемма, устанавливающая точность алгоритма Хаймовича — Ринноя Кана, яв-
ляется непосредственным следствием леммы 8.

Лемма 9. Для произвольных значений параметров ε > 0, β ≥ 1, D > 2, q > 1 существу-

ет значение

k̃ = k̃(ε, q, β,D, a) = O
((q

ε

)D(4
√
2βD(1+3/D)/2L

√
a

)D
+

βD22DL

2
√
a

)(
exp
(q
ε

))2

такое, что условие

e(k) ≤ q
(
2k + 1 +

βCDL

2
√
a

) rk
n∑

i=1
ri

+
qβC∗

DL

2
√
a

(
rk
n∑

i=1
ri

)1/D

< ε

выполнено по крайней мере для одного значения k из интервала 1 ≤ k ≤ k̃.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, достаточно положить

sk =

(
rk
n∑

i=1
ri

)1/D

, A = 1 +
βD22DL

2
√
a

, B =
β
√
2D(1+3/D)/2L

√
a

, C =
ε

q
,

после чего применить утверждение леммы 8.

Лемма доказана.
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Для завершения д о к а з а т е л ь с т в а теоремы оценим трудоемкость схемы Хаймо-
вича — Ринноя Кана. В самом деле, трудоемкость поиска оптимального решения “внешней”
подзадачи для подмножества потребителей Xout посредством схемы динамического програм-
мирования Хорна [13] не превосходит O(qk̃32k̃), где верхняя оценка k̃ приведена в лемме 9.
Трудоемкость приближенного решения “внутренней” подзадачи определяется трудоемкостью
TIME(TSP, β, n) β-приближенного алгоритма для вспомогательной метрической задачи ком-
мивояжера3. Учитывая известную верхнюю оценку O(n2) времени работы алгоритма ITP,
получаем суммарную общую оценку

O(qk̃32k̃) + TIME(TSP, β, n) +O(n2)

трудоемкости исследуемой схемы, чем завершаем доказательство теоремы.

Следствие. Алгоритм Хаймовича — Ринноя Кана в классе метрических постановок

CVRP, обладающих свойствами 1 и 2, реализует полиномиально приближенную схему (PTAS)
при q = o(log log n) и эффективную полиномиально приближенную схему (EPTAS) для про-

извольного фиксированного значения q.

5. Заключение

В данной работе впервые показано, что семейство постановок задачи CVRP, аппроксими-
руемых за полиномиальное время с любой заданной точностью, не ограничено постановками,
заданными в конечномерных числовых пространствах. В частности, доказано, что классиче-
ский алгоритм М.Хаймовича и А.Ринноя Кана сохраняет аппроксимационные свойства, обос-
нованные ранее для конечномерных евклидовых пространств, в пространствах существенно
более общей природы — метрических пространствах с фиксированной размерностью удвое-
ния. Как следует из результатов статьи, данный алгоритм реализует полиномиальную при-
ближенную схему (PTAS) при условии отделимости потребителей от склада и ограничении
на грузоподъемность q = o(log log n) и является эффективной полиномиальной приближен-
ной схемой (EPTAS) при произвольном фиксированном q. Отметим, что процедура поиска
(1 + ε)-приближенного решения задачи CVRP реализуется исследуемым в работе алгоритмом
непосредственно в исходном метрическом пространстве. Техника билипшицевого вложения
метрического пространства в пространство lD2 подходящей размерности используется в до-
казательстве теоремы исключительно при обосновании точности приближения. Из вопросов,
оставшихся на данный момент открытыми, отметим возможность распространения результата
А.Дас и К.Матье [10] об аппроксимируемости CVRP без ограничения роста грузоподъемно-
сти в классе квазиполиномиальных приближенных схем (QPTAS) на семейство метрических
постановок в пространствах ограниченной размерности удвоения.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 25 № 4 2019

УДК 512.54+519.17

НЕКОТОРЫЕ ШУРОВЫ СХЕМЫ ОТНОШЕНИЙ,

СВЯЗАННЫЕ С ГРУППАМИ СУДЗУКИ И РИ

Л. Ю.Циовкина

Схемой отношений называется пара (Ω,R), состоящая из конечного множества Ω и множества R =
{R0, R1 . . . , Rs} бинарных отношений на Ω, удовлетворяющего следующим условиям: (1) R — разбие-
ние множества Ω2; (2) {(x, x) | x ∈ Ω} ∈ R; (3) Rt

T = {(y, x) | (x, y) ∈ Rt} ∈ R для всех 0 ≤ t ≤ s;
(4) для всех 0 ≤ i, j, t ≤ s существуют константы ct

ij
(называемые числами пересечений схемы) такие, что

ct
ij

= |{z ∈ Ω|(x, z) ∈ Ri и (z, y) ∈ Rj}| для любой пары (x, y) ∈ Rt. Схема отношений (Ω,R) называется
шуровой, если для некоторой группы подстановок на Ω ее набор орбиталов на Ω совпадает с R. Данная
работа посвящена исследованию шуровых схем отношений, связанных с группами Судзуки Sz(q) и Ри
2G2(q), где q > 3, для которых графы ряда базисных отношений являются антиподальными дистанционно
регулярными графами диаметра 3. Пусть G — одна из указанных групп, r = (q−1)2′ , B — подгруппа Боре-
ля группы G, U — унипотентная подгруппа группы G, содержащаяся в B, K — подгруппа из B индекса r,
g — инволюция из G−B и f — элемент из B∩Bg порядка r. Пусть Ω — множество правых смежных классов
группы G по подгруппе K, hi = f i и hr+i = gf i для всех i ∈ {0, . . . , r− 1}. Обозначим через R множество
{R0, R1, . . . , R2r−1} бинарных отношений на Ω, определенных для каждого t ∈ {0, 1, . . . , 2r− 1} по прави-
лу: (Kx,Ky) ∈ Rt тогда и только тогда, когда элемент xy−1 содержится в двойном смежном классе KhtK.
В работе доказано, что X = (Ω,R) — шурова схема отношений, множество базисных отношений которой
совпадает с набором орбиталов G на Ω, и установлено, что число пересечений ct

ij
, где 0 ≤ i, j, t ≤ 2r − 1,

схемы X равно |U | при t ≤ r−1, i, j ≥ r и j− i ≡ t (mod r); (|U |−1)/r — при i, j, t ≥ r; 1 — в случаях, если
t ≤ r − 1, i, j ≤ r − 1 и i+ j ≡ t (mod r), или i ≤ r − 1, t, j ≥ r и j − i ≡ t (mod r), или t, i ≥ r, j ≤ r − 1 и
i+ j ≡ t (mod r); 0 — в остальных случаях; здесь |U | = q2 при G = Sz(q) и |U | = q3 при G = 2G2(q). Как
следствие, найдены структурные параметры mht

(hi, hj) = |{Kx ∈ Ω| Kx ⊆ Kh−1
i

Kht ∩ KhjK}| алгебры
Гекке C(K\G/K) группы G относительно K. А именно, показано, что mht

(hi, hj) — это в точности число
пересечений ct

ij
схемы X для всех 0 ≤ i, j, t ≤ 2r− 1. По построению граф базисного отношения Rt с t ≥ r

схемы X эквивалентен графу Γ(G,K,KhtK) смежных классов группы G относительно подгруппы K и
элемента ht, и, как известно, является антиподальным дистанционно регулярным графом диаметра 3 с
массивом пересечений {|U |, (|U | − 1)(r − 1)/r, 1; 1, (|U | − 1)/r, |U |}. Последний факт доказан в более ран-
ней статье автора, где был предложен метод исследования графов Γ(G,K,KhtK), основанный на анализе
взаимного распределения окрестностей их вершин. В настоящей работе приведено доказательство дистан-
ционной регулярности этих графов как следствие из найденных свойств схемы X .

Ключевые слова: шурова схема отношений, дистанционно регулярный граф, антиподальный граф.

L.Yu. Tsiovkina. Some Schurian association schemes related to Suzuki and Ree groups.

An association scheme is a pair (Ω,R) consisting of a finite set Ω and a set R = {R0, R1 . . . , Rs} of binary
relations on Ω satisfying the following conditions: (1) R is a partition of the set Ω2; (2) {(x, x) | x ∈ Ω} ∈ R;
(3) Rt

T = {(y, x) | (x, y) ∈ Rt} ∈ R for all 0 ≤ t ≤ s; (4) for all 0 ≤ i, j, t ≤ s, there exist constants ct
ij

(called the intersection numbers of the scheme) such that ct
ij

= |{z ∈ Ω|(x, z) ∈ Ri, (z, y) ∈ Rj}| for any pair

(x, y) ∈ Rt. An association scheme (Ω,R) is called Schurian if, for some permutation group on Ω, the set of
orbitals of this group on Ω coincides with R. This work is devoted to the study of Schurian association schemes
related to Suzuki groups Sz(q) and Ree groups 2G2(q) with q > 3 for which some graphs of their basic relations
are antipodal distance-regular graphs of diameter 3. Assume that G is one of the mentioned groups, r = (q−1)2′ ,
B is a Borel subgroup of G, U is a unipotent subgroup of G contained in B, K is a subgroup of B with index r,
g is an involution in G−B, and f is an element of order r in B∩Bg . Let Ω be the set of the right K-cosets of G,
and put hi = f i and hr+i = gf i for all i ∈ {0, . . . , r − 1}. Denote by R the set {R0, R1, . . . , R2r−1} of binary
relations on Ω defined for each t ∈ {0, 1, . . . , 2r−1} by the rule: (Kx,Ky) ∈ Rt if and only if xy−1 is contained in
the double coset KhtK. We prove that X = (Ω,R) is a Schurian association scheme and its set of basic relations
coincides with the set of orbitals of G on Ω. We find that the intersection number ct

ij
, where 0 ≤ i, j, t ≤ 2r− 1,

of the scheme X is |U | if t ≤ r− 1, i, j ≥ r, and j − i ≡ t (mod r); (|U | − 1)/r if i, j, t ≥ r; 1 if either t ≤ r− 1,
i, j ≤ r−1, and i+j ≡ t (mod r), or i ≤ r−1, t, j ≥ r, and j− i ≡ t (mod r), or t, i ≥ r, j ≤ r−1, and i+j ≡ t
(mod r); and 0 in the remaining cases, where |U | = q2 if G = Sz(q) and |U | = q3 if G = 2G2(q). As a corollary,
we find the structural parameters mht

(hi, hj) = |{Kx ∈ Ω| Kx ⊆ Kh−1
i

Kht ∩ KhjK}| of the Hecke algebra
C(K\G/K) of G with respect to K. Namely, we show that mht

(hi, hj) is exactly the intersection number ct
ij

of the scheme X for all 0 ≤ i, j, t ≤ 2r − 1. By definition, the graph of the basic relation Rt with t ≥ r of X is
equivalent to the coset graph Γ(G,K,KhtK) of G with respect to K and the element ht and, as is known, is an
antipodal distance-regular graph of diameter 3 with intersection array {|U |, (|U |−1)(r−1)/r, 1; 1, (|U |−1)/r, |U |}.
The latter fact was proved in the author’s earlier paper, where we proposed a technique for studying
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the graphs Γ(G,K,KhtK); the technique is based on analyzing the mutual distribution of the neighborhoods
of vertices. In the present work, we prove the distance regularity of these graphs as a corollary of the properties
of the scheme X .

Keywords: Schurian association scheme, distance-regular graph, antipodal graph.
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Введение

Приведем некоторые основные определения и обозначения, используемые в настоящей
статье. Как обычно, декартов квадрат множества Ω обозначается через Ω2. Когерентной

конфигурацией называется пара (Ω,R), состоящая из конечного множества Ω и множества
R = {R0, R1 . . . , Rs} бинарных отношений на Ω, удовлетворяющего следующим четырем усло-
виям:

(1) R — разбиение множества Ω2;

(2) в R существует подмножество R0, являющееся разбиением диагонали {(x, x) | x ∈ Ω};

(3) Rt
T = {(y, x) | (x, y) ∈ Rt} ∈ R для всех 0 ≤ t ≤ s;

(4) для всех 0 ≤ i, j, t ≤ s существуют константы ctij (называемые числами пересечений

когерентной конфигурации) такие, что для любой пары (x, y) ∈ Rt число точек z ∈ Ω таких,
что (x, z) ∈ Ri и (z, y) ∈ Rj , равно ctij .

Пусть X = (Ω,R) — когерентная конфигурация. Ее базисными отношениями называются
элементы множества R. Множество всех подстановок на Ω, оставляющих инвариантным каж-
дое из базисных отношений когерентной конфигурации X , образует ее группу автоморфизмов

и обозначается через Aut(X ). Графом базисного отношения Rt ∈ R называется пара (Ω, Rt),
обозначаемая также через Γ(Rt), при этом Ω — множество вершин, а Rt — множество ребер

графа Γ(Rt). Если Rt = Rt
T ∈ R, то можно считать, что Γ(Rt) — неориентированный граф

(возможно, содержащий петли). Если {(x, x) | x ∈ Ω} ∈ R, то когерентная конфигурация X

называется однородной. Следуя [1], однородные когерентные конфигурации будем называть
схемами отношений или просто схемами. Если Y — группа подстановок на Ω и Orb2(Y ) —
множество орбиталов группы Y на Ω (т. е. Y -орбит на Ω2), то X = (Ω,Orb2(Y )) является ко-
герентной конфигурацией и, очевидно, Y ≤ Aut(X ). Всякая когерентная конфигурация такой
формы называется шуровой. В частности, если Y — транзитивная группа подстановок на Ω,
то (Ω,Orb2(Y )) является шуровой схемой отношений (или однородной шуровой когерентной
конфигурацией).

Пусть далее Γ — неориентированный связный граф без петель и кратных ребер. Обозна-
чим через d диаметр графа Γ. Если для любого 0 ≤ i ≤ d существуют константы bi, ai и ci,
такие, что для любой пары вершин x и y графа Γ, находящихся на расстоянии i, среди со-
седей вершины y найдется ровно bi вершин, находящихся на расстоянии i + 1 от вершины x,
ровно ai вершин, находящихся на расстоянии i от вершины x, и ровно ci вершин, находящих-
ся на расстоянии i − 1 от вершины x, то граф Γ называется дистанционно регулярным, а
последовательность параметров {b0, . . . , bd−1; c1, . . . , cd} называется его массивом пересечений.
Если бинарное отношение “совпадать или находиться на расстоянии d” на множестве вершин
графа Γ является отношением эквивалентности, то граф Γ называется антиподальным.

Наши обозначения и терминология из теории групп, в основном, стандартны и могут быть
найдены в [3]. Пусть G — одна из групп Судзуки Sz(q) или групп Ри 2G2(q), где q > 3, B — ее
подгруппа Бореля и K — подгруппа группы B индекса, равного (q − 1)2′ . Для элемента g1 из
G−B через Γ(G,K,Kg1K) будем обозначать граф смежных классов группы G относительно
подгруппы K и элемента g1, т. е. граф на множестве правых смежных классов группы G по K,
в котором вершины Kx и Ky смежны тогда и только тогда, когда элемент xy−1 лежит в
двойном смежном классе Kg1K.
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Ранее в статье [2] автором был предложен метод исследования некоторых графов смежных
классов группы G относительно ее подгруппы K, основанный на анализе взаимного распреде-
ления окрестностей их вершин, и доказано, что они являются антиподальными дистанционно
регулярными графами диаметра 3.

Здесь мы строим шурову схему отношений группы G на множестве ее правых смежных
классов по подгруппе K, графы ряда базисных отношений которой эквивалентны упомяну-
тым выше графам смежных классов, и находим ее числа пересечений. Также мы приводим
доказательство дистанционной регулярности этих графов в терминах схем отношений.

Теорема. Пусть G = Sz(q) и q = 22e+1 ≥ 8 или G = 2G2(q) и q = 32e+1 ≥ 27. Пусть B —

подгруппа Бореля группы G, U — унипотентная подгруппа группы G, содержащаяся в B,

K — подгруппа из B индекса r = (q− 1)2′ , g — инволюция из G−B и f — элемент порядка r
из B ∩ Bg. Пусть Ω — множество правых смежных классов группы G по K, hi = f i и

hr+i = gf i, где i ∈ {0, . . . , r− 1}. Для каждого t ∈ {0, . . . , 2r− 1} зададим бинарное отношение

Rt на Ω, полагая (Kx,Ky) ∈ Rt в том и только том случае, если xy−1 ∈ KhtK. Тогда

X = (Ω, {R0, R1, . . . , R2r−1}) — шурова схема отношений, множество базисных отношений

которой совпадает с набором орбиталов G на Ω, и числа пересечений ctij , где 0 ≤ i, j, t ≤ 2r−1,
схемы X таковы:

ctij =





|U |, если t ≤ r − 1, i, j ≥ r и j − i ≡ t (mod r),

(|U | − 1)/r, если i, j, t ≥ r,

1, если t ≤ r − 1, i, j ≤ r − 1 и i+ j ≡ t (mod r),

1, если i ≤ r − 1, t, j ≥ r и j − i ≡ t (mod r),

1, если t, i ≥ r, j ≤ r − 1 и i+ j ≡ t (mod r),

0 в остальных случаях.

Кроме того, для каждого t ≥ r граф Γ(Rt) схемы X является антиподальным дистанционно

регулярным графом диаметра 3 с массивом пересечений

{
|U |, (|U | − 1)(r − 1)/r, 1; 1, (|U | − 1)/r, |U |

}
,

где |U | = q2 при G = Sz(q) и |U | = q3 при G = 2G2(q), при этом Γ(Rr) ≃ Γ(Rt) и Aut(Γ(Rt)) =
Aut(G).

1. Доказательство теоремы

Пусть G = Sz(q) и q = 22e+1 ≥ 8 или G = 2G2(q) и q = 32e+1 ≥ 27. Пусть B — подгруппа
Бореля группы G и U — унипотентная подгруппа группы G, содержащаяся в B. Как известно
(см., например, [3; 4]), U — силовская p-подгруппа группы G, где p — характеристика группы
G, B = NG(U), G действует 2-транзитивно на Sylp(G) и U имеет дополнение H в B, которое
является циклической подгруппой порядка q − 1. При этом можно считать, что H = B ∩ Bg

для некоторой инволюции g из G − B. Тогда H〈g〉 ≃ D2(q−1). Положим r = (q − 1)2′ , т. е.
r — максимальный нечетный делитель числа q − 1. Зафиксируем элемент f порядка r из H и
подгруппу K из B индекса r. Тогда H = 〈h〉×〈f〉, где h = 1 при G = Sz(q) (т. е. f порождает H)
и h — (единственная) инволюция из H при G = 2G2(q).

Имеем G = B ∪BgB и каждый элемент g1 из G− B единственным образом представим в
виде uwgv, где u, v ∈ U и w ∈ H. Такая форма записи элемента g1 называется канонической.
Положим U# = U−{1}. Пусть τ, σ : U# → U и η : U# → H — это три функции, определенные с
помощью канонической формы элементов в G по правилу gsg = τ(s)η(s)gσ(s) для всех s ∈ U#.
Обозначим через Ω множество правых смежных классов группы G по K. Для удобства мы
будем отождествлять группу G с подгруппой из Sym(Ω), индуцируемой действием группы G
правым умножением на Ω.
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Для того чтобы определить числа пересечений рассматриваемых далее схем, нам потре-
буется исследовать поведение функции η. Рассмотрим разбиение P множества U2 на классы
C0, C1, . . . Cr, определенные следующим образом:

C0 = {(x, x)|x ∈ U} и Ci = {(x, y) ∈ U2|x 6= y и η(xy−1) ∈ f i〈h〉} для всех 1 ≤ i ≤ r.

Очевидно, что η(xy−1) = η(xs(ys)−1) для всех элементов x, y и s из U таких, что x 6= y, и
поэтому для каждого i ∈ {0, 1, . . . , r} класс Ci замкнут относительно действия группы U пра-
выми сдвигами на самой себе. Таким образом, U действует регулярно на C0 и полурегулярно
на Ci при i > 0. Так как η(s−1) = η(s) для всех s ∈ U#, то для всех i ∈ {0, 1, . . . , r} класс Ci

совпадает с Ci
T = {(y, x) ∈ U2|(x, y) ∈ Ci}. Кроме того, действие сопряжениями группы H

на U индуцирует транзитивную группу подстановок на P − {C0}, поскольку 〈h, f2〉 = H и
η(sf ) = f2η(s) для всех s ∈ U# ввиду равенства

gsfg = fgsgf−1 = τ(s)f
−1
f2η(s)gσ(s)f

−1
.

Отсюда классы C1, . . . Cr имеют одинаковый размер, равный |U2 − C0|/r = |U |(|U | − 1)/r, в
частности, для каждого j ∈ {0, 1, . . . , r − 1} существует ровно (|U | − 1)/r элементов s ∈ U#

таких, что η(s) ∈ f j〈h〉.
Положим hi = f i и hr+i = gf i для всех i ∈ {0, . . . , r − 1}. Для каждого t ∈ {0, . . . , 2r − 1}

зададим бинарное отношение Rt на Ω, полагая (Kx,Ky) ∈ Rt ⇔ xy−1 ∈ KhtK. Учитывая
разложение G =

⋃2r−1
t=0 KhtK, получим, что R = {R0, . . . , R2r−1} является разбиением множе-

ства Ω2.
По определению Rt = {(Kf ty,Ky)|y ∈ G} при 0 ≤ t ≤ r − 1 и Rt = {(Kgf ty,Ky)|y ∈ G}

при r ≤ t ≤ 2r − 1. Таким образом, R совпадает со множеством орбиталов G на Ω. Значит,
X = (Ω,R) — шурова схема отношений.

Теперь найдем числа пересечений ctij схемы X .

Пусть t ≤ r − 1. Тогда неравенство Kh−1
i Kf t ∩ KhjK 6= ∅ может иметь место только в

случаях, когда либо i, j ≤ r − 1, либо i, j ≥ r.
Если i, j ≤ r − 1, то Kf−i+t = Kf j ⇔ i + j ≡ t (mod r), и поэтому число смежных

классов Kx таких, что Kx ⊆ Kh−1
i Kf t ∩KhjK, очевидно, равно 1.

Если i, j ≥ r, то для i′ = i − r и j′ = j − r имеем Kf i′+t = Kf j′ ⇔ i + t ≡ j (mod r), и
поэтому число смежных классов Kx таких, что Kx ⊆ Kh−1

i Kf t∩KhjK = Kgf iKf t∩Kgf jK,
равно |U | = |Kgf jK : Kx|.

Таким образом, для всех t ≤ r − 1 имеем

ctij =





|U |, если j − i ≡ t (mod r) и i, j ≥ r,

1, если i+ j ≡ t (mod r) и i, j ≤ r − 1,

0 в остальных случаях.

Теперь пусть t ≥ r. Тогда неравенство Kh−1
i Kf t ∩KhjK 6= ∅ может иметь место только в

случаях, когда либо i ≤ r − 1 и j ≥ r, либо i ≤ r − 1 и j ≥ r, либо i, j ≥ t.
Если i ≤ r − 1 и j ≥ r, то

Kgf t+i ⊆ Kgf jK ⇔ t+ i ≡ j (mod r),

и поэтому число смежных классов Kx таких, что Kx ⊆ Kh−1
i Kgf t∩KhjK = Kf i−tg∩Kgf jK,

равно 1.
Если i ≥ r и j ≤ r − 1, то

∅ 6= Kgf iKgf t ∩Kf j ⇔ Kgf igf t = Kf j ⇔ i+ j ≡ t (mod r),

и поэтому число смежных классов Kx таких, что Kx ⊆ Kh−1
i Kgf t∩KhjK = Kgf iKgf t∩Kf j,

снова равно 1.
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Наконец, если i, j ≥ r, то

∅ 6= Kgf iKgf t ∩Kgf jK ⇔ gf ihlsgf t = τ(s)f
ihl

f−ihlη(s)f−tgσ(s)f
t

= uhmf−jgv

для некоторых l,m ∈ {0, 1} и элементов s, u, v из U . Последнее равенство влечет η(s) =
f i−j+thm−l, и по доказанному выше число смежных классов Kx таких, что

Kx ⊆ Kh−1
i Kgf t ∩KhjK = Kgf iKgf t ∩Kgf jK,

равно (|U | − 1)/r.
Таким образом, для всех t ≥ r имеем

ctij =





(|U | − 1)/r, если i, j ≥ r,

1, если j − i ≡ t (mod r) и i ≤ r − 1, j ≥ r,

1, если i+ j ≡ t (mod r) и i ≥ r, j ≤ r − 1,

0 в остальных случаях.

Пусть Γ(Rt) = (Ω, Rt) — граф базисного отношения Rt и t ≥ r. В этом случае Rt
T = Rt, и,

отождествив графы Γ(Rt) и Γ(G,K,Kgf tK), можно полагать, что Γ(Rt) — неориентированный
граф с транзитивной на дугах группой автоморфизмов G. В [2, теорема 1] было доказано, что
для каждого t ≥ r граф Γ(Rt) схемы X является антиподальным дистанционно регулярным
графом диаметра 3 с массивом пересечений {|U |, (|U | − 1)(r− 1)/r, 1; 1, (|U | − 1)/r, |U |}. Кроме
того, как следует из [2], графы Γ(Rt) попарно изоморфны для всех t ≥ r, при этом Aut(Γ(Rt)) =
Aut(G). Ясно, что G ≤ Aut(X ) (по определению Aut(X ) = {ϕ ∈ Sym(Ω)|Rϕ = R для всех
R ∈ R}).

Заметим также, что дистанционная регулярность графа Γ(Rt) следует из найденных выше
значений чисел пересечений схемы X . Действительно, отношение A = R0 ∪R1 ∪ . . . ∪Rr−1 на
Ω является отношением эквивалентности, классы которого отвечают максимальным блокам
импримитивности группы G на Ω, на которых G действует 2-транзитивно. Теперь, рассмотрев
числа пересечений схемы X , получим, что граф Γ(Rt) является r-накрытием полного графа
на |U | + 1 вершинах (поскольку вершины графа Γ(Rt) из одного и того же произвольного
класса отношения A индуцируют r-коклику в Γ(Rt), а объединение любых двух различных
классов отношения A индуцирует совершенное паросочетание в Γ(Rt)) и любые две вершины
из различных классов отношения A имеют ровно (|U | − 1)/r общих соседей в Γ(Rt).

Теорема доказана.

Результат доказанной теоремы позволяет определить произведение векторов алгебры смеж-
ности схемы X , а также структурные параметры изоморфной ей алгебры Гекке. Пусть A(Rt) —
матрица смежности отношения Rt и CX = 〈A(Rt)〉Rt∈R — алгебра смежности схемы X . Про-
изведение ее базисных векторов зависит от чисел пересечений схемы X :

A(Ri)A(Rj) =

2r−1∑

t=0

ctijA(Rt).

Отметим, что отображение Rt 7→ KhtK определяет изоморфизм алгебры CX на алгебру Гекке
C(K\G/K) группы G относительно K (см., например, [1]), причем структурный параметр
mht

(hi, hj) = |{Kx ∈ Ω| Kx ⊆ Kh−1
i Kht ∩KhjK}| последней — это в точности число ctij для

всех 0 ≤ i, j, t ≤ 2r − 1.
Представляется возможным модифицировать и применить приведенное доказательство

теоремы для исследования схем группы G в случае, если r — произвольный неединичный
делитель числа (q − 1)2′ , а также для исследования подобных шуровых схем для групп L2(q)
и U3(q). Это планируется осуществить в одной из последующих публикаций автора. Подчерк-
нем, что числа пересечений таких схем (или структурные параметры сопутствующих им алгебр
Гекке) определяют дистанционную регулярность и массивы пересечений графов их некоторых
базисных отношений.
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При решении ряда экстремальных задач теории аппроксимации функций в последнее вре-
мя часто используют различные модификации классического определения модуля непрерыв-
ности (см., например, [1–6] и приведенную там литературу). Введение таких модификаций
модуля непрерывности позволяет сформулировать естественные аналоги задач теории при-
ближения и получить результаты, раскрывающие их содержательную сущность. В качестве
примера укажем на некоторые работы М.К.Потапова и его учеников [7–10], где вместо опе-
ратора сдвига Th(f) := f(x+ h), x, h ∈ R, предложены различные усредняющие операторы и
получены конструктивные характеристики исследуемых классов функций в терминах введен-
ных обобщенных модулей непрерывности.

В случае аппроксимации 2π-периодических функций тригонометрическими полиномами в
ряде работ [11–14] вместо оператора сдвига Th(f) была использована функция Стеклова Sh(f).
В этой статье продолжим указанную тематику и обобщим некоторые результаты цитирован-
ных выше работ для классов функций, дифференцируемых в смысле Вейля [15].

Пусть L2 := L2[0, 2π] — пространство суммируемых с квадратом модуля по Лебегу 2π-
периодических функций с конечной нормой

‖f‖ := ‖f‖L2 =

(
1

π

2π∫

0

|f(x)|2dx

)1/2

,
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F2n−1 — подпространство тригонометрических полиномов порядка не выше n − 1. Хорошо
известно, что для произвольной функции f ∈ L2, имеющей формальное разложение в ряд
Фурье

f(x) ∼
a0(f)

2
+

∞∑

k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
, (1)

величина ее наилучшего приближения элементами подпространства F2n−1 равна

En−1(f) := inf {‖f − Tn−1‖ : Tn−1 ∈ F2n−1} = ‖f − Sn−1(f)‖ =
( ∞∑

k=n

ρ2k(f)
)1/2

, (2)

где Sn−1(f) — частная сумма (n− 1)-го порядка ряда Фурье функции f ; ρ2k(f) = a2k(f)+ b2k(f),
k ≥ n, k, n ∈ N; ak(f), bk(f) — косинус- и синус-коэффициенты Фурье функции f . Отметим,
что в (1) вместо знака формального соответствия “∼” можно поставить знак равенства “=”,
подразумевая под этим, что ряд в правой части сходится к f по норме пространства L2, по-
скольку, как известно, ‖f −Sn−1(f)‖ → 0 при n → ∞. В аналогичных ситуациях ниже именно
так и будем поступать, не оговаривая это явно.

Для произвольной функции f ∈ L2 запишем функцию Стеклова

Sh(f, x) :=
1

2h

h∫

−h

f(x+ t)dt, h > 0,

и полагаем Sh,i = Sh(Sh,i−1(f)), i ∈ N и Sh,0(f) = f . Обозначим через I единичный оператор
в L2 и, следуя работам [11; 13; 14], определим конечные разности первого и высших порядков
функции f равенствами

∆1
h(f, x) := Sh(f, x)− f(x) = (Sh − I)(f, x), (3)

∆m
h (f, x) := ∆1

h(∆
m−1
h (f, ·), x) = (Sh−I)m(f, x) =

m∑

k=0

(−1)m−k

(
m

k

)
Sh,k(f, x), m = 2, 3, . . . . (4)

Используя эти обозначения, введем следующую характеристику гладкости функции f ∈ L2

равенством
Ωm(f, t) := sup {‖∆m

h (f, ·)‖ : 0 < h ≤ t} , (5)

которое назовем обобщенным модулем непрерывности m-го порядка. Излагаемые далее ре-
зультаты связаны с определением дробной производной в смысле Вейля, а потому приводим
необходимые в дальнейшем определения и обозначения, в которых используются эти понятия.

Рассмотрим для функции f ∈ L2 с рядом Фурье (1) производную вещественного неотри-
цательного порядка α в смысле Вейля [15], определенную равенством

f (α)(x) =

∞∑

k=1

kα
(
ak(f) cos

(
kx+

απ

2

)
+ bk(f) sin

(
kx+

απ

2

))
. (6)

Через L
(α)
2 (α ∈ R+ = [0,+∞), L

(0)
2 ≡ L2) обозначим множество функций f ∈ L2, у которых

существует производная в смысле Вейля f (α) ∈ L2. Если Sn−1

(
f (α), x

)
— частичная сумма

порядка n − 1 ряда (6), то легко доказать, что наилучшее приближение функции f (α) ∈ L2

элементами Tn−1 ∈ F2n−1 вычисляется как

En−1

(
f (α)

)
:= inf

{
‖f (α) − Tn−1‖ : Tn−1 ∈ F2n−1

}
=

∥∥f (α) − Sn−1(f
(α))

∥∥ =
( ∞∑

k=n

k2αρ2k(f)
)1/2

.

(7)
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Напомним определение синк функции, необходимое для дальнейшего,

sinc t :=
{sin t

t
, если t 6= 0; 1, если t = 0

}
.

Нам также понадобится следующая лемма.

Лемма. Для произвольной функции f ∈ L
(α)
2 имеет место равенство

Ω2
m

(
f (α), t

)
= sup

{ ∞∑

k=1

k2αρ2k(f)(1− sinc kh)2m : |h| ≤ t
}
. (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Представим ряд Фурье произвольной функции f ∈ L
(α)
2 в ком-

плексной форме

f(x) =

+∞∑

k=−∞

ck(f)e
ikx, ck(f) =

1

2π

2π∫

0

f(t)e−iktdt, k = 0,±1,±2, . . . .

Учитывая определение дробной производной в смысле Вейля, запишем

f (α)(x) =

+∞∑

k=−∞

(ik)αck(f)e
ikx. (9)

Пользуясь равенством (9) для разностей (3) и (4), находим

∆1
h(f

(α), x) := Sh(f
(α), x)− f (α)(x) =

+∞∑

k=−∞

(ik)αck(f)e
ikx 1

2h

h∫

0

(
eikt + e−ikt − 2

)
dt

=

+∞∑

k=−∞

(ik)αck(f)e
ikx 1

h

h∫

0

(cos kt− 1) dt = −

+∞∑

k=−∞

(ik)αck(f)(1− sinc kh)eikx.

Методом математической индукции для любого m ∈ N получаем

∆m
h (f (α), x) = (−1)m

+∞∑

k=−∞

(ik)αck(f)(1− sinc kh)meikx. (10)

Применяя равенство Парсеваля к соотношению (10) и учитывая, что |ck(f)|
2 + |c−k(f)|

2 =
ρ2k(f), k ∈ N, будем иметь

‖∆m
h (f (α), ·)‖2 =

+∞∑

k=−∞

k2α|ck(f)|
2(1− sinc kh)2m =

+∞∑

k=1

k2αρ2k(f)(1− sinc kh)2m,

откуда в силу (5) получаем утверждение леммы.

Теорема 1. Пусть m,n ∈ N, α ∈ R+, t ∈ (0, 3π/4]. Тогда справедливо равенство

sup
f∈L

(α)
2 ,

f 6=const

nαEn−1(f)

Ωm(f (α), t/n)
= (1− sinc t)−m . (11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, учитывая равенство (2) и тот факт, что [16, с. 435]

max {|sincu| : u ≥ nt} = sincnt, 0 < nt ≤ 3π/4,

min {(1− sincu)m : u ≥ nt} =
(
1−max

u≥nt
sincu

)m
= (1− sincnt)m,
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для произвольной функции f ∈ L
(α)
2 получаем

Ω2
m

(
f (α), t

)
≥

∞∑

k=n

k2αρ2k(f)(1− sinc kt)2m

≥ n2α(1− sincnt)2m
∞∑

k=n

ρ2k(f) = n2α(1− sincnt)2mE2
n−1(f). (12)

Из неравенства (12) сразу вытекает оценка сверху для величины, расположенной в левой части
равенства (11)

sup
f∈L

(α)
2 ,

f 6=const

nαEn−1(f)

Ωm

(
f (α), t/n

) ≤ (1− sinc t)−m . (13)

Для получении аналогичной оценки снизу рассмотрим функцию f0(x) = cosnx ∈ L
(α)
2 , для

которой f
(α)
0 (x) = nα cos

(
nx+

απ

2

)
и

En−1(f0) = 1, Ωm(f
(α)
0 , t) = nα(1− sincnt)m. (14)

Пользуясь равенствами (14), запишем

sup
f∈L

(α)
2 ,

f 6=const

nαEn−1(f)

Ωm

(
f (α), t/n

) ≥
nαEn−1(f0)

Ωm(f
(α)
0 , t/n)

=
(
1− sinc t

)−m
. (15)

Требуемое равенство (11) получаем из сопоставления неравенств (13) и (15).
Теорема доказана.

Из доказанной теоремы 1 вытекает

Следствие 1. Пусть α, β ∈ R+, α > β, t ∈ (0, 3π/4]. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L

(α)
2 ,

f 6=const

nα−βEn−1

(
f (β)

)

Ωm

(
f (α), t/n

) = (1− sinc t)−m . (16)

В частности, при t = π/2 из (16) следует равенство sup
f∈L

(α)
2

f 6=const

nα−βEn−1

(
f (β)

)

Ωm

(
f (α), π/(2n)

) =
( π

π − 2

)m
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В левой части равенства (16), полагая f (β) = g, получаем f (α) =

g(α−β), т. е. из условия f ∈ L
(α)
2 , f 6= const вытекает, что g ∈ L

(α−β)
2 , g 6= const, а потому в силу

(11) имеет место равенство

sup
f∈L

(α)
2

f 6=const

nα−βEn−1

(
f (β)

)

Ωm

(
f (α), t/n

) = sup
g∈L

(α−β)
2

g 6=const

nα−βEn−1 (g)

Ωm

(
g(α−β), t/n

) = (1− sinc t)−m .

Следствие доказано.
Условимся под весовой функцией на отрезке [0, h] понимать неотрицательную суммируе-

мую функцию q, не эквивалентную нулю на этом же отрезке. Введем в рассмотрение следую-
щую экстремальную аппроксимационную характеристику:

χn,m,α,p (Ωm; q, h) := sup
f∈L

(α)
2 ,

f 6=const

En−1(f)
( ∫ h

0
Ωp
m

(
f (α), t

)
q(t)dt

)1/p
, (17)
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где m,n ∈ N, α ≥ 0, 0 < nh ≤ π, q — весовая на отрезке [0, h] функция.

Отметим, что величина (17) при α ∈ N и различных значениях параметров m, p и кон-
кретных весовых функциях q исследована во многих работах (см., например, [13; 14] и при-
веденную там литературу). Наиболее общий результат получен в [13], где доказано, что если
m,n ∈ N, α ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n, q — весовая на [0, h] функция, то имеет место
двустороннее неравенство

(An,m,α,p(q, h))
−1 ≤ χn,m,α,p(q, h) ≤

(
inf

n≤k<∞
Ak,m,r,p(q, h)

)−1

, (18)

где

An,m,α,p(q, h) =

(
kαp

h∫

0

(1− sinc kt)mpq(t)dt

)1/p

.

В связи с неравенством (18) возникает естественный вопрос, каковы условия, при выполнении
которых в (18) выполняются соотношения

inf
n≤k<∞

Ak,m,α,p(q, h) = An,m,α,p(q, h). (19)

Для весовых функций q(t) ≡ 1, q(t) = t и α ∈ N доказательство (19) имеется в [13]. В общем
случае, следуя рассуждениям работы [17], С.Б.Вакарчук и В.И. Забутная в [13] доказали, что
если α ∈ N и весовая функция q ∈ C(1)[0, h] при всех 1/α < p ≤ 2, 0 ≤ t ≤ h удовлетворяет
дифференциальному неравенству

(αp − 1)q(t) − tq
′

(t) ≥ 0, (20)

то имеет место соотношение (19).

Заметим, что условие (20) весьма ограничительно, поскольку множество весовых функций
q, для которых выполняется неравенство (20), весьма узко.

В настоящей работе авторы нашли точное значение величины (17), во-первых, для всех
значений 0 < p ≤ ∞ и, во вторых, без дополнительного предположения, что q ∈ C(1)[0, h] и
удовлетворяет условию (20).

Сформулируем основной результат данной статьи.

Теорема 2. Пусть m,n ∈ N, 0 < p ≤ ∞, α ∈ R+, 0 < h ≤ 3π/(4n), q — весовая на отрезке

[0, h] функция. Тогда справедливо равенство

χn,m,α,p(q, h) =

(
nαp

h∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

. (21)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего заметим, что для параметра p, удовлетворяющего
условию 0 < p ≤ ∞, функционал ‖Ωm‖p в знаменателе дроби в правой части (17) определен
соотношением

‖Ωm‖p :=





( h∫

0

Ωp
m

(
f (α), t

)
q(t)dt

)1/p

, если 0 < p < ∞,

ess sup
0<t≤h

Ωm

(
f (α), t

)
, если p = ∞.

При этом указанный функционал лишь при 1 ≤ p < ∞ является нормой. Переходим к доказа-
тельству равенства (21). Возведем обе части неравенства Ωm(f (α), t) ≥ nα(1−sincnt)mEn−1(f),
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вытекающего из (12), в степень p (0 < p ≤ ∞), умножим на весовую функцию q и интегрируем
от 0 до h, где 0 < h ≤ 3π/(4n). В итоге получим

( h∫

0

Ωp
m(f (α), t)q(t)dt

)1/p

≥ nαEn−1(f)

( h∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)1/p

.

Так как полученное неравенство верно для любой функции f ∈ L
(α)
2 , то из него получаем

оценку сверху для величины (17):

χn,m,α,p(q, h) ≤

(
nαp

h∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

. (22)

С целью получения оценки снизу той же величины рассмотрим функцию f0(x) = cosnx
из L2, которая была введена нами при доказательстве теоремы 1 и для которой имеют место
равенства (14). Пользуясь ими получаем

χn,m,α,p (Ωm; q, h) ≥
En−1(f0)

(∫ h

0
Ωp
m(f

(α)
0 , t)q(t)dt

)1/p
=

(
nαp

h∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

. (23)

Сопоставляя оценку сверху (22) с оценкой снизу (23), получаем требуемое соотношение (21).
Теорема 2 доказана.

Следствие 2. Пусть α, β ∈ R+, α > β, m, n ∈ N, 0 < h ≤ 3π/(4n), 0 < p ≤ ∞, q — весовая

функция на отрезке [0, h]. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L

(α)
2 ,

f 6=const

nα−βEn−1

(
f (β)

)
(∫ h

0
Ωp
m(f (α), t)q(t)dt

)1/p
=

( h∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

. (24)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Повторив схему рассуждений при доказательстве следствия 1,
получаем

sup
f∈L

(α)
2 ,

f 6=const

nα−βEn−1

(
f (β)

)
( ∫ h

0
Ωp
m(f (α), t)q(t)dt

)1/p
= sup

g∈L
(α−β)
2

g 6=const

nα−βEn−1 (g)
( ∫ h

0
Ωp
m(g(α−β), t)q(t)dt

)1/p

=

( h∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

.

Следствие доказано.

Для заданных h > 0, m ∈ N, α ∈ R+, 0 < p ≤ ∞ и весовой функции на [0, h] q обозначим

через W
(α)
p,m (q, h) = W

(α)
p (Ωm; q, h) класс функций f ∈ L

(α)
2 , для которых

h∫

0

Ωp
m

(
f (α), t

)
q(t)dt ≤ 1.

При α > β ≥ 0 требуется найти величину

E
(β)
n−1

(
W (α)

p,m (q, h)
)
:= sup

{
En−1

(
f (β)

)
: f ∈ W (α)

p,m(q, h)
}
. (25)
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Справедливо следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть α > β ≥ 0, 0 < p ≤ ∞, m, n ∈ N и h ∈ (0, 3π/(4n)], q — весовая на

отрезке [0, h] функция. Тогда выполняется равенство

E
(β)
n−1(W

(α)
p,m (q, h)) =

( h∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

· n−(α−β). (26)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства (24) для произвольной функции f ∈ L
(α)
2 при

любых α, β ∈ R+, α > β вытекает неравенство

En−1(f
(β)) ≤

1

nα−β

( ∫ h

0
Ωp
m(f (α), t)q(t)dt

)1/p

( ∫ h

0
(1− sincnt)mpq(t)dt

)1/p
. (27)

Из (27) для произвольной функции f ∈ W
(α)
p,m(q, h) получаем

En−1(f
(β)) ≤ n−(α−β)

( h∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

,

откуда и следует оценка сверху

E
(β)
n−1

(
W (α)

p,m (q, h)
)
≤ n−(α−β)

( h∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

. (28)

Чтобы получить аналогичную оценку снизу величины (25), введем функцию

f1(x) =
1

nα

( h∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

cosnx.

Для этой функции в силу равенств (7) и (8) имеем

En−1

(
f
(β)
1

)
=

1

nα−β

1
(∫ h

0
(1− sincnt)mpq(t)dt

)1/p
, (29)

Ωm(f
(α)
1 , t) =

(1− sincnt)m

(∫ h

0
(1− sincnt)mpq(t)dt

)1/p
,

h∫

0

Ωp
m(f

(α)
1 , t)q(t)dt = 1.

Последнее равенство означает, что функция f1 ∈ W
(α)
p,mq, h), а потому, учитывая равен-

ство (29), запишем оценку снизу

E
(β)
n−1(W

(α)
p,m(q, h)) ≥ En−1(f

(β)
1 ) = n−(α−β)

( h∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

. (30)
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Требуемое равенство (26) получаем из сравнения оценки сверху (28) с оценкой снизу (30).
Теорема доказана.

Из теоремы вытекают очевидные следствия.

Следствие 3. В условиях теоремы 3 при p = 1/m, m ∈ N и q(t) ≡ 1 имеет место

равенство

E
(β)
n−1

(
W1/m,m (1, h)

)
= n−(α−β)

( n

nh− Si(nh)

)m
, (31)

где Si(t) =

∫ t

0
sincu du — интегральный синус. В частности, при h = π/(2n) и α− β > m из

равенства (31) имеем

E
(β)
n−1

(
W1/m,m

(
1,

π

2n

))
= n−(α−β)+m

( 2

π − 2Si(π/2)

)m
.

Следствие 4. В условиях теоремы 3 при p = 1/m, m ∈ N и q(t) ≡ t имеет место

равенство

E
(β)
n−1

(
W1/m,m (t, h)

)
= n−(α−β)

(
2(nh/2)2 − sin2(nh/2)

)−m
, (32)

и, в частности, при h = π/(2n) и α− β > m из (32) следует

E
(β)
n−1

(
W1/m,m

(
t,

π

2n

))
= n−(α−β)

( 8

π2 − 4

)m
.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН
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УДК 519.863

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ИНВЕСТИЦИЙ

НА НЕСОВЕРШЕННОМ РЫНКЕ КАПИТАЛА1

А. А.Шананин

Рассматривается проблема моделирования инвестиций на несовершенном рынке капитала, на котором
процент по кредитам существенно превышает процент по депозитам. Для определения дефлятора де-
нежных потоков предлагается использовать модель Кантора — Липмана, в которой инвестиционная среда
описывается пулом стационарных тиражируемых проектов. Пул инвестиционных проектов определяет
инвестиционную функцию, которая строится как поточечный максимум преобразований Лапласа денеж-
ных потоков инвестиционных проектов. Модель Кантора —Липмана инвестиций на несовершенном рынке
капитала позволяет построить функцию Беллмана, которую можно использовать для оценки финансово-
го состояния инвестора. Исследуются свойства оператора Беллмана в задаче об оптимальной стратегии
инвестирования. Показано, что в качестве дефлятора денежных потоков следует использовать минималь-
ный положительный корень инвестиционной функции. Исследована управляемая динамическая система,
описывающая инвестиционный процесс. Построены режимы сбалансированного роста. Определены ней-
мановский темп роста и неймановские состояния равновесия. Доказана теорема о магистрали в слабой
форме.

Ключевые слова: инвестиции, модель Кантора — Липмана, математическое моделирование экономики,
NPV, IRR, оператор Беллмана, инвестиционный полином, задача линейного программирования.

A. A. Shananin. Mathematical modeling of investments at an imperfect capital market.

We consider the problem of modeling the investments at an imperfect capital market, in which the interest
on loans significantly exceeds the interest on deposits. To determine the cash flow deflator, we propose to
use the Cantor–Lippman model, in which the investment environment is described by a pool of stationary,
replicated projects. The pool of investment projects defines the investment function, which is built as the
pointwise maximum of Laplace transforms of the cash flows of investment projects. The Cantor–Lippman model
of investment in an imperfect capital market allows us to build a Bellman function, which can be used to assess
the financial condition of the investor. We study the properties of the Bellman operator in the problem of an
optimal investment strategy. It is shown that the minimum positive root of the investment function should be
used as a cash flow deflator. We also study a dynamic control system describing the investment process. Modes
of balanced growth are built. The Neumann growth rate and the Neumann equilibrium states are determined.
A weak line theorem is proved.

Keywords: investments, Cantor–Lippman model, mathematical modeling of economics, NPV, IRR, Bellman
operator, investment polynomial, linear programming.
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Введение

Научное обсуждение оценки эффективности инвестиционного проекта восходит к работам
И. Фишера (1907, 1930) [1; 2]. Особенностью инвестиционных проектов в реальном секторе
экономики является их ограниченная ликвидность. Начатый инвестиционный проект должен
быть завершен, иначе он неликвиден. Инвестиционный проект в реальном секторе экономи-
ки характеризуется распределенными по времени денежными потоками ~a = (a0, a1, . . . , an),
где ai — величина денежного потока в i-й период времени от начала реализации проекта,
i = 1, . . . , n. Положительные значения ai соответствуют доходам от реализации проекта, по-
лученным в i-й период времени, а отрицательные значения — вложениям в инвестиционный

1Работа выполнена при поддержке РНФ (проект 16-11-10246).
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проект. Считая, что время реализации проекта разбито на равные промежутки времени, И. Фи-
шер предложил в качестве критерия оценки инвестиционного проекта показатель приведенной
чистой прибыли (NPV)

NPV (~a, r) =
n∑

j=0

aj
rj

,

где в качестве дефлятора r предлагалось использовать доходность альтернативного варианта
вложения денег. Поскольку значение дефлятора оказывает существенное влияние на вели-
чину и знак NPV, этот показатель подвергался критике. Естественно считать, что значение
дефлятора заключено между процентными ставками по кредитам и депозитам. Однако на
несовершенном рынке капитала значения этих процентных ставок существенно различаются.
В качестве альтернативы NPV предлагался показатель внутренней доходности проекта (IRR),
который определялся как значение дефлятора r, при котором NPV (~a, r) = 0. Однако такое
значение может быть неединственным, так как инвестиционный полином

n∑

j=0

ajx
j

может иметь до n положительных корней. Возникшая проблема привела к дискуссии об оценке
инвестиционных проектов. По-видимому, первая ее математическая постановка содержится в
статье Дж. Хиршлейфера (1958) [3] и продолжена в работах Р. М. Солоу (1963) [4], Д. Гейла
(1973) [5], Р. Дорфмана (1981) [6]. В работах Д. Кантора и С. Липмана (1983, 1995) [7; 8]
была предложена модель инвестиций на несовершенном рынке капитала, в которой удалось
определить доходность пула тиражируемых инвестиционных проектов и установить ее связь
с уточненным понятием IRR. Исследование модели Кантора— Липмана было продолжено в
работах [9–15].

1. Модель Кантора — Липмана инвестиций

на несовершенном рынке капитала

Предположим, что для инвестора в любой период времени в любом объеме доступны M
типов инвестиционных проектов. В доступном инвестору пуле проектов могут в том числе со-
держаться проекты депонирования и заимствования. Проект m-го типа задается вектором фи-
нансовых потоков ~am = (am0 , am1 , . . . , amn ). Здесь n+1 — наибольшая продолжительность среди
всех проектов2, а m = 1, . . . ,M . Для того чтобы эти проекты можно было считать общедоступ-
ным альтернативным источником вложений, они должны быть стационарными (доступными в
неизменном виде в любой момент времени) и тиражируемыми. Проект называется тиражируе-
мым, если он может быть начат в любой период времени с произвольной интенсивностью u > 0
(вектор финансовых потоков такого проекта будет выглядеть как u~a = (ua0, ua1, . . . , uak)).

Целью инвестора в модели Кантора— Липмана предполагается максимизация дохода к
периоду времени T , в который вся инвестиционная деятельность должна быть завершена.
Возможности инвестора в период времени t описываются остатком его расчетного счета s0(t),
который изменяется в процессе реализации инвестиционной стратегии

{um(t)|m = 1, . . . ,M ; t = 0, . . . , T − n} .

Здесь um(t) — интенсивность проекта m-го типа, начатого в период времени t. Динамика
остатков расчетного счета описывается уравнением

s0(t+ 1) = s0(t) +

M∑

m=1

n∑

k=0

amk um(t− k).

2Если какой-то проект длится меньше, чем n периодов времени, то дополним соответствующий
вектор нулями.
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Дополнительных возможностей занимать и вкладывать деньги у инвестора нет. Все его воз-
можности входят в доступный ему пул проектов; иными словами, должно выполняться условие
самофинансирования

s0(t) +
M∑

m=1

am0 um(t) > 0, t = 1, . . . , T.

Будем считать заданными в период времени 0 денежные средства инвестора в объеме ξ0 > 0.
В модели Кантора— Липмана рассматривается задача об оптимальной стратегии инвестиро-
вания

s0(T ) → max; (1.1)

s0(t+ 1) = s0(t) +
M∑

m=1

n∑

k=0

amk um(t), t = 0, . . . , T − 1; (1.2)

s0(t) +

M∑

m=1

am0 um(t) > 0, t = 1, . . . , T ; (1.3)

s0(0) = ξ0; (1.4)

um(t) > 0, m = 1, . . . ,M, t = 0, . . . , T − 1; (1.5)

um(t) = 0, m = 1, . . . ,M, t = T − n, . . . , T − 1. (1.6)

Обозначим через VT оптимальное значение функционала в задаче (1.1)–(1.6).
Инвестиционная функция пула проектов определяется на промежутке [0,+∞) по формуле

F (r) = max
16m6M

n∑

j=0

amj e−rj. (1.7)

Теорема 1 (Кантор, Липман, [7; 8]). 1. Если F (0) 6 0, то для любого T > 0 VT = ξ0 (пул

инвестиционных проектов убыточен).
2. Если F (r) > 0 для всех r ∈ [0,∞), то существует T0 > 0 такое, что для любого T > T0

VT = +∞ (пул инвестиционных проектов допускает арбитраж).
3. Если F (0) > 0, существует r̃ > 0 такое, что F (r̃) < 0, и ρ > 0 — наименьший поло-

жительный корень уравнения F (r) = 0, то ρ является доходностью пула инвестиционных

проектов, т. е.

lim
T→+∞

ln (VT )

T
= ρ.

4. Если ρ — минимальный положительный корень инвестиционной функции F (r), причем

ρ является простым корнем, т. е.

∣∣∣
{
m
∣∣∣
∑n

j=0 a
m
j e−pj = 0

}∣∣∣ = 1 и F ′(ρ) 6= 0, то существуют

положительные константы 0 < c < C такие, что c eρT 6 VT 6 CeρT .

Альтернативной оценкой инвестиционного проекта является его внутренняя норма до-
ходности IRR. Для инвестиционного проекта с денежными потоками ~a = (a0, . . . , an) нор-
ма IRR определяется как 1/ẑ, где ẑ — положительный корень инвестиционного полинома
ω(z) = a0 + a1z + . . .+ anz

n. Теорема Кантора— Липмана уточняет выбор корня для тиражи-
руемого стационарного проекта.

2. Оператор Беллмана и оценка финансового состояния инвестора

Обозначим через sk(t) финансовое состояние инвестора в период t + k при условии, что,
начиная с периода t, используется только проект сохранения денег. Тогда вектор ~S(t) =(
s0(t), . . . , sn−1(t)

)
описывает результат финансовой стратегии инвестора. Обозначим через
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um(t) интенсивность проектов m-го типа, начатых в период времени t. Тогда ~S(t + 1) =
D~S(t) + B~u(t). Здесь ~u(t) =

(
u1(t), . . . , um(t)

)
— вектор интенсивностей инвестиционных про-

ектов, начатых в период времени t, D = (dij)i,j=0,...,n — матрица n× n, такая что

di,j =





1, если j = i+ 1, i = 0, . . . , n− 2;

1, если i = j = n− 1;

0 иначе,

где B = (bim)m=1,...,M
i=1,...,n — матрица n×M такая, что bim =

∑i
j=0 a

m
j .

Цель инвестиционной стратегии — максимизация дохода в период времени не позднее T ,
т. е. оптимальная стратегия инвестиций определяется из решения задачи

e−rτh
(
~S(τ − n+ 1)

)
→ max

06τ6T,~u(t)>0
; (2.1)

~S(t+ 1) = D~S(t) +B~u(t), t = 0, . . . , τ − n; (2.2)

s0(t) +
M∑

m=1

am0 um(t) > 0, t = 0, . . . , τ − n; (2.3)

~u(t) > 0, t = 0, . . . , τ − n; (2.4)

~S(0) = ~ξ, (2.5)

где h
(
~S
)
=

{
sn−1, если ~S = (s0, . . . , sn−1) ∈ R

n
+;

−∞ иначе.

Обозначим через WT

(
~ξ, r

)
оптимальное значение функционала в задаче оптимиза-

ции (2.1)–(2.5). Функция WT

(
~ξ, r

)
оценивает начальное финансовое состояние инвестора при

дефляторе r. Отметим, что построить функцию WT

(
~ξ, r

)
можно, итерируя оператор Беллмана:

WT+1

(
~ξ, r

)
= max

{
WT

(
~ξ, r

)
, e−r sup

{
WT

(
D~ξ +B~u

) ∣∣∣ ~u > 0, ξ0 +

M∑

m=1

am0 um > 0
}}

,

W0

(
~ξ, r

)
= h(~ξ). (2.6)

Множество LT =
{
~ξ |WT

(
~ξ, r

)
> 0

}
не зависит от значения дефлятора r > 0 и является вы-

пуклым конусом. Заметим, что LT ⊆ LT+1 при T = 0, 1, . . . . Выпуклый конус L∞ =
⋃+∞

T=0 LT

будем называть конусом ликвидных состояний. Заметим, что конус L∞ может быть незамкну-
тым (см. [11, с. 48]).

Функция

GT (~ξ) =

{
0, если ~ξ ∈ LT ;

−∞ иначе

может быть построена, итерируя оператор Беллмана

GT+1(~ξ) = sup
{
GT

(
D~ξ +B~u

) ∣∣∣ ~u > 0, ξ0 +
M∑

m=1

am0 um > 0
}
, где G0(~ξ) =

{
0, если ~ξ ∈ R

n
+,

−∞ иначе.

Заметим, что

G∞(~ξ) = sup
{
G∞

(
D~ξ +B~u

) ∣∣∣ ~u > 0, ξ0 +
M∑

m=1

am0 um > 0
}
, где G∞(~ξ) =

{
0, если ~ξ ∈ L∞;

−∞ иначе.

Будем предполагать выполненными условия прибыльности F (0) > 0 и отсутствия арбит-
ража, т. е. что существует r > 0 такое, что F (r) < 0, где F (r) определяется формулой (1.7).

Справедливо следующее утверждение.
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Теорема 2. Пусть ρ — минимальный положительный корень инвестиционной функ-

ции F (r).
1. При любых значениях ~ξ ∈ R

n
+, r > 0 существует конечный или бесконечный предел

lim
T→+∞

WT

(
~ξ, r

)
= W∞

(
~ξ, r

)
.

2. Функция W∞

(
~ξ, r

)
удовлетворяет уравнению

W∞

(
~ξ, r

)
= max

{
W∞

(
~ξ, r

)
, e−r sup

{
W∞

(
D~ξ +B~u

) ∣∣∣ ~u > 0, ξ0 +

M∑

m=1

am0 um > 0
}}

(2.7)

и является положительно однородной первой степени, вогнутой, монотонно неубывающей

функцией по переменной ~ξ.
3. Если r < ρ, то W∞

(
~ξ, r

)
= +∞ при ~ξ ∈ R

n
+\{0}.

4. Если r > ρ, то W∞

(
~ξ, r

)
= 0 при ~ξ ∈ R

n
+.

5. Если 0 < W∞

(
~ξ, r

)
< +∞ при ~ξ ∈ R

n
+\{0}, то r = ρ.

6. Если

∣∣∣
{
m

∣∣∣
∑n

j=1 a
m
j e−ρ = 0

}∣∣∣ = 1, F ′(ρ) 6= 0, то W∞

(
~ξ, ρ

)
> 0 при ~ξ ∈ R

n
+\{0} и

W∞

(
~ξ, ρ

)
= −∞ при ~ξ /∈ L∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что оператор Беллмана

BV
(
~ξ, r

)
= e−r sup

{
V
(
D~ξ +B~u, r

) ∣∣∣ ~u > 0, ξ0 +

M∑

m=1

am0 um > 0

}

является монотонным, т. е. если для любых ~ξ ∈ R
n, r > 0 справедливо V1

(
~ξ, r

)
> V2

(
~ξ, r

)
,

то для любых ~ξ ∈ R
n, r > 0 справедливо BV1

(
~ξ, r

)
> BV2

(
~ξ, r

)
. В силу (2.6) имеем, что

WT+1

(
~ξ, r

)
> WT

(
~ξ, r

)
для любых ~ξ ∈ R

n, r > 0. Откуда следует, что для любых ~ξ ∈ R
n, r > 0

существует конечный или бесконечный предел

lim
T→+∞

WT

(
~ξ, r

)
= W∞

(
~ξ, r

)
.

Переходя к пределу в (2.6), получаем (2.7). Остальные утверждения легко следуют из теоремы
Кантора— Липмана.

Теорема доказана.

Предложение 1 (см. [10; 11]). Пусть F (0) > 0 и ρ — минимальный положительный

корень инвестиционной функции F (r). Если F (α) > 0, то существует удовлетворяющая

балансовым ограничениям инвестиционная стратегия экспоненциального роста с темпом

α > 0 вида um(t) = ûmeαt, m = 1, . . . ,M , t = 0, . . . , T − 1; ~S(t) = ~̂Seαt, t = 1, . . . , T , где

~̂S = (ŝ0, . . . , ŝn−1), ŝ0 > 0. Если α > ρ, то ~̂S /∈ L∞, т. е. финансовые состояния ~S(t) = ~̂Seαt

являются неликвидными. Если 0 < α < ρ, то ~̂S ∈ L∞. Если α = ρ, то ~̂S ∈ L∞ тогда и только
тогда, когда ρ — корень уравнения ζ(r) = 0, где

ζ(r) =

n∑

j=0

e−rj
( M∑

m=1

amj ûm

)
,

dζ(r)

dr

∣∣∣
r=ρ

< 0

и для любого корня rk > ρ уравнения ζ(r) = 0 выполняется неравенство F (rk) > 0.

Предложение 1 показывает существенность условий (1.6) выхода из инвестиционного про-
цесса. Если α > ρ, F (α) > 0, то существует инвестиционная стратегия с доходностью α, пре-
вышающей ρ, однако из этого инвестиционного процесса нельзя выйти и фиксировать доход,
росший с темпом α, т. е. эта стратегия является “финансовой пирамидой”.
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3. Магистральные свойства дефляторов

Рассмотрим инвестиционный процесс как управляемую динамическую систему. Переход
из финансовой позиции ~S(t) возможен лишь в финансовые позиции

{
~S(t+ 1) = D~S(t) +B~u(t)

∣∣∣ ~u(t) > 0, s0(t) +

M∑

m=1

am0 um(t) > 0

}
.

Будем задавать динамическую систему с помощью многозначного отображения перехода из

состояния ~S в состояние ~̂S ∈ Ω
(
~S
)
, где

Ω
(
~S
)
=

{
~̂S = D~S +B~u

∣∣∣ ~u = (u1, . . . , um) > 0, s0 +
M∑

m=1

am0 um > 0

}
.

Рассмотрим вопрос о режимах сбалансированного роста с темпом λ > 0.

Предложение 2. Для того чтобы существовал вектор ~ξ 6= 0, такой, что λ~ξ ∈ Ω(~ξ),
λ > 1, необходимо и достаточно, чтобы λ являлось корнем полинома

a0λ
n + a1λ

n−1 + . . .+ λan−1 + an = 0,

где

ak =

M∑

m=1

amk um, k = 0, . . . , n, ~u = (u1, . . . , um) > 0, ~u 6= 0, λ~ξ = D~ξ+B~u, ξ0 = −

M∑

m=1

am0 um.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Система уравнений

ξ0 = a0;

λξ0 = ξ1 + (a0 + a1) ;

λξ1 = ξ2 + (a0 + a1 + a2) ;

· · ·

λξn−2 = ξn−1 + (a0 + a1 + . . .+ an−1) ;

λξn−1 = ξn−1 + (a0 + a1 + . . .+ an)

эквивалентна системе

ξj = −

j∑

k=0

ak

( j−k∑

i=0

λi
)
, j = 0, . . . , n− 1;

n∑

k=0

akλ
n−k = 0.

Отсюда следует утверждение предложения 2.

Обозначим через ωm(λ) =
∑n

j=0 a
m
j λj инвестиционный полином m-го проекта. Положим

Z
(
~S, λ

)
= s0 + (s1 − s0)λ+ (sn−1 − sn−2)λ

n−1, где ~S = (s0, . . . , sn−1) .

Заметим (см. [10]), что если

~S(t+ 1) = D~S(t) +B~u, ~u = (u1, . . . , um) > 0, s0(t) +
M∑

m=1

am0 um > 0,

то

λZ
(
~S(t+ 1), λ

)
6 Z

(
~S(t), λ

)
+

M∑

m=1

umωm(λ). (3.8)
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Предложение 3. Пусть ρ — минимальный положительный корень инвестиционной

функции F (r) и ~S(t+ 1) ∈ Ω
(
~S(t)

)
. Тогда

e−ρZ
(
~S(t+ 1), e−ρ

)
6 Z

(
~S(t), e−ρ

)
, (3.9)

причем если e−ρZ
(
~S(t+ 1), e−ρ

)
= Z

(
~S(t), e−ρ

)
, то

{m |um(t) > 0} ⊆
{
m

∣∣ωm

(
e−ρ

)
= 0

}
. (3.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку F (ρ) = max {ωm (e−ρ) |m = 1, . . . ,M} = 0, um(t) > 0,
m = 1, . . . ,M , то (3.9) следует из (3.8), и обращение неравенства (3.9) в равенство возможно
только при выполнении включения (3.10).

Предложение доказано.

Отметим, что Z
(
~ξ, e−ρ

)
равняется значению функционала (2.1) на дефляторах

p(t) = e−ρt, t = 0, . . . , n− 1,

и что если финансовое состояние ~ξ является ликвидным (~ξ ∈ L∞), то Z
(
~ξ, e−ρ

)
> 0. Из остро-

ты многогранного конуса LT (см. предположение об отсутствии арбитража) и (3.9) следует
компактность множества Ω

(
~S
)
∩ LT .

Обозначим

Λ =
{
m

∣∣ωm

(
e−ρ

)
= 0

}
, Λ̂ =

{
m ∈ Λ

∣∣∣dωm(λ)

dλ

∣∣∣
λ=ρ

6= 0
}
.

Из предложения 2 следует, что для любого m ∈ Λ существует режим сбалансированного ро-
ста ~ξm с темпом eρ. Обозначим через Γ = con

{
~ξm

∣∣m ∈ Λ
}

их коническую оболочку.

Следствие. Пусть ρ — минимальный положительный корень инвестиционной функ-

ции F (r). Тогда

eρ > sup
{
α
∣∣α~ξ 6 ~η, ~η ∈ Ω(~ξ), ~ξ ∈ L∞

}
. (3.11)

Если Γ ∩ L∞ 6= ∅, то

eρ = sup
{
α
∣∣α ~ξ 6 ~η, ~η ∈ Ω(~ξ), ~ξ ∈ L∞

}
. (3.12)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства α~ξ 6 ~η следует, что αZ
(
~ξ, e−ρ

)
6 Z (~η, e−ρ).

Поскольку ~η ∈ Ω(~ξ), имеем, что e−ρZ
(
~η, e−ρ

)
6 Z

(
~ξ, e−ρ

)
. Из ~ξ ∈ L∞ следует, что Z

(
~ξ, e−ρ

)
> 0,

откуда получаем неравенство (3.11). Если Γ∩L∞ 6= ∅, то существует режим сбалансированного
роста с темпом eρ, лежащий в конусе ликвидных состояний L∞, и, значит, выполнено (3.12).

Отметим, что в случае, когда Γ∩L∞ 6= ∅, eρ является неймановским темпом роста. Условие
Γ ∩ L∞ 6= ∅ может выполняться, только если Λ̂ 6= ∅ (см. [11] и предложение 1).

Следствие доказано.

Обозначим через VT (~ξ) функцию Беллмана для задачи

e−rTh
(
~S(T − n+ 1)

)
→ max

~u(t)>0
;

~S(t+ 1) = D~S(t) +B~u(t), t = 0, . . . , T − n;

s0(t) +
M∑

m=1

am0 um(t) > 0, t = 0, . . . , T − n;

~u(t) > 0, t = 0, . . . , T − n;

~S(0) = ~ξ,
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Функция VT (~ξ) является вогнутой, положительно однородной функцией, принимающей
положительные значения внутри конуса LT , и удовлетворяет уравнению Беллмана

VT+1(~ξ) = e−ρ sup

{
VT

(
D~ξ +B~u

) ∣∣∣ ~u > 0, ξ0 +

M∑

m=1

am0 um > 0

}
, V0(~ξ) = h(~ξ). (3.13)

Решая на каждом шаге экстремальную задачу (3.13), можно построить синтез оптимального
управления ~uT (~ξ) и вычислить функцию Беллмана на следующем шаге: VT+1(~ξ) = e−ρVT

(
D~ξ+

B~uT (~ξ)
)
. Синтез оптимального управления позволяет построить динамическую траекторию

финансовых состояний

~St+1 = D~St +B~uT−t

(
~St

)
, ~S0 = ~ξ, t = 0, . . . , T − 1.

Теорема 3 (о магистрали в слабой форме). Для любых ε > 0, ~ξ ∈ L∞ существует N (не

зависящее от T ) такое, что траектория финансовых состояний
{
~St | ~St+1 = D~St+ B~uT−t

(
~St

)
,

~S0 = ~ξ, t = 0, . . . , T − 1
}

удовлетворяет неравенству3

∣∣∣∣
{
t
∣∣∣ sup

~y∈Γ∩L∞

∥∥∥ 1

‖~St‖
~St − ~y

∥∥∥ > ε
} ∣∣∣∣ 6 N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем следовать схеме рассуждений, описанной в [16, с. 124].
Прежде всего заметим, что для любого ε > 0 существует δ > 0, обладающее свойством, в силу
которого соотношения

~S ∈ L∞, ~η ∈ Ω
(
~S
)
, sup

~y∈Γ∩L∞

∥∥∥ 1

‖~St‖
~St − ~y

∥∥∥ > ε

влекут неравенство e−ρZ
(
~η, e−ρ

)
< (1 − δ)Z

(
~S, e−ρ

)
. Действительно, в противном случае су-

ществуют последовательности {~xk|k = 1, 2, . . .}, {~yk|k = 1, 2, . . .} такие, что

~xk ∈ L∞, ‖~xk‖ = 1, sup
~z∈Γ∩L∞

‖~xk − ~z‖ > ε, ~yk ∈ Ω (~xk) ,

e−ρZ
(
~yk, e

−ρ
)
>

(
1−

1

k

)
Z
(
~xk, e

−ρ
)
, k = 1, 2, . . . .

Выберем из последовательностей {~xk|k = 1, 2, . . .} и {~yk|k = 1, 2, . . .} подпоследовательно-
сти, сходящиеся к ~x и ~y соответственно. Переходя к пределу, получаем

sup
~w∈Γ∩L∞

‖~x− ~w‖ > ε, (3.14)

~y ∈ Ω(~x), e−ρZ
(
~y, e−ρ

)
> Z

(
~y, e−ρ

)
. (3.15)

Из (3.15) следует, что ~x ∈ Γ ∩ LT . Последнее противоречит (3.14).
Если ∣∣∣∣

{
t
∣∣∣ sup
~y∈Γ∩L∞

∥∥∥ 1

‖~St‖
~St − ~y

∥∥∥ > ε
}∣∣∣∣ = θ,

то Z
(
~ST , e

−ρ
)

6 (1 − δ)θeρTZ
(
~ξ, e−ρ

)
. Кроме того, согласно используемым обозначениям

VT (~ξ) 6 eρnZ
(
~ST , e

−ρ
)
. По теореме Кантора— Липмана справедливо неравенство VT (~ξ) > ceρT ,

где c > 0 — не зависящая от T постоянная величина. Следовательно, c 6 eρn(1− δ)θZ
(
~ξ, e−ρ

)
,

откуда получаем не зависящую от T оценку сверху на величину θ.
Теорема доказана.

3В данном неравенстве |A| означает число элементов, содержащихся в множестве A.
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Условие Γ ∩ L∞ 6= ∅ может выполняться только, если Λ̂ 6= ∅ (см. [11] и предложение 1).
Отметим, что в случае, когда Γ ∩ L∞ 6= ∅, eρ является неймановским темпом роста. Если

~̂ξ ∈ Γ ∩ L∞, ~̂p =
(
1− e−ρ, e−ρ − e−2ρ, . . . , e−ρ(n−2) − e−ρ(n−1), e−ρ(n−1)

)
,

то тройка
(
eρ,

(
~̂ξ, eρ ~̂ξ

)
, ~̂p
)

является неймановским состоянием равновесия (см. [16, с. 104]), т. е.

eρ~ξm ∈ Ω
(
~ξm

)
и для любых

(
~S, ~̂S

)
таких, что ~̂S ∈ Ω

(
~S
)
, справедливо ~̂p~̂S 6 eρ~̂p~S.

Это замечание с учетом магистрального свойства может служить оправданием использо-
вания e−ρ в качестве дефлятора финансовых потоков.
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О СИЛОВСКИХ 2-ПОДГРУППАХ ГРУПП ШУНКОВА,

НАСЫЩЕННЫХ ГРУППАМИ L3(2
m)1

А. А.Шлепкин

Группа G насыщена группами из некоторого множества X групп, если любая конечная подгруппа из
G содержится в подгруппе группы G, изоморфной некоторой группе из множества X. Если все элементы
конечных порядков из группы G содержатся в периодической подгруппе группы G, то она называется
периодической частью группы G. Группа G называется группой Шункова, если для любой конечной под-
группы H из G в фактор-группе NG(H)/H любые два сопряженных элемента простого порядка порожда-
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строение силовской 2-подгруппы группы Шункова, насыщенной проективными специальными линейны-
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1. Введение

Пусть X — некоторое множество групп. Группа G насыщена группами из множества X, если
любая конечная подгруппа из G содержится в подгруппе группы G, изоморфной группе из X

[8;9]. Пусть G — группа. Если все элементы конечных порядков из G содержатся в периодиче-
ской подгруппе группы G, то она называется периодической частью группы G и обозначается
через T (G) [2, c. 90]. Группа G называется группой Шункова (сопряженно-бипримитивно ко-
нечной группой), если для любой конечной подгруппы H из G в фактор-группе NG(H)/H
любые два сопряженных элемента простого порядка порождают конечную группу [5]. Отме-
тим, что группа Шункова не обязана обладать периодической частью (см. [6]). В работе [4]
доказывается, что периодическая группа G, насыщенная группами L3(2

n), локально конечна
и изоморфна L3(P ), где P — подходящее локально конечное поле характеристики 2. Есте-
ственно попытаться перенести указанный результат на классы групп, содержащие элементы
бесконечного порядка, в частности, на класс групп Шункова.

При изучении группы с условием насыщенности одним из ключевых моментов является
нахождение в ней счетной локально конечной подгруппы с достаточно хорошими свойствами.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 18-71-10007 ).



276 А.А.Шлепкин

В случае, когда насыщающее множество состоит из конечных простых неабелевых групп, в
качестве такой подгруппы желательно взять силовскую 2-подгруппу изучаемой группы. Это
связано с тем обстоятельством, что в дальнейшем, как правило, удается построить возраста-
ющую цепочку вложенных друг в друга конечных простых неабелевых подгрупп исследуемой
группы и в конечном итоге установить структуру изучаемой группы. В данной работе рассмат-
ривается группа Шункова, насыщенная проективными специальными линейными группами
степени три над конечными полями характеристики два, при дополнительном условии, что
группа не обладает периодической частью. Установлена структура нормализатора силовской
2-подгруппы данной группы и доказан а его счетность.

Гипотеза. Пусть группа Шункова H насыщена группами из множества M = {L3(2
n) |

n = 1, 2, . . .}. Тогда H обладает периодической частью T (H), которая изоморфна L3(Q) для

подходящего локально конечного поля Q характеристики 2.

В дальнейшем G — контрпример к утверждению гипотезы. В данной работе получены ряд
свойств силовской 2-подгруппы группы G. Доказана

Теорема. Пусть S — силовская 2-подгруппа группы G. Тогда

(a) S — бесконечная локально конечная группа периода 4;

(b) S двуступенно нильпотентна, Z(S) = S′ — группа периода 2;

(c) x2 ∈ Z(S) для любого x ∈ S, x2 ∈ Z(S);

(d) если z — инволюция из G, то CG(z) обладает единственной силовской 2-подгруппой,

которая совпадает с S;

(e) силовские 2-подгруппы в группе G сопряжены c S;

(f) подгруппа N = NG(S) обладает счетной периодической частью T = T (N) = S⋋P , где

группа P — локально конечная абелева группа ранга 2 без инволюций;

(g) T насыщена группами из множества MN = {NM (SM ) | M ∈ M, SM ∈ Syl2M}.

Пусть H — группа, K — подгруппа H, X — множество групп. Через XH(K) будем обозна-
чать множество всех подгрупп группы H, содержащих K и изоморфных группам из X. Если
1 — единичная подгруппа группы H, то XH(1) будет обозначать множество всех подгрупп
группы H, изоморфных группам из X. Если из контекста ясно, о какой группе идет речь, то
вместо XH(K) будем писать X(K) и соответственно вместо XH(1) — X(1).

2. Доказательство теоремы

При доказательстве теоремы будем следовать схеме доказательства лемм 2.1–2.11 из [4].
Поскольку G — контрпример к утверждению Гипотезы, то согласно [4, теорема] группа G не
обладает периодической частью.

Лемма 1. Группа G содержит бесконечную локально конечную подгруппу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если G содержит лишь конечное множество элементов конеч-
ного порядка, то по лемме Дицмана [1] и условию насыщенности G обладает периодической
частью T (G), которая изоморфна L3(2

n) для подходящего n. Противоречие с выбором G. Сле-
довательно, G содержит бесконечно много элементов конечного порядка, и по [10, лемма 1]
группа G содержит бесконечную локально конечную подгруппу.

Лемма доказана.

Лемма 2. Группа G содержит инволюцию, и все инволюции группы G сопряжены. По-

рядок любого 2-элемента из G не превосходит 4, и для любой инволюции z ∈ G существует

элемент x ∈ G такой, что x2 = z. Любая 2-подгруппа T из G двуступенно нильпотентна,

квадрат любого элемента из T лежит в центре T , T
′

— группа периода 2 и T
′

≤ Z(T ).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку в группе Шункова, как и в периодической группе,
любые две инволюции порождают конечную группу, то доказательство данной леммы анало-
гично доказательству соответствующих свойств перечисленных в утверждении [4, лемма 2.1].

Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть x — элемент порядка 4 из G. Тогда CG(x) обладает периодической ча-

стью T (CG(x)), которая является бесконечной абелевой 2-группой. В частности, любая си-

ловская 2-подгруппа группы G бесконечна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть K — произвольная конечная подгруппа из CG(x). Тогда
〈K,x〉 — также конечная подгруппа из CG(x). По условию насыщенности существует группа
L ∈ M(〈K,x〉). По [4, § 1, свойства 2, 7] CL(x) — абелева 2-группа. Так как 〈K,x〉 ≤ CL(x),
то K — абелева группа. По [7, предложение 7] T (CG(x)) существует и является абелевой 2-
группой. Покажем, что T (CG(x)) — бесконечная группа. В силу лемм 1 и 2 CG(x) содержит
бесконечно много элементов конечного порядка. Следовательно, T (CG(x) — бесконечная груп-
па, а любая силовская 2-подгруппа из G бесконечна.

Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть z — инволюция из G. Тогда CG(z) обладает единственной силовской

2-подгруппой S, которая одновременно будет силовской 2-подгруппой в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 2 в G найдется элемент x порядка 4 такой, что x2 = z.
Отсюда и из леммы 3 следует, что T (CG(x)) ≤ CG(z). Пусть T — силовская 2-подгруппа из
CG(z), содержащая T (CG(x)). Очевидно, T — бесконечная группа. Пусть T1 — силовская 2-
подгруппа из CG(z), содержащая x и отличная от T . Очевидно, Z(T1) < T .

Далее разобьем доказательство леммы на несколько пунктов.

1. Пусть I — группа, порожденная всеми инволюциями из Z(T ), а I1 — группа порожденная
всеми инволюциями из Z(T1). Тогда I = I1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку Z(T1) < CT1(x) < T (CG(x) < T , то I1 ≤ I. Пред-
положим, что I1 < I. Тогда найдется инволюция a ∈ I \ I1. Так как b2 ∈ I1 для любого
b ∈ T1, то по [7, предложения 4,5] 〈a, b, z〉 — конечная подгруппа из CG(z). По условию насы-
щенности 〈a, b, z〉 ≤ L1 ∈ M(〈a, b, z〉). По [4, § 1, п. 7] 〈a, b, z〉 — конечная 2-группа из CL1(z).
Соответственно 〈a, b〉 — конечная 2-группа и [x, y] ∈ I для любого y ∈ 〈a, b〉 (см. лемму 2).
Следовательно, фактор-группа 〈x, a, b, I〉/I является конечной 2-группой, группа 〈x, a, b, I〉 —
локально конечная 2-группа (см. теорему Шмидта [2, теорема 23.1.1]), а 〈x, a, b〉 — конечная
2-группа. По условию насыщенности 〈x, a, b〉 ≤ L2 ∈ M(〈x, a, b〉). Возьмем в L2 силовскую 2-
подгруппу S2, содержащую 〈x, a, b〉. Поскольку ax = xa, то a ∈ Z(S2), следовательно, ab = ba.
В силу произвольности выбора b как элемента группы T1 a ∈ CG(T1). Поскольку T1 — силов-
ская 2-подгруппа в G, то a ∈ T1, a ∈ Z(T1) и a ∈ I1. Противоречие с выбором инволюции a.
Следовательно, I = I1. �

Обозначим группу I через Z∗.

2. Фактор-группа 〈T, T1〉/Z
∗ не содержит элементов порядка 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду п. 1, доказанного выше, и [7, предложения 4, 5] фактор-
группа 〈T, T1〉/Z

∗ — группа Шункова. Пусть d — элемент порядка 4 из фактор-группы 〈T, T1〉/Z
∗,

а d — его прообраз в 〈T, T1〉. Ввиду леммы 2 |d| = 4 для любого v ∈ T1, [v, x] ∈ Z∗ и [w, x] ∈ Z∗

для любого w ∈ T . Следовательно, Z∗〈x〉 — нормальная подгруппа в 〈T1, T 〉, Z
∗〈x〉〈d〉 — ло-

кально конечная 2-группа с нормальной подгруппой Z∗〈x〉 и (Z∗〈x〉) ∩ 〈d〉 = 1. Для любого
u ∈ Z∗ 〈u, x, d〉 — конечная 2-подгруппа из Z∗〈x〉〈d〉. По условию насыщенности

u ∈ Z∗, 〈u, x, d〉 < SL < L ∈ M(〈u, x, d〉),
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где SL — силовская 2-подгруппа из L. По [4, § 1, свойство 3] d2 ∈ Z(SL) и, следовательно,
d2 ∈ T (CG(x)) = T . Возьмем произвольный элемент t ∈ T . Рассмотрим конечную подгруппу
〈t, d2, x〉 группы T . По условию насыщенности

〈t, d2, x〉 < SL1 < L1 ∈ M(〈t, d2, x〉),

где SL1 — силовская 2-подгруппа из L1. По [4, § 1, свойство 3] d2 ∈ Z(SL1), следовательно,
d2t = td2 для любого t ∈ T. Последнее означает, что d2 ∈ Z(T ), d2 ∈ Z∗ и |d| = 2. Противоречие
с тем, что |d| = 4. Таким образом, все неединичные 2-элементы фактор-группы 〈T, T1〉/Z

∗

являются инволюциями. �

3. Покажем, что произведение любых двух инволюций из фактор-группы 〈T, T1〉/Z
∗ —

снова инволюция.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, в противном случае в фактор-группе 〈T, T1〉/Z
∗

найдутся инволюции v,w такие, что |v w| > 2. По п. 2, доказанному выше, фактор-группа
〈T, T1〉/Z

∗ не может содержать элементов порядка 4. Следовательно, |v w| делится на некото-
рое нечетное простое число p, в группе 〈v w〉 найдется подгруппа 〈d〉 простого порядка p, а

соответственно в фактор-группе 〈T, T1〉/Z
∗ найдется группа диэдра 〈d〉⋋ 〈v〉 и d

v
= d

−1
.

Пусть d, v — прообразы элементов d, v в группе 〈T, T1〉 такие, что v — 2-элемент, а d —
элемент нечетного порядка, делящегося на p. В силу того что 〈Z∗, x〉 — нормальная подгруппа
в 〈T, T1〉 (см. доказательство п. 2) 〈Z∗, x, d, v〉 — локально конечная группа, соответственно
〈x, d, v〉 —конечная группа из CG(z). По условию насыщенности

〈x, d, v〉 < L2 ∈ M(〈x, d, v〉),

и 〈d, x, v〉 ≤ CL2(z). По [4, § 1, свойство 7] CL2(z) = SL2 ⋋D, где SL2 — силовская 2-подгруппа
из L2, содержащая 〈x, v〉, а D — циклическая группа нечетного порядка. Без ограничения
общности можно считать, что d ∈ D, а v ∈ SL2 (см. теорему Холла [3, теорема 15.2.4]). Тогда
dv = sd−1 для некоторого s ∈ Z∗ (согласно выбору элементов d, v) и dv = s1d для некоторого
s1 ∈ SL2 (согласно структуре CL2(z)). Следовательно, sd−1 = s1d и d2 = s−1

1 s — 2-элемент, что
невозможно. �

4. T — единственная силовская 2-подгруппа из CG(z), содержащая x.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из доказанных выше пп. 1–3 вытекает, что все конечные под-

группы фактор-группы 〈T, T1〉/Z
∗ являются элементарными абелевыми 2-группами. По [7,

предложение 7] фактор-группа 〈T, T1〉/Z
∗ обладает периодической частью T (〈T, T1〉/Z

∗), кото-
рая является абелевой группой периода 2. Очевидно, ее полный прообраз в 〈T, T1〉 совпадает
с 〈T, T1〉 (в силу того что 〈T, T1〉 порождается элементами конечного порядка) и является
2-подгруппой в CG(z). Так как T, T1 — силовские 2-подгруппы из CG(z), содержащие x, то
〈T, T1〉 = T = T1. �

5. Все инволюции из CG(z) лежат в T .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть a — инволюция из CG(z) \ T . По [7, предложения 4,5]
группа 〈x, a〉 конечна. По условию насыщенности 〈x, a〉 ≤ L3 ∈ M(〈x, a〉). Следовательно,
〈x, a〉 ≤ CL(z), 〈x, a〉 — 2-группа [4, § 1, свойство 7]. Пусть T2 — силовская 2-подгруппа из CG(z),
содержащая 〈x, a〉. По п. 4, доказанному выше, T = T2. Следовательно, a ∈ T . Противоречие
с выбором инволюции a. �

6. Все элементы порядка 4 из CG(z) лежат в T .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть b — элемент порядка 4 из CG(z). По условию насыщен-

ности 〈z, b〉 < L4 ∈ M(1). Пусть S4 — силовская 2-подгруппа из L4, содержащая элемент
z из Z(S4). По [4, § 1, свойство 4] b является произведением инволюций из S4. Поскольку
S4 < CG(z), то по п. 5, доказанному выше, b ∈ T . �

Завершим доказательство леммы. Так как все неединичные 2-элементы из CG(z) имеют
порядок 2 или 4, то по пп. 5, 6, доказанным выше, T — характеристическая подгруппа в
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CG(z), а поскольку она силовская 2-подгруппа в CG(z) (см. п. 4, доказанный выше), то она
единственная силовская 2-подгруппа в CG(z). Тогда S = T .

Лемма 4 доказана.

Зафиксируем силовскую 2-подгруппу S группы G из утверждения леммы 4 и положим
N = NG(S), Z = Z(S).

Лемма 5. Имеют место следующие утверждения:
(a) силовские 2-подгруппы в группе G сопряжены;
(b) Z = S

′

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (a). Пусть S1 — силовская 2-подгруппа группы G, отличная
от S. По лемме 2 S1, S — нильпотентные группы. Возьмем инволюцию t ∈ Z(S1) и инволюцию
r ∈ Z(S). Тогда t = rg для некоторого g ∈ G (см. лемму 2), и S1 = Sg (лемма 4).

(b). Доказательство данного утверждения аналогично доказательству [4, лемма 2.4.].
Лемма доказана.

Лемма 6. Группа N = NG(S)/S обладает периодической частью T (N) := P , которая

является периодической абелевой группой ранга 2 без инволюций.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы разобьем на несколько пунктов.

1. Пусть K — конечная подгруппа из N . Тогда K — абелева группа.
Действительно, пусть K — некоторый конечный прообраз подгруппы K в N . Возьмем в S

элемент x порядка 4 и рассмотрим конечную подгруппу 〈x,K〉 из N . По условию насыщенно-
сти 〈x,K〉 ≤ M ∈ M(〈x,K〉). Пусть SM — силовская 2-подгруппа из M , содержащая x. По
[4, § 1, свойство 7] SM < CM (x2). Cледовательно, SM < S, NG(SM ) < NG(S) и K < NM (SM )
(см. лемму 4). По [4, § 1, свойство 6] фактор-группa NM (SM )/SM — абелева группа. Следо-
вательно, фактор-группa KSM/SM — абелева группа. Так как SM < S, то фактор-группа
K = KS/S — абелева подгруппа из N . �

2. N — группа Шункова. Утверждение данного пункта вытекает из лемм 2, 3, [7, предло-
жения 4, 5; 3, теорема Холла, 15.2.4] и того факта, что π(S) ∩ π(N ) = ∅. �

3. P — счетная группа.
По пп. 1, 2, доказанным выше, и [7, предложение 7] P существует и является абелевой

группой без инволюций. Следовательно,

P = P1 × P2 × · · · × Pi × · · ·

— прямое произведение своих силовских pi-подгрупп Pi, по всем pi ∈ π(N) [2, упражне-
ние 10.1.2.]. Покажем, что Pi — абелева pi-группа pi-ранга, не превосходящего 2. Предположим
противное и возьмем в Pi элементарную абелеву подгруппу K порядка p3i . Пусть K — неко-
торый конечный прообраз подгруппы K в N . Возьмем в S элемент x порядка 4 и рассмотрим
конечную подгруппу 〈x,K〉 из N . По условию насыщенности 〈x,K〉 ≤ M ∈ M(〈x,K〉). Пусть
SM — силовская 2-подгруппа из M , содержащая x. По [4, § 1, свойство 7] SM < CM (x2). Следо-
вательно, SM < S и K < NM (SM ) (лемма 4). По [4, § 1, п. 6] фактор-группa NM (SM )/SM — абе-
лева группа p-ранга, не превосходящего 2 по всем p ∈ π(NM (SM )/SM ). Следовательно, фактор-
группa KSM/SM — абелева группа pi-ранга не более 2. Так как x ∈ SM , то NG(SM ) < NG(S)
и фактор-группа K = KS/S — абелева подгруппа из N pi-ранга, не превосходящего 2. Проти-
воречие с выбором K. Поскольку SM можно выбрать сколь угодно большого порядка, то |K|

также можно взять сколь угодно большим, и cчетность группы P в силу [2, теорема 10.1.16]
очевидна. �

Лемма доказана.

Лемма 7. Z — счетная группа.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем две различные инволюции t, l из Z и элементы a, b
порядка 4 из S такие, что a2 = t, b2 = l. Рассмотрим конечную подгруппу 〈a, b〉 из N . По
условию насыщенности 〈a, b〉 ≤ K ∈ M(〈a, b〉). Пусть SK — силовская 2-подгруппа из K,
содержащая 〈a, b〉. Тогда SK < S. По [4, § 1, свойство 8] NK(SK) = SK ⋋M , и в M найдется
элемент g такой, что tg = l. Следовательно, для любого s ∈ S имеем tsg = l, ts = t, ls = l
(инволюции t, l принадлежат Z(S)). Ввиду лемм 3 и 4 инволюции t, l лежат в Z(S) ∩ Z(Sh)
для любого h ∈ M . По лемме 4 имеем S = Sh и M < NG(S). Так как M = MS/S < P , то P
действует транзитивно на Z \ {1} (по правилу zg = zg). Так как P — счетная группа, то Z —
счетная группа.

Лемма доказана.

Лемма 8. S — счетная группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству [4, лемма 2.7]. �

Лемма 9. N обладает счетной периодической частью T = T (N) = S ⋋ P , где P —

периодическая абелева группа ранга 2 без инволюций.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Существование и счетность подгруппы T = T (N) вытекает из
леммы 6, теоремы Шмидта [2, теорема 23.1.1] и леммы 8. Покажем существование группы P
из утверждения леммы. Пусть группа P — из утверждения леммы 6, K — конечная подгруппа
из P и K — конечный прообраз подгруппы K в T . Тогда K/K ∩ S ≃ K. По теореме Холла
[3, теорема 15.2.4] K = (K ∩ S)⋋K1, где K1 ≃ K. Положим R1 = K1. Ясно, что S ⋋R1 ≤ T и
K = R1. Так как P — счетная группа, то

P = {k1, . . . , kn, . . . | n = 1, 2 . . .}.

Пусть m1 — минимальное натуральное число, при котором km1 6∈ R1. Очевидно, K2 = 〈km1 , R1〉 —
конечная подгруппа в P . Пусть K2 — конечная подгруппа из T , содержащая R1 и являющаяся
прообразом подгруппы K2. По теореме Холла [3, теорема 15.2.4] K2 = (K2∩S)⋋R2, где R2 ≃ K2

и R1 < R2. Ясно, что S ⋋ R2 ≤ T , K2 = R2 и km1 ∈ R2. Действуя подобным образом, строим
бесконечную цепочку подгрупп группы T

R1 < R2 < . . . < Rn < . . .

такую, что

P =
∞⋃

n=1

Rn

— локально конечная абелева группа и T = S⋋P. По [2, упражнение 10.1.2.] P = P1×P2×· · ·×

Pi× . . . — прямое произведение своих силовских pi-подгрупп Pi по всем pi ∈ π(P ). То, что Pi —
pi ранга, не превосходящего 2, доказывается точно так же, как в завершении доказательства
леммы 6.

Лемма доказана.

Лемма 10. T насыщена группами из множества

MN = {NM (SM ) | M ∈ M, SM ∈ Syl2M}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть K — некоторая конечная подгруппа из T . Возьмем в S
элемент x порядка 4 и рассмотрим конечную подгруппу 〈x,K〉 из T . По условию насыщенно-
сти 〈x,K〉 ≤ M ∈ M(〈x,K〉). Пусть SM — силовская 2-подгруппа из M , содержащая x. По
предложению [4, § 1, свойство 7] SM < CM (x2). Следовательно, SM < S и K < NM (SM ) (см.
лемму 4).

Лемма доказана.

Завершим доказательство теоремы. Пункты (a)–(c) доказаны в леммах 2 и 3. Пункт (d)
доказан в лемме 4. Пункт (e) доказан в лемме 5. Пункт (f) доказан в лемме 9. Пункт (g)
доказан в лемме 10.

Теорема доказана.
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Международная алгебраическая конференция ”Алгебра, теория чисел и математическое
моделирование динамических систем”, проходившая в г. Нальчике 29 июня – 3 июля 2019 года,
была посвящена 70-летнему юбилею российского математика, профессора, доктора физико-
математических наук А.Х.Журтова.

Конференция была организована Кабардино-Балкарским государственным университетом
им. Х.М.Бербекова (КБГУ), Институтом прикладной математики и автоматизации (ИПМА
КБНЦ РАН) и Институтом математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН (ИММ
УрО РАН). Работа конференции проходила в Эльбрусском учебно-научном комплексе КБГУ.

Оргкомитет конференции: М.С.Нирова (председатель), У.М. Пачев (зам. председателя),
Б.И.Кунижев, В.Н.Лесев, А.А.Алиханов, М.А.Керефов, А.Х Кодзоков., А. Р.Бечелова,
Ф.Х.Кудаева, В.А.Водахова, Р.Ш.Жемухов, А. Г. Езаова, А.А.Токбаева, Ж.Ж.Жабоев,
М.М.Хамгокова.

Программный комитет конференции: А.А.Махнев (председатель), В.Д.Мазуров (зам. пред-
седателя), И.Н.Белоусов (ученый секретарь), А.А.Алиханов, В.А.Артамонов, В.А.Белоногов,
А.В.Васильев, А.В.Вдовин, С.В.Востоков, Я.М.Ерусалимский, А.Х.Журтов, Л.С.Казарин,
А.И.Кожанов, В.А.Койбаев, А.С.Кондратьев, М.А.Королев, В. М.Левчук, А.И.Лобанов,
В.С.Монахов, А.Ю.Ольшанский, У.М.Пачев, А.В.Псху, А.В.Рожков, В.А.Романьков,
М.В.Селькин, А.П.Солдатов, В.Н.Чубариков.

В работе конференции приняли участие 143 человек (из них 62 очно) из 18 городов Рос-
сийской Федерации (Нальчик (47), Новосибирск (20), Екатеринбург (13), Красноярск (13),
Москва (11), Челябинск (9), Владикавказ (6), Белгород (6), Санкт-Петербург (3), Махачка-
ла (2), Брянск (2), Краснодар (2), Ярославль (1), Севастополь (1), Белорусия (Гомель (2), Ви-
тебск (2)), Азербайджана (Баку (2)), США (Нэшвилл (1)), в том числе 2 член-корреспондента
РАН, 41 (очно 16) доктор и 39 (очно 24) кандидатов наук, а также аспирантов 24 (очно 8) и
студентов 17 (очно 4).

Города очных участников: Нальчик (37), Новосибирск (12), Екатеринбург (2), Владикав-
каз (4), Красноярск (2), Баку (2), Челябинск (2), Москва (1).
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На конференции обсуждались современные достижения в области теории групп, теории
графов, теории чисел и математического моделирования динамических систем. Тематика до-
кладов охватывала широкий спектр исследований по современным направлениям фундамен-
тальной и прикладной математики. В материалах конференции1 опубликовано 79 работ.

В ходе заседаний были заслушаны 14 пленарных докладов по 45 или 30 минут:

А.А.Махнев. “Современные направления в теории дистанционно регулярных графов”;

М.С.Нирова. “Дистанционно регулярные графы и их группы автоморфизмов”;

А.Ю Ольшанский. "Проблема сопряженности в группах с квадратичной функцией Дэна";

Е.П.Вдовин. “Analogue of Baer-Suzuki theorem for π-subgroups”;

А.Х.Журтов. “О локально конечных π-разделимых группах" ;

А.К.Шлепкин. “О группах Шункова, насыщенных прямыми произведениями элементарных
абелевых 2-групп и унитарных групп степени 3”;

В.А.Койбаев. “О разложении элементарной трансвекции в элементарной сетевой группе”;

Д.О.Ревин. “Подгруппы нечетных индексов в конечных простых группах: некоторые актуаль-
ные вопросы”;

В.Д.Мазуров. “Периодические группы, насыщенные конечными простыми ортогональными
группами”;

А.С.Кондратьев. “О конечных неразрешимых 4-примарных 3′-группах”;

А.В.Васильев.“Простые группы и связанные с ними графы”;

Д.В.Лыткина. “Конечные группы, близкие к группам Фробениуса”;

А.А.Алиханов. “Нелокальные краевые задачи для уравнения диффузии дробного порядка”;

А.А.Шлепкин. “Периодические группы, насыщенные группами лиева типа ранга 1 и группа-
ми L3 и L4”.

На секционных заседаниях было заслушано 28 кратких сообщений. Большой интерес для
участников представил “час проблем”, состоявшийся в последний день конференции. Были
поставлены следующие задачи.

1. И.Н.Белоусов, А.А.Махнев. Дистанционно регулярные графы и унитали. Униталью
называется 2-(q3 + 1, q + 1, 1) схема. Существуют ли дистанционно регулярные графы с мас-
сивами пересечений {(q− 1)q, (q+1)(q− 2), q+1; 1, 1, (q − 2)q}? Является ли для такого графа
Γ граф Γ̄3 псевдогеометрическим графом двойственной 2-схемы, pGq+1(q

2 − 1, q), отвечающей
унитали?

2. М.П. Голубятников, А.А.Махнев. Классификация графов Кулена. Пусть Γ — дистанци-
онно регулярный граф диаметра d с собственными значениями k = θ0 > θ1 > · · · > θd. Кулен
получил следующую границу: (θ1+1)(θd+1) ≤ −b1, причем равенство достигается только для
графов диаметра 2. Графом Кулена назовем граф Γ диаметра d ≥ 3 c (θ1 + 1)(θd + 1) ≤ −k.
Обобщенный шестиугольник порядка (s, 1) дает пример графа Кулена. Классифицировать
графы Кулена.

3. А.А.Махнев. Дистанционно регулярные графы диаметра 3 без треугольников. Имеется
немало допустимых массивов пересечений дистанционно регулярных графов диаметра 3 без
треугольников. Существуют ли дистанционно регулярные графы с массивами пересечений
{7, 6, 6; 1, 1, 2}, {8, 7, 5; 1, 1, 4}, {17, 16, 10; 1, 2, 8}?

4. А.А.Махнев, М.С.Нирова. Существование некоторых дистанционно регулярных гра-
фов Γ с сильно регулярными графами Γ2 и Γ3:

(1) Cуществуют ли графы с массивами пересечений {r2+3r+1, r(r+1), r+2; 1, r+1, r(r+2)},
где r нечетно и делится на 3?

(2) Cуществуют ли графы с массивами пересечений {2r2 + 5r + 2, r(2r + 2), 2r + 3; 1, 2r +
2, r(2r + 3)}, где r не делится на 3 и Γ ≡ ±1(mod 5)?

1Алгебра, теория чисел и математическое моделирование динамических систем: тезисы междуна-
родной конференции, посвященной 70-летию А. Х. Журтова. Нальчик: Изд-во КБГУ, 2019. 138 c.
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5. А.А.Махнев, Д.В.Падучих. Дистанционно регулярные графы диаметра 3 с сильно регу-
лярными графами Γ2 и Γ3, Γ3 — псевдогеометрический граф для GQ(q−1, q+1). Существуют
ли дистанционно регулярные графы с массивами пересечений {q2 − 1, q2 − 2q, q + 2; 1, q, (q −

2)(q + 1)}, где q > 6 и q — степень простого числа? Можно ли восстановить π(G) для группы
автоморфизмов G графа с массивом пересечений {q2 − 1, q2 − 2q, q + 2; 1, q, (q − 2)(q + 1)}?

6. А.В.Васильев. Существует ли непериодическая простая группа Шункова, обладающая
нетривиальным элементом конечного порядка?

7. Д.О.Ревин. Пусть G = B(2, n) = 〈x, y〉 — свободная бернсайдова группа нечетного
периода n с двумя свободными порождающими x и y. Рассмотрим группу A, состоящую из всех
автоморфизмов α группы G таких, что 〈xα〉 = 〈x〉 и yα = y. Верно ли, что централизатор CG(A)
конечен?

8. А.В.Васильев, Д.О.Ревин. Пусть N — нормальная подгруппа, а H — максимальная π-
подгруппа конечной группы G для некоторого множества π нечетных простых чисел. Всегда
ли пересечение N ∩H будет максимальной π-подгруппой в N?

Комментарий к вопросу: Достаточно рассмотреть случай, когда N — неабелева простая
группа, а G — ее группа автоморфизмов. Отметим, что в случае, когда 2 ∈ π, ответ на постав-
ленный вопрос отрицательный.

9. А.Х.Журтов, Д.В.Лыткина, В.Д.Мазуров. Пусть H — собственная нормальная под-
группа неразрешимой группы G = H〈x〉. Возможно ли, что все элементы из смежного клас-
са Hx имеют один и тот же порядок? Наиболее интересен случай, когда |G : H| = 2.

10. Д.В.Лыткина, В.Д.Мазуров. Пусть G — периодическая группа, насыщенная конечны-
ми простыми группами лиева типа над полями нечетных характеристик, лиевы ранги которых
ограничены в совокупности. Верно ли, что все силовские 2-подгруппы группы G сопряжены?

Программой конференции был предусмотрен свободный день, в течение которого для
участников конференции был организован поход на водопад “Терскол”.

Закрытие конференции состоялось 3 июля.
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